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5.5 Skalarprodukt und Norm
Vektorrechnung — was bisher geschah. https://youtu.be/y05d4Szutpo (3min) (1)

Definition: (Norm)
Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung || - || : V' — R{ heilt Norm,

wenn Va, b€ V und VA € R gilt:

(N1) ||d@]| =0 d=0

(N2) |adl = Alall

(N3) ||@ + b]] < ||a|| + ||b]| (Dreiecksungleichung)

Definition: (Skalarprodukt)

Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung (-,-) : V' x V' — R heifst Skalarprodukt,

A
b+ 7) = (@,b) + (@, (linear)
,ay >0, wobei (d,d) =0 < a=0 (positiv definit)
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Warum definieren wir das so?  https://youtu.be/koKWE_Ed_7c| (Smin) (2)

Uberlegen Sie: Sind durch die folgenden Abbildungen Skalarprodukte auf R? definiert?

(@, g> = a1by + 2aby (3)
<a, g> = a161 + CL1b2 + CLle + (lng (4)
<a:, g> = 2a161 - albg - a2b1 + a2b2 (5)

Jetzt verkniipfen wir Skalarprodukt und Norm geschickt miteinander:

Satz 11. (Norm)
Sei V' ein Vektorraum dber R. Jedes Skalarprodukt, (-,-) : V x V — R induziert eine
Norm, || - || : V — R{, gegeben durch

lall == v/{d,a). (6)

Beweis: (N1) & (N2) https://youtu.be/sXulxylnL-0 (3 min) (7)

!"Wenn wir Skalarprodukte fiir Vektorriume iiber C betrachten, werden wir (S1) modifizieren miissen.


https://youtu.be/yO5d4Szutpo
https://youtu.be/koKWE_Ed_7c
https://youtu.be/sXuIxy1nL-0

Fiir (N3) beweisen wir zunéchst:

Lemma 12. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Skalarprodukt und induzierte Norm erfiillen

@bl < lalpl vabev. (CS)
Beweis: (CS) https://youtu.be/qS6p-kNWgTk (5 min) (8)
Beweis: (N3) https://youtu.be/syskCRmIg2Q (2 min) (9)

Anschauliche Bedeutung
Norm: Lénge des Vektors ~ https://youtu.be/Zs_ioKlnfcI| (3 min) (10)
Skalarprodukt (SP) und Winkel
kanonisches SP auf R* & R" https://youtu.be/Z7chFSHD9Kg (5 min) (11)

SPe auf beliebigen Vektorrdumen https://youtu.be/nD69po8oeXg (2min) (12)
Einheitsvektoren und Projektionen https://youtu.be/gagnc06BEKE (3min) (13)

Definition: (Orthogonalitéit)
Zwei Vektoren @,b € V heifen orthogonal zueinander, falls (@, b) = 0.

Beispiel  https://youtu.be/ZJuzkw8y128 (2min) (14)
Uberlegen Sie: Was gilt nun fiir den Winkel zwischen orthogonalen Vektoren?
Bemerkung: Aus Orthogonalitéit folgt lineare Unabhéangigkeit.
https://youtu.be/N4azhw0-Ls8 (4 min) (15)
Definition: (Orthonormal-Basis)

Eine Basis, deren Elemente paarweise orthogonal sind, heifst Orthogonal-Basis. Sind die
Vektoren zusétzlich normiert, d.h. haben sie alle Norm 1, dann bilden sie eine Orthonormal-

Basis (ONB).

Beispiele fiir V = R? mit dem kanonischen Skalarprodukt:

| = ((1)) , €y = ((1)) bilden eine ONB, (16)
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Basis-Entwicklung eines Vektors:
Sei {¢;} eine ONB von V. Wollen wir b € V' als Linearkombination der Basisvektoren
schreiben, also
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dim V'
SIS 19
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so gilt A\; = (¢}, b).

. . — 2 .
Warum? Probieren Sie’s aus, z.B. fiir b = (_1> und die Basen und (17).
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