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Losungsvorschlag zu Blatt 5

Aufgabe 1 (2 Punkte): Sei G eine endliche Gruppe mit Normalteiler N < G. Zeigen Sie,
dass die Abbildung
{USG|NQU} - {W QG/N}

mit U — U/N bijektiv ist.

Losungsvorschlag. Wir haben bereits gesehen, dass die Abbildung eine Bijektion zwischen
den Untergruppen darstellt. Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass sie Normalteiler auf
Normalteiler abbildet und das alle Normalteil in G/N so getroffen werden.

Mathematisch gesagt, wir miissen zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert und surjektiv
ist. Injektivitét folgt aus dem Resultat aus der Vorlesung.

Sie hierzu U ein Normalteiler in G mit N C U. Sei g € G und u € U beliebig. Dann gilt

g 'NuNgN = g 'ugN € U/N,

da U Normalteiler ist und entsprechend g~lug € U gilt. Damit ist aber auch U/N ein
Normalteiler in G/N.

Angenommen U ist kein Normalteiler. Dann finden wir ¢ € G und u € U sodass g 'ug ¢ U.
Damit gilt auch
g '"NuNgN = g 'ugN ¢ U/N.

Diese Aussage ist nicht ganz offensichtlich, aber angenommen es gibe ein v € U sodass
vN = g lugN. Dann gibe eseinn € N C U mit vn = g 'ug. Aber vn € U und g tug ¢ U,
also kann es so ein v nicht geben. Damit haben wir gezeigt, dass die Abbildung surjektiv
ist. [

Aufgabe 2 (2 Punkte): Wir betrachten R? als Gruppe beziiglich Addition. Weiter sei
U={(z,z) |z e R} <R*und V = {(—z,z) | z € R}.

(a) Skizzieren Sie U und V sowie die Nebenklasse (0,2) + U
(b) Zeigen Sie, dass R?/U = V.



Lésungsvorschlag. Skizze siehe Zoommitschnitt. Offensichtlich bildet (1,1),(—1,1) eine
Basis von R?. Jedes v lsst sich also eindeutig durch a(1,1)+b(—1, 1) darstellen. Die Zuor-
dung v — (a, b) respektiert Addition und wir definieren f : R — V durch f(v) = b(—1,1),
also die Projektion auf V. Die Abbildung ist offensichtlich surjektiv und wie vorhin erwéhnt
respektiert die Abbildung Addition und somit haben wir einen surjektiven Gruppenhomo-
moprhismus gefunden. Der Kern der Abbildung sind genau solche v fiir die b = 0 gilt, also
v = a(1,1). Mit anderen Worten der Kern ist genau durch U gegeben. Die gewiinschte
Isomorphie folgt nun direkt aus dem Homomorphiesatz. O

Aufgabe 3 (2 Punkte): Wir betrachten Z mit Addition. Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € Z
gilt:
aZ) keV (a, b)Z = ggT(a, b)Z/VZ.

Lésungsvorschlag. Es gilt aZ N bZ = kgV(a,b)Z und aZ + bZ = ggT(a,b)Z. Damit folgt
die Aussage direkt aus dem 1. Isomorphiesatz mit N = bZ und U = aZ der besagt, dass
U/UNN = U+ N/N. (Hierbei nutzen wir wieder die additive Schreibeweise U+ N wahrend
in der allgemeinen Formulierung UN multiplkativ geschrieben ist) [

Aufgabe 4 (2 Punkte): Es seien A, B, C abelsche Gruppen. Eine Sequenz mit linearen
Abbildungen f, g

aLip%c
heifit kurze exakte Sequenz, falls f injektiv, g surjektiv und im(f) = kern(g) ist.

(a) Zeigen Sie, dass bei einer kurzen exakten Sequenz C' isomorph zu B/im(f) ist.

Losungsvorschlag. Wir betrachten die surjektive Abbildung ¢g : B + C'. Nach Homo-
morphiesatz und weil im(f) = kern(g) folgt

B/im(f) = B/kern(g) = C.
]
(b) Es seien G, H abelsche Gruppen. Wir betrachten die Gruppe G x H mit Verkniipfung
(91, h1) © (g2, h2) = (91 oG g2, h1 o ha).

Zeigen Sie, dass H isomorph zu (G x H)/(G X ep) ist.

Lésungsvorschlag. Folgt direkt aus (a) mit f : G — G x H,g — (g,eg) und g :
G x H — H mit (g,h) — h. O

Abgabe eines Losungspdfs je Gruppe bis Mittwoch, den 11.01.2022, um 8.00
Uhr.



