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Losungsvorschlag zu Blatt 6

Aufgabe 1 (2 Punkte): Zeigen Sie, dass < (“Untergruppe sein”) transitiv ist.
Zeigen Sie weiter, dass <(“Normalteiler sein”) im allgemeinen nicht transitiv ist.

Tipp: Nutzen Sie den Normalteiler U < A, vom Tutoriumsblatt.

Losungsvorschlag. Sei U eine Untergruppe von V' die eine Untergruppe von G ist. Als
Untergruppe von V ist U nicht leer. AuBlerdem muss fiir alle a, b € U gelten, dass aob™! € U.
Wir sehen, dass in der Definition die Obermenge V' gar nicht vorkommt. Damit ist auch
klar, dass U eine Untergruppe von G ist. Wenn man ganz exakt sein will, sollte man sich
iiberlegen, dass V die gleiche Verkniipfung nutzt wie G und U die gleiche wie V' und damit
auch U die gleiche Verkniipfung wie G' nutzt.

Um zu zeigen, dass Normalteiler sein nicht transitiv ist, betrachten wir
U=A{(1),(12)34),(13)(24),(14)(23)} I A

vom Tutoriumsblatt. Wir miissen nun ein Untergruppe V' < U angeben, sodass V < U

aber V' 4 Ay.

Wir betrachten V' = {(1), (1 2)(3 4)}. Zunéchst zeigen wir, dass V' &4 A,. Wir betrachten
den Zyklus (1 2 3) = (1 2)(2 3) € Ay.

Mit der Aufgabe 1 vom Tutoriumsblatt erhalten wir

(123)(12)(34)(321)=(23)(14)¢V.

Damit ist V' kein Normalteiler von Aj.
Es bleibt zu zeigen, dass V' ein Normalteiler in U ist.

Auf dem Tutoriumsblatt haben wir bereits gesehen, dass U kommutativ ist, (U hat nur 4
Elemente) und somit sind alle Untergruppen Normalteiler. Damit haben wir V' < U und
U < Ay aber nicht V' < A4 was die Transitivitdt widerlegt. O

Aufgabe 2 (2 Punkte): Sei K ein endlicher Kérper mit Charakteristik ungleich 2. Zeigen
sie, dass genau die Hélfte der Elemente von K\{0} Quadratzahlen sind. Wie verhilt es



sich mit Korpern der Charakteristik 27 Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung f, die jedes
Element aus K auf dessen Quadratzahl abbildet (f(x) = z?).

Lisungsvorschlag. Sei f die Abbildung x + 22. Die Abbildung ist ein Gruppenhomomor-
phismus, da zy — (zy)? = 2%y? und 27! — 272 = (2?)~!. Der Kern der Abbildung enthilt
zwei Elemente, ndmlich 1 und —1, da bei Zahlen beim Quadrieren auf dem neutralen Ele-
ment in K \ {0} landen, ndmlich bei 1. Hier nutzen wir das char K # 2. Ansonsten wére
—1 = 1 und der Kern hétte nur ein Element. Sei ) C K die Menge der Quadratzahlen
ungleich 0. Dann ist

fE\{0} =@
surjektiv und wir erhalten nach Homomorphiesatz, dass @ ~ (K \ {0})/{—1,1}.

Der Quotient rechts hat nach Vorlesung genau halb so viele Elemente wie K \ {0} und
wegen der Isomorphie hat auch @ genau halb so viele Elemente wie K \ {0}.

Im Fall von char K = 2 ist die Abbildung f injektiv und entsprechend gibt es gleich viele
Quadratzahlen wie Elemente in K, also muss jede Zahl eine Quadratzahl sein. Da die
Abbildung 22 also bijektiv ist, kann man auf char K = 2 wunderbar eine Wurzelfunktion
definieren. ]

Aufgabe 3 (2 Punkte): Zeigen Sie, dass sich in endlichen Kérpern jede Zahl als Summe
zweier Quadratzahlen schreiben ldsst. Hinweis: Betrachten Sie die Menge aller Quadrate
@ C K sowie fiir beliebiges g € K die Menge g — ). Aufgabe 2 wird hier hilfreich sein.

Losungsvorschlag. Fiir char K = 2 sind alle Zahlen Quadratzahlen und die Aussage ist
trivial. Sei nun char K # 2. Sei n die Anzahl der Elemente in K. Nach Aufgabe 3 sind
(n+1)/2 (von den n — 1 ohne 0 die Hélfte und dazu noch die 0) Zahlen Quadratzahlen.

Sei nun g € K und @ wie in der Aufgabenstellung die Menge aller Quadratzahlen. Wir
betrachten die Mengen ¢ — Q = {g —¢ | ¢ € Q} und Q = {¢ | ¢ € Q}. Beide Mengen
sind Teilmengen von K die gleichméchtig sind wie @, also (n + 1)/2 Elemente enthalten.
Die beiden Mengen konnen nicht disjunkt sein, da die Vereinigung dann n + 1 Elemente
enthalten miisste, was in |K| = n nicht moglich ist. Also finden wir ¢;,¢2 € @ sodass
g — q1 = @2, also g = q1 + ¢ was die Aussage beweist. [

Aufgabe 4 (2 Punkte): Gegeben Seien die Ziffern 0,1,...,9, X. Geben Sie ein Verfah-
ren zur Priifziffernkodierung an, dass zu einer neunstelligen Zahl aus diesen Ziffern, eine
Priifziffer erzeugt. Mit der Priifziffer soll man sowohl Tippfehler an einer Stelle sowie das
Vertauschen benachbarter Ziffern erkennen konnen. Beweisen sie, dass ihr System beide
Fehler mit Sicherheit erkennen wird.

Lésungsvorschlag. Sei M = {0,1,...,9, X}. Die Menge aller moglichen neunstelligen Zah-
len ist M® =M x M x ... x M.



Wir definieren die Priifziffer als P : M° — M mit
P(zy,...,29) =21 +2 294+ ...+ 9 29 mod 11.

Hierbei rechnen wir mit X wie mit der 10.
Héngen wir die Priifziffer an die urspriingliche Zahl an, erhalten wir ein 10stellige Zahl.

Angenommen beim iibertragen dieser Zahl unterlauft uns an einer Stelle ein Fehler. Wenn
wir die Priifziffer falsch abschreiben, féllt das sofort auf. Wir berechnen aus den {ibrigen
Stellen die richtige Priifziffer und sehen sofort, dass etwas nicht stimmt.

Was passiert, wenn sich ein Fehler an einer der anderen Stellen einschleicht. Sei k €
{1,...,9} beliebig. z1,..., 29, T € M. Dann gilt

P(I’l,...,.’lfg) —P(.Z'l,...,i'k,...fﬂg) = ]{mk —]{jk mod 11

= k(xx — ) mod 11
Wiren beide Priifziffern gleich, miisste das Ergebnis Null sein. Da Z/11Z ein Korper ist,
folgt, dass k = 0 mod 11 oder zp — ) = 0 mod 11. Da k£ € 1,...9 kann ersteres nicht
zu treffen und es folgt x, = Tj. Im Umkehrschluss, fithrt ein Fehler in einer Stelle also zu

einer Anderung der errechneten Priifziffer. Solange wir in diesem Fall also die Priifziffer
richtig iibertragen haben, fillt der Fehler also auf.

Was passiert wenn wir zwei Ziffern vertauschen. Zunéchst betrachten wir was passiert,
wenn wir die Priifziffer mit ihrem Vorgénger, also der neunten reguléren Ziffer vertauscht
haben.

Die Priifziffer der urspriinglichen Zahl, ist
P=P(xy,...,09) =21 +2 29+ ...+9-29 mod 11.

Die neue Zahl ist also x1x3 ... x3Px9.

Wir moéchten sicher stellen, dass xg nicht die Priifziffer dieser Zahl ist und der Fehler somit
auffallt. Die Priifziffer errechnet sich (Wenn wir den Wert von P einsetzen) als

x1+ 2x9 4+ ...+ 8xg + 9(xy + 229 + ... + 8xg + 9x9) mod 11
=1 + 2wy + ...+ 8xg — 2(x1 + 229 + ... + 85 + 9z9) mod 11
=— (x1 + 229+ 323+ ... 823 + 929) — 99 mod 11
=— P — 9x,.
Angenommen das Ergebnis wére xg. Dann miisste zg = —P — 929 mod 11 also P = xg
mod 11 gelten. Da P und xg beides Zahlen zwischen 0 und X = 10 sind, miissten sie also

gleich sein. Das heifit die letzte Ziffer der urspriinglichen Zahl und ihre Priifziffer waren
gleich. Dann war aber auch das ”vertauschen”kein echter Fehler.

Was passiert wenn wir an einer anderen Stelle zwei Zahlen vertauschen? Sei hierzu k €
1,...8. Wir betrachten

P(xy,...,x9) — P(x1, ..., Tkt1, Tk . .. Tg) = kxp + (k + 1)xpp1 — kxgyr — (K + 1)z, mod 11

= Tpy1 — o mod 11.



Angenommen die Priifziffer wiirde diesen Fehler nicht erkennen, dann wéren beide Priifziffern
gleich und es folgt z41 — zr = 0 mod 11. Da (mit X = 10) beide Ziffern zwischen 0 und
10 liegen, —10 < xp41 — 2 < 10. Die einzige Moglichkeit wie das Ergebnis durch 11 teilbar
sein kann, ist also wenn es gleich Null ist und beide Ziffern gleich waren. Dann ist es aber
auch kein Fehler beide Ziffern zu vertauschen. [



