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Losungsvorschlag zu Tutoriumsblatt 1

Aufgabe 1 (2 Punkte): Entscheiden Sie bei folgenden Mengen, ob es sich zusammen mit
den jeweiligen Verkniipfungen um Gruppen handelt:

(a) Die Menge Ny beziiglich der iiblichen Addition.

(b) Die Menge U C Z der ungeraden Zahlen beziiglich der iiblichen Addition.

(c) Die Menge G C Z der geraden Zahlen beziiglich der iiblichen Addition.
)

(x)(d) Die Menge {0, 1} zusammen mit folgender Addition: 04+0=0,14+0=0+1=1 und
1+ 1=0. (Wir rechnen also Modulo 2)

(x)(e) Die Menge der ganzzahligen 2er Potenzen also M = {2% | k € Z}, mit der iiblichen
Multiplikation.

Loesungsvorschlag.  (a) Die Menge Ny beziiglich der iiblichen Addition ist keine Gruppe,
da es keine Inversen gibt. Das neutrale Element ist natiirlich die 0 aber es gibt keine
natiirliche Zahl (inkl. 0), sodass 1 +n = 0.

(b) Die Menge U C Z der ungeraden Zahlen beziiglich der iiblichen Addition ist keine
Gruppe da es kein neutrales Element gibt. Die Null ist ndmlich nicht enthalten.
Tatséchlich ist die Menge nicht einmal abgeschlossen bzgl. der Operation Plus. Denn
wenn man zwei ungeraden Zahlen addiert, erhélt man eine gerade. Obwohl also 1 € U
st 1+1=2¢U.

(c) Die Menge G C Z der geraden Zahlen beziiglich der iiblichen Addition ist eine Grup-
pe. Das neutrale Element ist die 0 und die Addition ist ja auf ganz Z assoziativ, also
insbesondere auch fiir gerade Zahlen. Das Inverse einer geraden Zahl k, ist natiirlich
—k. Und falls k gerade ist, ist auch —k gerade und somit in unsere Menge enthalten.

[(*)(d) Die Menge {0,1} zusammen mit folgender Addition: 04+0=0,1+0=0+1=1 und
1+1=0.

Hierbei handelt es sich um eine Gruppe. Wir sehen direkt in der Definition, dass 0
das neutrale Element ist. Das Inverse zur 0 ist Null und das Inverse zur 1 ist 1. Die
Assoziativitat kann man entweder per Hand priifen (es gibt 8 Fille, von denen wegen
Kommutativitit ein paar wegfallen) oder man hat es irgendwann einmal fiir Modulo



Rechnug allgemein gesehen.

(x)(e) Die Menge der ganzzahligen 2er Potenzen also M = {2* | k € Z}, mit der iiblichen
Multiplikation ist eine Gruppe.

Das neutrale Element ist 1 = 2° € M und die Multiplikation ist ja die selbe wie in Q
oder R und somit assoziativ. Das Inverse einer Zahl 2 ist 2% also 27% € M. Damit
handelt es sich um eine Gruppe.

]

Aufgabe 2 (8 Punkte): Gegeben Sei die Menge Z. Sei G die Menge aller Teilmengen von
Z (auch Potentzmenge genannt).

(a) Zeigen Sie, dass G mit der Verkniipfung A\ B = {x € A | © ¢ B} keine Gruppe ist.
(b) Zeigen Sie, dass G mit der Verkniipfung A U B keine Gruppe ist.
(%)(c) Zeigen Sie, dass G mit der Verkniipfung A N B keine Gruppe ist.

Loesungsvorschlag.  (a) Die Verkniipfung ist nicht assoziativ. Denn fir A= B=C =7
gilt
A\ (B\C)=Z\0=Z#0=0\Z=(A\B)\C.

Bemerkung: Wir haben gesehen, dass in Gruppen ein links neutrales Element im-
mer auch rechts neutral ist und umgekehrt. Im Beweis haben wir die Assoziativitit
benutzt, die in diesem Fall weg fallt.

Tatséichlich gibt es ein rechts neutrales Element nédmlich die leere Menge (). Denn
fir alle A C Z gilt, A\ 0 = A. Aber die leere Menge ist nicht rechts neutral. Denn
D\ A= 0.

(b) Diese Verkniipfung ist Assoziativ. Tatséchlich gibt es auch ein neutrales Element,
namlich die leere Menge. Denn fiir alle A C Z gilt AUQ = () U A = A. Das Problem
muss also bei den Inversen liegen. Und tatséchlich gibt es fiir A # () keine Menge B
sodass AU B = (). Denn A C AU B und somit kann die Vereinigung nicht leer sein.

(x)(c) Die Verkniipfung ist assoziativ und man iiberpriift leicht, dass das neutrale Element
durch Z gegeben ist. Wieder liegt das Problem bei den Inversen. So gibt es keine
Menge B mit der man A = {1} schneiden kénnte um die ganze Menge Z zu erhalten.

]

Aufgabe 3 (3 Punkte):  (a) Wir betrachten die ganze Zahlen Z mit aob =a+ b+ k
wobei k € Z eine beliebige ganze Zahl ist.

Zeigen Sie, dass es sich um eine Gruppe handelt und geben Sie das neutrale Element
und das Inverse in Abhéangigkeit von & an.

(%) (b) Wir verallgemeinern die Aussage. Sei (G, o) eine kommutative Gruppe. Sei nun g € G



beliebig. Zeigen Sie, dass es sich bei (G, *) mit
Txy=x0YyOg
ebenfalls um eine Gruppe handelt.

Loesungsvorschlag. Wir beweisen nur b). Der Beweis von a) funktioniert analog in dem
man die konkrete Menge und Verkniipfung einsetzt.

Die Verkniipfung ist Assoziativ, denn

rx(y*xz)=xz*(yozog)=zo0(yozog)og=(royog)ozog=(rxy)*z.

Hierbei haben wir die Kommutativitidt und Assoziativitat von o benutzt.

Das neutrale Element ist das Inverse von g beziiglich o, also e = g~!. Es gilt ndmlich

x*g_lzxog_log:x.

1

Das Inverse von z (bzgl x) ist y = 271 o g7! 0 g71. Denn

1 1

T Yy=x0XT og’logflog:g* =e.

Bei dieser Aufgabe muss man vorsichtig sein, was man mit x~! meint. Meint man das
Inverse bzgl. o oder bzgl x. In unsere Losung meinen wir mit der Notation immer das
Inverse bzgl. der urspriinglichen Verkniipfung o.

Fir a) ergibt sich als neutrales Element also —k und als Inverses zu a € Z die Zahl
b= —a—2k. O



