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Aufgabe 1: Untersuchen Sie, ob es sich bei den folgenden Abbildungen um Bilinearfor-
men auf dem R? handelt. Falls ja, geben Sie die Gram’sche Matrix bzgl. der Standardbasis
an.

(a) a:R* xR* - R: a((%),(;>):a+b+c+d.

Loesungsvorschlag. Hierbei handelt es sich nicht um eine Bilinearform, denn fiir b =
¢ = d = 0 erhalten wir

() (2o

Bei einer Bilinearform muss das Ergebnis, aber immer = 0 sein sobald man einen
Vektor (in diesem Fall den zweiten Vektor) gleich Null setzt. Nachdem das hier nicht
der Fall ist, kann es sich nicht um eine Bilinearform handeln. O]

(b) b:RZxR2 5 R: b((“b),(;»_ad.

Loesungsvorschlag. Man iiberpriift ”leicht”, dass

(a b)- (8 é) <§) — ad.

Damit handelt es sich nach Vorlesung um eine Bilinearform. [

(*)(c) c:R2xR?2 5 R: C((Z)(;))_Q“C_C‘l‘

Loesungsvorschlag. Ahnlich wie bei Aufgabenteil a) stellen wir fest, dass

(2 (1)

Bei einer Bilinearform muss das Ergebnis, aber immer = 0 sein sobald man einen
Vektor (in diesem Fall den ersten Vektor) gleich Null setzt. O



Aufgabe 2: Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K mit Basis
B. Weiter sei b: V x V — K eine Bilinearform und B die Gram’sche Matrix zu b bzgl. B.

(a) Zeigen Sie, dass b: V x V — K mit b(z,y) = b(y, x) auch eine Bilinearform ist.

Loesungsvorschlag. Die Linearitit von b im ersten Eintrag ist folgt sofort aus der
Linearitdt von b im zweiten Eintrag. Analog folgt die Linearitdt von b im zweiten
Eintrag, aus der von b im ersten Eintrag.

Damit handelt es sich um eine Bilinearform. O]
(b) Geben Sie die Gram’sche Matrix von b bzgl. B an.

Loesungsvorschlag. Seien b; die Basisvektoren in B. Dann ist der ijte Eintrag der
Gramsche Matrix zu b durch b(b;, b;) gegeben. Entsprechend ist der ijte Eintrag der
Gramschen Matrix von b durch b(b;,b;) = b(b;,b;) gegeben. Also durch den jiten
Eintrag von B. Kurzum die Gramsche Matrix von b beziiglich der Basis B ist die
transponierte Matrix BT O

(¥)(c) Zeigen Sie, dass fiir A € K auch Ab mit Ab(x,y) = \-b(x,y) eine Bilinearform ist und
geben Sie die Gram’sche Matrix an.

Beweis. Die Linearitédt im ersten Eintrag folgt, da
Ab(z + ax’,y) = A -b(z + ax’,y) = A (b(z,y) + a- bz, y)) = Ab(z, y) + o - Ab(z', ).

Analog folgt die Linearitét im zweiten Argument.

Aus der Definition der Gramschen Matrix folgt sofort, dass die Gramsche Matrix von
Ab durch A - B gegeben ist. ]

Aufgabe 3: Sei V ein Vektorraum mit dim V' < oo iiber einem Kérper K mit char K # 2.

(a) Seib:V xV — K eine Bilinearform, die sowohl symmetrisch, als auch antisymme-
trisch ist. Zeigen Sie, dass b = 0, das heifit, dass b(v, w) = 0 fiir alle v,w € V.

Loesungsvorschlag. Es gilt fiir alle v, w € V', dass
b(v,w) = b(w,v) = =b(v,w).

Hierbei haben wir zunéchst die Symmetrie und dann die Antisymmetrie benutzt. Es
gilt also 2b(v,w) = 0 womit da char K # 2 folgt, dass b(v,w) = 0 fiir alle v,w € V.

]

(x)(b) Finden Sie ein Gegenbeispiel zu obiger Aussage, falls der Kérper Charakteristik gleich
2 hat.



Loesungsvorschlag. Wir betrachten als K den Korper mit zwei Elementen, also 0 und
1. (Alles funktioniert wie gewohnt, aber 1 + 1 =0, also —1 = 1)

Es ist tatsdchlich egal, welchen Vektorraum V' wir betrachten. Jede symmetrische
Bilinearform iiber K ist auch antisymmetrisch, da

b(v,w) = b(w,v) = =b(w,v).

Die letzte Gleichung gilt in dem Kérper mit nur zwei Elementen immer, denn 0 = —0
und 1 = —1 und andere Zahlen gibt es nicht. Ein Beispiel ist also nach Wahl einer
Basis, das Standardskalarprodukt. Oder konkret fiir V' = K als eindimensionalen
Vektorraum die Abbildung b : K x K — K mit b(a,b) = ab.

[

Aufgabe 4: Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R und b eine Bilinearform
V x V — R. Zeigen Sie, dass folgende Aussage nicht gilt:

Yo eV :b(v,v) > 0.

Beweis. Ziel der Aufgabe ist es, die Aussage in einem beliebigen endlich Dimensionalen
Vektorraum V' zu widerlegen. Sie also V' beliebig geben. Wir wéihlen zunéchst eine Basis
B von V. Sei n =dim V', dann definiert jede n x n Matrix A iiber

zt Ay

eine Bilinearform auf V x V. Wir betrachten die Matrix —E. Also die Matrix mit —1 auf
der Diagonalen und Nullen sonst.

Schreiben wir v = (vy, ..., v,) mit Hilfe der Basis B so erkennen wir, dass
vTAv = o7 (—v) = —(vT - v) = — (v F 02 + ...+ 0P).

Solange also v # 0 folgt vTAv < 0 was die Aussage in einem beliebiegen Vektorraum
widerlegt. ]



