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Aufgabe 1: Wir betrachten V = R2. In der Vorlesung haben wir gesehen, dass V @ V
die reellen 2 x 2 Matrizen sind, mit

(a)

V] ® vy = p(vy,v3) = V105,

Zeigen Sie, dass ¢ weder injektiv noch surjektiv ist.

Beweis. Es gilt 001 = 0®0 also ist die Abbildung nicht injektiv. Um zu sehen, dass
die Abbildung nicht surjektiv ist betrachten wir

() 0=( %)

Wenn wir eine Matrix darstellen wollen, die unten rechts eine 0 hat, muss b = 0 oder
d = 0 gelten. Das heiit wenn man sich die Struktur der Matrix anschaut, dass sich

10
Rangargument machen (vgl. Vorlesung). ]

die Matrix <1 1) nie direkt treffen lasst. Alternativ kann man auch allgemeiner ein

Gibt es K und V', sodass ¢ : V x V — V ® V injektiv/surjektiv ist?

Beweis. Die Abbildung kann nie injektiv sein, wie wir bereits in (a) gesehen haben.

Surjektivitidt ist im Fall V' = K gegeben. In diesem Fall ist K ® K der Raum der
1 x 1 Matrizen iiber K, also einfach K selbst. Und man kann jede 1 x 1 Matrix durch
r ® 1 = x darstellen. O]

Aufgabe 2: Weiter im Setting von Aufgabe 1.

(a)

Geben Sie zu folgenden Basen von R?, die zugehorigen Basen der 2 x 2 Matrizen an.
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(1) a3 = | g o )2a = ( ), asal, = (8 (1)) Weiter

0
0
11 01 00 0 0
b1b§—<1 1),a1a§—(0 1),a2a§—<1 1>,a2at2—(0 1). O

(b) Stellen Sie die Matrix (1 1) jeweils in den Basen aus (a) dar.

Beweis. ayal = 8 ; 01 t

Beweis. Mit der Basis A addiert man alle 4 Basismatrizen auf, mit der Basis B ist
es einfach direkt die erste Basismatrix. O

Aufgabe 3: Seien Vi,...V, Vektorrdume iiber einem Koérper K und fi,... f, lineare
Abbildungen f; : V; — K. Zeigen Sie, dass

F(u,...,v,) = Hfz(vz)

multilinear ist.

Beweis. Sei j € {0,...n} beliebig. Dann gilt

F(vl,...,vj_l,vj+>\1§j,vj+1,...,vn):Hf,-(vi) (fi(vj + A0y)) Hfl v;)

j+1

= H fl Uz <f] UJ)+)‘fJ( ))
i= lz;éj

:Hflv, )+ A H fi(vi) - £3(05)

i=1,i#7]
= F(Ul,...7vn) +)\F(’U17...,Uj_l,Uj,Uj+1,...,Un).

]

Aufgabe 4: Sei R[z,y] der Raum der Polynome in 2 Variablen iiber R.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ : R[z] x R[y] — R[z,y], (p(x), ¢(y)) — p(2*)q(y) multilinear ist.
Beweis. Die Abbildung ¢(y) — q(y) ist offensichtlich linear, die Abbildung p(z)
p(x?) ist ebenfalls linear, da fiir (p+Ap)(z?) = p(z*)+Ap(x?). Damit ist die Abbildung
nach Aufgabe 3 bilinear. [

(x) (b) Zeigen Sie, dass Rz, y] mit diesem ¢ nicht R[z] ® R[y] ist.



Beweis. Angenommen Rz, y] mit diesem ¢ wire eine Realisation des Tensorpro-
dukts. Wir betrachten Rz, y] mit der iiblichen Abbildung

¢ : Rlz] x Rly] — Rz, y], (p(z), q(y)) = p(x)q(y).

In der Vorlesung haben wir bewiesen, dass die beiden Version vom Tensorprodukt
[somorph sein miissten. Wir wissen sogar, dass der Isomorphismus aus den jeweili-
gen Universellen Eigenschafen entsteht. Es miisste also ein lineares, bijektives f von
Rz, y] (mit ¢) nach R[z,y| (mit ¢) geben, sodass

f@™y™) = fop(a",y™) = (", y™) = x>y

Hier sieht man, dass f nicht surjektiv sein kann. Denn welches Polynom wird auf das
simple Polynom p(z,y) = z abgebildet? Es geht nicht, da f genau alle x durch z?
ersetzt. Eine ungerade z Potenz wird somit unmoglich.

Damit kann es sich bei R[z,y| mit diesem ¢ nicht um das Tensorprodukt handeln.
Wir sehen, dass nicht nur der Raum sondern auch die Abbildung essentiell fiir das
Tensorprodukt ist. O]



