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Aufgabe 1: Sei V ein endlich dimensionaler R Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir jedes
Element z € R3 ®@ V eindeutige vy, vs, v3 € V existieren, sodass

1 0 0
r=10)Q@ui+|1]®va+ |0] ®us.
0 0 1

Losungsvorschlag. Sei b; eine Basis von V. Nach Vorlesung bilden e; ® v, eine Basis von
R? ® V wobei e; die Standardbasis von R? ist.

Daraus folgt aufgrund der Linearitét in beiden Argumenten, dass die gewiinschte Darstel-
lung existiert.

Auch die Eindeutigkeit folgt aus dieser Tatsache. Angenommen es gébe fiir ein  auch noch
wy, wo, w3 € V als Darstellung. Dann wiirde

1 0 0
0=10 ®<U1—w1>+ 1 ®(U2—’LU2)+ 0 ®(’U3—U)3).
0 0 1

Nun kann man v; — wy, v9 — wsy, v3 — ws in der Basis b; schreiben. Nutzt man wieder die
Linearitdt und zieht alles auseinander erhélt man eine Darstellung der Null in der Basis
e; ® b;. Hier miissen alle Vorfaktoren gleich Null sein was zeigt, dass v1 — w; = vo —wy =

V3 — W3z = 0. ]
Aufgabe 2: Seien V, W zwei endlich dimensionale reelle Vektorrdume mit Basis vy, ..., v,
bzw. wy, ..., w,, und Skalarprodukt (-, )y bzw. (-, -)y. Wir definieren

(Vi @ wj, v @ wi)g = (Vi, Vr)v - (Wj, W) w
auf der Basis und setzen die Abbildung dann bilinear fort.

(a) Zeigen Sie, dass falls vq,...v, und w; ...w,, jeweils Orthonormalbasen von V' bzw.
W sind, v; ® w; eine ONB von V @ W bzgl. (-, -)g ist.



Beweis. Das es sich um eine Basis handelt ist aus der Vorlesung bekannt. Es gilt
(v @ wj,v; @Wj)e = (v, vi)y - (W, wj)w =1-1=1.
Verschiedene Basisvektoren unterscheiden sich in mindestens einem Index. Es gilt
(v; @ wj, vk @ Wy)g = (Vi, V) v - (Wi, w)w =0,

da der erste Faktor = 0 ist falls ¢ # k und der zweite Faktor = 0 ist falls j #1. O

Zeigen Sie, dass es sich bei (-, ) um ein Skalarprodukt auf V' ® W handelt. (Sie
diirfen annehmen, dass es sich um ONBs handelt).

Losungsvorschlag. Die Abbildung ist nach Definition Bilinear. Es gilt also Symmetrie
und positive Definitheit zu tiberpriifen. Auf der Basis folgen beide Aussagen direkt aus
den jeweiligen Eigenschaften der Skalarprodukte auf V' bzw. W. Um zu iiberpriifen,
dass sich diese Eigenschaften auf beliebe Elemente x,y € V®W fortsetzen berechnen
wir

(,y)e = <Z Aijv; @ wj, Z [V ® W) g
ij k.l

= Z Xij (Vi @ Wy, v @ W) g

i7j7k7l

— Z /\iyjlui,j@)i X Wi, V; X wj>®
,J

= Z AijHi
,J

Im letzten und vorletzten Schritt haben wir benutzt, dass es sich um eine ONB
handelt und somit alle gemischten Terme wegfallen und im letzten Schritt dass die
Basis normiert ist.

Hier sieht man sofort die Symmetrie und falls = y, gilt \;; = p;; und man kann
die Positiv Definitheit ablesen. [

Aufgabe 3: Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. Zeigen Sie, dass V¢ ~
VeVi={a+bi]|abecV} (Als C Vektorrdume)

Beweis. Wir betrachten die Abbildung F' : V& Vi — Ve mit Fla+bi) =1®a+i®b
fiir a,b € V. Die Abbildung ist offensichtlich additiv und respektiert Multiplikation, da fiir
r,yeR

F((x+yi)-(a+bi)) =1® (ax —by) +i® (ay + br) = (v +yi)(1®@a+i®D).

Um zu zeigen, dass die Abbildung bijektiv ist betrachten wir beide Rdume als reelle Vek-
torrdume. Ist vy, ..., v, eine Basis von V, so ist {v; +0i,0+v; - j |i=1,...n} eine Basis
von V@ Viund {1®wv;,i®v; | j=1,...n} eine Basis von V¢.



Da F' die reelle Basis von V @ V¢ auf eine reelle Basis von Vi abbildet, ist F' bijektiv.

Alternativ kann man genau so gut die komplexen Basen v; + 0 und 1 ® v; betrachten. [

Aufgabe 4: Secien V,W zwei reelle Vektorrdume und f : V. — W ein (reell) lineare
Abbildung.

(a) Zeigen Sie, dass fc : Vo — We mit fe(a + bi) = f(a) +if(b) eine komplex lineare
Abbildung ist.

Lisungsvorschlag. Sei A =z + yi € C und a + bi,a + bi € V¢. Es gilt

fola+bi+a+bi) = fe(a+ F(b+b)i)
= fla+a)+if(b+b)
= f(a) + f(a) +if (b) +if(b) = fc(a +bi) + fe(a+ bi).

Auflerdem gilt

fe(Ma+bi)) = felax — by + (ay + bx)i)
= flaz — by) +if(ay + bx)
= f(a) —yf(b) +iyf(a) +ixf(b)
= (f(a) + f(b)i)(z + yi) = Afc(a + bi).

(b) Bestimmen Sie id¢

Losungsvorschlag. Man {iberpriift leicht, dass es sich hierbei um die Identitéitsabbildung
auf V¢ handelt. H

(%) (c¢) Zeigen Sie, dass fiir lineares g : W — U gilt, dass (g o f)c = gc © fc.

Losungsvorschlag. Sei a + bi € V. Dann gilt

(g0 flcla+bi) =go fla)+igo f(b) = g(f(a)) +ig(f(b)).

und
gc o fela+bi) = ge(f(a) +if(b) = g(f(a)) +ig(f(D)).
Damit ist die Gleichheit bewiesen. O



