Universitdt Tiibingen, Mathematisches Institut Wintersemester 22/23
Dr. Stefan Keppeler

Mathematik 1 fir Naturwissenschaftler«innen

Nachklausur am 18.04.2023

Bitte schreiben Sie nicht mit Bleistift. Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite.
Zusitzliches Papier ist jederzeit verfiigbar. Zeigen Sie stets Ihren Rechenweg und vereinfa-
chen Sie Ihre Ergebnisse so weit wie moglich. Ergebnisse ohne Rechenweg/Zwischen-
schritte /Begriindung liefern keine Punkte.

Es sind maximal 102 Punkte erreichbar, 84 Punkte = 100% (= Note 1,0), 50% = 42 Punkte sind
hinreichend zum Bestehen (= Note 4,0).

Erlaubtes Hilfsmittel: Ein handbeschriebenes Blatt (DIN A4).
Bearbeitungszeit: 120 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1 (1+5 = 6 Punkte)
Sei a; =ao =1, und fiir n > 3 sei a, = a1 + ap_o.

a) Berechnen Sie as, ay und as.

b) Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion: Z Gy = Qpio — 1 Vn>1.
v=1

Aufgabe 2 (34-3+3+3+3 = 15 Punkte)
Bestimmen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte, oder begriinden Sie ggf., warum
diese nicht existieren.

o) lm L b) lim (cos(2) — cos(3)) ¢) lim (\/x4 T 722 —x2>

z——1722 — 1 z—0 T4 T—00

. (1 —2?)sin?(z) — (2 + 22) cos?(x) . 5 5
d) xh_>nolo 5 Ea? e) Ih_)rgo <log (2* — 23) —log (z + 5 )>
Aufgabe 3 (4-+4-+4+4 = 16 Punkte)

Berechnen Sie (d.h. das Ergebnis soll kein Summenzeichen mehr enthalten):

L) wE(N) 9EEss 0Liaty

n=1 n=1 v=0 p=v v=1 p=v

Aufgabe 4 (4+4-+4 = 12 Punkte)
Bestimmen Sie die Taylorreihen von
1 :
a) ———— und b) sin(z) um Null, sowie die Taylorreihe von
204 4 32 1 — 4x?

c) cosr um xo = —7%, und geben Sie an, wo die Reihen konvergieren.



Aufgabe 5 (34+3+4 = 10 Punkte)
Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen.

20 4 23i . 1—1\*%
a) SR b) exp(—q%—%log?) c) ( 7 )
Aufgabe 6 (3+3+1+3 = 10 Punkte)
Sei f: R\ {0} — R definiert durch
14¢”

a) Bestimmen Sie alle Asymptoten von f.

b) Berechnen Sie f'(x).

c) Geben Sie f(R\ {0}), d.h. das Bild von f, an.

d) Die Funktion f : R\{0} — B, mit geeignetem B (vgl. Teil ¢), ist bijektiv. Bestimmen
Sie ihre Umkehrfunktion, d.h. geben Sie f~!(z) an.

Aufgabe 7 (6+6=12 Punkte)
Sei f(z) = |sinz| Vo € R und sei

a) Berechnen Sie ®(27) — ®(37).
b) Bestimmen Sie ®'(%).

Aufgabe 8 (3+3+42+3 = 11 Punkte)
01 0 L4 3
Sei A= , B=|157 und =
1 0 =10 171 2
0 -1 0 1 3
a) Berechnen Sie AT A.
b) Bestimmen Sie A1,
c¢) Berechnen Sie det B.
d) Bestimmen Sie alle 7 € R*, die A% = ¢ erfiillen.
Aufgabe 9 (245+3 = 10 Punkte)

Sei C([0,1]) der Vektorraum der stetigen Funktionen vom Intervall [0,1] nach R mit
Skalarprodukt

1
()= [ f@ala)ar g g€ (o)
und zugehoriger Norm || f|| = +/(f, f). Weiter sei f;(z) = 27, j € Ny, sowie

U = span(fo, f1, fo) und L : U — U definiert durch L(g) = (f1, 9) f1-.

a) Berechnen Sie (f;, fi) fiir 7,k € No.
b) Bestimmen Sie die Dimension des Unterraums K = {g € U|L(g) = 0} und geben
Sie eine Basis von K an.

¢) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von span( fo, f1).



