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2. Summen und vollstindige Induktion]]

Als erstes wollen wir das Summenzeichen kennenlernen.
Definition ~ https://youtu.be/b_wo-FkX53k/ (3 min) (1)

OK, und wozu soll das gut sein?  https://youtu.be/-H6zgHPPoAg (3min)  (2)

Spéater werden wir uns auch unendliche Summen anschauen.
Kleiner Ausblick  https://youtu.be/nQRxHr_4pns| (4 min) (3)

Bestimmen Sie selbst:

4 5 4

d @n+1)  wnd > (2n—1)  und > (2u+1). (4)

n=0 n=1 v=0

Ein paar Rechenregeln, die wir eigentlich schon kennen:

N N N
Za,,—l—b Za,,+Zb und anV:cZaV (5)

https://youtu.be/1ziHhUEKFng (3 min)

Indexverschiebung https://youtu.be/eRo0fUzk8bs| (3 min) (6)

Nun lernen wir ein paar konkrete Summen kennen:

1)
Vn € N gilt Z v = n(n + (Kleiner Gauf) (7)
n+1 , T=1 G trisch
: eometrische
Vx € R und Vn € Ny gilt Zx S| e 21 ( Summe ) (8)
r—1

Huch! Was sind das fiir Zeichen?  https://youtu.be/QRRur_00nJA (3min) (9)

Schreiben Sie die beiden Summen fiir n = 5 aus.

'Die Nummerierung orientiert sich, soweit méglich, am Skript.


https://youtu.be/b_wo-FkX53k
https://youtu.be/-H6zgHPPoAg
https://youtu.be/nQRxHr_4pns
https://youtu.be/lziHhUEKFng
https://youtu.be/eRoOfUzk8bs
https://youtu.be/QRRur_O0nJA

Wir beweisen die beiden Formeln mit vollstandiger Induktion:
Kleiner Gaufs https://youtu.be/Z_XEqcay0YU (4 min) (10)

Haben wir da nicht gerade das reingesteckt, was wir zeigen wollten?
https://youtu.be/Uk-g-NvoYW4 (2min)

Geometrische Summe  https://youtu.be/jPz_krkHSdE (5min) (12)

Berechnen Sie damit:

11
» ot (13)
n=2

Nicht nur Formeln mit Summen lassen sich schon mit vollstdndiger Induktion zeigen. Das
klappt z.B. auch fiir die folgende Ungleichung.

Vn > 4 gilt 2" >n?>  |https://youtu.be/X10h7TIRBMU (4 min) (14)

Und da wir gerade dabei sind, beweisen wir noch schnell, dass alle einfarbigen Pferde die
gleiche Farbe haben.

https://timms.uni-tuebingen.de:/tp/UT_20171020_002_mathnatl_00017t=2201.00 (6 min) (15)

Uberlegen Sie selbst: Wo war der Fehler?

Damit sind wir fiir’s erste Ubungsblatt geriistet!

Wenn Sie trotzdem zuerst weitere Videos anschauen wollen, dann biete ich Thnen hier noch
alternative Beweise fiir den Kleinen Gaufs und die Geometrische Summe an — diesmal ohne
vollstandige Induktion.

Kleiner Gaufs https://youtu.be/cmOnQNLYZcA (3 min) (16)

Geometrische Summe https://youtu.be/qGIrd87THzA (3 min) (17)


https://youtu.be/Z_XEqcayOYU
https://youtu.be/Uk-g-NvoYW4
https://youtu.be/jPz_krkHSdE
https://youtu.be/X1oh7T9RBMU
https://timms.uni-tuebingen.de:/tp/UT_20171020_002_mathnat1_0001?t=2201.00
https://youtu.be/cm0nQNLYZcA
https://youtu.be/qGIrd87THzA
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3. Binomische Formel

Das Produktzeichen definieren wir analog zum Summenzeichen,
N
H aj. https://youtu.be/mhs0DIg5hxc (2 min) (1)
j=n
Ein Spezialfall ist die Fakultét (Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen),
n!:HI/, wobei n € Ny . (2)

Bestimmen Sie 1!, 2!, 3! 5! 10! und 0. (3)

Binomialkoeffizienten (benétigen wir unten fiir die binomische Formel) definieren wir fir
k € Ny und a € R wie folgt,

1
(Z) = (v — 7). https://youtu.be/Z_c91730ksI| (3 min) (4)
i
Bestimmen Sie <(g> und (?) fiir beliebige a. (5)

Speziell fiir ganzzahlige Argumente, genauer

!
Vn,k € Ng mit n > k, gilt (n>:k'( o

k) kKl(n—k) (6)
https://youtu.be/82WLexcgOHQ (2 min)
. . n 5
Bestimmen Sie <n> und <7> : (7)

Zwei wichtige Beziehungen:

(n ﬁ k) = (Z) https://youtu.be/CINGmxqCzgE (2 min) (8)

(k ﬁ 1) + (Z) = (n Z 1) https://youtu.be/peqdMSdcycAl (4 min) (9)



https://youtu.be/mhsODIq5hxc
https://youtu.be/Z_c9l73oksI
https://youtu.be/82WLexcg0HQ
https://youtu.be/C9NGmxqCzgE
https://youtu.be/peq4MS4cycA

Damit kénnen wir die Binomische Formel angeben und beweisen.

Satz 1. (Binomi)
Va,b € R und Vn € Ny gilt

(a+b)" = no (Z) a’ b | (10)

=

Beweis https://youtu.be/dJiu3jbNaK0 (10 min) (11)

Im Spezialfall @ = b = 1 finden wir eine lustige Formel fiir 2". Probieren Sie’s aus!

Ein verwandte Beziehung (wieso verwandt?) ist

Satz 2. (Bernoullische Ungleichung)
Vn € Ny und Ve € R, x > —1, gilt

(I+2)">14+nz (12)

Beweis https://youtu.be/-DDpQTWLAE4 (3 min) (13)

Uberlegen Sie: Wo haben wir benétigt, dass  nicht kleiner als —1 ist?


https://youtu.be/dJiu3jbNaK0
https://youtu.be/-DDpQTWL4E4
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4. Funktionen
Eine Funktion besteht aus Definitionsmenge und Abbildungsvorschrift:

f:D—Z

https://youtu.be/WagVaWUBJ3A (3 min) (1)
x> f(z)
Das Bild einer Funktion ist die Menge aller Funktionswerte:

f(D)={yeZ|3zeD, sodass f(z) =y}
https://youtu.be/30oyll-BjuUs| (5 min)

Geben Sie die Bilder der Funktionen

f:R—>R und g:[1,2] - R (3)

xa?—1 xa?—1 an.

Wenn Bild und Definitionsbereich zweier Funktionen zusammenpassen, so kénnen wir sie
nacheinander ausfiithren. Wir sprechen dann von Verkettungen.

Notation und Beispiele... https://youtu.be/h2XyzPwmpw8 (6 min)

(4)

... mit Bemerkungen zu Intervallen und anderen Teilmengen von R.
Bestimmen Sie (g o f)(z) fiir
fR—=Rmit f(z) =2°+1 und g¢:R— R mit g(z) =2°—2. (5)

Weitere Bespiele. https://youtu.be/YaHwkEGLC8g (5 min) (6)

4.1 Folgengrenzwerte

Folgen sind Funktionen von N nach R, fiir die wir eine andere Schreibweise (mit Index)
verwenden:

Indexschreibweise https://youtu.be/NdpB4V52Z5g (2 min) (7)
Manche Folgen haben einen
Grenzwert bzw. Limes. https://youtu.be/Uic__YO1NhQ (1 min) (8)

Bevor ich Sie jetzt mit einer prézisen Definition verwirre, versuchen Sie mal die folgenden
Grenzwerte zu bestimmen, zu berechnen oder zu erraten (falls sie iiberhaupt existieren):
(=D"

1 : n : .
R - ©)



https://youtu.be/WagVaWUBJ3A
https://youtu.be/3oyll-BjuUs
https://youtu.be/h2XyzPwmpw8
https://youtu.be/YaHwkEGLC8g
https://youtu.be/NdpB4V52Z5g
https://youtu.be/Uic__YO1NhQ

Nun definieren wir’s mal anstandig.

Definition: (Grenzwert)

Eine Folge (a,) konvergiert gegen den Grenzwert «, wenn gilt:
Fiir jedes € > 0 J ein N(¢), so dass |a, —a| < eV n > N(e).
Wir schreiben dann lim a,, = «.

n—oo

https://youtu.be/0Gz0_bEQzOE (3 min) (10)

1
Versuchen Sie damit zu begriinden, dass lim — = 0.
n—oo M

Meistens wollen wir aber gar nicht mit der Definition arbeiten, sondern lieber aus einigen
bekannten Grenzwerten auf weitere schliefen. Dabei helfen die folgenden. . .

Rechenregeln fiir Grenzwerte

Ist lim a,, = a und lim b, = 3 so gilt:
n—oo n—oo

1. lim (a, +b,) =a+ 0

n—oo

2. lim (a, b,) = af
n—oo

3. lim —=— falls a#0
n—o0 an «

Merke: Auseinanderziehen erlaubt, falls alles konvergent ist.
Diese Rechenregeln konnten wir nun ausgehend von der Definition beweisen, aber vielleicht

schauen wir sie uns lieber anhand eines Beispiels in Aktion an:

https://youtu.be/q9sWl1wlNTY (5min) (11)

Bestimmen Sie selbst

o 1—nd . 2n+20 o 1+n
lim ——, lim und  lim .
n—oo 1 + nd n—+00 n? n—oo 1 — n

(12)


https://youtu.be/oGzO_bEQzOE
https://youtu.be/q9sWl1wlNTY
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4.2 Funktionsgrenzwerte

Fiir eine Funktion f : R — R (oder mit kleinerer Definitionsmenge) definieren wir
lim f(x) genau wie bei Folgengrenzwerten:
T—00

https://youtu.be/UvKEWye2k6Y| (1 min) (1)

Sind wir an lim f(z) interessiert, machen wir es so &hnlich:
T—T0

https://youtu.be/AtJLDyvrndE (3 min) (2)
Hier nochmal die Definition aus dem Video:

Eine Funktion f konvergiert fiir x — z¢ gegen den Grenzwert «, wenn gilt:
Fiir jedes € > 0 3 ein d(¢), so dass | f(z) — o] < e Vo # x¢ mit |z — x| < I(e).
Wir schreiben dann lim f(z) = a.

Tr—T0

Wichtig ist vor allem, dass der Grenzwert an der Stelle xg nur davon abhéngt, wie sich
die Funktion in der Néihe von xg verhilt, f(zg) ist dem Grenzwert dagegen egal.

Wir zeigen einmal mit € und 9, dass tatséchlich

lim z? = 4 https://youtu.be/Bh2XY9SjXys| (4 min) (3)

r—2

gilt — aber, wenn uns das einen Knoten ins Hirn macht, dann vergessen wir es erst mal. . .

..und stellen lieber fest: Es gelten die gleichen Rechenregeln wie bei Folgengrenzwerten:

Ist lim f(z) = a und hm g(x) = [ so gilt:
%

L lim (f(z) + g(z)) = o+ 5
2. Iim (f(z)g(x)) = ap
3. xlg;l()%zé falls o #0

Merke: Auseinanderziehen erlaubt, falls alles konvergent.

Beispiele fiir Grenzwerte:

2
-1
lini L T = 2 https://youtu.be/ighb2V5DwvXs (2min) (4)
=1 r —
1
hr% — =00 https://youtu.be/we_n3xh-om4 (3 min) (5)
z—0

1
lir% — existiert nicht https://youtu.be/Nq9tSvraWZ8 (2 min) (6)
z—0


https://youtu.be/UvK5Wye2k6Y
https://youtu.be/AtJLDyvrndE
https://youtu.be/Bh2XY9SjXys
https://youtu.be/ig52V5DwvXs
https://youtu.be/we_n3xh-om4
https://youtu.be/Nq9tSvraWZ8

Und wenn wir im letzten Beispiel nur von links oder nur von rechts drauf schauen?

https://youtu.be/1q08CWPN7_A| (3 min)

Bestimmen Sie selbst

=224 T R g _
lim ———, lim —mM—— und lim
T—00 Qv — 3 z—0 Qr — 13 T—00 Qr — 13

4.3 Stetigkeit
Wir sagen f ist stetig an der Stelle xg, wenn gilt lim f(z) = f(x).

Tr—xQ

Warum ist das toll? https://youtu.be/6RKWsDxBO1A (2min)

(9)

Weiter sagen wir f ist stetig auf dem Intervall I C R, wenn f in jedem xq € [ stetig ist.

Analog zu den Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt:

1. Sind f und g stetig auf I C R, so sind auch f + g, af (o« € R) und fg stetig.

Auferdem ist / stetig V « € I mit g(x) # 0.
g

2. Sind f: 1 — Rund g: J — R stetig auf I bzw. J, und ist g(J) C I,
dann ist auch f o g stetig auf J.
Beispiele:
Monome & Polynome sind iiberall stetig, rationale Funktionen

zumindest tiberall dort, wo der Nenner nicht Null ist.

1, <2 - .
f(z) = {:c, s https://youtu.be/X0eoOrGN_SO (3 min)
1, z<1 .
flz) = https://youtu.be/QsEbtwmUP20 (2min)
z, v>1
2 —1 : .
f(z) = N https://youtu.be/dWSU3Ai7£00| (2 min)
x J—

1
flz)=—= https://youtu.be/fK3xjIKp27I| (2 min)
T

(10)

(11)
(12)

(13)

(14)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und gegebenenfalls auf stetige

Fortsetzbarkeit:
r, x>0
) =1ol = { -

z, <0

2 —1

2 —x

foRA{O 1} =R, f(z) =

(15)

(16)


https://youtu.be/1q08CWPN7_A
https://youtu.be/6RKWsDxB01A
https://youtu.be/XOeo0rGN_S0
https://youtu.be/QsEbtwmUP20
https://youtu.be/dWSU3Ai7fO0
https://youtu.be/fK3xjIKp27I
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4.4 Asymptoten

Néhert sich eine Funktion einer Geraden beliebig nahe an, so nennen wir die Gerade eine
Asymptote der Funktion (bzw. des Funktionsgraphs). Genauer:

f hat eine waagrechte Asymptote y = a oder y = b, wenn gilt
lim f(x) =a oder lim f(x)="0. (1)
T—00 T——00

f hat eine senkrechte Asymptote (Polstelle) x = a, wenn gilt

I [f(n) =c0  oder  lm |f()] = oo. (2)

f hat die schiefe Asymptote g(z) = ax + b (mit a # 0), wenn gilt
lim [f(z) — (ax +b)] =0 oder lim [f(z) — (ax +b)] = 0. (3)

Beispiele: (Suchen Sie zuerst selbst Asymptoten, schauen Sie erst dann die Videos an.)

1
flz) = ] https://youtu.be/T_em0zCGKWs| (1 min) (4)
x p—
222 + 20
f(x) = 54——2352 https://youtu.be/KWRHFL2kpSg (2 min) (5)
222 + 20
flx) = % https://youtu.be/bZ4yRFXgEwA (5 min) (6)
x

4.5 Differentiation

Wir werden gleich eine alternative Definition der Ableitung kennen lernen (nicht mit
Differentialquotient sondern mit Klein-o). Wiederholen Sie im Vorfeld, was Sie bereits
iiber Ableitungen gelernt haben. Die folgende Checkliste hilft.

O Ich kenne die Definition der Ableitung als Differentialquotient (Formel) und die
Interpretation als Tangentensteigung (Skizze)[]

https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnati_00017t=457.00 (3min) (7)
https://timms.uni- tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnat1_00017t=736.00 (6min) (8)
Hiibsche Animation: https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Tangent_function_animation.gif

Skills auf www.khanacademy.org: Derivative as slope of curve, Visualizing derivatives,
Differentiability at a point: graphical.

'Die timms-Links fiihren zu den richtigen Startzeitpunkten innerhalb der Videos. Die meisten Videos
sind aber viel lidnger als die angegebene Zeit.


https://youtu.be/T_em0zCGKWs
https://youtu.be/KWRHFL2kpSg
https://youtu.be/bZ4yRFXgEwA
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnat1_0001?t=457.00
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnat1_0001?t=736.00
https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Tangent_function_animation.gif
www.khanacademy.org

[0 Ich kann mithilfe des Differentialquotienten die Ableitungen von f(z) = 2% und g(z) = <
bestimmen.
: . d
O Ich kenne verschiedene Schreibweisen: f/(x), ﬁ(a:), L f(@), f(2), fP(), ...
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnatl_00017t=583.00 (1 min) (9)
O Ich kenne die Ableitung von Potenzen: f(x) = 2", f'(z) =7
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnat1_00017t=1376.00| (7min) (10)
[ Ich kenne Ableitungsregeln fiir Summen, Produkte und Verkettungen:
Seien f und g differenzierbar, was ist (f + g)’, (fg) und (f o g)'(2)?

https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnatl_00017t=2582.00 (4 min) (11)

[ Ich kann die Quotientenregel mithilfe von Produkt- und Kettenregel herleiten:
<i>' _fl9- 14
g 9?

Differenzierbarkeit als Approximierbarkeit durch eine Gerade

Wir sagen, f ist an der Stelle z( differenzierbar, wenn sich f in der Néhe von zy gut durch
eine Gerade anndhern ldsst. Die Steigung dieser Geraden nennen wir f'(zg), die Ableitung
an der Stelle zy. Diese Gerade ist dann die Tangente in xg.

Aber was heifit “gut anndhnern”?  https://youtu.be/-XrQHNR8bnU (3min) (12)

Definition: (Klein-o)
Wir sagen, f ist ein Klein-o von ¢ im Limes x — xy und schreiben dafiir

f(@)=o0(g(z)), = xo genau dann, wenn gilt lim /()] =0. (13)
w0 |g()|
Bemerkung: Wenn hier z.B. beide Funktion gegen Null gehen, so bedeutet das, dass f

schneller gegen Null geht als g.

Beispiele:
2 =o(x), =0
2* =o(r), 2 =0  https://youtu.be/UgD-Cwd9CQs| (3 min) (14)
r=o(z?), r — o0

Und es gilt auch: zo(z) = o(z?), z — 0
Huch! Was heifit das tiberhaupt?  https://youtu.be/1Bor-1_uVtY (3min) (15)
Jetzt konnen wir Differenzierbarkeit neu definieren.

Definition: (Differenzierbarkeit)
Sei I C R offen, xqg € I. f : I — R heift diffbar in xy, wenn es ein a € R gibt, so dass

flz) = f(zg) +a- (x—x0) +0(x —x0), T— 20. (16)
Wir schreiben dann a = f/(z() und nennen a die Ableitung von f an der Stelle x.
Lemma 4. f'(zq) aus der Definition ist gleich dem Differentialquotient an der Stelle xq.

Beweis https://youtu.be/Px7hT81-IkA (4 min) (17)


https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnat1_0001?t=583.00
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnat1_0001?t=1376.00
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171108_002_mathnat1_0001?t=2582.00
https://youtu.be/-XrQHNR8bnU
https://youtu.be/UgD-Cwd9CQs
https://youtu.be/lBor-l_uVtY
https://youtu.be/Px7hT81-IkA
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4.5 Differentiation (Fortsetzung)

Jetzt soll Klein-o aber mal sein Potential entfalten!

Regel von I’Hospital. (eigentlich von Bernoulli)

Ist f(zo) =0 = g(x¢), und sind f und g diffbar mit ¢'(z) # 0, dann gilt

f@) _ fla)

lim = =~ https://youtu.be/PaS1VOWnBlA (3 min) (1)
a0 g(x)  g'(0)
Ubrigens: Das klappt nicht nur bei “8”, sondern auch bei “22”.

Kettenregel. Sei f = go h. Ist h diffbar in 2o und ist g diffbar in h(z¢) =: yo, dann gilt

[ (w0) = ¢’ (h(o)) - W (z0) . https://youtu.be/1AQ7Gm4DS2c| (8 min) (2)

Ko6nnen Sie auf dnliche Weise die Ableitung von f - g ausrechnen? (Produktregel)

4.6 Die Exponentialfunktion

an (1 ; %) 3)

kénnen wir mit etwas Bernoulli und Binomi zeigen /[T dass Vn € N gilt:

Fiir die Folge

2<a,<3 und Api1 > Ay - (4)

Daraus folgt, dass der Grenzwert existiert (und zwischen 2 und 3 liegt). Wir nennen ihn
e, die Eulerscher Zahl:

1 n
e = lim (1—|——) . (5)
n— 00 n
Ahnlich ldsst sich zeigen, dass V2 € R auch lim (1 + Z)" existiert. Wir nennen das
n—oo
Ergebnis die Exponentialfunktion,
() = Jim (14 7)° (6
exp(e) = fim (14

Uberlegen Sie: Welchen Wert haben demnach exp(0) und exp(1)?

I'Die Details lassen wir hier weg, aber im Skript stehen sie.


https://youtu.be/PaSlV0WnBlA
https://youtu.be/1AQ7Gm4DS2c

Nun machen wir drei Beobachtungen: V. € R gilt

exp(z) > 1+ https://youtu.be/XShRHBUEBMg (2 min) (A)

exp(z) < zexp(z) + 1 https://youtu.be/ap62176mmIY| (3 min) (B)

lim (1 + %) =1 https://youtu.be/xt_cqMCfgZU (4 min) (C)
n—00 n

Mithilfe dieser Beobachtungen kénnen wir zeigen, dass exp eine hiibsche Funktion mit
den folgenden Eigenschaften ist.

Satz 5. (Eigenschaften der Exponentialfunktion)
(i) exp(0) =1, exp(l)=e

(ii) exp(z)exp(y) = exp(x +y) (Funktionalgleichung)
https://youtu.be/Uhaaql7qKNk| (2min)

(iii) exp(z) >0 VzeR https://youtu.be/J1z7UEnF1hQ (2 min)
(iv) exp ist streng monoton wachsend, d.h.
r>y = exp(x) > exp(y) https://youtu.be/qvbDkDnbLOw| (1 min)

(v) exp ist stetigVx € R https://youtu.be/cXvwkH10YD8 (3 min)

(vi) exp ist diffbar Vo € R mit exp’ = exp
https://youtu.be/iVH99m_nI1E| (4 min)

(vii) lim exp(z) =00 wund lim exp(z) =0
T—00 T—r—00
https://youtu.be/0lFF6w81-64 (1min)

(viii) Vn € N gilt lim %}L@ =o00 und lim |z|"exp(z) =0

T—r00 T—r—00

Bemerkung: Wegen (ii) schreiben wir auch exp(z) = e” und nennen exp die e-Funktion.

Zeigen Sie Eigenschaft (viii). Die I'Hospitalsche Regel hilft.

Zeichnen Sie den Graph von exp und erklaren Sie daran moglichst viele Eigenschaften
aus dem Satz.


https://youtu.be/XShRHBUEBMg
https://youtu.be/ap62i76mmIY
https://youtu.be/xt_cqMCfgZU
https://youtu.be/Uhaaql7qKNk
https://youtu.be/J1z7UEnFlhQ
https://youtu.be/qvbDkDnbL0w
https://youtu.be/cXvwkH10YD8
https://youtu.be/iVH99m_nIlE
https://youtu.be/olFF6w8l-64
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4.7 Umkehrfunktionen

Manchmal wiirden wir das, was eine Funktion gerade angerichtet hat, gerne riickgéngig
machen:

f7', die Umkehrfunktion ~ https://youtu.be/hmYNFPL-tek (2min) (1)
Kann das auch schiefgehen? https://youtu.be/ICCgCHpHNCQ (1 min) (2)
Die folgenden Eigenschaften stellen sicher, dass nichts schiefgeht.
Definition: Eine Funktion f: A — B (z.B. A, B C R) heifst

» surjektiv, falls jedes b € B als Bild auftritt
(in Formeln: b € B = Ja € A mit f(a) =),

» injektiv, falls Vay,ay € A gilt: a1 #ay = f(a1) # f(ag),
» bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Also: Bijektive Funktionen sind umkehrbar.

Uberlegen Sie: Was hat der Graph von f~! mit dem Graph von f zu tun?

Uberlegen Sie: Sei f : A — B bijektiv. Von wo nach wo bildet f o f~' ab? Was ist
(f o f71)(z)? Und wie sieht’s mit f~' o f aus?

Lisst sich fehlende Bijektivitdt “reparieren”?
Was ist, wenn f nicht surjektiv ist? https://youtu.be/01DEPAZIRHo (2min) (3)
Was ist, wenn f nicht injektiv ist? https://youtu.be/dudai8AWwdw (2min)  (4)
Beispiele:
flR%R fQRg%Rg f3]R(;_>]R6r
L T 2? T 2’ (5)
https://youtu.be/hkwgVBTA_1Q (3 min)

Woher wissen wir, dass eine Funktion injektiv ist?
Monotonie! https://youtu.be/j3fthL31guk (2min) (6)
Beispiel:
f:R—=R, f(zr) =2+ https://youtu.be/vG3cIXKmD6K (8 min) (7)



https://youtu.be/hmYNFPL-tek
https://youtu.be/ICCgCHpHNcQ
https://youtu.be/01DEPAZIRHo
https://youtu.be/dudai8AWwdw
https://youtu.be/hkwgVBTA_lQ
https://youtu.be/j3fthL3lguk
https://youtu.be/vG3cJXKmD6k

Satz 6. (Ableitung der Umkehrfunktion)
Seien I,J C R offen und sei f : I — J bijektiv und diffbar. Dann ist =1 : J — I diffbar
VaeJ mit f/(f~(x)) # 0 und es gilt

1

P ®)

f () =

Von der Richtigkeit der Formel kénnen wir uns z.B. graphisch oder rechnerisch mithilfe
der Kettenregel tiberzeugen. ~» Livestream

4.8 Der Logarithmus

Die Exponentialfunktion exp : R — R™ ist bijektiv. (Warum?)
Die Umkehrfunktion heift (natiirlicher) Logarithmus,

log: Rt — R. (9)

Es gilt also log(e®) = 2 und e'°¢® = z. Fiir welche z?

Bemerkung: Manchmal wird statt log auch In (logarithmus naturalis) geschrieben.

Satz 7. (Eigenschaften des Logarithmus)
(i) logl =0 und loge=1

(ii) log(zy) =logx + logy

(iii) mli)r& logx = —o0 und xh_{EO logx = oo

(iv) (logz) =1
Beweis fiir (ii) https://youtu.be/E1dWXnGidyw (1 min) (10)
Beweis fiir (iv) https://youtu.be/awiRnz0nKzY (2min) (11)

Begriinden Sie selbst warum (i) und (iii) richtig sind.


https://youtu.be/E1dWXnGi4yw
https://youtu.be/awiRnzOnKzY
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4.9 Weitere elementare Funktionen

Fiir a > 0 definieren wir die allgemeine Exponentialfunktion von R nach R* durch
a® := e*1°8% s gilt dann

log(a®) = zloga. https://youtu.be/3_3N78ZNmxY (1 min) (1)

Fiir a # 1 ist diese Funktion umkehrbar. Die Umkehrfunktion heifst Logarithmus zur
Basis a,

1
log,: R" - R, log,(z)= o8t

=1 . https://youtu.be/GcK8YutoG6g (2min) (2)
oga

Fir a € R definieren wir die allgemeine Potenz als Funktion von R* nach R* durch
% 1= e*1%8” Fiir o # 0 ist die Funktion umkehrbar, mit Umkehrfunktion

T ae https://youtu.be/syZ1__RjIzU (2min) (3)

Fiir z € RT und o, 8 € R gelten folglich die Rechenregeln
> (2%)F = 298
> 208 =g g

» log(z®) = alogx

4.10 Trigonometrische Funktionen

Wiederholen Sie, was Sie bereits iiber Sinus, Kosinus und Tangens gelernt haben. Die
folgende Checkliste hilft.

O Ich kenne die Definition von sin, cos und tan in rechtwinkligen Dreiecken.
(] Ich kann sin, cos und tan am Einheitskreis erklaren.
O Ich kann erkldren, warum Vz € R gilt: sin?(x) + cos?(z) = 1.

HINWEIS: Pythagoras am Einheitskreis.

O Ich kann am Einheitskreis erkldren, warum sin(—xz) = — sinz. Was gilt fiir cos(—z)?
[0 Ich kenne spezielle Werte von sin, cos und tan, z.B. an den Stellen 0,7, 7, 7.
OJ

Ich kann die Graphen von sin und cos zeichnen (in ein Diagramm), und auch den
Graph von tan (in ein anderes Diagramm).

O Ich kenne die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus:

(i) sin(z +y) =... (i) cos(z +y) = ...

Schreiben Sie die Additionstheoreme auch im Spezialfall y = x auf, und

zeigen Sie damit: 1 + cos(2x) = 2 cos®(x).


https://youtu.be/3_3N78ZNmxY
https://youtu.be/GcK8YutoG6g
https://youtu.be/syZ1__RjIzU

[0 Ich kenne die Ableitung des Sinus: sin’(z) = cos z.
Ich kann erkldren, wie daraus cos’'(z) = —sin z folgt.
HINWEIS: sin(z + §) = cosz — warum?

Wo schaue ich nach, wenn ich etwas nicht kenne bzw. mich nicht mehr erinnere?

» Vorlesungsvideos:
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171124_001_mathnatl_0001 (ab 00:21:52)
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171124_002_mathnatl_0001 (bis 00:34:00)
Klicken Sie im Video unten rechts auf =, um ein Inhaltsverzeichnis zu bekommen,
von dem Sie direkt an die gewiinschte Stelle springen kénnen.

» Skript: Abschnitt 4.10.
» KHANACADEMY: Trigonometrie-Skills auf Ubungsblatt 4.

Fir 0 <z < 7 gilt

sinr <x <tanx. https://youtu.be/6AIcXdrktVg (2min) (4)

Berechnen Sie damit lim -&
T—r

0 sinx”

Die Umkehrfunktion des Sinus heifst Arcussinus und hat viele Zweige. Fiir den Hauptzweig
gilt:
arcsin : [~1,1] — [, 7] https://youtu.be/gggKuk4H3xM (3 min) (5)

Die Ableitung kénnen wir mit dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion bestim-

men:
1
arcsin’(z) = —— https://youtu.be/n6AMv1GsSic (3min) (6)

V1—a?

Bestimmen Sie analog die Ableitung des Hauptzweigs des Arcuskosinus,
arccos : [—1,1] — [0, 7] . (7)

Uberlegen Sie: Wo miissen wir den Tangens definieren, damit er bijektiv ist? Den
Hauptzweig wahlen wir so, dass 0 in der Definitionsmenge des Tanges enthalten ist.

Jetzt schauen wir uns noch die Ableitungen des Tangens und des Arkustangens an:

tan’(x) = 1 + tan®(z) = https://youtu.be/Y5bGhX6S6B4 (2min)  (8)

cos?(x)

arctan’(z) https://youtu.be/pBi7PqrespQ (1 min) (9)

T 1442
Zeichnen Sie die Graphen des Arkustangens und seiner Ableitung.


https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171124_001_mathnat1_0001
https://timms.uni-tuebingen.de/tp/UT_20171124_002_mathnat1_0001
https://youtu.be/6AIcXdrktVg
https://youtu.be/ggqKuk4H3xM
https://youtu.be/n6AMvlGsS1c
https://youtu.be/Y5bGhX6S6B4
https://youtu.be/pBi7PqrespQ
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4.11 Potenzreihen

Wir spielen mit der geometrischen Summe aus Anleitung 1 und erhalten die

S 1
geometrische Reihe: g ¥ = T Vi]z| < 1. (1)
-z
v=0

https://youtu.be/GmZMn-s51CQ (2 min)

Ubrigens, fiir @ = % haben wir die geometrische Reihe bereits als Ausblick auf Anleitung 1
gesehen.

Ko6nnen Sie dhnliche Formeln wie fiir

1 1 d
un
1—22" 142 2—x

angeben? (2)

HINWEIS: Ersetzen Sie x in (1)) geeignet.

Eine Summe mit Grenze oo nennen wir Reihe. Speziell interessieren uns jetzt
Potenzreihen. https://youtu.be/7Ar_OFVfbws| (2min) (3)

Wozu kénnte das gut sein?  https://youtu.be/CgmO9VWI6pw (2 min) (4)

Idee der Taylorreihe einer beliebigen Funktion:
Idee in Bildern https://youtu.be/fSg0ysTviy4 (3 min) (5)

Quadratischer Term: 1 (o) https://youtu.be/veR8Hj_-3Fc (3min)  (6)

Alle Terme https://youtu.be/M20xIh5dIHs| (6 min) (7)
Dann nennen wir
"ofW)
Z / ('$0) (x —29)”  das n-te Taylorpolynom (8)
!
v=0
und )
Z / ('$0) (z — o) die (formale) Taylorreihe (9)
V!
v=0

von f um z(, und wir fragen uns:

» Ist das Taylorpolynom eine gute Néherung fiir f(z)?
» Konvergiert die Taylorreihe?


https://youtu.be/GmZMn-s51CQ
https://youtu.be/nQRxHr_4pns
https://youtu.be/7Ar_0FVfbws
https://youtu.be/Cgm09VWI6pw
https://youtu.be/fSgOysTvWy4
https://youtu.be/veR8Hj_-3Fc
https://youtu.be/M20xIh5dIHs

Antworten liefert. . .

Satz 8. (Taylor)
Sei f:I >R, I=(a,b) CR, n+ 1 mal diffoar. Dann gilt fir x,zq € 1

v

n ) (g
1) =3 0 0wy 1 Ry), (10)

und fiir x > xo 3 € € (xg,x) (firx <zo 3 € € (x,20)) mit

F0(E)

Fn@) = <00,

(z — o). (11)
R, heifst (Lagrangesches) Restglied, xo heifit Entwicklungspunkt.
...den wir zunéchst nicht beweisen wollen.

Hilfe! Was sagt uns der Satz? https://youtu.be/PpmJQY1m-3A (5 min) (12)

Schreiben Sie die Taylorreihe der Exponentialfunktion um Null auf, also fiir f(x) = e*
und zo = 0. Im Livestream werden wir zeigen, dass diese Reihe fiir jedes z € R gegen
exp(x) konvergiert.


https://youtu.be/PpmJQYlm-3A
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4.11 Potenzreihen (Fortsetzung)

Bis jetzt kennen wir zwei wichtige Potenzreihen,

00 . . o0 2
:;x Viz| <1 und e —;m VzeR. (1)

Ahnlich wie fiir exp finden wir die Reihen fiir Sinus und Kosinus,

: = (_1)n 2n+1 = (_l)n 2n
smx:nzzomx VeeR  und cosx:nzzo @) " VzeR. (2)

https://youtu.be/BmErLfUQ1Vc| (4 min)

Warum ¥z € R?  https://youtu.be/YNk9Cr_94dQ (2min) (3)

Weitere Reihen besorgen wir uns lieber nicht durch v-mal Ableiten, sondern indem wir
sie aus bekannten Reihen zusammensetzen:

o n+1
log(1 + ) Z " Vx| <1 https://youtu.be/JbMwjo0vclO (4 min)
n=1
(4)
Ko6nnen Sie analog eine Reihe fiir arctan x um Null finden?

Weiter geht’s mit

sin Z 3 + o Vr€R  https://youtu.be/I10uuDI7r1Y (2min) (5)
n
n:0

und

< =§j§n:x—n iz <1. (©)
T V!

n=0 v=0
Die ersten paar Terme. .. https://youtu.be/yquiWi6eG4jI (3 min)
.. alle Terme (Cauchy-Produkt) https://youtu.be/oSyTOSVtigQ (5min)



https://youtu.be/BmErLfUQ1Vc
https://youtu.be/YNk9Cr_94dQ
https://youtu.be/JbMwjoOvcl0
https://youtu.be/I10uuDI7r1Y
https://youtu.be/yqvWf6eG4jI
https://youtu.be/oSyT0SVt1gQ

Wozu sind diese ganzen Reihen eigentlich gut? Zum Beispiel um Grenzwerte zu berechnen!

2 (ind
}:iil(l) % https://youtu.be/0DmH30Zdiic (3 min) (7)
Bestimmen Sie analog
z(l —e*)?

(8)

z—=0 (cosx — 1)

Wie entwickeln wir um eine andere Stelle als Null?

1
1—=x

um x9=>5 https://youtu.be/xL6izAEDRVA (4 min) 9)

Die Reihe fiir log(1 + ) oben war eigentlich eine Entwicklung von logz um zy = 1.
Ko6nnen Sie das in der Form

logz = Z (=1 ausschreiben? (10)

Na gut, ein letztes Mal bestimmen wir noch eine Taylorreihe durch v-faches Ableiten.
Sei f(r) = (1 + 2)® mit o € R\ {0}. Bestimmen Sie f*)(0).
Das fiihrt zur binomischen Reihe,

o G «@ v
(1+ ) _Z()(V)x Ve < 1 (11)
(Konvergenzbereich ohne Beweis). Spezialfélle: Fiir « = n € N erhalten wir die binomische

Formel, fiir « = —1 die geometrische Reihe. Sehen Sie wie?

Erinnern Sie sich daran, wie Sie in der Schule lokale Extrema (Minima und Maxima)
bestimmt haben? Da gab es Kriterien (ein notwendiges und ein hinreichendes) die mit
der ersten und zweiten Ableitung einer Funktion zu hatten. Kénnen Sie mithilfe der
Taylorreihe

f(x) = f(xo) + f'(wo)(x — x0) + 31" (wo) (x — 20)* + ... (12)

begriinden, wie es zu diesen Bedingungen kam, also wann f an der Stelle xy ein Minimum
oder Maximum hat?



https://youtu.be/ODmH30Zdiic
https://youtu.be/xL6izAEDRvA
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5 Vektorrechnung

Was ist ein Vektor? Wenn Sie jetzt an Pfeile denken und dann vielleicht noch ein Bild
davon vor Augen haben, was es bedeutet, solche Pfeile zu addieren oder mit einer Zahl
zu multiplizieren, dann ist das genau richtig. Wir fassen diese Vorstellung im Begriff des
Vektorraums zusammen.

5.1 Vektorraume

Definition: https://youtu.be/WSHVS4YtRRM (6 min) (1)

Bemerkungen: https://youtu.be/eHfn5Ht 1bVA (2 min) (2)
Beispiele:
» Riber R (d.h. V=R und K = R)
» Ebene R? oder Raum R3 iiber R. Allgemeiner:

R™ tiber R. https://youtu.be/b-5CLpaYc-c| (1 min) (3)

mit komponentenweiser Vektor-Addition und skalarer Multiplikation.
» Raum der Polynome (beliebigen Grads) iiber R

https://youtu.be/jofrUvbua7l| (4 min) (4)

mit punktweiser Vektor-Addition und skalarer Multiplikation.
» Analog: C([a,b]) iiber R, der Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, b].

5.2 Lineare Unabhingigkeit

Definition: (Lineare Unabhéngigkeit & lineare Abhéingigkeit)
Sei V' ein Vektorraum. Die Vektoren dy,ds,...,d, € V heifen linear unabhingig (1.u.)
genau dann, wenn gilt:

Aus Y M@ =0 folgt A =0Vj=1...n. (5)
j=1

Sonst heifen sie linear abhingig (l.a.).

Spezialfille:
n=1 https://youtu.be/5PCDB7hz298 (2 min) (6)

n=2 https://youtu.be/bBItpLiWAKM (3 min) (7)


https://youtu.be/WSHVS4YtRRM
https://youtu.be/eHfn5Ht1bVA
https://youtu.be/b-5CLpaYc-c
https://youtu.be/j0frUvbua7I
https://youtu.be/5PCDB7hz2q8
https://youtu.be/bB9tpLiWAKM

Erkliren Sie: Sind ay, ds, . . ., a, 1.u., so ist Koeffizientenvergleich méglich, d.h.

aus Z)\Jﬁj = Zuﬁj folgt Ni=p; Vji=1,...,n. (8)
j=1 j=1
Bemerkung: Sind d;,ds,...,d, € R" L.u. so spannen sie den gesamten R" auf, d.h. fiir

jeden Vektor beR" gibt es eindeutig bestimmte \;, so dass

n

b=\ (9)

j=1

Wie finden wir diese \;j? Durch Losen eines linearen Gleichungssystems!

Beispiel:
1 1 0
ai=\(0], a=1[1], a=|1 (10)
1 0 1

Uberlegen Sie:
a) Sind die Vektoren l.u.?

b) Konnen wir z.B. b = <§> als Linearkombination (LK) der @; darstellen?

Wenn ja, wie?

Falls Sie lappisch einfach fanden, dann denken Sie tiber folgende Fragen nach. Falls Sie
(10) schwierig genug fanden, dann ignorieren Sie die folgenden Fragen vielleicht zunéchst.

Zusatzaufgabe: Wir betrachten C(R), den Vektorraum der stetigen Funktionen von R
nach R. Sind die Vektoren fi, fo und f3 in den folgenden Beispielen l.a. oder l.u.?

a) filz) =¢e", falx)=e"", f3(x) = sinh(z)

(11)
b Al =, hl)=e", flr)=1
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5.3 Lineare Gleichungssysteme
Mit @y, @a, - - ., dn, b € R™ heilt

Z l’jﬁj = g

j=1
lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen fiir n Unbekannte.
Das LGS heift homogen, falls b = 0 und inhomogen, falls b #* 0.
Beispiel:

https://youtu.be/6CnZEgqSBLA/ (1 min)

Die folgende Schreibweise betont die Linearitdt:
Wir definieren die lineare Abbildung L : R" — R™ durch

n sl
L(Z) = E z;d; wobei z I
i=1

Tn

und schreiben das LGS kurz als .
L(Z)=0b.
Im obigen Beispiel:
https://youtu.be/gGMqC3PQGUk (1 min)

Was heifit jetzt Linearitat? Fiir alle &,y € R™ und fiir alle A\, u € R gilt
LT + py) = AL(Z) + pL(y) . https://youtu.be/39r48VITv2c (1 min)
Und was bringt Linearitdt? Damit verstehen wir die Struktur der Losungsmenge
L = {feR”yL(f) :6}
besser, denn es gilt:
Satz 9. Seib# 0. Wenn T € Ly und P € %, dann gilt:
) AT +udhe L VANpER,
i)yes & 3IJreLLh mit y=y+7.
Beweis:
Linearitdt bei der Arbeit. https://youtu.be/INeNTsG8Tzc (5min)

Aber was bringt das denn?  https://youtu.be/ScPelf7svyg (1 min)



https://youtu.be/6CmZEgqSBLA
https://youtu.be/gGMqC3PQGUk
https://youtu.be/39r48VJTv2c
https://youtu.be/INeNTsG8Tzc
https://youtu.be/ScPe1f7svyg

Wie losen wir so ein LGS ganz konkret?
Wir bringen es auf Zeilenstufenform (ZSF) und lesen die Losung(en) ab!

Ubersichtlicher wird das mit einer

Kurzschreibweise. https://youtu.be/Q6K1F7-TrTo (2min) (10)
Dann starten wir mit
(@ @ - a|b) (11)
und formen um, bis das LGS so aussieht (ZSF):
B o« x x ¥ oo % l~)1
00 M « % o x| by
O 0 0 M =« * x| by r Zeilen
: I D) 12
0 0O M =« x| b, ) (12)
0 0 0| bry1
0 0 ol : m — r Zeilen
0 0 0| b
Kennzeichen der ZSF:
a) W sind Zahlen # 0.
b) * sind irgendwelche Zahlen.
c¢) Links (und unterhalb) von B stehen nur Nullen.
d) Stufen von M zu B: eine Zeile nach unten, mindestens eine Spalte nach rechts.

https://youtu.be/1F1q1AEMg-c| (3 min) (13)

Losung des LGS:
a) Zeile der Form (0---0[b;) mit b; # 0 bedeutet: LGS hat keine Losung.
b) Spalten ohne M entsprechen frei wéhlbaren Variablen (parametrisiere so die Losung).

c) Variablen, die Spalten mit B entsprechen, sind durch die Zeile, in der B steht,
festgelegt (von unten nach oben arbeiten).

https://youtu.be/71b5X1KYUmY (3 min) (14)

Uberlegen Sie: Wie viele (und welche) Losungen haben die LGSe mit den folgenden
ZSFen?

12 1]0 12 11 12 1]1
a) [ 02 26 by | 00 2|4 o) [0 o0 24 (15)
00 2[4 00 0|2 00 0|0


https://youtu.be/Q6K1F7-TrTo
https://youtu.be/lF1qlAEMg-c
https://youtu.be/7lb5X1KYUmY
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5.4 Unterraume, Dimension und Basis

Definition: (Dimension)
Sei V' ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in V' heifst
Dimension von V', dim V.

Beispiel: dimR" =n  https://youtu.be/RZf1_DEwO1E (4 min) (1)

Definition: (Unterraum)

Sei V' ein Vektorraum (iiber K'). U heiftt Unterraum von V| falls gilt:
(i) U CV, und

(ii) U ist ein Vektorraum (iiber K).

Bemerkungen:

» Abgeschlossenheit - - .

> dim U < dim V https://youtu.be/AgOrdXxsjXE (2min) (2)
Beispiele:

> triviale Unterrdume 4 oo/ utu. be/440hqk4ZWPT) (4 min) (3)

> %

Definitionen: (Lineare Hiille, Erzeugendensystem, Basis)
Sei V' ein Vekorraum iiber K und ay,...,a, € V.

» Die Menge aller Linearkombinationen,

span (dy, ..., d,) = {fEV

f:ZAjaj,AjeK}, (4)

j=1
heifst lineare Hille (oder Aufspann) von ay, . .., d@,.
» Die Vektoren dy, ..., d, heifen Erzeugendensystem von V| falls gilt
span (a@y,...,d,) =V . (5)
Wir sagen dann auch, sie spannen V' auf.
» Sind die Vektoren dy, . .., d, l.u. und bilden ein Erzeugendensystem von V', so nennen
wir sie eine Basis von V.
Bemerkungen:
» span (dy,...,d,) ist ein Unterraum von V.

» Die Anzahl der Vektoren einer Basis von V' ist gleich dim V.


https://youtu.be/RZf1_DEw01E
https://youtu.be/Ag0rdXxsjXE
https://youtu.be/44Ohqk4ZWPI

Beispiele:

S (1 - [0y . [1 )
T e ) () o
https://youtu.be/pNw8uco9PdE (2min)

» Die kanonischen Einheitsvektoren €; € R™.
https://youtu.be/fedyTOoNxql (2 min)

Uberlegen Sie: Bilden die folgenden Vektoren ein Erzeugendensystem des R3?
Falls ja, sind sie auch eine Basis?

1 1 0
flz 1 ) _‘2: 0 ) 53: 1 ERS
0 1 1

Bestimmen Sie die Losungsmenge %, von

01 1 1|0
101 20
1 10 3|0
Was ist dim %7 Nennen Sie die Spalten des LGS dy, . .., dy.
Was ist die Dimension von span (dy, ..., ds)?
Satz 10.
Seien dy, . ..,d, € R™. Die Dimension von span (@, ..., a,) ist gleich der

Anzahl der B in der Zeilenstufenform von
(@ a@ - a@l0).
Begriindung;:
https://youtu.be/FnSrunJqSAQ (4 min)

Bemerkung:
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen

https://youtu.be/yUK1DrKeFHO| (4 min)

Verstandnisaufgabe: Betrachten Sie den Raum aller Polynome vom Grad < 3. Wir

nennen diesen Raum V. Was ist dim V7 Geben Sie auch eine Basis an. Nun definieren wir
die lineare Abbildung L : V' — V durch L(P) = P’, d.h. wir bilden ein Polynom auf seine

Ableitung ab. Begriinden Sie, dass

ker L={PeV|L(P)=0} und imL={Q €V |3IP eV sodass L(P)=Q} (13)

Vektorraume sind, und bestimmen Sie jeweils die Dimension.


https://youtu.be/pNw8uco9PdE
https://youtu.be/fe4yT0oNxqI
https://youtu.be/FnSrunJqSAQ
https://youtu.be/yUKlDrKeFH0
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Interludium: 7 Komplexe Zahlen

Wir finden es doof, dass wir keine Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen kénnen, und
erfinden deshalb die neue Zahl i = +/—1. Dann gilt z.B.

2=—-1  oder V=9=+/9-(-1)=+9-v—1=3i. (1)
Jetzt bilden wir Zahlen der Form
z=u1x+1iy mit r,y €R (2)
und nennen sie komplexe Zahlen — Symbol: C.
Mit denen rechnen wir wie gewohnt. https://youtu.be/mEQQtukNOzo (3min) (3)
Summen, Differenzen und Produkte sind also auch wieder komplexe Zahlen.
Kénnen wir auch dividieren?  https://youtu.be/_doCXvQXPLk (4min)  (4)
Fiir z = & + iy mit =,y € R nennen wir

Rez== den Realteil von z,
Imz = den Imaginérteil von z und (5)

z=ux —iy das Komplexkonjugierte von z.

(Mit Z haben wir gerade eben erweitert, um das mit dem Dividieren hinzubekommen.)
Rechnen Sie nach, dass
z-Z=(Rez)® + (Im2)%. (6)

OK, aber was soll der Quatsch? Diese Zahlen gibt’s doch gar nicht. Doch!
Gaufssche Zahlenebene — https://youtu.be/jT1C8-4PWoo (3 min) (7)

Dann ist C also die coolere Version von R*% Ja. Aber da geht noch mehr! Um gleich auch
die Multiplikation anschaulich zu verstehen, fiihren wir zunéchst die Polardarstellung ein:

Betrag: r=|z| = Va? + y? b T =TCcos o
Argument: ¢ = argz = arctan 2 ’ Yy =rsin¢ (8)
https://youtu.be/VR3_ouK9owQ (3 min)

Ubrigens: z -z = |z|.



https://youtu.be/mEQQtukN0zo
https://youtu.be/_doCXvQXPLk
https://youtu.be/jTlC8-4PWoo
https://xkcd.com/2028/
https://xkcd.com/179/
https://youtu.be/VR3_ouK9owQ

7.1 Komplexe e-Funktion

Fiir z € C definieren wir e* durch die Taylorreihe der Exponentialfunktion. ..
Wieso?  https://youtu.be/mfrwsEWHnGO (2 min) (9)
...und dann kénnen wir ausrechnen, dass V¢ € R
e = cos¢ +ising. https://youtu.be/ufHiIu7aGL4 (5 min) (10)
Wegen der Funktionalgleichung der e-Funktion bewirkt Multiplikation mit e'® also eine

Drehung um den Winkel ¢. https://youtu.be/dS08r91m23w (3 min) (11)

Warum sind wir uns eigentlich sicher, dass e**%

= e*e" auch fir z,w € C gilt?
Begriinden Sie, warum nun e~ = cos ¢ — isin ¢ gilt.

Driicken Sie damit Sinus und Kosinus durch ¢ und e™'¢ aus.

Anwendungen:
Additionstheoreme https://youtu.be/WsdEMxuOMSg (2 min) (12)
Z sin(vx) https://youtu.be/HSw41lyk4rNo| (7 min) (13)
v=0

Eigentlich waren wir doch in letzter Zeit betm Thema Vektorrechnung. . .
Ja, das konnen wir auch mit komplexen Zahlen machen!

Wenn wir einen Vektorraum V {iber einem Korper K betrachten, dann konnen die kom-
plexen Zahlen sowohl bei den Vektoren, als auch bei den Skalaren auftauchen:

» C als Vektorraum iiber R

» C als Vektorraum tiber C https://youtu.be/QDRMETQUN3M (4 min) (14)

Als C? bezeichnen wir den Raum der zwei-komponentigen Vektoren mit komplexen Ein-
trigen. Uberlegen Sie: Welche Dimension hat C? als Vektorraum iiber R? Welche als
Vektorraum iiber C? Koénnen Sie jeweils eine einfache Basis angeben?


https://youtu.be/mfrwsEWHnG0
https://youtu.be/ufHiIu7aGL4
https://youtu.be/dSO8r9lm23w
https://youtu.be/WsdEMxu0MSg
https://youtu.be/HSw41yk4rNo
https://youtu.be/QDRM6TqUN3M
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5.5 Skalarprodukt und Norm
Vektorrechnung — was bisher geschah. https://youtu.be/y05d4Szutpo (3min) (1)

Definition: (Norm)
Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung || - || : V' — R{ heilt Norm,

wenn Va@,be V und VA € R gilt:

(N1) Jlal=0<a=0

(N2) xdl = Wl

(N3) ||@+ b]| < ||la|| + ||b]| (Dreiecksungleichung)

Definition: (Skalarprodukt)
Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung (-,-) : V' x V' — R heifst Skalarprodukt,

(52)
a )
,ay >0, wobei (d,d) =0 < a=0 (positiv definit)

Warum definieren wir das so? ~ https://youtu.be/koKWE_Ed_7c (5min) (2)

Uberlegen Sie: Sind durch die folgenden Abbildungen Skalarprodukte auf R? definiert?

(@, g> = a1by + 2aby (3)
<Ei, g> = a11)1 + CL1b2 + a2b1 + a2b2 (4)
(&’, g> = 2a1b1 - ale - a2b1 + a2b2 (5)

Jetzt verkniipfen wir Skalarprodukt und Norm geschickt miteinander:

Satz 11. (Norm)
Sei V' ein Vektorraum iber R. Jedes Skalarprodukt, (-,-) : V- x V. — R induziert eine
Norm, || - || : V — R{, gegeben durch

@l == v/{a, a) . (6)

Beweis: (N1) & (N2) https://youtu.be/sXulxylinL-0 (3 min) (7)

"Wenn wir Skalarprodukte fiir Vektorriume iiber C betrachten, werden wir (S1) modifizieren miissen.


https://youtu.be/yO5d4Szutpo
https://youtu.be/koKWE_Ed_7c
https://youtu.be/sXuIxy1nL-0

Fiir (N3) beweisen wir zunéchst:

Lemma 12. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Skalarprodukt und induzierte Norm erfiillen

@bl < lalpl vabev. (CS)
Beweis: (CS) https://youtu.be/qS6p-kNWgTk (5min) (8)
Beweis: (N3) https://youtu.be/syskCRm9g2Q (2 min) 9)

Anschauliche Bedeutung
Norm: Lénge des Vektors ~ https://youtu.be/Zs_ioKlnfcI (3 min) (10)
Skalarprodukt (SP) und Winkel
kanonisches SP auf R* & R" https://youtu.be/Z7chFSHD9Kg (5 min) (11)

SPe auf beliebigen Vektorrdumen — https://youtu.be/nD69po8oeXg (2min) (12)
Einheitsvektoren und Projektionen https://youtu.be/gagncO06BEKE (3min) (13)

Definition: (Orthogonalitét)
Zwei Vektoren @,b € V heifen orthogonal zueinander, falls (@, b) = 0.

Beispiel  https://youtu.be/ZJuzkw8y128 (2min) (14)
Uberlegen Sie: Was gilt nun fiir den Winkel zwischen orthogonalen Vektoren?
Bemerkung: Aus Orthogonalitét folgt lineare Unabhéangigkeit.
https://youtu.be/Ndazhw0-Ls8| (4 min) (15)
Definition: (Orthonormal-Basis)
Eine Basis, deren Elemente paarweise orthogonal sind, heift Orthogonal-Basis. Sind die

Vektoren zusétzlich normiert, d.h. haben sie alle Norm 1, dann bilden sie eine Orthonormal-
Basis (ONB).

Beispiele fiir V' = R? mit dem kanonischen Skalarprodukt:

1= ((1)) , € = ((1)) bilden eine ONB, (16)

1 /1 1 1
- Oy = — ebenfalls. 17
=5 0) e () 4

Basis-Entwicklung eines Vektors:
Sei {¢;} eine ONB von V. Wollen wir b € V' als Linearkombination der Basisvektoren
schreiben, also

4

]

dim V
b=> NG, (18)
j=1
so gilt \; = (Ej,l;>

. . I 2 .
Warum? Probieren Sie’s aus, z.B. fiir b = <_1) und die Basen und (17).


https://youtu.be/qS6p-kNWgTk
https://youtu.be/syskCRm9g2Q
https://youtu.be/Zs_ioKlnfcI
https://youtu.be/Z7chFSHD9Kg
https://youtu.be/nD69po8oeXg
https://youtu.be/gagnc06BEKE
https://youtu.be/ZJuzkw8y128
https://youtu.be/N4azhwO-Ls8
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5.5 Skalarprodukt und Norm (Fortsetzung)
Orthonormalbasen sind also schon. Was machen wir, wenn wir “nur” eine Basis haben?

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren
Gegeben: Basis {dy,...,d,} von V.
Gesucht: ON-Basis {ci,...,¢,} von V.

Losung: ¢ = —— 1
L .

L L . b
b2 = A2 — <Cl, CL2>01 Coy = ﬁ (2)

2

n—1 5’
bn = G — <5]7 an>5j Cn = = (3)

P [[bn|

Warum sollte das klappen?  https://youtu.be/m_ySSTG1d70 (7 min) (4)

Beispiel: R? mit kanonischem Skalarprodukt,

1 1
a=\1|, d=1\|2], V =span(a,ds).
0 1 (5)

https://youtu.be/GhRDuJskXDo| (5 min)

Uberlegen Sie: Was passiert, wenn wir das Verfahren auf Startvektoren {di,...,d,}
anwenden, die l.a. sind, die also keine Basis bilden?

5.6 Kreuzprodukt und Spatprodukt im R?
Fiir @, b € R3 definieren wir das Kreuzprodukt (oder Vektorprodukt) durch

B aq by asbs — asby
axb= as X b2 = a361 — a1b3 . (6)
as b3 CleQ — CLle
Vorbemerkung: https://youtu.be/yJbeb5TyoG7I| (2 min) (7)

1 2
Berechnen Sie | 2| x 1
3 —1


https://youtu.be/m_ySSTGld70
https://youtu.be/GhRDuJskXDo
https://youtu.be/yJbe5TyoG7I

Satz 13. (Eigenschaften von x) Fir alle d, I;, ¢ € R3 und alle X € R gilt:

—

(i) Axb=—bxa (antikommutativ)
ii Gx(b+d)=axb+axc istributivgesetz
1i a x (b b D b
(iii) M@ x b) = (A@) x b=d x (\D)
v @ x b| = Fliche des von @ und b au gespannten Parallelogramms
1 @ X b| = Fliche d db Parallel
v @x b ist ort ogonal zu @ und zu b zgl. des kanonischen Skalarprodukts
axb h l d zu b (bzgl. des k hen Skal duk
vi alls @ x b H, ilden d, b und @ x b ein Rec tssystem rechte Hand-Rege
i) fallsaxb#0, bild b und b Rech hte Hand-Regel
Beweis:
(1), (i) & (iii) https://youtu.be/nWCERXnw541 (3 min) (8)
(iv) https://youtu.be/BkMkborXjNM (6 min) 9)
(v) https://youtu.be/IffhkJvOA_o| (3 min) (10)

Rechnen Sie nach, dass €; x é; = €3 gilt (mit den kanonischen Einheitsvektoren €).

(vi) https://youtu.be/USNWNqjqPEK (5 min) (11)

=,

Uberlegen Sie: Gilt (@ x b) x @=a x (b x @) fiir beliebige @, b, & € R3?

Fiir a, l;, ¢ € R3 definieren wir das Spatprodukt durch

a,b,¢|=(axb) ¢ (12)
Eigenschaften:
» |@,b,c|=|bcal=|cab
> ‘6,5,5]:— 5,5,5(

» Der Betrag von ‘6, l;, c ‘ ist gleich dem Volumen des, von den Vektoren aufgespann-
ten, Parallelepipeds bzw. Spats.

Begriindung:
https://youtu.be/lzmHv6HPmRw (4 min) (13)

Reprise: 7 Komplexe Zahlen

Fiir n € N suchen wir alle Losungen z € C der Gleichung 2" = 1. Wir verwenden die
Polardarstellung z = re'?. Uberlegen Sie: Welche Bedingungen miissen r und ¢ erfiillen?

Vorschau: 5.7 Geraden und Ebenen

Welche Darstellungen fiir Geraden und Ebenen (im R?* oder R?) kennen Sie? Welche
Begriffe fallen Thnen im Zusammenhang mit Geraden, Ebenen und Vektoren ein?


https://youtu.be/nWCERXnw54I
https://youtu.be/BkMkborXjNM
https://youtu.be/IffhkJvOA_o
https://youtu.be/USNWNqjqPEk
https://youtu.be/lzmHv6HPmRw

Universitat Tiibingen, Mathematisches Institut Wintersemester 21 /22
Dr. Stefan Keppeler

Mathematik 1 fur Naturwissenschaftlerxinnen

Anleitung 17 zur Vorbereitung auf die Vorlesung am 17.12.21

5.7 Geraden und Ebenen

Geraden in R? koénnen wir entweder durch

» zwei Punkte oder
» einen Punkt und die Richtung der Geraden oder
» cinen Punkt und die Richtung senkrecht zur Geraden

festlegen.
https://youtu.be/4PeLewXTOVQ (9min) (1)

Analog legen wir Ebenen in R? entweder durch

» drei Punkte oder

» einen Punkt und zwei (l.u.) Richtung in der Ebene oder
(zwei Punkte und eine Richtung in der Ebene oder)

» cinen Punkt und die Richtung senkrecht zur Ebene

fest.
https://youtu.be/a_hFRThkSq8 (5min) (2)

Beispiel: Die beiden folgenden Parameterdarstellungen beschreiben die gleiche Ebene.
B = {feR?" (é) + <?>s+ (%)t s,te]R}
B, = {feR?" (i) + <?>s+ (%)t s,te]R}

Hétten Sie das gesehen — oder auch nur vermutet? Wieso oder wieso nicht?
Uberlegen Sie, bevor Sie das néchste Video anschauen, wie Sie das zeigen wiirden.

(3)

https://youtu.be/1XIE8WSx9HM (6 min) (4)

5.8 Kurven und spezielle Koordinatensysteme

Polarkoordinaten in R? kennen wir bereits von der Polardarstellung komplexer Zahlen.
Das geht auch ohne i!

- (x\ _[rcos¢ - : )
T = (y) = (7" sinqﬁ) https://youtu.be/pThJjlgMgSol (3 min) (5)

Die Einheitsvektoren in r- und ¢-Richtung bilden auch eine Orthonormalbasis,

~ _ (coso _  [—sing : - .
o= (sin ¢) ST ( cos ¢ ) ' https://youtu.be/EccgpE4-KzM (3min) (6)



https://youtu.be/4PeLewXT9VQ
https://youtu.be/a_hFRThkSq8
https://youtu.be/lXIE8WSx9HM
https://youtu.be/pThJj1qMgSo
https://youtu.be/EccgpE4-KzM

Definition: (Kurve, Geschwindigkeit)
Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung

z: 1 —- R"
t — Z(t) = : heift Kurve in R". (7)

https://youtu.be/KoOkewZpNDo| (2 min)

Die (Momentan-)Geschwindigkeit (entlang der Kurve) ist die (komponentenweise) Ablei-
tung nach ¢,
T
Z(t) = %f(t) =1:1. https://youtu.be/YZjcQoh9iJc| (3 min) (8)

> F(1) = (é) + G)t (9)
> #(t) = ((1)) + G) £ (10)
> (1) = G) £t G) £ (11)

Uberlegen Sie: Was sind das fiir Kurven?
HINWEIS: Vielleicht sind Geraden oder Parabeln dabei.
Bestimmen Sie auch jeweils die Geschwindigkeit .

Beispiele: (immer t € R)

Nun kombinieren wir Kurven und Polarkoordinaten. Wir geben an, wie sich » und ¢ mit
t d&ndern, und erhalten die Kurve

() = r(t) (COS (W))) | (12)

sin (gb(t))
Beispiele:
> o(t) =t, r(t) =2, t €10,2m) (13)
> ot)=t  rt)=1+L, tel0,2n) (14)

Uberlegen Sie: Was sind das fiir Kurven?
HINWEIS: Vielleicht sind Kreise o.A. dabei.
cost
Und was ist das hier? Z(t)=|sint | , te]0,2n] (15)
t

Die Geschwindigkeit einer in Polarkoordinaten gegebenen Kurve konnen wir auch allge-
mein berechnen:

T=1& +1de, https://youtu.be/0yx1FhySe08 (3 min) (16)


https://youtu.be/Ko0kewZpNDo
https://youtu.be/YZjcQoh9iJc
https://youtu.be/0yx1FhySeO8
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5.8 Kurven und spezielle Koordinatensysteme (Fortsetzung)

Die Polardarstellung gibt’s auch fiir R?, genannt Kugelkoordinaten:

T 7 sin 0 cos ¢ r € [0, 00)
f=\|y|=|rsinfsing | , 60,7 .
z r cos 6 ¢ € [0,2m) (1)

https://youtu.be/39wyFoV5v0g (6 min)

Geben Sie die folgenden Punkte (z,y, z) aus R? in Kugelkoordinaten (r, 0, ¢) an:

(0,0,—1)  (3,0,0)  (=1,0,0)  (0,2,0)  (1,1,v2) (2)

6 Matrizen und Determinanten

6.1 Matrizen

Definition: Eine m x n-Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenschema,

a11  A12 Q1n
Q21  A22 Q2n

A= ) , (3)
Ay A2 Omn

mit m Zeilen und n Spalten. Die a;; € R (oder € C) heifen Elemente (oder Komponenten)
der Matrix. Wir schreiben

A = (a;) (4)
und sagen A € R™*" (bzw. A € C™ ™).

https://youtu.be/hIGIFzfkxZo| (3 min) (5)

Multiplikation mit Skalaren definieren wir komponentenweise, ebenso die Addition von
Matrizen gleichen Typs:

https://youtu.be/I-6reHcRRMk (2min) (6)

So wird R™*™ zu einem Vektorraum iiber R mit Dimension dim R™*"™ = mn.
Ko6nnen Sie eine einfache Basis angeben?



https://youtu.be/39wyFoV5vOg
https://youtu.be/hIGIFzfkxZo
https://youtu.be/I-6reHcRRMk

Fiir zwei Matrizen A = (a;;) € R™ und B = (b;;) € R*™ definieren wir das
Matrixprodukt durch

L
C = AB mit C = (Cij) ) Cij = Z aikbkj . (7)
k=1

Kurz: Zeile mal Spalte.
Huch? Beispiel bitte!  https://youtu.be/-5HAehcrT_s (5min) (8)
Wichtig: Es kommt auf die Reihenfolge an!
https://youtu.be/gni9umjkWv0| (3 min) (9)
Ansonsten gelten die gleichen Rechenregeln wie bei Produkten von Zahlen:
> (A + A)B=AB+ AyB,
A(By + By) = ABy + ABs,
» \MAB) = (AMA)B = A(AB) und
» A(BC) = (AB)C,

wobei A skalar, alles andere Matrizen — Typen so, dass alle Produkte definiert sind.

Multiplizieren wir quadratische Matrizen, sagen wir A, B € R™*", so bleibt der Typ
erhalten, d.h. AB € R™*", Die Einheitsmatrix

10 -0
N S (10)
. 0
0o --- 0 1
iibernimmt die gleiche Rolle wie die Zahl 1 bei der Multiplikation von Zahlen, d.h.
AI=TA=A VAeR"™". (11)
Probieren Sie das aus! Berechnen Sie AB, BA, AI, IA, BI und IB fiir
1 2 3 01 0 1 00
A=\|4 5 6], B=|2 0 0 und I=({0 1 0] . (12)
78 9 00 -1 0 01

Sei A eine Matrix vom Typ m X n. Vertauschen wir Zeilen mit Spalten, so erhalten wir
eine Matrix vom Typ n x m: AT, die Transponierte von A.

https://youtu.be/q0CEfILmmdRO| (2 min) (13)
Uberlegen Sie: Wenn A vom Typ m x n ist, welche Form haben dann AA” und ATA?

Uberzeugen Sie sich hiervon: Fassen wir Vektoren Z,7 € R"™ als Spaltenmatrizen
auf, also ¥, € R™! so kénnen wir das kanonische Skalarprodukt wie folgt durch ein
Matrixprodukt ausdriicken:

Z-y=xly. (14)
Dabei bezeichnet der Punkt links das kanonische Skalarprodukt, rechts multiplizieren wir
Matrizen.


https://youtu.be/-5HAehcrT_s
https://youtu.be/gni9umjkWv0
https://youtu.be/q0CfILmmdR0
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6.1 Matrizen (Fortsetzung)

Wenn wir ein Matrixprodukt transponieren, passiert etwas Lustiges:
(AB)T = BTAT https://youtu.be/6ePxDr02v4Q| (4 min) (1)
Weitere Rechenregeln gelten wie erwartet,
» (A+ B)T = AT + BT (A, B Matrizen gleichen Typs)
> (AA)T = AT (A skalar)

und zweimal Transponieren bringt uns zuriick zur Ausgangsmatrix: (A7)T = A.

Anwendung (fiir Matrixprodukt): Lineare Gleichungssysteme

Mit dem Matrixprodukt kénnen wir das LGS

a11T1 + 122 + ... + ATy = bl

A91%1 + A9aTo + ... + AopTy = by

Am1T1 + QmaTo + ...+ Gy = bm

kurz in der Form

AT =1 (3)

1 b1
schreiben, wobei A = (a;;) € R™", & = ( : ) € R"und b = ( : ) e R™:
Tn bm

https://youtu.be/X_dvIrS9siAl (5min) (4)

Nun wire es also schon, wenn wir durch A “teilen” kénnten.

Definition: Sei A € R™", Wir nennen A~! die zu A inverse Matrix, falls gilt
ATTA=T und AA'=1T. (5)

Bemerkungen:

» Nicht jede (quadratische) Matrix ist invertierbar, z.B.

A= (8 (1)> . https://youtu.be/gHmjnzATHGQ| (3 min) (6)

» Wenn eine Inverse existiert, dann existiert genaue eine Inverse (nicht mehrere).


https://youtu.be/6ePxDrO2v4Q
https://youtu.be/X_dvIrS9s1A
https://youtu.be/gHmjnzATHGQ

-4 2 1

1 21
Rechnen Sie nach, dass |2 3 2| die Inverse von | 2 —1 0 | ist.
1 20

1 0 -1

Wir berechnen die Inverse mit dem Gauf-Algorithmus:

(A1)
: https://youtu.be/ffTIOV6SyG8| (4 min)

(1147
Beispiel:

-1
a b 1 d —b
(C d) = m <—C a > s falls ad — be # 0.

https://youtu.be/AcazTtb9Di8| (9 min)

Berechnen Sie die Inversen von

010 1 01
A=10 0 1 und B=|[0 2 0
1 00 1 0 3

(9)

Wir nennen det A = ad — be die Determinante von A = (2%), denn sie bestimmt
(determiniert), ob A invertierbar ist (falls det A # 0) oder nicht (falls det A = 0). Diese

Zahl hat auch eine anschauliche Bedeutung:

https://youtu.be/5HKDWf1_B5U (4 min)

(10)

Diese Anschauung wird uns helfen, nachstes Mal die Verallgemeinerung fiir n x n-Matrizen

zu finden.


https://youtu.be/ffTI0V6SyG8
https://youtu.be/AcazTtb9Di8
https://youtu.be/5HKDWfl_B5U
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6.2 Determinanten

Die Determinante einer 2 x 2-Matrix gibt den Fldcheninhalt des von den Spalten aufge-
spannten Parallelogramms an (mit Orientierung/Vorzeichen). Jetzt suchen wir eine Ab-

bildung
det : R™" — R, (1)

die das Volumen des, von den Spaltenvektoren der Matrix aufgespannten Parallelepipeds
liefert. Gewiinschte Eigenschaften:

(i) linear in jeder Spalte
(ii) normiert https://youtu.be/bZ2LQAJI-Ig (4min)  (2)
(iii) alternierend

Was folgt aus diesen anschaulich motivierten Wiinschen?

air -+ Qin n
(i) = detA=det| : = Y Chsainaneag, (3)
a1 - Gy Jlreemrin=1
https://youtu.be/tUdfKOcoWbI| (3 min)
(ii)) = Cioz.n=1 https://youtu.be/3eWnmXDd2P8| (2 min) (4)
i) = C._ji.=—=C j ji. https://youtu.be/FOxULISezPI (4min) (5)

Damit ist det festgelegt!

Das sah wild aus! Kommt fiir n = 2 und n = 3 wirklich das raus, was wir schon kennen?

n=2 https://youtu.be/8bI0aLTeoBU (2min) (6)
n=3 https://youtu.be/5JySDsoERwO| (5 min) (7)



https://youtu.be/bZ2LQAJI-Ig
https://youtu.be/tUdfK0coWbI
https://youtu.be/3eWnmXDd2P8
https://youtu.be/FOxULISezPI
https://youtu.be/8bIOaLTeoBU
https://youtu.be/5JySDsoERw0

Aber zum Berechnen ist das doch aufwindig. Besser geht’s mit diesen Beobachtungenlfl]

» Fiir obere Dreiecksmatrizen: Produkt der Diagonalelemente

a1 *
det - = Q11022 Qpp (8>

0 Ann

» Vertauschen wir zwei Spalten (oder zwei Zeilen!), so dndert sich die Determinante
um einen Faktor (—1).

» Addieren wir das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile, so dndert sich die
Determinante nicht.

https://youtu.be/9NQ6WkgfDT4| (5 min) (9)
Also nutzen wir den (eingeschrinkten) GaufS-Algorithmus!
Beispiel:

2 7 3 1

det 3 _81 _71 151 =—6 https://youtu.be/muYZvrVQ1lDo| (2min) (10)

-2 =7 0 =7

Bestimmen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen:

2 5 7 =3 9 7 1 2 4 -2 3 14 7
0O -1 =« 8 3 -1 =w 8
. |5 2 0], . |25 8 (11)
0 0 5 14 40 0 5 =7 4 9 36 0
0 0 0 1 4 8 —4 6
Auch hilfreich ist gelegentlich der folgende Satz (ohne Beweis) [
Satz 15. (Determinantenmultiplikationssatz)
Seien A, B € R™" (oder € C"*"). Dann gilt
det(AB) =det A -det B. (12)

Begriinden Sie, dass damit auch  det(A™!) gilt.

T det A

Beliebt zum Berechnen von Determinanten (aber auch etwas tiberbewertet) ist auch der
Laplacesche Entwicklungssatz, im Skript Satz 16. Die Formel sieht abschreckend aus, ich
erkldre Thnen daher lieber nur, wie Sie den Satz anwenden kénnen:

https://youtu.be/0uovVGWg5CI| (6 min) (13)

'Erklirungen zu den drei Beobachtungen im Video darunter.
?Interessierte finden im Skript einen Beweis.


https://youtu.be/9NQ6WkgfDT4
https://youtu.be/muYZvrVQlDo
https://youtu.be/OuovVGWg5CI
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Reprise: 7.2 Komplexe Vektorrdume: Skalarprodukte

Skalarprodukte auf Vektorrdumen iiber R mussten die drei Bedingungen (S1), (S2) und
(S3) erfiillen (siehe Anleitung 15). Fordern wir fiir Skalarprodukte auf Vektorrdumen iiber
C dieselben Eigenschaften, so gibt es keine Skalarprodukte:

https://youtu.be/qeb_sMdz5LM (3 min) (1)
Als Losung modifizieren wir die erste Bedingung:
(S1)’ (Z,) = (W, 2) https://youtu.be/-PUGVTezJhk (5min) (2)

Beispiel: Das kanonische Skalarprodukt auf C",

Zn

<( 51> ( 51>> =Y Zw,;.  |https://youtu.be/9b98j3SbERM (5min)  (3)

Berechnen Sie ||Z]], ||| und (Z, @) fur

. C) und @ = G) (4)

mit dem kanonischen Skalarprodukt auf C? und der zugehérigen Norm.

Bei Matrizen mit komplexen Eintragen bleibt alles wie gehabt. Die komplexkonjugierte
Matrix bestimmen wir komponentenweise, z.B.

1 -1 i 1 -1 i
(0 141 1—2):(0 1—i —i—2>' (5)

Gilt dann AB = A B?

Geben Sie A, AT sowie A’ an fiir

1 1 —1
A:(o 2+i 3)’ (6)
R . =T
und berechnen Sie A" A sowie AA™ .

Driicken Sie das kanonische Skalarprodukt auf C™ mithilfe des Matrixprodukts aus.

Determinanten berechnen wir genau gleich wie bei reellen Matrizen,

0 1 1
det |2 —i 5| =—-4+6i. https://youtu.be/udmSXMelall (2min)  (7)
0 3 2


https://www.math.uni-tuebingen.de/de/forschung/maphy/lehre/ws-2020-21/m1n/dateien/anleitung15.pdf
https://youtu.be/qeb_sMdz5LM
https://youtu.be/-PUGVTezJhk
https://youtu.be/9b98j3Sb5RM
https://youtu.be/u9mSXMelalI

Berechnen Sie

a+b c—id .
det(c—{—id a—b) fir a,b,c,deR. (8)

8. Integration

Definition: (Stammfunktion)

Sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R.

Eine diftbare Funktion F': I — R heift Stammfunktion von f,
falls gilt F'(x) = f(z) V z € I.

Bemerkung: Besitzt f eine Stammfunktion, so besitzt f viele Stammfunktionen.

https://youtu.be/4ubb1DXx15U (2 min) 9)

Wir nennen die Fliche unter dem Graph einer Funktion das Integral.

4

y)

https://youtu.be/baUMwBeXZJk (2min)  (10)

b
S 404«
o

o. b

>
X
Behauptung: (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

F(z) = / f(t)dt ist eine Stammfunktion von f. (11)

https://youtu.be/_jHzCakglKM (5 min)

Damit kénnen wir Integrale wie folgt berechnen,
b
/ f(z)dz = F(b) — F(a), https://youtu.be/Ux_CwImOBNo| (2 min) (12)

wobei F' hier eine beliebige Stammfunktion von f ist.
Beispiele: (o # —1, w € R)

3 e jus
d I
/:L‘adl', /—x, / sin(wt) dt. https://youtu.be/aDXe6Vrlaso| (4 min)
1 1z 0
(13)

3 ,.2
-1
/wdx, (14)
2

xz

Berechnen Sie:

Uberlegen Sie:

4

Wenn F(x) = / e dt  ist, wie sicht dann F'(z) aus? (15)
0



https://youtu.be/4ubb1DXxl5U
https://youtu.be/baUMwBeXZJk
https://youtu.be/_jHzCakg1KM
https://youtu.be/Ux_Cw9mOBNo
https://youtu.be/aDXe6Vr0aso
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8. Integration (Forts.)

Wir beobachten ein paar Eigenschaften des Integrals und schwdchen gleichzeitig einige der
Voraussetzungen abfl]

» Linearitat

/ab()\f($)+/zg(a:)>dx:)\/abf(x)dm+u/abg(x)dx VapueR (1)

» Stiickweises Integrieren

b c b
/ﬂmm:/ﬂmm+/ﬂmw 2)
» Fiir Abschitzungen:
b b
/ﬂmms/mwm (3)
sowie ) )
f@) <g@)Veelat) = m/f@ﬁmé o(x)dz. (4)
https://youtu.be/JIMzFx3Fhals (6 min) (5)

8.2 Integrationstechniken

Satz 17. (Partielle Integration)
Seien f und g stetig auf [a,b] und stetig diffbar auf (a,b), dann gilt

b b b
| 1@ e =[r@ow] - [ #e) g de ()
Beweis:
https://youtu.be/Zn1zmTqGFRc| (3 min) (7)
Beispiele:
/ rsinzdz https://youtu.be/ApuPRUy6wBs (3 min) (8)

!Gesammelte Erklirungen im Video darunter.


https://youtu.be/JMzFx3FhaJs
https://youtu.be/Zn1zmTqGFRc
https://youtu.be/ApuPRUy6wBs

/ log xz dx https://youtu.be/xMWcBXOEumk (3 min) (9)
Bestimmen Sie dhnlich wie im letzten Beispiel eine Stammfunktion des Arkustanges.

Im Livestream werde ich vorfiihren, wie wir mit partieller Integration auch / sin® z dz
knacken — falls Sie schon mal {iberlegen méchten, wie das gehen konnte.

Aber egal wie toll meine Videos zur partiellen Integration sind, an das hier komme ich
leider nicht ran: https://youtu.be/-reFBJ4R9iA

Der Beweis des Taylorschen Satzes ist eine hiibsche Anwendung der partiellen Integration.

Satz 18. (Integralrestglied fiir Taylor)
Sei f (n+1)-mal stetig diffbar auf (a,b), dann gilt

"oofw) T x . .
fa) = L e = 2 [0 o= e, (10)

v
wobei x,xy € (a,b).
Beweis:

https://youtu.be/Hc8W_4-RohE (10 min) (11)

Den Satz von Taylor mit dem anderen (unbewiesenen) Restglied haben wir nur verwendet,
um zu zeigen, dass die exp-Reihe iiberall konvergiert. Kénnen Sie das auch mit dem
Integralrestglied zeigen?

Satz 19. (Substitutionsregel)
Sei [ stetig auf I und g : [a,b] — J C I stetig diffbar, dann gilt

b 9(b)
[ 1wy g®a= [ . (12)
a g(a)
Beweis: (mit Anwendungsanleitung und Beispiel)
https://youtu.be/BchObv02kEg (7 min) (13)
Weitere Beispiele:
¢ da
/ https://youtu.be/4sYGmkUw8-s| (1 min) (14)
. xlogz
/tanx dr  https://youtu.be/L5qCr53N9aQ (2 min) (15)
V2 4y
https://youtu.be/jOwl300_Dow (2min) (16)

0 \/1—%2

Bestimmen Sie

ex
dx . 1
/1+621’ v (17)


https://youtu.be/xMWcBX0Eumk
https://youtu.be/-reFBJ4R9iA
https://youtu.be/Hc8W_4-RohE
https://youtu.be/Bch0bvO2kEg
https://youtu.be/4sYGmkUw8-s
https://youtu.be/L5qCr53N9aQ
https://youtu.be/j0wl30O_Dow
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8.3 Riemannsche Zwischensummen

In diesem Abschnitt des Skripts lernen wir, wie so ein Integral préizise definiert werden
kann. Das dient momentan primér der Allgemeinbildung. Werfen Sie mal einen Blick
drauf. Die technischen Details diirfen Sie zunéchst auch gerne iiberspringen.

Was sollten wir uns merken?
(a) Die Definition einer Zwischensumme: Gln. (8.72) und das zugehorige Bild.
(b) Hinter jedem Integral versteckt sich ein (komplizierter) Grenzwert.

8.1 Uneigentliche Integrale

Wir definieren ,
/ f(z)dx = blim/ f(z)dx, (1)

falls fab ... fiir beliebig grofe b existiert.
Beispiel:
<1
/ — dz https://youtu.be/H4H2w1F9-fg (7 min) (2)
LT

Uberlegen Sie selbst: Haben die folgenden Integrale einen endlichen Wert?
/ooda: /°° dx > dx /°° dx 3)
@ oV pad/A o ats

Falls hHIl) f(z) = £o0, definieren wir analog (a < b)
T—

/abf(a:) dz := lim /ay f(z)dx (4)

y—b—
Beispiel:
1
1
/ —dx  https://youtu.be/hv02pdYUwmU (7 min) (5)
0 VT

Uberlegen Sie selbst: Haben die folgenden Integrale einen endlichen Wert?
/ Ldz / U de > dx (6)
o 7 Jo T Jy

Liegt die problematische Stelle mitten im Integrationsintervall, so erzeugt dies typischer-
weise zwer Limites.

Beispiel:
2
1
—dzx https://youtu.be/oV5JGGuo-XI (6 min) (7)
/—1 V|l


https://youtu.be/H4H2w1F9-fg
https://youtu.be/hv02pdYUwmU
https://youtu.be/oV5JGGuo-XI

