Algebraische Topologie

Universitat Tiibingen
Wintersemester 2009/10

Frank Loose

24. Januar 2010






Vorwort

Das vorliegende Skript gibt den Inhalt der Vorlesung ,, Algebraische Topolo-
gie“ wieder, die ich im Wintersemester 2009/10 an der Universitidt Tiibingen
halte. Es soll einerseits den Studierenden eine Hilfe sein sich mehr auf die Vor-
lesung konzentrieren zu konnen, aber auch mir, damit ich nicht allzuviel an
die Tafel schreiben muss. Fiir Verweise auf Tippfehler oder auch Anregungen
inhaltlicher Art bin ich dankbar.

Die fehlenden Diagramme und Abbildungen werden (hoffentlich) zu einem
spateren Zeitpunkt hinzu gefiigt. Wenigstens wegen dieser hoffe ich, dass es
sich weiterhin lohnt in die Vorlesung zu kommen.

Tiibingen, im Winter 2009/10

il
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Kapitel 1

Mengentheoretische Topologie

1.1 Grundlegende Begriffe

Definition 1.1.1 Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — [0, 00)
heiflt eine Metrik, wenn d folgende Eigenschaften erfiillt:

(a) Fiir alle x,y € X gilt: d(z,y) = 0 genau wenn x = y ist;
(b) Fir alle z,y € X gilt: d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie);

(¢) Fur alle z,y,z € X gilt: d(x,2) < d(x,y) + d(y, z) (Dreiecks-Unglei-
chung).

Das Paar (X, d) heiit dann ein metrischer Raum.

2

Beispiel 1.1.2 Sei || - [|:R" — [0,00),  — ||z|| = /2] + - - + 22. Dann ist
)

[
X =R" mit &: R" x R" — [0, 00

d(z,y) = lly — |,

ein metrischer Raum (vgl. Aufgabe 1.4.3). d =: d ) heiBt die euklidische
Metrik auf R" und E" := (R", dg 1) der euklidische Raum.

Kommentar 1.1.3 Ist (X, d) ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge
von X, Y C X, soist dy := d|Y XY eine Metrik auf Y. Sie heifit die induzierte
Metrik.

Beispiel 1.1.4 (a) Jede Teilmenge X C R™ wird also mit der Einschrin-
kung der euklidischen Metrik zu einem metrischen Raum.

1
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(b) Fiir eine beliebige Menge X definiert d: X x X — [0, 00),

] 0 fallsx =y ist
d(z,y) = { 1 falls z # y ist

eine Metrik. Sie heifit die diskrete Metrik auf X.
(c) Sei X = {z:[0,1] — R stetig} und d: X x X — [0, 00),
d(z, ) = max{|y(t) — 2(t)| - t € [0,1]}.
Dann ist d eine Metrik (vgl. Aufgabe 1.4.3).
Definition 1.1.5 Sei (X, d) ein metrischer Raum und zy € X.
(a) Fiir 7 > 0 nennen wir
B(xo;r) :={z € X : d(z,x9) <r}
die Kugel vom Radius r um x.

(b) Eine Teilmenge S C X heiit eine Umgebung von x, wenn es ein € > 0
gibt, so dass B(zg;e) C S ist.

Definition 1.1.6 Seien X und Y metrische Rdume und f: X — Y eine
Abbildung.

(a) Sei zg € X. Es heifit f stetig in xy, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0
gibt, so dass gilt:
f(B(xo;0)) C B(f(x0);€);

(b) Es heifit f stetig, wenn f stetig in jedem Punkt x € X ist.

Definition 1.1.7 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X
heifit offen, wenn es fiir jedes x € U ein € > 0 gibt, so dass gilt: B(z;¢) C U.

Kommentar 1.1.8 Sei X ein metrischer Raum. (Die Angabe der Metrik d
wird im Folgenden oft unterdriickt.)

(a) Es ist also U C X genau dann offen, wenn U Umgebung aller ihrer
Punkte ist.

(b) Jede Kugel B(z;7r) C X (z € X, r > 0) ist offen (vgl. Aufgabe 1.4.4).

(c) Die leere (Teil-) Menge {) ist offen.
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(d) S € X ist Umgebung von z € X genau wenn es eine offene Menge
UCX gibtmitxeU CS.

Bemerkung 1.1.9 Seien X und Y metrische Riume und f: X — Y eine
Abbildung. Dann gilt:

(a) f ist stetig in xo, genau wenn fir alle Umgebungen T C'Y wvon f(xg)
gilt: f~1(T) C X ist eine Umgebung von xy;

(b) f ist stetig genau wenn fir alle offenen Mengen V CY gilt: f~1(V) C
X ist offen.

Beweis. (a) Sei yg := f(x0). ,=“: Sei T' C Y Umgebung von yy. Dann gibt
es ein € > 0, so dass B(yo;e) C T ist. Weil f stetig in x¢ ist, gibt es daher
ein § > 0, so dass f(B((wo;9)) € B(yo;e) C T ist, also B(zp;0) C f~1(T),
d.h.: f7YT) ist Umgebung von x.

,<=“ Sei e > 0. Da B(yo;e) € Y eine Umgebung von yg ist, ist also
auch f~!(B(yo;€)) eine Umgebung von zy. Es gibt daher ein 6 > 0, so dass
B(x;8) C f~Y(Bl(yo; €)) ist. Es folgt: f(B(xo;8) C B(yo; ), also f stetig in
xo-

(b) ,=“: Sei V. C Y offen und zy € f~*(V) beliebig. Weil V' damit
eine Umgebung von y ist, ist wegen der Stetigkeit von f in zy auch f~1(V)
Umgebung von 4. Es gibt damit also ein § > 0, so dass B(wg;0) C f~1(V)
ist. Das zeigt, dass auch f~1(V) C X offen ist.

,<=“ Sel zp € X und € > 0 beliebig. Weil die Kugel B(yg,e) C Y
offen ist (vgl. Aufgabe 1.4.4), ist damit auch f~'(B(yp;e)) € X offen. Es
existiert damit ein § > 0, so dass B(zo;0) C f'(B(yo;¢)) ist und damit
f(B(zg;0)) C B(yo; €). Also ist f stetig in zy. O

Bemerkung 1.1.10 Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt:

(a) Ist (Uy)acr €ine Familie offener Teilmengen in X (wo I eine nicht-leere

Indexmenge ist), so ist ihre Vereinigung |J,c; Us auch offen.

(b) Sind Uy,...,U, C X offen (n € N), so ist auch ihr Durchschnitt
Niz, € X offen.

Beweis. (a) Seizg € U := |, U,. Dann gibt es ein a € 1, so dass zg € U,,
ist. Da U,, offen ist, gibt es weiter ein € > 0 mit B(xg;¢) C U,, C U. Also
ist U offen.

(b) Sei zg € U := (), U;. Fiir alle i = 1,...,n gibt es dann ein ¢; > 0
mit B(xg;e;) C U;. Setzt man € := min]_, ¢; > 0, so folgt: B(xp;e) C U und
damit ist auch U offen. O
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Vereinbarung 1.1.11  (a) Wir wollen als Indexmenge fiir Durchschnitte
bzw. Vereinigungen von Teilmengen einer gegebenen Menge X auch die
leere Menge I = () zulassen und setzen dann:

U::@ Q::X.

0

Da fiir einen metrischen Raum X die leere (Teil-) Menge () und die
(volle Teil-) Menge X offen sind, gilt dann Bemerkung 1.1.10 auch fiir
den Fall einer leeren Indexmenge.

(b) Im Folgenden bezeichnen wir fiir eine Menge X mit P(X) ihre Potenz-
menge, d.i.: die Menge aller Teilmengen von X.

Definition 1.1.12 Sei X eine Menge. Ein System 7 von Teilmengen von X,
7 C P(X), heiit eine Topologie auf X, wenn gilt:

(a) Ist I eine (Index-) Menge und U, € 7 fiir alle a« € I, so ist auch
Uper Ua € 7.

(b) Ist n € Ny und sind U; € 7 fiir i = 1,...,n, so ist auch ()_, U; € 7.
Man nennt dann U C X offen, wenn U € 7 ist. Das Paar (X, 7) heiit ein

topologischer Raum.

Man beachte, dass wegen unserer Vereinbarung 1.1.11 die leere (Teil-)
Menge () € X und die volle Teilmenge X C X stets offen sind.

Kommentar 1.1.13 (a) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist das
System 7 € P(X) aller offenen Teilmengen von X eine Topologie auf
X (siehe 1.1.10). Sie heifit die induzierte Topologie auf X.

(b) Sei X eine beliebige Menge und 7 die volle Potenzmenge, 7 = P(X).
Dann ist 7 eine Topologie auf X. Sie heifit die diskrete Topologie auf
X.

(c) Sei X eine beliebige Menge und 7 = {0, X} C P(X). Auch 7 ist dann
eine Topologie auf X. Sie heifit die indiskete Topologie auf X.

Definition 1.1.14 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
CA := X\ A offen ist.

(b) Sei x € X. Eine Teilmenge S C X heifit eine Umgebung von z, wenn
es eine offene Teilmenge U C X gibt mit z € U C S (vgl. 1.1.8.(d)).
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Kommentar 1.1.15 Man konnte wegen der Rechenregeln fiir C: P(X) —
P(X) eine Topologie auf X auch durch ein System von (abgeschlossenen)
Mengen geben, so dass gilt:

(a) Ist (Aa)aecr eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X, so auch
ma Aa;
(b) sind Ay,..., A, abgeschlossen (n € Ny), so auch A; U---UA,.

Definition 1.1.16 Seien X und Y topologische Rédume (die Angaben der
Topologien werden ab nun meistens unterdriickt) und f: X — Y eine Abbil-
dung.

(a) Seix € X. Es heifit dann f stetig in x, wenn das Urbild jeder Umgebung
von f(x) eine Umgebung von z ist.

(b) Es heifit f stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

(c¢) Es heiit f ein Homdomorphismus, wenn f stetig ist und es ein stetiges
g:Y — X gibt mit

gof=idx, f[fog=idy.

(Mit idx: X — X wird die identische Abbildung auf X bezeichnet.)
X und Y heilen homéomorph, Bezeichnung: X = Y, wenn es einen
Homd&omorphismus zwischen ihnen gibt.

Kommentar 1.1.17 (a) Seien X und Y topologische Raume. Eine Ab-
bildung f: X — Y ist genau dann stetig, wenn sie stetig ist in z € X,
fir alle z € X (siche Aufgabe 1.4.6).

(b) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und = € X. Dann ist eine
Abbildung f: X — Y genau dann stetig (in ), wenn sie bzgl. der
induzierten Topologien 7x und 7y stetig (in x) ist (vgl. 1.1.9).

Kommentar 1.1.18 (a) Sind 71,7 € P(X) Topologien auf einer Menge
X mit 71 C 7, so sagt man, dass 7 grober ist als 7 (und 7 feiner
als 7). (Die diskrete Topologie ist also damit die feinste, die indiskrete
die grobste aller Topologien auf X.) Man beachte, dass id : (X, ) —
(X, 1) zwar bijektiv und stetig ist, aber kein Homéomorphismus, wenn
T echt feiner als 7 ist.

(b) Sei (74)aer eine nicht-leere Familie von Topologien auf einer Menge X .
Dann ist ihr Durchschnitt 7 = (), 7o € P(X) wieder eine Topologie
auf X.
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(c) Es gibt damit fiir jede Teilmenge A C P(X) (fiir eine Menge X) eine
grobste Topologie T auf X, die A enthélt, ndmlich

T = ﬂ{a C P(X) : o ist Topologie und o O A}.

7 heifit die von A erzeugte Topologie und A ein Erzeugendensystem
oder eine Subbasis von .

(d) Expliziter kann man 7 so beschreiben: Zunéchst bilde man das System
B aller endlichen Durchschnitte von Elementen aus A, dann das System
aller (beliebigen) Vereinigungen von Elementen aus 5.

(e) Esreicht damit z.B. die Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y (zwischen
topologischen Raumen X und Y') auf einer Subbasis A der Topologie
auf Y zu priifen (vgl. auch Aufgabe 1.4.9): f~1(V) ist offen, fiir alle
Ve A

Definition 1.1.19 Sei X ein topologischer Raum.

(a) Sei x € X und U(x) C P(X) das System aller Umgebungen von z.
Mann nennt eine Teilmenge B(z) C U(z) eine Umgebungsbasis von x,
wenn es fiir jedes S € U(z) ein B € B(z) gibt, so dass B C S ist.

(b) Eine Teilmenge B C 7 heifit eine Basis der Topologie, wenn jede offene
Menge Vereinigung von Elementen aus B ist.

Beispiel 1.1.20 Sei X = R” mit der von der euklidischen Metrik induzier-
ten Topologie: der Standard-Topologie auf R™.

(a) Fiir z € X ist B(z) = {B(x; ) : m € N} eine (abzéhlbare) Umge-

bungsbasis von z.
(b) Esist
B={B(¢:): €@, meN)
eine (abzdhlbare) Basis der Topologie (vgl. Aufgabe 1.4.14).

Definition 1.1.21 Sei X ein topologischer Raum.

(a) X erfiillt das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn jeder Punkt x € X eine
abzéhlbare Umgebungsbasis hat.

(b) X erfiillt das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom (oder X hat abzédhlbare Topolo-
gie), wenn es eine abzéhlbare Basis gibt.
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Definition 1.1.22 Sei X ein topologischer Raum und a € X. Eine Folge
(Zn)nen in X konvergiert gegen a, Bezeichnung: (z,) — a, wenn es fiir jede
Umgebung S von a ein N € N gibt, so dass z,, € S ist, fiir alle n > N.

Bemerkung 1.1.23 Seien X und Y topologische Riume, X erfiille das 1.
Abzdhlbarkeitsaziom und f: X —'Y sei eine Abbildung. Es ist f genau dann
ina € X stetig, wenn fir jede Folge (z,,) in X, die gegen a konvergiert, die
Bildfolge (f(x,)) gegen f(a) konvergiert.

Beweis. Sei b := f(a). ,,=“: Sei (z,,) eine Folge in X mit (x,) — a und sei
weiter T' € U(b). Dann ist f~1(T) € U(a) und damit gibt es also ein N € N,
so dass fiir allen > N gilt: x,, € f~1(T). Fiir alle n > N ist damit f(z,) € T,
also: (f(z,) — b. (Diese Richtung bendétigt also das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom
von X nicht.)

»<="1 Sei (Sp)nen eine abziihlbare Umgebungsbasis von a. Setzen wir re-
kursiv Sl = 51 und Sn+1 = S N Sn+1, so erhalten wir eine abziahlbare
Umgebungsbasis (S,) von a mit S, C S,, fiir n > m. Wir konnen deshalb
0.B.d.A. direkt annehmen, dass unsere Umgebungsbasis von vorneherein so
ineinander geschachtelt ist (und sparen uns damit die 7).

Sei nun T € U(b). Annahme: S,, € f~1(T), fiir alle n € N. Wihle dann
fiir jedes n € N ein z, € S, \ f~1(T). Es konvergiert dann einerseits (z,,)
gegen a, denn ist S € U(a) beliebig, so existiert ein N € N mit Sy C S. Fiir
alle n > N ist dann z,, € S,, C Sy C S. Andererseits ist aber f(z,) ¢ T, fir
alle n € N, und damit konvergiert (f(x,)) sicher nicht gegen b. Also muss
die Annahme falsch sein und es gibt ein n € N mit S,, C f~1(T). Also ist
f~YT) € U(a) und damit f stetig in a. O

Kommentar 1.1.24 Eine Folge (x,,) in einem topologischen Raum X kann
mehrere Grenzwerte haben, wenn die Topologie von X zu grob ist. (In der
indiskreten Topologie konvergiert jede Folge gegen jedes Element!)

Definition 1.1.25 Man nennt einen topologischen Raum X hausdorffsch
(oder separiert), wenn er folgendes Trennumgsaxiom erfiillt: Sind x,y € X
verschieden, so existieren offene Mengen U,V C X mit x € U, y € V und

Unv =0.

Kommentar 1.1.26 Jeder metrische Raum X hat eine Topologie, die das
1. Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt (sieche Aufgabe 1.4.14) und separiert ist. (Ist
nimlich = # y, so sei d := d(z,y). Wéhle dann U = B(z;%) und V =
B(y;%).) Hat X eine abzéhlbare dichte Teilmenge (@ C X heift dicht,
wenn () jede nicht-leere, offene Teilmenge von X schneidet (vgl. auch Auf-
gabe 1.4.13)), so hat X auch abzéhlbare Topologie (vgl. Beispiel 1.1.20.(b)
und Aufgabe 1.4.14).



8 KAPITEL 1. MENGENTHEORETISCHE TOPOLOGIE

Bemerkung 1.1.27 Sei X ein topologischer Raum mit 1. Abzihlbarkeits-
axiom. Es ist X genau dann hausdorffsch, wenn jede Folge in X héchstens
einen Grenzwert hat.

Beweis. ,=*“: Sei (z,,) Folge in X mit (z,) — a und b # a. Wahle
Uella) und V e Ub) mit UNV = (). Es gibt nun ein N € N, so dass
x, € U ist, fiir alle n > N. Dann ist aber x,, ¢ V, fiir alle n > N, also
(n) 7 b.

,<="“: Seien a,b € X mit a # b. Seien weiter (5,,) und (7,,) abzidhlbare Um-
gebungsbasen von a bzw. b. Wir diirfen weiter annehmen, dass S,,7,, C X
offen sind, sonst gehe man fiir jedes n € N zu einer offenen Umgebung iiber,
die in S,, bzw. T, enthalten ist. Schlie§lich kénnen wir auch noch annehmen,
dass S, € S,, und T,, C T,, ist, fir n > m (vgl. den Beweis von Bemer-
kung 1.1.23).

Annahme: S, NT,, # (), fiir alle n € N. Wihle dann fiir jedes n € N ein
Tn € S, NT,. Wie im Beweis von Bemerkung 1.1.23 sieht man dann, dass
(x,,) sowohl gegen a als auch gegen b konvergiert. Also ist die Annahme falsch
und damit gibt es ein n € N, so dass S, NT,, = () ist. X ist also hausdorflsch.
.
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1.2 Produkt- und Quotiententopologie

Definition 1.2.1 Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge.
Man nennt eine Teilmenge V' C Y offen (relativY ), wenn es eine (relativ X))
offene Teilmenge U C X gibt, so dass V =U NY ist.

Kommentar 1.2.2 (a) Das System aller (relativ Y') offenen Teilmengen
von Y ist eine Topologie auf Y (vgl. Aufgabe 1.4.18). Sie heifit die von
X induzierte Topologie (oder auch Relativtopologie oder Teilraumto-
pologie) auf Y.

(b) Bezeichnet i: Y — X die Inklusion, i(y) = y, so ist i bzgl. der induzier-
ten Topologie stetig, denn i~'(U) = U NY. Die induzierte Topologie
ist die grobste Topologie, fiir die i stetig ist (vgl. Aufgabe 1.4.18).

(c) Fiir einen topologischen Raum Z ist eine Abbildung f: Z — Y genau
dann stetig, wenn i o f:Z — X stetig ist (so genannte universelle
FEigenschaft der induzierten Topologie), vgl. auch Aufgabe 1.4.18.

(d) Erfillt X das 1. bzw. 2. Abzéhlbarkeitsaxiom, so auch Y. Ist X haus-
dorffsch, so auch Y. (Vgl. Aufgabe 1.4.19.)

Beispiel 1.2.3 Sei X = R" (n € Ny) mit der Standard-Topologie versehen.
(RY betrachten wir als den einpunktigen topologischen Raum.) Zusammen
mit der induzierten Topologie nennen wir

B":={zeR": |z <1}
den n-dimensionalen Ball (B? := R°) und

§" = {r € R [ = 1)
die n-dimensionale Sphére.

Definition 1.2.4 Seien X; und X, topologische Rdume und X = X; x
X5 ihr cartesisches Produkt. Bezeichne weiter m;: X — X, die kanonische
Projektion, d.i.: w(xq,x2) = z; fiir i = 1,2. Dann nennen wir die von

A={r"(U;)) C X: U; C X;ist offen, i = 1,2}
erzeugte Topologie die Produkttopologie auf X.

Kommentar 1.2.5 Seien X, X5 topologische Raume, X = X; x X5 und 7;
(1 = 1,2) die kanonischen Projektionen.
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(a) Es ist also die Produkttopologie die grobste Topologie auf X, bei der
die Projektionen ; (i = 1,2) stetig sind.

(b) Bezeichnet
B={Uy xUy; CX: U; CX,ist offen, i = 1, 2},
so ist B eine Basis der Produkttopologie auf X (vgl. Aufgabe 1.4.20).

(c) SeiY ein weiterer topologischer Raum. Dann ist (bzgl. der Produktto-
pologie) eine Abbildung f:Y — X genau dann stetig, wenn m;0 f: Y —
X; stetig ist fiir i = 1,2 (universelle Eigenschaft der Produkttopologie),
vgl. Aufgabe 1.4.20.

(d) Erfiillen X; und X, das 1. bzw. 2. Abzéhlbarkeitsaxiom bzw. sind X;
und X, hausdorffsch, so auch X (vgl. Aufgabe 1.4.21).

Beispiel 1.2.6 (a) Sein € N. Die Produkttopologie auf R* = R x--- xR
(wo R die Standardtopologie trage) stimmt mit der Standardtopologie
iiberein (vgl. Aufgabe 1.4.23).

(b) Fiir n € N bezeichnet man mit
T" =S'x --- x S' (n-mal)
(zusammen mit der Produkttopologie) als den n-dimensionalen Torus.

(¢) Fiir einen topologischen Raum X nennt man Z(X) := X x [0, 1] (mit
m: Z(X) — X) den Zylinder iiber X. (Hierbei tragt [0,1] C R die von
R induzierte Topologie und Z(X) die Produkttopologie.)

Definition 1.2.7 Sei X ein topologischer Raum und R C X x X eine Aqui-
valenzrelation auf X. (Wir schreiben z ~ y, wenn (z,y) € R ist.) Bezeichne
weiter [z] = {y € X : y ~ 2} eine Aquivalenzklasse in X und X/R = {[z] €
P(X) : z € X} die Quotientenmenge. Sei schliefllich 7: X — X/R, x +— [z],
die kanonische Projektion. Wir nennen nun eine Teilmenge U C X/R offen,
wenn 71 (U) C X offen ist.

Kommentar 1.2.8 (a) Die so definierten offenen Mengen bilden eine To-
pologie auf X/R (vgl. Aufgabe 1.4.24). Sie heiit die Quotiententopolo-
gie auf X/R.

(b) Nach Konstruktion ist sie die feinste Topologie auf X/R, fiir die 7 stetig
1st.
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(c¢) Fiir einen topologischen Raum Y ist eine Abbildung f: X/R — Y genau
dann stetig, wenn fom: X — Y stetig ist (universelle Eigenschaft), vgl.
Aufgabe 1.4.24.

Beispiel 1.2.9 (a) Sei [/ = [0,1] und R C [ x I die von 0 ~ 1 erzeugte
Aquivalenzrelation (d.h.: die kleinste, die (0,1) enthélt, vgl. Kommen-
tar 1.1.18), also R = {(0,1),(1,0), (z,z) : x € I}. Dann ist [/R = S!
vermoge f:I/R — S' CR? =C,

F([t]) = (cos(2xt), sin(2nt)) = >
(vgl. Aufgabe 1.4.25).

(b) Sei X =IxIund R C X x X die von (0,¢) ~ (1,¢) und (s,0) ~ (s, 1)
(fiir alle s,t € I) erzeugte Aquivalenzrelation. Dann ist f: X/R — T2,

f([s,t]) — (627rs’e277t)
ein Homéomorphismus (vgl. Aufgabe 1.4.25).

(c) Sei X ein topologischer Raum und A C X. Seien z,y € X dquivalent,
wenn x = y oder x,y € A sind. Der resultierende Quotientenraum wird
mit X /A bezeichnet. Er entsteht aus X durch Identifikation von A zu
einem Punkt.

Definition 1.2.10 Sei X ein topologischer Raum.

(a) Es heifit C(X) := Z(X)/(X x {1}) der Kegel iiber X mit Spitze S :=
(X x {1}] € C(X).

(b) Bezeichne j: X — C(X), x — [z,0]. Es heifit dann S(X) := C(X)/j(X)
die Einhdngung von X.

Beispiel 1.2.11 (a) Fiir jedes n € Ny ist C(S") = B"*! vermoge [z, ] —
(1 —t)x (vgl. Aufgabe 1.4.26).

(b) Ahnlich sieht man fiir alle n € Ny (vgl. Aufgabe 1.4.26):
S(Sn) oY) Sn+1.
Beispiel 1.2.12 (a) Sei R die Aquivalenzrelation auf X = I x I, die von

(0,¢) ~ (1,t) erzeugt wird (fiir alle ¢ € I). Dann ist X/R = Z(S') (vgl.
Aufgabe 1.4.27).
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Abbildung 1.1: Zylinder, Kegel und Einhéngung

Abbildung 1.2: Zylinder, Mébiusband und Kleinsche Flasche
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(b) Sei nun R die von (0,t) ~ (1,1 —1) (t € I) erzeugte Aquivalenzrelation
auf X = I x I. Dann nennt man M := X/R das Mébiusband.

(c) Sei schlieBlich R von (0,t) ~ (1,t) und (s,0) ~ (1 — s,1) erzeugt
(s,t € I). Dann heifit K := I?/R die Kleinsche Flasche.

Definition 1.2.13 Sein € Ny. Wir definieren z,y € R"™\{0} als dquivalent,
wenn es ein A € R* := R\ {0} gibt mit y = Az. Der Quotientenraum

P"(R) := R™"\ {0}/~
heifit der n-dimensionale projektive Raum.

Kommentar 1.2.14 (a) Fiir einen Punkt [z] € P" := P"(R) schreibt man
haufig
[x] = (g : -+ 1 2p),
weil der Reprisentant © = (xo,...,x,) bis auf ein multiplikatives In-

verses eindeutig ist und damit das Verhéltnis von je zwei Komponenten
das Gleiche ist. Die Abbildung j: R" — P",

r=(x1,...,¢,)— Lz xy)

ist eine Einbettung, d.h.: R™ — j(R") C P", x — j(x) ist ein Homdo-
morphismus (vgl. Aufgabe 1.4.30).

Abbildung 1.3: der projektive Raum

Die Teilmenge
H :={[z] e P": 2y =0}

wird als die unendlich-ferne Hyperebene bezeichnet (siehe auch Aufga-
be 1.4.31).
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(b) Identifiziert man auf S Antipoden, x ~ +x, so ist P" & S™/~ vermoge
[z] — [II%H] (vgl. Aufgabe 1.4.32).

Vorbereitung 1.2.15 Seien X; und X, Mengen. So wie wir das cartesische
Produkt (mit seinen Projektionen 7; (j = 1,2)) bilden kénnen (genauer: wir
verlangen von unserer unterliegenden Mengenlehre, dass sie diese Bildung
aus ihren Grundaxiomen erlaubt), konnen wir auch die mengentheoretische
Summe X = X; + X, bilden, die so etwas wie die disjunkte Vereinigung
von X; und Xs ist. Da wir aber Vereinigungen und Durchschnitte nur fiir
Teilmengen einer gegeben Menge zulassen, macht es (zumindest fiir uns)
keinen rechten Sinn X; U X5 zu schreiben. Auflerdem moéchten wir, dass
etwa R + R aus zwei disjunten Kopien der reellen Zahlen besteht und nicht
etwa aus einer. Die mengentheoretische Summe kommt - dhnlich wie andere
mengentheoretische Konstruktionen - mit zwei Abbildungen ¢;: X; — X,
die injektiv sind (j = 1,2). X ist dann disjunkte Vereinigung seiner beiden
Teilmenge ¢1(X) und ¢2(X5),

X = 11(X1)U2(Xs).

(Wenn es einmal klar ist, verzichten wir spéter wieder auf die Bezeichnungen
t; (7 =1,2) und fassen X; und X, (vermoge ¢1 und ¢) als Teilmengen von
X + X; auf.) Nun mochten wir natiirlich im Falle, dass X; und X5 topolo-
gische Rédume sind, auch auf X; + X eine (natiirliche) Topologie definieren.

Definition 1.2.16 Seien X; und X, topologische Raume, X = X; + X,
ihre (mengentheoretische) Summe und ¢;: X; — X die natiirlichen Inklusion
(7 = 1,2). Wir nennen dann eine Teilmenge U C X offen, wenn L]-_I(U) C X,
offen ist, fiir j =1, 2.

Kommentar 1.2.17 (a) Die so definierten Mengen bilden eine Topologie
auf X = X7 + Xs. Sie heifit die Summentopologie und ist die feinste
Topologie auf X, so dass ¢;: X; — X stetig ist (j = 1,2).

(b) Ist Y ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung f: X; + Xy —
Y genau dann stetig, wenn f o ¢;: X; — Y stetig ist, fiir j = 1,2
(universelle Eigenschaft der Summentopologie), vgl. Aufgabe 1.4.33.

Beispiel 1.2.18 Seien X und Y topologische Rdume, x € X und y € Y.

Identifiziert man = und y in X +Y (genauer ¢tx(x) und ¢y (y)), so nennt man
(X 4+ YY)/~ die Einpunktvereinigung von X und Y und schreibt

XVY=X+Y/~.

(In den meisten Anwendungsfillen héngt (der Homéomorphietyp von) X VY
nicht von der Wahl von x und y ab und wird damit in der Bezeichnung nicht
erwihnt.) Zum Beispiel ist S' v S! die Figur ,Acht®.
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1.3 Zusammenhang und Kompaktheit

Definition 1.3.1 Ein topologischer Raum X heif3t zusammenhéngend, wenn
folgendes gilt: Sind U,V C X offen mit UUV = X und U NV = (), so muss
U =0 oder V = 0 sein.

Definition 1.3.2 (a) Ein Raum X ist also genau dann zusammenhén-
gend, wenn die einzigen Teilmengen von X, die zugleich offen und ab-
geschlossen sind, die leere Menge () und die volle Menge X sind.

(b) Ein Raum ist genau dann zusammenhéngend, wenn er nicht die topolo-
gische Summe zweier nicht-leerer Teilmengen U,V C X ist, X =U+V
(vgl. Aufgabe 1.4.37).

Beispiel 1.3.3 Das abgeschlossene Intervall I = [0, 1] ist zusammenhén-
gend. (Beweis: Sei I = UUV und sei U # (). Setze a := sup(U). Danun U C [
abgeschlossen und I C R abgeschlossen sind, ist auch U C R abgeschlossen.
Es folgt: a € U (vgl. auch Aufgabe 1.4.10). Da aber U C I auch offen ist,
muss a = 1 sein. Wére nun auch V' # (), so wire auch b := sup(V) = 1 (mit
dem gleichen Argument), also U NV # (), Widerspruch!. Also ist V = ) und
damit [ zusammenhéngend.)

Proposition 1.3.4 Seien X und Y topologische Rdiume, f: X — Y stetig
und X zusammenhdingend. Dann ist auch f(X) CY zusammenhingend.

Beweis. Sei 0.B.d.A. f surjektiv, f(X) =Y (sonst ersetze f durch f: X —
f(X), x — f(x)). Sel Y = ViUV, mit V4,V C Y offen. Dann ist X =
FYV)Uf(V,) und auch f=1(V;) C X ist wegen der Stetigkeit von f of-
fen (i = 1,2). Also muss f~1(V4) = 0 oder f~'(V2) = 0 sein und damit,
wegen der Surjektivitit von f, auch V; = @ oder Vo = ). Also ist auch YV
zusammenhédngend. O

Definition 1.3.5 Sei X ein topologischer Raum.

(a) Ein Wegin X ist eine stetige Abbildung «: [0, 1] — X. Es heifit «(0) €
X der Anfang und a(1) € X das Ende von «.

(a) X heifit wegzusammenhédngend, wenn es fiir alle z,y € X einen Weg
mit Anfang x und Ende y in X gibt.

Beispiel 1.3.6 X = R* =R\ {0} ist nicht wegzusammenhéngend. (Beweis:
Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.)
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Bemerkung 1.3.7 Ist ein topologischer Raum X wegzusammenhdngend, so
15t er auch zusammenhdngend.

Beweis. Sei X = UUV. Annahme: U # () und V # (. Wihle dann ein
x € U und ein y € V. Es gibt nun einen Weg a:1 = [0,1] — X mit
a(0) = z und a(1) = y. Damit ist I = o (U)Ua"}(V), beide Teilmengen
von I sind offen (da « stetig ist) und auch nicht-leer, denn 0 € a~!(U) und
1 € a=}(V). Widerspruch zu 1.3.3! Also muss U = () oder V = () und damit
X zusammenhéngend sein. O

Beispiel 1.3.8 Der Teilraum
1 .
X = {(t,sin;) ct> 0 U{(0,y): —1<y<1}CR?

ist zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend (siehe Aufgabe 1.4.38
und Abbildung 1.4).

Abbildung 1.4: die Sinuskurve der Topologen

Definition 1.3.9 Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhén-
gend, wenn jeder Punkt x € X eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhé&n-
genden Teilmengen hat.

Kommentar 1.3.10 (a) Ein lokal wegzusammenhéngender Raum
braucht nicht wegzusammenhéngend zu sein (Beispiel: R*).

(b) Ein wegzusammenhéngender Raum braucht auch nicht lokal wegzusam-
menhéngend zu sein. Als ein Beispiel betrachten wir den so genannten
Kammraum (siehe Abbildung 1.5)

O BIOE

n=1
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wobei fiir zwei Punkte z,y € R? mit Ty die Strecke {(1—t)z+ty € R?:
t € [0,1]} bezeichnet ist. Die Punkte (0,y) € X (mit y € (0,1]) ha-
ben dann keine Umgebungsbasis aus wegzusammenhéngenden Mengen,

obwohl der ganze Raum wegzusammenhéngend ist (vgl. auch Aufga-
be 1.4.39).

Abbildung 1.5: der Kammraum

Proposition 1.3.11 Sei X ein lokal wegzusammenhdngender Raum. Dann
1st X wegzusammenhdngend, genau wenn er zusammenhdngend ist.

Beweis. ,=“: Siehe 1.3.7. ,<*: Sei a € X und U := U(a) die Wegkom-
ponente von a, d.h.:

U(a) ={z € X : es existiert ein Weg a von a nach z}

(also die grofite wegzusammenhéngende Teilmenge von X, die a enthélt). Es
ist U C X offen, denn ist € U und V € U(x) eine wegzusammenhéngende
Umgebung, so muss V' C U sein, denn wenn man y € V mit x verbinden
kann, dann auch mit a. Da x ~ y, wenn x und y iiber einen Weg verbindbar
sind, sogar eine Aquivalenzrelation auf X ist (vgl. Aufgabe 1.4.41), ist nun
fir b € X entweder U(b) = U(a) (falls b € U(a) ist) oder U(b) NU(a) = 0
(falls b & Uf(a) ist). Es folgt damit

X=U(u | U®).
bgU (a)

Da X zusammenhingend ist, muss nun U(a) = X sein, denn U(a) #
(da a € U(a) ist) und beide Teilmengen der disjunkten Vereinigung sind
offen. Damit ist jeder Punkt also mit a verbindbar und somit X wegzusam-
menhéngend. O
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Beispiel 1.3.12 R™ 2 R fiir n > 2. (Beweis: Angenommen f:R — R"™ ist
ein Homéomorphismus. Dann ist auch f|R*:R* — R™ \ {f(0)} ein Homoo-
morphismus. Aber R* ist nicht wegzusammenhéngend (siehe Beispiel 1.3.6),
R™\ {z} (mit = = f(0)) aber wohl (vgl. Aufgabe 1.4.43): Widerspruch!)

Definition 1.3.13 Sei X ein topologischer Raum.

(a) Eine Familie von Teilmengen (U,)acr von X heifit eine offene Uber-
deckung von X, falls U, C X offen ist, fiir alle a € I, und X =, U,
ist.

(b) Es heifit X kompakt, wenn X hausdorffsch ist und jede offene Uber-
deckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Kommentar 1.3.14 (a) Ist X ein topologischer Raum, ¥ C X und
(Ua)aer eine Familie offener Menge von X mit Y C J, Ua, so spricht
man auch von einer offenen Uberdeckung von Y. Es ist ja dann V, :=
U, NY offen in Y und (V},) eine offene Uberdeckung von Y im Sinne
von Definition 1.3.13.(a).

(b) Durch Komplementbildung kann man eine dquivalente Beschreibung
der kompakten Rdume X so bekommen: X ist hausdorffsch und ist
(Aq)aer eine Familie abgeschlossener Teilmengen in X mit (), A, = 0,
so gibt es bereits ay, ..., a, € I, so dass [, Aa, = 0 ist.

Proposition 1.3.15 Seien X und Y Hausdorff-Riume und f: X — Y ste-
tig. Dann gilt: Ist X kompakt, so auch f(X).

Beweis. O.B.d.A. sei f surjektiv (vgl. den Beweis von Proposition 1.3.4),
f(X) =Y. SeinunY = |J, Vo und V,, C Y offen (o € I). Dann ist
X = U, f1(V,) und deshalb gibt es nun oy,...,a, € I, so dass be-
reits X = [J;_, /71 (Va,) gilt. Wegen der Surjektivitit von f ist damit auch

Y =, Va,, also ist Y kompakt. O

Lemma 1.3.16 (a) Sei X ein kompakter topologischer Raum und A C X
abgeschlossen. Dann ist auch A kompakt.

(b) Sei X ein Hausdorffraum und K C X kompakt. Dann ist K abgeschlos-
sen.

Beweis. (a) Mit X ist zundchst auch A C X hausdorffsch (vgl. Auf-
gabe 1.4.19.(c)). Sei nun A, C A abgeschlossen (o € I) und (), Ay = 0
(vgl. auch Kommentar 1.3.14). Weil nun A C X abgeschlossen ist, ist auch
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A, € X abgeschlossen (in X) und deshalb gibt es ay,...,a, € I, so dass
bereits (;_; Aa, = 0 ist. Also ist A kompakt.

(b) Sei b € C(K) beliebig. Zu jedem z € K wihlen wir nun offene Um-
gebungen U, € U(x) und V, € U(b) mit U, NV, = (). Weil natiirlich K C
UmeK U, ist, gibt es nun z; ..., x, € K, so dass bereits K C U,, U------ U,
ist. Setze nun V :=V,, N--- NV, . Dann ist V offen, enthélt b und es ist
V N K = 0. Das zeigt, dass C(K) offen und damit K C X abgeschlossen ist.
O

Kommentar 1.3.17 In einem kompakten topologischen Raum ist also eine
Teilmenge genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist.

Proposition 1.3.18 Sei X ein kompakter Raum, Y ein Hausdorff-Raum
und f: X — Y stetig und bijektiv. Dann ist f bereits ein Homoomorphismus.

Beweis. Wir zeigen, dass f eine abgeschlossene Abbildung ist, d.h.: Ist
A C X abgeschlossen, so auch f(A) C Y. Wegen der Bijektivitéit von f ist
namlich dann f auch offen, d,h.: mit U C X ist auch f(U) C Y offen. Damit
ist dann f~1:Y — X stetig, also f ein Homdomorphismus.

Sei also A C X abgeschlossen. Wegen Lemma 1.3.16.(a) ist damit A
kompakt und deshalb f(A) nach Proposition 1.3.15 auch. Nun ist aber mit
Lemma 1.3.16.(b) f(A) C Y auch abgeschlossen und damit die Aussage
bewiesen. O

Definition 1.3.19 Sei X ein topologischer Raum und (z,),en eine Folge in
X. Ein Punkt a € X heifit Hiufungspunkt (H.P.) von (z,), wenn in jeder
Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder liegen.

Kommentar 1.3.20 (a) Ein Punkt a € X ist H.P. von (z,,), genau wenn
er im Abschluss aller Endstiicke von (x,) liegt. (Fiir den Abschluss
einer Teilmenge siche Aufgabe 1.4.10 und ein Endstiick von (x,) ist
gegeben durch die Teilmenge M,, = {x,, Zn11, ...} fir ein n € N.)

Beweis: ,=“: Sei S € U(a) beliebig. Dann ist S N M, # @ (fiir alle
n € N) und damit a € M, (vgl. Aufgabe 1.4.10). Das zeigt: a € (), M.
,<": Sei S € U(a) beliebig und a € (N, M,,. Wegen Aufgabe 1.4.10 ist
dann SN M, # 0, fiir alle n € N und damit enthélt S N M; unendlich
viele Folgenglieder. Also ist a ein H.P. von (z,,).

(b) Erfiillt X das 1. Abzahlbarkeitsaxiom, so ist a € X ein H.P. einer Folge
(z,) genau dann, wenn es eine gegen a konvergente Teilfolge von (x,,)
gibt (vgl. Aufgabe 1.4.47).
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Proposition 1.3.21 Sei X ein Hausdorffraum mit abzdhlbarer Topologie.
Dann qilt: X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in X einen Hdufungs-
punkt besitzt.

Beweis. ,,=“: Sei (z,,) eine Folge in X und M, C X ihre Endstiicke
(n € N). Fiir endlich viele ny,...,n; € N ist ﬂle M,, # 0, also erst recht
M, N ---N M,, # 0. Da X kompakt ist, folgt: (>~ M,, # 0. Es gibt also
einen H.P. von (z,) (vgl. Kommentar 1.3.20.(a)).

,<=“: Sei (Uy)aes eine offene Uberdeckung von X (wo I eine beliebige
Indexmenge ist) und (S, ),en eine Basis der Topologie von X. Betrachte nun
die Teilmenge

J={keN: Ja€1: 5, CU,}, J={ni,ne,...}

(3 := es existiert). Es ist dann X = (J; Sn,, erst recht

X = O Us,.
k=1

Das zeigt: In einem Raum mit abzihlbarer Topologie hat jede offene Uber-
deckung eine abzéhlbare Teiliiberdeckung.

Sei deshalb nun 0.B.d.A. X = J,~, U, mit U,, C X offen fiir alle n € N.
Setze dann V,, := U; U --- U U, (n € N). Annahme: Es gibt keine endliche
Teiliiberdeckung von (U,,). Dann ist C(V,,) # 0 und wir kénnen x,, € C(V,,)
wéhlen. Es gibt nun einen H.P. ¢ € X von (z,) und dieser muss in einer
der offenen Mengen U,, liegen. Sei also m € N mit a € U,, C V,,. Dann
ist V,,, € U(a), aber z,, & V,, fiir n > m. Also ist a kein H.P. von (z,):
Widerspruch! Es existiert also doch eine endliche Teiliiberdeckung und damit
ist X kompakt. O

Proposition 1.3.22 (Tychonoff). Sei I eine abzihlbare (oder endliche) Men-
ge und (Xi)rer eine Familie von Hausdorffraumen mit abzihlbarer Topologie.
Dann gilt: Das Produkt X = [ X}, ist kompakt genau dann, wenn X kom-
pakt fiir jedes k € I ist.

Kommentar 1.3.23 Der Satz von Tychonoff gilt auch, wenn die Réaume
keine abzéhlbare Topologie haben und auch, wenn die Indexmenge I iiberab-
zéhlbar ist (siehe z.B. [5]) Fiir die Definition der Produkttopologie auf einem
Produkt mit unendlich vielen Faktoren vgl. Aufgabe 1.4.22.
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Beweis von 1.3.22. Weil jedes X} hausdorffsch ist und abzéhlbare Topo-
logie hat, ist dies auch fir X =[], X so (vgl. Aufgabe 1.4.22).

, =" Ist m: X — X} die kanonische Projektion auf den k. Faktor, so ist

7, surjektiv. Ist nun X kompakt, so ist mit Proposition 1.3.15 auch X, =
7,(X) kompakt (fir alle k € I).

»<="“: Wir benutzen die Charakterisierung aus Proposition 1.3.21. Sei des-
halb (2(®™),, eine beliebige Folge in X . Dann ist (1:50’"))” eine Folge in X; und

hat daher eine konvergente Teilfolge, die wir mit (xgl’"))n bezeichnen. Weiter

hat dann auch die Folge (z5"™) in X, eine konvergente Teilfolge (z5>™). Ist
I endlich, I ={1,..., N}, so gelangt man nach N Schritten zu einer Teilfol-
ge (z™), von (z,), deren simtlichen Komponentenfolgen (z""™), in X,
konvergieren. Aber dann konvergiert auch (™), (vgl. Aufgabe 1.4.48). Ist
I abzdhlbar unendlich, I = N, so argumentiere man genauso fiir die Diago-

nalfolge (x(™™),. Also ist X tatséichlich kompakt. O

Beispiel 1.3.24 (a) Sei X = [a,b] C R. Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstraff hat jede Folge in X einen H.P. (in X'). Also ist [a, b] kom-
pakt.

(b) Sei @ = [-R,R]" C R" (mit R > 0). Wegen Proposition 1.3.22 ist @
also dann kompakt.

Proposition 1.3.25 (Heine-Borel). FEine Teilmenge K C R"™ ist genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis. ,,=“: Da R™ hausdorffsch ist, ist K nach Lemma 1.3.16.(b) ab-
geschlossen. Da K C |,y B(0;n) ist, existieren ny,...,n; € N, so dass
schon K C B(0;n,) U---U B(0;ny) ist. Mit 7 := max;_,(n;) folgt dann:
K C B(0;r). Also ist K auch beschrankt.

,<="“1 Da K beschrinkt ist, gibt es zunéchst ein R > 0 so dass K C
[—R, R]™ =: Q ist. Nun ist () wie gesehen (vgl. Beispiel 1.3.24) kompakt und
damit auch abgeschlossen in R". Es folgt, dass K auch abgeschlossen in )
ist und damit nach Lemma 1.3.16.(a) auch kompakt. O

Definition 1.3.26 (a) Ein Hausdorffraum X heifit lokal kompakt, wenn
jeder Punkt z eine kompakte Umgebung besitzt.

(b) Ein Hausdorffraum mit abzdhlbarer Topologie X heifit eine n-dimen-
sionale (topologische) Mannigfaltigkeit, wenn jeder Punkt € X eine
offene Umgebung U hat, die homéomorph zu einer offenen Menge V' C
R" ist.
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Kommentar 1.3.27 (a) Jede Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt, denn
jede offene Menge V' C R" ist lokal kompakt, weil fiir einen Punkt
x € V sicher B(xz;r) C V ist, wenn r > 0 klein genug ist, und die
abgeschlossene Kugel B(z;r) ist sicher kompakt, da sie als Teilmenge
von R™ abgeschlossen und beschrénkt ist (vgl. Proposition 1.3.25).

(b) Ist f: R — R differenzierbar und grad(f)(x) # 0 fiir z € X mit
X ={zeR": f(z)=0},

so ist nach dem impliziten Funktionensatz X eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit (z.B. vermoge der Projektion auf die ersten n Koordinaten
in einer offenen Umgebung von = € X, wenn 0f/0z,1(x) # 0 ist).

(c) Esist aber z.B. auch
X ={(z,y) eR*: y* =2}

eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension 1 (aber keine (dif-
ferenzierbare) Untermannigfaltigkeit von R?), denn z.B. ist X — R,
(z,y) — y ein Homéomorphismus (mit Umkehrung R — X, ¢ —

(t¥/3,1)).

(d) Dagegen ist z.B.
X ={(z,y) €eR*: zy =0}

keine Mannigfaltigkeit, allerdings lokal kompakt (vgl. Aufgabe 1.4.50).

Proposition 1.3.28 (Alezandroff). Sei X ein lokal kompakter Raum. Dann
existiert ein kompakter Raum X, so dass X zu einem Unterraum von X
homdomorph ist, dessen Komplement aus nur einem Punkt besteht. X ist bis

auf Homdomorphie dadurch eindeutig bestimmit.

Beweis. Als Menge ist sicher X = X 4 {w} (wo w den zusiitzlichen Punkt
von X bezeichnet).

Eindeutigkeit der gesuchten Topologie: Da X hausdorffsch ist, muss {w} C
X zunéchst abgeschlossen sein (vgl. Aufgabe 1.4.51). Damit ist dann X =
C({w}) offen in X. Also muss eine Teilmenge U C X mit w ¢ U genau
dann offen sein, wenn sie es als Teilmenge von X ist, wenn die Teilraumto-
pologie von X C X die gegebene Topologie von X sein soll (und damit X
homdomorph zu einer Teilmenge von X, die nur einen Punkt von X nicht
hat).
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Ist andererseits U C X offen mit w € U, so ist A = C(U) zunichst als
Teilmenge von X abgeschlossen, aber da X kompakt ist, dann sogar kompakt
(vgl. Lemma 1.3.16.(a)).

Ist umgekehrt A C X eine kompakte Teilmenge, so ist sie nach Lem-
ma 1.3.16.(b) auch abgeschlossen in X und damit U = C(A) offen. Der
einzige Kandidat fiir die gesuchte Topologie ist damit folgender:

U offen in X, falls w ¢ U

U C X offen :& { C(U) kompakt, fallsw e U~

Existenz der gesuchten Topologie: Nun priife man nach, das durch die-
se Definition tatséchlich eine kompakte Topologie auf X gegeben ist (vgl.
Aufgabe 1.4.52 und benutze, dass X lokal kompakt ist). O

Kommentar 1.3.29 (a) Wenn X bereits kompakt war, so ist {w} C X
auch offen und damit trédgt X die Summentopologie, X = X +{w} (als
Raum), sonst nicht.

(b) X heiBt die Alexandroff- oder Einpunkt-Kompaktifizierung von X.

Beispiel 1.3.30 Die Einpunktkompaktifizierung von R"™ ist (homéomorph
zu) S" fur n > 1. Man betrachte dazu namlich die stereographische Projek-
tion aus dem Nordpol N := (0,...,0,1) heraus, m:S" \ {N} — R", d.h.:
m(x) = y, genau wenn (y,0) € R™" der Schnittpunkt der Geraden durch
N und z mit der Hyperebene H = {z € R"*' : x,,,; = 0} & R" ist. Dann
priife man, dass die Fortsetzung 7: S™ — R” von 7, gegeben durch 7(N) = w,
stetig (und bijektiv) ist (vgl. Aufgabe 1.4.54). Da nun S™ kompakt ist (vgl.

—

Aufgabe 1.4.44) (und R™ hausdorffsch), ist © nach Proposition 1.3.18 ein
Homo6omorphismus.

Definition 1.3.31 Seien X und Y lokal kompakte Rdume. Dann heif3t eine
stetige Abbildung f: X — Y eigentlich, wenn Urbilder kompakter Mengen
wieder kompakt sind.

Kommentar 1.3.32 (a) Ist X kompakt, so ist jede stetige Abbildung ei-
gentlich (denn ist K C Y kompakt, so ist K C Y abgeschlossen, also
f7YHK) C X abgeschlossen, da f stetig ist; also ist f~!(K) nach Lem-
ma 1.3.16 auch kompakt).

(b) Hat X abzéhlbare Topologie, so ist ein stetiges f: X — Y genau dann
eigentlich, wenn gilt: Ist (z,,) eine Folge in X ohne Haufungspunkte, so
ist auch (f(z,)) in Y ohne Haufungspunkte (vgl. Aufgabe 1.4.53).
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Bemerkung 1.3.33 Seien X und Y lokal kompakte Riume und f: X —
Y eine stetige Abbildung. Dann gilt: f ist genau dann eigentlich, wenn die
Fortsetzung auf die Einpunktkompaktifizierungen f X — Y, gegeben durch
flwx) = wy, stetig ist.

Beweis. Die Stetigkeit von f in den Punkten verschieden von wy ist klar.

.= Sei V € U(wy) offen. Dann ist also C(V') kompakt und damit
C(f~1(V)) = f1(C(V)) auch. Also ist f~*(V) C X offen und damit f stetig
(auch in wy).

,<=“ Ist K C Y kompakt, so ist C(K) offen und eine Umgebung von
wy. Also ist auch C(f~1(K)) = f~1(C(K)) offen und enthilt wy. Damit ist
f7Y(K) kompakt und damit f eigentlich. O
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1.4 Aufgaben
Aufgaben zu 1.1: Grundlegende Begriffe

1.4.1 Sei V ein reeller Vektorraum. Es heifit || - ||: V' — [0, 00) eine Norm
auf V (und (V|| - ||) ein normierter Raum), wenn gilt:

(a) Fiir alle v € V gilt: ||v]| = 0 genau wenn v = 0 ist;
(b) fir alle A € R und v € V gilt: || Av|| = |Al]|v]l;
(¢) fiir alle v,w € V gilt: [|v+ w|| < v + ||w]].

Zeigen Sie, dass dann durch d:V x V' — [0,00), d(v,w) = |[w — v]|, eine
Metrik auf V' gegeben wird.

1.4.2 Sei V ein reeller Vektorraum und (-, -): V' x V' — R ein Skalarprodukt.
Zeigen Sie, dass durch || - ||: V — [0,00), [[v| = +/(v,v) eine Norm auf V
gegeben ist. (Hinweis: Ungleichung von Cauchy-Schwarz)

1.4.3 Zeigen Sie nun mit Hilfe der Aufgaben 1.4.1 und 1.4.2, dass die eukli-
dische Metrik (vgl. 1.1.2) und die Metrik aus 1.1.4.(c) tatséchlich Metriken
sind.

1.4.4 Sei (X,d) ein metrischer Raum, z € X, r > 0 und U = B(z;r) die
Kugel vom Radius » um x. Zeigen Sie, dass U C X offen ist.

1.4.5 Sei X eine Menge. Zeigen Sie: Die von der diskreten Metrik induzierte
Topologie auf X ist die diskrete Topologie.

1.4.6 Seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung.
Zeigen Sie: f ist genau dann stetig, wenn f stetig ist in x, fiir alle x € X.

1.4.7 Seien X, Y und Z topologische Rdume sowie f: X — Y und ¢:Y — Z
Abbildungen. Sei weiter z € X sowie y = f(z) und z = g(y). Zeigen Sie:

(a) Ist f stetigin x und g stetig in ¥y, so ist die Komposition go f: X — Y,
go f(x) = g(f(x)), stetig in .

(b) Sind f und g stetig, so auch go f.

1.4.8 (a) Sei X eine Menge mit zwei Elementen. Bestimmen Sie alle

Topologien auf X. Wieviele davon sind paarweise nicht zueinander
homoéomorph?
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(b) Sei X eine Menge mit drei Elementen. Bestimmen Sie alle Topologien
auf X. Wieviele davon sind paarweise nicht zueinander homéomorph?

1.4.9 Seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung.
Sei weiter A4 C P(N) eine Subbasis der Topologie auf Y. Zeigen Sie: f ist
bereits dann stetig, wenn f~1(V) C X offen ist, fiir alle V € A. (Hinweis:
Die Menge {V € P(Y) : f~}(V) C X ist offen} ist eine Topologie auf Y.)

1.4.10 Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Dann
nennt man

Y = ﬂ{A C X : Aist abgeschlossen, A D Y}

den Abschluss (oder die abgeschlossene Hiille) von Y. Zeigen Sie:

(a) Y ist abgeschlossen und zwar die kleinste abgeschlossene Menge in X,
die Y enthélt.

(b) Es ist # € Y genau dann, wenn fiir jede Umgebung S von z gilt:
SNY # 0.

1.4.11 Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Dann
nennt man

int(Y) := | J{U € X : Uist offen, U C Y}
den offenen Kern (oder das Innere) von Y. Zeigen Sie:

(a) int(Y") ist offen und zwar die grofite offene Menge, die in Y enthalten
ist.

(b) Es ist € int(Y) genau dann, wenn es eine Umgebung S von z gibt
mit SCY.

1.4.12 Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Man
nennt dann x € X einen Randpunkt von Y, wenn fiir jede Umgebung S von
x gilt: SNY # (0 und SNCY # (. Bezeichnet

JY :={x € X : z ist Randpunkt von Y},
so zeigen Sie: Y =Y \ int(Y).

1.4.13 Sei X ein topologischer Raum. Es heifit dann eine Teilmenge Y dicht
in X, wenn Y = X ist. Zeigen Sie: Es ist Y C X genau dann dicht in X,
wenn fiir jede nicht-leere, offene Menge U C X gilt: U NY # ().
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1.4.14 Sei X ein metrischer Raum (mit der induzierten Topologie).

(a) Zeigen Sie, dass X das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt (vgl. Beispiel
1.1.20.(a)).

(b) X besitze eine abzdhlbare dichte Teilmenge. Zeigen Sie, dass X dann
auch das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt (vgl. Beispiel 1.1.20.(b)).

1.4.15 (a) Zeigen Sie: Erfiillt ein topologischer Raum das 2. Abzdhlbar-
keitsaxiom, so auch das 1.

(b) Geben Sie ein Beispiel eines topologischen Raumes an, der das 1. Ab-
zahlbarkeitsaxiom erfiillt, nicht aber das 2.

1.4.16 Sei X eine Menge und seien dq, ds Metriken auf X. Weiterhin gebe
es Konstanten ¢, C' > 0, so dass fiir alle x,y € X gilt:

cdi(z,y) < dao(z,y) < Cdy(,y).

Zeigen Sie, dass die von d; und ds induzierten Topologien 71 und 7 auf X
iibereinstimmen, 7 = 7.

Aufgaben zu 1.2: Produkt- und Quotiententopologie

1.4.17 Sei (X, d) ein metrischer Raum, 7 C P(X) die induzierte Topologie
auf X und Y eine Teilmenge von X. Zeigen Sie: Ist dy die von d induzierte
Metrik auf Y, so stimmt die von dy induzierte Topologie mit der von 7 auf
Y induzierten Relativtopologie iiberein.

1.4.18 Sei X ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X.

(a) Zeigen Sie, dass die relativ Y offenen Teilmengen von Y eine Topologie
auf Y bilden.

(b) Zeigen Sie, dass die Inklusion i: Y — X bzgl. der Relativtopologie stetig
ist und die Relativtopologie die grobste Topologie auf Y ist bzgl. der ¢
stetig ist.

(c) Sei Z ein weiterer topologischer Raum. Zeigen Sie die folgende univer-
selle Eigenschaft der Relativtopologie auf Y: Eine Abbildung f: Z — Y
ist genau dann stetig, wenn i o f: Z — X stetig ist.

1.4.19 Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge, versehen
mit der Relativtopologie. Zeigen Sie:
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(a) Erfillt X das 1. Abzahlbarkeitsaxiom, so auch Y.
(b) Hat X abzéhlbare Topologie, so auch Y.
(c) Ist X hausdorffsch, so auch Y.

1.4.20 Seien X; und X5 topologische Rdume, X = X; x X, ihr cartesisches
Produkt und 7: X — X die kanonischen Projektionen (i = 1,2).

(a) Zeigen Sie, dass
B={U xU; CX: U; CX,istoffen, 1 = 1,2}
eine Basis der Produkttopologie auf X ist.

(b) Sei Y ein topologischer Raum. Zeigen Sie die universelle Eigenschaft
der Produkttopologie: Eine Abbildung f: Y — X ist genau dann stetig,
wenn die Kompositionen m; 0 f:Y — X; (i = 1,2) stetig sind.

1.4.21 Seien X; und X, topologische Rdume und X := X; x Xy mit der
Produkttopologie versehen. Zeigen Sie:

(a) Erfiillen X7 und X5 das 1. Abzéhlbarkeitsaxiom, so auch X.
(b) Haben X; und X, abzdhlbare Topologie, so auch X.
(¢) Sind X; und X, hausdorffsch, so auch X.

1.4.22 Sei I eine beliebige Menge und (X, )aes eine Familie von topologi-
schen Rdumen.

(a) Definieren Sie die Produkttopologie auf X := [], X, als die grobste
Topologie, die die Projektionen 7,: X — X, stetig werden lasst, for-
mulieren und zeigen Sie dann eine universelle Eigenschaft.

(b) Zeigen Sie, dass
B = {[JVUs €X: Ui C X, offen fiir o € I,
U, = X, fiir fast alle « € I}

eine Basis der Topologie ist.

(c) Wie verhélt es sich mit der Vererbung der Abzdhlbarkeitsaxiome, wie
mit der Verererbung der Hausdorff-Eigenschaft?



1.4. AUFGABEN 29

1.4.23 Sei R mit der Standardtopologie versehen und n € N. Zeigen Sie,
dass die Produkttopologie auf R” = R x ... x R mit der Standardtopologie
auf R” iibereinstimmt. (Hinweis: Eine Kugel ist Vereinigung von Quadern
und ein Quader ist Vereinigung von Kugeln.)

1.4.24 Sei X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und
m: X — X/~ die kanonische Projektion.

(a) Zeigen Sie, dass die offenen Mengen auf X/~ tatséchlich eine Topologie
bilden.

(b) Zeigen Sie ihre universelle Eigenschaft: Fiir einen topologischen Raum
Y ist eine Abbildung f: X/~ — Y genau dann stetig, wenn fom: X —
Y es ist.

1.4.25 Sei I = [0,1] das Einheitsintervall.

(a) Sei R C I x I die von (0,1) ~ (1,0) erzeugte Aquivalenzrelation auf
Iund f:I — S, t +— e*. Zeigen Sie, dass es genau eine Abbildung
f:I/R — S' mit for = f gibt und dass f stetig und bijektiv ist.
(Vorsicht: Der Buchstabe 7 ist hier ein wenig iiberlastet.)

(b) Zeigen Sie nun, dass f sogar ein Homoomorphismus ist. (Hinweis: Da
S! hausdorffsch ist, reicht es nach Proposition 1.3.18 zu zeigen, dass
I/R kompakt ist.)

(c) Sei nun X = I x [ und R C X x X die von (s,0) ~ (s,1) und
(0,t) ~ (1,t) erzeugte Aquivalenzrelation auf X (s,t € I). Zeigen Sie
nun (dhnlich wie unter (a) und (b)), dass die Abbildung f: X — T2,

f(S, t) — (GQMS, 62mt),
einen Homdomorphismus von X/R nach T? induziert.

1.4.26 (a) Zeigen Sie, dass die Abbildung f:S" x I — B"™! (z,t) —
(1 —t)z, einen Hombomorphismus zwischen C(S") und B"™! induziert.

(b) Zeigen Sie in dhnlicher Weise, dass fiir alle n € Ny gilt: S(S") = S"*1.

1.4.27 Sei R die Aquivalenzrelation auf X = I x I, die von (0,t) ~ (1,t)
erzeugt wird (fiir alle ¢ € I). Zeigen Sie, dass X/R = Z(S') ist.

1.4.28 Sei X ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge. Sei weiter
X/Y der Quotient von X, der Y zu einem Punkt identifiziert. Zeigen Sie: Ist
Y in X nicht abgeschlossen, so ist X/Y nicht hausdorffsch, auch wenn X es
ist.
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1.4.29 Man nennt eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen offen,
wenn das Bild jeder offenen Menge wieder offen ist. Nun zeigen Sie: Ist X
ein topologischer Raum mit abzihlbarer Topologie und ~ eine Aquivalenzre-
lation derart, dass die kanonische Projektion 7: X — X/~ offen ist, so hat
auch der Quotientenraum X/~ abzihlbare Topologie.

1.4.30 Sei n € Ny und P* = P*(R) der (reell-) projektive Raum so wie
H C P" seine unendlich ferne Hyperebene. Zeigen Sie, dass die Abbildung
J:R* = P*\ H, x — [1,z], ein Homdomorphismus ist.

1.4.31 Sei P? die projektive Ebene aller Geraden im R3. Wir bezeichnen
L C P? als eine (projektive) Gerade, wenn es eine Ebene E C R? (durch 0)
gibt, so dass L aus all den Geraden in R? besteht, die in E liegen. Nun zeigen

Sie: Zwei (verschiedene) projektive Geraden schneiden sich in genau einem
Punkt.

1.4.32 Sei n € Ny. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf der Sphére

S™ dadurch, dass wir gegeniiberliegende Punkte (so genannte Antipoden)
miteinander identifizieren: x ~ y, genau wenn r = +y. Ist Q = S"/ ~
der Quotient, so zeigen Sie, dass die Inklusion i:S™ — R™™! \ {0} einen
Hom&omorphismus von () nach dem projektiven Raum P"(R) induziert.

1.4.33 Seien X; und X, topologische Raume und (X1, t2) ihre mengen-
theoretische Summe. Zeigen Sie die universelle Eigenschaft der Summento-
pologie: Ist Y ein topologischer Raum und f: X — Y eine Abbildung, so ist
f genau dann stetig, wenn fo¢;: X; — Y (j = 1,2) stetig ist.

1.4.34 Sei I eine beliebige Menge und (X, )aes eine Familie von topologi-
schen Rdumen.

(a) Definieren Sie die Summentopologie auf X := > X, als die feinste To-
pologie, die die Inklusionen ¢,: X, — X stetig werden lésst, formulieren
und zeigen Sie dann eine universelle Eigenschaft.

(b) Wie verhilt es sich mit der Vererbung der Abzahlbarkeitsaxiome, wie
mit der Vererbung der Hausdorftf-Eigenschaft?

1.4.35 Sei X eine Menge und fiir jedes o € I (einer Indexmenge I) seien
To: X — X, Abbildungen in topologische Raume X, hinein. Zeigen Sie, dass
es genau eine Topologie auf X gibt, so dass gilt: Ist Y ein topologischer Raum,
so ist eine Abbildung f:Y — X genau dann stetig, wenn 7, o f:Y — X,
stetig ist, fir alle o € I. (Es heifit diese Topologie die Initialtopologie von
(Ta: X — Xo)aer-)
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1.4.36 Sei X eine Menge und fiir jedes o € I (einer Indexmenge I) seien
to: X0 — X Abbildungen aus topologischen Rdumen X, heraus. Zeigen Sie,
dass es genau eine Topologie auf X gibt, so dass gilt: Ist Y ein topologischer
Raum und f: X — Y eine Abbildung, so ist f genau dann stetig, wenn f o
lo: Xo — Y esist, fiir alle o € I. (Es heifit diese Topologie die Finaltopologie
von (to: Xo — X)aer-)

Aufgaben zu 1.3: Zusammenhang und Kompaktheit

1.4.37 Zeigen Sie: Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammen-
héngend, wenn er nicht homéomorph zu der topologischen Summe zweier
nicht-leerer Teilmengen U,V C X ist.

1.4.38 Zeigen Sie, dass die Sinuskurve der Topologen (vgl. Abbildung 1.4)
1 .
X = {(t,sin;) ct> 0 U{(0,y): —1<y<1}CR?
zusammenhédngend aber nicht wegzusammenhéngend ist.

1.4.39 Zeigen Sie, dass der Kammraum (siehe 1.3.10.(b) und Abbildung 1.5)
wegzusammenhédngend aber nicht lokal wegzusammenhéngend ist.

1.4.40 Seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y eine stetige
Abbildung. Zeigen Sie: Ist X wegzusammenhéingend, so ist auch das Bild
f(X) CY wegzusammenhéngend.

1.4.41 Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass durch folgende Rela-
tion eine Aquivalenzrelation auf X gegeben wird: z ~ y, wenn es einen Weg
von z nach y gibt. (Die Aquivalenzklassen von ~ heifien dann die Wegkom-
ponenten von X.)

1.4.42 Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die Mengen R und R" die gleiche
Kardinalitét haben. (Hinweis: Nach dem Satz von Schréder-Bernstein reicht
es eine injektive und eine surjektive Abbildung von R nach R™ zu finden.)

1.4.43 Sein > 2 und x € R". Zeigen Sie dass R" \ {z} wegzusammenhén-
gend ist.

1.4.44 Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die folgenden Rdume zusammenhén-
gend und kompakt sind: S™, T" und P".
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1.4.45 Zeigen Sie, dass folgende vier Rdume paarweise nicht homéomorph
sein konnen: S', [0, 1], (0, 1), (0,1].

1.4.46 Zeigen Sie, dass unter allen Hausdorff-Topologien auf einer Menge
die kompakten Topologien die grobsten sind, d.h.: Man kann eine kompakte
Topologie nicht mehr vergrébern, ohne die Hausdorff-Eigenschaft zu verlie-
ren.

1.4.47 Sei X ein topologischer Raum mit 1. Abzéhlbarkeitsaxiom. Zeigen
Sie:

(a) Sei (z,) eine Folge in X. Dann ist a € X genau dann ein H.P. von (z,,),
wenn es eine Teilfolge (x,, )ken von (x,,) gibt, die gegen a konvergiert.

(b) Sei Y C X. Dann ist a € Y genau dann, wenn es eine Folge (z,,) in YV’
gibt, die gegen a konvergiert.

1.4.48 Sei I eine Indexmenge, X, topologische Rédume (o € I) und X =
1., Xa ihr topologisches Produkt (vgl. auch Aufgabe 1.4.22). Zeigen Sie: Eine
Folge (z™) in X ist genau dann konvergent, wenn ihre Komponentenfolgen

(%) in X, konvergieren (a € I).

1.4.49 Sei V ein reeller Vektorraum unendlicher Dimension, (-, -) ein Skalar-
produkt und V' mit der induzierten Topologie versehen (siche Aufgaben 1.4.1
und 1.4.2). Zeigen Sie, dass die abgeschlossene Einheitskugel

B={veV: o <1}CV

abgeschlossen und beschrénkt, nicht aber kompakt ist. (Hinweis: Konstru-
ieren Sie eine Folge (e,) von Vektoren e, € B der Linge 1, die paarweise
aufeinander senkrecht stehen. Kann diese einen Haufungspunkt besitzen?)

1.4.50 Zeigen Sie, dass folgende Teilmenge X C R? keine Mannigfaltigkeit
(irgendeiner Dimension) aber lokal kompakt ist:

X ={(z,y) e R*: 2y =0}.

1.4.51 Zeigen Sie, dass in einem Hausdorffraum die einelementigen Teil-
mengen abgeschlossen sind.

1.4.52 Sei X ein lokal kompakter Raum. Zeigen Sie dass durch

U offen in X, falls w ¢ U

U C X offen 1< { C(U) kompakt, falls w € U

eine Topologie auf X = X + {w} gegeben ist, die kompakt ist und die Teil-
raumtopologie auf X C X die gegebene Topologie von X ist.
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1.4.53 Seien X und Y lokal kompakte Rdume und X habe abzidhlbare
Topologie. Zeigen Sie, dass eine stetige Abbildung f: X — Y genau dann
eigentlich ist, wenn fiir jede Folge (z,) ohne Hiaufungspunkte in X auch die
Bildfolge (f(z,)) ohne Héufungspunkte in Y ist. (,Strebt (z,) zum Rand
von X, so strebt auch (f(x,)) zum Rand von Y.*)

1.4.54 Sei n € N und m:S" \ {N} — R" die stereographische Projektion
aus dem Nordpol N heraus (vgl. Beispiel 1.3.30).

(a) Begriinden Sie, warum 7 bijektiv ist und geben Sie eine explizite Formel
fir 7 und 7! an.

(b) Zeigen Sie, dass 7 eigentlich ist.

(c) Zeigen Sie nun, dass die Fortsetzung 7: S" — R” von 7, gegeben durch
7(N) = w, stetig und sogar ein Homéomorphismus ist.
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Kapitel 2

Homotopie

2.1 Homotope Abbildungen

Definition 2.1.1 Seien X und Y topologische Rdume. Zwei stetige Abbil-
dungen f,g: X — Y heiflen homotop, f ~ g, wenn es eine stetige Abbildung
H:X x I —Y gibt mit H(x,0) = f(z) und H(x,1) = g(z), fiir alle z € X.

Man nennt dann H eine Homotopie von f nach g und schreibt H: f ~ g oder
H
f~g

Kommentar 2.1.2 (a) Man stelle sich t € I = [0,1] als Zeitparameter
vor. Dann wird fiir jedes x € X vermoge der Homotopie H der Punkt
f(z) € Y entlang des Weges a,: I — Y, ¢t — H(t,x), von f(z) nach
g(x) bewegt.

(b) Bezeichnet man fiir jedes ¢t € I mit hy: X — Y, hy(z) = H(t,x), so

Abbildung 2.1: homotope Abbildungen
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wird auch die Familie (h;);e; als Homotopie von f nach g bezeichnet:
ho = fa hy = g-

Bemerkung 2.1.3 Die Homotopierelation ~ ist auf C(X,Y) :={f: X =Y
stetigy eine Aquivalenzrelation.

Beweis. (i) hy = f, fiir alle ¢ € I, ist eine Homotopie von f nach f. (ii) Ist

f 2 g, so setze man G: X x [ — Y, G(z,t) = H(x,1—t). Dann ist G: g ~ f.
(iii) Ist H: f ~ g und G: g ~ h, so ist f ~ h vermoge

| H(xz,2t) fir 0<¢
F@J%—{(%n%_n fiir 1<t

1
1 S§
;<t<1

O

Kommentar 2.1.4 (a) Die Homotopieklasse einer stetigen Abbildung f:
X — Y wird mit [f] bezeichnet.

(b) Ist f: X — Y homotop zu einer konstanten Abbildung c,,: X — Y,
x — yp fir alle z € X, f ~ ¢,,, so nennen wir f nullhomotop.

Bemerkung 2.1.5 Die Aquivalenzrelation ~ vertrdgt sich mit der Kompo-
sition von Abbildungen, d.h.: Sind X,Y und Z topologische Riume, f,f' €
C(X,Y)mit f~ f undg,g € C(Y,Z) mit g~ ¢, so ist auch go f ~ g o f'.

Beweis. Sei H: f ~ f" und G:g ~ ¢'. Setze dann H: X x [ — Z, Hy :=
g'o H. Dann gilt: Hy:g'o f ~ ¢’ o f’. Setze weiter Ho: X X I — Z, Hy(x,t) =
G(f(x),t). Dann gilt: Hy:go f ~ ¢’ o f. Insgesamt folgt dann

gof~gof=golf,
also mit Bemerkung 2.1.3 go f ~ ¢’ o f". a
Kommentar 2.1.6 (a) Fir f € C(X,Y)und g € C(Y, Z) setzt man daher
91-[f1:=lg o fl,
was wie gesehen wohldefiniert ist.

(b) Ist Y wegzusammenhéngend, so sind je zwei konstante Wege c¢,,, ¢y,:
X — Y (y1,y2 € Y) homotop, ¢,, =~ ¢, (denn ist av I — Y ein Weg
von y; nach y,, so ist H mit H(z,t) = a(t) eine Homotopie von ¢,
nach ¢, ). Thre Klasse wird dann mit 0 := [¢,| bezeichnet.
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(c¢) Fiir wegzusammenhéngende X, Y und Z sowie beliebigem W gilt dann
némlich fiir jedes f € C(X,Y):

f1-0=1[f]-lea] = [f o] = [ep@)] = 0

und
0-[f]=le]-[fl =lezofl=lc: X — 2] =0
mit beliebigen x € X und z € Z.

Definition 2.1.7 Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn
die Identitét id: X — X nullhomotop ist, id >~ ¢, (fir ein z € X).

Beispiel 2.1.8 Fiir jedes n € Ny ist R” (und allgemeiner jede sternformige
Teilmenge X C R", vgl. Aufgabe 2.4.1) zusammenziehbar vermoge

H(xz,t)=(1—1t)z,
denn damit ist offenbar H:id ~ cy.

Kommentar 2.1.9 (a) Ein zusammenziehbarer Raum ist notwendig weg-
zusammenhéngend, denn ist H:id ~ ¢,, fiir ein zy € X, so ist fiir jedes
x € X die Abbildung a,: I — X, t — H(z,t), ein Weg von x nach z.

(b) Man bezeichnet nun
(X,Y] :=C(X,Y)/~.
Thre Elemente sind also Homotopieklassen [f] von Abbildungen.

(c) Ist X zusammenziehbar und Y wegzusammenhéngend, so ist [X,Y] =
0, also einpunktig, denn fiir jedes f € C(X,Y) ist

[f] = [foidx] = [f] - [idx] = [f]- 0 = 0.

Ebenso ist fiir zusammenziehbares Y (und beliebigem X): [X,Y] = 0,
denn fiir f € C(X,Y) ist

[f]1=lidy o f] = [idy] - [f]=0-[f]=0.

Motivation 2.1.10 Bis jetzt haben wir noch kein Beispiel fiir eine nicht
nullhomotope Abbildung f. Um eines zu geben, versuchen wir einen (weg-
zusammenhédngenden) Raum X anzugeben, der nicht zusammenziehbar ist
und wéhlen dann f = idyx. Von der Anschauung her ist vielleicht der ein-
fachste Raum, der nicht zusammenziehbar ist, die Kreislinie S!, denn beim
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Zusammenziehen auf einen Punkt miisste man intuitiv die Kreislinie irgend-
wo aufreifien.

Die Idee, die man nun verfolgt, um dies zu beweisen, ist typisch fiir die
Algebraische Topologie. Man sucht nach einer algebraischen Grofle fiir eine
stetige Abbildung f:S! — S', die invariant unter Homotopie ist und die fiir
die konstante Abbildung ¢; (1 € S' C C) und der Identitét id verschieden
ist. In dem vorliegenden Fall wird diese algebraische Grofie einfach eine ganze
Zahl sein (ein Element im Ring Z), die gerade angibt, wie oft f ,umlduft®,
also die Umlaufzahl von f.

Vorbereitung 2.1.11 Im Folgenden benutzen wir etwas Funktionentheorie.
Genauer gesagt verwenden wir die komplexe Exponentialfunktion exp: C —
C und benutzen von ihr ihre Funktionalgleichung, d.i.:

exp(z + w) = exp(z) exp(w),

fiir alle z,w € C und ihre Periodizitét, also (unter Benutzung der Funktio-
nalgleichung die gleichwertige Aussage)

exp(z) =1 & z € 2miZ.
Wir bezeichnen weiter mit
ex:R — S, t +— exp(2mit) = cos(2nt) + i sin(27t)

die Abbildung, die anschaulich die reelle Gerade R auf die Kreislinie S aufwi-
ckelt. Schlieilich benutzen wir den so genannten Hauptzweig des komplexen
Logarithmus’ log: C \ R, — C, der z.B. durch das Wegintegral

log(z) = intgd—c

¢

gegeben ist. (Hier bezeichnet R, die nicht positiven reellen Zahlen und 1z
wieder die geradlinige Verbindung in C von 1 nach z, die fiir die erlaubten z
eben den Nullpunkt vermeidet.) Es ist dann fiir z = re'® (r > 0)

log(re™) = In(r) + ia,

wenn man das Argument « von z im Bereich (—m, ) angibt. (In bezeichnet
hier den reellen Logarithmus.) Somit ist also (deshalb Zweig des Logarith-
mus’):

expolog = id.

exp und log sind holomorphe Abbildungen, insbesondere also stetig.
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Lemma 2.1.12 Sei f:S' — S! eine stetige Abbildung. Dann gibt es genau
eine stetige Abbildung p: I — R mit ¢(0) = 0 und

foex= f(1)(exop).
Kommentar 2.1.13 Bis auf den multiplikativen Faktor f(1) € S' (den wir

haufig 0.B.d.A. als 1 annehmen koénnen) kommutiert also das folgende Dia-
gramm:

Abbildung 2.2: zur Umlaufzahl von f

Beweis von Lemma 2.1.12. (i) Eindeutigkeit: Seien also ¢, 9: I — R stetig
mit ¢(0) = 1(0) = 0 und

f(Mexop = foex= f(l)exo).

Dann ist y
) ex o
exp(2mi(i(t) = ¢(1) = S (1) = 1,
fur alle t € I. Also ist
(Y —p)(t) € Z,

fir alle t € I. Weil nun ¢—¢ stetig ist und (¢—)(0) = 0, folgt: (v—¢)(t) = 0,
fiir alle t € I, also ¢ = 1.

(ii) Existenz: Wir nehmen 0.B.d.A. zunéchst an, dass f(1) = 1 ist, sonst
gehen wir von f zu der Abbildung g mit g(z) = f(1)7'f(z) iiber. Sei nun
h:= foex:I — S'. Da I kompakt ist, ist h sogar gleichméBig stetig. Es gibt
damit eine Unterteilung 0 =ty < t; < -+ <t = 1 von I (k € N), so dass

|h(t)—h(tj)| <2 firte [tj,tj+1], 7=0,...,k—1.
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Da h(t), h(t;) € S* ist, folgt, dass h(t) keine Antipode von h(t;) ist,
h(t)
h(t;)

Damit ist log(h(t)/h(t;)) definiert (und bis auf den Faktor ¢ der orientierte
Winkel zwischen h(t;) und h(t) in (—m,7)). Setze nun:

p(t) = L (IOg ilty) +---+log futy) + log M) :

£ —1.

- 2mi h(to) h(tj-1) h(t;)
wenn t € [t;,t;41] ist. Es ist dann ¢ stetig (weil log es ist), ¢(0) = 0 und
h(t h(t
exop(t) = exp(log % + -+ +log %t)))
j
h(t1) h(t)
= 1 e 1
exp(log h(to)) exp(log h(tj))

h(ty) h(t)

fir alle t € I, denn h(ty) = 1. O

Definition 2.1.14 Sei f:S' — S! stetig und ¢:I — R die eindeutig be-
stimmte stetige Funktion mit ¢(0) = 0 und foex = f(1)exo¢. Dann nennen
wir

deg(f) = (1)
den Abbildungsgrad von f.

Kommentar 2.1.15 (a) Wegen
ex(p(1)) = f(1)7 foex(1) = f(1)71f(1) =1

ist (1) € Z. Der Abbildungsgrad von f gibt die Windungszahl von f
um 29 = 0 (oder z € C mit |z| < 1) an.

(b) Allgemeiner definiert man fiir einen geschlossenen Weg a: S' — C fiir
jedes z € C\ C, C := f(S"), die Windungszahl von « bzgl. z durch

n(a; z) = deg(fa.),
WO fo.: St — St durch

definiert ist.
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Beispiel 2.1.16 (a) Die konstante Abbildung f:S' — S!, f(2) = 1 fiir
alle z, hat Abbildungsgrad deg(f) = 0, denn

foex= f(l)exop
mit p(t) = 0 fiir alle ¢ € I, insbesondere also (1) = 0.
(b) Die Identitét id: S* — S! hat Abbildungsgrad deg(id) = 1, denn
idoex = id(1)ex o ¢
mit @(t) =t fiir alle t € I, also ¢(1) = 1.

(c) Allgemeiner gilt fiir jedes n € Z, dass f:S! — S, f(2) = 2", den
Abbildungsgrad n hat, denn foex = f(1)exo ¢ mit ¢(t) = nt, fir alle
t € I (vgl. Aufgabe 2.4.2).

Proposition 2.1.17 Seien fy, fi:S! — S zwei stetige Abbildungen und ho-
motop zueinander. Dann gilt:

deg(fo) = deg(f1).

Beweis. Wir kénnen zunéchst wieder annehmen, dass fo(1) = fi(1) =1
ist. Ist ndmlich f:S' — S! beliebig (aber stetig natiirlich) und ¢g: S' — S!,
g(z) = f(1)71f(2) fiir alle z € S', so haben f und g den gleichen Abbil-
dungsgrad. Ist ndmlich ¢: I — R mit ¢(0) = 0 und

foex= f(l)exo g,

SO ist

goex = f()'foex=f(1)"'f(1)exop =exop
= g(l)exo .

Also ist
deg(g) = (1) = deg(f).

Sei nun (fs)se; eine Homotopie von fy nach f;. Auch hier diirfen wir an-
nehmen, dass fs(1) = 1 ist, fiir alle s € I. Wenn nicht, gehen wir zu der
Homotopie (gs) mit g,(t) = fs(1)7' f(¢) fiir s,¢ € I iiber.

Wir setzen nun hy: I — S, h, := f,0ex und liften nun alle h, ,simultan®
zu Abbildungen ¢g: I — R nach oben“, d.h.: ¢5(0) = 0 und hy = ex o g
fir alle s € I. Es ist dann ®: 1 x I — R, (t,s) — @s(t) (als Abbildung in
zwel Variablen) stetig, denn weil (¢, s) — hs(t) stetig und damit gleichméBig
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stetig auf dem kompakten I x I ist, existiert sogar eine Unterteilung 0 =
to < --- <tp=1von I (ke N), sodass fiir alle s € I und t € [t;,t;41] fir
j=0,... k-1 gilt:

|hs(£) = hs(t;)] < 2

(vgl. Aufgabe 2.4.3). Daher ist wie in Lemma 2.1.12
1 ha(th) hi(t)
s(t) = =— (1 ! ,
s = 5 (Og ) T )

fir alle t € [tj,,41] und s € I und damit stetig. Damit ist aber nun auch die
Abbildung I — Z,

s — deg(fs) = ¢s(1),
stetig und deshalb konstant. Es folgt wie behauptet:

deg(fo) = deg(f1).

Korollar 2.1.18 Die Kreislinie S' ist nicht zusammenziehbar.

Beweis. Die Identitét id auf S' kann nicht homotop zur konstanten Ab-
bildung ¢; sein (und damit auch nicht zu irgend einer anderen konstanten
Abbildung, denn S! ist wegzusammenhingend, vgl. Kommentar 2.1.6.(b))),
denn

deg(id) =1 # 0 = deg(cy).
O

Korollar 2.1.19 (Retraktionssatz). Es gibt keine stetige Abbildung r:B? —
St mit r|S! = idg:.

Beweis. Angenommen r: B* — S! ist stetig mit f(z) = 2 fiir z € S'. Dann
ist H:S' x I — S, H(x,t) = r(tx), eine Homotopie von hy = ¢,(p) nach
hy = id. Also ist [id] = 0: Widerspruch! O

Korollar 2.1.20 (Brouwer). Ist f:B? — B? stetig, so hat f einen Fixpunkt,
d.i. ein z € B® mit f(z) = .

Beweis. Angenommen f:B? — B? ist stetig und f(z) # x, fiir alle z € B2
Sei dann fiir jedes x € B? der Punkt r(z) € S! der Durchschnitt des Strahls

L={f(x)+te— f(z) €R?: t > 0}

mit S! (siehe Abbildung 2.3). Dann ist r: B? — S stetig (vgl. Aufgabe 2.4.7)
und nach Konstruktion ist f(z) = z, fiir alle 2 € S': Widerspruch zu Korollar
2.1.19. a
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Abbildung 2.3: zum Fixpunktsatz von Brouwer

Satz 2.1.21 Fiir fy, fi € C(S,SY) gilt sogar:
fo =~ fi <= deg(fo) = deg(f1).

Beweis. ,,=“: siehe Proposition 2.1.17. ,<=*“: Zunéchst einmal kénnen wir
wieder annehmen, dass fy(1) = f1(1) = 1 ist, denn fiir ein beliebiges stetiges
f:St — Stist g: S — S! mit g(z) = f(1)7' f(2) fiir alle z, homotop zu f. Ist
nimlich f(1) = ¢ mit a € [0,27), so ist H = (h) mit

hs(z) = e7"f(2)

eine Homotopie von f nach g.

Seien nun also fy und f; wie oben und mit gleichem Abbildungsgrad. Sind
dann ¢y: I — R die stetigen Abbildungen mit ¢ (0) = 0 und

froex =exop, firk=0,1,

so gilt fiir
(t,8) = @s(t) == (1 = 8)po(t) + 51 (?)
wegen ¢o(1) = p1(1): @s(1) = @o(1) € Z, fiir alle s € I. Es folgt, dass
ex o pg(1) =1 = ex o py(0)

ist, fiir alle s € I. Nach der universellen Eigenschaft des Quotienten I — S!
(vgl. 1.2.9.(a)) gibt es deshalb genau ein H:S' x I — S! mit

H(ex(t),s) = ex o pg(t)

und H ist stetig. Es ist aber H = (hs) dann offenbar eine Homotopie von f;
nach f;, denn

H(ex(t), k) = ex o pr(t) = fr(ex(t))
fir k = 0,1 und ex: I — S! ist surjektiv. Also ist tatsdchlich fo ~ fi. O
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Kommentar 2.1.22 (a) Es ist also in unserem Fall [S',S!] zunéchst als
Menge bijektiv zu den ganzen Zahlen Z vermége deg: [SY,S!] — Z,

deg([f]) := deg(f),

welches ja nach dem Satz wohldefiniert und injektiv, aber wegen Bei-
spiel 2.1.16 auch bijektiv, ist.

(b) Aber [S',S'] trigt auch noch zwei natiirliche Verkniipfungen: Erstens
wissen wir schon aus 2.1.6.(a), dass wir zwei Homotopieklassen kompo-
nieren konnen,

[f]- gl =[f oyl

Bedenkt man, dass jedes f € C(S',S') homotop zu der Potenzfunktion
pot,: S' — S', pot,(2) = 2™ mit n = deg(f) ist (vgl. Satz 2.1.21 und
Beispiel 2.1.16.(c)), so sieht man unmittelbar, dass

deg(f o g) = deg(f) deg(g)
ist (siehe auch Aufgabe 2.4.5), fiir alle f,g € C(S',S!).

(c) AuBerdem ist S' auch noch eine Gruppe (unter der komplexen Multipli-
kation). Deshalb kann man auch noch folgende ,, Addition* auf [S!,S']
durch

1+ 19l = 1f - d]
einfithren, wo nun f-¢:S* — S! die Abbildung z — f(2)g(z) meint. Ist
namlich f ~ f"und g ~ ¢/, so ist auch f g~ f'- ¢ und weiterhin gilt

deg(f - g) = deg(f) + deg(g)

fiir alle f, g (siche Aufgabe 2.4.6). Auf diese Weise wird dann ([S*, S'], +, -
sogar zu einem Ring, der vermoge deg isomorph zu den ganzen Zahlen
Z ist.

Satz 2.1.23 (Borsuk-Ulam). Sei f:S* — R? stetig. Dann gibt es ein x € S?
mit f(x) = f(—z).

Beweis. Wir fassen im Folgenden die Kreislinie S' auch als Teilraum der
Sphire S? auf, in dem wir sie als Aquator einbetten,

S? = {r=(2t)eCxR: [z2+t* =1},
St = {r=(2t)eS*: t=0}
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Angenommen nun, wir haben ein stetiges f:S* — R* = C mit f(z) # f(—x),
fiir alle z € S?. Dann setzen wir f:S? — St

@) - ()
1) = 1 F @ = Fa)]

und g := f|S':S! — S'. Es ist dann g nullhomotop, denn G:S' x I — S,
G(z,t) = f(tz, V1 —12)

ist eine Homotopie von cf ;) nach g (vgl. Abbildung 2.4).

Abbildung 2.4: zum Satz von Borsuk-Ulam

Es folgt, dass der Abbildungsgrad von ¢ gleich Null ist. Sei andererseits
: I — R die stetige Funktion mit ¢(0) = 0 und

goex =g(l)exo .

Nach Konstruktion von g haben wir auflerdem, dass g(z) = g(—=z) ist, fur
alle z € S*. Es folgt damit

g(Dex o p(t + l) = goex(t+ %) = g(ex(t)ex(%)

2
= g(—ex(t)) = —g(ex(t)) = —g(1)ex o p(t)
= g(lex(e(r) + ),
also . ]
ex(ip(t + 5) —(t) — 5) =1,
d.i. ' X
et+=)—pt)— ==k €Z,
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fiir alle ¢t € [0, %], unabhéngig von t, da stetig und ganzzahlig. Insbesondere

erhalten wir ] . .
—) = (0 —+k==-+k
P(5) = p(0)+ 5+ =5+

und

deg(g)—w(l)—@(%)+%+k—2k+1#0,

weil ungerade. Widerspruch! Also gibt es ein solch stetiges f:S? — R? nicht.
0.

Definition 2.1.24 Sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum.

(a) Esheifit A ein Retrakt von X, wenn es eine stetige Abbildung 7 X — A
mit r|A = id4 gibt. Man nennt dann r eine Retraktion von X nach A.

(b) Seii: A — X die Inklusion. Es heifit A ein Deformationsretrakt von X,
wenn es eine Retraktion r: X — A gibt, so dass ior: X — X homotop
zur Identitat auf X ist, 1or ~ idy.

Kommentar 2.1.25 (a) Ein Retrakt braucht kein Deformationsretrakt
zu sein. Z.B. ist eine einpunktige Teilmenge A = {zp} C X stets ein
Retrakt, aber A ist nur dann Deformationsretrakt, wenn X zusammen-
ziehbar ist.

(b) Ist i:A — X wieder die Inklusion, so ist eine Retraktion r: X — A
gerade ein Linksinverses von ¢, r o ¢ = id4. Fiir eine Deformationsre-
traktion r gilt zudem, dass r auch ein Rechtsinverses von i ist, wenn
man von Abbildungen zu Abbildungsklassen iibergeht:

[i][r] = [i o r] = [idx].
Beispiel 2.1.26 S"~! C R"\ {0} ist ein Deformationsretrakt vermoge r: R™\
{0} - S"!, z — % und der Homotopie H = (h;) mit

||

(vgl. Abbildung 2.5). Allerdings ist S C B? kein Retrakt, wie wir in Korollar
2.1.19 gesehen haben.

Definition 2.1.27 Zwei topologische Rdume X und Y heiflen homotopie-
daquivalent oder vom gleichen Homotopietyp, wenn es stetige Abbildungen
f:X =Y und ¢: Y — X gibt mit

gof~idx und fog~idy.
Wir schreiben dann: X ~ Y.
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Abbildung 2.5: der Deformationsretrakt S*—!

Kommentar 2.1.28 (a) Ein Deformationsretrakt A C X ist offenbar vom
gleichen Homotopietyp wie X, A ~ X, vermoge der Inklusion i: A — X
und einer Deformationsretraktion r: X — A.

(b) Ein topologischer Raum ist genau dann zusammenziehbar, wenn er den
Homotopietyp des einpunktigen Raumes pt hat (vgl. Aufgabe 2.4.9),
X ~ pt.

(c) Ein Teilraum A C X, der homotopiedquivalent zu X ist, A ~ X,
braucht aber kein Deformationsretrakt, nicht mal ein Retrakt von X, zu
sein. Z.B. gilt fiir X = I? und A C X dem Kammraum (vgl. 1.3.10 und
Abbildung 1.5), dass beide zusammenziehbar sind, A ~ pt ~ X (und
die Homotopiedquivalenz ist transitiv). Es gibt aber keine Retraktion
von X auf A (siehe Aufgabe 2.4.10).

Beispiel 2.1.29 Sei T? der 2-dimensionale Torus und p € T?. Dann hat
T2\ {p} den Homotopietyp von S' VS', der Figur Acht (siche Abbildung 2.6
und Aufgabe 2.4.11).

Definition 2.1.30 Sei g € N mit g > 2 und E,, das regulire 4g-Eck mit
den Ecken w, = exp(27ri£), E=0,...,49 — 1. Sei weiter R auf Fy, die

Aquivalenzrelation, die von
Qjy1 - (1 — t)(.d4j + tw4j+1 ~ tw4j+2 + (1 - t)UJ4j+3
biy1: (1= t)wajpr +twajpe ~ twajpg + (1 — 1)wajpa,
te€l0,1],7=0,...,9 — 1, auf dem Rand 0E,, erzeugt wird.

Dann nennen wir

Fyg := Eug/~
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Abbildung 2.6: der gelochte Torus

Abbildung 2.7: die geschlossene Flache vom Geschlecht g
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die geschlossene, orientierbare Fliche vom Geschlecht g. Mit Fy := S? und
F, := T? bezeichnen wir die geschlossenen, orientierten Flichen vom Ge-
schlecht ¢ = 0 und g = 1 (siche 2.7).

Kommentar 2.1.31 Die geschlossene, orientierbare Fliche vom Geschlecht

g ist homoomorph zu einer Brezelfliche mit g Lochern bzw. zu einer Sphére
mit g Henkeln, wie der folgende ,, Bilderbeweis* zeigt (sieche Abbildung 2.8):

Abbildung 2.8: die Brezelfliche

Abbildung 2.9: die Sphére mit g Henkeln

Bemerkung 2.1.32 Sei g € N. Dann st die gelochte Fliche vom Geschlecht
g homotopiedquivalent zu einem Bukett von 2g Kreislinien,

F,\ {p} ~S'Vv---vS' (2g-mal).

(Hierbei sollen 2g Punkte (aus jedem Summand S' einer) zu einem Punkt
identifiziert werden. )
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Beweis. Sei m: By, — F, die kanonische Projektion und o.E. p = 7(0)
(siehe auch Aufgabe 2.4.12). Sei weiter A = JEy, (relativ R?). Dann ist
A C Ey, \ {0} ein Deformationsretrakt (vgl. Abbildung 2.10) und damit

auch
Fy\ {p} = 7(Ey \ {0}) = 7(A) =S"v---vS

Abbildung 2.10: die gelochte Brezelfliche
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2.2 Die Fundamentalgruppe
Definition 2.2.1 Sei X ein topologischer Raum und p € X.

(a) Ein Weg a: I — X heifit geschlossen (mit Aufpunkt p), wenn a(0) =
a(l) (=p) ist.

(b) Zwei geschlossene Wege «, 3: I — X mit Aufpunkt p heiflen homotop
(relativ {0,1}), wenn es eine Homotopie H = (hs) von « nach 3 gibt,
die den Aufpunkt festldsst, hs(0) = hs(1) = p fiir alle s € [0, 1].

Abbildung 2.11: homotope Wege

Kommentar 2.2.2 (a) Weil I = [0, 1] zusammenziehbar ist, ist jeder Weg
a: I — X nullhomotop (im Sinne von Definition 2.1.1). Es wird jedoch
verlangt, dass die Homotopie (hs) den Aufpunkt respektiert.

(b) Ist A C X und f,g: X — Y stetig mit f|A = g|A, so sagt man, dass f
und g homotop relativ A sind, wenn es eine Homotopie H: X x [ — Y
von f nach g gibt, die H(z,t) = f(z) = g(z) fir alle z € Aund t € T
erfiillt.

(c) Wie in Bemerkung 2.1.3 sieht man, dass die Homotopie (rel. {0, 1}) auf
den geschlossenen Wegen mit Aufpunkt p € X eine Aquivalenzrelation
bildet. Thre Aquivalenzklassen werden mit [a] und die Menge aller mit
(X, p) bezeichnet.

Definition 2.2.3 Auf

C(p) :={a:I — X Weg: «(0) = a(l) =p}
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definiert man eine Verkniipfung * durch das Aneinanderfiigen von Wegen,

axfG:1— X,
ax ((t) = { (2t — 1),
fir a, B € C(p).

Kommentar 2.2.4 (a) Ist (ay) eine Homotopie zwischen oy und «; und
(Bs) eine Homotopie zwischen 3y und 1, so ist (as*fs) eine Homotopie
zwischen ag * ap und [y * (3. Daher ist das Produkt

m(X,p) x m(X,p) — m(X,p)
(lo],[6]) = [o[B] = [a*p]

wohldefiniert.

(b) Auf der Ebene von C(p) ist die Verkniipfung * nicht assoziativ, denn
(avx ) v und a * (3 * 7) haben zwar das gleiche Bild in X, sind aber
i.A. verschieden parametrisiert.

(c) Mit ¢,: 1 — X, ¢,(t) = p fiir alle t € I, bezeichnen wir den auf p
konstanten Weg. Auch ¢, * o und « * ¢, haben das gleiche Bild wie «,
sind aber i.A. verschieden parametrisiert, a # o * ¢, # ¢, ¥ a # .

(d) Schlieflich bezeichnen wir fiir @ € C(p) mit a~': T — X den riickwiéirts
durchlaufenen Weg,
a l(t) = a(l —t),

als den zu o inversen Weg.

Lemma 2.2.5 Seia € C(p) und ¢: I — I stetig mit (0) =0 und ¢(1) = 1.
Dann sind o und o o p homotop.

Beweis. Definiere
as(t) = a((1 = s)t + sp(t)).
Dann ist ap = a, a3 = @ o ¢ und
as(0) = as(1) = a(0) = (1) = p.
Also ist (as) eine Homotopie von «a nach a o ¢ (mit festem Aufpunkt). O

Proposition 2.2.6 Sei X ein topologischer Raum, p € X und C(p) die Men-
ge aller geschlossenen Wege mit Aufpunkt p in X. Dann gilt:
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(a) Fiir alle o, 5,y € C(p):

(b) fir alle o € C(p):
[e]ley] = [eplla] = [of;
(c) fir alle o € C(p):
[a]la™"] = [a]le] = [c)-

Kommentar 2.2.7 Es wird also m(X,p) = C(p)/~ mit dem von * indu-

zierten Produkt eine Gruppe mit Einselement [c,]. Sie heifit die Fundamen-
talgruppe von X zum Basispunkt p.

Beweis von 2.2.6: (a) Setze ¢: I — 1,

2r, 0<7<1
p(r)=q 147 <73
1 1 1
§+§7-7 §§T§1

Dann ist

(s B) vy = (ax(Fx7))op
(vgl. Aufgabe 2.4.13), also nach Lemma 2.2.5:

Abbildung 2.12: zum Beweis von 2.2.6.(a)

(b) Setze hier ¢: I — I,
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Dann ist
aop=axc

(vgl. Aufgabe 2.4.13) und damit

o] = [e]le)].

Ahnlich sieht man, dass auch [a] = [a][c,] ist.

Abbildung 2.13: zum Beweis von 2.2.6.(b)

(c) Setze hier

Dann ist (hs): ¢, ~ axa~' und Anwendung auf o ! liefert wegen (™')™ =«

auch: ¢, ~ a7 x . 0

Bemerkung 2.2.8 Sind p,q Punkte eines topologischen Raumes X und ist
v: I — X ein Weg von p nach q, so ist mit v~ 1 — X, v71(t) = v(1 — 1),

O:mi(X,q) — m(X,p), [B] = [y Bx77"]
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Ist 8y ~ 31 vermoge einer Homotopie (), so ist (y* 8,7~ 1) eine
Homotopie zwischen v * By * y~! und ~ * 8 * v~ 1. Also ist ® wohldefiniert.

Fiir alle o, 8 € C(q) ist nun:

ey« By = [yxax(yxy ) xfxy7]
= [y*(axp)*y7],
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Abbildung 2.14: Unabhéngigkeit vom Aufpunkt

wobei man fiir die letzten beiden Gleichungen dhnlich argumentiert wie im
Beweis von Proposition 2.2.6. Es ist also fiir alle [o], [5] € m1(X, q)

O([o][A]) = @ ([e)2([5])

und damit ¢ wenigstens schon mal ein Homomorphismus. Das Gleiche gilt
natiirlich dann auch fir ¥: m (X, p) — m (X, q),

U([o]) =[x axq],
und wegen v * v ' ~ ¢, (und v~ x v ~ ¢,) ist U Inverses zu @,
PoV¥=id, Vod =id.
Also ist ® sogar ein Isomorphismus. O

Kommentar 2.2.9 (a) Ist X wegzusammenhéngend, so schreiben wir aus
diesem Grund auch einfach 7 (X), wenn es nur auf den Isomorphie-
typ der Fundamentalgruppe ankommt und der Basispunkt keine Rolle
spielt. (Genau genommen meinen wir dann die Isomorphieklasse von

m(X,p), m(X) = [m(X,p)].)

(b) Ein wegzusammenhéngender Raum X, wo jeder geschlossene Weg (mit
Aufpunkt p € X) nullhomotop ist, heifit einfach zusammenhéngend,

m(X) = (1).
(¢) R™ (fiir n € Ny) (und allgemeiner jede sternformige Teilmenge A C R™)

ist einfach zusammenhéngend, denn zu o: I — R™ mit a(0) = a(1) =0
ist (a5) mit a4(t) = sa(t) eine Homotopie von ¢y nach a,

m(R") = (1).
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(d) Die Fundamentalgruppe eines (wegzusammenhingenden) Raumes X
ist i.A. nicht abelsch. Z.B. werden wir spéter sehen (siche Beispiel
2.2.44), dass fiir die obere Schlaufe o und die untere Schlaufe 8 der
Figur Acht das Produkt a * 3 % a~! x 87! nicht nullhomotop ist.

Abbildung 2.15: die Figur Acht

Bemerkung 2.2.10
7T1(Sl) =7.

Beweis. Jeder geschlossene Weg a: I — X in einem topologischen Raum
X induziert eine stetige Abbildung a:S' — X mit @ o ex = «a, denn «(0) =
a(1) und ex: I — S! identifiziert ja gerade 0 mit 1. Wir wollen im Folgen-
den in der Notation zwischen a und @ nicht unterscheiden und fassen einen
geschlossenen Weg o wahlweise als eine Abbildung von I bzw. S! auf. Ist
etwa X = S', und o geschlossen mit Aufpunkt 1 € S!, so kénnen wir den
Abbildungsgrad deg(a) betrachten, wenn wir « als eine Abbildung von S!
nach S* betrachten.

Wir behaupten nun, dass ®:m(S!,1) — Z, [a] — deg(«), wohldefiniert
und ein Homomorphismus ist. Die Wohldefiniertheit folgt aus Proposition
2.1.17 und die Homomorphie folgendermafien: Sind «, 3 € C(1) beliebig und
v, : I — R die stetigen Abbildungen mit ¢(0) = 1(0) = 0 und

aoex=exoy, [oex=exo1,

so ist
(axB)oex =exox

und x(0) = 0 fiir
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also

Ist deg(a) = 0, so zeigt Satz 2.1.21, dass a ~ ¢; (sogar relativ {1} C S!)
ist, also [@] = 1 und damit ¢ injektiv. Da fiir jedes n € Z auch ®([a]) = n ist,
wenn man a(t) = ex(nt) (jetzt wieder als Abbildung von I nach S!) setzt,
ist ® auch surjektiv. Also ist ® ein Isomorphismus. O

Kommentar 2.2.11 (a) Bis hier haben wir jedem punktierten topolo-
gischen Raum (X, p) eine Gruppe m1(X,p) zugeordnet. Nun ordnen
wir auch jeder stetigen Abbildung zwischen punktierten topologischen
Réumen f: (X, p) — (Y,q), d.h. f(p) = ¢, einen Homomorphismus

m(f) = fem(X,p) — m(Y,q)

wie folgt zu: [o] — [foa]. Das ist tatsichlich zunéchst mal wohldefniert,
denn ist H: v >~ (3, s0ist fo H: foa ~ f o (3. Dann ist f, aber auch
ein Gruppenhomomorphismus, denn aus f o (a*x 3) = (foa) * (f o)
folgt:

fe([a][8]) = f+([ad) £(18])-

f« = m(f) heiBt der von f induzierte Gruppenhomomorphismus.

(b) Wir wollen nun diese Zuordnung zwischen einer Theorie (hier der to-
pologischen Rdume) in eine andere Theorie (hier der Gruppen) etwas
systematischer fassen, weil wir weitere Beispiele dhnlicher Art noch
héufiger antreffen werden.

Definition 2.2.12 Eine Kategorie C besteht aus den folgenden drei Daten:

(a) Einer Klasse von Objekten X,Y, Z, .. ;

(b) fiir je zwei Objekte X, Y einer Menge von Morphismen Mor(X,Y) =
{f’g7h7"'};

(c) fiir je drei Objekte X, Y, Z aus einer Abbildung
Mor(X,Y) x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z), (f,9) = g/,

die Komposition in der Kategorie heif3t.
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Diese Daten miissen folgende Axiome erfiillen:

(i) Fir f € Mor(X,Y), g € Mor(Y, Z) und h € Mor(Z, W) (und Objekten
X,Y, Z und W) gilt:

h(gf) = (hg)f (Assoziativitit);

(ii) fiir jedes Objekt X existiert ein Element idx € Mor(X, X), so dass
fiir alle Objekte Y und allen Morphismen g € Mor(X,Y) und h €
Mor (Y, X) gilt:

gldX =4g, ldxh = h.

Kommentar 2.2.13 (a) Die Identitat idy € Mor(X, X) ist eindeutig be-
stimmt (siehe Aufgabe 2.4.14).

(b) Ist f € Mor(X,Y) und gibt es ein g € Mor(Y, X), so dass ¢gf = idy und
fg = idyist, so ist auch g eindeutig bestimmt (siche Aufgabe 2.4.14). Es
heifit dann f ein Isomorphismus der Kategorie und X und Y isomorph.

Beispiel 2.2.14 (a) Die Kategorie C = Ens der Mengen mit ihren Ab-
bildungen, Mor(X,Y") := Abb(X,Y), und der Komposition von Abbil-
dungen;

(b) die Kategorie C = Top der topologischen Rdume mit den stetigen
Abbildungen und ihren Kompositionen;

(c) die Kategorie C = HTop der topologischen Raume mit den Homoto-
pieklassen von stetigen Abbildungen, Mor(X,Y) = [X,Y], und ihren
Kompositionen;

(d) die Kategorie C = Top, der punktierten topologischen Raume (vgl.
Kommentar 2.2.11.(a), zusammen mit ihren offensichtlichen Morphis-
men und ihrer offensichtlichen Komposition);

(e) die Kategorie C = Grp der Gruppen und ihrer Homomorphismen.

(f) Sei K ein Korper. Dann haben wir die Kategorie Vecty der K-Vektor-
rdume und ihrer linearen Abbildungen;

(g) die Kategorie C = Ab der abelschen Gruppen;

(h) die Kategorie C = Mf der (differenzierbaren) Mannigfaltigkeiten, ...
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Definition 2.2.15 Seien C; und Cy Kategorien. Ein (covarianter) Funktor
T:Cy — Cy ordnet jedem Objekt X; in C; ein Objekt Xy = T'(X7) in Cy zu
und jedem Morphismus f € Mor(Xy,Y]) in C; einen Morphismus T'(f) =
f« € Mor(T'(X,),T(Y1)) in Cy so zu, dass folgendes gilt:

(a) Fiir jedes Objekt X in Cy ist T'(idx,) = idp(x,);

(b) fiir je zwei komponierbare Morphismen f € Mor(Xy,Y]) und g €
Mor(Y1, Z1) in C; gilt:

T(gf) =T(T(f) kuz (9f). = gufe
Beispiel 2.2.16 (a) Es ist m: Top, — Grp ein Funktor, denn
m(id)([a]) = [id o a] = [o]
fiir alle @ € C(p) fiir einen punktierten Raum (X, p), also schon mal

1 (ld(XJ,)) = idﬂl(XJ))‘
AuBerdem ist fiir alle komponierbaren Morphismen f und ¢ in Top,
(mi(g/))([e]) = [gofoa]l=m(g)([foa])
= m(g)m(f)([a]),
fir alle o € C(p).

(b) Fiir jeden topologischen Raum X sei mo(X) C P(X) die Teilmenge der
Wegkomponenten von X,
mit
U(z;) ={y € X : es gibt einen Weg von z; nach y},
wo (z;)ies ein vollstdndiges Représentantensystem ist,
mo(X) ={U(x;) : i €I}
(vgl. auch 1.3.11). Fiir ein stetiges f: X — Y, mit

x={J_ U, v=U_Uw)

ic jeJ
existiert fiir jedes ¢ € I genau ein j € J, so dass f(U(z;)) C U(y;) ist.
Setze nun mo(f) = fo:mo(X) — mo(Y),

f(U(x:)) = Uly;)-

Dann ist 7y ein Funktor von Top nach Ens.
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(¢) Man betrachte C: Top — Top gegeben durch C(X) den Kegel iiber X
(vgl.1.2.10) und fiir f: X — Y setze C(f):C(X) — C(Y),

[(, )] = [(f (), 1].
Dann ist C ein Funktor von Top auf sich selbst.

Kommentar 2.2.17 (a) Fiir die Definition eines kontravarianten Funk-
tors siehe Aufgabe 2.4.15.

(b) Sei k € Ny. Auf der k-Sphire S* betrachten wir den Punkt 1 :=
(1,0,...,0) und machen damit S* zu einem punktierten Raum (S*,1).
Ist (X, p) ein beliebiger punktierter Raum, so nennen wir zwei Morphis-
men «, 3: (S¥,1) — (X, p) homotop, a ~ 3, wenn es eine Homotopie
H:(S*,1) x I — (X, p) gibt, die die Aufpunkte respektiert, H(1,t) = p
fiir alle ¢ € I. Dann nennt man

me(X,p) = Mor((S*,1), (X, p))/~

die k-te Homotopiegruppe von (X, p). Sie misst, grob gesprochen, die
»k-dimensionalen Locher® in (X, p). Fiir einen Morphismus f: (X, p) —
(Y, q) setzt man dann natiirlich weiter

me(f)([a]) = [f o al.

Das ist wohldefiniert und macht 7 zu einem Funktor von Top, nach
Ens (siehe Aufgabe 2.4.17). Er stimmt fiir £ = 1 im Wesentlichen mit
dem Fundamentalgruppenfunktor tiberein (wenn man bei letzterem die
Gruppenstruktur vergisst) und fiir £ = 0 mit dem Wegkomponenten-
funktor aus Beispiel 2.2.16 (vgl. Aufgabe 1.4.41). (Man kann fiur k£ > 2
die Menge 7 (X, p) mit einer Gruppenstruktur versehen, die dann sogar
abelsch ist (siche Aufgabe 2.4.25).)

Bemerkung 2.2.18 Sei T:C; — Cy ein Funktor und f € Mor(X,Y) ein
Isomorphismus in Cy. Dann ist auch T(f) ein Isomorphismus in Cs.

Beweis. Ist ¢ € Mor(Y, X) Inverses zu f, gf = idx, fg = idx, so ist
T(g) € Mor(T(Y), T(X)) Inverses zu T(f), denn

T(9)T(f) =T(gf) = T(idx) = idr(x)

und
T(f)T(g) = T(fg) = T(idy) = idr(y).
Also ist auch T'(f) ein Isomorphismus. O
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Kommentar 2.2.19 (a) Haben fiir zwei topologische Riume X und Y die
Mengen mo(X) und m(Y") verschiedene Kardinalitét (d.h.: gibt es keine
Bijektion zwischen ihnen), so kénnen X und Y also nicht homéomorph
zueinander sein.

(b) Haben zwei wegzusammenhéngende Rdume X und Y (also m(X) =
7o(Y) = {0}) nicht-isomorphe Fundamentalgruppen, m (X) # m(Y),
so konnen sie nicht homoomorph zueinander sein.

Definition 2.2.20 Sei C eine Kategorie und seien X; und X5 Objekte in C.

(a) Ein Tripel (X,p1,p2) bestehend aus einem Objekt X in C und Mor-
phismen p; € Mor(X, X;) (i = 1,2) heifit ein Produkt in C, wenn es zu
jedem anderen solchen Tripel (Y, q1,¢2), ¢; € Mor(Y, X;) fir i = 1,2,
genau einen Morphismus ® € Mor(Y, X)) gibt mit p;® = ¢; (i = 1,2,
vgl. Diagramm 2.16).

Abbildung 2.16: universelle Eigenschaft des Produktes

(b) Ein Tripel (X, ¢1,t2) bestehend aus einem Objekt X in C und Morphis-
men ; € Mor(Xy, X) (k = 1,2) heit Summe (oder Coprodukt) in C,
wenn es zu jedem anderen solchen Tripel (Y, j1,j2), jx € Mor(Xy,Y)
fiir K = 1,2, genau einen Morphismus ® € Mor(X,Y') gibt mit ®u = jy
(k =1,2, vgl Diagramm 2.17).

Kommentar 2.2.21 Produkte und Summen sind, sofern sie existieren, bis
auf Isomorphie eindeutig (vgl. Aufgabe 2.4.21).

Beispiel 2.2.22 (a) In Ens existieren Produkte und Summen. Sie werden
durch das cartesische Produkt X; x X, bzw. die mengentheoretische
Summe X7 4+ X5 mit ihren jeweiligen Abbildungen p;: X; x X5 — X
(1 =1,2) baw. 1 Xj, — Xq1 + Xo (k= 1,2) gegeben.
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Abbildung 2.17: universelle Eigenschaft der Summe

(b) Auch in Top existieren Produkte und Summen. Es sind dies X; x X,
mit der Produkttopologie und X; + X5 mit der Summentopologie (und
ihren jeweiligen Projektionen bzw. Inklusionen).

(¢) Auch in Top, existieren Produkte und Summen. Sind nédmlich (X7, p)
und (Xs, py) punktierte Rédume, so ist (X; x Xo, (p1,p2)) ihr Produkt
und die Einpunktvereinigung (X; V Xo, p) mit p = ¢;(p1) = t2(pa) ihre
Summe (zusammen mit den natiirlichen Abbildungen).

(d) Sei K ein Korper. Dann hat auch Vectx Produkte und Summen. Sind
Vi und V5 ndmlich K-Vektorrdume, so ist ihr Produkt V; x V4 (mit der
offensichtlichen Vektorraumstruktur) sowohl ihr Produkt als auch ihre
Summe. Allerdings gehoren zum Produkt die Projektionen p;: Vi xVy —
Vi (i = 1,2), wihrend zu der Summe die Inklusionen ¢1: V; — V; x V5,
vy — (v1,0) (und &hnlich fiir V5) gehéren. Meint man die Summe,
so schreibt man deshalb hiufig auch (will man die Abbildungen nicht
eigens erwihnen) die Notation V; @ V5. (Man beachte allerdings, dass
die Objekte der Produkt- und Summenbildung bei unendlich vielen
Faktoren bzw. Summanden auseinanderfallen, vgl. Aufgabe 2.4.24.)

(e) In Grp existieren auch Produkte und Summen. Fiir zwei Gruppen G,
und G ist das cartesische Produkt G x G5 (mit der komponentenweise
Multiplikation und ihren Projektionen) Produkt von G; und Gs in
Grp und das freie Produkt G * Gy (zusammen mit den natiirlichen
Inklusionen) ist ihre Summe in Grp (vgl. auch Kommentar 2.2.32.(b)).

Proposition 2.2.23 Der Funktor m:Top, — Grp respektiert Produkte:
Fiir punktierte Radume (X1, p1) und (Xa, p2) sowie den Projektionen p;: X1 X

Q1 (X1 % Xa, (p1,p2)) — m(X1,p1) X 71 (Xa, p2),
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[a] = ([p1oal,[p2oal),

ein Isomorphismus.

Abbildung 2.18: der Funktor m; auf Produkten

Beweis. ® = ((p1)«, (p2)«) ist die eindeutig bestimmte Abbildung, die das
Diagramm 2.18 kommutieren lasst und damit sicher ein Homomorphismus.
Zur Injektivitdt von ®: Ist ®([a]) = (1,1), so ist p; o @ ~ ¢, vermoge
einer Homotopie Hy = (h;), und &hnlich p; o a =~ ¢,, vermoge eines (hs)s.
Setzt man dann hg := ((hy)s, (he)s): I — X1 x Xy (fir s € I), so ist H =
(hs) eine Homotopie von a nach ¢, ,,), also [a] = 1. Zur Surjektivitat: Fiir
[a;] € m(X;,p;) (i = 1,2) wihle (zunéichst Représentanten und dann) o :=
ag,ap): I — X7 x Xy. Dann ist p; o o = o; und damit ®([a]) = ([au], [az]).
(I

Korollar 2.2.24 Zwei Tori T" und T™ wverschiedener Dimension, n # m,
sind nicht homdomorph.

Beweis. Es ist
Wl(Tn> = 7T1(Sl X X Sl) = 7Tl<Sl) X X Wl(Sl) =7"

und Z™ 2 Z™ fir n # m (weil z.B. Z" @7 Q = Q" oder Homy(Z", Q) = Q™
ist, — ®z Q bzw. Homyz(—, Q) Funktoren sind (vgl. Aufgabe 2.4.15.(c)) und
Q" 2 Q™ nach der bekannten Vektorraumtheorie). O

Kommentar 2.2.25 (a) Seien (X,p) und (Y, q) punktierte topologische
Réume und f, g: (X, p) — (Y, q) stetig. Eine Homotopie H = (h;) von
f nach g ist eine stetige Abbildung H: X x I — Y, so dass hi(p) = ¢
ist, fiir allet € I und hg = f und h; = g.
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(b) Betrachtet man die Aquivalenzklassen [f] unter der Homotopierela-
tion als Morphismen von (X, p) nach (Y, q), so spricht man von der
Homotopie-Kategorie der punktierten topologischen Raume HTop,,.

Bemerkung 2.2.26 Sind f,g:(X,p) — (Y,q) homotop zueinander, so ist
mi(f) = m(g9): m(X,p) — m(Y,q).

Beweis. Sei a € C(p) eine beliebige Schleife in (X, p). Ist nun (h;) eine
Homotopie von f nach g, so ist (h; o @) eine Homotopie von f o« nach goa.
Damit ist

m(f)(la]) = [f ool = [goa] = m(g)([a])-

O

Kommentar 2.2.27 (a) Ist (X, p) ein punktierter Raum und A C X ein
Teilraum von X mit p € A (wir schreiben dann auch (4, p) C (X,p)),
so nennen wir einen Morphismus 7: (X,p) — (A, p) eine Retraktion
in Top,, wenn r: X — A ein Retraktion ist mit r(p) = p. Ahnlich
nennen wir 7:(X,p) — (A,p) eine Deformationsretraktion in Top,
wenn zudem fiir die Inklusion ¢: (A,p) — (X, p) gilt: cor ~id(x, (in
Top,).

(b) Noch schérfer nennt man einen Teilraum A eines topologischen Raumes
X einen starken Deformationsretrakt, wenn es eine stetige Abbildung
r: X — A mit r ot =idy gibt, so dass tor ~ idx sogar relativ A ist
(eine starke Deformationsretraktion).

(¢) Zwei punktierte Rdume (X, p) und (Y, ¢) heilen homotopiedquivalent
in Top,, wenn es einen Isomorphismus f:(X,p) — (Y,q) in HTop,
gibt.

Korollar 2.2.28 Ist (A,p) C (X,p) ein Deformationsretrakt, so induziert
die Inklusion v: (A,p) — (X, p) einen Isomorphismus der Fundamentalgrup-
pen L (A, p) — (X, p).

Beweis. Ist r: (X,p) — (A, p) eine Deformationsretraktion, so ist r ot =
id(ap) und ¢ or ~id(xp). Es folgt

Ty Oly = (T o L)* = (ld(A:P))* = idm(AJ’)

und
teor = (1or), = (idxp))s = idx (x,p)

nach Bemerkung 2.2.26. Also ist ¢, ein Isomorphismus. O
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Kommentar 2.2.29 Allgemeiner sind fiir zwei homotopiedquivalente punk-
tierte Rdume (X, p) und (Y, ¢) ihre Fundamentalgruppen isomorph, (X, p)
=~ m(Y,q). Das folgt aus 2.2.18, denn m; faktorisiert iiber den Funktor
~: Top, — HTop,, der die Objekte erhilt, aber bei den Morphismen zu
den Homotopieklassen iibergeht, nach Bemerkung 2.2.26, d.h.: es gibt einen
Funktor 7;: HTop, — Grp mit 0 ~= 7,

m(X,p) = m(X,p) =7 (Y,q) = m(Y,q).

(vgl. Abbildung 2.19).

Abbildung 2.19: die Faktorisierung von m

Beispiel 2.2.30 Es ist
m(T?\ {p}) = m(S' vS')
und sogar allgemeiner fiir alle g € N
T (Fy\ {p}) =m(S' V.- VS (2g-mal),

denn die Deformationsretraktion von Beispiel 2.10 (Zentralprojektion radi-
al nach aufien) hélt den Basispunkt (sagen wir den Punkt, der durch die
Identifikations der Ecken in Ey, bestimmt ist) fest. Es ist sogar eine starke
Deformationsretraktion.

Definition 2.2.31 Seien GG; und G5 Gruppen. Das freie Produkt G x Gy
besteht aus allen Worten

9g=91"""Gk
(d.h. formalen Ausdriicken oder abbrechenden Folgen) mit & € Ny, so dass
gilt:
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(a) g; € Gy oder g; € Gy fir j =1,...,k und g; und g;1; sind nicht aus
der gleichen Gruppe (j =1,...,k —1). (Natiirlich kann man auch das
freie Produkt einer Gruppe GG mit sich selbst bilden, aber dann zihlen
die Buchstaben eines Wortes g abwechselnd zu dem ersten und zweiten
Faktor.)

(b)
g;#1 firj=1...k
k € Ny heiit die Liange des Wortes g = gy - - - gx. Das leere Wort g = hat
Lénge 0. Zwei Worte g = g1 - - - g, und h = hy - - - h; werden so multipliziert:
gh = g1+~ ggh1--- I,

wobei anschlieBend das Wort in die reduzierte Form durch Ausmultiplizieren
in G1 bzw. G5 und durch Weglassen der Einselemente gebracht werden muss.

Kommentar 2.2.32 (a) G; x G5 wird damit zu einer Gruppe. Ihr Eins-
element ist das leere Wort und das Inverse zu g = g1 - - - g, ist
gil = gkjl Ce gfl
Weiter bezeichne t5: Gy — G % Gy, g — 15(g), das Wort, welches nur
aus dem einen Buchstaben g € G besteht (s = 1,2).

(b) Esist dann (Gy*Ga, i1, t2) die Summe von G; und G in der Kategorie
der Gruppen, denn ist (H, j1, j2) ein weiteres Tripel, wo H eine Gruppe
und j;: Gy — H Homomorphismen sind (s = 1,2), so existiert genau
ein Homomorphismus ®: Gy x Gy — H mit ®v5 = j, (s = 1,2), ndmlich
(I) = (.j17.j2)7 dh

(g1 9x) = Jir (1) - - - Jir, (gx)  (Multiplikation in H),
wobei i, = 1 ist, falls g, € G ist, und 7, = 2, wenn g, € Gy ist
(r=1,...,k).
Erinnerung 2.2.33 Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H C G heifit ein
Normalteiler in GG, wir schreiben dann H < G, wenn
gH = Hg
ist, fiir alle g € G. Die Menge der Linksnebenklassen
G/H ={gH € P(G): g€ G}

tragt dann vermoge g1 H - goH = (g192)H selbst eine Gruppenstruktur und
G — G/H, g — gH ist ein Gruppenhomomorphismus mit ker(w) = H
(vgl. auch Aufgabe 2.4.28).
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Abbildung 2.20: das freie Produkt

Definition 2.2.34 Sei G eine Gruppe und A C G eine Teilmenge. Wir set-
zen dann

(a)
(A) = ﬂ{H C G : H ist Untergruppe, H O A},
und nennen dies die von A erzeugte Untergruppe in G,
(b)
N(A) := ﬂ{H C G : H ist Normalteiler, H D A},
und nennen dies den von A erzeugten Normalteiler in G.

Kommentar 2.2.35 (a) Es ist (A) C G die kleinste Untergruppe, die A
enthélt und N(A) der kleinste Normalteiler, der A enthélt.

(b) Eine Gruppe G heifit von einer Teilmenge A erzeugt, wenn (A) = G
ist. Sie heifit von A als Normalteiler erzeugt, wenn N(A) = G ist.

(c) Konkreter ist
(A ={al"--a;* €G: keNy, a, €A, n, €Z, r=1,...k}
und

N<A) - {b?lekGG bT:gTa,,gr_l, gTGG, CLTEA,
n. €Z, r=1,...k}.
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Sei A eine Menge. Fiir jedes a € A sei
F(a):={a": neZ}

die von a erzeugte unendlich zyklische Gruppe (und damit F(a) = Z).
Das freie Produkt
F(A) = *aeAF(a’)

heifit die von A erzeugte freie Gruppe. Sie besteht aus allen Worten
g = a?l [P a:k

(k € Ng, a, € Aund n, € Z fur r = 1,...,k) im Alphabet A (siehe
auch Aufgabe 2.4.29).

Ist G eine Gruppe und A C G ein Erzeugendensystem von G, so hat
man also einen surjektiven Homomorphismus f: F(A) — G (vgl. Auf-
gabe 2.4.29), gegeben durch

Nk

ni ni Nk
al ...ak |_>a1 ...ak’

wobei nun die Notation etwas iiberlastet ist, weil wir links das Wort in
F(A) meinen (A als blanke Menge betrachtet) und rechts die Elemente
in G ausmultipliziert werden miissen.

Ist A C G ein Erzeuger fiir eine Gruppe G und R C F(A) ein Erzeuger
als Normalteiler fir ker(f), N(R) = ker(f), so sagt man, dass G' durch
die Erzeuger A C G und die Relationen R C F(A) représentiert ist. Es
ist dann

G =~ F(A)/N(R)

und man schreibt

G = (A|R).

Proposition 2.2.36 Sei X ein topologischer Raum und U,V C X offen, so
dass X =UUV und U,V und U NV wegzusammenhdngend sind. Sei weiter
p € UNV und bezeichnen ji: (U,p) — (X,p) bzw. jo: (V,p) — (X,p) die
Inklusionen. Dann gilt, dass der induzierte Homomorphismus

D = ((j1)x (J2)u): m (U, p) x m(V, p) — m1 (X, p)

surjektiv ist (siehe auch Diagramm 2.21).



2.2. DIE FUNDAMENTALGRUPPE 69

Abbildung 2.21: der induzierte Homomorphismus

Kommentar 2.2.37 (a) Man beachte, dass schon (j;).:m(U,p) —
71 (X, p) nicht mehr injektiv zu sein braucht, denn ein geschlossener
Weg o« in U kann ja in X zu p zusammenziehbar sein, nicht aber in U.

(b) Ist o ein Weg in U, so schreiben wir [a]y fiir die Aquivalenzklasse in
m (U, p) und [a]x oder nur [o] fir die Aquivalenzklasse in 7 (X, p). Es

ist also
(Jj1)«([a]r) = [a]x.

Beweis von 2.2.36. Sei « ein geschlossener Weg in (X, p). Da o }(U)
offen und I lokal wegzusammenhéngend ist, ist jede Wegkomponente von
a1 (U) offen und wegzusammenhiingend und damit ein Intervall (vgl. Auf-
gabe 2.4.30). Da nun X = U UV ist, iiberdecken die Wegkomponenten von
a1 (U) und a=*(V) das Einheitsintervall I. Da dieses kompakt ist, kommt
man mit nur endlich vielen dieser Wegkomponenten aus und indem man
man evtl. iiberfliissige noch einmal weglésst, kann man diese Intervalle so
anordnen, dass sie abwechselnd zu a~'(U) bzw. a='(V) gehoren. Es gibt
deshalb eine Unterteilung 0 = tg < -+ < ¢, = 1 (mit £ € N) von [ der-
art, dass [t,_1,t,] abwechselnd zu a1 (U) bzw. a=*(V) gehort (r =1,...,k).
Insbesondere ist p, := «a(t,) € UNV fir r = 0,..., k. Wir definieren nun
a,: I — W, wobei nun W fiir U oder V' stehe, durch

a, (1) == a((l = 7)t,1 + 1)
(r=1,...,k). Es ist dann
O Qg k% Qe

(wie immer man die rechte Seite klammert). Da nun U NV wegzusam-
menhéngend ist, existieren Wege y,. von p nach p, in U NV, wobei wir wegen
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po = pr = p die Wege 7y und ~y, als den konstanten Weg ¢, annehmen
diirfen. (Die Voraussetzung, dass auch U und V, und damit auch X, weg-
zusammenhéngend sind, brauchen wir nicht. Man bekommt ohne sie freilich
auch nur eine Aussage iiber die Wegkomponenten von U, V bzw. X, die p
enthalten.) Nun definieren wir die geschlossenen Wege £,,

ﬁr = Yr—1 % O X Yy
welche wir abwechselnd in U bzw. V' liegend betrachten. Es ist nun einerseits
ok~ Bkex

und andererseits
[67"] = (]J*(WT]W)»
wobei ¢ = 1 ist, wenn W = U ist und + = 2 bei W = V. Nun ist klar, dass

O([Bloy -+ [Belv) = Ui)«[Bulon) -+ - (i)« ([Brlv,)
= [B] - [Bk] =[]

ist, wobei man nun abwechselnd i, = 1 oder i, =2 bzw. U, = U bzw. U, =V
setzen muss. ¢ ist also surjektiv. O

Abbildung 2.22: zum Beweis von Proposition 2.2.36

Korollar 2.2.38 Ist ein topologischer Raum X Vereinigung zweier offener
einfach zusammenhdngender Teilmengen U und V', deren Durchschnitt weg-
zusammenhdngend ist, so ist X auch einfach zusammenhdngend.

Beweis Da m1(U) = (1) und m (V) = (1) ist, ist natiirlich auch m(U) *
m (V) = (1) und daher auch das Bild von ® aus 2.2.36, welches aber ganz
m1(X) ist, also tatsdchlich
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Beispiel 2.2.39 (a) Die Sphéren S™ sind fiir n > 2 einfach zusammen-
héngend,
m(S") = (1),
denn U = S™\{Stdpol} = R" und V' = S™\{Nordpol} = R" erfiillen die
Voraussetzungen des Korollars 2.2.38. (S* ist, wie wir ja schon wissen
(siche Bemerkung 2.2.10) nicht einfach zusammenhingend und S° ist
ja nicht mal wegzusammenhéngend.)

(b) Es ist R™ 2 R? fiir n > 3 (und fiir n = 1 auch nicht, wie wir ja schon
wissen (siehe Beispiel 1.3.12), und fiir n = 0 sowieso), denn ist R" = R?|
so ist auch R™\ {p} = R?\ {0} (fiir einen Punkt p € R™). Aber S"!
ist ein (starker) Deformationsretrakt von R™ \ {p} und hat damit die
gleiche Fundamentalgruppe. Das fiihrt auf den Widerspruch

(1) =m(8") = m(R"\ {p}) = m(R*\ {0}) = m(S") = Z,

fiir n > 3. (Es ist auch richtig, dass sogar R" 2 R™ ist fiir alle n # m
(siche 3.3.3). Der Beweis erfordert allerdings andere Funktoren wie 7
(bein = 1) und m (bei n = 2).)

(c) Fir alle (n,m) € Ny x Ny ist auch
T" 2% 8S™,

aufler natiirlich fiir (n,m) = (1,1), denn T* = S! nach Definition.
(Hier verstehen wir T° als den einpunktigen Raum.) Es ist ndmlich
m(S™) = (1) fiir m > 2, wihrend m(T") = Z" ist fir alle n € Ny.
Insbesondere ist also

St x St §?
(beachte aber ,,das Potenzgesetz“ 1.2.11.(b)).

Vorbereitung 2.2.40 Was liegt also nun im Kern von ® = ((j1)«, (j2)«)?
Bezeichnen wir dazu mit ¢1: U NV — U und 75: UNV — V die natiirlichen
Inklusionen. Weil nun offenbar das Diagramm 2.23 kommutiert, j;0i; = j0io,
ist sicher

(1)« (@)« ([Junv) = (J2)(iz)«([]unv) = [al],

fiir alle [o] € 7 (UNV, p), Wir setzen nun N <7 (U, p) *m1(V, p) den von den
zweibuchstabigen Wortern (1) ([a]) (i2)«([] 1) ([a] € 71 (UNV, p)) erzeugten
Normalteiler,

N:=N ((il)*([a])(ig)*([&]’l) em(Uy,) *m(V,p): [a) e m(UN V,p)) ,

und nennen dies den von 71 (U NV') erzeugten Normalteiler in w1 (U) x w1 (V).
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Abbildung 2.23: der von U NV erzeugte Normalteiler

Lemma 2.2.41 Fir allec € N C m(U,p) *m(V,p) ist (c) = 1.
Beweis. Ist
¢ = (ir)«([a])(i2)<([o] ")
fiir ein v € m (U NV, p), so ist
®(c) = (j1)«(ir)«([a])(j2)s(i2)«([a] )
= (1)« ()([e])((72)s(2)«([a]) ™" = la]x[ax]™" =1,
und da ker(®) C w1 (U, p) x m1(V, p) ein Normalteiler, folgt:
ker(®) O N.

O

Satz 2.2.42 (Seifert-van Kampen). Sei X ein topologischer Raum, U und V
set offen mit UUV = X und es seien U, V und UNV wegzusammenhdngend
sowie p € UNV. Sei ®:my (U, p) xm1(V,p) — m(X),p) der von den Inklusio-
nen induzierte Homomorphismus, N < (U, p)*m1(V,p) der von m(UNV, p)
erzeugte Normalteiler und schliefSlich

®: (my (U, p) * m(V.p))/N = m(X,p)
der davon induzierte Homomorphismus. Dann gilt: d ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir kiirzen zunédchst ab: G; = m (U, p), Go = m(V,p) und G =
71 (X, p) und notieren fiir ein ¢ € G; * G mit ¢ die Restklasse in Gy * G/ N,
¢ = ¢N. Fiir jeden geschlossenen Weg (3 in U NV ist dann

e~ -~

[ﬁ]U = Wv,
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denn
BluBly' = (@)«([Bluav) (@)« ([Blurav) ™" € N.

Seinun ¢ = [B] - [Gk] € G1%Gy mit ®(c) = 1, wobei nun 5, (r = 1,...k) ein
geschlossener Weg in U bzw. V ist. Zu zeigen ist: ¢ = 1, denn @ ist ohnehin
schon surjektiv, weil ® es ist nach 2.2.36. Es existiert also eine Homotopie
H:I? - X von

Bi=Bix- b,

auf c¢,, wobei wir die rechte Seite so paramatrisiert verstehen wollen, dass
B auf [(r — 1)/k,r/k] parametrisiert ist (r = 1,...k). Wir wollen nun im
Folgenden k evtl. erhdhen, zerlegen dabei die Wege in (3, in ein Produkt
von Teilwegen und nehmen dabei in Kauf, dass die einzelnen Wege zwar
immer noch in U oder V' verlaufen, aber nicht mehr notwendig geschlossen
sind. Es ist namlich (H—(U), H~*(V)) ein offene Uberdeckung der kompak-
ten Teilmenge I%. Deshalb gibt es eine Lebesguesche Zahl A > 0 fiir diese
Uberdeckung, d.h.: eine Teilmenge Q) C I?, deren Durchmesser kleiner als A
ist, liegt in H~1(U) oder H~ (V) (vgl. Aufgabe 2.4.31). Wir konnen deshalb
k so weit vergroflern, dass fiir jedes Teilquadrat (0 <r,s <k —1)

T r—l—l]x[s 5—1—1]
k' k kT k

gilt: H(Q) C U oder H(Q) C V.

Q=

Abbildung 2.24: zum Beweis des Satzes von Seifert und van Kampen

Sei nun I' C R? das Gitter %Z X %Z. Weil U, V und U NV wegzusam-
menhéngend sind, kénnen wir nun Hilfswege v, von p nach H(q) in U, bzw.
V oder sogar in U NV fiir jeden Punkt ¢ € T' N I? wiihlen, je nach dem,
ob H(q) e U\ V, V\U oder in UNYV liegt. Fiir die Gitterpunkte, die auf
den Seiten {0} x Z bzw. {1} x Z liegen, nehmen wir wieder v, = ¢, an.
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Nun betrachten wir fiir jede Kante v von ¢; nach einem benachbarten ¢, den

geschlossenen Weg

(sieche Abbildung 2.25).

Abbildung 2.25: die Hilfswege v

In 72 gilt nun fiir jedes Quadrat Q C I? mit Kanten u, 7, 0, [ (unten,_rechts,
oben, links), dass u*r ~ [ %o rel {0, 1} ist. Deshalb ist auch @7 ~ [ * 06 (in

U,V bzw. UNV) und damit

o~ A~ o~

[a]lr] = [l][o],

wobei wir nun nicht mehr darauf achten miissen, ob wir die Klasse in GGy oder
G5 betrachten. Sind nun hy, hei1: I — I? benachbarte Horizontalen, so ist

heg1 = 01 % %0
~ (ll_l*ul*ﬁ)*"'*(l;l*u’f*rk)7

und weil lfl =cp, =T und rj = [ ist, ist

und damit
ol = Bl
= [w]--[w] = [h),

fir j =1,...k — 1. Iteriertes Anwenden liefert deshalb
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Korollar 2.2.43 Ist X Vereinigung wegzusammenhdngender, offener Men-
gen U und V', deren Durchnitt einfach zusammenhdngend ist, so ist

m(X) = m(U) 1 (V).

Beweis. Wegen 71 (U N'V) = (1) ist hier natiirlich N = (1). O
Beispiel 2.2.44 (a) Ist X ein Bukett aus n Kreislinien, so ist m1(X) die

freie Gruppe in n Erzeugern,
TSPV VSH =Zx - xZ = Fl(ay,...,a,).
Insbesondere ist im Falle der Figur ,, Acht*:
m(Acht) = F(a, )

(siehe Abbildung 2.26). Man verdickt némlich etwa bei der Figur Acht
die beiden Summanden ¢(S') und »(S') zu offenen Teilmengen U
und U, die einerseits homotopiedquivalent zu S! sind und deren Durch-
schnitt andererseits zusammenziehbar, insbesondere einfach zusammen-
hangend, ist. Ahnlich argumentiert man bei mehreren Summanden.

Abbildung 2.26: die Erzeuger der Fundamentalgruppe der Acht

Fiir die Brezelfliche IF; vom Geschlecht g € Ny gilt:
7T1(Fg) = F(al, bl, A2, ...,0q, bg)/N(Clelal_lbl_l cee agbgag_lbgl),

also der freien Gruppe in 2¢g Erzeugern mit einer einzigen Relation.
Denn hier kann man U = F,\ {p} und V = B? einer (kleinen, offenen)
Kreisscheibe um p, setzen. Dann ist m(U) = F(aq,...,b,), m(V) =
(1) und UNV = B?\ {0} ~ S', und fiir einen der beiden Erzeuger
aem(UNV)="7Iist

(ir)«([a]) = [az # - % by ]
(vgl. Abbildung 2.27).
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Abbildung 2.27: die Fundamentalgruppe der Brezelfliche
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2.3 Uberlagerungen

Definition 2.3.1 Sei X ein zusammenhéngender Raum. Ein Paar ()N( ,TT)
heiBt (zusammenhingende) Uberlagerung von X, wenn X ein zusammen-
héingender Raum ist und m: X — X stetig ist, so dass gilt: Jeder Punkt
x € X besitzt eine offene Umgebung U C X, so dass

w0 -U,0

mit offenen Mengen U; C X ist, derart, dass W‘Uii U, — U ein Homdomor-
phismus ist.

Abbildung 2.28: eine Uberlagerung

Kommentar 2.3.2 (a) Ist U C X eine offene Umgebung von = € X wie
in 2.3.1, so sagen wir, dass U gleichméfig iiberlagert ist.

(b) Das Urbild F € X eines Punktes 2 € X, F = 7 '(z), nennt man
die Faser von 7 iiber z. Ihre Teilraumtopologie ist diskret (vgl. auch
Aufgabe 2.4.36).

(c¢) Die Kardinalitdt card(/) der Faser tiber x € X ist unabhéngig von x.
Denn ist U C X eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung von = und
y € U beliebig, so ist offenbar

card(7*(y)) = card(I) = card(n~!(z)).

Definiert man daher 2 ~ y in X, wenn card(n'(z) = card(7~"(y)
ist, so ist ~ eine Aquivalenzrelation, bei der jede Aquivalenzklasse of-
fen ist. Da X aber zusammenhédngend ist, kann es deshalb nur eine
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Aquivalenzklasse geben (denn eine Klasse ist offen und ihr Kompli-
ment, als Vereinigung offener Klassen, auch). D.h.: Alle Fasern haben
die gleiche Kardinalitét. Insbesondere ist 7 surjektiv. Diese Kardina-
litdt heifit dann die Bldtterzahl von 7. Fiir ein gleichméBig iiberlagertes

U C X mit _
-1 o T
T (U) = Uz’eIUZ
heiflen Ul C X die Blitter von 7 iiber U.

Beispiel 2.3.3 (a) 7 = exxR — S' ist eine (abzihlbar) unendlich-blitt-
rige Uberlagerung, denn fiir U = S'\ {1} bzw. V = S'\ {1} ist

: : 1 1
177 — 11 — 4 L
ex Y(U) = Unez(n,n +1) bzw. ex (V) = Unez(“ S5,
und ex|(n,n + 1) bzw. ex|(n — 3,n + 3) sind Homdomorphismen (vgl.
Aufgabe 2.4.37.(a)).

(b) Fiir jeden zusammenhéngenden Raum X ist die Identitét eine (1-blatt-
rige) Uberlagerung.

(c) Auch die Potenzfunktion pot,:S" — S', z + 2", ist fiir n € N eine
Uberlagerung (siehe Aufgabe 2.4.37.(b)). Sie hat die Bldtterzahl n.

(d) Sein € Nund P" = 8"/~ der reell-projektive Raum. Dann ist auch die
kanonische Projektion 7:S" — P" eine Uberlagerung (siche Aufgabe
2.4.37.(c)). Sie hat die Blétterzahl 2.

Kommentar 2.3.4 (a) Eine Uberlagerung m: X — X ist also notwendig
surjektiv und ein lokaler Homéomorphismus, d.h.: fiir alle Z € X gibt
es eine Umgebung U C X, so dass mit U := 7(U) gilt: U C X ist offen
und 7|U: U — U ist ein Homéomorphismus.

(b) Es ist aber z.B. ex|(0,2): (0,2) — S' surjektiv und lokal homdomorph,
aber keine Uberlagerung (denn 7—*(1) hat nur ein Element, 7—!(z) aber
zwei Elemente, fiir z # 1).

Definition 2.3.5 (a) Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, auf der
eine Topologie derart gegeben ist, dass die Multiplikation G x G — G,
(g,h) — gh, und die Inversenbidung G — G, g — ¢!, stetig sind.
(G x G tragt dabei natiirlich die Produkttopologie.)

(b) Eine topologische Gruppe heifit diskret, wenn G die diskrete Topologie
tragt.
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Beispiel 2.3.6 (a) Die allgemeinen linearen Gruppen GL,,(R) und GL, (C)

sind mit den von Mat,(R) = R" bzw. Mat,(C) = C" induzier-
ten Teilraumtopologien topologische Guppen. Das Gleiche gilt fiir je-
de (abgeschlossene) Untergruppe G C GL,(K) (K = R,C), z.B. der
orthogonalen Gruppe O,(R) C GL,(R) oder der unitiren Gruppe

U(n) € GL,(C) (n € N).

Jede endliche Gruppe oder auch G' = Z ist mit der diskreten Topologie
eine diskrete Gruppe. Auch jede diskrete Untergruppe (vgl. Aufgabe
1.4.5) I' € GL,(R) ist eine diskrete Gruppe.

Definition 2.3.7 Eine Operation oder Wirkung einer topologischen Gruppe
G auf einem topologischen Raum X wird gegeben durch eine stetige Abbil-
dung &: G x X — X,

(9,7) — ®(g,7) =: g.7,

so dass gilt:

(a)
(b)

l.x =z, fiir alle z € X

(gh).x = g.(h.x), fir alle g,h € G und =z € X.

Kommentar 2.3.8 (a) Jedes g € G operiert dann durch einen Homéo-

morphismus
p(9): X = X, 5 g,

denn ¢g~! operiert durch die Umkehrung, weil nach (b) und (a)

p(9)p(g™") = plgg™") = p(1) = idx

und damit (nach Anwendung auf g~') auch p(¢g~')p(g) = idx ist. Es
ist damit

p:G — Homoeo(X), g — p(g),
Homoeo(X) := {f: X — X : f ist Homéomorphismus},

ein Gruppenhomorphismus (wo Homoeo(X) natiirlich die Komposition
als Gruppenstruktur trage). Man nennt die Operation effektiv, wenn
p injektiv ist, d.i.: Ist ¢ € G mit g.x = z fiir alle x € X, so muss
g = 1 sein. In diesem Fall kann man G (als Gruppe) mit der Unter-
gruppe p(G) € Homoeo(X) identifizieren. Man spricht dann von einer
topologischen Transformationsgruppe.
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Héalt man x € X fest und lésst g € G laufen, so erhélt man die Bahn
Gz von x unter G,

Gr={greX: geG}.

Besteht X nur aus einer Bahn, also Gz = X fiir ein (und dann jedes)
x € X, so sagt man, dass G transitiv operiert. Es gibt dann also zu
beliebigen x,y € X stets ein g € G mit g.x = y.

Fiir jedes x € X nennt man die Untergruppe (siehe Aufgabe 2.4.38)
G, ={9g€eCG: go=u}

die Standgruppe (oder Isotropiegruppe) von x. Gilt fiir jedes g € G mit
g # 1, dass g.x # z ist, fur alle x € X, also G, = (1) fiir alle x € X,
so sagt man, dass G (fixpunkt-) frei auf X operiert.

Definiert man x ~ y auf X, wenn x und y in der gleichen Bahn liegen,
so erhiilt man eine Aquivalenzrelation (siche Aufgabe 2.4.38). Der Quo-
tientenraum (mit der Quotiententopologie natiirlich) heifit der Bahnen-
raum von X unter G und wird mit X/G bezeichnet.

Beispiel 2.3.9 (a) Sei G = O(n+1) und X = R"". Dann operiert G auf

X durch lineare Transformationen (man spricht dann auch von einer
Darstellung der Gruppe G) vermoge

g-r = g7,

wobei wir auf der rechten Seite dieser Gleichung die {ibliche Multipli-
kation einer Matrix mit einem Vektor verstehen. Fiir x = 0 ist G, = G,
d.h.: z = 0 ist ein Fixpunkt. Fiir x = (0,...,0,1) ist

Gx:{(gl ?) AEO(n)}%’O(n).

Es ist dann Gz = S C R™". Die (eingeschrinkte) Operation von G
auf S™ ist also transitiv.

Die diskrete Gruppe I' = Z" operiere auf X = R" durch Translationen
wie folgt:
v =x+7,

fir v € I' und 2 € X. In diesem Fall ist die Operation frei, I', = (1) fiir
alle x € X, und es gilt fiir den Bahnenraum X/T" (vgl. die Aufgaben
2.4.39 und 2.4.42):

X/T =T
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Definition 2.3.10 Sei I' eine topologische Gruppe und X ein topologischer
Raum. Eine Wirkung von I' auf X heifit eigentlich diskontinuierlich, wenn
jeder Punkt z € X eine Umgebung U C X besitzt, so dass fiir je zwei
Elemente 1,7, € T mit v, # v, gilt:

71(U) N7(U) =0

(siehe Abbildung 2.29).

Abbildung 2.29: eine eigentlich diskontinuierliche Wirkung

Kommentar 2.3.11 (a) Hier bezeichnen wir mit v(U) die Menge

yU)={yxeX: zeU}.

(b) Operiert I' eigentlich diskontinuierlich auf X, so operiert I' notwendig
frei und I' tragt die diskrete Topologie, denn jede Bahn I'z C X ist
diskret und die Bahnabbildung I' — I'z C X, v — ~.z, ist stetig und
bijektiv (sogar ein Homdomorphismus), vgl. Aufgabe 2.4.41.

(¢) Operiert eine topologische Gruppe G auf einem topologischen Raum X,
so notieren wir im Folgenden fiir jedes g € G den von ihm induzierten
Homo6omorphismus p(g) (vgl. 2.3.8.(a)) selbst mit g und unterdriicken
also p.

Bemerkung 2.3.12 Sei X ein zusammenhingender Raum, T eine diskre-
te Gruppe und T' operiere eigentlich diskontinuierlich auf X. Dann ist der
Bahnenraum X := X/F zusammenhdngend und die kanonische Projektion
X — X, & I'i = [#] eine Uberlagerung.
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Beweis. Sei ¥ € X beliebig, ¥ € 7 1(z), also x = I'z = [z]. Wihle nun
eine Umgebung U von Z (die man auch nach evtl. Verkleinerung als offen

annehmen darf), so dass v (U) N2(U) = 0 ist, fiir v3 # 2. Dann gilt fiir

U:=nU)CX: .
()= 0,

und 7T|U: U — U ist stetig, bijektiv und auch offen, denn

(V) =) c X

ist offen, wenn V' C X offen ist, da alle v: XX Homgomorphismen sind.
(Insbesondere ist U C X offen.) Aus diesem Grund ist auch 7 |y(U):v(U) —
U fiir jedes v € I" ein Homéomorphismus, denn

T1(U) = (x[U) o (v~ (D).
Also ist 7 tatséchlich eine Uberlagerung. O

Beispiel 2.3.13 (a) Z operiert auf R durch Translationen (vgl. Beispiel
2.3.9.(b)),
nr=x+n
(n € Z, x € R), eigentlich diskontinuierlich (siche Aufgabe 2.4.42). Der

Bahnenraum R/Z ist homdomorph zu S' vermége ex: R/Z — S! (vgl.
Aufgabe 2.4.39 und Diagramm 2.30).

Abbildung 2.30: die Kreislinie als Bahnenraum

(b) Z™ operiert auf R™ eigentlich diskontinuierlich durch Translationen (vgl.
Beispiel 2.3.9 und Aufgabe 2.4.42), y.x = x4+ v (y € Z", v € R"). Es
ist dann

R"/Z" = T".
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(¢) I' =7Z/27Z = {£1} operiert auf S (fiir jedes n € Ny) durch Punktspie-
gelung
+lox=+x

(x € S™) eigentlich diskontinuierlich (siche Aufgabe 2.4.44) und der
Bahnenraum S"/{£1} ist homodomorph zu P*(R). Es ist auch

P"(R) =R"\ {0}/R",

wo R* durch Homothetien auf X = R"™!\ {0}/R* operiert, \.x = A\x
(A € R, z € X), siehe Aufgabe 2.4.44.

(d) Sei p € N. Dann operiert I' = Z/pZ = {w € C : wP = 1} fiir jedes
teilerfremde ¢ € N mit 1 < ¢ < p auf X = S* C C? durch

w.(z1,29) = (wz1,w29)

eigentlich diskontinuierlich (siehe Aufgabe 2.4.46). Der Quotient
L(p,q) :=S*/(Z/pZ)

heifit der Linsenraum vom Typ (p, q).

Definition 2.3.14 Sei m: X — X eine Uberlagerung. Ist Y ein topologischer
Raum und f:Y — X stetig, so heifit jede stetige Abbildung f:Y — X mit
mo f = f ein Lift von f.

Abbildung 2.31: der Lift einer Abbildung

Kommentar 2.3.15 (a) Ist Y = [0,1] und f = a:] — X ein Weg, so
spricht man bei a: I — X mit m o & = « von einem gelifteten Weg.
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Abbildung 2.32: Wegeliftung iiber m = ex

(b) Ist f:S! — S! stetig und o = foex: I — X, so existiert nach Lemma
2.1.12 ein Lift ¢ = & bzgl. 7 = extR — S' (und & ist eindeutig
festgelegt durch @(0) = 0). Das zeigt bereits: Wihrend « geschlossen
ist, braucht & dies nicht zu sein.

Lemma 2.3.16 Ist m: X — X eine Uéerlagerung, [:Y — X stetig, Y zu-
sammenhdngend und sind f1, fo:Y — X Lifts von f mit fi(yo) = f2(yo) fiir
ein Yo €Y, so ist bereits f1 = fs.

Beweis. Sei y € Y beliebig, = := f(y) € X und U C X eine gleichméBig
tiberlagerte Umgebung von z. Seien dann Uy, U, C X die Blétter iiber U, die
fi(y) bzw. fs(y) enthalten. Setze nun

V= frH(0) N fy H(T).
Dann ist V C Y eine offene Umgebung von y und es gilt
AV =@|U) o f, flV =(x|la)" o,

denn im(f;|V) C Uy und 7|U; ist umkehrbar (und genau so fiir fo|V).
1. Fall: U, = U, (also fi(y) = fo(y)): Dann ist

fi(z) = (w|U) 7 o f(2) = fal2),

fiir alle z € V.
2. Fall: Uy # U, (also fi(y) # fo(y)): Dann ist

fi(z) # fol2),
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Abbildung 2.33: zur Eindeutigkeit eines Lifts

Abbildung 2.34: der Lift eines Weges

fiir alle z € V. Damit ist aber dann

M={yeY: fily) = h)}

offen, abgeschlossen und nicht leer (@a Yo € M ist). Weil Y zusammenhéngend
ist, muss M =Y und damit f; = f; sein. O

Lemma 2.3.17 (Liftung von Wegen). Sei m: X — X eine Uberlagerung,
z9 € X und v I — X ein Weg mit a(0) = zg. Zu jedem 7o € 7 wo) € X
existiert dann genau ein Lift &: 1 — X von a mit &(0) = Zy.

Beweis (vgl. den Beweis von Lemma 2.1.12 fiir den Spezialfall 7 = ex: R —
S'). Die Eindeutigkeit des gesuchten Lifts folgt sofort aus Lemma 2.3.16.

Existenz: Da 7 eine Uberlagerung ist, gibt es eine offene Uberdeckung
(Uj)jes von X, die aus gleichméfBig iiberlagerten offenen Mengen besteht
(wihle etwa als Indexmenge J = X). Dann ist auch (a~'(U;)) eine offene
Uberdeckung von I = [0,1]. Wihlen wir fiir diese nun eine Lebesgue-Zahl
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A > 0 (vgl. Aufgabe 2.4.31), so sehen wir, dass es eine Unterteilung 0 = t; <
-+« <ty =1von I gibt (k € N) und fiir jedes ¢ = 1,...,k ein j(i) € J gibt,
so dass gilt:

a(tioi, ti]) C Uja,

i =1,...,k. (Wihle etwa das Maximum der Intervallbreiten kleiner als .
Wir setzen nun U; := Uj(;).) Nun setzen wir &;: [to, t1] — X,

ay = (m|Uy) " o (al[to, 1)),

wobei U; das Blatt iiber Uy ist, welches Z itber 2y = a(0) enthiilt, a; (0) = Zo.
Sei nun U, das Blatt iiber Us, welches aq(ty) iiber «(ty) enthélt. Setze dann
dgi[tl,tg] —>X, B

Gy = (1|Uz) ™! o (al[t1, ta]),

usw. induktiv )

&; = (r|U;) ™) o (a([ti-1, ti]),
i=1,..., k Weil jeweils a;(t;) = a;1(t;) fiir i = 1,..., k — 1 ist, setzen sich
a1, - -+, Qk zu einem stetigen a: I — X zusammen, welcher nach Konstruktion
dann der gesuchte Lift von « ist. O

Lemma 2.3.18 Sei m: X — X eine Uberlagerung, o, 3:1 — X zwei Wege
in X mit gleichen Endpunkten, a(0) = B(0) =: xy und (1) = (1) =: x4,
die homotop relativ {0,1} sind. Ist nun iy, € 7 Y(x¢) und sind &, [3:1 —
X die (nach Lemma 2.3.17 eindeutig bestimmten) Lifts von o bzw. 3 mit
a(0) = B(O) = Zo, so sind auch & und 3 homotop relativ {0,1}, insbesondere
ist a(1) = ((1).

Beweis (vgl. den Beweis von Proposition 2.1.17 fiir den Spezialfall von
m = ex). Sei H:I x I — X eine Homotopie zwischen a und /5 mit festen
Endpunkten. Wir konstruieren einen Lift H: 1 x [ — X von H, mo H = H,
mit H(0,0) = .

Dann ist fir alle s €
ToH(0,s) = H(0,s) =z und mo H(1,s) = H(1,s) = z;.

Weil 7= (o) bzw. 7~ (z1) diskret ist, miissen dann s — H(0,s) bzw. s —
H(1, s) konstant sein,

H(0,s) = & und H(1,s) =: i.

H ist dann Homotopie rel. {0,1} zwischen t — H(t,0) und t — H(t,1).
Das miissen aber, da sie Lifts von a bzw. 8 mit Anfang 7, sind, wegen der
Eindeutigkeit des Lifts, gerade & bzw. [ sein. Insbesondere ist dann also

a(1) = H(1,0) = 7, = H(1,1) = B(1).
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Existenz von H: Ahnlich wie im Beweis von Lemma 2.3.17 konstruieren
wir zunéchst eine Zerlegung 0 =ty < --- < t; = 1 von I, so dass fiir jedes
Rechteck ‘/z'j = [ti—17ti] X [tj—latj] mit 1 < ’L,j < k gllt

H(V;;) C Uy,

fiir eine gleichméBig iiberlagerte, offene Teilmenge U;; von X. (Man wéhle
wieder zunichst eine offene Uberdeckung von X aus gleichmiBig iiberlagerten
Mengen, ziehe sie mittels H auf das kompakte I x I zuriick, wéhle eine
Lebesgue-Zahl fiir diese Uberdeckung und wihle schlieflich & € N so groB
dass der Durchmesser von V;; kleiner als \ ist (4,5 = 1,...,k).) Sei nun Ug
das Blatt iiber Uyg, welches Ty enthéalt. Wir setzen dann

f{OO = (7T|U()0)_1 (e} (H"/Qo)

auf V. Dann notieren wir 2y := ]Zloo(tl, tp) und nennen Uy, das Blatt iiber
Uio, welches 719 enthélt und setzen

Hyo = (n|Us) ™" o (H|V1o).

Wegen der eindeutigen Liftbarkeit des Weges s — H (1, s) miissen nun Hoo
und Hyg auf {t1} X [to, t1] iibereinstimmen und setzen sich daher wohldefiniert
zu einer stetigen Abbildung H auf VooUVip zusammen. Dieses Verfahren setzt
man nun auf V5o (und nach &k Schritten auf Vg;) usw. fort und man erhélt
den gesuchten Lift H auf ganz [ x I. O

Kommentar 2.3.19 (a) Das Liftungsproblem fir Y = [0,1] und ¥ =
[0,1]? ist wegen Lemma 2.3.17 und Lemma 2.3.18 damit gelost.

(b) Schon hier ist klar, dass die Fundamentalgruppe m(X) (eines wegzu-
sammenhingenden Raumes X) Einfluss auf die Existenz von Uber-
lagerungen m X — X von X hat. Wir fixieren im Folgenden hiufig
ein Punktepaar (xo,Zo) mit m(Zy) = zo und schreiben dann fiir eine
Uberlagerung (zwischen punktierten Riumen) 7: (X, Zo) — (X, zo).
Ist ndmlich etwa (X, z9) = (1), so gilt fiir einen Weg & von Zy zu
einem (evtl. anderen Punkt) z, € 7 '(x), dass a := 7o & geschlossen,
also nullhomotop ist, & ~ ¢,,. Aber dann ist &, als Lift von «, auch
nullhomotop, & =~ ¢z,, insbesondere ist

7 = a(1) = a(0) = &.

Es gibt also keine nicht-triviale Uberlagerung von X (vgl. Aufgabe
2.4.48).
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(¢) Sei nun Y wegzusammenhingend, yo € Y, f:(Y,y0) — (X, z) stetig
und 7y € 7 !(z¢). Eine offenbar notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Liftes f: (Y, y0) — (X, %) von f:(Y,y0) — (X,20), mo f=f,ist
nun wegen

m(m) o m(f) = m(f),
dass fiir m, = my(7) und f, = m(f) gilt:

im(f,) Cim(m,) (in m (X, x0)).

(d) Fiir einfach zusammenhingende Riume Y wie I oder I? ist diese Be-
dingung trivialer Weise erfiillt, m (Y, yo) = (1).

Abbildung 2.35: das Liftungsproblem

Satz 2.3.20 (Liftungssatz). Sei w: (X, x0) — (X, x0) eine Uberlagerung und
Y zusammenhdngend und lokal wegzusammenhdingend. Genau dann hat eine
stetige Abbildung f: (Y, yo) — (X, x0) einen Lift f:(Y,y0) — (X, %), wenn
qilt:

im(f,) Cim(m,).

Beweis ,,=“: Dies haben wir soeben (siehe Kommentar 2.3.19.(c)) gese-
hen.

,<=": Sei y € Y beliebig. Da Y zusammenhéngend und lokal wegzusam-
menhéngend ist, ist Y nach 1.3.11 auch wegzusammenhéngend. Wir wéahlen
einen Weg w in Y von gy nach y und setzen o := f o w. Sei dann & der
(eindeutig bestimmte) Lift von a mit &(0) = Z. Wir setzen f:Y — X,

fly) =a(l).
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Wohldefiniertheit von f: Wir meinen hiermit, dass die Definition nicht
von der Wahl des verbindenden Weges w von 3y nach y abhéngt. Sei dazu
v ein weiterer solcher Weg. Dann ist v * w™! geschlossen (mit Aufpunkt yg).
Wegen

fe([v*w™]) € im(m,)

existiert nun ein geschlossener Weg @ in X mit Aufpunkt Zo, so dass JAE
w™]) = m([a]), also
(fouv) (fow™) =moi

ist. Wir setzen 3 := f o v und erhalten nach Multiplikation mit f % w (und
den iiblichen Homotopieargumenten wie in 2.2.6) von rechts:

B~ (mou)*(fow)rel {0,1}.

Ist & der Lift von a := f ow und (3 der Lift von (3, so ist @ * & der Lift von
mow* (fow)=wuxamitu:= 7o, also nach 2.3.18

B~ @ * a rel {0,1},

insbesondere

also f wohldefiniert.

Abbildung 2.36: zum Beweis des Liftungssatzes

Nach Konstruktion ist

mo f(y) =moa(l) =a(l) = fow(l) = f(y)

und f(yo) = To (weil man hier den konstanten Weg w = c¢,, wéhlen kann).
Es bleibt die Stetigkeit von f zu zeigen.
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Stetigkeit von f: Sei dazu nun y € Y beliebig, # = f(y) und U C X
cine gleichmiBig iiberlagerte Umgebung von z. Sei weiter U C X das Blatt
iiber U, welches & = f(y) enthélt. Da f~'(U) C Y offen ist, kénnen wir nun
eine wegzusammenhéngende, offene Umgebung V' C Y von y wihlen, die in
F7HU) liegt (weil Y lokal wegzusammenhéngend ist).

Behauptung: f(V) C U.

Das reicht um die Stetigkeit von f in y zu zeigen, denn ist S € U (Z) eine
beliebige Umgebung, so kann man U € U(z) evtl. so verkleinern, dass U C S
ist. Aber dann ist mit der Behauptung V' C f~1(.9), also auch f~1(9) eine

Umgebung von y.

Ist also nun 2z € V und w ein Weg von y nach z in V, so ist fiir § := fow
gerade 3 = (7|U) "' o 3 der Lift von 3 mit 3(0) = Z. Fiir einen Weg v von v
nach y und & = (f ov) * (f ow) ist dann ebenso & = (f o v) * § der Lift von
a mit a(0) = Zy. Es folgt:

f(z)=a()=5(1) eU.

Abbildung 2.37: zur Stetigkeit des Lifts

Kommentar 2.3.21 (a) Um den Liftungssatz 2.3.20 im Folgenden an-
wenden zu konnen (z.B. auf Y = X selbst), nehmen wir ab sofort an,
dass X zusammenhédngend und lokal wegzusammenhéngend ist. Dann
ist fiir eine Uberlagerung 7: X — X auch X zusammenhingend und
lokal wegzusammenhéngend (7 ist ja ein lokaler Homéomorphismus)
und damit X und X auch wegzusammenhéngend. (Bisher waren beide
lediglich zusammenhéngend (vgl. 2.3.1).)
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(b) Fiir das Liftungsverhalten bzgl. einer Uberlagerung m: (X, o) — (X, x)
spielt also nun die Untergruppe

H=1im(m,) C m(X,20) = G

eine entscheidende Rolle. Wir nennen sie die charakteristische Unter-
gruppe von T.

Bemerkung 2.3.22 Sei m: (X,%0) — (X,x0) eine Uberlagerung. Dann ist
e (X, To) — m (X, x0) injektiv.

Beweis. Sei & geschlossen in X (mit Aufpunkt ), so dass @ := 7o &
homotop zum konstanten Weg ¢, ist, o ~ ¢, also [@] ein Kernelement von
.. Weil & und ¢;, die Lifts von o bzw. ¢,, mit Anfang 7, sind, gilt nach
Lemma 2.3.18, dass auch & ~ ¢;, ist, also [@] = 1 und damit 7, injektiv. O

Kommentar 2.3.23 (a) Ist m: (X,%o) — (X,20) eine Uberlagerung, so
ist ihre charakteristische Untergruppe H C (X, z¢) also (vermdge
7, ) isomorph zu m (X, Zo).

(b) Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, so erinnern wir an den
Begriff des Indexes von H in G als die Anzahl (d.i. die Kardinalitét)
der Linksnebenklassen von H in G,

G : H] := card(G/H).

Sie ist gleich der Anzahl der Rechtsnebenklassen von H in GG, weil die
bijektive Abbildung G — G, g — ¢~!, Linksnebenklassen in Rechtsne-
benklassen iiberfithrt und umgekehrt (vgl. Aufgabe 2.4.49).

Bemerkung 2.3.24 Sei 7: (X, %) — (X, z0) eine Uberlagerung mit cha-
rakteristischer Untergruppe H C (X, x9). Dann ist die Bldtterzahl von w
gleich dem Index von H in m (X, xo).

Beweis. Wir wéhlen ein vollstdndiges Représentantensystem ([o;])ier der
Rechtsnebenklassen von H in G := m(X,x9) (und wihlen fiir jeden Re-
priasentanten von Hg C G natiirlich einen Représentanten «;, ¢ € I). Dann

ist also .
6= o

und
|G : H] = card(]).
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Wir setzen nun ®: I — 71 (z),
B(i) = (1),

wo a; der Lift von o mit Anfang Z, ist. Wir behaupten, dass ® bijektiv ist
und damit dann die Behauptung der Bemerkung, da die Blétterzahl von 7
gerade die Kardinalitit von 771 () ist.

Wohldefniertheit von ®: Damit meinen wir, dass ® nicht von der Auswahl
der Représentanten [o;] (und auch nicht von der Auswahl der Repréasentanten
«;) abhéngt. Ist ndmlich [3;] ein anderer Reprasentant von H[«], so ist [5;] =
[u][e;] mit einem [u] € H und daher u = 7 o & mit einem geschlossenen 4
in (X, ). Bs ist dann @ der Lift von u zum Anfang . Wir erhalten wegen
0B; ~ u * a; wieder wegen Lemma 2.3.18

Blza*d“

insbesondere

Injektivitat von ®: Seien also 4, j € I mit ®(i) = ®(j) und damit &;(1) =

&;(1). Dann ist @ := &; * &]-_1 geschlossen in (X, 7o) und damit

[l o] ™ = [0 % o '] = m. (6 = &57]) = m.([a]) € H.

Es folgt H[o;] € H[ey;] und durch Austausch der Rollen von ¢ und j auch
Hloj] € H[ey]. Es ist also H|a;] = H]o;] und deshalb i = j.

Surjektivitit von ®: Sei T € 7 1(xg) beliebig. Wir withlen einen Weg 3
von Ty nach Zj,. Dann ist 3 der Lift von 8 := 7o (3. Es gibt nun ein 7 € I,
so dass H|w;] = HI[f] ist. Wegen der Wohldefiniertheit von & schlieflen wir
deshalb

B = A1) = a(1) = (i)

und damit die Surjektivitat von ®. a

Kommentar 2.3.25 Ist also (X, xz) einfach zusammenhéngend, so sehen
wir hier erneut (vgl. Kommentar 2.3.19.(b)), dass (X, zy) (im Wesentlichen)
nur eine Uberlagerung hat, niamlich die Identitéit (vgl. Aufgabe 2.4.48), weil
eine 1-blittrige Uberlagerung notwendig ein Homéomorphismus ist.

Definition 2.3.26 Seien (X, %) — (X,m0) und 7'+ (X', 7)) — (X, x0)
Uberlagerungen.
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Abbildung 2.38: ein Uberlagerungsmorphismus

(a) Eine stetige Abbildung f: (X, &) — (X', i}) heiBt ein Uberlagerungs-
morphismus iiber (X, zy), wenn 7’ o f = 7 ist (vgl. Diagramm 2.38).

(b) Ein Uberlagerungsmorphismus f: (X, o) — (X', %)) heift ein Isomor-
phismus, wenn es einen (Uberlagerungs-) Morphismus g: (X', #)) —
(X, #o) gibt mit

go f=id und fog =id.

7 und 7" heiflen dann dquivalent.

Kommentar 2.3.27 (a) Jeder Uberlagerungsmorphismus f ist selbst eine
Uberlagerung (siehe Aufgabe 2.4.50).

(b) Fiir ein festes Objekt (X, z) in Top, (zusammenhéngend und lokal
wegzusammenhingend) bilden offenbar die Uberlagerungen 7: (X, 7¢) —
(X, 20) die Objekte und die Uberlagerungsmorphismen die Morphismen
einer Kategorie C(x 4, (vgl. Aufgabe 2.4.47).

(¢) Ein Morphismus f zwischen zwei Uberlagerungen 7 und 7’ ist offenbar
ein Lift von 7 bzgl. 7. Wegen f(Zo) = &{, gibt es deshalb nach Lemma
2.3.16 hochtens einen (vgl. Aufgabe 2.4.47).

(d) Auf Grund des Liftungssatzes 2.3.20 gibt es diesen Morphismus, genau
wenn
im(7,) C im(7)

*

ist.

Proposition 2.3.28 Sei (X, x¢) ein punktierter, zusammenhdngender und
lokal wegzusammenhdngender topologischer Raum. Dann sind zwei Uber-
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lagerungen m: (X, %) — (X, xo) und 7' (X', %)) — (X,xy) genau dann
dquivalent, wenn ihre charakteristischen Untergruppen H, H' C m (X, zo)
tbereinstimmen, H = H'.

Beweis. ,,=“: Das ist klar, denn aus der Existenz eines Morphismus’
f:(X, &) — (X', &) von m nach 7’ folgt H C H’ und aus der Existenz
eines g: (X', &) — (X, &) von 7’ nach = folgt H' C H.

»,<="“: Auch das ist klar, denn aus H C H' folgt die Existenz eines Morphis-
mus’ f: (X, %) — (X’,4}) von m nach 7’ nach Satz 2.3.20 und aus H' C H
folgt ebenso die Existenz eines Morphismus’ g von 7’ nach 7. Die Komposi-
tionen g o f und f o g miissen dann wegen Lemma 2.3.16 die Identitat sein.
0.

Motivation 2.3.29 (a) Sei (X, z¢) gegeben. Welche Untergruppen H C
71 (X, xo) tauchen als Bild im(m,) fiir eine Uberlagerung 7: (X, Zy) —
(X, xo) auf?

(b) Wie hiingt H = im(m,) vom Basispunkt o € 7' (x¢) ab?

Erinnerung 2.3.30 Sei G eine Gruppe. Dann nennt man zwei Untergrup-
pen H, H' C G konjugiert zueinander, wenn es ein gy € G gibt, so dass
gilt:

H' = goHg;".

H und H’ sind dann als abstrakte Gruppen insbesondere isomorph, denn der
Gruppenisomorphismus ¢: G — G, g — goggy * bildet gerade H nach H’ ab.

Proposition 2.3.31 Sei m: X — X eine Uberlagerung und ¢ € X.

(a) Sind Zo, Ty € ™ ' (xg), so gilt fiir die charakteristischen Untergruppen
H, H C 7 (X,x0) von m: (X,fo) — (X, zp) und ' (XO,%) — (X, z9),
dass sie konjugiert zueinander sind. (Hier ist die Abbildung 7' die Glei-
che wie w. Wir notieren sie nur deshalb mit einem Strich, weil wir nun
den Basispunkt von X gedndert haben.)

(b) Sei &g € 7 (xg), H C 7 (X,xz0) =: G die charakteristische Unter-
gruppe von 7 (X, o) — (X,20) und H' C G konjugiert zu H. Dann
existiert ein &y € 7 (o), so dass H' charakteristisch fir ' (X, i}) —
(X, xg) ist.

Beweis. (a) Sei & ein Weg in X von & nach #,. Dann ist nach Bemerkung
2.2.8 71'1()(7 Zi’o) — 7T1<X, i’a),

18] — [a* B xa"],
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ein Isomorphismus. Es folgt

H = wl(m(X,i)) = [ofm(m (X, Z) o]

mit o 1= 7o q.

(b) Sei H = im(7,) und H' = [a|H[a]”
in (X, ). Wir setzen dann 3 := o~ ! und
mit Anfang , ist. Dann gilt nach Teil (a):

[o] ™!

im(r,) = [o] H

! fur einen geschlossenen Weg «
= ((1), wo (3 der Lift von 3

O

Kommentar 2.3.32 (a) Betrachtet man also eine Uberlagerung 7: X —
X ohne Basispunkte, so bekommt man fiir jede Wahl xy € X eine ganze
Konjugationsklasse von Untergruppen in G := (X, zo), namlich

{7'('*(71'1()2,.%0)) Q G : i’o € 771(1’0)}.
Sie heifit die charakteristische Konjugationsklasse von m (bzgl. o € X).

(b) Besondere Beachtung verdienen sicher die Uberlagerungen, wo die cha-
rakteristische Konjugationsklasse 1-elementig ist, d.h. die charakteristi-
sche Untergruppe H C (X, z¢) nicht von der Wahl des Faserelementes
Ty € m1(xg) abhingt.

Definition 2.3.33 Eine Uberlagerung m: X — X heifit regulir (oder nor-
mal oder galoissch), wenn fiir eine (und dann jede) Wahl von zy € X und
Zo € m 1 (z0) gilt, dass die charakteristische Untergruppe H von 7: (X, Zg) —
(X, o) ein Normalteiler in 71 (X, z¢) ist.

Definition 2.3.34 Sei m: X — X eine Uberlagerung. Eine Decktransforma-
tion f: X — X ist ein Uberlagerungsmorphlsmus von 7 auf sich, mo f = m,
so dass es einen Uberlagerungsmorphismus g: X — X mit

gof=fog=idg
gibt.

Kommentar 2.3.35 (a) Die Menge der Decktransformationen wird mit
Deck(X, X) bezeichnet und ist offenbar eine Untergruppe der Homé&o-
morphismengruppe Homoeo(X) von X,

Deck(X, X) € Homoeo(X).

Sie heifit die Decktransformationsgruppe von 7.
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(b) Die Decktransformationsgruppe einer Uberlagerung spielt in der Al-
gebraischen Topologie eine dhnliche Rolle wie die Galoisgruppe einer
Korpererweiterung X D K in der Algebra. Die Rolle der reguliren
Uberlagerungen iibernechmen dabei die Galoiserweiterungen (in Cha-
rakteristik Null).

Bemerkung 2.3.36 Eine Uberlagerung m: X — X ist genau dann reguldr,
wenn die Operation der Decktransformationsgruppe T' = Deck(X, X) auf ei-
ner (und dann jeder) Faser F = w1 (xq) (vo € X ) transitiv ist.

Beweis. ,=“: Seien Zg,z[ € 7 '(z). Fiir die charakteristischen Unter-
gruppen H,H' C m(X,zo) von m: (X,iy) — (X,z0) baw. 7': (X, %) —
(X, zo) gilt nach Voraussetzung H = H’. Deshalb existiert nach Satz 2.3.20
ein v € I' mit v.z¢ = 7.

,<=": Das ist nach Satz 2.3.31 auch Kklar. O

Bemerkung 2.3.37 IstI' C Homoeo(X) die Decktransformationsgruppe ei-
ner Uberlagerung m: X — X, so operiert I' eigentlich diskontinuierlich auf

X.

Beweis. Sei %y € X beliebig und 7,7, € T’ mit 7, # 7. Dann muss
Y1(F0) # 72(%o) nach Lemma 2.3.16 sein, denn jedes 7;: X — X (j = 1,2)
ist ein Lift von 7 (bzgl. 7). Sei nun zy := 7(Zy) und U C X eine gleichméBig
iiberlagerte, offene Umgebung von xy und o.E. auch wegzusammenhéngend.
Wir bezeichnen dann mit U , [71 und (~]2 die Blatter iiber U, die die Punkte
o, 1.0 und v,.%y respektive enthalten. Es muss nun U; = ~;(U) sein fiir

j =1,2 (vgl. Aufgabe 2.4.51) und damit gilt
VI(U) ﬂ’YQ(U) = Ul ﬂUQ = @
Damit operiert also I eigentlich diskontinuierlich auf X. a

Proposition 2.3.38 (a) Sei X zusammenhdngend und lokal wegzusam-
menhdngend und es operiere I' C Homoeo(X) eigentlich diskontinu-
ierlich. Dann ist die Uberlagerung (vgl. Bemerkung 2.3.12) m: X —

X /T =: X regulir und es gilt:
' = Deck(X, X).
(b) Sei m: X — X eine regulire Uberlagerung und I' = Deck(X, X). Sei

weiter 7 die U{)erlagerung X — X/F. Dann existiert ein Homodo-
morphismus ®: X /T' — X mit Porn’ =m.
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Beweis (a) Offenbar operiert I' auf X nach Definition von m: X — X /T
durch Decktransformationen und auf jeder Faser transitiv. Es ist also 7 re-
gulir und T C Deck(X, X). Ist umgekehrt f € Deck(X, X), so withle man
ein #o € X. Dann gibt es ein y € T, so dass v(&y) = f(Z) ist, denn die Faser
von m(Zy) ist ja gerade die Bahn von 7. Stimmen zwei Decktransformationen
aber in einem Punkt {iberein, so stimmen sie nach Lemma 2.3.16 iiberhaupt

iiberein, also f = ~. Es ist also auch Deck(f(, X)CT.

(b) Da m o~y = 7 ist, existiert (nach der universellen Eigenschaft des
Quotienten als Menge) eine Abbildung ®: X /I' — X mit ® o 7/ = 7 und ®
ist stetig (nach der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie). Weil
7 surjektiv ist, muss auch ¢ surjektiv sein. Weil 7 regulér ist, muss ¢ auch
injektiv sein, denn ist ®([Z1]) = ®([Z2]), so ist

m(Z1) = Pon'(i1) = P o7 (T2) = 7(Za).

Dann gibt es aber ein 7 € I" mit o = (Z;) und damit [7;] = [Z2]. Da
schlieBllich 7 und 7’ lokale Homéomorphismen sind, ist dies auch ® und damit
ist ® dann ein (globaler) Homéomorphismus. O

Bemerkung 2.3.39 Sei 7 X = X eine requlire Uberlagerung, T =
Deck(X, X), zo € X und H C (X, ) ihre charakteristische Untergruppe.
Dann gilt:

= 7T1(X,£L‘Q)/H.

Beweis. Sei Zg € 7" (1) fest. Zu jedem € T wihlen wir dann einen Weg
& in X von Zy nach 7.Z¢ und setzen damit ®:I' — G/H mit G := m(X, o)
und « := 7o & so fest:

Dann ist ® zunéchst wohldefiniert in dem Sinne, dass es nicht von der Aus-
wahl des Weges & abhéngt. Ist namlich 8 ein anderer (und 8 = 7o 3), so ist
@ = & * 3! geschlossen und damit [a] = . ([@])[3], also H|[a] = H[3].

® ist auch ein Homomorphismus, denn sind 7,7, € I" und ¢; fir j =
1,2 wie oben, so ist & * (71 o o) ein Weg von Fp nach 717:.Z9. Mit der
Wohldefiniertheit folgt deshalb

P(1172) = [aa]lm om0 o] H = [an][ag] H = B (71)®(72).
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® ist injektiv, denn ist ®(y) = 1 und @, wie oben, so existiert ein
geschlossenes @ in X mit [o] = m.([a]). Aber dann ist mit Lemma 2.3.18
auch a ~ u und damit

v.E = a(1) = (1) = o,

also v = 1.
SchlieBlich ist ® auch surjektiv, denn ist H[a] € G/H beliebig und & der

Lift von a mit &(0) = &, so existiert wegen der Regularitat von 7 ein vy € T’
mit v.Z9 = &(1). Es folgt: ®(v) = H|a]. ® ist also ein Isomorphismus. O

Kommentar 2.3.40 Bemerkung 2.3.39 ergibt die Mdoglichkeit die Funda-
mentalgruppe 71 (X ) zu berechnen, wenn H = (1), also X einfach zusammen-

héingend, ist, und wenn man die Decktransformationsgruppe I' € Homoeo(X)

von m: X — X kennt:
I' = 7T1(X).

Damit folgt nun unmittelbar:
Korollar 2.3.41 Operiert I' eigentlich diskontinuierlich auf einem einfach

zusammenhdngendem (und lokal weg{usamenhdngendem) Raum X, so gilt
fiir die Fundamentalgruppe von X = X /T':

1 (X) =1TI.
Beispiel 2.3.42 (a) Da S' = R/Z und m;(R) = (1) ist, folgt erneut:
1 (Sl) = 7.

(Man beachte, dass wir hier aber im Grunde denselben Beweis wie in
Satz 2.2.10 gegeben haben, denn bei obigem Isomorphismus liften wir
zunichst einen geschlossenen Weg o € S! zu & mit - sagen wir - &(0) =
0 und betrachten dann die Decktransformation 7, die 0 € R nach &(1)
iiberfithrt. Aber das ist nun mal die Translation um deg(«) € Z in R.)

(b) Da P*(R) = S"/Zs (mit Zy := Z/27Z) und m(S") = (1) ist fiir n > 2,
1st
T (P"(R)) = Zs fur n > 2.

(¢) Fiir den Linsenraum L(p, ¢) = S*/Z, (mit p > 2, 1 < ¢ < p teilerfremd
und Z, := Z/pZ) ist aus dem gleichen Grund

Wl(L(p, Q)) = Zp‘
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Definition 2.3.43 Ist #: X — X eine Uberlagerung und ist X einfach zu-
sammenhédngend, so nennt man 7 die universelle Uberlagerung.

Kommentar 2.3.44 (a) Ist 2y € X, #: X — X universell und &, €
7 (xq), so ist 7z (X, &) — (X, xo) universell in folgendem Sinn: Zu
jeder weiteren (punktierten) Uberlagerung 7: (X Z9) — (X, o) gibt
es genau einen Uberlagerungsmorphismus f: (X, 2) — (X, &) mit
mo f = 7 (vgl. Diagramm 2.39 und Aufgabe 2.4.47). Sie ist damit
bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt (siche Aufgabe 2.4.22).

Abbildung 2.39: die universelle Uberlagerung

(b) Offenbar sind ex:R — S', m§" — P*, mR" — T" = R"/Z" und
m:S* — L(p, q) allesamt universelle Uberlagerungen.

Theorem 2.3.45 (Hauptsatz der Uberlagerungstheorie). Sei (X,xq) ein

punktierter, lokal wegzusammenhdingender und zusammenhdngender Raum,

der eine universelle Uberlagerung besitzt. Dann gilt: Zu jeder Untergruppe

H C m(X,xq) gibt es bis auf Aquivalenz genau eine Uberlagerung m: (X Zo)
— (X, z0), so dass H die charakteristische Untergruppe von m ist.

Beweis. Eindeutigkeit: Das haben wir bereits in 2.3.28 gesehen.

Existenz: Sei also H C G := m(X, x) eine beliebige Untergruppe und
7: (X, 40) — (X, x0) die universelle Uberlagerung von (X, z). Wir fassen H
als Untergruppe von I' = Deck(X' , X)) vermoge des Isomorphismus’ ®: G —
[', ®([a]) = v auf, wo v die Decktransformation von 7 ist, die & in &(1)
tiberfiithrt (& ist der Lift von o mit &(0) = Zy.)

Idee: Wenn es ein 7 (X, Ty) — (X, o) mit im(m.) = H gibt, so existiert
ein eindeutig bestimmtes f: (X, To) — (X, %) mit mo f = & und dies muss
die universelle Uberlagerung von (X, &) sein (vgl. Aufgabe 2.4.50), also

DGCk(X,X) = 7'('1<X,J~30> = H.
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Da f sicher regulir ist, ist damit X := X /H mit %, := [&] = ZoH und der
kanonischen Projektion der einzige Kandidat.

Wir setzen also X := X /H, &y = || und f: (X, &) — (X, %) die kano-
nische Projektion. Dann ist f tatséchlich eine Uberlagerung, da H eigentlich
diskontinuierlich operiert (siehe 2.3.37). Wir setzen weiter

s (X,:Z’g) — (X, 20), [2] — 7(2),

was wohldefiniert ist (und das Diagramm 2.40 kommutieren lasst), denn
7(v.2) = 7(z), fur alle vy € H.

Abbildung 2.40: zum Beweis des Hauptsatzes

Nach der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie ist © nun zu-
ndchst stetig. Ist z € X beliebig, so wihlen wir als Néchstes eine (weg-
zusammenhingende und offene) Umgebung von x, die bzgl. 7 gleichméfig
iiberlagert ist. Auf der Indexmenge

I

12

o) ={2;: iel}

definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch i ~ j, wenn es ein v € H
gibt mit v.2; = ;. Es ist dann auch 7((72) = Uj, wo U; das Blatt iiber U ist,
welches Z; enthélt (vgl. den Beweis von 2.3.37). Wir wahlen nun aus jeder
Aquivalenzklasse [i] C I einen Reprisentanten o € [i], bekommen damit eine
Teilmenge J C I und setzen U, := f(Ua).

Dann ist )
-1 . e
)=, Ua
und fiir jedes a € J gilt: 7T|Ua2 U, — U ist homéomorph, denn

fo#|U)" = (x]Ua) "
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Abbildung 2.41: zur Konstruktion von X

ist ein Homdomorphismus. Es ist also 7 eine Uberlagerung.

Schliefilich ist nach Konstruktion auch

o] e m(X,z0)istin H < FIyeV(H)CT: ~v.izo=a(1)
< a(l) = & fiir den Lift @ mit &(0) = o
& [a] € im(m,).

Es ist also H die charakteristische Untergruppe von 7. O

Beispiel 2.3.46 (a) Der Hauptidealring der ganzen Zahlen Z hat als Un-
tergruppen gerade die Teilmengen nZ (mit n € Ny). Da 7 (S') = Z
ist, hat also S' nur die Uberlagerungen pot,:S' — S', z +— 2" fiir
n € N, welche zu nZ gehéren und die universelle Uberlagerung, welche
zu (0) = 0Z gehort (vgl. Diagramm 2.42).

Abbildung 2.42: die Uberlagerungen der Kreislinie
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(b) Sei n > 2. Da m(P"(R)) = Zy ist, gibt es (im Wesentlichen) nur zwei
Uberlagerungen von P"*(R), nédmlich die universelle S* — P™ (zu (0)
gehorig) und id: P* — P" (zu Zy gehorig).

Bemerkung 2.3.47 Sei X ein lokal wegzusammenhdingender und zusam-
menhdingender Raum. Dann gilt: Hat X eine universelle Uberlagerung, so
hat jeder Punkt x € X eine Umgebung U C X, so dass fir die Inklusion
i: (U,x) — (X, x) gilt, dass i.:m (U, x) — m (X, z) trivial ist,

Beweis. Sei #: X — X universelle Uberlagerung und = € X. Wir wihlen
eine Umgebung U C X von z, die gleichmiBig iiberlagert ist. Sei # € 77 !(x)
(beliebig) und U C X das Blatt iiber U, welches # enthilt. Ist nun [o]y €
m1(U, z) beliebig, so ist & := (#|U)~" o a geschlossen und der Lift von « mit
&(0) = 2. Damit ist [@] = 1, denn 7y (X, 2) ist trivial. Es folgt

i([ou) = [ax] = ([a]) = 7(1) =1
und damit 7, tatsachlich trivial. O

Definition 2.3.48 Fin lokal wegzusammenhédngender und zusammenhén-
gender Raum X heifit semilokal einfach zusammenhédngend, wenn jeder Punkt
x € X eine Umgebung U besitzt, so dass fiir die Inklusion i: U — X der Ho-
momorphismus i,: 7 (U, x) — m (X, z) trivial ist.

Beispiel 2.3.49 (a) Hat jeder Punkt x € X eine einfach zusammenhén-
gende Umgebung U, 7 (U) = (1), so ist also X semilokal einfach zu-
sammenhéngend. Z.B. gilt das fiir alle Mannigfaltigkeiten.

(b) Ein (abzéhlbar) unendliches Produkt von Kreislinien (vgl. Aufgabe
1.4.22) S* x S* x --- ist nicht semilokal einfach zusammenhiingend.
Ein (abzéihlbar) unendliches Bukett von Kreislinien X = S' v St v ...
dagegen wohl. Der Raum

_ 2. 2 2 _
Y—nUI{(w,y) ER™: () +y =
(siche Abbildung 2.43) ist wieder nicht semilokal einfach zusammen-
hiangend. Insbesondere ist X 2 Y (vgl. Aufgabe 2.4.59).
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Abbildung 2.43: der Raum Y’

Satz 2.3.50 FEin lokal wegzusammenhdngender, zusammenhdngender Raum
st semilokal einfach zusammenhdngend, genau wenn er eine universelle Uber-
lagerung besitzt.

Motivation 2.3.51 Ist #: X — X universelle Uberlagerung, so ist 7 ein
,Biindel* {iber X mit Faser I' = m1 (X, zg) (wo xy € X fest gewahlt ist), d.h.:
fiir alle x € X gibt es eine offene Umgebung U C X, so dass

T (U)=2UXT

ist, wo I' die diskrete Topologie tragt. Auflerdem soll so ein Homdéomor-
phismus ¢y:U x I' — #7(U) mit den Projektionen pr;:U x I' — U und
7|7~ (U) vertriglich sein,
T oy = pry.

Ein solcher Homéomorphismus ist z.B. so gegeben: Man wahle zunéchst einen
festen Weg v von zy nach z. Dann wéhle man die Umgebung U von z als
semilokal einfach zusammenhédngend und gleichméssig iiberlagert sowie fiir
jedes y € U einen weiteren Weg w von x nach y in U. Nun setze man

YU x T — &74(U), (3, [a]) = (ax v % w)(1).

Es ist dann ¢y zunédchst bijektiv und unabhéngig von w, weil fiir ein anderes
w’ von x zu y der geschlossene Weg w*w’ nullhomotop ist. Die Einschrankung

YulU x {[e]} = U,

WO U[a} das Blatt tiber U ist, welches ¢y (z, [a]) enthilt, ist daher aber sogar
ein Hombomorphismus und damit auch ;.

#: X — X ist nun sogar ein ,Prinzipalbiindel“, d.h.: ist y € U; N U; fir
zwei Trivialisierungen ;: U; x I' — #71(U;) mit Basispunkt z; € U; und
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¥;:U; x T' — 771(U;) mit Basispunkt z; € Uj, sowie fest gewihlten Wegen
7i von xo nach z; und v; von z( nach x;, so gilt fiir den ,, Ubergang*

it ot (U;NUj) x T — (Uy x Uj) x I

(. [(a]) = (y, [a* (73 * w; * wfl * 7{1)] = (y, []gi;(y)),
mit
9i: U NU; — T, gij(y) = i * wi * wj_1 * 'Yj_l]-

Es ist g;;(y) tatséchlich nur von y abhéngig, also unabhéngig von den Wahlen
w;, w; und sogar konstant auf den Zusammenhangskomponenten von U; NUj;,
insbesondere also stetig. Man nennt 7: X — X ein F—Prfnzipa]bﬁnde], weil
es lokal so aussieht wie U x I' (U C X offen) und die Ubergénge g;;: U; N
U; — Homoeo(I) durch Rechtsmultiplikation in der Gruppe I' gegeben sind.
Kennt man nun die Uberdeckung (U;) von X und die Ubergénge (g;;), so

kann man X aus der topologischen Summe 3.(U; x T') durch , Verkleben®
rekonstruieren,

X=0 UxT)/~.
Das wird in dem folgenden Beweis gemacht.

Beweis. Die Richtung ,,<= “ haben wir bereits in 2.3.47 bewiesen.

»,= 1 Wir fixeren zunéchst einen Punkt o € X und wéhlen dann eine of-
fene Uberdeckung (U;);e; von X aus wegzusammenhingenden und semilokal
einfach zusammenhingenden Teilmengen. Schliefflich fixieren wir fiir jedes
1 € I einen Punkt z; € U; und einen Weg ~v; von x( nach x;. Fiir jedes Paar
(i,7) € I x I (mit U; NU; # 0) setzen wir nun g;;: U; NU; — T := 1 (X, o)
wie folgt: Zu x € U; N Uj sei w; ein Weg von z; nach z in U; und w; ein Weg
von z; nach x in U;. Dann sei

9ij(x) = [vi x w; * wj_l * 7]'_1]'

Weil nun m (U, x;) — m1(X, ;) trivial ist, hingt g;;(z) nicht von den Wahlen
w;, w; ab und ist auch auf den Wegkomponenten von U; N U; konstant, also
stetig. Wir setzen nun fiir (z,[a]) € U; x I und (y, [f]) € U; x I':

(z, [a]) ~ (v, [6]) - & ==y, [0] = [alg;(z)

und

X = (ZUixF)/N
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mit der Quotiententopologie sowie 7: X = X,

w([(z, [a])i]) = =,

wo hier (z,[a]); = (2, [@]) mit der kanonischen Inklusion ¢;:U; x I' —
> 1 Up x T bezeichnet.

Bezeichnen wir nun weiter mit ¢: ) . U; x I' — X die kanonische Projek-

tion,
(z, [a]); = [(z, [a])d],

so ist ¢; := q|U; x {[a]} ein Homdomorphismus auf sein Bild [A][Za} = q(U; x
{[a]}) und daher ist _

e AN i

™ (Ul) U[a]GFU[a]
und 7?|(A][’;}:(A][ia] — U; ist ein Homéomorphismus, weil ﬁ]Ufa] = pr; o q "
und (7%|U[’a})_1 = ¢ 0 ist, wo 11Uy — U; x {[a]} die offensichtliche
Abbildung ist. Es ist damit 7 eine (vielleicht noch unzusammenhingende)
Uberlagerung (d.h.: wir miissen noch zeigen, dass X zusammenhéngend ist),
auf jeden Fall schon mal lokal wegzusammenhéngend. Aulerdem diirfen wir

(auch im eventuell unzusammenhéngenden Fall) Wege (eindeutig) liften und
behaupten nun:

Lemma 2.3.52 Sei i € [ derart, dass xo € Uj, ist und [a] € ' = m, (X, 20).
Ist nun 3] € I beliebig, so sei & der Lift von v nach X mit Anfang [(zo, [5])s]-
Dann gilt, dass der Endpunkt von & gerade [(zo, [5][c])s,] € X ist.

Schluss des Beweises von 2.3.50. Behauptung: X ist zusammenhéngend.
Seien dazu 21,4 € X beliebig. Wir wihlen dann zunéchst Wege 71,7, in X
von z7 := m(Z1) nach xg bzw. von xs := 7(&s) zu xy. Als Néachstes liften wir
diese Wege nach X zu 4; bzw. 4, mit Anfang #; bzw. #,. Daher sind #; und
ZT9 mit der Faser fr‘l(xo) verbindbar und wir diirfen daher annehmen, dass
xr1 = Ty = o ist und sogar, dass &1 = g := [(z0, 1);,] und T2 = [(xo, [@]);,]
fiir einen geschlossenen Weg o in X (mit Aufpunkt ) ist. Der Lift & von «
mit Anfang z, verbindet aber dann nach Lemma 2.3.52 Z; mit Z».

Behauptung: X ist einfach zusamenhéngend. Sei dazu wie oben &g :=
[(z0,1);,] und & ein geschlossener Weg in X mit Aufpunkt Zo. Dann ist & der
Lift von o := 7 o & mit Anfang zy. Nach Lemma 2.3.52 ist dann aber

(w0, 1)ig] = Zo = &(1) = [(wo, 1 - [@])s]

und damit [a] = 1 in m (X, xp). Aber dann ist mit Bemerkung 2.3.22 auch
[&] =1, also m1 (X, Zg) trivial. O
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Beweis von Lemma 2.3.52. Zu a: / — X mit a(0) = a(l) = xy wihlen

wir zunéchst ein £ € N und ig,...,7; € [ mit ig wie oben und 7 = iy, so
dass fiir eine Unterteilung 0 = ¢y < --- < t; = 1 von [ die Kurvenstiicke
a([tj—1,t;]) in Us, enthalten sind fiir j = 1,..., k. Wir setzen dann z; := a(t;)

und w;(s) = a((1 = s)tj—1 + st;) (fiir s € I), so dass also w; (1) = a([t;-1,t;])
ist. Nach Konstruktion der Ubergéinge (g;;) gibt es nun Wege ~; von z( nach
x; (wo wir 7o und 7 als den konstanten Weg annehmen diirfen), so dass

gi-1,(x;) = [ay]

ist, wo wir a;; = ;1 % w; * *’y;l gesetzt haben (j = 1,..., k), vgl. Abbildung
2.44.

Abbildung 2.44: zum Beweis des Lemmas

Sei nun Z; = &(t;), wo & der Lift von a mit Anfang &y = [(zo, [5])4,] ist-
Ist dann #;_; = [(2;_1, [0]);;_,)] fiir ein 0, so ist auch Z; = [(x},[d])s,_,], denn
&|[tj—1,t;] verlauft ja in einem Blatt iiber U;,_,. Es folgt nun damit

a(l) = [(%o, [BlGioir (70)Girin (1) *** Gip_yir (Th—1) )ic)
= [(Io, [5] [041] T [ak])io]

und

Qpx--kQp = (70*7,U1*’yl_1)*"'*(lyk—l*wk*,yk_l)

e U}l*"‘*wk:a

und damit

a(1) = [(xo, [B][e)io]-
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Kommentar 2.3.53 In nicht seltenen Féllen von mathematischen Diszi-
plinen (von Kategorien) in Geometrie und Topologie ist es moglich, die
einfach zusammenhéngenden Objekte zu klassifizieren. Deshalb findet die
Uberlagerungstheorie so hiufig Anwendung auch auBerhalb der Algebrai-
schen Topologie:

(a)

Funktionentheorie: Eine Riemannsche Fléiche ist eine 1-dimensionale
komplexe Mannigfaltigkeit, d.h. eine 2-Mannigfaltigkeit X mit einem
Atlas (p;:U; — V; € R? = C);, so dass alle Ubergéiinge 7;; = ©; o ¢
holomorph sind. Ist X eine Riemannsche Fliche und m: X — X eine
Uberlagerung, so erbt X die Struktur einer Riemannschen Fliche, so
dass m holomorph wird, in dem man einen holomorphen Atlas gleich-
miiBig iiberlagerter Karten (U;) wihlt und diese dann auf X liftet.

Der so genannte Uniformisierungssatz der Funktionentheorie besagt,
dass es (bis auf biholomorphe Aquivalenz) nur drei einfach zusam-
menhéngende Riemannsche Flachen X gibt, ndmlich

A = {ze€C: |z| <1} die Einheitskreisscheibe
C die komplexe Zahlenebene
PY(C) = C?\{0}/C* die Riemannsche Zahlenkugel,

vgl. Aufgabe 2.4.54. Bestimmt man daher
Aut(X) = {f: X — X : f ist holomorph}

(was einfach ist), und dann alle Untergruppen I' C Aut(X), die eigent-
lich diskontinuierlich operieren (fiir C und IP’lAeinfach, fiir A schwer),
so hat man alle Riemannschen Flachen X = X /I.

Differentialgeometrie: Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit X ist eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit zusammen mit einem Skalarprodukt
g, auf jedem Tangentialraum 7'X, (differenzierbar abhéngig von z).
Ist m: X — X ecine Uberlagerung, so erbt X eine Riemannsche Struk-
tur (und 7 wird damit zu einer lokalen Isometrie bzgl. der induzierten
metrischen Strukturen). Hat X konstante Kriimmung, so auch X (weil
Kriimmung ein lokaler Begriff ist). Der Satz von Killing-Hopf besagt,
dass es fiir jedes n > 2 (nach Skalierung bis auf Isometrie) genau drei
einfach zusammenhéngende, vollstdndige Riemannsche Mannigfaltig-
keiten X konstanter Kriimmung der Dimension n gibt, ndmlich

(S™, gsph) die runde Sphire,
(E", gouky)  der euklidische Raum,
(H", ghyp) der hyperbolische Raum.
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Bestimmt man daher wieder

Isom(X) = {f: X — X : f ist Isometrie}

(was einfach ist), und alle I'’s in Isom(X) (fiir S und E" einfach, fiir
H" ungeldst), so kennt man alle Raumformen X = X /T.

Lietheorie: Eine Liegruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
mit einer Gruppenstruktur, so dass (g,h) — gh und g — g¢~' diffe-
renzierbar sind. Die linksinvarianten Vektorfelder Lie(G) C =Z(G) (wo
=(G) die oo-dimensionale Liealgebra aller (glatten) Vektorfelder auf
G bezeichne) sind eine n-dimensionale Lie-Unteralgebra von Z(G), die

als Vektorraum mit 7.G identifiziert werden kann (e € G das neutrale
Element und n = dim(G)).

Ein wichtiger Satz der Lietheorie besagt, dass es zu jeder (abstrakten)
Liealgebra L der Dimension n € N bis auf Isomorphie genau eine ein-
fach zusammenhéngende Liegruppe G (der Dimension n) gibt, so dass

N ~

Lie(G) = L ist. Kennt man alle I'’s in Aut(G) (und alle L’s), so kennt
man alle Liegruppen.
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2.4 Aufgaben
Aufgaben zu 2.1: Homotope Abbildungen

2.4.1 Eine Teilmenge X C R" (n € Ny) heifit sternformig, wenn es einen
Punkt zy € X gibt, so dass fiir jedes x € X die geradlinige Verbindung 7oz
ganz in X liegt. (z¢ heiit dann ein Sternpunkt von X.) Zeigen Sie: Jede
sternformige Teilmenge X C R™ ist zusammenziehbar.

2.4.2 Sein € Z und f:S! — S! die Potenzfunktion z — 2". Zeigen Sie,
dass der Abbildungsgrad von f gerade n ist, deg(f) = n.

2.4.3 Sei H:I x I — C eine stetige Abbildung und ¢ > 0. Zeigen Sie, dass
es eine Unterteilung 0 = ¢y < -+ <t = 1 von [ gibt (k € N), so dass fiir
allese I, te€[tj,tjpund j=0,...,k—1 gilt:

|H(s,t) — H(s,t;)] <e.

2.4.4 Zeigen Sie, dass der Brouwersche Fixpunktsatz (vgl. Korollar 2.1.20)
auch in der Dimension n = 1 gilt: Ist f:B! — B! stetig, so hat f einen
Fixpunkt. (Hinweis: Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen) (Wir werden
spéter sehen (siehe Satz 3.3.6), dass der Fixpunktsatz sogar in jeder Dimen-
sion richtig ist.)

2.4.5 Seien f, g:S' — S! stetige Abbildungen. Zeigen Sie:

deg(f o g) = deg(f) deg(g).

2.4.6 (a) Seien f, f, 9,9 € C(S},S') mit f ~ f' und g ~ ¢'. Zeigen Sie,
dass dann auch f - ¢ und f’- ¢ homotop sind.

(b) Zeigen Sie fiir alle f,g € C(S!,S'):
deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

2.4.7 Sei n € N und f:B" — B". Fiir jedes x € B" mit f(x) # z sei
r(x) € S"~! C B" der Durchschnitt des Strahls L = {f(z)+t(x—f(z)) € R" :
t > 0} mit der Sphére S"~!. Geben Sie eine Formel fiir r(z) an und zeigen
Sie damit, dass mit A = {x € B : f(z) = x} die Abbildung r: B"\ A — S"~!
stetig ist.

2.4.8 Formulieren Sie den Retraktionssatz und den Brouwerschen Fix-
punktsatz fiir alle Dimensionen n € N und zeigen Sie, dass die Aussagen
aquivalent zueinander sind.
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2.4.9 Zeigen Sie: Ein topologischer Raum ist genau dann zusammenziehbar,
wenn er den gleichen Homotopietyp wie der einpunktige topologische Raum
hat.

2.4.10 Zeigen Sie, dass der Kammraum (vgl. 1.3.10) kein Retrakt des Qua-
drates I? ist.

2.4.11 Zeigen Sie, dass der punktierte Torus T? \ {p} den Homotopietyp
der Figur Acht S' v S! hat.

2.4.12 (a) Zeigen Sie fiir die Sphire X = S? und den Torus X = T?: Sind
p,q € X beliebig, so gibt es einen Homéomorphismus f: X — X mit

flp)=q

(b) Zeigen Sie, dass diese Homogenitét auch fiir die Brezelflichen hoheren
Geschlechtes F, (g > 2) gilt.

Aufgaben zu 2.2: Die Fundamentalgruppe

2.4.13 Sei X ein topologischer Raum und p € X. Zeigen Sie, dass fiir
die Umparametrisierungen ¢: I — [ aus dem Beweis von Proposition 2.2.6
tatsichlich fiir alle a, 3,7 € C(p) gilt:

(a)
(s f)xy = (ax(Bx7)) o
(b)

Qo P =ax*cy.

2.4.14 Sei C eine Kategorie sowie X und Y Objekte in C.
(a) Zeigen Sie, dass die Identitét idx € Mor(X, X) eindeutig bestimmt ist.

(b) Ist f € Mor(X,Y) und gibt es ein g € Mor(Y, X), so dass ¢gf = idy und
fg =idy ist, so ist g mit dieser Eigenschaft auch eindeutig bestimmt.

2.4.15 Seien C; und Cy Kategorien. Ein kontravarianter Funktor T:C; —
Cy ordnet jedem Objekt X; in C; ein Objekt Xy = T'(X;) in Cy zu und
jedem Morphismus f € Mor(Xy,Y;) in C; einen Morphismus T'(f) = f* €
Mor(7'(Y1),T(X1)) in Cs so zu, dass folgendes gilt:
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(i)
(ii)

Fiir jedes Objekt X in C; ist T'(idx,) = idp(x,);

fir je zwei komponierbare Morphismen f € Mor(X;,Y]) und g €
Mor (Y7, Z1) in C; gilt:

T(gf) =T(f)T(g9) kurz: (gf)" = f*g".

Nun zeigen Sie:

(a)

Sei K ein Korper und C = Vecty die Kategorie der K-Vektorrdume.
Fiir jedes Objekt V in C sei T'(V) = V* der Dualraum von V' und fiir
jeden Morphismus f:V — W in C sei T(f) = f*:W* — V* die zu f
duale Abbildung. Zeigen Sie, dass T' ein kontravarianter Funktor von C
auf sich selbst ist.

Sei nun wieder K ein Korper und W ein fester K-Vektorraum. Fiir
ein Objekt V in C := Vecty sei T'(V) = Hom(V, W) der Vektorraum
der linearen Abbildungen von V nach W und fiir einen Morphismus
f:Vi — Vasei T(f) = Hom(f, W) = f*:Hom(V2, W) — Hom(V;, W)
gegeben durch f*(h) = ho f. Zeigen Sie, dass T = Hom(—, W) ein
kontravarianter Funktor von C auf sich selbst ist. (Man beachte, dass
dieses Beispiel fiir W = K in das Beispiel (a) iibergeht.)

Fiir jede abelsche Gruppe G sei T(G) := Homy(G, Q) der Q-Vektor-
raum der Gruppenhomomorphismen von G nach Q und fiir einen Mor-
phismus f: G; — G sei T(f) = Hom(f, Q) wie unter (b). Zeigen Sie,
dass T' = Homg(—, Q) ein kontravarianter Funktor von Ab nach Vectg
ist.

2.4.16 (a) Sei K ein Korper und V ein fester K-Vektorraum. Fiir je-

(b)

des Objekt W in C = Vecty sei T(W) = Hom(V, W) und fiir jeden
Morphismus f: Wy, — Wy sei T(f) = f.: Hom(V,W;) — Hom(V, W5)
gegeben durch f,(h) = f o h. Zeigen Sie, dass T = Hom(V, —) ein co-
varianter Funktor von C auf sich selbst ist. (Hom ist ein Bifunktor von
Vect i x Vecty nach Vectg, kontravariant im 1. und covariant im 2.
Argument.)

Sei K ein Korper. Definieren Sie in &hnlicher Weise das Tensorprodukt
T = ® als einen Bifunktor von Vectx x Vect g nach Vecty, kovariant
in beiden Argumenten.

2.4.17 (a) Sei k € Ny. Fiir jeden punktierten topologischen Raum (X, p)

(X, p) = Mor((S",1), (X, p)) /==
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die k-te Homotopiemenge von (X,p) (vgl. 2.2.17.(b)) und fiir einen
Morphismus f: (X,p) — (Y, q) in C = Top, sei f.([a]) = [foa]. Zeigen
Sie, dass f. wohldefiniert ist und 7 zu einem Funktor von Top, nach
Ens macht.

(b) Zeigen Sie nun, dass zwei Morphismen a, 3:(S°,1) — (X,p) genau
dann homotop sind, [a] = [f], wenn a(—1) und B(—1) in der gleichen
Wegkomponente liegen. Zeigen Sie weiter, dass unter dieser Korrespon-
denz mo(X, p) — mo(X),

o] = Ula(-1)),

fiir einen Morphismus f in Top, sich die Definitionen von f, aus Teil
(a) und Kommentar 2.2.17 entsprechen.

2.4.18 (a) Definieren Sie &hnlich zu dem Kegelfunktor C: Top — Top
aus Kommentar 2.2.17 auch einen Zylinderfunktor Z: Top — Top und
einen Einhidngungsfunktor S: Top — Top (vgl. Definition 1.2.10).

(b) Sei (Y, q) ein fester punktierter Raum. Definieren Sie nun die Einpunkt-
vereinigung 7' = — V (Y, q¢) (vgl. Beispiel 1.2.18) als einen Funktor von
Top, auf sich selbst.

2.4.19 Sei G eine Gruppe. Fiir zwei Elemente a,b € G heif3t
[a,b] = aba'b*

der Kommutator von a und b. Die von allen Kommutatoren erzeugte Unter-
gruppe (d.h. die kleinste Untergruppe, die alle Kommutatoren enthélt) heifit
die Kommutator-Untergruppe G’ von G.

(a) Zeigen Sie, dass jedes Element z € G’ ein (endliches) Produkt von
Kommutatoren ist.

(b) Zeigen Sie, dass G’ ein Normalteiler von G ist. Wir nennen G :=
G/G' (zusammen mit der kanonischen Projektion m:G — G®#P) die
Abelianisierung von G.

(c) Zeigen Sie, dass G® abelsch ist und 7: G — G*" folgende universelle
FEigenschaft erfiillt: Ist H eine abelsche Gruppe und ¢:G — H ein
Homomorphismus, so existiert genau ein Homomorphismus @: G& —
H mit ¢ o = ¢ (vgl. Diagramm 2.45).
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Abbildung 2.45: universelle Eigenschaft der Abelianisierung

2.4.20 Seien G und G5 Gruppen und 7;: G; — G?b ihre Abelianisierungen
(j=1,2).

(a) Sei nun ¢:G; — G5 ein Homomorphismus. Zeigen Sie, dass es genau
einen Homomorphismus ¢®”: G2> — G&P gibt mit p** o, = mo ¢ (vel.
Diagramm 2.46).

(b) Wir definieren nun eine Zuordnung 7' = (+)**: Grp — Ab durch T'(G) :=
G? auf den Objekten und T'(¢) = ©*® auf den Morphismen. Zeigen Sie,
dass T' ein Funktor ist.

Abbildung 2.46: die Abelianisierung eines Homomorphismus’

2.4.21 Sei C eine Kategorie und seien X; und X5 zwei Objekte in C.

(a) Zeigen Sie, dass ein Produkt (X, py,p2) von X; und X, in folgendem
Sinne bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist: Ist (Y, ¢1, ¢2) ein wei-
teres Produkt von X; und X, so gibt es einen (sogar eindeutig be-
stimmten) Isomorphismus ® € Mor(Y, X) mit p;® = ¢; (i = 1,2).
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(b) Formulieren und zeigen Sie dann ganz &hnlich, dass eine Summe von
X1 und X, eindeutig bestimmt ist.

2.4.22 Sei C eine Kategorie.

(a) Man nennt ein Objekt X in C initial, wenn es fiir jedes Objekt Y in
C genau einen Morphismus von X nach Y gibt. Zeigen Sie, dass ein
initiales Objekt einer Kategorie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
ist.

(b) Man nennt ein Objekt Y in C final, wenn es fiir jedes Objekt X in
C genau einen Morphismus von X nach Y gibt. Zeigen Sie, dass ein
finales Objekt einer Kategorie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
ist.

(c) Gibt es initiale bzw. finale Objekte in den Kategorien Ens bzw. Vectx
(K ein Korper)? Wenn ja, welche?

2.4.23 Sei C eine Kategorie und X7, Xo Objekte in C. Definieren Sie neue
Kategorien Cxy derart, dass ein Produkt bzw. eine Summe von X; und X,
darin ein finales bzw. initiales Objekt ist.

2.4.24 Sei C eine Kategorie und (X, )aes eine beliebige Familie von Objek-
ten in C.

(a) Definieren Sie, was man wohl ein Produkt bzw. eine Summe von (X,)
nennen wird.

(b) Geben Sie Produkt und Summe einer Familie (X,) in der Kategorie
Ens an.

(c) Sei K ein Korper. Geben Sie Produkt und Summe einer Familie (V)
in der Kategorie Vectg an.

2.4.25 Sei k € N. Gegeben sei die stetige Abbildung f: (S¥,1) — (S¥,1) v
(Sk, 1), die die obere Hemiphére H, = {x € S¥ : ;1 > 0} auf die ,obere
k-dimensionale Schlaufe Ll(Sk) C S* v SF, die untere Hemisphire H_ auf die
untere Schlaufe ¢5(S*) C S¥VS* (und damit den Aquator auf den Basispunkt
t1(1) = 12(1)) abbildet (vgl. Abbildung 2.47).

(a) Geben Sie eine explizite Formel fiir f an.
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(b) Sei (X,p) ein punktierter Raum. Fiir zwei Schlaufen a, 3: (S*¥,1) —
X,p) definieren wir die Hintereinanderausfiihrung o * 3: (S¥,1) —
X, p) durch

axf:=(aVp)of.

Zeigen Sie: Ist & ~ o/ und § ~ [’ (als Abbildungen zwischen punktier-
ten Réumen), so ist auch a* f ~ o' x (3.

(c) Auf (X, p) = Mor((S¥, 1), (X, p))/~ defniniert man daher

[][6] := [a B].

Zeigen Sie (&hnlich wie im Fall & = 1), dass 7, (X, p) damit zu einer
Gruppe wird, die man die k-te Homotopiegruppe von (X, p) nennt.

(d) Zeigen Sie nun, dass 7, zusammen mit seiner Definition auf Morphis-
men (vgl. Kommentar 2.2.17.(b)) fiir £ > 1 ein Funktor von Top, nach
Grp ist.

Abbildung 2.47: Hintereinanderschaltung von Schlaufen

2.4.26 Sei k € N mit & > 2. Wir fassen in dieser Aufgabe (S*,1) als
den (abgeschlossenen) Einheitswiirfel W8 C RF auf, W* := I* bei dem
wir den Rand zu einem Punkt (dem Basispunkt von (S*, 1)) identifizieren.
Zeigen Sie mit Hilfe der folgenden Abbildungen (siehe 2.48), dass alleine
durch Umparametrisierungen in (S*, 1) fiir alle [a], [3] € m(X, p) gilt:
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Abbildung 2.48: die Kommutativitit der hoheren Homotopiegruppen

2.4.27 (a) Sei X ein topologischer Raum, k£ € N, p,¢ € X und ~ ein
Weg von p nach ¢q. Zeigen Sie, dass m(X,p) = m(X,q) ist. (Ist X
wegzusammenhéngend, so schreiben wir 7 (X)) fiir die Isomorphieklasse
von (X, p) wie im Falle k = 1.)

(b) Zeigen Sie, dass auch 1 (k € Ny) Produkte respektiert:

(X1 X Xa, (p1,p2)) = (X1, p1) X m(Xa, pa).

(c) Zeigen Sie, dass auch 7, (k € Ny) iiber den Funktor ~: Top, — HTop,
faktorisiert.

2.4.28 Sei G eine Gruppe und H < G ein Normalteiler von G. Zeigen Sie
die universelle Eigenschaft der kanonischen Projektion m:G — G/H: Ist G’
eine weitere Gruppe und f:G — G’ ein Homomorphismus mit ker(f) 2 H,
so existiert genau ein Homomorphismus f: G/H — G’ mit for = f.

2.4.29 (a) Sei A eine Menge, F'(A) die von ihr frei erzeugte Gruppe und
1:A — F(A) die Abbildung, die a € A das einbuchstabige Wort a =
t(a) zuordnet. Zeigen Sie die universelle Eigenschaft von (F/(A),:): Ist
G eine weitere Gruppe und f: A — G eine Abbildung, so existiert genau
ein Homomorphismus f: F((A) — G mit for = f (vgl. Diagramm 2.49).

(b) Seien A und B Mengen und f: A — B eine Abbildung. Benutzen Sie
(a) um zu zeigen, dass es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
fe: F(A) — F(B) gibt, der jedes einbuchstabige Wort a € F(A) auf
das einbuchstabige Wort f(a) € F(B) schiebt. Zeigen Sie dann, dass
dies F: Ens — Grp zu einem Funktor macht.
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Abbildung 2.49: universelle Eigenschaft der freien Gruppe

2.4.30 Sei U C R eine offene und zusammenhéngende Teilmenge. Zeigen
Sie, dass U ein Intervall sein muss.

2.4.31 Sei X ein metrischer Raum. Fiir jede Teilmenge A C X definiert
man den Durchmesser von A durch

diam(A) := sup{d(x,y) € [0,00) : x,y € A} € [0, 00].

Zeigen Sie: ist X kompakt und (U;)se; eine Uberdeckung von X, so gibt es
ein A > 0 (eine Lebesguesche Zahl), so dass fiir jede Teilmenge A C X mit
diam(A) < X gilt: Es gibt ein ¢ € I mit A C U;. (Hinweis: Wahlen Sie fiir
jedes x € X ein r, > 0, so dass B(z,7;) in einem U; liegt und iiberdecken
Sie dann X mit endlichen vielen Béllen vom halben Radius B(z,7,/2).)

2.4.32 Sei R die Aquivalenzrelation auf X = I?, die von (0,t) ~ (1,1 —t)
und (s,0) ~ (1 — s,1) erzeugt wird (s,t € I, vgl. Beispiel 1.2.12).

(a) Zeigen Sie, dass der induzierte Quotientenraum P := X/~ homémorph
zur reell-projektiven Ebene P?(R) ist (vgl. Diagramm 2.50).

(b) Zeigen Sie nun mit Hilfe des Satzes von Seifert-van Kampen:
1 (P*(R) = Z/27.

2.4.33 Berechnen Sie die Fundamentalgruppen des Mobiusbandes und der
Kleinschen Flasche.

2.4.34 Seien X und Y zusammenhéngende (topologische) Mannigfaltigkei-
ten der Dimension n € N und f:B" — A, ¢: B” — B Hom6omorphismen des
(abgeschlossenen) Einheitsballes B™ auf abgeschlossene Teilmengen A C X



118 KAPITEL 2. HOMOTOPIE

Abbildung 2.50: die projektive Ebene

bzw. B C Y. Auf T := (X \int(A)+Y \ (B)) (mit der Summentopologie) be-
trachte man die Aquivalenzrelation, die durch f(¢) ~ g(€) fiir £ € S*~! C B®
erzeugt wird (£ € S*71). Den Quotientenraum X£Y := T/~ nennt man die
zusammenhédngende Summe von X und Y (vgl. Abbildung 2.51). Zeigen Sie
fir alle n > 3:

T (X8Y) = m(X) xm (V).

Abbildung 2.51: die zusammenhéngende Summe

2.4.35 Sei g € Ny und F, die geschlossene, orientierte Flache vom Ge-
schlecht g. Berechnen Sie die Abelianisierung m (F,)*" (vgl. Aufgabe 2.4.19)
und zeigen Sie damit: Ist g # ¢', so ist F, 2 F.
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Aufgaben zu 2.3: Uberlagerungen

2.4.36 Sei X ein topologischer Raum. Man nennt eine Teilmenge A C X
diskret, wenn es fiir jedes x € A eine Umgebung U C X von x gibt mit
UNA = {z}. Zeigen Sie: Eine Teilmenge A C X ist genau dann diskret,
wenn die Teilraumtopologie von A diskret ist.

2.4.37 (a) Zeigen Sie, dass die Exponentialabbildung ex:R — St eine
unendlich-blattrige Uberlagerung ist. (Hinweis: Verwenden Sie geeig-
nete Zweige des Logarithmus’ fiir die lokalen Inversen von ex.)

(b) Sei n € N. Zeigen Sie, dass die Potenzfunktion pot,,:S* — S!, z +— 2",
eine n-bléttrige Uberlagerung ist. (Hinweis: Verwenden Sie geeignete
Zweige der n-ten Wurzel.)

(c) Sei n € N. Zeigen Sie, dass die Projektion m:S" — P"(R) eine 2-
bléattrige Uberlagerung ist. (Hinweis: Verwenden Sie den Standardatlas
(Uo,...,U,) von P" mit (i =0,...,n)

U ={(xo: - :12,) €P": x; £0}).

2.4.38 Sei X ein topologischer Raum, G eine topologische Gruppe und G
operiere auf X.

(a) Zeigen Sie, dass
N:={9geG: go=ucfiralezec X}

ein abgeschlossener Normalteiler von G ist und eine Wirkung von G/H
(als topologischer Gruppe) auf X induziert, die effektiv ist, (¢N).z :=

g.x.

(b) Sei x € X. Zeigen Sie, dass G, C G eine abgeschlossene Untergruppe
von G ist.

(c) Zeigen Sie, dass durch z ~ y < y € G eine Aquivalenzrelation auf X
gegeben wird.

2.4.39 Sei n € N. Die diskrete Gruppe I' = Z" operiere auf X = R" durch
Translationen, y.o = = + v, fir v € I' und x € X. Zeigen Sie, dass die
Operation frei ist und die Inklusion ¢: W” < R"™ einen Homdomorphismus
0: T — R"™/Z™ induziert (sieche Diagramm 2.52). (Ist eine Abbildung f: A —
B injektiv, so benutzen wir gelegentlich dafiir die Notation f: A — B, z.B.
bei Inklusionen.)
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Abbildung 2.52: der n-dimensionale Torus

2.4.40 Sei X ein topologischer Raum, G eine topologische Gruppe und G
operiere auf X. Sei x € X und H die Standgruppe von x, H = G,. Man
nennt dann

pa: G — X, pa(g) = g,

die Bahnabbildung von z. Zeigen Sie: Die Bahnabbildung ¢, induziert eine
Abbildung ¢,: G/H — Gz C X, die stetig und bijektiv ist. (G/H tragt
hierbei die Quotiententopologie als Bahnenraum unter der Wirkung h.g =
gh™' von H auf G.)

2.4.41 Sei nun I' diskret und I' operiere eigentlich diskontinuierlich auf
einem Raum X. Zeigen Sie: I' operiert dann frei und jede Bahnabbildung
Y. ' = I'e C X ist ein HomGomorphismus.

2.4.42 Sein € N und I' = Z" operiere auf X = R" durch Translationen,
v.x = x+7 (fir y € I'und z € X). Zeigen Sie, dass diese Operation eigentlich
diskontinuierlich ist und ex™:R" — T" einen Homdomorphismus von R"/Z"
nach T" induziert.

2.4.43 Versuchen Sie die Kleinsche Flasche K (vgl. Beispiel 1.2.12) als Quo-
tient von R? nach einer eigentlich diskontinuierlich wirkenden Gruppe I" von
Bewegungen (d.s. die bezgl. der euklidischen Metrik abstandserhaltenden
Abbildungen von R™) zu schreiben, K = R?/T". (Hinweis: I' kann als das
Erzeugnis einer Translation und einer Gleitspiegelung gew#hlt werden.)

2.4.44 (a) T'=7/27Z = {41} operiert auf S™ durch Punktspiegelung (am
Zentrum),
+l.x = +x.

Zeigen Sie, dass diese Wirkung eigentlich diskontinuierlich ist und S™ /T
homoomorph zu P"(R) ist.
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(b) Zeigen Sie, dass G = R* auf X = R™™ \ {0} durch Homothetien wie
folgt operiert:
Ax = \x

(A € G und = € X sowie der skalaren Multiplikation auf der rechten
Seite der Gleichung). Zeigen Sie, dass der Bahnenraum gerade P"(R)
ist.

2.4.45 Sei I eine endliche Gruppe (mit der diskreten Topologie), die frei auf
einem topologischen Raum X operiert. Zeigen Sie, dass die Wirkung dann
schon eigentlich diskontinuierlich ist.

2.4.46 Seipe Nund I' = {w € C: wP = 1} 2 Z/pZ die Gruppe der p-ten
FEinheitswurzeln. Sei weiter ¢ € N teilerfremd zu p und 1 < ¢ < p. Zeigen
Sie, dass I' wie folgt auf X = S C C? eigentlich diskontinuierlich operiert,

w.(21,22) = (w21, wz).

2.4.47 (a) Sei X ein zusammenhéngender Raum und zo in X. Zeigen
Sie, dass die Uberlagerungen m: (X,Z9) — (X,xp) als Objekte und
den Uberlagerungsmorphismen als Morphismen eine Kategorie C(x )
bilden.

(b) Zeigen Sie, dass die Morphismenmenge Mor((X, Z)), (X’, #})) hochstens
einpunktig ist.

(¢) Sei nun X auch noch lokal wegzusammenhéngend und (X , o) —
(X, z0) eine Uberlagerung mit m, (X, &) = (1). Zeigen Sie, dass dann
7 (X, &) — (X,x0) ein (initiales) universelles Objekt im Sinne von
Aufgabe 2.4.22 ist.

2.4.48 Sei 7: (X, %9) — (X, 20) eine einblittrige Uberlagerung.
(a) Zeigen Sie, dass ™ ein Homdomorphismus sein muss.

(b) Zeigen Sie, dass 7 als Objekt in C(x 40 (vgl. Aufgabe 2.4.47) isomorph
zur Identitat id: (X, zg) — (X, o) ist.

2.4.49 Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe sowie m: G — G/H
und my: G — H\G die kanonischen Projektionen von G auf die Menge der
Linksnebenklassen G/H bzw. Rechtsnebenklassen H\G. Zeigen Sie, dass die
Abbildung ¢: G — G, g — g~', eine Bijektion ¢: G/H — H\G mit gom =
T 0  induziert (vgl. Diagramm 2.53).
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Abbildung 2.53: zum Index einer Untergruppe

2.4.50 Sei (X, o) ein punktierter, zusammenhéngender und lokal wegzu-
sammenhéngender Raum und f: (X, %) — (X', ;) ein Morphismus iiber
(X, x0). Zeigen Sie, dass f selbst eine Uberlagerung ist.

2.4.51 Sei m X — X eine Uberlagerung, zg € X und U C X eine
gleichméfig iiberlagerte, offene und wegzusammenhingende Umgebung von
0. Sei nun weiter o € 7 '(20), ¥ € Homoeo(X) eine Decktransformation
von 7 und #) = ~(&). Seien schlieBlich U, " C X die Blitter iiber U, welche
die Punkte o bzw. Z{, enthalten. Zeigen Sie, dass gilt:

U =~(U).
2.4.52 Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann nennt man
N(H):={geG: gHg ' = H}
den Normalisator von H.

(a) Zeigen Sie, dass N(H) C G eine Untergruppe mit N(H) O H von G
ist, H ein Normalteiler in N(H) und N (H) die grofite Untergruppe von
G, in der H noch Normalteiler ist.

(b) Sei nun 7: (X, %) — (X, z0) eine Uberlagerung mit charakteristischer
Untergruppe H C (X, 2¢). Zeigen Sie, dass fiir die Decktransforma-
tionsgruppe I' = Deck(X, X)) gilt:

2.4.53 Seij € Z, G eine Gruppe und ¢;: G; — G 41 ein Homomorphismus,
fiir alle j. Dann nennt man die Sequenz

Pj—1 ®j
.—>Gj_1 —>Gj —>Gj+1—>...
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exakt, wenn fiir alle j € Z gilt:

im(p;-1) = ker(p;).
(a) Zeigen Sie: Eine kurze Sequenz

B

1—G 5606560 —1

ist genau dann exakt, wenn « injektiv, 3 surjektiv und im(a) = ker(3)
ist. Wir nennen dann G eine Erweiterung von G” um G'.

(b) Zeigen Sie nun: Ist 7: (X, Zo) — (X, o) eine regulire Ulzerlagerung, SO
ist 1 (X, xo) eine Erweiterung von Deck(X, X) um 71 (X, Zo),

1 — m (X, %) — m(X,20) — Deck(X,X) — 1.

2.4.54 Sei n € N. Der komplex-projektive Raum P"(C) wird (dhnlich wie
der reell-projektive Raum P*(R) (vgl. 1.2.13)) definiert als die Menge aller
(komplexen) Geraden durch 0 im Vektorraum C"*'. Nimmt man den Null-
punkt jeder Geraden heraus, so erhilt man eine Partition von C"™!\ {0},
deren Teile sich als die Bahnen unter der Gruppenwirkung C*x (C" ™\ {0}) —
Ci\ {0},

A.z = Az (skalare Multiplikation)
fir A € C* und z € C"*\ {0} ergeben. Es ist also P"(C) der Bahnenraum
und wir geben ihm die Quotiententopologie,

P"(C) = (C™*\ {0})/C".

Jede Aquivalenzklasse p = [(20,...,2,)] € P*(C) wird mit (zo : --- : 2,)
notiert und man spricht von den homogenen Koordinaten des Punktes p.

(a) Fiir jedes j =0,...,n sei
U={(z0::2,) €P(C): z; #0}

und ¢;:U; — C7,
(zo: - izn) = (—, .00y , e

Zeigen Sie, dass ¢; wohldefiniert ist und ein Hom&omorphismus fiir
jedes j =0,...,n. (Der Atlas (Uy,...,U,) macht P"(C) also damit zu
einer 2n-dimensionalen (topologischen) Mannigfaltigkeit.)



124 KAPITEL 2. HOMOTOPIE

(b) Es operiere die Kreisgruppe S! C C* auf S***! C R*+2 = Cnf!
vermoge

Az = Az,

fir A € S' und 2z € S*"*. Zeigen Sie, dass $*"™!/S! = P*(C) und
damit, dass P"(C) kompakt ist.

(c) Zeigen Sie:
PY(C) = %
(Hinweis: P1(C) = UyU{(0 : 1)} = C U {oo} (mit oo := (0 : 1)), der
Riemannschen Zahlenkugel.)

2.4.55 Sei n € N und P"(C) der projektive Raum der (komplexen) Dimen-
sion n und 7: C"*'\ {0} — P*(C) die kanonische Projektion.

(a) Sei a: I — P"(C) ein Weg. Zeigen Sie, dass es einen Lift &: T — C™1\
{0} iiber 7 gibt.

(b) Zeigen Sie nun, dass P*(C) fiir alle n € N einfach zusammenhéngend
ist. (Hinweis: C"™1\ {0} ~ S?"*! ist einfach zusammenhingend und die
Fasern von 7 sind wegzusammenhéngend.)

2.4.56 Zeigen Sie, dass alle hoheren Homotopiegruppen von S! trivial sind,
m(SY) = (0), fiir k > 2.

2.4.57 Sei ~
X ={(z,y) €R?: v € Z oder y € Z}

und 7: (X,0) — (S',1) v (S',1) gegeben durch m(z,y) = i1(ex(x)), wenn
y € Z,und 7(z,y) = iz(ex(y)), wenn x € Z ist, wo iy, io: (S',1) — (S'VS 1)
die natiirlichen Inklusionen bezeichnen.

(a) Zeigen Sie, dass 7 eine Uberlagerung ist.

(b) Bestimmen Sie die charakteristische Untergruppe H C Z*Z = 7(S' Vv
S',1) von 7.

2.4.58 (Analogon des Hauptsatzes der Galoistheorie). Sei m: (X, %) —
(X, z0) eine regulire Uberlagerung. Wir nennen 7': (X', ) — (X, z0) eine
Teiliiberlagerung von 7, wenn es einen Uberlagerungsmorphismus f: (X , To)
— (X, Zy) mit 7' o f = 7 gibt. Einer solchen Teiliiberlagerung 7’ ordnen wir
nun die Untergruppe ®(7’) := I := Deck(X, X’) von I' := Deck(X, X) zu
und umgekehrt jeder Untergruppe I'' von I" die Teiliiberlagerung W(I") = 7',
die von der kanonischen Projektion f: X — X /T =: X’ induziert wird.
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(a) Zeigen Sie, dass ® und ¥ invers zueinander sind.

(b) Zeigen Sie, dass 7’ genau dann reguldr ist, wenn I'' = ®(7’) ein Nor-
malteiler von I ist.

2.4.59 (a) Zeigen Sie, dass ein unendliches Produkt von Kreislinien X =
[I,c;S" (I eine unendliche Indexmenge) nicht semilokal einfach zusam-
menhéngend ist.

(b) Zeigen Sie, dass ein unendliches Bukett von Kreislinien Y = \/,_; S
semilokal einfach zusammenhéangend ist.

(c) Zeigen Sie, dass der Raum

Y = J{(,y) e R*: (x_ﬁ)%“yz:ﬁ
n=1

(vgl. Abbildung 2.43) nicht semilokal einfach zusammenhéngend ist.
2.4.60 Skizzieren Sie die universelle Uberlagerung der Acht S' v S'.

2.4.61 Sei (G,-) eine (lokal wegzusammenhéingende, zusammenhéngende)

topologische Gruppe mit Einselement e und 7: G — G eine Uberlagerung.
Sei € € m!(e). Zeigen Sie, dass es genau eine Gruppenstruktur * auf G gibt,
so dass (G,T) zu einer topologischen Gruppe mit Einselement ¢ und 7 zu
einem Homomorphismus (zwischen topologischen Gruppen) wird.
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Kapitel 3

Homologie

3.1 Kettenkomplexe

Definition 3.1.1 Ein (nicht-negativer) Kettenkomplex besteht aus einer Fa-
milie abelscher Gruppen C' = (Cy)gez mit C, = (0) fur £ < 0 und einer
Familie von Gruppenhomomorphismen 0 = (0y: Cy — Ck_1)kez mit der Ei-
genschaft

Op—100, =0,
fiir alle k € Z (kurz: 9% = 0),
i e AL e A e R S

Wir schreiben (C,0) = (Cy, Ok )kez, nennen 0 = (0y) den Randoperator von
C' und die Elemente von C} die k-Ketten von C.

Definition 3.1.2 Eine Kettenabbildung f:(C,0) — (C’,0") zwischen zwei
Kettenkomplexen C und C’ besteht aus einer Familie von Homomorphismen
(fx: Ck — C})kez, so dass fur alle k € Z gilt (vgl. Diagramm 3.1):

812 o fix = fi—10 0.

Definition 3.1.3 Sei (C, 0) ein Kettenkomplex. Fiir jedes k € Z nennen wir

die k-Zykeln und

die k-Rénder von (C,d). Wegen 9? = 0 ist stets
B (C) € Z(C)

127
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Abbildung 3.1: eine Kettenabbildung

(beides sind natiirlich Untergruppen von C}) und wir nennen die Quotien-
tengruppe

die k-te Homologiegruppe von (C,0). Ihre Elemente
(2] = z+ Br(C), z € Zx(C)
heiflen Homologieklassen.

Bemerkung 3.1.4 Ist f:(C,0) — (C',0') eine Kettenabbildung, so bildet f
Zykeln in Zykeln und Rdnder in Rdinder ab und induziert deshalb fiir jedes
k € Z einen Homomorphismus f. = Hy(f): H,(C) — H(C") (fir alle k € Z)

durch
fe([2]) = [fu(2)):

Beweis. Ist z € Z;, := Z(C'), also Oxz = 0, so ist

0 (fr2) = fe—1(0k2) = fr—1(0) =0,

also frz € Zp(C"). Ist z € By, := By(C), also z = g, 1c fiir ein ¢ € Cyq, S0
ist

frez = fiOkiic = Op i1 (frs10),
also frz € By(C'). Bezeichnen my: Zy(C) — H(C) bzw. m: Z,(C") —
H(C") die kanonischen Projektionen, so ist also 7}, o (fx|Zx)(Bk) = 0 und
damit existiert genau ein Homomophismus Hy(f) = f.: Hp(C) — Hg(C")
mit f, omg = ), o fx|Zx (vgl. Diagramm 3.2), gegeben durch

Fell2]) = 2]
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Abbildung 3.2: der induzierte Homomorphismus

Kommentar 3.1.5 (a) Die Kettenkomplexe zusammen mit den Kettenab-
bildungen und der Komposition

(g0 k= grofi
bilden eine Kategorie, die wir mit KK bzeichnen (siche Aufgabe 3.4.1).
(b) Fiir jedes k € Z ist Hy ein Funktor von KK nach Ab,
Hi(id) =id, Hi(gf) = Hi(9)Hi(f)
(sieche Aufgabe 3.4.1).
(¢) Der Funktor Hy respektiert (endliche) Summen, insbesondere gilt:
H(C o C') = Hi(C) @ Hi(C").

(sieche Aufgabe 3.4.2).

Deﬁpition 3.1.6 Sei I C ~Z ein endliches oder unendliches Intervall (d.h.:
I = I NZ fur ein Intervall I C R). Eine Sequenz abelscher Gruppen (A4,)qer
mit Homomorphismen (f,;: A, — A,—1) (¢ € I so, dass ¢ — 1 € I ist),

JECLE S CEE S N (I S (= S

heifit exakt, wenn an jeder Stelle g € I, wo ¢ — 1,q+ 1 € [ ist, gilt:

im(fq+1) = ker(fq)'
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Kommentar 3.1.7 (a) Ein Kettenkomplex (C,0) ist also genau dann
exakt, wenn sdmtliche Homologiegruppen verschwinden. Es ist stets

im(Oyy1) C ker(0y)

und H(C) ist gerade ein MaB fur die Nicht-Exaktheit von (C,9) (an
der Stelle k).

(b) Eine Sequenz 0 — A L, B ist offenbar genau dann exakt, wenn f
injektiv ist und eine Sequenz A % B — 0 ist exakt, genau wenn g
surjektiv ist.

(c) Eine exakte Sequenz der Form

0—AL.B 20—

heifit eine kurze exakte Sequenz. Hier ist also f injektiv, g surjektiv
und im(f) = ker(g).

Beispiel 3.1.8 Seien A und B abelsche Gruppen und A & B ihre direkte
Summe. Sei weiter i: A — A @ B, a — (a,0), die natiirliche Inklusion und
p:A® B — B, (a,b) — b, die natiirliche Projektion. Dann ist

O—>AL>A@BL>B—>O
exakt.

Kommentar 3.1.9 Wir machen die kurzen exakten Sequenzen 0 — A —
B — (' — 0 zu Objekten einer Kategorie, in dem wir als Morphismen ¢
Tupel (f,g,h) von 0 - A - B - C — 0Onach0 - A’ - B - C" — 0
definieren, wenn f: A — A’, g: B — B’ und h:C — C’ Homomorphismen
sind, so dass folgendes Diagramm (siche 3.3) kommutiert.

Die Komposition von zwei Morphismen ® = (f,g,h) und ¥ = (f,¢', h’)
wird natiirlich als

Vod=(flo.q 0g,h oh)

definiert. Wir bezeichnen diese Kategorie der kurzen exakten Sequenzen mit

KES.

Lemma 3.1.10 (Fiinferlemma). Seien Ay, ..., As und By, ..., Bs abelsche
Gruppen, aq, ..., Qq, B1,..., 04 und v1,...,7v5 Homomorphismen, so dass die
beiden Reihen des folgenden Diagramms (siehe 3.4) exakt sind und das Dia-
gramm, kommutiert.

Dann gilt: Ist vy, 72, V4,75 €in Isomorphismus, so auch vs.
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Abbildung 3.3: ein Morphismus zwischen zwei kurzen exakten Seuenzen

Abbildung 3.4: zum Fiinferlemma
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Beweis. Injektivitédt: Sei also az € Az mit v3(az) = 0. Zu zeigen ist, dass
az = 0 sein muss. Wegen 4 o ag(az) = 3 0 y3(az) = 0 und der Injektivitét
von vy folgt: as(az) = 0. Die Exaktheit der ersten Reihe bei Az impliziert
dann die Existenz eines ay € Ay mit ag = as(az). Wegen

Ba(1a(az)) = y3(aa(az)) = y3(az) =0

und der Exaktheit bei By, existiert ein by € By mit (1(b1) = 72(ag). Die
Surjektivitat von 7 liefert schlieflich ein a; € A; mit v1(ay) = b;. Es ist
dann

Yaolaz — ay(ar)) = v2(az) — B oy(ar) =0,

also implziert die Injektivitat von 72: as = aq(ay). Es folgt:

az = as(ag) = as o ayg(ay) = 0.

Surjektivitit: Sei b3 € Bs beliebig. Da 4 surjektiv ist, existiert zunéchst
ein ay € Ay mit y4(ayq) = P5(bs3). Es ist dann

Ys(aua(as)) = Ba o va(as) = Bao B3(b3) =0

und die Injektivitdt von 75 liefert daher: ay(ay) = 0. Die Exaktheit bei Ay
liefert deshalb ein a3 € A3z mit ag(as) = ay4. Es ist nun

B3(bs — v3(as)) = B3(bs) — a0 az(as) =0,

also existiert ein by € By mit [y(be) = by — y3(ag). Sei ay € As das Urbild
von by unter e, Yo(az) = by. Setze nun: az := az + as(az). Dann ist

73(6L3) = 73(513) + 30 Oéz(CLQ) =b3— o 72(612) + 30 CY2(G2) = bs.

Definition 3.1.11 Man sagt, dass eine kurze exakte Sequenz

x) 0— AL B2 Cc—0

spaltet, wenn es ein Rechtsinverses von ¢ gibt, d.h. einen Homomorphismus
r:C — B mit gor =ide. (r heift dann auch eine Spaltung von (x).)

Bemerkung 3.1.12 Fir eine kurze exakte Sequenz (x) sind dquivalent:

(a) (%) spaltet;
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(b) f hat ein Linksinverses ¢: B — A, d.h.: qo f =1ida;

(c) es gibt einen Isomorphismus ® von (x) zur Sequenz 0 — A L AeC b

C —0.

Beweis. (a)=-(b): Da f injektiv ist, folgt: f: A — f(A) C B ist ein Iso-
morphismus. Sei f~!: f(A) — A sein Inverses. Fiir alle b € Bist b—rog(b) €
f(A), denn

g(b—rog(b))=g(b) —gor(gd)) = g(b) —id(g(b) =0,

also ist b —r o g(b) € ker(g) = im(f). Setze nun ¢: B — A,

q(b) = [T (b—rog(b)).
Dann ist
go f(a) = ["'(f(a) —rogo f(a)) = a=id(a),
fiir alle a € A.
(b)=(c): Setze §: B — A@ C, 5(b) = (q(b),g(b)) und @ := (id4, 8, idc).
Dann ist ® ein Morphismus von (%) nach 0 = A - A @ C 2 C — 0, denn

Bof=(gofg0f)=(id0)=ioid

und
pef=polqg)=g=idoyg
(sieche Diagramm 3.5).

Abbildung 3.5: ein Isomorphismus zwischen spaltenden Sequenzen

Weil id4 und id¢ (und idg) Isomorphismen sind, folgt mit dem Fiinferlemma,
dass auch [ ein Isomorphismus und damit auch ® ein Isomorphismus ist.



134 KAPITEL 3. HOMOLOGIE

(c)=(a): Sei & = (a, 3,7) ein Isomorphismus von (%) nach 0 — A 4
AaC L C —0. Setze dann r: C — B,

r(c) == 671(0,7(c))
(wo nun ®~! = (o™}, 371, y71) ist). Dann ist
vol(gor)=pofBor=po(0,7) =7
und die Injektivitdt von ~ liefert g o r = idc. O

Beispiel 3.1.13 (a) Ist C in (x) eine frei abelsche Gruppe, d.h. C = F(X)
fiir eine Menge X (siche Aufgabe 3.4.3), so existiert stets eine Spaltung
r:C — B. Wihle néamlich fiir jedes x € X ein Urbild b, € B von
i(x) =1-x € C unter g. Dann existiert (genau) ein Homomorphismus
r:C — B mit r(1-z) = b, (universelle Eigenschaft von i: X — F(X),
siehe Aufgabe 3.4.3). Es ist dann gor = id¢ zunéchst auf den Erzeugern
i(x) € C, aber damit dann auch auf ganz C, d.h.: r ist eine Spaltung
von (x).

(b) Die Sequenz
0—7Z-27-272/27 —0
spaltet offenbar nicht, denn es gibt keinen nicht-trivialen Homomor-
phismus von Z /27 nach Z.

Kommentar 3.1.14 Wir erweitern nun den Begriff von Kern, Bild und
exakten Sequenzen in naheliegender Weise von abelschen Gruppen wie folgt
auf Kettenkomplexe:

(a) Sei C' = (Ck, 0) ein Kettenkomplex. Wir sagen, dass D = (Dy) ein
Unterkomplex von C' ist, wenn D, C C} eine Untergruppe und dD; C
Dy ist, fir alle k € Z. (Dg, 0|Dy,) ist dann selbst ein Kettenkomplex.

(b) Sei f:C' — C" eine Kettenabbildung. Dann ist ker(f) := (ker(fx)) ein

Unterkomplex von C', denn
Jr1(O(ker fi)) = Op—1(fr(ker fi)) = 9p-1(0) = (0),
also O (ker f) C ker fr_1. Er heifit der Kern von f.

(c) Sei f:C' — C" eine Kettenabbildung. Dann ist imf := (imfy) C C ein
Unterkomplex, denn ist ¢’ € imfy, also ¢ = fic fiir ein ¢ € Cy, so ist

8,2,0' = 8,'cfkc = fk_l(ﬁkc) € 1m(fk_1)
Er heiflt das Bild von f.
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Abbildung 3.6: ein Morphismus zwischen kurzen exakten Sequenzen von Ket-
tenkomplexen

(d) Eine Sequenz ... — C, Iy Cy—1 fa: Cq—2 — ... von Kettenabbildungen
heifit exakt, wenn imf, = ker f,_; ist, fiir alle ¢.

(e) Eine exakte Sequenz von Kettenkomplexen der Form
x) 0—C Lo —o

heifit eine kurze exakte Sequenz. Sie bilden die Objekte einer Kate-
gorie KES — KK, deren Morphismen aus Tupeln (o, a, &) besteht,
so dass das Diagramm 3.6 kommutiert. Hierbei sind o/, o, o’ natiirlich
Kettenabildungen.

Satz 3.1.15 Sei 0 — C' L ¢ % O = 0 eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen und k € Z. Dann gilt:

(a) Fiir jedes [2"] € Hp(C") besteht die Menge
Fil1@(g ([2"D) € Gy
aus genau einer Homologieklasse (2] C Zy_1(C").
(b) Setzt man (0,)g: Hp(C") — Hyp_1(C"),
(0)k([2"]) = fi 21 (kg ([2"])),
so ist (0.) ein Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen.

Definition 3.1.16 Der in obigem Satz definierte Homomorphismus (0,):
Hi(C") — Hi—1(C") heiBt der verbindende Homomorphismus zu ().
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Beweis von 3.1.15 (siehe auch Diagramm 3.7): (a) Sei 2" € Z}' := Z,(C")
beliebig.

Behauptung:
i1 O(g (") € Croy
ist nicht leer und liegt in Z}, := Z,_1(C").
Dazu: Da g, surjektiv ist, existiert ein ¢ € Cy mit gyc = 2”. Es ist

/1

Gk-1(0kc) = Oy (gic) = 02" =0,

denn 2" € Z}!. Wegen der Exaktheit von (%) bei C existiert ein 2’ € C},_; mit
feo12' = Ok, also 2’ € £, (0k(g: ' ([2"]))). Fiir jedes solche 2’ € Cj_, gilt
aber zudem:

Ji2(0p_12") = Oh1(fro1?') = Or—10kc = 0,

also wegen der Injektivitét von fi_o auch 0;_,2' =0, d.h.:

0 # ity (09 (D) € Z4s-

Abbildung 3.7: der verbindende Homomorphismus

Behauptung: f,*,(0x (g5 '([2"]))) C Zi,_, ist genau eine Homologieklasse.

Dazu: Seien 2" € Z}, ¢ € g '(2") und 2 € Z, | mit f,_1(2') = Ok
gegeben sowie ¢ € CY beliebig. Dann ist auch ¢ + fic € g.'(2"), denn
gr © fr = 0. SchlieBlich ist

fk_l(z’ + 8,20’) = fk_lz’ + 5kfkc’ = Opc + Okfkc’ = 8k(C + fk;cl),

also auch 2’ + ;¢ € fi*,(0n(g.  ([2"]))).
Umgekehrt: Seien 27,24 € Z mit [2]] = [24] und 2} € f, 'Ongy ' (27),
2h € £ 0k ' (). Es existieren dann also ¢y, ¢y € Cy mit grey = 2, grey =
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2y und fr_12] = OkC1, fr—125 = Ok und es existiert ein ¢’ € €}, mit
01’ = 25 — 2. Sei schlielich ¢ € Cy1 mit gp1c = ¢”. Dann ist

Gk (Op1c = (2 — 1)) = 31Z+1gk+10 — (25 —2)) = ZHC" — (25 —#) =0.
Also existiert ein ¢ € C}, mit frd = Ogy1¢ — (c2 — ¢1). Nun folgt:

fk_lﬁ,’cc’ = 6kfk(c’) = 8k(8k+1c — (Cg — 61)) = 8k62 — 8kcl

= fro1(z—21).

Da fi_1 injektiv ist, folgt schlieBlich: 2, — 2] = O/, also sind z] und 2} in
der gleichen Homologieklasse.
Es ist also nun (0,)x: Hi(C") — Hy_1(C"),

(@)k([2"]) = fr 109 ([2"])

wohldefiniert.

(b) Seien nun 27, 2§ € Z}! beliebig und ¢y, ¢y € Cy mit grey = 2, grca =
2y. Fiir ¢ := ¢1 + ¢ gilt dann gxe = 2] + 24, d.h.: man darf ¢ fiir die Wahl
eines Représentanten fiir die Homologieklasse 0, ([2} + 24]) verwenden. Es ist
nun fiir das 2’ € Z;, | mit f,_12' = 9kc (also [2'] = 0.([27] + [25])):

feo1(Z' = (214 25)) =c— (1 + ¢a) =0,

wo fr_121 = ¢; und fr_12 = o (also [21] = 0.([z]]) und [25] = 0.([z5])) sei.
Wegen der Injektivitat von fi_; folgt deshalb 2z’ = 2} + 2} und damit

O[]+ [2]) = [l =[=1+ 2] = [21] + [2]
= Ou([=]) + 0u([z2]),

also 0, ein Homomorphismus. O

Satz 3.1.17 (Die lange Homologiesequenz). Sei 0 — C’ Loso -
0 eine kurze exakte Sequenz von Kettenkompleren. Dann st die folgende
(lange) Sequenz abelscher Gruppen exakt:

2 Hy () LS Hy(O) 2 (O 2 By (0) s

Beweis. Die Exaktheit der langen Sequenz muss bei Hy(C"), Hy(C) und
H(C") (fir alle k € Z) gepriift werden.

Bei Hi,(C"): (i) Sei 2" € Zy41 (also [2] € Hg11(C") beliebig). Dann ist

F0([2") = fuofi " Onrrgii1 ([2]) = [Oksac] = 0
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Abbildung 3.8: eine Kettenhomotopie

fiir ein ¢ € g;},([2"]), also im0, C ker f,.

(ii) Sei 2/ € Z; beliebig mit f.([2']) = 0 (also [2'] € ker f. beliebig).
Dann ist also fy2' € By, also existiert ein ¢ € Cyyq mit frz’ = Opy1c. Setze
2" = gpy1c € C} 4. Dann ist:

allc/+lzl/ = allc/+1gk+1c = grOk 1€ = gk © fk(Z/) =0,

also z” € Zj.1. Schliellich ist

0:([2"]) = fi " Or19iir (")) = [fi  (Osa0)] = [,

also ker f, C imd,.
Insgesamt gilt also: imd, = ker f,.

Fiir die Exaktheit der langen Sequenz bei Hy(C') und Hy(C") siehe Auf-
gabe 3.4.4. a

Kommentar 3.1.18 Fasst man die langen exakten Sequenzen abelscher
Gruppen als Objekte einer Kategorie LES (mit den naheliegenden Morphis-
men) auf, so ist das ,, Lange-Exakte-Homologiesequenz-Nehmen“ ein Funktor
von KES — KK nach LES (vgl. Aufgabe 3.4.5).

Definition 3.1.19 Seien C' und C’ Kettenkomplexe. Zwei Kettenabbildun-
gen f,g:C — C" heiBen kettenhomotop, wenn es eine Familie D = (D)
von Homomorphismen Dy: Cy — Ciy1 gibt, so dass fiir alle k € Z gilt (vgl.
Diagramm 3.8):

D1 © Dy + Di—y 0 0 = g — [

Wir nennen dann D eine Kettenhomotopie zwischen f und g und schrei-
D
ben D: f ~ g (oder f ~ g).
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Bemerkung 3.1.20 Sind f,qg:C — C' kettenhomotop, so stimmen die in-
duzierten Homomorphismen f., g.: H,(C) — H(C") fir alle k € Z tberein,

fe = g..
Beweis. Fiir z € 7, ist
gkz — frz = O 1 Dyz + Dy_10xz = 0}, (Dy2) € By,
also [fxz] = [gx2z| und damit

Foll2]) = [fwl = [gr2] = g.([2]),
fir alle [z] € Hy(C) und k € Z. O

Kommentar 3.1.21 (a) Definiert man eine Homotopievariante HKK der
Kategorie KK dadurch, dass man die gleichen Objekte wie in KK,
aber als Morphismen die (Ketten-) Homotopieklassen von Kettenab-
bildungen nimmt, so faktorisiert (fiir jedes k € Z) Hy: KK — Ab iiber
~ KK — HKK (vgl. 2.2.29 und Aufgabe 2.4.27) wegen 3.1.20 (vgl.
Diagramm 3.9).

Abbildung 3.9: die Homotopiefaktorisierung von Hy,

(b) Man nennt eine Kettenabbildung f: C' — C” eine (Ketten-) Aquivalenz,
wenn es eine Kettenabbildung g: ¢’ — C' gibt mit g o f ~ id¢ und
fog=~ide. Es heiBen dann C' und C” (ketten-) homotopiedquivalent,
C ~ ('. Es folgt also:

C~C' = H(C)=H,(C), Vk €.

Vorbereitung 3.1.22 Sei C ein Kettenkomplex und seien C',C” C C' Un-
terkomplexe.
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(a) Dann ist der Durchschnitt C' N C" C C mit
C'NC"y =C,NCY
und die (innere) Summe C’' + C” C C mit
(C"+C") = Cp+ G C Ci
ein Unterkomplex von C'.

(b) Da C”" und C” selbst Kettenkomplexe sind, kann man auch die (dufere)
Summe C’ @ C” in der Kategorie KK bilden. Seien ¢:C" — C' &
c”,i".C" — C'" & C” die kanonischen Inklusionen und j: C" — C' +
crcc,"c" - "+ C" C C die Inklusionen von C',C" in C" +
C”. Die universelle Eigenschaft von (C' & C”,7,i") liefert genau eine
Kettenabbildung ®: C" ® C" — C'+ C” mit ® o = j' und ¢ o’ = j”,
néamlich

(I)(C,,C”) —d + "

Definition 3.1.23 Sei C' ein Kettenkomplex. Ein Paar (C',C”) von Un-
terkomplexen C’,C"” C C heifit ein Ausschneidungspaar von C, wenn die
Inklusion ¢: C" + C” — C' einen Isomorphismus in der Homologie induziert,

L Hy(C' 4 C") = Hy(C),
fir alle k € Z.

Satz 3.1.24 (von Mayer-Vietoris). Sei C' ein Kettenkomplex und (C',C")
ein Ausschneidungspaar von C. Dann existiert eine lange, exakte Sequenz
von Homologiegruppen

L Hy o (C) =25 Hy(C'n O -5 Hy(C @ Hy(C") =5 Hy(C) =5 ..

(so genannte Mayer-Vietoris-Sequenz).
Beweis. Man betrachte die folgende Sequenz von Kettenkomplexen:
(*) O%C/QC//LC,@C”LC/—FCW%O
mit
fle)=(c,—c), g(d,"y=c+".
Es ist f injektiv, g surjektiv, g o f = 0 und fiir (¢, ") € ker(g) ist ¢ = —¢”,

also c:=c € C'NC" und (¢, ") = f(c). Also ist ker(g) = im(f) und damit
(%) exakt.
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Sei nun weiter
Pk Hk(C/ b C”) — Hk(O’) e, Hk(C”)
der natiirliche Isomorphismus (vgl. Aufgabe 3.4.2), d.i:

ee(((2 2")]) = ([, [2"])-

Sei schlieBlich
¢k: Hk(C’ + CH) — Hk(C)

der von dem Ausschneidungspaar induzierte Isomorphismus. Setze nun:
Ak = (@)k o) ’l/}];li Hk<C) — kal(cl N CH),

i i o fo: H(C'NC") — Hy(C") & Hp(C"),
Vp = Ypog.o SO;III Hk(cl) S Hk(C”) - Hk(0)7

wo (0,)x der verbindende Homomorphismus der Sequenz (k) sei. Dann hat
man die folgende Abbildung zwischen langen Sequenzen (siehe Diagramm
3.10).

Abbildung 3.10: die Mayer-Vietoris-Sequenz

Dabei sind die vertikalen Homomorphismen alle Isomorphismen, das Dia-
gramm kommutiert und die obere Sequenz ist nach 3.1.17 exakt. Daraus folgt,
dass auch die untere Sequenz exakt ist (und (..., id, @, ¢, . ..) ein Isomor-
phismus in LES ist). O
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3.2 Die singuliren Homologiegruppen
Definition 3.2.1 Sei k € Ny und (e, . . ., e) die kanonische Basis von RF1,
€; = (501,,(5]“)7(2 :0,,]{3)

Das k-dimensionale Standardsimplex ist der Teilraum (mit der von der Stan-
dard-Topologie auf R**! induzierten Topologie)

Ar = {z=(20,...,70:) €ER"™: 0< 2, <1(i=0,...,k)
k
und Z:cizl}
=0

Kommentar 3.2.2 (a) Es hat also jedes © € Ay eine eindeutige Darstel-

lung
k k
x:ZAiei mit Z)\izl
i=0 i=0
(denn (eg, ..., ex) ist eine Basis, \; =z, i =0,..., k).

Abbildung 3.11: die Standard-Simplexe in Dimension k = 0, 1,2

(b) Die der Ecke e; € Ag (i =0, ..., k) gegeniiber liegende Seite wird mit
k
A;c—l = {ZL’ S Ak DX = Z)\j@j, >\z :0}
§=0
bezeichnet. Ferner beschreibe

(5,@_11 Ak—l — A2_1 Q Ak
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den Homoomorphismus, der durch Einschréankung der linearen Abbil-
dung R¥ — R¥*! auf A;,_; C R¥ gegeben ist, die

I fir j=0,...,i—1
J ejp1 fir j=1,...,k—1
erfullt.
Lemma 3.2.3 Firk e N mirk > 2 und alle 0 <1 < j < k gilt:

J i i j—1
031009 =0}_1 0 0;_y.

Beweis. Sei f := 6, _, 06. , und g := 8. , 06/ 5. Es sind f und g
Einschriankungen linearer Abbildungen R*~! — R**!. Es reicht also f(e;) =
gle)) fir 1 =0,...,k — 2 zu zeigen.

. .. 6272 6‘1171
e Fir 0 <l <iist fie, = ¢ +— ¢ und g:e — ¢ — ¢ auch, denn
Jg—1=>41

o fiir i <[ < j—1ist fieg — eq1 — €1, weil [ +1 < j ist und

g-epr— € €141;

o fiir j — 1 < | < k — 2 ist schlielich f:e; — €11 — €12 und auch
g:€ = €41 7 €42

O

Erinnerung 3.2.4 Sei M ecine Menge. Dann ist F(M) die frei abelsche
Gruppe iiber M,

F(M) :{anx: ng, € Z, n, = 0 fiir fast alle v € M}

zeM

und erfiillt zusammen mit i: M — F(M), x — 1 -z, die folgende universelle
FEigenschaft: Zu jedem Paar (A,j) bestehend aus einer abelschen Gruppe
A und einer Abbildung j: M — A, gibt es genau einen Homomorphismus
O: F(M) — Amit Poi=j (vgl. Aufgabe 3.4.3).

Definition 3.2.5 Sei X ein topologischer Raum, £ € Ny und Ay das Standard-
Simplex der Dimension k.

(a) Ein singulédres k-Simplex in X ist eine stetige Abbildung o: Ay — X.
Die Menge aller singuldren k-Simplexe in X wird mit ¥ (X') bezeichnet,

Ye(X) =C(Ag, X).
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(b) Sei
SK(X) = F(S4(X)

(Sk(X) := (0) fiir k£ < 0) die von den singuldren k-Simplexen erzeugte
frei abelsche Gruppe. Ihre Elemente

Z NGO
c€XL(X)

heiflen singulire k-Ketten in X.

(c) Fiir jedes k € N definiert man den Randoperator Oy: S,(X) — Sk—1(X)
auf den Erzeugern o € ¥ (X) durch

k

Op0 = Z(—l)ia od; ;.

=0

und setzt dann J (mit der universellen Eigenschaft) eindeutig zu einem
Homomorphismus auf S(X) fort. (0x = 0 fiir k£ <0.)

Abbildung 3.12: der Randoperator auf einem singuléren 2-Simplex

Bemerkung 3.2.6 Die Familie S(X) = (Sk(X), Ok )kez ist ein Kettenkom-
plex. Es qilt also fiir alle k € Z:

ak_l O 8k =0.

Beweis. Sei & > 2 und o € X,(X) beliebig. Es reicht zu zeigen, dass
Ox—1 0 Ok(0) = 0 ist. Nach Definition ist

k k—1 k
ak 1(9k = 8k 1 Z O'(Si 1 Z zz ‘O'(Si_l(sll'va
=0 7=0

Jj=0
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= Y (Do Ga) D (FD)Ma( 6 )

0<i<j<k 0<j<i<k—1
PN o
= Z (=1 o (0,107 5) + Z (=10 (5]_1042)
0<i<j<k 0<j<i<k—1

nach 3.2.3. Wir ersetzen nun im 1. Summanden den Index j durch j + 1
und vertauschen im 2. Summanden die Bezeichnungen fiir die Indizes (vgl.
Abbildung 3.13). Dann ist

Ok-10k(0) = Z (_1)i+j+1‘7<51ic—15i—2)+ Z (_1)j+i‘7(5li—15i—2>
0<i<j<k-—1 0<i<j<k-—1

= 0.

Abbildung 3.13: (i,7) — (j —1,4) fir 0 <i < j <k

Kommentar 3.2.7 (a) Wir nennen C' = S(X) den singuldren Ketten-
komplex von X. Entsprechend heiflen die Elemente von Z(X) :=
Z(S(X)) singuldre Zykeln auf X und die von Bi(X) := Bi(S(X))
singuldre Réander auf X. Schlieflich heif3t

Hy(X) = Hy(S(X))

die k-te (singuldre) Homologiegruppe von X. Sie ist fiir jedes k € Z
eine abelsche Gruppe. (Natiirlich ist Hy(X) = (0) fur £ < 0.)

(b) Wihrend Cy = Sp(X) = F(Zx(X)) i.A. eine ungeheuer grofie Gruppe
ist und auch Z;(X), hofft man, dass auch By(X) so grof ist, dass
Hy(X) = Zx(X)/Br(X) genau das tut, was man wiinscht, namlich die
k-dimensionalen Locher von X zu detektieren!
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(c)
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Es ist erstaunlich, dass man an die Erzeuger o € ¥ (X) keine weiteren
Voraussetzungen zu machen braucht (etwa, dass o eine Einbettung ist),
als die blofle Stetigkeit, um eine nicht-triviale Theorie zu bekommen, die
das leistet, was man sich vorstellt, z.B. H,(S") = Z, aber H;(S") = (0)
fir 1 <k <n—1 (siehe 3.3.1).

Wir machen S: Top — KK (nicht mit der Einhdngung S: Top — Top
zu verwechseln) wie folgt zu einem Funktor: Ist f: X — Y stetig, so
sei fo = Sf:S8(X) — S(Y), Sf = (Skf), auf singuldren k-Simplexen
gegeben durch

Skf(o) = foo.

Es ist dann Sf: S(X) — S(Y) tatsichlich eine Kettenabbildung, denn
fiir alle £ € N und allen o € ¥ (X) ist

k k
Op Sef(0) = O (fo) = (-1)'fodh ;= (—1)'Sp_1f(06; 4)
=0 =0
k
= Skflf(Z(_l)iaélich = Sk-1fOf (o).

1=0

Damit ist H;0S: Top — Ab ein Funktor (k € Ny, Kompositionen von
Funktoren sind wieder Funktoren), insbesondere sind zwei topologische
Raume X und Y nicht homéomorph, wenn Hy(X) und Hi(Y) (fir ein
k € Ny) nicht isomorph sind.

Bemerkung 3.2.8 Sei X = pt der einpunktige Raum. Dann ist Hy(X) = 7Z
und Hi(X) = (0) fur k> 1.

Beweis. Fiir jedes k € Ny gibt es nur ein singuléres k-Simplex: das kon-
stante o: A, — pt. Sein Rand ist

Ok = Y (=1)oxod) = (Z(—w‘) Or_1

=0 =0
B 0 fiir £ ungerade
B op_1 fiir k gerade und k > 2 ’

denn oy 0 8% | = oy fiir k > 1 und allen 0 < i < k. Natiirlich ist 9y = 0,
denn S_1(X) = (0). Damit folgt Si(X) = Z fiir £ > 0 und

o 7;(X) = (0) fiir k gerade, k > 2, also Hy(X) = (0), fiir & gerade und

k> 2.
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o 7i(X) = Si(X) und Bi(X) = im(0ks1) = Sk(X) fiir £ € N ungerade.
Also ist auch hier H(X) = (0).

o Zy(X) = So(X)=Z und By(X) =im(0;) = (0), also Hy(X) = Z und
wird erzeugt vom singuléren Simplex o¢ € ¥o(pt).

O

Bemerkung 3.2.9 Sei X ein topologischer Raum und X =
lequng in seine Wegkomponenten. Dann gilt fiir jedes k € N:

Hy(X) = @D Hiu(X)).

el

X, die Zer-

el

Beweis. Das Bild eines singuldren Simplexes o: A, — X liegt stets in
einer Wegkomponente (und auch sein Rand liegt dann in dieser), denn Ay
ist wegzusammenhéngend. Der von den Inklusionen ¢;: X; — X induzierte
Homomorphismus

©: (P Sk(X:) — Sk(X)
iel
(k € Np) ist daher eine Isomorphie zwischen den Kettenkomplexen @, ., S(X;)
und S(X). Da der Homologiefunktor Hy mit Summen (beliebig vieler Sum-
manden, siche Aufgabe 3.4.2) vertauscht, erhdlt man einen (sogar kanoni-
schen) Isomorphismus

D Hi(x0) = HED S(X0) — Hi(S(X)) = Hy(X).

O

Bemerkung 3.2.10 Ist X wegzusammenhdngend (und nicht-leer), so ist
Hy(X) =2 Z.

Beweis. Ein singuldrer 0-Simplex o: Ay — X wird mit seinem Bild x =
o(ep) € X identifiziert. Eine 0-Kette ¢ € So(X) ist dann ein Element ¢ =
> ngr; mitr € No,n; € Z, x; € X (21, .., %, paarweise verschieden), i =
1,...,r. Definiere nun (die Augmentierung, vgl. Aufgabe 3.4.8) ¢: Sy(X) — Z

durch . .
8(2 nx;) 1= Z n;.
i=1 i=1

Ist 0: Ay — X ein singuldrer 1-Simplex, so ist o ein Weg von o(ey) nach
o(e1) und
cod(o) =¢(o(er) —o(ey))=1—-1=0
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und auBlerdem ist ¢ surjektiv (da X # ) ist). Damit existiert ein (eindeutig
bestimmter) Homomorphismus é: Hy(X) — Z mit é o = ¢, wo m: Zp(X) —
Hy(X) die kanonische Projektion ist (vgl. Diagramm 3.14). Mit ¢ ist dann
auch ¢ surjektiv.

Abbildung 3.14: die Augmentierung von X

Behauptung: € ist auch injektiv.

Sei dazu zy € X fest. Jeder singuldre 0-Simplex x € X ist homolog
wu xg € Zo(X) = Sp(X), denn X ist wegzusammenhingend. Ist ndmlich
a:]0,1] — X ein Weg von zy nach z, so gilt fir 0 = ax Ay = [0,1] — X:
Jo = x — xg. Deshalb gilt nun fir ein z € Zy(X) mit £([z]) = 0, also
z =, nx; mit > . n; =0:

2] = Z nilz;) = Z nilzo] = (Z n) [zo] = 0.
O

Kommentar 3.2.11 (a) Ho(X) ist also nach 3.2.9 und 3.2.10 eine frei
abelsche Gruppe und ihr Rang ist die Kardinalitdt der Wegkomponen-
ten von X. (Sie leistet das Gleiche wie die Menge 7y(X)).

(b) Ein topologischer Raum X heifit azyklisch, wenn Hy(X) = Z und
Hi(X) = (0) fiir £ > 1 ist. Er hat dann keine ,,wesentlichen Zykeln“.

Motivation 3.2.12 Seien f,¢g: X — Y homotop. Ist es dann richtig, dass
fir f., g« He(X) — Hp(Y) (wie im Falle der Funktoren 7 (k € Ny), siehe
Aufgabe 2.4.27) gilt:

Falls ja, so wiirde folgen: Sind X und Y homotopiedquivalent, X ~ Y so sind
Hi(X) und Hy(Y) isomorph, Hy(X) = Hi(Y), fiir alle k € Ny. (Tatséchlich
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werden wir sogar zeigen, dass die zugehorigen singuldren Kettenkomplexe
S(X) und S(Y) (ketten-) homotopiedquivalent sind, S(X) ~ S(Y), (vgl.
3.1.21).) Insbesondere wiirde fiir zusammenziehbare Raume X (z.B. X =
R™), X ~ pt, gelten: X ist azyklisch.

Lemma 3.2.13 (Kegelkonstruktion). Sei X C R™ eine sternformige Teil-
menge (d.h.: es existiert ein p € X, so dass fir alle x € X die Verbindungs-
strecke pT auch in X liegt). Dann ist X azyklisch.

Beweis. Sei p € X ein Sternpunkt von X (d.h.: pz C X, fiir alle x € X).
Wir definieren dann fiir jeden singulidren k-Simplex o € ¥4 (X), k € Ny,
den Kegel mit Spitze p iiber o wie folgt: Zunéchst hat jedes x € Ay yq eine
eindeutige Darstellung (vgl. Abbildung 3.15)

x = (1—t)ey+t6(y)

mit 0 <t <1und y € Ay.

Abbildung 3.15: der Kegel iiber o

Nun setzen wir Cpo: Ay — X,

Cyo(z) = Cpo((1—t)eg +15)(y))
= (1—=t)p+to(y)

und setzen dann C), zu einem Homomorphismus C,: Si(X) — Sk41(X) (ein-
deutig) fort.

Behauptung: Fiir £ > 1 und alle ¢ € Sj.(X) gilt:
() B0 Cyle) = ¢ — Cp o B4(c)

(vgl. Abbildung 3.16).
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Abbildung 3.16: der Rand des Kegels iiber o

Es reicht die Behauptung zunéchst fiir einen singuléren k-Simplex ¢ = o €
Y,(X) (k> 1) zu zeigen (denn C), ist Homomorphismus). Sei dazu y € Ay
beliebig. Dann gibt es also (eindeutig bestimmte) s € [0,1] und z € Ag_1, so
dass

y=(1—s)eo+s0;_(2)

ist. Es ist dann zunéchst nach Definition von C),
Cpo(0(y)) = o(y)

und firi=1,...,k+ 1:

Coo(:(y)) = Coo(G((1 = s)eo + s6)_1(2))

= Coo((1—s)eg + s6;, 0 8,_1(2))
und damit nach 3.2.3
Coo(5(y)) = Cpo((1 = s)eo + s33(3,71(2)))
= (1—s)p+sood_\(z)

Cpl0 06,2 ((1 = s)eo + 50,4 (2))
Cp(o 00, 71)()-

Daraus sieht man nun

k+1 k+1
Ops10Cplo) = Z(_l)icpa 08, =Cpody + Z(_l)icpa o 0y
=0 =1
k+1 o k
= 0+ (-1)'Cylo0 b7} i s D (1) Cy(o 08} y)
=1 =0

k

— 0= > (~L)ioodi_,) =0~ Cpodu(o).

1=0
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Abbildung 3.17: der Kegel {iber einem Zyklus

Insbesondere ist nun jeder Zyklus z € Z,(X) (k > 1) Rand des Kegels
iiber ihm (siehe Abbildung 3.17):

2z =0(Cpz) + Cp(0z2) = 0(Cpz) € Br(X).

Also ist
Hy(X)=1(0), VE > 1

und Hy(X) = Z sowieso, da X wegzusammenhéngend ist. O

Kommentar 3.2.14 Bezeichne €: S(X) — Z die iibliche Augmentierung
des singuldren Kettenkomplexes eines topologischen Raumes X, e(z) = 1
firz € X und Z — S(X), 7(1) = p (Z, = (0) fir k > 1, Z, = Z, vgl.
die Aufgaben 3.4.9 und 3.4.11 sowie Bemerkung 3.2.10). Dann ist fiir die
Kegelkonstruktion auf Nullsimplexen x € X

O10Cy(x)+ Cpody(x) =01 0Ch(x) =x—p=(id—Toe)(x)
und deshalb mit (%) aus dem Beweis von 3.2.13:
Ok11 OCp—I—CpOak =id, — (TOéT)k,

fiir alle £ € Z und damit 7 o e ~ id¢ und € o 7 = idyz sowieso. Es ist also
S(X) ~ Z und damit

Z firk=0

H(X) = Hi(Z) = { (0) sonst
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Satz 3.2.15 (Homotopiesatz). Sind f,g: X — Y homotope Abbildungen zwi-
schen topologischen Rdumen X und Y und k € Ny, so sind die induzierten
Homomorphismen f., g.: H,(X) — Hg(Y') gleich,

Je = g

Kommentar 3.2.16 (a) Der gleich folgende Beweis wird zeigen, dass die
induzierten Kettenabbildungen Sf,Sg¢: S(X) — S(Y) zweier homo-
toper Abbildungen f,g: X — Y kettenhomotop sind. (Deshalb viel-
leicht der Name.) Mit 3.1.20 folgt dann die Behauptung. Das zunéchst
folgende Lemma ist von dieser Situation offenbar ein Spezialfall (der
aber offensichtlich schon die volle technische Schwierigkeit enthélt).

(b) Ist insbesondere f: X — Y eine Homotopie-Aquivalenz, und g: Y — X
ein Homotopie-Inverses zu f, g o f ~ idy, f o g ~ idy, so ist also
Sf:S(X) — S(Y) eine (Ketten-) Homotopie-Aquivalenz, denn

SgoSf=2S(go f)~S(idyx) = idg(x)

und genau so
Sf o Sg >~ ids(y).
Damit ist dann f, = Hy o S(f): H.(X) — Hi(Y) ein Isomorphismus,
denn
ge 0 fu = (g0 f)e = (idx). = idm,(x)

und genau so f.g. = idg, (v).

Lemma 3.2.17 Sei X ein topologischer Raum und ¢, 1: X — X X1 gegeben
durch

p(r) = (2,0), ¥(z)=(z,1).
Dann sind S, S1: S(X) — S(X x I) kettenhomotop.

Beweis von 3.2.15. Seien also f und g homotop vermége einer Homotopie
H: X xI — Y. Seien weiter ¢, 1) wie im Lemma und D eine Kettenhomotopie
zwischen S und Svy. Dann ist zunéchst f = Hop, g = H oy und SH o D
ist eine Kettenhomotopie zwischen SH o S und SH o Sy, SH o Sp =~
SH o S. Damit ergibt sich dann wie folgt tatséchlich, dass auch Sf und Sg
kettenhomotop sind und damit f, = g,:

Sf=SHoyp)=SHoSp~SHoSy)=S(Hot)=>_9g.
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Beweis von 3.2.17. Wir beweisen etwas mehr, ndmlich: Es gibt fiir jeden
topologischen Raum eine Kettenhomotopie DX = (D¥): S(X) — S(X x I)
zwischen S und S, also

() ODy + DX 0 = Spp — Srp,  Vk € Ny,

so dass fiir alle (topologischen Rdume Y und) stetigen Abbildungen f: X —
Y gilt:
(x%) D} o Sif = Spsi(f xid)D;S, Vk € Ny,

als Homomorphismen von Si(X) nach Sk (Y x I).

(Im Sinne von Aufgabe 3.4.5 bedeutet das gerade, dass X +— DX (fiir
jedes k € Ny) eine natiirlichen Transformation zwischen den Funktoren

F :=5;:Top — KK, X — Si(X), f+— Sf

und
G:Top — KK, X — Sp1(X xI), f+ Spia(f xid)

ist.)

Der Beweis wird nun durch Induktion iiber k& (simultan fiir alle X, Y und
feC(X,Y)) gefiihrt:

k = 0 (Induktionsanfang): Hier setzen wir Dg: So(X) — Sy (X x I) (vgl.
auch Abbildung 3.18),

Dy (x)(t) = (x,1),

wobei wir hier einige natiirliche Identifikationen vorgenommen haben. Zu-
néchst identifizieren wir namlich wieder wie in 3.2.10 ¥o(X) mit X (via o —
o(ep)). Es ist dann Spf(z) = f(z), denn Sy f(0) = foo. Des Weiteren haben
wir auch [ mit A; (wie auch in 3.2.10) via t — (1 — t)eg + te; identifiziert.

Abbildung 3.18: die Kettenhomotopie auf 0-Simplexen
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Es ist dann zunéchst (fiir jedes X):
0Dy(z) + D_10x = 0Dy(x) = (z,1) — (2,0) = ¢¥(z) — ()
= Sotp(x) — Sop(x),
fir alle z € X und damit (x) fir £ = 0. Weiter ist fiir alle X,Y und f €
C(X,Y)
Dy Sof(2)(t) = Dy (f(2))(t) = (f(x),t) = (f > id)(x,t)
= (f xid)(Dg (2)(t)) = Si(f x id)Dg («)(t),

fiir alle z € X und t € I und damit (xx) fiir &k = 0.

k — 1 — k (Induktionsschritt): (Wir nehmen die Aussagen (x) und ()
fiir k — 1 an, und zwar fiir alle X, Y und f € C(X,Y).) Zunéchst betrachten
wir nun die Identitét idg: Ar — Ay als ein Element in X, (Ay) C Sip(Ag). Es
ist dann fiir jedes o € ¥x(X)

o =ooid; = So(idy).

AuBerdem betrachten wir unsere Abbildungen ¢ = X, = ¢*:S(X) —
S(X x I) speziell fir X = Ay und notieren diese dann mit i := ¢ und j :=
P2+ Fiir jedes o € ¥ (X) (und jedem X) folgt zunichst die Kommutativitit
des Diagramms 3.19:

poa(A)=(c(N),0) = (o xid)(\,0) = (o x id) o i()),
fir alle A € Ay.

Abbildung 3.19: die Riickfithrung auf ¢

Aber damit gilt dann auch

Sp(o) = SpSo(idy) = S(poo)(idg) = S((o x id) o 4)(idy)
= S(o x1id)Si(id)
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Abbildung 3.20: der Zyklus z; in Ap x [

und dhnlich fiir ¢ und j. Nun betrachten wir das Element

in Si(A x I), welches nach Induktionsvoraussetzung definiert ist (vgl Abbil-
dung 3.20).
Es ist dann z; ein Zyklus, denn

Oz, = Sp_17(0idy) — Sg_13(didy) — (D*,0 + Sp_1j — Sp_14)(9idy)
= O’

nach Induktionsvoraussetzung (fir X = A;). Weil nun A, x I C RF?
sternformig und damit nach Lemma 3.2.13 azyklisch ist (wir sind im Fall
k > 1), existiert eine Kette cx11 € Sky1(Ag X I) mit dcgyq = 25 (Diese Kette
sei nun fest gewéhlt. Sie wird im Folgenden fiir jedes X verwendet. Die fol-
gende Definition stimmt im Ubrigen mit der im Fall £ = 0 {iberein, wenn man
fiir ¢; die Identifizierung von A; mit I aus dem Induktionsanfang nimmt.)
Man definiert nun D;¥: Sp(X) — Sgy1(X x I) (fiir jeden topologischen Raum
X) so: Ist 0 € 3p(X), so sei (vgl. Abbildung 3.21)

D (a) = Sy (o x id)(exs).
Dann gilt:
ODX(0) = 0Sp1(0 x id)(cps1) = Si(o x id)(Icprr)
= Sp(o x id)(Skj(ide) — Ski(idy) — Di*,(9idy))
= Sp(0) — Suplo) — Sk(o x id) D™ (9idy).
Nach Induktionsvoraussetzung ((+*) angewendet auf X = A, ¥ = X und

f=o) gilt:
Sk(o x id) D, (9idy,) = DX S_10(didy,).
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Abbildung 3.21: die Kettenhomotopie auf einem k-Simplex

Also ist
Dy (o) = Sib(0) — Skp(o) — D, 9(Sko(idy)),

also wegen Spo(idg) = o
aDi( + Di{la = Skl/J — Skga

auf ganz Si(X). Das zeigt (*) fiir k. Fiir (sx) sei schlielich X und Y beliebig
und f: X — Y stetig. Dann ist

Sen(f x1d)Dj () = Spya(f x id)Skia(0 x id)(cry1)
= S ((f xid)(o x id))(cx41)
= Senr((fo0) x id)(cxn1)

= Skr1(Skf(o) x id)(cky1) Dgf.

= (D} o Skf)(0)

fir alle o € 34 (X), also auch (xx) fiir k. O

Dy (Sif(0))

Kommentar 3.2.18 (a) Erst jetzt wird die Bedeutung einer Kettenho-
motopie D zwischen zwei Kettenabbildungen Sf, Sg: S(X) — S(Y)
klar: Ist o ein k-Simplex in X, so ist Dyo eine (k + 1)-Kette in Y mit
Rand

O(Dya) = Sg(0) — SF(0) — Dy_1(00)

(vgl. Abbildung 3.22).

(b) Nennt man zwei Zykel z, 2" € Z;(Y') homotop, wenn es einen Raum X
gibt, zwei zueinander homotope Abbildunegn f,¢: X — Y und einen
Zyklus Z € Zy(X), so dass z = Sf(Z) und 2z = Sg(2) ist, so besagt
3.2.15 (vgl. auch Abbildung 3.23):
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Abbildung 3.22: Homotopie und Kettenhomotopie

Abbildung 3.23: homologe, aber nicht homotope Zykel in Fy
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,Homotope Zykel sind homolog!“

Definition 3.2.19 Fiir den Standard-Simplex A, der Dimension k£ € Ny
nennt man

Pk - (€0+~--+€k>€Ak

Tkl
den Schwerpunkt von A, und setzt rekursiv die Unterteilungskette u; €
Sk(Ag) so fest:

Uy = idAO GSO(AO)
k

u =Y Cp (S (k1)) € Sk(Ay)
=0

(vgl. Abbildung 3.24).

Abbildung 3.24: die Unterteilungsketten der Dimension k£ = 0,1, 2

Definition 3.2.20 Sei X ein topologischer Raum und S(X) sein singuldrer
Kettenkomplex. Man definiert dann B¥ = (B{)iez: S(X) — S(X) durch
B :=0 fir k£ <0 und

Bk<0) = Ska(uk)

fiir o € 34 (X) und setzt dann By, zu einem Homomorphismus auf Si(X) fort.
Es heit BX die baryzentrische Unterteilung auf X (vgl. Abbildung 3.25).

Proposition 3.2.21 Fliir jeden topologischen Raum X ist BX: S(X) — S(X)
eine Kettenabbildung und die Zuordnung X — BX ist eine natirliche Trans-
formation des Funktors S: Top — KK auf sich selbst (vgl. Aufgabe 3.4.5),
d.h.: Ist f: X =Y stetig (fiir topologische Riume X undY ), so kommutiert

das Diagramm 3.26,
BY o Sf=SfoB¥.
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Abbildung 3.25: die baryzentrische Unterteilung auf X

Abbildung 3.26: X + B ist natiirliche Transformation
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Beweis. Das Diagramm 3.26 kommutiert, denn fiir alle k£ € Ny ist

Sif(Bio) = SufSko(ur) = Sk(fo)(ur) = By (fo)
= By (Skf(0)),

fiir alle o € $4(X), also auch Sy fBY = BY Si.f.

Das benutzen wir jetzt, um zu zeigen, dass fiir jedes X die baryzentrische
Unterteilung eine Kettenabbildung ist mit Induktion iiber k.

Es ist zunéchst
By(o) = Soo(ug) = g oug = o,
denn uy = ida,, also By = id. Damit folgt fiir £ = 0:
B_1(00) =0 = 0By(0)
fir o € £o(X) = X und fiir £ = 1:

0B1(0) = 0(Sio(u1)) = Spo(Our) = Spo((ex — p1) — (eo — 1))
= Spo(er —ep) =o(e1) —a(eg) = do = By(do)

fir o € X(X).

Nun sei k > 2 und Bj ,0 = 0B;-, (fiir alle X, insbesondere fiir X = Ay)
schon richtig. Wir schreiben zunéchst

k k
we = Cp (Y (1S (wim)) = Gy, (O (=1 Bt (6))
=0 i=0
k . .
= CpBRY (Y (~1)(idy 0 8,_y) = Gy, Bi, (9idy,),
=0

und damit
duy = OC,, Bk, (idy,).

Nun ist fiir alle 0 € ¥ (X):

OB; (0) = 0So(uy) = So(Ouy)
= So(3C,, Ba*,(9idy)).

Wegen 3.2.14 ist aber
8k0pk + Cpkak_l =id
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fiir k > 2 (Kegelkonstruktion) und deshalb

0Cy, (B, (0idy)) = Bty (0idy) — Gy, (01 B, (9idy)

—  B2(0idy) — C, (B2%,(0%dy)) = B2k, (8idy,)

k

wegen der Induktionsannahme (fiir £ — 1 bei X = Ay). Damit ist dann
schliefllich wegen der Kommutativitdt von Diagramm 3.26 fiir jedes X und
allen o € Si(X):
OB (7) = So(By*(0idy)) = Biy(So(didy))
= Bi_1(0S0(idy)) = B, (0(idy 0 0)) = Bi,9(0),
also
OB;f = BX ,0.
O
Satz 3.2.22 Fiir jeden topologischen Raum X ist BX:S(X) — S(X) ket-

tenhomotop zur Identitdt,
BX

12

id.

Kommentar 3.2.23 Nach 3.1.20 induzieren dann B und id die gleichen
Homomorphismen auf der Homologie, also gilt fiir alle z € Z(X):

(B2) = [2].

Beweis von 3.2.22. Schritt 1: Ahnlich wie in 3.2.21 wird die Behaup-
tung zunéchst fir X = Ay (K € Ny) bewiesen. Sei also k& € Ny und A =

A, das k-dimensionale Standard-Simplex. Setze nun rekursiv D® = D =
(Dy): S(A) — S(A) fest durch (D, = 0 fiir [ < 0)

DO = 0
Do = C,(Bjo—0— D,_1(00)),

wo p = pr € A = A der Schwerpunkt von A sei (vgl. Abbildung 3.27).
Es gilt dann fiir alle [ € Ny:

aDl + lela - Bl - 1d

[ =0:
0Dy + D_10 =0 = By —id.

[ —1—1:Seio e ¥(A). Dann ist

0Do = 0C,(Bjo — o — D;_1(00))
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Abbildung 3.27: die Kettenhomotopie fiir A

und wegen

8(0,,)1 + (Cp)la =id,
fiir [ > 1 nach 3.2.14 gilt:

0Dj0 = —C,(0Bjo — 00 — 0D;_100) + (Bjo — 0 — D;_100).
Nach Induktionsvoraussetzung ist nun

0D, 1(0o) = —D, 50(00)+ B;_1(0c) — 0o
= B, 1(00) — 0o = OBjo — o,

denn B ist eine Kettenabbildung nach 3.2.21. Also ist tatséchlich
(0D, + D,_10)(0) = Bjo — o,

fir alle o € 3;(A).

Schritt 2: Sei nun X ein beliebiger topologischer Raum und o € ¥, (X),
also o: A, — X stetig (k € Np). Wir setzen dann

Do := So(D?*(idy)).

Behauptung:

(i) DX ist eine natiirliche Transformation von S auf sich selbst, d.h.: Ist
f: X — Y stetig, soist DY Sf = SfDX.

(ii) D™ ist eine Kettenhomotopie zwischen B* und idg(x).
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Zu (i): Fir alle 0 € ¥ (X) gilt:

SfD*o = SfSo(D?(id)) = S(fo)D?(id) = DY (fo)
DY(Sf(0)).

Zu (ii):

(0DX + DX0)(0) = 0SoD?(id) + D¥9So(id)
= Sa(@DA(id)) + DX S (0id)
So(0D?(id)) + SeD?(did)  (nach (i)
So(0D? + D*9)(id)
(
(

So(B® —id)(id) (nach Schritt 1)
= So(u, —1id),

denn

BA(id) = Sid(uz) = up.

Insgesamt ist also
(0DX + D*0)(0) = So(uy, — id) = Bo — o,
fir alle 0 € g (X). O

Erinnerung 3.2.24 Fiir eine Teilmenge X C R" definiert man den Durch-
messer von X als

diam(X) :=sup{ly — x| : z,y € X}
(vgl. Aufgabe 2.4.31).

Notation 3.2.25 Seien k,n € N und vy, ...,v, € R" (affin unabhéingig).

Wir notieren das von vy, ..., v, aufgespannte Simplex im R™ mit
k k
[V, ..., vk] = {thvj :0<t <1, th =1}.
Jj=0 j=0

Bemerkung 3.2.26 Es gilt:

diam|v, . .., vg] = max |v; — vy
i.j
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Beweis. Weil [v,...,vg] € R™ kompakt ist, nimmt die stetige Funktion
d: X x X = R, (z,y) — |y — x|, ihr Supremum an. Seien also zg,yy € X mit

diam(X) = |yo — xo|.

Seien weiter a,b € X nun beliebig. Dann nimmt die Funktion y — |y — x|
auf

(a,b) ={(1—tha+th: 0<t<1}CX
ihr Supremum nicht an. Also ist yo & (a,b), fiir alle a,b € X. Daraus folgt
Yo € {vo, ..., v} und &hnlich sieht man, dass auch g € {vg,...,vx} ist. O

Vorbereitung 3.2.27 Sei nun X = [vg,...,vx] € R" ein Simplex und
0:A;, — X die Einschrankung der linearen Abbildung R**! — R, die
o(e;) =wv; (j =0,...,k) erfullt. Seien weiter o;: Ay — X die Kettenglie-
der der baryzentrischen Unterteilung Bo von o (i = 1,...,t),

t
Bo = Zmiai (ml € Z)
=1

Lemma 3.2.28 Fir allei = 1,...,t ist dann Y; := 0;(Ag) C R™ wiederum
ein Simplex in R™ und hat Durchmesser

k

diam(Y;) < L 1diam(X).
Beweis. Weil o Einschrankung einer linearen Abbildung ist, ist Y :=Y;
(1 € {1,...,t}) wiederum ein Simplex. Seine Ecken wy, ..., wy bestehen aus
Schwerpunkten von Teilsimplexen, die ineinander geschachtelt sind. (wy ist
Ecke von X und wy, ist der Schwerpunkt von X.) Nach geeigneter Umnum-

merierung von v, . .., v gibt es nach 3.2.26 deshalb 0 < r < s < k, so dass
gilt:
dimn(Y) = |3 L3y
iam = v — —— v;
s+14~"7 r414="
7=0 7=0
1 1 «— 1 ®
- X 2 v
7=0 7=0 j=r+1
(s+1)—(r+1) - 1 :
= | Do D v
(r+1)(s+1) = s+1 Pt
s—r, 1 - 1 :
- s—l—llr—i—lzvj_s—r.z Uj’
7=0 g=r+1
< 27" fam(X),

s+1
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weil die beiden Terme innerhalb des Absolutbetrages in X sind. Wegen r > 0
und s < k folgt schlieSlich

= <1- = .
s+1 s+1 s+17 k+1 k+1

s—r  (s+1)—(r+1) 1_7‘+1 1 k

O

Lemma 3.2.29 (Kleine Ketten). Sei X ein topologischer Raum, U,V C X
offen und X = UUV. Sei weiter k € Ny und c eine k-Kette in X, ¢ € Si(X).
Dann gibt es ein v > 0 und Ketten x € Sp(U), y € Sp(V), so dass gilt
(B":= Bo...oB, r-mal):

Bc=z+y

(vgl. Abbildung 3.28).

Abbildung 3.28: die Zerlegung eines Simplexes

Beweis. Sei 0.E. ¢ = 0 € 3¥,(X) ein singuldres k-Simplex, o: Ay —
X. (Sonst mache man die Zerlegung fiir jedes Glied einer Kette und neh-
me dann das Maximum der dabei benotigten Potenzen von B.) Dann ist
(o= (U),071(V)) eine offene Uberdeckung von A := A. Nach Aufgabe
2.4.31 gibt es daher ein(e) (Lebesguesche Zahl) A > 0, so dass gilt: Ist A C A
mit diam(A) < A, so ist A C o7 }(U) oder A C o= H(V).

Setze nun ¢, := B"(id) € Si(A), r € Ny, und nenne ihre Kettenglieder 7,
(i=1,...,t):

t
i=1
Es folgt nun fiir jedes i = 1,...,t¢ aus Lemma 3.2.28:

diam(r(A)) < (kiﬂ)rdiam@).
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Wegen (kiH)T — 0 fiir r — oo konnen wir daher ein r € Ny so gro§ wihlen,
dass diam(7;(A)) < A ist, fur alle ¢ = 1,...,¢. Daher gilt fiir alle :

7(A) C o HU) oder 7;(A) C o (V).
Setze schliefllich
I={ie{l,...;t}: =(A) Co ' (U)}.
Dann ist cor; € Sp(U) firi € I und oo, € Si(V) fiir ¢ ¢ 1. Mit

T = Zmi(a or;) und y := Zmi(doﬂ')

iel gl

folgt dann
B"oc = B"(So(id)) = So(B"(id)),

da X — B¥ eine natiirliche Transformation ist (3.2.21) und daher

B'oc = me ZmiSU T +Zmisa(7-i)

el il
= E mlaon —i—g mlaon =z +y.
el il

O

Satz 3.2.30 (von Mayer-Vietoris). Sei X ein topologischer Raum, U,V C
X offen und X = U UV . Dann existiert eine lange exakte Homologiesequenz
abelscher Gruppen (so genannte Mayer-Vietoris-Sequenz) (x)

s o (X) 25 H(UNV) 25 Hy(U) @ Hy(V) -5 Hy(X) 25 ...

Zusatz 3.2.31 Bezeichnen /:U — X, ":V — X und 7. UNV — U,
j":UNV — V die Inklusionen, so sind u, v und A wie folgt gegeben:

p: Hy(UNV) — Hy(U) ® Hy(V), [2] — (/[ I, —j:[ 1);
v Hy(U) @ H, (V) — He(X), ([#'], [2"]) = a.[2] + & [2");
Ay Hy(X) — H (UNV), [2] = [0z]uav = —[0Y]uav,

wobei B"z = x +y mit x € Si(U), y € Sp(V) (r € Np) ist. Insbesondere ist
A wohldefiniert, d.h.: sie héngt nicht von der Wahl von r und auch nicht der
Zerlegung = + y ab, vgl. Abbildung 3.29.
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Abbildung 3.29: der verbindende Homomorphismus in der Mayer-Vietoris-
Sequenz

Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
0— SUNV) - S(U) @ S(V) -2 S¢(SU) + Si"(SV) — 0
mit

a(e) = (85'(c), =55" (),
B(er, o) = Si'(cr) + Si"(c).
Die lange Homologiesequenz dazu ist dann
8*

() D Hn (O 4 C) 25 HU(UN V) 25 H(S(U) @ S(V)) 25

Hy(C'+C") 25

wobei wir hier C' := Si'(S(U)) und C” = Si"(S(V')) abgekiirzt haben.

Wir zeigen nun, dass (C’,C") ein Ausschneidungspaar von C' = S(X)
ist, d.h.: die Inklusion i: C' + C” — C' induziert einen Isomorphismus in der
Homologie,

i Hy(C' + C") = Hy(C).

(i) Surjektivitat: Sei z € Zi(X) beliebig und r € Ny so grof}, dass es x €
Sp(U) und y € Si(V) mit B"z = x + y gibt (vgl. 3.2.29). (Wir identifizieren
hier ¢/ (z) mit  und ¢"(y) mit y.). Es ist dann x +y € C"+C" auch ein Zyklus
in C" + C”, denn B ist eine Kettenabbildung und daher ist

d(x+y)=0B"(z) =B"(02z) =0
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(in S(U)+S(V)). Fiir die Homologieklasse [z +y]cr4or ist dann wegen 3.2.23
ix([r +ylerrer) = [v +yle = [B'z]e = [Z]e,

also i, surjektiv.
(ii) Injektivitdt: Sei also  +y € Zx(C' + C") gegeben mit

0=1([z +yloser) = [z +ylc.

Es gibt dann also ein ¢ € Cxry; = Ski1(X) mit dc = x + y. Nach Lemma
3.2.29 kénnen wir nun ein r € Ny so groB wéhlen, dass es 2/ € €}, und
y € C., gibt mit B"c =2’ + 3. Es ist dann

A2’ +y')=0(B"c) = B"(0c) = B"(z + y)
und damit
&+ ylorser = B (@ + plerser = 0 + ¢)erver = 0,

Also ist i, auch injektiv.

Ist nun can: H,(S(U)® S(V)) — Hg(U)® H(V) der kanonische Isomor-
phismus (vgl. Aufgabe 3.4.2), so setzen wir

[ = cano qy,

v = i,0f(,0can" !,
I -—1

A = 0,01, ",

und erhalten so eine lange Sequenz der gewiinschten Art (x), die isomorph
zu (x%) vermoge des Morphismus’ (..., id, can,i,,...) ist. Da (xx) exakt ist,
ist es damit auch (x). Der Zusatz ergibt sich fiir g und v unmittelbar aus
der Definition und fiir A aus dem Beweis der Surjektivitdt von i, und der
Definition des verbindenden Homomorphismus’ fir (k). a
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3.3 Anwendungen

Satz 3.3.1 Fliir allen € N gilt:

o~ ) L firk=0undk=mn
Hk(S)—{o Jirk € Z\{0,n}

und fiirn =0 gilt:

| ZZ firk=0
Hk(SO) - { 0 éonst )

Beweis. Fiir n = 0 folgt die Aussage unmittelbar aus 3.2.9 und 3.2.8, denn
S? = pt + pt.

Sei daher n € N, N := (0,...,0,1) € S" der Nordpol und S := (0,...,0,
—1) der Siidpol von S™. Dann ist (U, V') ein Ausschneidungspaar fiir S™ (denn
U,V C S" sind offen und U UV = 8", vgl. 3.2.30). Da U = R™ =2 V' (mittels
stereographischer Projektion) und damit azyklisch ist, folgt fir k& > 2 aus
der Mayer-Vietoris-Squenz fir (U, V):

0=Hy(U)® Hy(V) — Hy(S*) S Hy ((UNV) — Hy(U) @ Hy_1 (V) =0

ist exakt und damit A: H(S") — Hg—1(U N'V) ein Isomorphismus. Fiir den
Aquatori:S"' - UNV, z — (x,0), gilt aber, dass i ein Deformationsretrakt
ist, also S"! ~ U N V. Damit ist i, ein Isomorphismus (vgl. 3.2.16 und
Aufgabe 3.4.14). Es folgt:

(¥) Hp(S") = H,_(S™!) fiir alle k > 2.
Ist nun k& > n, so liefert n-maliges Anwenden bereits:

Hy(S") = Hy,_(S°) = 0.

Fiir £ = 1 findet man, dass
0 — Hy(S") 25 Hy(UNV) = Hy(S™ 1) -5 Hy(U) @ Ho(V)

exakt ist. Nimmt man die Beschreibung des Homomorphismus’ p aus dem
Zusatz 3.2.31 hinzu, so folgt zunéchst fiir n > 2, dass

0 — Hy(S") = Ho(S"™) % Ho(U) @ Ho(V)

mit
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exakt ist, wobei [z] jeweils eine Erzeuger von Z = Hy(S" ') = Hy(U) =
Hy(V) ist (fiir ein x € S"7!). Es folgt, dass p injektiv ist und damit wegen
der Exaktheit bei Hy(S"!): im(A) = 0. Da A auch injektiv ist (wegen der
Exaktheit bei H;(S")), muss also auch

H(S") =0 fiir allen > 2

sein.
Seinun 1 < k <n—1 (fir n > 2). Dann ergibt (k — 1)-faches Anwenden
von (x)
Hy(S") = H (S"™" ™) =0 fir1<k<n-—1

Es bleibt deshalb nur noch die Aussage fiir H,,(S™) zu beweisen, denn H°(S") =
Z, da S™ (fiir n > 1) wegzusammenhéngend ist (vgl. 3.2.10).

Fiir n = 1 folgt aber nun, dass Hy(S") von [1] und [—1] erzeugt wird und

p((1]) = (1], =[1]) und p((=1]) = (=1, =[-1])

ist. Vermoge der kanonischen Isomorphien Hy(S?) = Z ¢ Z und Hy(U) &
Hy(V) =2 Z & Z ist also pu gegeben durch

pu(m,n) = (m+n,—m—n)
und damit
im(A) = ker(u) ={(m,n) € ZSZ: m=—n} =Z.

Daraus folgt zunéichst H(S') & Z und durch n — 1-faches Anwenden von (*)
auch

H,(S") =2 H (SY) 2 Z fiir alle n > 1.

Kommentar 3.3.2 Insbesondere gilt also nun fiir n,m € Nj
S"=S" < n=m,

denn ist 0.E. n > m, so erhéilt man durch Anwenden des Funktors H,, aus
S™ = §™ unmittelbar H,(S") = H,(S™), woraus aus Satz 3.3.1 n = m folgt.
Ganz dhnlich geht man nun auch bei folgendem Satz vor:

Satz 3.3.3 Seien n,m € Ny. Es ist R" nur dann homomorph zu R™, wenn
n =m 1st.
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Beweis. Wir diirfen n,m > 1 annehmen, denn sonst ist die Aussage of-
fensichtlich richtig und auch wieder, aus Symmetriegriinden, n > m. Ist
nun R” =2 R™ 5o sei f:R"™ — R™ ein Homoéomorphismus. Dann ist (mit
p = f(0)) auch g := f|R"\ {0} — R™ \ {p} ein Hombomorphismus. Es ist
aber R" \ {0} ~ S" ! und R™ \ {p} = S™1. Also ist

Gx: Hn—l(Sn_1> = H, 1 (R"\ {0}) — H, 1 (R™\ {p}) = Hn—1<Sm_1)
ein Isomorphismus, womit aus Satz 3.3.1 unmittelbar n = m folgt. O

Satz 3.3.4 (Retraktionssatz). Sei n € N. Es gibt keine Retraktion r:B" —
Smt.

Beweis. Angenommen S""! C B" wire doch ein Retrakt von B". Dann
gibt es also eine Retraktion r:B" — S"7!, also r o4 = id. Anwenden eines
beliebigen Funktors liefert dann

7y 01, = 1d

und damit, dass 7, injektiv und r, surjektiv ist. Es reicht also deshalb einen
Funktor zu finden, der etwa auf S*~! nicht-trivial ist, auf B aber wohl (siehe
auch Aufgabe 3.4.14), und das haben wir mit dem Homologiefunktor H,,_;.
Fir n = 1 ist namlich

Hy(B") =7 aber Hy(S") =Z @ 7,

und es gibt keinen surjektiven Homomorphismus von Z auf Z @ Z (siehe
Aufgabe 3.4.16). Fiir n > 2 ist sogar H,,_;(B") = 0 und H,,_;(S"!) = Z und
es gibt sicher keine Surjektion von der trivialen Gruppe (0) auf Z. Also gibt
es r, und damit r nicht. O

Kommentar 3.3.5 Deshalb gilt nun auch der Fixpunktsatz von Brouwer
in allen Dimensionen (vgl. Satz 3.3.6), denn der Beweis von 3.3.6 iibertragt
sich vom Retraktionssatz auf beliebige Dimensionen. Zur Erinnerung: Ist
f:B™ — B" doch stetig und ohne Fixpunkte, so bildet man fiir jedes = € B"
den Strahl L, C R", der in f(z) startet und in Richtung v := x — f(z) lauft.
Dann schneidet L, die Sphére S"~! C R™ in genau einem Punkt r(z) € S"!,

{r(z)} = L,NS" ",

Es ist r:B" — S"! stetig (vgl. Aufgabe 2.4.7). Nach Konstruktion ist auch
klar, dass r(z) = x ist, wenn z € S"7! ist. Damit wire r:B" — S"! eine
Retraktion, von der wir aber nach Satz 3.3.4 wissen, dass es sie nicht gibt
und damit gibt es auch ein solches fixpunktfreies f:B™ — B" nicht.
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Satz 3.3.6 (Fizpunktsatz von Brouwer). Sein € Ny und f:B" — B" eine
stetige Abbildung. Dann hat f einen Fizpunkt.

Erinnerung 3.3.7 Jeder Homomorphismus 7": Z — 7Z ist von der Form
T(m) = dm,

fiir ein (eindeutig bestimmtes) d € Z. (Setze ndmlich d = T(1).) Und:
H,(S") = Z, fir alle n > 1. Da ein Homomorphismus 7:7Z — Z offenbar
genau dann ein Isomorphismus ist, wenn 7" = +id (d.i. d = 1) ist, ist ein Iso-
morphismus von H,(S™) nach Z bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt.
Deshalb ist die folgende Definition wohldefiniert.

Definition 3.3.8 Sei n > 1 und f:S" — S” stetig. Der Abbildungsgrad
d = deg(f) von f ist die eindeutig bestimmte Zahl d € Z, so dass fiir alle
2] € H,(S™) = Z gilt:

Bemerkung 3.3.9 Ist n € N und sind f,g:S™ — S" stetig, so gilt:

deg(g o f) = deg(g) deg(f).

Beweis. Fir alle [z] € H,(S") gilt:

(g0 flz]) = gu(fi([2]) = g(deg(f)[z]) = deg(f)g«([2])
= deg(f)deg(g)[z],

also
deg(g o f) = deg(g) deg(f)-
O

Kommentar 3.3.10 Wegen deg(id) = 1 folgt aus 3.3.9 unmittelbar, dass
fiir einen Homoéomorphismus gilt:

deg(f™") = deg(f)™"

(insbesondere ist deg(f) = +1 (vgl. 3.3.7)).

Lemma 3.3.11 Sein € N und F:R"™ — R die Spiegelung an einem
Unterraum E C R™ der Dimension n und s = F|S"™:S" — S™. Dann gilt:
deg(s) = —1.
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Beweis. Eine Spiegelung F' ist natiirlich eine (lineare) Isometrie (bzgl. des
kanonischen Skalarproduktes) von R"™! F € O(n + 1), und bildet deshalb
die Sphére S™ = {z : ||z|| = 1} C R™" in sich ab. (s ist also wohldefiniert.)

1. Sei (vy, . .., v,) eine Orthonormalbasis (ON-Basis) von £ und v,,41 L E
mit Linge 1. Ist dann 7:R"*! — R"*! die lineare Abbildung, die durch
T(e;) = v; (j = 1,...,n+ 1) gegeben ist ((e1,...,e,+1) die kanonische
Basis von R"™!), so ist T'€ O(n + 1), denn (vy,...,v,.1) ist eine ON-Basis
von R"*. Es ist dann Fy := T ! o F o T, die Spiegelung an der Ebene
Ey :=span(ey, ..., e,),

Fg(@j) = €j (] = 1, Ce ,n), F<€n+1) = —€Cp41-

Sei sg := Fo|S™ und ¢ := T'|S". Es ist dann wegen 3.3.9 (und 3.3.10) und
so =t tst:

deg(so) = deg(t ™) deg(s) deg(t) = deg(s).
Es reicht also fiir sy zu zeigen, dass deg(sg) = —1 ist.

2. Sei nun U =S"\ {S}, V =S"\{N} (S, N der Nord- bzw. der Siidpol
von S, vgl. den Beweis von 3.3.1) und

S"t2S"NE~UNV

der Aquator. Wir betrachten nun die Mayer-Vietoris-Sequenzen zu den Aus-
schneidungspaaren (U, V) und (V,U). Weil s(U) = V (und s(V) = U) ist,

induziert s einen Morphismus zwischen den Sequenzteilen

0 — Ho(S") 2% H, (UNV) 2 H, ((S™) — 0

und N
0 — H,(S") =5 H, (VNU) = H,_(S") —0

(fiir n > 2; fiir n = 1 ersetze man Hy(S®) durch Hy(S°) = {m[1] + n[-1] :
m +n = 0}, vgl. auch Aufgabe 3.4.19). Weil s|S"~! = id ist, erhélt man fiir
die Isomorphismen Ay y und Ay y:

-1
Sy = AV,U o Auv.

Nach Konstruktion der Abbildung Ay y in der Mayer-Vietoris-Sequenz (siche
Zusatz 3.2.31) ist aber fir z € Z,(S") mit B"2 = z +y (mit r € Ny, = €
Sn(U), y € Su(V)):

AU,V([Z]) = [aI]Umv = —[3y]Umv,
Avy([z]) = [0ylvor = —[0z]vru.
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Also ist AV,U = —AUJ/ und damit
Sy — _A;,IU 9 AV,U = —id.
Wir erhalten somit deg(s) = —1. O

Definition 3.3.12 Es heifit eine Abbildung F:S"* — R"*! ein Vektorfeld
auf S™, wenn fur alle x € S"™ gilt (vgl. Abbildung 3.30):

(F(x),x) =0.

Abbildung 3.30: ein Vektorfeld auf der Sphére

Satz 3.3.13 Ist n € N gerade, so hat jedes stetige Vektorfeld auf S™ eine
Nullstelle.

Kommentar 3.3.14 (a) Fiir n = 2 spricht man vom , Igelsatz“: Man kann
einen Igel nicht ohne Scheitel kimmen.

(b) Fiir n € N ungerade gibt es nullstellenfreie Vektorfelder F', z.B. (mit
n=:2k+1, ke Ny):

F(zy,...,To42) = (T2, =21, T4, —T3, . . ., Tokt2, —Tokt1)
(vel. Abb. 3.31).

Beweis von 3.3.13. Sei n € N und F:S" — R""! ein stetiges Vektorfeld
ohne Nullstellen. Dann kénnen wir die stetige Abbildung f:S™ — S”,
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Abbildung 3.31: ein nullstellenfreies Vektorfeld

betrachten. Es ist dann immer noch (f(x),z) = 0, insbesondere also f(x) #

+z, fiir alle z € S”. Deshalb ist nun die geradlinige Verbindungsstrecke von
f(z) zu £z in R*\ {0},

(1—t)f(x) £tx #£0, Vte|0,1],
denn
(1 =) f(z) £ ta]* = 1 = )| f(@)|]* + ]« = (1 = )* +* > 0.

Es ist deshalb f ~ idgs» vermoge

B (1—1t)f(x) + tx
Het) = 100 i@ + ol

wie auch f ~ dg» ist, mit der Antipodenabbildung d := dg.:S"™ — S", x +—

—x, vermoge
(1—t)f(x) —tx

8 = 10/ () — ta]

(vgl. Abb. 3.32).
Sind nun s;: S — S" die Spiegelungen an den Koordinatenhyperebenen

(j=1,...,n+ 1), so ist
d=510...08,41

und deshalb
1 = deg(id) = deg(f) = deg(d) wegen id ~ f ~d

n+1

= deg(syj0...08,41) = H deg(s;) = (—1)"*.
j=1

Also muss n ungerade sein. O
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Abbildung 3.32: die Homotopien nach id und d

Definition 3.3.15 Seien X und Y topologische Rdume. Eine stetige Ab-
bildung f: X — Y heifit eine Einbettung, wenn fir f(X) C Y (mit der
induzierten Topologie) gilt: f: X — f(X) ist ein Homéomorphismus.

Kommentar 3.3.16 (a) Ist speziell X = B" (r € Ny), so spricht man
von einem (r-) Ball B in Y, wenn f:B"” — Y eine Einbettung und

B = f(B") ist.

(b) Ist X =S" (r € Ng) und f:S" — Y eine Einbettung, so nennt man
S := f(S") eine (r-) Sphéire in Y. Insbesondere fiir r = 1 und Y = R?
heifit C' = f(S') C R? eine Jordankurve in R2.

Lemma 3.3.17 Ist B C S" (n € Ny) ein Ball, so ist S"\ B azyklisch (ins-
besondere wegzusammenhdngend).

Kommentar 3.3.18 Man denke vor Allem an den Fall r = 1 und n = 2
(sowie k = 0 und k = 1), welches den Jordanschen Kurvensatz implizieren
wird.

Beweis von 3.3.17. Sei B = f(B") C S" (r,n € Ny), wo f:B" — S™ eine
Einbettung ist. Wir fithren Induktion tiber r:
r =0: Es ist B = pt und mit {p} = f(B") ist dann

S\ B=§"\ {p} *B"
(z.B. via der stereographischen Projektion aus p heraus) und B" ist azyklisch.

r —1 — r (man denke an den Fall 0 — 1): Sei X :=S"\ B, z € Z,(X)
fiir Kk € Nund sei z =y — 2 mit x,y € X, wenn k£ = 0 ist. Zu zeigen ist dann

Jece Sk (X): 0c=z.
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Denn dann ist fir £ > 1: [2] = 0, also Hi(X) = 0 und fiir £ = 0: Ho(X) =
span(z) = Z.

Schritt 1. Da fiir I = [0,1] sicher B" = [" ist, nehmen wir an, dass
B = f(I") fiir eine Einbettung f: 1" — S" ist. Fiir jedes ¢ € I ist dann
B, := f(I"' x {t}) ein (r —1)-Ball in S”. Nach Induktionsannahme existiert
dann ein ¢; € Syy1(X}), mit

Xt = Sn \ Bta

mit z = Je;.

Weil die Glieder von ¢; alle kompakte (und damit in S™ abgeschlossene)
Bilder haben, existiert sogar eine offene Umgebung U; C S™ von B, (z.B. das
Komplement vom Bild von ¢;), so dass ¢; € Siy1(S™\ Uy) ist.

Ist nun V; := f~1(U;) C I", so existiert wegen der Kompaktheit von ["~1
und wegen I"™! x {t} C V; eine offene Umgebung I; C I von t, so dass
I""! x I, C V, ist (sieche Abbildung 3.33).

Abbildung 3.33: zu Schritt 1 von Lemma 3.3.17

Sei nun A > 0 eine Lebesgue-Zahl fiir die offene Uberdeckung (I3)ter von
I (vgl. Aufgabe 2.4.31) und m € N mit m > % Fiir jedes j = 1,...,m gibt
es dann also ein ¢; € I, so dass
SR
j—7 i] g Itj
m m
ist. Setze nun

Qj=fI""" x L)

und ¢; == ¢, (j = 1,...,m). Dann haben wir ¢; € Sp11(S"\ Q;) und d¢; = 2
firj=1,...,m.
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2. Schritt. Es ist also

B=|]JQ;
j=1
(0.E. sei m > 2); setze
X;:=8"\Q;

Es ist nun (X, X5) ein Ausschneidungspaar fir X; U Xy = S™ \ By, also
(nach Mayer-Vietoris) folgendes Sequenzstiick exakt:

Hio1 (X1 UXo) -2 Hi(X; N Xs) 5 Hy(X)) & Hy(Xo)

mit
:U’([Z]Xlﬂ)Q) = ([’Z]Xl7 _[Z]Xz)'

Nach Induktionsvoraussetzung ist aber X; U X, = S™\ By azyklisch,
Hi 1 (X1 U Xy) = 0; also ist p injektiv. Weil aber

[Z]Xl = [acl]xl =0, [Z]Xz = [aCQ]XQ =0
ist fiir unser z € Z;(X), existiert deshalb ein
c12 € Sp41(X1 N X2) = Fea (S"\ (@1 U Q2))

mit dcip = 2z, denn [z]x,nx, = 0.

Wiederhole nun das Argument mit X, = S"\ (Q1UQ:2) und X5 = S™\ Q3.
Dann existiert ein cjo3 € Sk+1(S™ \ (Q1 U Q2 U Q3)) mit dcjaz = z. Setze
schlieSlich

c:=c123..m € Skr1(S"\ (Q1U---UQn)) = Skt1(S"\ B).

Es ist dann Oc = z (siehe Abbildung 3.34).
O

Satz 3.3.19 Sein e N,0<r <n—1undS CS" eine r-Sphdre. Dann gilt:
(a) Fir0<r<n-—2 ist:

n w1 Z firk=0undk=n—r—1
Hi (S \S):{O Jgonst ’

(b) Firr=mn—1 ist:

n | ZZ firk=20
Hy(8 \S):{ 0 éonst ’
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Abbildung 3.34: zu Schritt 2 von Lemma 3.3.17

Korollar 3.3.20 (Jordan-Brouwerscher Separationssatz). Ist S C R" eine
(n — 1)-Sphdre (n € N), so besteht R™\ S aus genau zwei Wegkomponenten.

Kommentar 3.3.21 Insbesondere der Fall n = 2: Ist C' C R? eine Jordan-
Kurve, so hat R?*\ C genau zwei Wegkomponenten (Jordanscher Kurvensatz).

Beweis von 3.3.20. Fiir n = 1 ist die Aussage offenbar richtig, denn S! ohne
zwei Punkte ist homdomorph zu R* und R* hat genau zwei Wegkomponenten.
Seil daher n > 2.

Sei N € S™ der Nordpol und 7:S™ \ {N} — R" die stereographische
Projektion. (Es ist dann 7 ein Homoomorphismus (vgl. Aufgabe 1.4.54).)
Sei nun f:S""! — R™ eine Einbettung und S = f(S"!). Dann ist M :=
77 1(S) C S™ eine (n — 1)-Sphére und folglich Hy(S™ \ M) = Z & Z nach
3.3.19, d.h.: S®\ M besteht aus genau zwei Wegkomponenten,

S\ M = U;UUy

mit sagen wir N € U,. Da S" \ M C S" offen ist, ist auch Uy, Uy C S"
offen. Mit Us ist dann auch U \ {N} wegzusammenhingend (vgl. Aufgabe
3.4.31). Also sind V; := w(U;) und Vy := 7(Uy \ { N }) wegzusammenhéngend,
R™ = VjUV, und es gibt auch keinen Weg von Vi nach V5 (weil es sonst auch
einen von U; nach U, gébe). R™ \ S hat also genau zwei Wegkomponenten.
O

Beweis von 3.3.19. Wir fiithren Induktion iiber 7r:

r = 0: Es ist S” = pt + pt, also S*\ S = S\ {p, ¢}, fiir zwei verschiedene
Punkte p,q € S™. Wegen S" \ {p} = R" ist daher

S\ § = R™\ {0} ~S" ",
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da S"7! < R"\ {0} ein Deformationsretrakt ist. Dann folgt die Behauptung
aus 3.3.1.

r—1—r: Sei
Dt ={zeS": 2,1 >0}, D ={z€S": 2, <0},

f:S" — S C S" eine Einbettung und B* := f(D*) C S. Dann ist S =
Bt*UB  und T := Bt N B~ = f(D" N D7) eine (r — 1)-Sphére in S" (vgl.
Abb. 3.35).

Abbildung 3.35: zum Beweis von Satz 3.3.19

Die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir (U, V) mit U := S"\ BT und V := S"\ B~
liefert wegen
UUV =S"\ (B*NB")=S"\T,
UNnvV=s"\(BtuUuB™)=8"\§S
fur £ > 1:
Hia(S"\T) = Hi(S"\ 5),

weil U,V C S" nach Lemma 3.3.17 azyklisch sind. Nach Induktionsannahme
ist deshalb

. N " ~ | Z firk+1l=n—-(r—1)—1
Hi(S"\S) = Hi(S \T)_{O firk>1,k+1#n—(r—1)—1
-~ 7Z firk=n—r—1

0 firk>1,k#n—r—1"

Fiir £ = 0 hat man

Z37=Hy(U)® Hy(V) > Hy(UUV) = Hy(S*"\T) = Z
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mit
v(lz], [y]) = [=] + [y]

nach Induktionsvoraussetzung. Es ist damit
ker(v) = span(([zo], —[z0])) = Z

mit xg € S™\ S. Deshalb ist folgendes Sequenzstiick kurz, exakt und spaltet,
weil Z frei ist (vgl. 3.1.13):

0=H(U)& H(V) — Hi(S"\T) = Hy(S"\ S) % ker(v) 2 Z — 0.

Also ist
Ho(S"\ S) = Hy(S"\T) & Z.

Fiir 7 < n — 1 liefert die Induktionsvoraussetzung, dass H;(S" \ T') = 0 ist,
weiln — (r—1)—1=n—r # 1ist, also Hy(S*\ §) =Z. Fiir r =n — 1 ist
dagegen H{(S"\T) =2 Z,danunn— (r—1)—1=n—r = 1 ist. Es folgt nun
tatséchlich:

Hy(S"\S)=ZaZ.
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3.4 Aufgaben
Aufgaben zu 3.1: Kettenkomplexe

3.4.1 Zeigen Sie, dass die Kettenkomplexe mit den Kettenabbildungen eine
Kategorie bilden und fiir jedes k£ € Z die Homologie Hj ein Funktor von
dieser Kategorie in die Kategorie der abelschen Gruppen ist.

3.4.2 (a) Seien A und A’ Objekte in der Kategorie der abelschen Gruppen
Ab sowie C'und C’ zwei Objekte in der Kategorie KK. Zeigen Sie, dass
es sowohl in Ab eine Summe von A und A’ gibt, die wir mit A & A’
bezeichnen, als auch in KK eine Summe von C' und C’ gibt, die wir
auch mit C' @ C’ bezeichnen.

(b) Zeigen Sie nun, dass der Homologiefunktor Hy, (k € Z) (endliche) Sum-
men respektiert, also (vermoge des natiirlichen Morphismus’) gilt:

H,(C)® HL(C") 2 H(C o ).

(c¢) Bestimmen Sie nun auch die (beliebigen) Summen in KK und Ab und
zeigen Sie, dass Hy auch diese respektiert.

3.4.3 Sei X eine Menge. Wir betrachten die Menge F(X) aller formalen
Ausdriicke (genauer Abildungen von X nach Z)

c= E N,

zeX

wo n, € Z ist, fiir alle x € X, und nur in endlich vielen Féllen n, # 0 sei.
Wir machen F'(X) zu einer abelschen Gruppe vermége der Verkniipfung

Z NeT + Z Myl 1= Z(nx + my)x.

(F'(A),+) heifit die von X erzeugte freie abelsche Gruppe. Die Kardinalitét
card(M) von M heiBt dann ihr Rang.

(a) Zeigen Sie, dass F'(X) zusammen mit der natiirlichen Inklusion i: X —
F(X), i(r) = x (der formale Ausdruck } n,y, der nur bei y = x den
Koeffizienten n, = 1 hat, sonst Null), folgende universelle Eigenschaft
erfiillt: Ist A eine abelsche Gruppe und j: X — A eine Abbildung, so
gibt es genau einen Homomorphismus ®: F(X) — A mit ®oi = j
(siche Diagramm 3.36).
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Abbildung 3.36: universelle Eigenschaft der frei abelschen Gruppe

Abbildung 3.37: der induzierte Homomorphismus
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(b) Seien X und Y Mengen, ix: X — F(X) und iy: Y — F(Y) die natiir-
lichen Inklusionen und f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie, dass
es genau einen Homomorphismus f, = F(f): F(X) — F(Y) gibt mit
fsoix =iy o f (siehe Diagramm 3.37).

(c) Zeigen Sie, dass F:Ens — Ab, X — F(X), f — F(f), ein Funktor
ist (vgl. auch Aufgabe 2.4.29).

3.4.4 Sei 0 —» " — C — C" — 0 eine kurze exakte Sequenz von Ketten-
komplexen. Beweisen Sie die Exaktheit der zugehorigen langen Homologie-
sequenz an den Stellen Hy(C') und Hg(C"), fiir alle k € Z.

3.4.5 Seien F' und G Funktoren zwischen zwei Kategorien C; und Cs,. Eine
nattirliche Transformation ® zwischen F' und G ordnet jedem Objekt X in
Cy einen Morphismus ® € Mor(F(X;), G(X1)) in Cy derart zu, dass fiir jedes
f € Mor(X1,Y)) in C; gilt (vgl. Diagramm 3.38):

W) F(f) = G(f)2(Xy).

Abbildung 3.38: eine natiirliche Transformation

(a) Zeigen Sie: Fiir jedes k € Z ist der verbindende Homomorphismus (0. )y
eine natiirliche Transformation zwischen den Funktoren H; und Hj_,,
die von der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen von Kettenkom-
plexen KES — KK in die Kategorie Ab der abelschen Gruppen gehen.

(b) Zeigen Sie nun, dass das Bilden der langen Homologiesequenz ein Funk-
tor von KES — KK in die Kategorie der langen exakten Sequenzen
abelscher Gruppen LES ist.
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3.4.6 Ein Kettenkomplex C' heifit (ketten-) zusammenziehbar, wenn die
Identitat ide auf C' (ketten-) homotop zur Nullabbildung O¢ ist, ide ~ Oc¢.
Zeigen Sie, dass fiir einen zusammenziehbaren Komplex C' sdmtliche Homo-
logiegruppen verschwinden (man sagt: C' ist azyklisch), H,(C') = (0), fiir alle
ke Z.

3.4.7 Sei C' = (C%, k) ein Kettenkomplex und C” C C' ein Unterkomplex.
Der Quotientenkomplex C/C" ist definiert durch

(C/C) = Cy/Cy,
und 9([c]) := [O¢].

(a) Zeigen Sie, dass 0 auf C'/C" wohldefiniert ist und C/C" tatséchlich zu
einem Kettenkomplex macht.

(b) Zeigen Sie, dass die kanonische Projektion m = (), m: Cp, — Cy/CY,
eine Kettenabbildung ist, die zusammen mit der Inklusion i: C" — C'
die folgende Sequenz zwischen Kettenkomplexen exakt werden lasst:

0—C 5o c/e —o.

(¢c) Zeigen Sie: Sind zwei der Komplexe C, €', C/C" azyklisch, so auch der
dritte.

3.4.8 Sei C' = (Cy, 0k) ein nicht-negativer Kettenkomplex. Eine Augmen-
tierung von C' ist ein surjektiver Homomorphismus €: Cy — Z mit €09y = 0.
Der reduzierte Kettenkomplex eines augmentierten Kettenkomplexes (C,¢)
ist der Teilkomplex C' C C mit Cy := C, fiir £ > 1 und Cy := ker(e). Man
setzt H(C) := H(C). Zeigen Sie:

=
Q
I

-HO(O) ¥ Z7

3.4.9 Sei € eine Augmentierung eines nicht-negativen Kettenkomplexes C.
Sei Z der Kettenkomplex, der an der Stelle £ = 0 aus Z besteht und sonst
iiberall aus der Nullgruppe. Zeigen Sie:

(a) Eine Augmentierung € von C' kann als eine surjektive Kettenabbildung
von C' nach Z aufgefasst werden (und umgekehrt).

(b) Ist e:C' — Z eine Kettenédquivalenz (d.h.: es gibt eine Kettenabbildung
7:Z — C mit e o7 ~ idg und 7 oe ~ idg), so ist der reduzierte
Kettenkomplex zusammenziehbar.
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Aufgaben zu 3.2: Die singuldren Homologiegruppen

3.4.10 Sei k € Ny. Zeigen Sie, dass der Kettenkomplex-Funktor S: Top —
KK und damit auch die Komposition Hy0S: Top — Ab (beliebige) Summen
respektiert.

3.4.11 Sei X ein topologischer Raum, S(X) sein singulédrer Kettenkomplex
und e: S(X) — Z gegeben auf den singuldren 0-Simplexen (also den Punkten
von X) durch e(z) =1, z € X.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ eine Augmentierung von S(X) ist (vgl. Aufgabe 3.4.8
und Aufgabe 3.4.9), wenn X nicht-leer ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir die reduzierte Homologie H(X) (vgl. Aufgabe 3.4.8)
gilt: Ho(X) = 0 genau dann, wenn X wegzusammenhéngend ist.

3.4.12 Sei X ein topologischer Raum, A; und A, die Standard-Simplexe
in den Dimensionen £ = 1 und £ = 2 und a: A; — X ein singulédrer 1-
Simplex. Sei weiter a~: A; — X der riickwérts durchlaufene 1-Simplex, d.h.:
a (Ao, A1) = a(A,ap), fir alle A = (Ao, A1) € A;. Zeigen Sie, dass die
Differenz ¢; = = — a in S1(X) ein singulirer Rand ist, also o= — a = 0(cs)
fiir eine singuldre 2-Kette ¢y € So(X). (Hinweis: Betrachten Sie das singulére
2-Simplex 0: Ay — X gegeben durch (Ao, A\, A2) = (A, Ao + A1).)

3.4.13 Sei X ein zusammenziehbarer topologischer Raum. Zeigen Sie, dass
dann sein reduzierter singuldrer Kettenkomplex (vgl. Aufgaben 3.4.8 und
3.4.11) (ketten-) zusammenziehbar ist (vgl. Aufgabe 3.4.6).

3.4.14 Sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum. Zeigen Sie
(fiir jedes k € Ny):

(a) Ist A C X ein Retrakt, so ist i,: Hi(A) — Hy(X) injektiv.
(b) Ist A C X ein Deformationsretrakt, so ist i, sogar ein Isomorphismus.

3.4.15 Zeigen Sie, dass folgende topologische Rdume die gleichen Homolo-
giegruppen haben:

(a) S, R?\{0} und S'xB? (Volltorus), S' xR (Zylinder) und M (Mébiusband);
(b) GL,(R) und O(n) (Hinweis: Polarzerlegung nicht-singulérer Matrizen).

3.4.16 Zeigen Sie, dass es keinen surjektiven Homomorphismus von Z auf
7 & 7 gibt.
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3.4.17 Sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum. Der Quo-
tientenkomplex (vgl. Aufgabe 3.4.7) S(X,A) := S(X)/S(A) der singuldren
Kettenkomplexe von X bzw. A heifit der singuldre Kettenkomplex des Raum-
paares (X, A). Bezeichnet i: S(A) — S(X) die Inklusion und m:S(X) —
S(X, A) die kanonische Projektion, so zeigen Sie, dass es eine lange exakte
Homologiesequenz (der Raumpaares (X, A)) wie folgt gibt:

IS He (X, A) 25 Hy(A) 25 Hy(X) =5 Hy(X,A) 25

3.4.18 Beweisen Sie mit Hilfe des Lemmas iiber kleine Ketten den Aus-
schneidungssatz der (singuldren) Homologietheorie: Ist X ein topologischer
Raum, A C X ein Teilraum und U C A derart, dass U C int(A) ist, so
induziert die Inklusion von Raumpaaren i: (X \ U, A\ U) — (X, A) einen
Isomorphismus in der Homologie,

i H(X\UA\U) — H(X, A).

3.4.19 Sei X ein topologischer Raum und U,V C X offen mit UUV = X.
Zeigen Sie die Existenz einer Mayer-Vietoris-Sequenz auch fiir die reduzierten
Homologien von U NV, U, V und X (vgl. Aufgabe 3.4.8 und 3.4.11).

Aufgaben zu 3.3: Anwendungen

3.4.20 Sei n € N. Berechnen Sie die Homologie eines Buketts von n Kreis-
linien X = S'V...VS! (n-mal), insbesondere die Homologie der Figur Acht
(n=2).

3.4.21 Sei g € Ny und F, die geschlossene, orientierte Flache vom Ge-
schlecht g. Berechnen Sie die Homologie von F,, insbesondere die des 2-
dimensionalen Torus T? (g = 1).

3.4.22 Berechnen Sie die Homologie der Kleinschen Flasche.
3.4.23 Berechnen Sie die Homologie der reell-projektiven Ebene P?(R).

3.4.24 (a) Berechnen Sie die Homologie des 3-dimensionalen reell-projektiven
Raumes P3(R) und des 3-dimensionalen Torus T3.

(b) Berechnen Sie nun die Homologien von P*(R) und T” fiir beliebiges
n € N.
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3.4.25 Seien X und Y zusammenhédngende Mannigfaltigkeiten der Dimen-
sion n > 3. Zeigen Sie, dass fiir die zusammenhéngende Summe M = XY
(vgl. Aufgabe 2.4.34) gilt:

H{(M)= Hi(X)® H (Y).

3.4.26 Sei n € N. Zeigen Sie:

Z firk=n
n Qn—1\ __
Hy(B",8 )_{ 0 sonst
3.4.27 Sei n € Ny und pot,,: St — S, 2 +— 2™

(a) Zeigen Sie, dass der Abbildungsgrad von pot, nach Definition 3.3.8
gerade n ist.

(b) Zeigen Sie nun, dass die Definitionen 2.1.14 und 3.3.8 fiir den Abbil-
dungsgrad einer stetigen Abbildung f:S' — S! #quivalent sind.

3.4.28 Sei n € N. Zeigen Sie, dass eine Rotation A:S" — S" (d.h.: A €
SO(n + 1)) den Abbildungsgrad 1 hat, deg(A) = 1. (Hinweis: SO(n + 1) ist
wegzusammenhéngend.)

3.4.29 Sein € N und f:S™ — S” eine stetige Abbildung mit deg(f) # 0.
Zeigen Sie, dass f surjektiv ist.

3.4.30 (a) Sei n € Ny gerade. Zeigen Sie, dass jede stetige Abbildung
f:S™ — S" einen Fixpunkt oder einen Antipodenpunkt hat.

(b) Sei n € Ny ungerade. Geben Sie eine stetige Abbildung f:S™ — §"
ohne Fix- und Antipodenpunkte an.

3.4.31 Sein > 2 und U C S” offen und wegzusammenhéngend. Zeigen Sie,
dass fiir jedes p € U auch U \ {p} wegzusammenhéngend ist.

3.4.32 Eine 1-Sphire K C S? heifit ein Knoten. Seien K, Ko C R? dis-
junkte Knoten, K; N Ky = (), und i: K; — S* \ K5 die Inklusion. Zeigen Sie,
dass es genau eine ganze Zahl d € Z gibt, so, dass i,: H;(K;) — H(S*\ K»)
Multiplikation mit d ist,

ix([2]) = d[],
fir alle z € Z;(Ky). (d =: Ik(K7, K5) heifit die Verschlingungszahl von K
und K>.)

3.4.33 Seien K, K, C S? die (trivialen) Knoten (vgl. Aufgabe 3.4.32)
K ={(z,w) €S’ CC*: w=0}, Ky ={(z,w) €S CC*: z=0}.
Zeigen Sie, dass K und K verschlungen sind, d.h.: Ik(K, K3) # 0. (Hinweis:

Betrachten Sie die Abbildung r: S3 \ Ky — Ky, (2,w) — (T;?) )
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