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Aufgabe 25. Sei C eine Kategorie und seien X; und X5 zwei Objekte in C.

(a) Zeigen Sie, dass ein Produkt (X, pj,p2) von X; und X5 in folgendem Sinn bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmt ist: Ist (Y, q1,¢q2) ein weiteres Produkt von X; und Xs, so
gibt es einen (sogar eindeutig bestimmten) Isomorphismus ® € Mor(X,Y') mit ¢;® = p;
(1=1,2).

(b) Formulieren und zeigen Sie dann ganz &hnlich, dass eine Summe von X; und X eindeutig
bestimmt ist.

Aufgabe 26.

(a) Sei A eine Menge, F'(A) die von ihr frei erzeugte Gruppe und t: A — F(A) die Abbil-
dung, die a € A das einbuchstabige Wort a € F(A) zuordnet. Zeigen Sie die universelle
FEigenschaft von (F'(A),¢): Ist G eine weitere Gruppe und f: A — G eine Abbildung, so
existiert genau ein Homomorphismus f: F(A) — G mit fo. = f.

(b) Seien A und B Mengen sowie t4: A — F(A) und tp: B — F(B) die natiirlichen Injek-
tionen aus Teil (a). Sei nun weiter f: A — B eine Abbildung. Zeigen Sie, dass es einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus f.: F(A) — F(B) gibt mit f, o4 = tp o f.
Zeigen Sie dann, dass dies F': Ens — Grp zu einem Funktor macht.

Aufgabe 27. Sei G eine Gruppe. Fiir zwei Elemente a,b € G heiit [a,b] := aba™'b~' der
Kommutator von a und b. Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe (d.h. die kleinste
Untergruppe, die alle Kommutatoren enthélt) heifit die Kommutator-Untergruppe G’ von G.

(a) Zeigen Sie, dass jedes Element in G’ ein (endliches) Produkt von Kommutatoren ist.

(b) Zeigen Sie, dass G’ ein Normalteiler von G ist. Wir nennen G?* := G/G’, zusammen mit
der kanonischen Projektion m: G — G®", die Abelianisierung von G.

(c) Zeigen Sie, dass G® abelsch ist und (G*, ) mit m: G — G? folgende universelle Eigen-
schaft erfiillt: Ist H eine (weitere) abelsche Gruppe und ¢: G — H ein Homomorphismus,
so existiert genau ein Homomorphismus (zwischen abelschen Gruppen) ¢: G — H mit

pom=¢.

B.w.



Aufgabe 28. Seien G; und G5 Gruppen und 7;: G; — G?b ihre Abelianisierungen (j = 1,2).

(a) Sei nun ¢:G; — Gy ein Homomorphismus. Zeigen Sie, dass es genau einen Homomor-
phismus ©*: G&> — G&P gibt mit ¢ o = m 0 .

(b) Wir definieren nun eine Zuordnung 7' = (-)*: Grp — Ab durch T(G) := G® auf den
Objekten und T'(p) = ©* auf den Morphismen von Grp. Zeigen Sie, dass T ein Funktor
ist.
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