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Motivation – Sphärische Geometrie und ihre 
Anwendung

•Navigation

• Berechnung der kürzesten Flugstrecke

•Astronomie: Bestimmung der Positionen und 
Bewegungen himmlischer Körper

• Kartografie: Erstellung von Globen & Landkarten 



Gliederung
I. Die Sphäre 

v sphärischer Abstand
v Tangentenvektor
v Zerlegungslemma
v Dreiecksungleichung
v Geodätischen Kurve

II. Isometrien der Sphäre

III. Kartografie

v Stereografische Projektion
v Beweis „Stereographische Projektion ist winkeltreu“



Definition 3.1 sphärischer Abstand

Herleitung:

Seien x, y ∈ 	𝑅! dann gilt: < 𝑥, 𝑦 >	= 	 cos 𝛼	 ∗ 𝑥  * 𝑦

àAuf dem Einheitskreis in 𝑅! gilt: < 𝑥, 𝑦 >	= 	 cos 𝛼

𝛼

2𝜋𝛼

:





Definition  3.2

A

O

Tangentenvektor T



Beweis Dreiecksungleichung

Additionstheoreme:

Kosinussatz:

cos 𝑎 = cos 𝑏 cos 𝑐	+ sin 𝑏 sin 𝑐 cos 𝛼
cos 𝑎 cos( 𝑐 − 𝑏)

c-b𝒂

Abb. 2

Abb. 3



Zerlegungslemma 3.3



Wiederholung Definition geodätische Kurve 

𝑆𝑒𝑖	𝛾: ℝ	 → 	 𝑆" 	geodätische	Kurve	⇔	 C
∀𝑐 ∈ ℝ	∃𝑈# 	𝑜𝑓𝑓𝑒𝑛𝑒	𝑈𝑚𝑔𝑒𝑏𝑢𝑛𝑔	𝑣𝑜𝑛	𝑐

𝑠. 𝑑. 𝛾𝐼$! 	𝑎𝑏𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑠𝑒𝑟ℎ𝑎𝑙𝑡𝑒𝑛𝑑

Proposition 3.8



Beweisidee: 





Isometrien auf der Sphäre

Definition (orthogonale Transformation)



Orthogonale Transformation 

Isometrie auf der Sphäre

induziert

Gilt auch die Rückrichtung?
 
Wird jede Isometrie auf der 
Sphäre durch eine 
orthogonale Transformation 
des umgebenen 
euklidischen Raums 
induziert? 

--> Ziel dieses Kapitels ist zu zeigen, dass die Rückrichtung auch gilt!



Lemma 3.10



Definition (sphärischer Simplex)



Theorem 3.11



Kartografie                                                                             

= Wissenschaft von den geografischen Karten

- Unmöglich Erdoberfläche korrekt auf einer platten Karte darzustellen 

èKartenprojektion 

- Verschiedene Arten von Projektionen: 

1. Wo wird die Lichtquelle platziert?

2. Wie wird das Papier um die Erde “gewickelt“? (überhaupt gewickelt?)

3. An welcher Stelle berührt das Papier die Erde berührt oder auch nicht?



Stereografische Projektion

Projektionsebene 
(verläuft durch Nordpol)

Projektionszentrum (Südpol)



Die stereografische Projektion ist winkeltreu 

Abb. 4



Beweis: „Die stereografische Projektion ist winkeltreu“

Abb. 5



Beweis: „Die stereografische Projektion ist winkeltreu“

Abb. 6



𝛾

𝛾

Beweis: „Die stereografische Projektion ist winkeltreu“

Abb. 7



Beweis: „Die stereografische Projektion ist winkeltreu“



III . Sphäre

Definition 3 .
1 Sphärischer Abstand

Sei Feukl . Raum mit dimF = n +1.

sei S = ExeF/IIXII = 13 die Einheitssphäre.

Wegen Cauchy-Schwarz gilt für PQESt ( < P , QIIPII . IQ11 = 1

d. K .
(P, Q (- 1 , 1]

Der sphärische Abstand d(P,Q) zu . Zwei Punkten P,Ges

wird definiert mit

COS DIPQ) = P,Q

d :SR
,

d(P , Q) arcos <P
, Q) heißt sphär. Abstand :

1d(P,Q) = 0 (> P = Q (Definitheit)

2(P, Q) = (Q , P) (Symmetrie)

3 d(AIB) d(AIC) + d(C , B) A , B ,
CESt (X-Ungl .)

Beweis:

1. z. z. d(P,Q) = 0 () P = Q

=D" Sei P = Q dann gilt

Cosd(P,P) = <P, Py = 1

= d(P,P) = 0

" #1: P und Q linear unabh

= /P,Q IIDII . 11 Q11 = 1
C. S.

=<P, Q > E(- 1 , 1)

=> cos d(P, Q) =(-1 , 1)

= d(P, Q) + 0

Fall 2 : P undQ linear abhängig d. h .
P = XQXF1

Es gilt : 1 = 11Pl = 11XQ11 = W ./Q11 = WI . 1

=D (x) = 1

=> x = -1 , dax = 1

Setze x = -1 in P = XQ , dann folgt:

P= - Q

Dann gilt : (P ,Q=-Q ,Q = C - Q , Q
=- 1

= cosd)-Q , Q)

=d)- Q ,Q)=π

2 Symmetrie klar

3 A-Ungl . (siehe 3
.6)

Definition 3. 2

Einen Vektor TEF nennt man Tangentenvektor zu einem Punkt AEs

wenn

< A ,TC = 0 gilt

T heißt normierter Tangentenvektor wenn zusätzlich

11TI = 1 gilt.

Die Menge Tals") = SxEF) < x, Ax = o] nennt man

Tangentialraum an su im Punkt A

Tafelaufschrieb



Lemma 3 .3

seien A , BEST

Es ZUEst mit U , Al = O und IIUll = 1 sodass

B = Acosd(A, B) + U sind(A, B)

Beweis :

Seien A ,B linear Unabh. und UE Span(A,B)n TalSY

Dann gilt :

u = X - A + M - B mit M=0

=> u = x. A +M . B1-xA

E u- XA = M . B :M
(=

u - XA = B

M

(- = B

*

= xA +yu = B

x = - X
M

und

y = 1
Es gilt : 1 = < B ,B)

X

= < XA +yy , xA +y4 >

= (XA , xA) + 2(XA ,y4) + <y4 , yU >

= X2 A ,Ay + 2xy < A ,4) + yzc4 , U

= x2 + yz

= 1 = xz + yz

= Vektor (4) liegt auf dem Einheitskreis in IR?

= =E(-in] socass(j) = (0 (

Setze X= Cos und y = sind in B ein :

B= xA + yU
= CosatsinQUidEC-Hitt]

Führe Substitution (Q , U) + -0 , -U) durch ,
dann gilt

B= XA + yU
= COS-A+ sin -Q . ( -u)

= coS A+ - sina) . (4)
= CosA + sin Q. U mitat]

Weiterhin gilt :

COSd(AiB) = <AIB) = A
, Acosa+ Usina

-
ECOIT]

= (A , A) cosa + <A ,> sin Q
wa h
-1 = O

= cos Q

=D Cos d(AIB) = cos a

=d(A,B) = a eindeutig
F
Da cos injektiv im Intervall [OT]

= B= Acos(A,B) + U sind (A ,B)



Fall 2 : A und B linear abhängig

1.
A = B

=d(A ,B) = 0

Definitheit

Setze d(A,B) in Bi

B = Acosd(A,B) + Usind(A,B)
=

d(A,B)=0

= Acoso + U sin O

= A . 1 + u . 0

#

= A= B

Z A =-B

=Dd(A , B) = π

Setze in Bein :

B = A Cos d(A ,B) + U sind (A,B)

= A Cos i + U sin IT

= A . (- 1) + U . 0

= - A

= EB
4

3.6 (Beweis D-Ungl . )

③ D-Ungleichung :

A , B ,
CEsh

Dann gilt : d(A , B)]d(A , c) + dic ,B)

wenn A ,B ,
Cest lin . Unabh

.,
dann gilt die scharfe X-Ungl .

Beweis:

Fall1 : A , B , C lin . Unabh
., albice(o,t)

a. n. z . z. c a +b

Es gilt COSQ1.

Wegen Lemma 3 . 5 (siehe unten) gilt :

Cos a = cos cosb + sin b sin c cosa
2
1

L cos c cosb + sind sin C

#

= cos(c - b)
* Additionstheorem:

=> cos a < cos(c - b)
Cos(c- b)

Fallunterscheidung : 1 c-b > 0
= cosccosb +sind sinc

Cos a < cos(c - b)

= a >c - b



2c- bo

Es gilt : c-b < 0 <a

= c= b <al+b

= ca+b

*

#all2 : A , B , C linear abhängig

Lemma 3. 5 gilt auch für de[QT]

Schritte analog nur mit cos Q1.

Theorem 3 . 11

Jede Isometrie B der Sphäre sh wird induziert durch

eine Orth . Transformation des umgebenen eukl .
Raums.

Beweis :

Sei Ao .... An linear unabh . in F

Definiere B(Ai) = :Bi i = 1, ... p

Des Weiteren gilt : d(Ai , Aj) = (Bi ,Bj) i = 1. ,P

da B eine Isometrie auf der Sphäre.

Nach Lemma 3
.
10 gilt : 7 Isometrie O

,
die aus höchstens

P Hyperebenen Reflexionen besteht , wobei OLAil = Bi1.P

Daraus folgtO (Ai) = B(Ai) i = 1 ...P

Es muss gezeigt werden O = B :

= B
-100 = id

un
: = y

wir wissen: (Ai) = Ai i = 1- in

Beweis durch Widerspruch :

Angenommen U: = Boo +id d . h. ((P) = PEPEF

weiterhin gilt :- Jede orth . Transformation & ist eine sphär
Isometrie .

· Nach Vor. ist Beine Isometrie auf der
sphäre

= V := B-O ist eine Isometrie auf der Sphäre

-> d(((p) , Ai) = d(x(P) , X(Ai)
= d(P , Ai)
↑

Y isometrie

Daraus folgt : Ai EK : = &xEF(d(((P)(x) = d(P ,X)]



=(XE F ((x(P) - p
,
X) =03
Vieso, ...,nY

= V(P) - P ist Normalenvektor der Ebene K

und nicht der Nullvektor ,
da U(P) + P

=> K ist eine Hyperebene

=D k hat dim n , da K Hyperebene und nicht =n+1 S
Somit muss gelten :B id

Widerspruch

= B = 0
&

I

Lemma 3 . 5 Kosinussatz

sei XABC ein geodätisches Dreieck.
A ,B,

CE SU linear unabhängig in F.

seien a= d(B, C) und B= Acos c + Usinc mit U,=0 2141=1

b = d(A ,c) C = Acosb + Using <VA) =OelIVI=1

c = d(A ,B)

KA= cosa = cuiv) de(oitt)

Dann gilt folg. Gleichung :

cos a = cosb cos c +sind sin cos a

Beweis:

Schritt 1 : Z. Z.
<A,Ay <BiAx

= Sincsind <A,Al < U ,A

< A , C > < BiC >
< Air> <U ,V >

<A,Ay <BiAx < A , Ay LAcoSC + Usinc , A

< A , C > < BiC > E < A , > < Acosc + Usinc , C

Setze

B= AcoSc+ UsinC

ein

< A , Ay
< A ,AyCOSC +< U ,A) sinc

-

CAicAiCacosc+Vi sind

=
<A,AL < A,A

COSC +
LA,A <U ,Ax

sinc
< AiC > LA ,C (AIC > < Aid >

-
= O



Setze

C= Acosb+Vsinb ein

↓ LA,A
< U ,A >

sinc
-

<A, Acosb+Vsinb > < A , Acosb+Vsinb >

(A,A) < U , A)
=

sind
< A ,Ascosb+ <AiVsinb < U ,AscoSb +< HiV > sinD

=
< A,A)U , AL < A, As < UA

< A ,A) <U , AL cosb + sindsind

<A ,V > <U , V >

~
= O

< A, As < UA
=

sindsind

<A ,V > <U , V >

=D <A,Ay <B,Ax
* < A, As < UA

< A , (>< Bi(>
= sinc sind

<A ,V > <U , V >

Schritt 2 : Berechne < A,A) <B,Ay

< A,B,

< A,A) <B,Ay 1 (B,A)
=

< A,B, LA,B,C >

= <B. C > -CAiC>. <B,A >

= Cos d(B,C) - cos d(A,c) . Cos d (B,A)

= cos a-cosb . Cos C

< A,*> < U ,A
Schritt 3 : Berechne sinc sind

CAi> <UiV]

(A,A) <H ,A
sinc sin b

CAi> <UiV]
= sinc sind

v G

O cosa

= Sinc sind . cos Q

*

= Cos a-cosb . cos c = sinc sind . cos It cosb - Cosa

=> cos a = cosb cosc + sin csimb cos a

Il
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