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Motivation - Spharische Geometrie und ihre
Anwendung

* Navigation
* Berechnung der klrzesten Flugstrecke

e Astronomie: Bestimmung der Positionen und
Bewegungen himmlischer Korper

 Kartografie: Erstellung von Globen & Landkarten
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Definition 3.1 spharischer Abstand

Sei ¥ eutl-Raum mit dim F =0+4.
sei S™= §xeF [uxn=47 die Einhetlssphare.

Wegen Caudy-Schwar git fGr PQES® 1 <P@>1< UPI-(QN=4
dh. ¢PQ> e 4 AT

Der sphansIR Abstand d (PQ) 2w. 2wei Punkten Paes”
wirda definiert mit

s d('plQ3 = <P|Q>

Herleitung:
. —-> > 2 . —>—» » >
Seien X,y € R*danngilt: < x,;y >= cosa * |x|*|y|

> Auf dem Einheitskreis in R? gilt: < X,y >= cosa

>

2T

\ 4




q:S” 5 R , d(PIQ)H> Qrocos <P @> heiRt gpnde. Alostand :

@D aP=0 = P=Q (pefinitheit)

@ aPQ)= d@P (Symmetrie)

® dAB® < AaAD+dC,B) AB.CeS” (a-umgl)



Definition 3.2

ginen \ettOr TEF NANM moN Tanoentenuekror au einem Punkt AeS®
wenn

<A T>=0 9(\+

. = .. Tangentenvektor T
T heipt wenn  ausstz2\idN

A
nTu=4 gil+.

Die MenR Tals™ = §xeF | exA>=0% nent man

an 8" im Punkt A. 0



Beweis Dreiecksungleichung

a = d(B,C)
b = d(A,C)
¢ = d(A,B)
Abb. 2
Kosinussatz:
[cosa=cosb cosc + sinb sinc cos« J “b

cosa cos(c—b)

Additionstheoreme:

sin(x+y) = sin(x)-cos(y) £ cos(x)-sin(y),

cos(x+ty) = cos(x)-cos(y)Fsin(x)-sin(y),
Abb. 3



Zerlegungslemma 3.3

seien A, R e S".
Es AUEesS” mit cUA>=0 und ILULl=A sodossS

B= ACOS A(AR) + U S\ A(AR)




Wiederholung Definition geodatische Kurve

Seiy:R — S™ geodatische Kurve & Vc € R3U, of fene Umgebung von c
s.d.yly, abstandserhaltend

Proposition 3.8

Jede ¥:R->8"
konn in dec FormM

teR

geshridorN werden, Wobei A€ ST TeFund <A T>=0

NTh=4



Beweisidee:

@ ¥:R->S8" pel geodatische
gurve um den Punkt A
o-B.d.A sei ¥(O)=A
und
J:=C€,€) ofene umgeung

= Vte(-€<)3ATeTaE"):

3.3,
¥t)= Acos d Lzsm.no))f T sin guwm@)
e rralend r(£0) =it
= dg(&0)
=\l

= ¥ stetig diffbac mit ¥ '(6)=*T
=D Y+E€ (€S : T)=Axst+ Tsint




@ O : R ~»S" geod. Curve
Betrodwe die Henge $e€eR|E(£)=7(t) O )=¥®)]

©) 2.2. Die Menge §teR (8(8)= Y() \BI(6)=8')Y
abgesdnlossen £ offen

=> Die Menge ist ganz R.

=% ¥=6

=D Beh. a



Isometrien auf der Sphare

Definition (orthogonale Transformation)

sei F en edkl.Raum mitdin F=n+/A . Die Gruppe oer
orthogonalen Transformationen O (F)
(St de Menge aller linearen Abb. O : F-F for die
gi\'\-'o

Vx‘ye‘F :2XY> =<0 B8 W) >



Orthogonale Transformation

Gilt auch die Riuckrichtung?

induziert

A 4

Isometrie auf der Sphare

Wird jede Isometrie auf der
Sphére durch eine
orthogonale Transformation
des umgebenen
euklidischen Raums
induziert?

--> Ziel dieses Kapitels ist zu zeigen, dass die Rickrichtung auch gilt!



lemma 3.10

seien Ag.., Ao und B, .., Bp Folge won Runtien in s”

scdassS
d(Ai(A}) = A(Ri(BY) Yiy= A @

A eine I(sometrie @  die aus hadhsiens e Hypereoenen
ReflexionN  pesieht | Lot

® (A = Ry (= 4 P



Definition (spharischer Simplex)

Cin spraristher Simplex  ist i n+A g Raum F
eine Tolge won PunckeN Ay .., AqeS” di€ Un&S
unaortrglg Sna.



Theorem 3.11

Jede Isomretrie (3 der sprBre ST Wik induziert durdn
e orth. TranSformMation des umgerend) autl. Roums.




Kartografie

= Wissenschaft von den geografischen Karten
- Unmoglich Erdoberflache korrekt auf einer platten Karte darzustellen
=>»Kartenprojektion

- Verschiedene Arten von Projektionen:

1. Wo wird die Lichtquelle platziert?
2. Wie wird das Papier um die Erde "gewickelt”? (Uberhaupt gewickelt?)

3. An welcher Stelle berihrt das Papier die Erde berihrt oder auch nicht?



Stereografische Projektion

Auggangslage:  Einheitskugel
S JoumieR s wlev2 s 4 Projektionsebene
Nordgo, der Kugel N (0(0(4) (verlauft durch Nordpol)
SGdeol der XugR\ S (O(0(-A)
P legt auf der Ru@ PLX(y2)
P liegt ouf der Epene P(¥ g, 0) |

Projektion definieren:

@ oeradengieidhung  austetlen

9‘(3):(_%)4—1‘,.(5“) tem

63 s8
(@  sowittpunkt der Gerade g mit Tangentialebene im Punkt N
pestimmen

= ¢:R\$0,01-43 — R*
flxyo®d= (3%, \aﬂHS

umkenmbbildung:

F: R - R\ 10(0(-4% Projektionszentrum (Stdpol)

Flos (de oo ’)T

Gy+x 24x2 ! ufx"fg' d U+x 2 y?



Die stereografische Projektion ist winkeltreu

Abb. 4




Beweis: ,Die stereografische Projektion ist winkeltreu”

Abb. 5

Schnittwinkel zweier Kurven auf der Kugeloberfliche



Beweis: ,Die stereografische Projektion ist winkeltreu”

Abb. 6

Nachweis der Konformitit



Beweis: ,Die stereografische Projektion ist winkeltreu”

Abb. 7

Achsenschnitt durch P



Beweis: , Die stereografische Projektion ist winkeltreu”

Nachweis der Konformitit



Tafelaufschrieb
I. Sphae

Tall2: Pund 6 inealr aondrg®y dh. P= 2@ A#+4

Es git: 4= 1PU= naQU = AL-IQN =W]- ¢
= \Ial=A
=S A=-A do A#+A1

DEFINHON 3.4  epnadsdher Absiand

gei F eud-Raum mit dim F =n0+4.
sei 8" = §x&F [ uxn =47 cie ennettssprare.

Wegen Caudhy-Sthwar gik for PQES" 1<PQ>1< UPI-tQU=4 setze A= -A in P=AQ dann @lgh
adh <P Q> e 4,17 = -Q
Denn  gilt: <PIQ@>=<4-Q,QA> = €-Q Q>
DRr spransIR Abstand  d (PIQ) =W. 2wei Punkten PQes” -4
=cosd(-@,Q)

wird  definiert  mit
= d(-Q.Q)=T

Q@S d(PQAQY = <P, Q>

® symwirie ko

A:87” - R |, d(PIQ) Qrccos <P Q> hei@t spndr. Alostand:
(® A-Ungl. Csiene 2.6)

@ aP@=0 &> P=Qa (Definitheit)
@ atPQ)= qd@P (symmetrie) TRfiollon 2.2
@ AAR ¢ daAO+3C,B) AB.CeS” (a- ung\) Einen \RGtor TEF NRNNT MON ToNgRMENURKIr 2u einem punkt ASS®
wenn
s < A\T>=0 gt
@ 22 dP®=0E>P=Q
T heipt wenn  zusdtalidn

Z=p'  Ssei P=@ cann git
S dPP) = P PS4 WTH=4 gilt.
= q (PP =0

W= " Fahd4: P und @ 1NEOr undbn. Die MengR TAlS™) = % xCF | cx,A>=03 nenmt  mar
c=1s> 1¢P@>\ < NPlhh-0Qn =4

N
D (PQ>E (-MA) an 8 Im Punkt A.

=D cos d(PQ) € (M)
= d(PQY+O



temma 3.3 = 4= x2+ 37_

seien A,ReS" = veoror l’g) iegt auf gem einheitskrels in R?

€s 3ues” mit cU;A>=0 und (IUI=A sodasS
oS ¢

= 3Ix el-MT] sodass (;) = (s’m ol

B= ACOs A(AR) + U S\n AAIR)

Setz2@  x= cos & wd y= sin X o R eln:

ReweiS:
Seien AR IINGF uNOh. und U € Span (ABY N T4 (S™ = xhryu
ohn 9";. ' t * =S A+ SN U | x € -mmy
Usra+p B mit O Fanre supstitution (e W) 2 (~o¢ -0) durdh, donn  gilt
= U=X2A+u-B 1-AA = xA +gl
&> U-AA = M- B I = COS - oAt SiD - X - (-W)
= YTAA - R = coS A+ (- N o) - -U)
M = Cosol A + 8N X- U mit (e CoT)
E—.— M:B
S p Wetemin gitt:
=>xA +\9u¥B .
x= -y ————— s dLAR) = ¢AR> = <A, Acosa+Usina >
ndp e o]
e = CAA> cOS A+ cA US> SN O
4= e —
M =4 =0
Es gitt: A= <R R>
= coS &
= ¢xA+yU  xA+yU >
=p cos d(AB) = o8 &

n

CXA (XA> + 2 ¢ XA YU> + <yl yU>
= d(p®R) = X eindeurg

2 2
xS ¢AAS +2xy < AUS> + cUu> $
, N ‘ Y ‘ Da oS iNjettiv in inervau coml

= x% +y*
= B= Acos AAR) + usind(ABRD



Fall 2 Aund B linear o!dn&gg

4. A= B

= dA®BY=0
TRginitit

set:e dAR) iIn R:
B= Acosda®+ USsind(AR)

aAn®=0
= Acos O + U sinO

]

A A+ U O

A= -
= d (AR =TT

Setze in R ein:

B = Acos d(AR) + Usin d(AR)

= A cos 1 + LsINTT

0

A. (= + LU0

n
1
>

3.6 (Beweis A-ung\.)

® A - ungleichung :

AR, ces”
Dann gt @ d(AR) &£ dAQ) + dc(B)

wenn A®B(C €S" lin. undoh.  donn gilt die shar@ A-uml.
Rewxis:
Fall4: AR, C [iN. undon. |, abce (o)

dh =2.2. C ¢ a+b

Es gilt cogsx < 4.
wegen (emma 3.S (siehe unien) gilt:

COS O = COS ¢ coSb + SN b sin € cos X
—e——

<L
& ¢cOSC coSb + SN b sinc

C:-) cos (c-b)
® Additionsthesrem:

= Co0S a < cos (c-b)
cos (c-b)
Falluntersdneioung: @D c-o >0

=cos ¢ cos b +Sinks sinC

COS O ¢ cOoSs (e-b
= a s> c-b



Theorem .4A
@ c-b <cO

Jede (somerie (3 der sprore S Wi induziert dwdn

ES g\t c-oc 0O can AR orth. TranSformMotioN des umgeendn eutl. ROUMS.
= c-b ca I+t
= < < ot Bewveis :
O
sel Ap - 1An  linear uncon. INF
Fall2: AB(C linear abnangig Deginiece @ (AD =:B; (= AP
: L Des leiteren gitt: A LA A = A(Bi(B)) Vi=dpP
temma .S git oudh far  orelam] do B eine lsomelrie aue der Sphare.
. 1 Nodn zmma 2.40 gil:  (Sometrie &, die aus nodherNS
Saritt€  anoleg nuf mitr cos ¢ = 4. P Hypereenen Reflexionen peskht (LCLS 6 (A;) = B, P

DoroMs folot 8 (AD = R(AD)  i=dip

€s muss geXigr werden O =(3:
=> R"oQ@ =1d
w\}
Wic wssen: ¥ (AD = AL izamin =
Bewels durdh Widersprut:
Angenommen ¥z Blo @ £id  dh.  ¥(P) =P VReF
wekernin  gilt :+ Jede ortn. Transformasion © 8t eine spyac.
Isomettie.
= Nodh VOor. it R AR 1Somefrie owf ger
sphare

= ¥:=R" 00 ist ane isometrie auf der Sphare

—& (TP (AL)= A(TP) TAD)
: da (P, A‘\)

¥ 1sometrie

Daraus fo\gt: A € K::% xeF | d( ¥ x) =d(P«x33



temma 3.S Kosinussatz

=S XEF | € TP-P (X >0 Sei AABC ein geoddfisnes oreiect.
vi€§o, 0 ABCES" linear unabnangig in F.

= I (P -Pisr Normoenwector der €pene K Seien a=d(BiC) und B=ACOS ¢ +USINC mit ¢ U A>=0 &llul=A
und Nidnt der Nulwekror (do P+ P b=d(AO) Cc=AcOsSb+ Usno 2V ASs =Q &IIVIEA

c=drB
= K &t eiNne nypIeoene

| SA=X @S o =cUiv> €l(om)
=> K hor diM N 00 K yperebRR  undl qid 2 okl 2

Somit muss SN p7 o =id Qe 30N gilt folg. Gleichuny:
= =3 s
I o COS Q = QS b Cos C +SiNb SN ¢S X
Beuris:
>
sonit 4 - 2.2 |[<AA> BT dnceaink [cans cun>

>
<AC> <BC CAN> CUVS

¢AAS B> <AA>  cAcosC+USINC , A>

<AC> <BC> 4 €AIC> ¢ Acosc+Using,C >
seze

2
B:Am’&c-«-US\ﬁQ
ein
< AA> LA ASCOSC+ cUA>SINn e

cA,C> <AIC>cesc+c¢UiC> Sine

= |edA> <AA> s + AR>S <UAS

Sine
ZAIC> <¢AC> ZAICS> <¢AC>

=0



Setze
Cc=Acsb+VsSinb ein
<U/A>
t B> Sinc

cAIACOS+VSINb S ¢ AlAcosb+Vsinb >

< AAS> <UrA>
sinc

cAANS OSb+ cANs>SNo CU/ASOTB+ <UVs gsind

= AR>S CUA> CAAS cUD>
CABA>S <cUA>| cosSk + sinD -sinC
CANV> cUl)V>

RC_\_J

=0

CAAS>S cUA>

sinD -siInC
CANS>S cUVs
=> [¢AA>  <BA> CAAS> cUA>
<AC> ¢<BC> | = sinc sinb

CANVS> cU)V>

< ADS>S ¢ BA>

Sarid Q: Berechne
<AC> <¢BC>

A <B/AS

ZAID> ¢ BAS =
CAC> ce(>

¢AC> <¢BC>

CRBIC> - ¢cAC>- ¢RA>
CoS Jd(BiIQ) - s d(AQ) - @®sd (B/N)
cos O - S b:cos

n

. | CcAIN> <U/A>
shii# 3: Beed R sNe sinb | aus cU|V>|

A (@]
O cos«w

= Sinc sinb - O ¢

: cAd> cu/A> . :
gine sinb [ avy cyws|= SNcsinb

®

=> C0% 0 -S b-cosS = 8ng sinb - COS &

=D COS @ = CoSbQASC + sincCsincolk X
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