Der SQ'\Z Vvan Sy\vo.s’rer Susanna. Siggel
12 Sylvester Yypes

Grundloge:  quadwadiscne Formen Q dber R
3 4 Definition: Positiv /neqodiv dalinit

Eine quodivorisdhe Form Q et ..

. posihiv dedinit c e Yee & mit e+ 0 gt Qe)>0
+ ootV definit : e Yee E it @ +0 git - Q)< O

2.9 Delindion: Eulidisdner VVekforraum

E heiRf euklidischer Vekiorraum : e
E ist ein endlich - divensionaler reeller Vekdarraum mit @inex positiv
definiten quadradischen Sorm Q.

33 Definition. Qvthopormalbasis

% €an R-VR wit dim(€) = und einer quadmatisenen Farma Q.
Cria Co i @R Octhonotnolbosis : e

Q wenn 1)
<e§«e.5 > =

—-/ll O|/\ wenn )::\)

Beispiel:  <e;,¢;>=-4 im Lorentz- Raum

\orke 2ing¢ ONR fr @ing. Quod@iscne. Fown

= QF hat eine einfoche Shutur in ONB = Die symmetrisdne Modrix ok die Gestalt einar Diaganalmadrix.

= QW)= My .t AgVer



3 Propasifion

Fur jede quodratiscne Fonn Q auf dom B-VR € it dim (€) =n

exisxierk ¢ine so\de  Qrthanavnalpasis .

Repeis dudn Jndction Gber v = dim (€):

A v=A4: + dim (=4 = % e, dar Rosisvertor von €
Tl - & Qlv) = <cviv>s=0  Yve €,
= Aucn Q(e) =<eqe4> =0

= De Bosis st ghencrmol

Tl S Q)40 YecE. = QA+ 0 . S ex=Ne
Bevocre Gled = Q4D =(X)" G0
% GRk= €AY mte=t4 | AR = Q) = (ﬂl- er =e=ti
= J30NR Yed Kis n=A
V:  Avg. Sir jede. quodiadisine Form (€,Q) Gber B wit dim (€)=n-4  exiskiert eine. O\R
1S. wA sn
INA: OW=0 Yve€ = Rae Rosisvon € ist orvhonornol
N2 S N0+0 Yee €, Q=X £=t4, AeR" e, =Ne .
Qle) = Q(X"e) = (x)"- Q) = (Ve =X e =€
= Ble) =t do €=+1
Befracie den Kanplementraum (Re) -
oo (@ed) =ned Yy T (Re) exstiert eie ONB ey, end
= 04,40 Sind all ov’shogona\ zuainonder € arthogonal 2w €4

- {edv iei,.-.c“ﬁ = {eh__,emg ist e ON® van € = Behy.



a5 Dimersionsiarme |

Si € ein endlion- dimensionaler Vekorraum , U,V Unterrdume. vony €.

Es qil: dinn (EV) = din (W) + din(V) = dinn (LaV)

0ig: Sei folgende Lin. Abb. geqeben:

£ WeV = E i f(wy) = u-v YueW, veV  Bel Dinensionstornel auf
diese. Ab. anenden

A Yern § Bild dor Abbilhung
i(u\\v)e UeV ‘ fluw) = u-v = Og N

u=u e B uwv sind qlich
() wel wund = ue WV = ve UV

= \eer § =}(U\\V) ¢ UG)V‘ WV € UnVYX

w§ =} (e eV [ fud) =u-v | o Ben b2 UiaV
() zz: wleusV
« S x=uV e Imb bek

= x=wvV = (ut0)  (~v+O) = xe WV = Wmf ¢ UV

G) 222 Wi 2 BV
% oxe WV b = Inel, VeV x=u 4V

= x= Wrv' = (W) = W= (-v) = xemt = vV ¢ m§

1) Anwendung dex Dimensianstormg au§ die Abbilduna;

—————

= ditn (W) +din (V)

= dim(Wx dimlv) = din [UaV) + dipn (UaV)



3¢ Sodz von Sylvester

S6 eryaln eine ONB ir die quodradiscne. Form (€,Q) Gber R
Sei P =+¥§i|<ei,e;>=—4?3

q =#§i |<€i,€,‘>=’f/{?]

Donn gl p und g sind unobhdngig von der (Nahl der ONB

= Durcn gee\'gm’\c Rasistaan) kann die qw\cm*ischa Torm in eine 'D(ogomﬂox«\
aepragrt werden, aut deren Haugldiagonale. +4,-1,8 stehen. Die Arzabl und,
durdn e Lol dar OMR wicht verdndert

= Soxt gaontest:  Jede QF ouk reelem VR kown diq30n&Li§ievJ\ Luevdin

Bees:
St B=¢y,...,en eine ONB der 7

Sei E_= SpqniQ; eB [<e ¢i> = *1,073
S T ein \)e\ie‘oiger ehidisongr  UnYervelkorrauwm von €.

A Odno 000aWGY Voo F ued E-

Es q\\’ﬁ . InE_=0  naon Konstrukdion
®

7) Dimensionstormel

Aicn (F+E) = dm([® 1dim(E) —dim(Ta€E.) @
o

%) 1&\\05 wit GesantditenSian

. T E- it UR von € L dion (€)=
= dm(T+E)) <dim(E) =n

& [+ dn(E) «n

- Es gitt:
dim (€-) = n—q

dim(D +v-q ¢n = dim (%) <



= Sup} diver (%) |eu\’-\(d\'\Sc\(\ Te Eg =

= 4 Unaohangig von der Wahl der ON®

4) vocn 2z p_ist oudn unabh. van der OVR (am\oqe ArtjuN\QMcK'\QY\\

© gleicnes Scyema. onwendan ok (€,-Q)
c Q durdn - Q eseizn = din (F) 1 (€,-Q) durdh P beskmmd

= ist unodn. von OB

NoYokion:

Mon sogt : Die gnadwdistie Form (€,Q) hat den Sylvestertyp (-p,q)

+ Tuden gitt:
twiscren wneé gquadvodischen Fomen (€, Q) und (F,R) des gleichen

Sylvestertyps und din (€) = dim (F) existiert ein \somorphismus

23 Discriminant nequality

Sei (€,Q) eine vient singuldre quodrodiscne Form vt Sylvestertyp [-5,1)  unde

R\ Ca, . € e De\.BOsit des eukl. Raums E .
Grapn-Madrix.

. /\_/\_/\ S
Donn oftt:  sqn de¥. <ei; ¢> = (1)
\J ——
entWaty die inneren Mi6duR,
Aax RoSiS VvekAoin

Revwis:  Sai §4,.F, eine 2Basis von €, B eive Ubergongsmadrix.

=> Veroren von Basis 7 ol Lineadkombpinadion von Vegdoren van Basis 1 darstelien:

f.=2%.e VicA .un

2) Bilinearkorm in weuer Bass

<k QJ'> =< zr-@ir €r ?@38 Q>= ?g— Bir Bjs <€r&s>
T
— r,Z;(Bir <@ 85> ,B\js



7)  DRierminonte  eitiwvinen

d&\is(dﬂp) — 4 (R <oy e @)
= dot (®) dsz\,‘sker\m)- det(B")
= dat(®). M‘ES(Q.,,QQ) - dof (R)

~ (0w @) det;, (<€¢)

L) Signumn bestimmen

s de <hidy>) = sgn ([ oar, (<o o)) = snl e, ) =40 - ()

)

38 Delinttion: Sylvestertyp eirer cymmetrischen Malrix
Sei Ae R aine SYMMENTsn. Malvix

Q@ et man Sylvestertyp dar symmetriscien Malrix A
Q(Zxe:) = L0, X X

Bectinmnung des Sylvestertyps

Der Sylvestertyp Q dor symnedricchen Madrix A lann Gber die Deferminonte.
der Haupteninoren Ay, A Destiml woesden.,

= MReocNe oko  da Ao -, Adt Ar\

A owxn — Madrix —= |[Havpiminor A, Motrix, die duich Streichen der [eizten
w-A elen & Spalten extsient
| Oaa| Om| Qag | ...... Giyp
Q24 Qagf Oga |, ... Qg = A/l = (QM)
A= % O3

3 I ; = [lauptminor A, |« Die lekzlen -2 2eilen & Spolten
A1 Qg Qpg - --ee Gan von A <reichen

Qm  Qag
t <Q24 qu.)

= Hauptminor A, 3x3 - Mahix




Logono 3.9 - Defintnad dor Matrix A

G A eive symmerische wxn- Madrix ubex .

Esg\t: A ist positiv dfinit e 0 (A, 0t (A) >Q , Ak
Rie. Houptminaren Sind, srikt positiv
Beepis: « S A e’ﬂ)\mn, de¥ (A;) 0 Vi=1,..n

Sex € der Unfesoum von €, der durch die Vetoren @4,..., &, @x2euqt tird.

A Nocn VS dot A 40 Vi=4,..n = € + 0O

2)  Wane einen Vekdor §; ¢ € wave [+0 A K1 €,

'—'—:3?6\7,\\' (BO\S\S /\ : {21\"-.@13
Mosis 2 - §€1....\€;_1.H

Besti om - Madyi
<Q4IQ4> <eq,2> ---- <€4,84>
<&y, 81> €y ,@9> - - . $€9, 0>
GA = : : .

<€, > <R 2> ---- <g; &>
€4,@4> <€y, 29> ... <& &y> <€1|Q;> €4,@1>  <€4,Q> . ... <& & 4> O
<@, 81> <€y, 2> ... <@, L-a>  <gy k> €@, ,81> <€,,€4> .ooo. <€, ¢ia> 0
G=) v | | = | i | ~
Q1,84 (G @1>. .. Ry, €i-g> <€y, > Qi8> g @y>. ... iy & g> 0

<Kies <kie>oon <k e <Kk 0 o ... 0 < S ks

Vorzeichen von G4 und G,

= @4, %ix €04 und e O,

= 590 (G1) = sqa (Gy)

=> 30 dev A; = sqn <& B> osqn det Apq
= <§ 5> it >0 Vi=1,..n

— Modrix A positiv ddkinit



L.k Cuclidoon veckor spoces

Grundloge: ei € ein eudidisther VR = QF endghicnt (argen- & Winkelberednnung
1.uA [aegen ¢ (Ninkel

L./ Definition: [ dinge eines Vektors

i e ¢ € ain bel Velhor Die Langg von e ist deliniert als:  le) =([<ee>

A

JKB AN “231 5\"-——-(3) |0| = {<0,0> = ]47'*51\%1 =[5 = 5,92

3

L2 Cauchy- Sdhacie- Ragleichung
Foe Veharen ¢,8 ¢ € gqilx: l<e £ < lel-1£)

Bewels:  Soien e,k & € beliebiq.

ol A Seien ¢, & Lineor abhangig — e
w: I<eds = lel K

. linobh = FAeRwid N0 : e = )

ced> L aMfs = Achts = a "
el = 141 = Jerf, Ms ' o E<Els =
(Gbexprie die Caudny - Scdhuarz- Unglaichung

lced>) = AKIE = A8 16 = el 1] = J<e,b] = Jel- |£)

Fal 2. Seien ¢,{ Linear unabhangiq. e

/
2z J<e s < el (£ —

©ueobh. = od cponan @i euidiidistne Ebere. im B auf, die durdn folgende. Jatrix
bexchriehen Ledon kann

( @e> <e,§’>> — 0ei(6) = <ees- <his - e fs”
G =

<fes <L 2.5

Zs gnand(6) = (0 = ()" =4



— 0<det(G) ,ase 0Oz <es-<ffs -cefst

= <efxt < <ee>- A

e [<e bl < | [

= ek < el 1)

L Dreiecks ungleidnung 1
Tor 2we beliebige Vekforen ¢ f ¢ € gitt:  letfl < lel + If)
I Foll der (ineoren Urabhdingigkeit wane,§ q: lex f1 = Jel ¢ 4]

s lex 1" = <etf | eds = cees + 2ceds 1 <88 = e\t + 2ceds 4 "

Absandlizen it CSU -

% 1ceds 1 1T 2 leltr W s 2 1) = (les )

\.
= lexf* < (\e\ﬂm1 = leafl < le)+ 1€

L . Definition: Winke\ 2wisdoen Vekdaren

Seien ¢,8 ¢ € mit ¢40Q, f+0,
Der Winke\ (6.9 ziuischen e f kann berechneY erden durch -

s (o R) = <ed> mit (&) e (0T)
le)- (£



TLT. OZMNOGONALE TRANSTIRMATIONEN £ SPIEGELUNGE)

L.S: Definition: orthodonale Gruppe

O a2t octhogenale Gruppe und bezehnet die Menge aller

wwn — Modrizen A Gber R fur die gt - A= AT

orthogenale Matrizen

Eigenschadien orthogonales Makrizen /Transformadionen

Orthogonale Matrizen exnatten Langen € inkel und es qilt: det (A) = x4

Bsp- g cine or¥rogaooie. Trarsformation

Cive Spiesplung, T in einer (irearen Hyperebene. ist eine orth, Transt

. 1
L, Spiegelung an dor x- Achse im R

L6 S‘p\eqe.\\mgsgor e\

Sev T @R Spiegelung in einer Linearen Hyperdoene. R,

Sei ne € ein Einhaitsnormalgnve\cor,

ann il T = X = 2<x,n>n wid xe €

43 Sodz
Sei E ein ewridiscner V) din (€) = Do gilk
ede ortnegenale Transtomation & von € kemn als Produkt  von

hadnstens n Spiegeiunoen an Hyperebenen dorgestelit werden.



Pewes dureh Volidndige \nduiction Gber dim ) =n-

A- n=1 - Am@) =4 —VveEgh: v=2Ae. e Bositvekkar

AeR
= ooy, Tk, & & |dentitat oder 4 Spiegelung

S
V. Ang. de ortnog. Tans ¢ eingr Rypereoene. (n-/ -dim. Unkerraum) ann ok Praduet von
hdanskens -4 Spiegeiungen qesenrieben woerthen.
1S Sev e, Einreibsvelkor = leg\ =1
Sei ?-:‘[ve'z“|<v.?p=0?§ = din ) =n-4
T sled=e4 2, L under & nic veranderf oM=7F

=W. o=T .. T, ™Y T Spicgdungn Yi=4,.. 04

;0\\‘ 2: G(QA F0u

3 Spiegelng T die ¢, aut oles) obbidet = Tlea) = 3(ea)

Cigrnenalt von T - stabilisiery T, ah TEH =%
= 6T sk eve or’(‘m%or\.Tme. ,die eq fixiert L wicks alsa nur auk ¥
\Y)

= 6°T lasst sidh a's Produet von w4 Spirgelungen sehraiben

= 6=T, .. T (40T webnt eine Spiegelung ist

TL2: Rofoionon

.8 Dekinition. Rofodion

Esne Rotation 15t eine orfhogonale Tonefomnodion & vah € et dek (@) = 1.

L4 Dreung in der euklidischen Ebene.

- Selen i,; ewe ONE von €

« Donn: &) beschreiby eine Drenung das Vexkars § um Winkod ©

oli)= i-cos(0) + j-sin(O) mit OeR



Abbildung, des 2 Basisvektors |

V& i) = sl L o))

lasung: () &) = -i-sin (@) t §-cos(®)
M) o= isin(®) - cos(6)

M&*r'\xdm&’r{\\\mg L. Determinante.

2 h, < cos (B —sin(®)

> = 0ak(Ay) = (cx (@) + (sin (8) = 4 = ’Drehw\%
sin(8)  cos(e)

2)

cas (8 sin(8) i AP |
9 '—'(w\ ©) - cos(e)j = dt(A) = —leos(@) - (sin ()" = -4 = Qpleae\\m(&

Anwendung der Additionsteareme auf de Retationsmadrix )

Add.trearene . cos (ot ) = coslx)- cos () — sin(m)- sin(B)

sin (a4@) = sinld: cos(B) + coslr)-sin ()

Bei dar Verkettung von Rotakionsmatizen wissen

Mit den Additioosiineoremen 'QO\(I\' idn die Drenwinkd, addieren

3 Isomorphismus ¢ R/orz —> B(E) mi¥

CR B ~Cinb
89— (j)(e) =
Sin cos®

Gruppeogeration:  Vintereinandaraustiniung von Ratorianen



Tl SPERITLLE ORTNOGONALE GRUPPE

(A0 Dekintion: Spezielle oet e

SO(E)-:}é e 0l©) | det(o) = 4"3 ist die spezielle artnoganale Gruppe..

Ludem git:  [0(6) : S0(€)] =2

LA Sode: Trovsitive Operodion van 93(€) auf der Sphdre
N S(E):=§ eect ‘ le) =4§ die Sphave
€s gt Die Gruppe W(E) operiert Hronsiiv aud 3(€) far dim (€)= 2 ; A

~ Giohehovekkoren kannen 1 durch Dreungen dufeinander abgebildet werden

LLS.- (Wicwige Yadze.:

4:12: Propasition von Euler

Jede orthoganale Transformodion 6 im R st entuedar eine Ratation oder eine. Lombinadion

ous eiter Rotakian L einer Spiegelung

TalA:  Rotodion = det(e) =1
- Es qilx: (i) 3 Live L, die von dar Rofakion & Sxiert wid, => 6(U)=L VYlel

() L"ish e Ebene, die. Senkrectt 2o L theht

= \,\limms van 6 aik L isY eine Rotokion
= n L Wid wn eiten Winke\ rotiex

Fall 9. Rotodion b Spiegelung = det (¢)= -4
- Esaqit: () 9 it eice Rotodion um die feste Adwe L

(i) T ist eine Spiegelury inder Chere LY, die die
Pancie. an dleser Coene. spiegel



Rowis: 1) Crovalteristisehes Polynom von &

LH) = dey (T - 8)

2) Cigenwerke A van X(4)
+ Sei ¢ ein Eigerveltor van o mit Cigenuect A, . @30, 6(e) = Ae
Es gilt damn auch: el = \\- el
- (&0l = lel

= MN=A = A=1cdu A=-1

T det@)=4 - 4) X(0) = deX(T-0-6) = det(-8) = -dat(e) = -4
9) t—=e0 = X)) =0
A2 . .
= ™ Infervol (0,60) wange mind. 4 ST exiskieren
= A isten Cigowery = 3 Cienviior e40: ofe)=¢ @
- Betvathie eing. Linte L wait €W 4, die durch @ 4 den Uryprung verldudy

& P . 1.
=\ e i iworont uter & = L ouch iavasionit = 6 fikert L

— & wird awl LL wie et Rataion tit det A

T2 dek(®)=-4 A X(0) = det(1:6-0) = det(-&) = -det (®) = -(1) =+

]

2) 2 = AW = -x

= 28 pind A NET in (0,0) = -4 et eing Wl fein €W von X ()
= I Ggneitor @40 wit 6fe) = —&

= I lioe Lonit 83 ~4 € & widet ok L™ ke e Trongh. it det =4

= Loebinaion aus Droaung ZQQngU\\Ag



L A2 Lemmaon

S € en W, dim(©<w ; 6: EE en Endomapnisnug
Dovn gk €5 gibt einen Wnieiraum Re € wit din (R)=1 oder dim (R) =2,

der Stobil wnler & i

L AL Sofz . 2edequng eines euklidischen Vektorraums
Sei € ein euklidisoner Vekrorroum wit din(E) =n & & eine ov\hogomm
Trangformadion van €. Donn gilk:
€ konn in ez orthogenale Sumie Van Geradan L
Elrnan Zerlegt werden | die tobil untes & <Sind.,

Beveis:

WducXion uber dim (€) =n

A n=A 5 g (©) =4
= Tanskormodion B lduital (De €W 4) odax Spiegelung (bt GL8-4)
= € cobst o\¢ A-div. Pawn it o unter & Stagie Wg\m%

V. Angenommen der euld. VR € mit dim(€) = n-4 konn in cine oﬁ\r\osom\z Summe. von A- odar 1- dinersionalen  Uiter—
(uman 2¢eriegt werden.

IS, lepena &A% = 3 Undexcaun R¢€ it di (R)=1 oder 2 | dar shabil wnter & it
—dh. dR)sR

Sej RL dax ov‘&hogmqko_ Komplepaniraum von P
= 2" uater ¢ stabl, an &6(RY < pr

din (RY) = din(€) -dm () = n-41 oder
n-127

=V gi Kuiv - = P rom ag OrIN0g. Sumive von 4-oder 2- dimensionalen WR 2erlegt Luerden

= W g ouch Kir € da €=ReR" A RLR" srab urter & tud = Boh.
B



