
Der Satz von Sylvester Susanna Siegel

1
.
3 Sylvester types

Grundlage: quadratische Formen Q über R.

3.1 Definition : Positiv/negativ definit

Eine quadratische Form Q heißt ....

· positiv definit : Feef mitet0 gilt : Quel > O

· negativ definit:> FeeEmite to gilt : Q(e) < 0

3.2 Definition : Enklidischer Vektorraum

= heißt euklidischer Vektorraum:

Eist ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit einer positiv

definiten quadratischen Form Q.

3
.

3 Definition : Orthonormalbasis

Sei fein R-VR mit dim(E) = n und einer quadratischenForm Q.

e ...., en ist eine Orthonormalbasis :

wenn itj Orthogonalität der Vektoren

sei , eit = 4,0
,
1 wenn i = j

↳
- 1 möglich , da die PF nicht immer positiv definit sein muss

Beispiel : sei , ej = -1 im Lorentz-Raum

Vorteil einer OND für eine quadratische Form

=> QF hat eine einfache Struktur in ONB = Die symmetrische Matrix hat die Gestalt einer Diagonalmatrix.

=> Q(v) = X1V +... + xnUn2



3.4 Proposition

Für jede quadratische Form Q auf dem R-VRE mit dim(E) = n

existiert eine solche Orthonormalbasis
.

=> In jedem reellen VR findet man also so eine Spezielle Basis
,

in der die quadratische Form

einfach dargestellt werden kann.

Beweis durch Induktion über n = dim (E) :

IA : n = 1 : · dim(E) = 1 = Sei en der Basisvektor von E (Jeder Vektor in Eist ein Vielfaches vone

Fall 1 : · Sei Q(v) = (
,
V= 0 VueE.

=> Auch Q(e) = se
, 2 = 0

=> Die Basis ist orthonormal

Fallz : Sei Qle) o Vect. e Qlee + 0
.

Sei ei= N'e

Betrachte Plei = Q(xe) = (x%2. Que

Sei alele mit E=1
,
der

*

e Quel = (542 ar = e = +1

=> JONB Gen3 für n = 1

IV : Ang .
für jede quadratischeForm (

,Q) über R mit dim(E) = n-1 existiert eine ONB

IS : h-11n : Ziel : IV für einen n-1-dimensionalen Unterraum anwenden

Fall 1 : P(v) = 0 VueE = Jede Basis von Eist orthonormal

Fall2 : Sei Qelto Fece ,
Qel-ex

,
E=F1

,
Xer*, en =Ne

.

Q(e) = P(xe) = (2 P(e)=La
=> Q(e) = =1

,
da E = + 1

Betrachte den Komplementraum (Rel" : (Raum, in dem jeder Vektor orthogonal zu en ist)

=> dim(Rel =n-1 Für tel" existiert eine ONB Gez ,..., ens
-

n-1-Vektoren

=> 22 , . .., In sind alle orthogonal zweinander & orthogonal zu e,

=> heugez
, ..., en] = Gen

, ... ent ist eine ONB von E = Ben
.

⑭

=> heugez
, ..., en] = Gen

, ... ent ist eine ONB von E = Ben
.

⑭

Das Konzept der ONB ist wichtig für den Satz von Sylvester.



3.5 Dimensionsformel

Sei E ein endlich-dimensionaler Vektorraum , U ,
V Unterräume von E

.

Es gilt : dim (U +V) = dim(4) + dim(r) - dim (Unv

Beweis : Sei folgende Lin
.

Abb . gegeben :

7 UpV-E mit fluv) = u-v VueH
,
ver Ziel : Dimensionsformel auf

m -
diese Abb

. anwenden
direkte Summe der 2 Vektoren werden auf
beiden UVR ihre Differenz abgebildet

1) Kern & Bild der Abbildung

· Kerf : · Gluvlenov flurl = u-v = 03 = n = v

· U =V (i) niv sind gleich
(ii) Kell und ner Keller relev

=> Kerf = Gluv) e nor niveurs kerf Unv

· Bildf : · Imf = Glu) Hor flu = u-r] = Ben : Imf = nov

(i) zz : Imfeu+V

· Sei X = -V elmf bel

=> X = -V=D EXU Em

(ii) zz : Imf Uth

· SeixeU+ Vbel. = Fiel
, veV : x = u + V

=> X = v + V = (n+v

=u = xeUsmflm

2) Anwendung der Dimensionsformel auf die Abbildung :

Dimform
.

für eine

lineare Abb. Bew .

Für f : UpV-E gilt : dim/UPV) = dim (kerf) + dim (1mf) dim (UnV) + dim (n+V)
--

= dim(u) + dim (V)

=> dim(U) + dim(v) = dim /Her) + dim (4+V)

⑭



3
.
6 Satz von Sylvester

Sei en , ... en eine ONB für die quadratische Form ( ,
P) über R

.

Sei · p = #Si ce , ex =
- 13 => Anzahl der Basisvektoren

,
für die das Skalar

produkt-1 ist

· q =# i cei , eix = + 14 => Anzahl der Basisrekt
.,
für die das Skalarp.

+ 1 ist

Dann gilt : P und 9 sind unabhängig von der Wahl der ONB

=> p , q entsprechen der Anzahl der Eigenwerte - 1 ,
+ 1

=> Durch geeignete Basiswahl kann die quadratische Form in eine Diagonalform
gebracht werden ,

auf deren Hauptdiagonale + 1
,
-1

,
0 stehen. Die Anzahlwird

durch die Wahl der ONB nicht verändert.

=> Trägheitssatz von Sylvester

=> satz garantiert : Jede PF auf reellem VR kann diagonalisiert werden

Beweis :

Sei B= e , ... en eine ONB der QF
.

Sei E- = SpandeieB sei
, eil = -1

, 03

Sei Fein beliebiger enklidischer Untervektorraum von E.

1) Orthogonalität vom Fund E
-

Es gilt : FnE- = O nach Konstruktion

*

2) Dimensionsformel

dim (F + E.
) = dim () + dim(Eme

3) Zshg mit Gesamtdimension

· FrE- ist UR von E & dim(E) = n

=> dim(F + E
_

) = dim(E) = n

⑨ dim (F) + dim (E
_

) n

· Es gilt :( dim (E-) = n-

9

dim(f) + n
-

q ==dim (F) = 9

=> sup(dim(F) enklidisch FsE3 = 9

=> a unabhängig von der Wahl der ONB



=> sup(dim(F) enklidisch FsE3 = 9

=> a unabhängig von der Wahl der ONB

4) noch zz : p ist auch unabh
.

Von der ONB Canaloge Argumentation

· gleiches Schema anwenden auf (E ,
-Q)

· Q durch-Persetzen = dim (F) in (E ,
-Q) durch p bestimmt

=> p ist unabh . von ONB

⑭

Notation :

· Man sagt : Die quadratische Form (E , Q) hat den Sylvestertyp (p , a)

· Zudem gilt :

Zwischen zwei quadratischen Formen (E , Q) und (FR) des gleichen

Sylvestertyps und dim/E) = dim(F) existiert ein Isomorphismus

3.7 Discriminant inequality

Sei (E , Q) eine nicht singuläre quadratische Form vom Sylvestertyp (s ,
r) und

sei en
, ... en eine bel

. Basis des enkl
.
Raums E

.

Gram-Matrix

-

Dann gilt : san det
;

sei
, ej = (1)
-

enthält die inneren Produkte

der Basisvektoren

=> Das Vorzeichen der Determinante der Gram-Matrix ist nur von der Anzahl s der negativen
Eigenwerte im Sylvestertyp abhängig .

Es ist unabhängig von der Basiswahl , das nach dem

Satz von Sylvester unabhängig von der Basiswahl ist.

Beweis : Sei fe
,
... En eine 2

.
Basis von E

,
Beine Übergangsmatrix.

=> Vektoren von Basis 2 als Linearkombination von Vektoren von Basis 1 darstellen :

fi = &Birer Vi= 1
,...,n Einträge der Übergangsmatrix B

2) Bilinearform in neuer Basis Linearität

b
< fifj=Birer,Bises = BirBjs series

=Birr , est Bis

- ergangsmatrix B



3)peterminante bestimmen

detj (fi , fil) = det /B . <er
, ess . Bi)

product det (B). detrisker ,
et det (BT)

detli = de det (i) · detker ,
essl · det Il

= Idetlis))2 detikei , ell

4) Signum bestimmen verändert das
Vz nicht

m

san/det ;
sitic) = son /2. detkei , ess)) = sgm)detikei ,e)) = 1 . (1) = (1)3

= keinen Einfluss auf das VE Gram-Matrix istsymmetrisch det =Produkt der

Eh

#
3.8 Definition : Sylvestertyp einer symmetrischen Matrix

Sei Ac A
* "

eine symmetrische Matrix .

P nennt man Sylvestertyp der symmetrischen Matrix A :

Q([xiei) = [XX
=> Konstruktion von Q aus den Einträgen der Matrix A & den Basisvektoren e, --- en

des Vektorraums E.

Bestimmung des Sylvestertyps

Der Sylvestertyp Q der symmetrischen Matrix A kann über die Determinante

der Hauptminoren A ,,..., An bestimmt werden .

=> Betrachte also det A1 , ....,
det An

A : nxn-Matrix => Hauptminor An : Matrix
,
die durch Streichen der letzten

n-1 Zeilen & Spalten entsteht

aAnn => An = (am)
A =

&A Hauptminor Az : Die letzten n Zeilen stet en

von A streichen

=> An =

an Anz

021 022

=> Hauptminor Az : 3x3-Matrix



Lemma 3
. 9 : Definitheit der Matrix A

Sei A eine symmetrische uxn-Matrix über R.

Es gilt : A ist positiv definit> det(A), ...., det(An) > O
,

d
.

h.:

Alle Hauptminoren sind strikt positiv

Beweis : · Sei AcH"
,

det (Ai) + 0 Vi= 1
..., n = alle Hauptminoren + O

· Sei Ei der Unterraum von E
,

der durch die Vektoren en , ..., ei erzeugt wird .

· Ziel: Vorzeichen von A bestimmen

1) Nach VS : det A : + 0 Vi = 1
...., n = Ei + 0

2) Wähle einen Vektor fie Ei wobei fit 0 ~ fil Ei-1

=> Fazit : Basis 1 : Gen
, ..., ei 3

Basis 2 : See
, ..., lie ,

fil

Bestimmung der Gram-Matrizen

< 91
,
21 sen , ent ----en

,
li

192 ,
21) Lezlzh ..... (2, li]

G =

i i :
Chiley Cli , lab ..... Clili]

centes < en , es ..... Seniliat Centic Cle
i
les 499 , 223 ..... Cle , li-1 O

cezites < e2 , ess ..... <22,li-1] Cezific <22 1
91) < 22 , 123 ..... <22 , li-1) 8

G = : : i i i : i :

cie i en cert .....inliet Cinific portogonal siniers senie .....milie O

< fi
, es sti

, et ..... Si , li-1 fific zu Ein o 0
.....

0 > fi , fiz
gewählt
=> Skalarprodukte

sind O

Vorzeichen von G1 und G2

=> en , ..., lie EG1 und e G2

=> san (61) = sgn/Gel

=> san det Ai = sgnfi , fix son det Ai-

=> fi
,
fix ist > 0 Vi = 1

, ..., n

=> Matrix A positiv definit
D



I
.4 : Enclidean rector spaces

Grundlage : Sei fein enklidischer VR (Def
. von vorhin) = PF ermöglicht Längen- & Winkelberechnung

I
.

4
.

1 längen & Winkel

4
. 1 Definition : Länge eines Vektors

Sei ee fein bel
.
Vektor

.

Die Länge von e ist definiert als :
Vel = ce

,
es

Bsp.

imR=) | a = ca
,
a) = 1+ 52 + 32 =5 = 5

.
92

4
.2 Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Für Vektoren e ,
feE gilt : Ke

,
falle . If

-

Beweis: Seien e
,
fee beliebig .

-bei (in.
unabh

.
Vektoren

Fall 1 : Seien e ,
f Linear abhängig &

&
S

& >

f
zz : Kefl = Iel . If

· lin .
abh. = 7 XeRmit0 : eXf

· ce
,
f>* (f

,
f = X. < f

,
f = X . /fi

· le) = (fl =f
,
d'

= Raffx' = X . If

· überprüfe die Cauchy-Schwarz-Ungleichung :

keful = X . (fr = X . (f) . (f) = 1 . /f) = kefl-1e If

Fall 2: Seien e
,
f linear unabhängig .

zz : Ke
,
fal <lel If

· **
· Unabh. eif spannen eine enklidische Ebere im P auf

,
die durch folgende Matrix

beschrieben werden kann

se,es ce,f => det(6) = ce ,e · <fik -ce
,
2

3.
5

6 =

ce =>sgndet(6) = (11 (1) = 1
-m

*
s = 0

,
weil : enkl . Raum hat pos.

def
. Struktur EW der Gram-Matrix positiv keine neg .

En S= 0



=> Ocdet(o)
,
also 0 < cees. <fifs-cets

=> sefs < ces cife

=> Ke
,
fl < ces fits

# Keifal < let . If

⑭
4.3 Dreiecksungleichung
Für zwei beliebige Vektoren e

, feEgilt : letf) < (e) + If |

Im Fall der Linearen Unabhängigkeit von e,fgilt : le + fl < le| + If |

Beweis :

· le+ fRP <eff , effy = ceses + 2. ceits + <fif) = lep + 2 ·cet + 11

Abschätzen mit CSU : CSU : Ke , felle If

↓
(R+ 2 ..b + 1fR >le + 1fR + 2 . (1 . /f) F (1) + 101)2

=> letfRs(1el + 1f) * leff) slel + If /

⑭

4. 4 : Definition : Winkel zwischen Vektoren

Seien e ,
fe E mit et 0

,
fe 0

.

Der Winkel < le
,
f) zwischen e,

f kann berechnet werden durch :

cosle ,
f) =

certa mite ,f) e [0,]
let . If



I
.

4
.

2 : ORTHOGONALE TRANSFORMATIONEN & SPIEGELUNGEN

4
. 5 : Definition : orthogonale Gruppe

0(n) heißt orthogonale Gruppe und bezeichnet die Menge aller

nxn-Matrizen A über R für die gilt:Aar Matrice
un

Eigenschaften orthogonaler Matrizen/Transformationen

Orthogonale Matrizen erhalten Längen & Winkel und es gilt : det (A) = #1

Bsp : für eine orthogonale Transformation

Eine Spiegelung + in einer Linearen Hyperebene ist eine orth .

Transf

↳ Spiegelung an der x-Achse imH

Spiegelung an x-Achse im H : A = 10 ·a)

=> orthogonal ,
weil : AA = 8..= id

4.6 Spiegelungsformel

Sei T eine Spiegelung in einer Linearen Hyperebene H
.

Sei ne E ein Einheitsnormalenvektor
.

Dann gilt : T() = X - 2. (X
,
nc n mit xee

un -

Spiegelung von Projektion von X in

Vektor X an Richtung des Normalenrektors n

Hyperebene H

4.7 Satz

Sei E ein enklidischer VR , dim(E) = n
.

Dann gilt :

Jede orthogonale Transformation & von Ekann als Produkt von

höchstens n Spiegelungen an Hyperebenen dargestellt werden .



Beweis durch vollständige Induktion über dim(E) = n :

IA : n = 1 : dim(E) = 1 = Vrefgilt : Ven en Basisvektor

XEt

=> orthog.
Transf

. E = Identität oder 1 SpiegelungBed
.
erfüllt

IV: Ang . jede orthog .

Transf.einer Hyperebene (n-1-dim . Unterraum) kann als Produkt von

höchstens n-1 Spiegelungen geschrieben werden.

IS : Sei en Einheitsvektor (en) = 1

sei Fiver"et = 03 vektorendeind = dim() = n- 1

Fall 1 : Seil-en : en wird unter o nicht verändert = stabilisiert F
,

also: (F) = F

=> & Wirkt nur auf F und dim (F) = n- 1

=> IV : =Te . ... The Mit T: Spiegelungen Vi = 1
...., n- 1

Fall 2 : de ten : 7 Spiegelung 5
, die e, auf deel abbildet = Meil = den

Eigenschaft von 7 : stabilisiert F
,

d
.h .
T(F) =F

=> Bot ist eine orthogon.
Transf

.,
die en fixiert & wirkt also nur auf F

# GoT lässt sich als Produkt von n-1 Spiegelungen schreiben

=>= Ti ... In ,
da T selbst eine Spiegelung ist

⑭

I.4
.

3 : Rotationen

4
. 8 Definition : Rotation

Eine Rotation ist eine orthogonale Transformation o van E mit det(0) = 1
.

4.9 Drehung in der euklidischen Ebene

· Sei E die enklidische Ebene = dim(f)= 2 & Deine orthogonale Transformation.

· seien i
, j eine ONB von E = ixj 1 lil = /j = 1

· Dann : Gli) beschreibt eine Drehung des Vektors i um Winkel 0 :

dil-icos(0) + jsin(8) mit Get



Abbildung des 2.
.Basisvektorsj

VS : itj diltolj) = Frage ist also : Welche Vektoren sind orthogonal zu

Pli) = i . cos(0) + i-sin(0) ?

Lösung: (1) &(j) = -i · sin (0) + j . cos(0)

(2) dj) = i . sin(0) -j . cos(0)

Matrixdarstellung &Determinante

cos(0) - sin(0)
1) An-sin(o cos(0)

=>det(A) = (os(d + Isin(oll" = 1 = Drehung

2) An + Cosin => det (Az) = -Kostell2- (sin 10112 = -1 => Spiegelung

Anwendung der Additionstheoreme auf die Rotationsmatrix 1)

Add . theoreme : cos( + B) = cos() . cos(B) - sin(x) . sin(B)

sin (a+B) = sin(a) - cos(B) + cos()sin (B)

Mit den Additionstheoremen folgt :

-- Grund:
Bei der Verkettung von Rotationsmatrizen müssen

sich die Drehwinkel addieren

=> Isomorphismus P : Alent > So(E) mit

Gruppe aller Winkela ↳ Gruppe aller Drehungen/Rotationen
Modulo 2

- p(0) =

Cost -Sin

SinG Cost

=> Für jeden Winkel gibt es genau eine Rotationsmatrix (genau 1 wegen Bijektivität)

Gruppenoperation : Hintereinanderausführung von Rotationen



I
.

4
.
4: SPEZIELLE ORTHOGONALE GRUPPE

4.10 Definition : Spezielle orthogonale Gruppe

Eehung
solf) : = (Be OlE) detfo) = 1] ist die spezielle orthogonale Gruppe .

Zudem gilt : [o(E) : sole)] = 2

4.11 Satz : Transitive Operation von So(f) auf der Sphäre

sei SIE): Geef lel-13 die Sphäre

Es gilt : Die Gruppe Solf) operiert transitiv auf S(f) für dim/El-2 ,
d

.
h :

=> Einheitsvektoren können nur durch Drehungen aufeinander abgebildet werden

=> Für dim (E) =2
,
da ab dann eine Ebene existiert , in der beide Vektoren liegen

=> Drehung in der Ebene kann konstruiert werden

I
.

4
.

5: Wichtige Sätze :

4. 12 : Proposition von Euler => Unterscheidet 2 Arten von orthogonalen Transformationen

Jede orthogonale Transformation & im R3 ist entweder eine Rotation oder eine Kombination

aus einer Rotation & einer Spiegelung.

Fall 1 : Rotation = det (d) = 1
alle Punkte auf L durch die

Rotation unverändert
-

· Es gilt : (i) 7 Linie L
, die von der Rotation o fixiert wird = G(l) = L VLeL

(ii) L ist die Ebene
,
die senkrecht zu Lsteht 3 · fixiert die AchseLund

dreht die Punkte in der senkrechten

=> Wirkung von Jau) L ist eine Rotation Ebene um diese Achse

=> In + wird um einen Winkel rotiert

Fall 2 : Rotation & Spiegelung = det (0) = -1

· Es gilt : (i) g ist eine Rotation um die feste Achse L Rotation um eine feste

3 AchseL + eine Spiegelung in

der zu Lorthogonal stehenden
lii) T ist eine Spiegelung in der Ebene Lt

,
die die

Ebene L+
Punkte an dieser Ebene spiegelt



Beweis : 1) Charakteristisches Polynom von

X(t) = det /It - b)

2) Eigenwertex von X(t)

· Sei e ein Eigenrektor von 0 mit Eigenwert X
,

dh
.
etO

,
del = e

· Es gilt dann auch : (dell = I . /et

=> Bei einer orthogonalen Transf . wird die Norm durch ein Skalar nicht verändert => 16(e)) = let

=> ( = 1 = X = 1 oder X= - 1

Fall 1 : det(o) = 1 : 1) X(0) = det /1 . 0 - 0) = det ( o) =
- det(d) = - 1

2) + = X(t) = x

1) Im Intervall (0 ,
8) muss mind. 1 NST existeren

=> 1 ist ein Eigenwert = 7 Eigenvektor et o : o(e) =e

· Betrachte eine Linie L mit EW1
,

die durch edden Ursprung verläuft

#
=> e ist invariant unter 0 = Lauch invariant => O fixiert L

=> o wirkt auf L
+

wie eine Rotation mit det 1

Fall 2 : det (8) =
- 1 1) X(0) = det /1 . 0 - d) = detto) =

- det(b) =
- (1) = + 1

2) + + - a = X(t) - - 0

=> zwS : mind . 1 NST in 10 ,
0) = - 1 ist eine Wurze/ein EW von X(t)

=> 7 figenvektor et 0 mit de) =- e

=> 7 linie (mit EW-1 &G wirkt auf L wie eine Transf
. mit det = 1

=> Kombination aus Drehung & Spiegelung

⑭



4. 13 Lemma

Sei E ein VR
,

dim (E) < 8
,

8 : E-E ein Endomorphismus

Dann gilt : Es gibt einen Unterraum Rcf mit dim (R) = 1 oder dim (R) = 2
,

der Stabil unter 6 ist
.

4
. 14 Satz : Zerlegung eines euklidischen Vektorraums

Sei E ein enklidischer Vektorraum mit dim (E) = n & eine orthogonale

Transformation von E
.

Dann gilt :

E kann in eine orthogonale Summe von Geraden ( = 1- dimensionale Unterräume) &

Ebenen (= 2-dim
.
UR) zerlegt werden

,
die stabil unter 0 sind

.

Beweis :

Induktion über dim (E) = n

IA : n = 1
= dim(E) = 1

=> Transformation= Identität (bei EW1) oder Spiegelung (bei Ew -1)

=> Esebst als 1-dim .
Raum ist eine unter Ostabile Zerlegung

IV : Angenommen der euk
.
VRE mit dim (E) = n-1 kann in eine orthogonale Summe von 1- oder 2-dimensionalen Unter-

räumen zerlegt werden.

IS : Lemma 4.

13 = 7 Unterraum Rsf mit dim (R)= 1 oder 2
,
der stabil unter 8 ist

=> d.h . G(R) SR

sei R der orthogonale Komplementraum von R

=> R unter o stabil ,
d

.h
.
GIRH = R

+

Da RTGR= E = dim(R+ = dim(f)-dim(R) = n-1 oder

n- 2

=> IV gilt für R = R kann als orthog .
Summe von 1- oder 2-dimensionalen UVR zerlegt werden

=> IV gilt auch für E
,
da E = ROR~ R &R stabil unter 8 sind Beh

.

#

...

· Gestalt von O(j)

1) o(j) = -i . sin(0) + j . cos(d) = Standardrotation : Drehung um E

2) dj) = i sin (0) -j . cos(0) = Spiegelung/Rotation im Uhreigersinn:

Basisj wird gespiegelt


