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1 Prolog: ¢™ = —1

In diesem Vorspann werden wir — zunéchst noch nicht mit der mathematischen Strenge,
die wir uns spéter zu eigen machen wollen — den Beweis der Gleichung '™ = —1 skizzieren.
In der ZEIT vom 6. Juni 2007 (www.zeit.de/2007/24/N-Eulersche-Zahl) wurde diese
Gleichung, umgestellt zu e™ 4+ 1 = 0, zur schénsten mathematischen Gleichung schlechthin
gekiirt.

1.1 «

Definiert am Kreis durch

Umfang
=~ 3.141... 1.1
Durchmesser ’ (1.1)

damit auch
7w = Halber Umfang des Einheitskreises (EK),

und als Winkel = 180°.

1.2 e

Wir verzinsen ein Guthaben, sagen wir 100€, jahrlich mit einem Zinssatz z, z.B. z =
2,5% = 0,025.

Das Vermogen nach einem Jahr erhalten wir durch Multiplikation mit dem Faktor 1 + z,
z.B. 100€-1,025 = 102,50 €.

Bei halbjahrlicher Verzinsung mit Zinssatz % ist Faktor nach einem Jahr
(1+z>(1+z>—<1+2)2—1+ +(Z)2>1+ (1.2)
2 2) ~ U Ta) TG = '
also attraktiver, wegen des Zinseszins’.
Ananalog;:

12
e Monatliche Verzinsung mit Zinssatz 15, Faktor: <1 + %)

365
e Tégliche Verzinsung mit Zinssatz 5=, Faktor: (1 + %)

e ... wird immer mehr. Wie grofs maximal?

Stetige Verzinsung: Kapital wichst innerhalb eines Jahres um den Faktor

lim (1+ %)n (1.3)

n—o0



Man zeigt (haben Sie in bereits der Schule gesehen, analysieren wir aber auch spéter

nochmals genau)

n 1 n
lim (1 + i) =exp(z) = ¢® und insbesondere lim (1 + —) =e~x~2718... (1.4)
n—00 n n—00 n
1.3 i
Wir definieren: i:=+/—1.
Behauptung: | (2,718...)314-vV-1 = _]
1. Wie rechnen wir mit i?
e Bilde Zahlen z + iy mit z,y € R,
e schleppe i tiberall mit,
e und ersetze i2 durch —1,
z.B. Multiplikation: (1+2i)-(3—1i)=3—1i+6i—2i*>=5+5i.
2. Was bedeutet das anschaulich?
Betrachte z = x + iy als Punkt in der
(komplexen) Ebene. A
In Polardarstellung:?
r:=+/224+y? (Abstand zum Ursprung) . 2
¢ 1 = < zur x-Achse
(1.5)
und umgekehrt
- —»
T = TCoS
o (1.6)
Yy =rsing
Nochmal Multiplikation,
21 - 29 = 11(C0S 1 +1siny) - To(coS o + 1sin ¢oy) (L)

=117y ( COS (1 COS (g — sin ¢y sin @y + i(cos 1 sin gy + sin g cos gpg)) ,

mit Additionsthereomen (Trigonometrie, bekannt aus der Schule, kommt aber auch noch-

mal spéter),
212 = T1r2(cos(g01 + o) +isin(py + <p2)) )

(1.8)

2Wir nennen r den Betrag und ¢ das Argument von z und schreiben dafiir: r = |z| und ¢ = arg(2).



Speziell r = 1: Multiplikation mit cos ¢ + isin ¢ bewirkt Drehung um Winkel .

A

-2 (cost + 1 siue)

CoS P+ 1 Siuw? ‘!
-
Uress vt Radius |12

E v L\‘-&“ SL-"@CS

3. Kleine Winkel

4

cose + tswuy

Y

A+

cos +isinyp &~ 1+1ip fiir kleine ¢ (siehe Skizze) (1.9)
Je kleiner ¢, desto besser ist diese Naherung.
4. Setze endliche Drehung zusammen
cos ¢ +isinyp = lim ( cos £ 4+1igin £ )n = lim 1+ 1y ’ =
n n ( (1.10)

n—00 N———

~1+%, wenn n grof

) Hier sind eine Ndherung und ein Limes involviert, d.h. wir miissen genauer untersuchen,
ob es erlaubt war, in der Klammer die Ndherung zu verwenden. Dazu miissen wir zunéchst
den bei der Naherung gemachten Fehler abschétzen — das wird spéter eine wichtiges Thema.

Mit p = 7 (cosm = —1, sinm = 0) folgt die Behauptung. Z
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1.4 Bemerkungen zur Notation

Zahlenmengen

e N die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...},
e Ny =1{0,1,2,3,...} die natiirlichen Zahlen inkl. der Null,
o Z={...,—2,—1,0,1,2,...} die ganzen Zahlen,

oder periodischer Dezimalbruchentwicklung,

R die reellen Zahlen — enthalten zusétzlich zu Q Zahlen wie V2 =~ 1,414 ..
3,141 ... oder e = 2,718 ..., die nicht als Bruch geschrieben werden konnen.

e C die komplexen Zahlen, sind von der Form C 3 z = z + iy mit x,y € R.
Bemerkung: NC Ny CZCQCRcCC

Griechische Buchstaben

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta

N>R || L
™

oz N =] | H| 5| =

|3 |
<

I | Tota P | p, 0 | Rho

K | K, ¢ | Kappa Xlo Sigma
AT A Lambda T|71 Tau

M| p My T | v Ypsilon
N |v Ny ® | ¢, ¢ | Phi

= ¢ Xi X | x Chi
Olo Omikron U | Psi

Im| =« Pi Q|lw Omega

NUMBERS QF THE FORM
nf1 ARE ‘“IMAGINARY"
BUT CAN STILL BE USED
IN EQUATIONS.

OKAY.
AND ™7--1. J

NOW YOURE JUST
FUCKING WITH ME.

/

http://xkcd.com/179/

7
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™

Q= {§ |p,q € Z, q # 0} die rationalen Zahlen — Briiche bzw. Zahlen mit endlicher

~
~



2 Vollstandige Induktion

2.1 Geometrische Summe

spi=1+x+z>+.. . +2" , x € R (oder x € C)
:Zxk (2" =1)
k=0

Behauptung: (n € Ny)

n+l _ 1
z , v#1
s, = r—1
n+l |, z=1
1. Beweis: (durch Induktion)
(i) Induktionsanfang: n =0
0
S0 = Z ' =1 (wie in Definition)
k=0
0+1 1
L =1, x#l
=J -1 (wie in Behauptung)
0+1 =1, z=1

(ii) Induktionsschritt / n — n + 1:
Behauptung sei fiir (ein festens) n bewiesen;
zu zeigen: Behauptung gilt auch fiir n + 1

Sppr=1+x+.. . +a" 2"

=5, +az"!
n+1_1
x +xn+1 ’ a:;él
_ z—1
LV.
n+1+1 , r=1
n+2_1
s S
_ r—1
n 4+ 2 , x=1

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.6)



2. Beweis: (konstruktiv)
fir z = 1: sn221:n+1
fiir z # 1:

subtrahiere erste Zeile von der zweiten

Sp(r—1) =2" —1

Nochmal mit Summenzeichen:

x (2.7
(2.8
xn+1 -1
— N 2.9
Il

n+1 n

n n n n
(x—1D)s, =28, — s, == g ¥ — E ¥ = E - E T’ = E z¥ — E ¥
v=0 v=0 v=0

v=0 v=1 v=0

: - (2.10)
— gt + qu o (mo + .’L‘I/> _ l,n—i—l -1
v=1 v=1
2.2 Kleiner Gauf$
Summe der ersten n ganzen Zahlen
Sp:=14+2+...+n
" . 2.11
DI o
k=1 k=0
Behauptung:
1
5 = MUnt 1) (2.12)
1. Beweis: (konstruktiv)
s, =1+ +...+n
2s, =n(n+1)
1



2. Beweis: (durch vollstdndige Induktion)
(i) Induktionsanfang: n = 1

1
si=Y k=1 (Definition) (2.14)

=1 (Behauptung) (2.15)

(n+2)(n+1)
2

+(n+1)= (2.16)

2.3 Prinzip der vollstandigen Induktion

Sei A(n) eine Aussage fiir ganze Zahlen (n € Z).

Gilt:

(i) A(ng) ist wahr, fiir ein ng € Z (Induktionsanfang), und
(ii) aus A(n) wahr folgt A(n + 1) wahr V n > ng

so folgt: A(n) ist wahr V n > ny.

Vorsicht: Nie den Induktionsanfang vergessen!
Sonst lassen sich viele falsche Dinge beweisen, z.B.
Behauptung (falsch!): 2" < V0 <z <1

n—n+1:

=" < 2
LV.

1 1
- - 2.1
2 0<§<1 2 (2.17)
Aber wir haben keinen Induktionsanfang!
Beispiel: Fiir n > 4 gilt: n? < 27
Induktionsanfang, n = 4:
16 =4%<2*=16 (2.18)

n—n+1:

2" =2.2" > 2p? =n?4n? > pPtdn=n*+2n+2n>n’+2n+1=(n+1)* (2.19)
LV.

n>4
O
Notation: Summenzeichen
a, € R (oder € C)
= Jantapi+ .o F+a, , m=2n
> - { . e (2.20)

k

n

10



Indexverschiebung;:

m
E ap = E Qk+n
k=n k=0
2.21
m+1 ( )
= ap—1
l=n+1

Merke: Was man an den Grenzen abzieht, muss man am Index der Summanden addieren
(und umgekehrt).

Rechenregeln:
k=0 1=0 k=0
c Z ap =y (cay) (2.23)

(Z akl> = Z ( akl> <:Z Zakl> (224)

Was ist hier falsch?
Behauptung: Alle einfarbigen Pferde haben die gleiche Farbe.

Beweis durch vollstdndige Induktion:

Induktionsanfang:
Ein einfarbiges Pferd hat offensichtlich die gleiche Farbe (wie es selbst)

n—n+1:

Wir betrachten eine Menge von n + 1 Pferden. Nehmen wir ein Pferd weg, so verbleiben n

Pferde. Nach Induktionsvoraussetzung haben diese alle die gleiche Farbe. Nun nehmen wir

ein anderes Pferd weg und stellen das zuvor weggenommene wieder dazu. Wieder haben die

verbliebenen n Pferde nach Induktionsvoraussetzung die gleiche Farbe. Den beiden jeweils

weggenommenen Pferden bleibt nichts anderes iibrig, als auch die gleiche Farbe zu haben.
O (bzw. eben nicht!)

11



3 Binomische Formel

Ziel: .
(a+0b)" = Z Cryy @V
v=0

Hintergrund: Ausmultiplizieren

(a+b)"=(a+b)(a+b) - (a+b)

N

n mal
Was sind die Koeffizienten c,,, 7
Definition: (Fakultét)
Fiir n € Ny sei
1 , n=
I n
e 1-2--n=J]v , neN
v=1

Notation: Produktzeichen

m

Ha _ ) On - Qpg1 Gy, m=>n
v 1 m<n

v=n

Y

Definition: (Binomialkoeffizient)
Fiir o € R und £ € N sei

(c;) _ola—1) k‘(a —k+1) . (g) L

Besser mit Produktzeichen:

Besonders wichtig fiir ganze Zahlen, also n, k € Ny,

()= ()

Eigenschaften: n, k € Ny

()

(i)

(3.1)

(3.2)

(3.4)



(iii)

n!
EY(

n—k)!
([ n
\n—k
(iv) Funktionalgleichung
n
k—1

)-)-C1)

Beweis:

(n) nn—1)--(n—k+1) (n—kn-k-1)---1
k! (n—kn—-kFk—1)---1

(n—k+1)

(kﬁi>+(2>_g@wﬁﬂ£1k+1ﬂ+kmjlmun—k+n

n!
EE - — —k+1
Ty A giate)
=n-+1
_ (n+1)!
C El(n+1-k)!

()

Bemerkung: Aufbau des Pascalschen Dreiecks aus (i) und (iv).

Satz 1. (Binomi)
Va,beR (oder € C) und ¥ n € Ny gilt

Beweis: (mit vollstandiger Induktion)
(i) Induktionsanfang, n = 0:
links:

rechts:

0
Z(O) a”bo_”:<0> AP =1-1-1=1
v 0

v=0
...oder auch n = 1:
linke Seite:

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



rechte Seite:

1
Z (1) a’ bV = (1> a’ b0 + (1) a'b’ ' =b+a
=\ 0 1

(i) n > n+1:
(a+b)"* = (a +b)(a+b)"

3 (1) e

' v=0

— i (Z’) al/Jrl prv 4 i (Z) a” bn+171/
v=0 v=0

n+1

v=1 v=

- an+1 + Z (Vﬁ 1) a’ bn-i—l—ll + Z (Z) a’ b’ﬂ"rl—l/ + bn+1
v=1 v=1

. n+l1 . n n v in+l—v n+1

_ +;[<V—1>+<’/>}ab +b

)

Beispiele:
1.

(a+b)* =a*+2ab+V*
2.

(z —y)* = 2® = 32y + Buy” — o’
3. .
n__ on __ n
(14+1)"=2 _Z(V)
v=0
Bemerkung: Stirlingsche Formel (ohne Beweis)
n! ~ 27m(§> , N — 00
e

Asymptotisches Verhalten fiir grofse n, d.h.

|
lim L

% Vo (2)'

14

= Z (y i 1) a? b”_(”_l) + io (Z) a” bn—l—l—l/

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



Merke: Die Fakultat wdchst also 1m Wesentlichen wie n™.

Satz 2. (Bernoullische Ungleichung)
Vn € Ng und Ve € R, x > —1, gilt

(I+2)">14+nz

Beweis: (vollstandige Induktion)
(i) n=0,n =1 klar
(i) n > n+1:

(14+2)"" =1+ 2)(1 +2)"

> = 2
z (1+z)(1+nz)=14+nz+az+ nj;
>1+(n+1)x

(In der ersten Zeile sind beide Faktoren > 0, da z > —1.)

15
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4 Funktionen einer reellen Variablen

Intervalle / C R

abgeschlossenes Interval: I = [a,b] = {x € R|a < x < b}
offenes Interval: I = (a,b) = {x €e R|a <z < b}

oder gemischt, z.B. 1 € (0, 1] aber 0 ¢ (0, 1].

Bemerkungen: R = (—00,00), R\ {0} = (—00,0) U (0, 00)

Funktionen
D C R (d.h. Teilmenge oder gleich R, z.B. ein Intervall)

f:D—R
x— f(x)
Jedem z € D wird genau ein f(z) € R zugeordnet.

D heifst Definitionsbereich von f.
Das Bild von f ist die Menge

f(D)={yeR|3x € D, sodass f(x) =y}.

Komposition (bzw. Verkettung) von Funktionen

f:D—-WCR
x> f(x)

g: W —=R
y—g(y)
Dann existiert auch eine Abbildung
gof:D—R
x> (go f)(x) = g(f(x))

Beispiele:
1.

f:R—=R g:R—R
2+ 1 e ad—2

(oder kurz: f(z) =2° + 1 und g(x) = 2% — 2.)
Sowohl f o g als auch go f existieren.

fogixr fla*—2)= (2> —2)° +1
gofiaxr gz’ +1)= (2" +1)> -2

16
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Bemerkung: [.A. ist fog # go f (hier z.B. Ausrechnen mit Binomi)
2.

[ RS > RS g:R—>R
T\ r -1
g o f existiert und ist definiert durch?
Ry 2z g(vVz)=2—1 (4.10)

f o g existiert dagegen nicht (zumindest nicht fiir alle = im Definitionsbereich von g).

4.1 Folgengrenzwerte

Eine (unendliche) Folge (a,) reller (oder auch komplexer) Zahlen ist eine Abbildung von
N (oder Ny) nach R, d.h. wir ordnen jedem n € N ein a,, € R (oder C) zu.

Definition: (Grenzwert)
Eine (unendliche) Folge (a,) konvergiert gegen den Grenzwert «, wenn gilt:
Fiir jedes € > 0 3 ein N(e), so dass |a, —a| < € ¥ n > N(e). Man schreibt dann

lim a, = a. (4.11)
n—o0
A
o Un
°
[ J Y °
o S * o——.——.———.——. o®-00-0- ¢26
: >
N(e) n
Beispiele:
1. (an) =1, %, %, ...d.h. a, = %, n € N konvergiert gegen Null,
. .1
lim a, = lim — =0. (4.12)
n—o0o n—oo 1,

Bemerkung: Ist der Grenzwert 0, so sprechen wir von einer Nullfolge.

SRY := {2z € R|2 >0} = (0,00), RY :={x € R|z >0} =[0,00), analog R™, Ry

17



2. Die Folge 1,-1,1,-1,1,..., d.h. a,, = (—1)", n € Ny konvergiert nicht.

3. Die Folge (a,) mit a,, = n* konvergiert nicht (divergiert). Hier sagen wir die Folge strebt
nach Unendlich und schreiben

lim n® = cc. (4.13)
n—oo
wobei:  lim a, = o0 = VK >0 3N(K), sodassa, > K Vn> N(K)
n—o0 el.
4. lim /n =1 (spéter)

n—oo

5. lim (1+1)" =e~ 2,718 (spiter)

n—oo

Rechenregeln: Sei lim a, = a und lim b, = § (“# o0”, also konvergent) dann gilt:
n—oo n—oo

1. lim (a, +b,) =a+
n—oo
2. lim (a, b,) = af

n—oo

3. lim L =1 falls £ 0

n—oo °"
Merke: Auseinanderziehen erlaubt, falls alles konvergent

4.2 Funktionsgrenzwerte

Definition: (Grenzwert)?
Eine Funktion f hat an der Stelle o den Grenzwert «, wenn gilt: Fiir jedes ¢ > 0 9 ein
d(e) > 0, s0 dass |f(x) —a| < eV x € D mit & # x5 und |x — x| < d(€¢). Man schreibt
dann

lim f(z) =«. (4.14)

T—T0

Zo i

Bemerkung: Ahnlich schreiben wir lim f(x) = co wenn gilt:
T—T0

Fiir jedes K < oo Jein 6(K) > 0, so dass f(z) > K V © # xo mit |z — 20| < §(K).

4Wird nichts anderes gesagt, so gilt fiir den Rest des Kapitels stets f : D — R, wobei D C R.
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Beispiele:

1. lima? =14
r—2

1
2. lim — = oo, denn

x—0 1‘2
Lok o 2<L1 o |:L-|<L (4.15)
x? K VK
d.h. 0(K) = \/% tut’s
2_ ] 2_ 1 1
3. lim ~ =2, denn  — = Loz + 1) (fiir x # 1)
=1 x — r—1 r—T
4. f(x) = — besitzt bei x = 0 keinen Grenzwert, denn
flz)>1 V 0<z<1 und (4.16)

flz) < —1 vV —1<x<0.

Definition: (Rechtsseitiger Grenzwert)
Eine Funktion f hat an der Stelle xy den rechtsseitigen Grenzwert «, wenn gilt: Fiir jedes
€ >0 Jein d(e) > 0, so dass |f(z) —a|] < eV x> zp mit |x — x9| < I(¢). Man schreibt
dann

lim f(z) = . (4.17)

T—x0+

Analog definiert man den linksseitigen Grenzwert mit z < xo.

1
Zuriick zu f(x) = —:
x
1 1
lim — = 400, lim — = —00. (4.18)
z—0+ T z—0— T
Bemerkungen:
1. Gilt hm+ f(z) = lim f(z) so existiert der Grenzwert (und ist gleich den Beiden).
T—T0 T—x0—
2. Man schreibt auch
lim f(z) =« oder lim f(z) =20, (4.19)
T—00 T—+—00

obwohl das eher wie ein links- bzw. rechtsseitiger Grenzwert aussieht.

Genauer:

lim f(z)=a <& fiir jedese > 03 K(e) < 0o, so dass |f(z) —al <e Vx> K(e).
T—00

Beispiele:
1.
1 2
lim — =0 oder lim stz 0 (Zéhlergrad kleiner Nennergrad) — (4.20)
T—00 I z—oo 42
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241 241

lim < R 00 oder lim < T —00 (Zéhlergrad grofer Nennergrad)

r—00 I — r——00 I —
(4.21)

3.
D 1+ 222 2
xh—>Holo i i_ 1= 1 oder Ih_}r& ﬁ =3 (Zéhlergrad gleich Nennergrad)

(4.22)

Rechenregeln: Sei lim f(z) = a und lim g(x) = S (wobei |al, |5| < co) dann gilt:
T—T0 T—T0
L lim (f(z)+g(z)) = a+ 8B,
T—ITQ
2.l (/1) 9(0) = o,
3. lim -1 = 1 falls o # 0.

T—x0 fl@) — o

4.3 Stetigkeit

Definition: (Stetigkeit)

Eine Funktion f ist stetig an der Stelle xy, wenn gilt: Fiir jedes € > 0 d ein 6 > 0, so dass
|f(z) — f(xo)] < €V x # 20 mit |x — x| < 9.

Wir fordern also dreierlei:

1. f(x) ist an der Stelle © = z definiert.

2. Der Grenzwert an der Stelle xq existiert.

3. Grenzwert und Funktionswert stimmen tiberein.

Kurz: f stetig in zg & lim f(x) = f(zo)
T—T0
Weiter sagt man f ist stetig auf einem Intervall I C R wenn f in jedem Punkt xy € [
stetig ist.
Beispiele:

1. Monome & Polynome sind {iberall stetig, rationale Funktionen iiberall dort, wo der
Nenner nicht Null ist.
2.

flz) = — (4.23)
Untersuche Stetigkeit bei xq = 0:

f(0) existiert nicht = nicht stetig in 0 (Singularitét, Polstelle)
3.

1 , >0
flz)=sgn(z)=<¢ 0 , z=0 (4.24)
-1 , <0

20



Untersuche Stetigkeit bei xq = 0:
f(0) = 0 existiert

lirr(l) f(z) existiert nicht, denn

T

lim f(z)=1 aber lim f(z)=-1

r—0+ r—0—

= nicht stetig in 0 (Sprungstelle)

Untersuche Stetigkeit bei xq = 2:

f(2) = 1 existiert,

lim f(z) =1=f(2),

T—2—

aber :]clirggr flz)=2

= nicht stetig in 2 (Sprungstelle)

Merke: Eine stetige Funktion kann man ohne Absetzen zeichen.

ro={y 07

, r=1
Untersuche Stetigkeit bei zy = 1:
f(1) = 3 existiert,
aber lim f(z) =1
z—1
= nicht stetig in 1

Untersuche Stetigkeit bei zy = 1:

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

f(1) ist nicht definiert (0 durch 0 — Definitionsliicke), also auch nicht stetig in 1.

Allerdings existiert lirr% f(z) = 2 (s.0.); definiere nachtréglich
z—

f():=2,
Ubrigens, fiir die so stetig fortgesetzte Funktion gilt
z2-1
_ w1 xr 7é ]_
/() { 2, xz=1
=xr+1

1, z<1
Untersuche Stetigkeit bei zq = 1:
f(1) =1, lim =1 und lim =1,

r—1+ T—1—
also stetig in 1
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Analog zu den Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt:
1. Sind f und g stetig auf I C R, so sind auch f + g, af (o« € R) und fg stetig.
Auferdem ist / stetig V o € I mit g(x) # 0.
g

2. Sind f: I — Rund g: J — R stetig auf I bzw. J, und ist g(J) C I, dann ist auch
f o g stetig auf J.

4.4 Asymptoten

Néhert sich eine Funktion einer Geraden beliebig nahe an, so nennt man die Gerade eine
Asymptote der Funktion (bzw. des Funktionsgraphs).

Waagerechte Asymptoten
Gilt
lim f(z) =a oder lim f(x)=0, (4.32)

T—00 T——00
so hat f eine waagerechte Asymptote y = a bzw. y = b.
Senkrechte Asymptoten
Hat f eine Polstelle bei x = a, d.h.

lim |f(z)] = o0 oder lim |f(x)| = o0, (4.33)

r—a+ r—a—

so hat f eine senkrechte Asymptote x = a.

Schiefe Asymptoten

Gilt (a #0)
:}Lrgo[f(x) —(ax+0b0)] =0  oder wgrfloo[f(x) — (ax +b)] =0, (4.34)

so hat f die schiefe Asymptote g(z) = ax + b.°

Beispiele:

L) =

waagerechte Asymptote y = 0 (2-Achse)
senkrechte Asymptote = = 0 (y-Achse).

322 44
2. =
fla)= 55—
waagerechte Asymptote y = 3
senkrechte Asymptoten x = 0 und =z =

1

)

SWir schreiben dafiir auch f(z) ~ ax +b und meinen dann nicht nur EI:E Cf;(i)b =1 (vgl. Abschnitt 3,
Stirlingsche Formel) sondern auch f(x) — ax ~ b, d.h. liril f(‘r)T*” =1.
Tr—r 100
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322 + 4
3. flx) = —

senkrechte Asymptote x = 1

schiefe Asymptote. .. Polynomdivision

302 44):(e—1) =303+ (4.35)
— 322+ 3¢ r—1
3r+4
—3x+3
7

schiefe Asymptote g(z) = 3z + 3

4.5 Differentiation
Definition: Sei I C R offen, z € I. Die Funktion f : I — R heifst differenzierbar in x, falls

lim L&) = (@) (4.36)

h—0 h

existiert. Wir nennen dann

d _ flx+h) = f(z)
/ e —
Fa) = = fo) =l D (4.37)
die Ableitung von f an der Stelle x. Ist f V x € [ differenzierbar, so heifst f auf [
differenzierbar.

Sekante
Tangents

Funktionsaraph

f(x+h)-f(x)

Anschaulich: f/(x) ist die Steigung der Tangente an f im Punkt (z, f(x)).
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Analog fiir hohere Ableitungen:

e = 196 = (3 )2f<x>

de (4.38)
f/// _ f(3) _ dg_f ete
da? '
Bemerkung: Damit die Ableitung existieren kann, muss (notwendigerweise)
lim f(z + h) = f(2)
h—0
gelten. (Stetigkeit in z)
Beispiele:
1. frx—a", neN
n=0: f(z)=1
= f(x+h)— f(z) =0 Vh und Vz
= f'(z) =0
beliebige n > 1:
<x+h)n_xn_ 1 - n n—v v n
llz—>0 N llzlgg) E Vz: v * W=
n n—1 n
_ n—v pv—1 _ 1: n—v—1 v
=i 30 ()t =g ()
(4.39)

Gilt tibrigens sogar fiir n € Z \ {0}, z.B. f(z) = :

1 1 1
f/(x):}zigéﬁ(erh_E)
. 1 /fx—(z+h)
= Jim & (W) (4.40)
Y AN
_hli%fjf(m>—_ﬁ

[\
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1'(0) existiert nicht.

3. 1<k<n, flx) =a"

fP (@) =

Satz 3. (Differentiationsregeln)

Seien f und g in x differenzierbar. Dann gilt

(i) Linearitit: af + bg ist differenzierbar in © ¥ a,b € R, und es gilt

(af +bg) () = af'(x) + bg'(x)

(ii) Produktregel: f - g ist differenzierbar in x, und es gilt

(f9)'(z) = f'(x) g(x) + f(2) ' (x)

(iii) Kettenregel

Sei [ differenzierbar in g(x) = f o g ist differenzierbar in x mit

= lgle) = Fo(a)) ¢ (@)

z , x>0

R (4.41)
, >0
Sy (4.42)
nin—1)---(n—k+1) 2"

(4.43)
(4.44)
(4.45)
(4.46)

Beweise folgen direkt aus Rechenregeln fiir Grenzwerte (i); oder gleich mit Klein-o (i)—(iii).

Bemerkung: Aus (iii) und der Ableitung von < folgt

(5t) =55

und daraus mit (ii)

BRORERES

Beispiele:
L ((z2®+1)°+ 7x)/

—~
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(falls g(z) # 0) (4.47)

(Quotientenregel) (4.48)

g2
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2. f(x)= Yz =av, >0 (neZ\{0})
definiere g(x) = 2" = go f existiert

1

9(f(z)) = (x*)" =z, x>0 (4.49)

, 2

4.5.1 Alternative Definition mit Klein-o

Differenzierbarkeit von f in xq bedeutet Approximierbarkeit in der Nihe von xo durch eine
Gerade, ndamlich die Tangente ¢t im Punkt (z¢, f(x0)),

t(x) :== fxo) + f'(xo)(x — x0) - (4.52)
Lemma 4. f diffbar in xo < 3 a € R, so dass
f(z) = f(xo) +alx —xp) +o(lx —x0), x— 0. (4.53)

Wir nennen dann a = f'(xo) die Ableitung von f an der Stelle xy.

Dabei sagen wir f(x) = o(g(x)), x — xy, falls gilt

| f(@)]
lim e (4.54)

2
3
4. e =o(x™"), x — 0o, ¥V n €N (Beweis spiter)
5. z=0(1),z — 0

6

. xo(x) =o(z?), z— 0
Was bedeutet diese Gleichung eigentlich?
Jedes Klein-o, das irgendwo auftaucht, ist ein Platzhalter fiir eine Funktion, die wir
nicht genau kennen, oder die wir nicht genauer angeben wollen, fiir die wir aber etwas
iiber ihr Verhalten in einem bestimmten Limes wissen.
In Worten bedeutet z o(x) = o(z?), x — 0, also:
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Wenn g(x) fir x — 0 schneller verschwindet als x,
dann verschwindet x g(x) fiir x — 0 sogar schneller als z*.
Und wie zeigt man das? Zum Beispiel so (hier alles fiir z — 0):
9() z9(x)

g(x) =o(x) < ilgr(l)Tzo & lli% .

=0 < axg(x)=o0(z?

Und nachdem wir so etwas einmal gezeigt haben, merken wir uns, dass wir mit
diesem Argument beliebig Faktoren in das Argument des Klein-o hinein (oder aus
ihm heraus) ziehen diirfen.

7. Analog zeigt man auch o(z) + o(z?) = o(z), z — 0 oder o(x)o(z) = o(z?) (siehe
Ubungen). Zusammen kénnen wir das dann z.B. wie folgt verwenden:
(1+z+o0(x)(5—z+o0(x) =5+4z + o(z), z — 0, denn

1+z+o(x)|][b—z+o(x)] =5+ (5—1)z ;ﬁcj-l— (14 z)o(z) + (5 — x)o(x) + o(z) o(x)

~ N J

\0(93) :o(z):o(xQ) :o(w):o(IQ) =o(x?) B
—o(a)
Beweis von Lemma 4
f(z) = f(xo) + a(z — x0) + o(x — ) | — f(zo)
= f(z) = f(xo) = a(z — x0) + oz — ) | (z — 20)
N f(@) = flzo) _ a+o(1)
r — Tg
o qim L@ =S

9

T—xQ r — g
d.h. “=” wenn f diffbar in 2y, dann 3 so ein a, und a = f'(zy),
“«<” wenn so ein a existiert, dann ist f diffbar in zo, und f'(zo) = a.
Beispiele:

1. Beweis der Kettenregel. (Satz 3 (iii))
Sei f(x) = g(h(x)), h diffbar in x¢ und ¢ diffbar in yy := h(xg).

f(z) = g(ﬁ(xo) + B (x) (xv— xg) + o(x — xo)/) (da h diffbar in xq)
— 9lu0) + 9/ (30) (v — v0) + oy — o) (da g diffbar in yo)
= g(h(z0)) + ¢'(h(z0)) (I (z0) (x — m0) + o(x — x0)) —l—?(h’(:vo) (x — xo) + o(x — :170))1
=o(x—x0)
= g(h(xo)) +g'(h(x0))h' (x0) (x — wo) + g'(h(x0))o(w — xp) + o(x — xo) 0
—— g -~
f(zo) f'(z0) =o(z—x0)
(4.55)
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2. Hospitalsche Regel.® Wir suchen

lim f(x) _"0

amzo g(x) 0
also f(z9) = 0 = g(x). Falls f und ¢ diffbar in 2y und ¢'(xq) # 0, so gilt

i 4 (@) Mﬂ” (o) (x — o) + o — o)
SR glo) e gl g (w0) (& — 20) + o( — 30)
_ iy L @0) +o(1)
a0 g'(29) + 0(1)

_ f' (o)
9'(zo)
Gilt analog fiir”
lim f($) B « o0 ”
—T0 Qj) o 0o

Die eigentlich auf Johann Bernoulli zuriickgeht. . .
"Denn ( lim f(x) = +o0, lim g(z) = 400)
xr—rxo T—rT0

1
a(z) «(Q»
o= lim M: lim g(l') (VOIH Typ = )
T—T0 g(gj T—T0 0
f(z)
L’% 2./ /
= lim OED g (f(@)°g'(@) _ o 9(@)
T—x0 f'(x) T—x0 (g(x))2f/(.’1,') T—x( f (ﬁ)
(f(2))?
!
= o= lim ) (falls existent!)
% g (@)
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4.6 Die Exponentialfunktion

_ (1 + %) (4.59)

Wir zeigen zunéchst, dass a, nach oben und unten beschrankt ist:

Eulersche Zahl:

1 n
(1 + —) >14+1=2 (Bernoullische Ungleichung, Satz 2) (4.60)
n
1+1ni" Ly (Binomi, Satz 1)
—| = — inomi, Satz
n —~\v)\n ’
_in(n—l)---(n—y—i—l) 1
B nY V!
v=0 " ~ v
<1
. . 4.61)
1 1 (
2=ty
v=0 v=1
n n—1 v 1\"n
1 1—-(5
(% 1+ = 1+ <§> =1+ %(2) (geom. Summe)
v=1 v=0

In (x) haben wir verwendet, dass v! > 2! fiir v > 1.
Beweis dafiir: (vollstandige Induktion)

v=11=1=2"

vov+lL (v+D)=w+1)-v > wv+1)-2071 > 20 O

Y v>1

<

Bis jetzt wissen wir also:
2<a,<3 (4.62)

Jetzt zeigen wir noch, dass a,, monoton wachsend ist, d.h. z.z. ist a,,.1 > a,, bzw. “Z—“ > 1:
n

(1+5)"" (41410 pyd
(1+4)" (n+ D™ (n+1)"+ n

_n+1 (n+1+1)(n+1—1)\"
B (n+1)2

(n+ 1’ —1\"" _n+l/ 1\
n+1 on (n+1)2

(1 ) 1 (Bernoullische Ungleichung, Satz 2)
n+1

(4.63)

n+1
n—|—1

v
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Die Folge a,, wachst monoton und ist nach oben beschrankt — es bleibt ihr nichts anderes
tibrig, als zu konvergieren. Den Grenzwert nennen wir e (Eulersche Zahl), und wir wissen
bereits

1 n
2<e= lim (1+—) <3 (4.64)
n—o0 n

Numerisch findet man e = 2, 718281828459 . ..
Exponentialfunktion: Wir definieren
exp(x) := lim (1 + £>n : r €eR, (4.65)
n

n—oo

und schreiben spéter auch exp(x) = e”.
(Dass e” eine berechtige Schreibweise ist, ist erst noch zu zeigen — vgl. Satz 5, (ii).)

Bemerkungen:

1. Analog zu oben zeigt man auch hier, dass die Folge fiir alle x € R monoton wéchst
und beschriinkt ist = Konvergenz. (Details nicht schwierig, nur unhiibsch)®

2. exp(0) = 1 (offensichtlich)

3.
exp(z) > 14z, (4.66)
8
n
AN n\ |z ¥ nn—1)---(n—v+1) |z”
1 f) < I =
‘( * n ;} (V> n Z nv v!
<1
n N-2 n
|z]” Eds Eds
<D Tr=EX ot >
v=0 v=0 v=N-—1
~N42
N_2|T‘u i: ‘T|D NZ_:Q‘T‘V n iv:""l ‘T‘1/+N71 N_2|Tu N 117 (%)n N
- zl” T _ lzI” | T _ 2 |-
o | *N+1 | 2 | P
(+) v=0 v v=N-—1 NY v=0 v v=0 N! v=0 v 1 %
~ " v N S
< T+ |zl N_ja]’ (+): vI>N firv>N -1 (vollst. Ind.),
v! — |z
v=0

also nach oben beschréinkt, da Ergebnis nicht von n abhéngt

(N wird allein durch « festgelegt, || < N < n)

n+1
<1+ ”il) _ (nt14x)" e ntaw ( n?+n+nx )nH n+x (1 T )"’H

(1 + z)"’ ~ (n4 ) (n 4 1)t T n2+nr+n+zx n2+nr+n+ax

:n+x 1_ T "HZnJrJ: 1_ T 1
n (n+1)(n+2) n (n+x)

(Bernoulli klappt wieder fiir || < n, also fiir hinreichend grofe n.)
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denn n
(1+2)" =142, falls 2>-n,  (Bemnoull) (4.67)
n

d.h. falls n grok genug; = lim (14 2)" > 1 +z.
n—oo

exp(z) < wexp(z) + 1 (4.68)
bzw. exp(z) - (1 — z) < 1. Beweis:

(1+%>n(1—x) < (1+§>” (1—%)" — (1— 2—2)" , (4.69)

wobei (x): Bernoulli, falls n grof genug.
Fiir hinreichend grofse n gilt weiter

n2

0< (1 - x—Q) <1 (4.70)

und damit auch die Potenz, und fiir n — oo folgt die Behauptung.

Tim (1+ %)n —1 (4.71)

Beweis:

SR

beschrinkt durch exp(z)

Analog gilt lim (1 + #)n =1Ve>N0.
n—oo

Satz 5. (Eigenschaften der Exponentialfunktion)
(i) exp(0) =1, exp(l) =e
(ii) Funktionalgleichung  exp(z)exp(y) = exp(z + y)
(iii) exp(z) >0 VzeR
)

(iv) exp ist streng monoton wachsend, d.h.
r>y = exp(x)>exp(y) (4.73)

(v) exp ist stetigV = € R
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(vi) exp ist diffbar V x € R mit exp’ = exp

(vii) lim exp(z) = oo und lim exp(x) =0
I—00 T——00

(vili) Vn € N gilt lim exi’# =00 und lim |z|"exp(z) =0

T—r00 T——00

Beweise:
(i) klar It. Def.

(i)

(1 + %)n (1 + %)n — exp(z) exp(y)

n—o0

r+y  ay\" r+y\" xy !
~ (1 WY (4 I
(+ n +ﬁ) (+ n) <+nwui%»

(. J/

~
— 1 (Bem. 5)
n— oo

—_ exp(z +y)
(4.74)

1
(iii) x > 0: ¢* > 0 (It. Def.) = e = — >0, d.h. € > 0 auch fir x <0
ex

Bemerkung: Aus der Definition von exp (oder aus Bem. 3) folgt sogar e* > 1V z > 0.

V) © <y: €Y =eVtT T =Tl ™ 5 ot
(iv) = <y &
>1
(v) z.z.: lime*™" = e®
h—0

lim e*™" = ¢” lim " (4.75)
h—0 h—0

z.z. bleibt Stetigkeit bei Null.
Fiir |h| < 1 gilt 1t. Bem. 3 und 4:

1
1 < e < = )
Ith <e < —, (4.76)
h—0 51
h—0
also auch lim e" = 1.
h—0
(vi)
eerh e® eh -1
=" 4.
- e — (4.77)

d.h. e* diffbar in x & e® diffbar in Null.
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Wieder It. Bem. 3 und 4 gilt fiir A > 0:

_ h_ h B
1+h 1<e 1<he +1-1
h - h — h

(4.78)
h
e —1
d.h. 1< <et — 1,
h—0
. eh_—l _ .
also hli>r(r)1+ ; 1 (und analog fiir h < 0).
(vii) It. Bem 3 gilt: ¢ > (1+2) = lim e =00
Tr—00
und auch lim e” = lim ¢ = lim &= =0
Tr—r—00 T—00 T—r00
(viii) lim & = lim —2— = ... = lim & = o0
r—00 ¥ VH. x—00 ¥ I’H. r—o00
lim |z["e” = lim z"e™® = lim £ =0
T—r—00 T—00 T—r00
4.7 Umkehrfunktionen
Definition: f: A — B (z.B. A, B C R) heift
— surjektiv, falls jedes b € B als Bild auftritt (b € B = da € A mit f(a) = b),
— injektiv, falls: a # a = f(a) # f(a) V a,a € A,
— bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.
Bemerkungen:
1. f: A — B nicht surjektiv — “heilbar”, denn
B:=f(A)={be B|3acA, sodass f(a) = b} (4.79)
= f: A — B ist surjektiv. Z.B.
fR—=>R
4.80
s 2 (4.80)
ist nicht surjektiv, denn —1 € B = R tritt nicht als Funktionswert auf.
f(A) =R{, und damit ist
TR RY
4.81
s 2 (4.81)
surjektiv.
2. fehlende Injektivitat ist kritischer, z.B.
TR RS (4.82)
T 2’ '

33



ist nicht injektiv, denn (—1)* = 12 aber —1 # 1.
fi R =R f2: Ry = RS (4.83)
T 2? T > 2 (4.84)
sind injektiv (und bijektiv).
. Ist f: A — B bijektiv, so existiert in natiirlicher Weise eine Funktion
=t B — A

b (@) s a (4.85)

1
genannt Umkehrfunktion von f. ( 4 ?)

. [+ A— B bijektiv

= es existiert f~1: B — A

dh flof:A— Asowie fof':B— B
mit (/1o )(x) = f () =¥z € A
und (fo f7)(z) = f(f'(z)) =2 VzeB

. Der Graph von f~!ist der Graph von f gespiegelt an der ersten Winkelhalbierenden.

6. Streng monotone Funktionen sind injektiv.

. Sei f: A— B diftbar, dann gilt

f'(x)>0VaxelCA = fiststreng monoton wachsend auf I

4.86
fl(r)<0OVrxelCA = fiststreng monoton fallend auf I (4.86)
Beispiele:
fi:Rf =R R =R (4.87)
T — 22 T \/E
fo Ry = RS LR = Ry (4.88)
T+ T —\/x
fitofa: Ry =Ry fao fy' 1 Rf = Ry (4.89)
2. f:R—=R, f(zx)=2 = fl=f
3. frR=R, fx)=2*+2
!/ ! ]'
flx)y=20+1 : fi(x)y>0 V z>—3 (4.90)
1
fl(x)y<0 V T <3
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f(=3)=-1, lim = oo, | stetig

r—+oo

= Jjedesy € [—%L, 00) tritt als Funktionswert auf; d.h.

fl : [_%700) — [—[—i,OO) und f2 : (—OO, _%] — [_%700)7
beide mit derselben Abbildungsvorschrift wie f, sind surjektiv
und (da monoton) auch injektiv, d.h. bijektiv.
= fili[=g00) = [=5,00)  und  fyli[=§,00) = (—00, —

Wie sehen die fj_1 aus?
Nenne y = f(z), und da (f~' o f)(z) = z gilt f~!(y) = .
Lose also y = f(x) nach x auf!

y=a2>+2x & P +rr—y=0

AEVITEL
. -

s E\U+a

quadratische Gleichung: x =

= fille)=—3+ o+

fi@) === fo+ ]

Satz 6. (Ableitung der Umkehrfunktion)
Ist f : I — J bigektiv und diffbar, dann folgt
7Y J = I st diffpar ¥ @ € J mit f'(f~1(x)) # 0 und es gilt

I = 5wy

Beweis:

Man zeigt zunéchst, dass f~! diffbar ist (ohne Beweis).
Dann wenden wir auf f(f~!(z)) = = die Kettenregel an,

fU @) V@) =1
Mit Division durch f'(f~'(x)) (das war # 0) folgt die Behauptung.
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4.8 Der Logarithmus

Definition: Die Umkehrfunktion von exp : R — R™ heift (natiirlicher) Logarithmus,
log: R* - R (4.98)

Manchmal schreibt man statt log auch In (logarithmus naturalis).
also: 8 = fiir x > 0 und log(e”) =z fiir x € R.

Bemerkung:
e” ist injektiv, da streng monoton wachsend

lim e =0, lim e” = oo
T—r—00 T—00

= exp(R) = (0,00)

Satz 7. (Eigenschaften von log)
(i) logl =0, loge=1

(i) log(zy) = logx + logy
(iii) zlir(r]ar logz = —o0, xh_}rgo logz = 00
(iv) (logz)' =1 ,2>0

= logx st streng monoton wachsend

Beweis:
i)e?=1 = logl=0
el=e¢ = loge=1
(ii) elogz+logy _ elogm elogy = ry = elog(xy)
Da €* injektiv folgt Behauptung.

(iii) xl_1>r_nooe =0 < xli%grlogx = —00

lime* =00 <« limlogx =00
T—00 T—00

(iv) e® diffbar und (e*)’ > 0, also insbesondere # 0

—> logz ist diffbar, mit
Satz 6

T
log ) = P log@)) ~ oxpllog@) _ = (4.99)
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4.9 Weitere elementare Funktionen

Allgemeine Exponentialfunktion

Fiir a > 0, definieren wir

R — R

T q® = etlose

Es gilt dann
log(a®) = log (exlog“) =zxloga.

Umkehrfunktion: Logarithmus zur Basis a

Fir a > 0, a # 1 definieren wir

log,: R" - R
1
x — log, x 1= er
log a
Denn, z.B.,
1 v 1
log a log a

Also: log, = log = In.
Auch gebrauchlich: Ib := log,, ld := log,, lg := log,.

Allgemeine Potenz Fiir a € R definieren wir
RT — R

T = elosT

Umkehrfunktion (falls o # 0): 1
T = xo
Hyperbolische Funktionen. Siehe Ubungen.
Eigenschaften und Rechenregeln. r € R™, o, € R
1. (2%)f = 28
2. ot = g g
3. log(z*) = alogx

Bemerkungen zur Notation:
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4.10 Trigonometrische Funktionen

Einheitskreis (Kreis mit Radius 1)

Umfang 27 (Definition von )
A

—_—

<«

<«

definiert sinz und cosx fir 0 < x < 27
2m-periodisch fortgesetzt, d.h.

COSs X

r=1

. @

tan x

g

—

/

sin(x 4 2mn) = sin(z) Vn € Z.

(ebenso fiir cos)
sin x

tanx :=
cos T
wo definiert.
Spezielle Werte:
sin0 =0,
T
sin— =1,
2
Translationen:
sin(z +7) = —sinx

sin(z + ) = cosx

Weitere wichtige Beziehungen:

1. sin?x + cos’z = 1 V x (Pythagoras)

und

cos
cotr = — ,
sin z
cosO0 =1
m
cos — =10
2
cos(x +m) = —cosx
o
cos(x + §) = —sinz

und damit auch |sinz| <1, |cosz| <1V zxeR

2. sin(—x) = —sinz, cos(—x) = cosx
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3. Fiir 0 <z < 7 gilt (siche Abbildung):
sinr <z <tanz.

Additionstheoreme:

sin(x + y) = sin x cos ¥y + Cos & sin
(z+y) Y+ coszsing (4112)
cos(x 4+ y) = cosz cosy — sinxsiny

Beweis:
Laut Translationseigenschaften geniigt es, die Additionstheoreme fiir 2,y > 0, x +y <
zu beweisen.

h=acosz, h =bcosy
p=asinx, q=bsiny
ph  absinz cosy gh  abcosxsiny
A _——— A - - =
1T 2 27 2 (*)

A1+A2:?:w

(%) und (4) = Behauptung

cos(x +y) =sin(z +y + 7)
= sinw cos(y + §) + coszsin(y + 5) (4.113)

= sinz(—siny) + cosz cosy

Ableitungen:
(sinz)' =cosx  und  (cosz) = —sinx (4.114)
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Beweis: (fiir sin z; cos x folgt aus sin(z + §) = cos z)

. sin(z+h) —sinx . sinzcosh+ coszsinh —sinx
lim = lim
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 . sinh
=ginx lim ——— 4+ cosz lim
h—0 h h—0

reduziert auf Ableitungen von sin und cos bei Null.
Aus Bezichung 3 folgt fiir 0 < 2 < § (Kehrwerte):

1 1 1

- > - >

sin x x tan x
sin x

> cosr — 1
X x—0

= 1 >

und damit

=1 (analog fiir h — 0—)

cosh—1 . y1—sinh—1+v1—sin’h+1
— — 1111
h—0 h h—0 h V1—sin?h+1
im (1 —sin?h) — 1
hﬁoh( 1—sin2h—|—1)

_ _(q sin h . sin h
A h0 /T —simZh + 1

Die Umkehrfunktion des Sinus heift Arcus Sinus, z.B.

arcsin : [~1,1] — [, 7] (Hauptzweig)

...anderer Zweig: [—1,1] — [7, 37”]

...viele Zweige: [—1,1] — [2-m, 2287, n € Z

Hauptzweige der anderen trigonometrischen Funktionen:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

)

arctan: R — (=7,

~— oy

arccot : R — (0,7
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Ableitungen (Hauptzweige): (mit Satz 6)

1 1
. I __ =

(arcSlnx) - Cos(arcsifl(l’)) m
1 1

(arccosz)’ = i -

— sin(arccos(x)) VI
(tanz) = sinz )’ _ cos® z + sin® x _ iz
Cos cos?x cos?x
=1+tan’x

1 1

t g =
(arctan z) 1 + tan®(arctanz) 1+ a2

4.11 Potenzreihen

Beispiel: Die endliche geometrische Reihe war (x # 1)

1 — xn—i—l

Zn:x” =-= (4.122)
v=0

1—=x

Fir |z] <1 gilt lim 2" = 0, und damit
n—oo

i R (4.123)

Y
— 11—z
o0 n
wobei ) a, := lim ) a,, d.h. wir untersuchen das Verhalten
v=0 =00 =0
n
der Folge der Partialsummen, s, := > a, fiir n — oo.

v=0

Reihe: Z a, (Summe mit Grenze co)
n=m

Potenzreihe in x: Z ap " (4.124)

oo
oder auch g an (x — x9)" mit festem xzy € R

n=m

Allgemeine Idee: Suche Approximation fiir Funktion f in der Ndhe von xq (so oft diffbar
wie notig):
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e f stetig in zp = kann dort nicht springen — einfachste Naherung: f(z) ~ f(zo) fir =

in der Nahe von zg

4\

e f diffbar = Tangente an der Stelle z existiert — etwas bessere Naherung: f(z) ~

f(zo) + f'(x0)(x — xp) fiir x in der Nahe von zg

4‘ %(&) ='T4,,1LK>

&(."d) = ‘k(\f)

7
ﬂ/ OL') T‘* # (")

26

4’

X x

e Niherung, g(z), soll auch Anderung der Steigung (f”) beriicksichtigen — Ansatz:

g9(x) = f(xo) + f'(x0)(z — x0) + c(x — m0)*

(4.125)

Offensichtlich gilt bereits f(zg) = g(xo) und f'(x¢) = ¢'(x). Bestimme ¢ aus Forde-

rung
|

f//(xo) - g//(‘ro)
f//(xo)

g"(x) =2¢c = c=—".

Hohere Néherungen: Ansatz,
Tpn(x) = cy(x — x0)

und bestimme die ¢, aus Forderungen

FO (o) = Ty, ™ (20) u=0,...,n

n

Tf’n(ﬂ)<x) = Z y(y — 1) e (l/ -+ 1) ¢, (CL’ _ xo)u—p,

v=p

S T P(w0) = e,
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d.h. wir erhalten

(4.131)

Wir nennen

Tin(z) =

(x — x0)” (4.132)

das n-te Taylor-Polynom von f und

© 1) (2
Ty(x) = Z / V<! ) (x — x0)” (4.133)

die (formale) Taylor-Reihe von f.
Fragen:

o Ist Ty, (z) eine gute Néherung fiir f(z) in der Ndhe von x?

e Konvergiert T(z)? (Und fiir welche z, und gegen welchen Wert?)
Vermutung: Néchster Term der Entwicklung als Maf fiir den Fehler ...7

Satz 8. (Satz von Taylor)
Sei f: 1 =R, I=(a,b) CR, n+ 1 mal diffbar. Dann gilt fir z,xq € 1

") (2
fla)y=>" (o) (z — x0)” + Rp(x), (4.134)

und fir x > xy 3 € € (xg,x) (firx < xo 3 & € (v,20)) mit

F0(E)

Fn(@) =00,

(2 — o). (4.135)

R, heifit (Lagrangesches) Restglied, xo heifst Entwicklungspunkt.

(momentan ohne Beweis)
Bemerkungen:
1. Insbesondere gilt f(x) = Ty, (z) + o((x — x0)").
2. Es gibt auch andere Restgliedformeln (z.B. spiter Integralrestglied, dann mit Beweis).

3. Tf(x) konvergiert also genau dann gegen f(x), wenn

lim R,(x) =0 bzw. wenn lim |R,(z)|=0. (4.136)

n—0o0 n—oo

4. Falls lim |R,(z)| > 0 (oder gar nicht existent), dann divergiert T (z) (meistens) oder
n—oo

konvergiert gegen eine andere Funktion (selten).
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5. Sei |z — x| < | X — x| < |22 — 0], dann gilt:

aus lim |[R,(X)| =0 = lim |R,(x;)| =

n—oo n—oo

<

4.137
aus lim [R,(X)| >0 = lim |R,(x2)| > ( )
n—oo n—oo
X—x
DEES LI -
| | | | || |
1 1 1 ! -
@ Ty T x; X To
d.h. wir finden einen Radius R > 0 mit
Ti(z) = f(x) V|z—xo| <R (4.138)
Tyn(e) 4 f(z) ¥ |z — o] > R
6. Sei f in x; singulér (Pol,...), dann gilt R < |xg — 24].
Beispiele:
L |z < 1:
1 [e.9]
— => 2" (so) (4.139)
v=0
Fiir |z| > 1 divergiert die Reihe (Summanden wachsen an).
2. flx) = = fW(z) =¢®
= — 4.140
=k e
lz| < K € RT:
(n+1)
Ro@)] = |17 | | e o
(n+1)! 1-2- (n+1)
I’ . ’I .« .. ’I :L‘ . x
< ef
K<N<n 1-2.-.(N=1) N-(N+1)---(n+1) (4.141)
:L’Nfl K n—N+2
< ef | = — 0
= Vo) (N) e
héngt nicf\lg von n ab nj))OOTda K/N <1
Also o
*=Y"%  VaueR. (4.142)
v=0 '
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3. f(x) =log(1 + ), [z] <1

1 [ee] o0
"(z) = = —x)" = —1)"z" 4.143
)= = 3 = Y1y (1113
0 Pran
Da Z(—l)”y 1 + ¢ gliedweise differenziert f'(x) ergibt, vermuten wir
v=0
[e.e] I‘V
log(1 =c— 1) — 4.144
oul142) = e~ S (4.144)

und folgern aus f(0) =log1 =0, dass ¢ = 0.

Bemerkung: Falls Reihe hiibsch, diirfen wir gliedweise differenzieren (und integrie-
ren); eigentlich brauchen wir dafiir gleichmafige Konvergenz (machen wir aber nicht).
Fiir Taylorreihen und z innerhalb des Konvergenzradius’ geht alles gut.

. Binomische Reihe: f(z) = (14 2)%, a € R\ {0}

(0
D) =ala—1)---(a—v+1)(1+z)*7" = / ‘( ) = (3) (4.145)
V!
also -
o « v
(1+2)* = ZO (V) VY |z] <1 (4.146)
Konvergenzradius ohne Beweis
Spezialfille:
e a =n € N: binomischer Satz (sogar fiir alle z € R)
e o = —1: geometrische Reihe,
—1 (=1)(=2)--- (-1 —v+1) ,
( 5 ) = ” =(-1) (4.147)
e a=1:
o0 1/2 ,
\/1+x—2%(y)x oz <1 (4.148)
5. sin®)(z) = (—=1)sinz, sin®*V(z) = (=1)cosz, also
sinx = i =D 1 VazeR (4.149)
—~ (2v+1)!
analog:

cos(®) (z) = (=1)"cos, COS(2V+1)(5U> = (—1)""sinz, also

v

= (-1
cosx = Z ((21/)) it VrzelR (4.150)
v=0

!
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1 o0
I _ _ v,.2v
(arctanz)’ = i VZO(—l) ™, lz] <1
folgere
& x?u—i—l
arctan r = Z(—l)” 1 +c

v=0

mit ¢ = 0 da arctan 0 = 0.

sine 1 (=1)7 i x~ (5D, x’ 2
= — v = V= 1 -
z x;@y—l—l)!x ;(2y+1)!x g T

8. Anwendung: Grenzwerte berechnen

lim r?sint ) 9322(55 +o(x))* — lim :E2($64 + o(z?))
2=0 (cosw —1)3 250 (1 — 2 4 o(a2) —1)3  a=0 —Z 4 o(a6)
6 6
z—0 -5 —+ O(ZE )
... besser als sechsmal I"'Hospital!
9. ﬁ um xg = 3
1 1 B 1 1
l—z 1-((x=3)+3) —2-(x-3) 2 14+%3
I/ 7-3\" <= (=1 .
~ 9 (_ 2 ) :Z ont1 (z—3)
n=0 n=0

10.

: e_ - = (Z %) (Z x“) , fir |z| <1 (wg. geom. Reihe)

v=0 "~ n=0

— (1+x+%2+0(x2)) (14 2+ 2+ o(z?))

)
:1+2x+§x2+0(a:2), r—0
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allgemein (Cauchy-Produkt):

n=v+mu
v . vt n: 0...00
" "= e p=n—uv (4.157)
Y Y b
n=0 v=0
Erlaubt, falls alles hiibsch (beide Reihen absolut konvergent,
d.h. z.B. Y~ 77  Ja,x”| < 0o0). Damit nochmal
e’ e -
Lo (S5) (S we
v=0 n=0
-y 1 on (4.158)
V!
n=0 v=0
1 1 1 1 1 1Y 9
a‘l— a—*—i T+ a—i—ﬂ—i—g x4+ o(z?)

11. Weitere Anwendung: Lokale Extrema

Definition: x( heifst lokale Maximal- bzw. Minimalstelle von f, wenn gilt:
f(z) < f(xg) bzw. f(x) > f(xg) V a# 2z in einer Umgebung von z .
xo heifst Extremalstelle von f, falls zy lokale Maximal- oder Minimalstelle ist.
Sei f: (a,b) — R zweimal stetig diffbar. Es gilt
(i) xg ist Extremalstelle = f’(z) = 0. (notwendige Bedingung)
(i) f'(xo) =0und f"(xg) <0 = g ist lokale Maximalstelle
(o) =0und f"(xzg) >0 = x ist lokale Minimalstelle
(hinreichenden Bedingung)
Analog: Sei f nmal stetig diffbar, n gerade, mit
fzg)=0Vr=1,....,n—1und f™(zg) >0 (bzw. f™(z) < 0),

so ist g ist lokale Minimalstelle (bzw. Maximalstelle).

Warum? Taylor! .
@) = fla0) + 1ol = a0) + oo+ Tl =g+ ) (o g

~~ >0

(4.159)

¢ liegt zwischen zy und x, und
wenn f(™(xy) < 0 dann ist auch f™(2) < 0 Vz in einer Umgebung von g,
d.h. das VZ von f(™(¢) wird durch das VZ von £ (x) festgelegt. O
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Oft ist es allerdings besser, gleich die Taylor-Reihe der fraglichen Funktion zu be-
trachten, vgl. erstes Beispiel im néchsten Abschnitt. . .

4.12 Kurvendiskussion

Definitionsbereich

Verhalten am Rand des Definitionsbereichs

(Asymptoten, Definitionsliicken, stetige Fortsetzbarkeit, ... )
Nullstellen

Extrema

Skizze

Beispiele:

1.

1—at
o) =1ra
Spiegelsymmetrie (Spiegelung an y-Achse), denn f(—x) = f(x)
Verhalten am “Rand” des Definitionsbereichs: lim f(z) = —1

T—rFo0
Nullstellen: f(z) =0< 2' =1 z=+1

definiert V2 € R

Extrempunkte:
o) = —423(1 + %) — (1 — 2*)4a3
(1+ 1)
_843 (4.160)
:—(1+x4)2 =0 & z2=0
z.B. Taylorentwicklung:
f(z) = (I—aY (1 —a'+2%—a+... ) =1-22"+ o(z") (4.161)
geom.R. N——

=o(a*)

also Hochpunkt (0,1).
Skizze:
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1.5 T T T T T T T T
1—at
1+at
y=-

1 L

05

0

-0.5

-1

-15 -

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
3+ 1

Definitionsbereich: R\ {—1,1}
Zahler bei x = —1 auch Null:

( a8 +1):(z+1) =2 —z+1
. B
4z
r+1
—x—1
0
stetig fortsetzbar durch f(—1) := —32 und damit
w2 —x+1
fle) ===~

Pol (erster Ordung, also mit Vorzeichenwechsel) bei z = 1,
dh. f(z) ~ =5 — £oo fiir z — 1+

Verhalten fiir grofse |z|:
entweder durch Polynomdivision...

( 3;2—:54—1):(:1;—1)::1;'—4—
— 2+

r—1
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...oder durch Taylorentwicklung

r—1+1
f(x):T
1 1 1
= |lz—1+— 1+—+—2+...
|z|>1 x T (4.165)
1-1+1
=4+ (1-1)+—+...
x
1
=r+—+...
x
also f(z) ~ x — too fir r — o0
Nullstellen:
1+v1-4
fz)=0 & 2*—-2+1=0 < T= ¢ R (4.166)
keine (in R)
Ableitung:
f/<)7(2$—1)($—1)—(9€2—x+1)72m2—3x+1—x2—|—m—17x2—2x
o (=12 B (=12 T op
(4.167)

Extrema: f'=0 < x =0 oder x =2
Lokales Maximum f(0) = —1, lokales Minimum f(2) =3

Warum (Min/Max)? 4 Méglichkeiten:
(i) wegen Stetigkeit, Pol und Asymptotik
(i) Untersuche VZ von f/(z) = 22=2).

T (@12
bei 0: + — — also Hochpunkt

bei 2: — — + also Tiefpunkte
(iii) Untersuche f”:

"(0) <0 = Hochpunkt
>0

4.168
= Tiefpunkt ( )

f
f
Vorsicht: Hinreichend, nicht notwendig — falls f” = 0 folgt gar nichts!

(iv) Taylorentwicklung
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um Null:

xQ—x—i—l_ —1+z—2?

fl@) = r—1 1—=
=(-l+z—2)(1+z+2*+2°+..)) (4.169)
=1+ (—v+a)+(—2*+2°—2°)+...
= —1—a2+...
also Hochpunkt (0, —1)
um 2:
2> —x+1
flo) = ————
 (z—-2P+dr—44a+1
B r—2+1
(r —2)2+3(x —2)+3
= . (4.170)
1+ (x—2)

=B+3z-2)+ -2 (1-(z—-2)+(@—-2°-(z—2)°+...)
=3+0B-3)(z-2)+B-3+1)(z—-2)>+...

=34+ (r—2>*+...
also Tiefpunkt (2, 3).
Skizze:
A l
X SN
r l
(Y
i
4 4 i
|
2 | £ g
) I ' P
-1 1 %L
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/ 1
3. frxm— o ——
x

Definitionsbereich: x # 0 und = — i >0 x>
(i) fire>0:22>1=2>1

(i) firr <0:22<1=2>-1

also: Definitionsbereich [—1,0) U [1, c0)

1
T

Verhalten am Rand des Definitionsbereichs / Nullstellen:

f(=1)=0
f(x) ~ /=2 — oo fiir . — 0—
f(1)=0
f(x) ~y/x — oo fiir x — oo
Ableitung:
o 1th
fllz)=——==>0 Vazeb (4.171)
2/ — 1L
...am Rand des Definitionsbereichs:
. ! . . / _
x££n1+f (x) = o0, xlgﬂf (x) = 0. (4.172)

Skizze:

1(»«)

X
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5 Vektorrechnung

5.1 Vektorraume

im WS 25/26 ohne Gruppen und Korper — Vektorrdume immer {iber R, spater auch {iber C

Definition: (Gruppe)

Sei G # () eine Menge und o eine Verkniipfung o : G x G — G.

(G, o) heilt Gruppe falls gilt:

(G1) aus a,b € G = aob € G (Abgeschlossenheit)

(folgt eigentlich bereits aus o : G x G — @, ist aber gut, das explizit festzuhalten)
(G2) (aob)oc=ao(boc)Va,bced (AssomaUVltat)

(G3) Iee Gmitace=a=eoaV a € G (neutrales Element)

(G4) fiir jedesa e Gda '€ Gmitaoa! =e=a"'oa (inverses Element)
(wobei e das neutrale Element aus (G3) ist)

Definition: (abelsche Gruppe)
Eine Gruppe (G, o) heifit kommutativ oder abelsch falls zusétzlich gilt:
(Gb) aocb="boaV a,be G (Kommutativitit)

Eigenschaften: (von Gruppen)

1. Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
Beweis: Annahme 3 é # e mit V a € G:

eoa=a oa~! von rechts
o= (~oa)oa_1:aoa_1
& éo(aoa')=aoa™’ (5.1)
(G2)
= coe—=c¢e
(G4)
& eE=e Widerspruch

2. Zu jedem a € G ist das inverse Element eindeutig bestimmt.
Beweis: Annahme 3 b # o~ ! mit

boa=ce |oa™' von rechts
& (boa)oa ' =coa!
bo(aoat)=eoa! 2
s (a0a™) (5.2
& boe=eoa!
(@)
& =a! Widerspruch

3. Gleichungen lassen sich eindeutig 16sen:
Va,be Gdx,ye G,sodassaoxr=>bund yoa =b.
Beweis: z =a tobund y = boa ! tun’s — Eindeutigkeit?
Annahme: 3 z # y mit
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zoa="o |oa™' von rechts
& zoaoa ' =boa ! (5.3)
& z=boa =y Widerspruch

Bemerkung: fiir nicht-abelsche Gruppen gilt i.A. = # y.
Beispiele

1. (Z,+):e=0,a'=—afiraeZ
natiirlich ebenso (R, +) aber nicht (N, +)!

2. (Q\{0},-): e=1, fir Q > = = £ mit p,q € Z (vollsténdig gekiirzt) ist = !
ebenso (R \ {0}, -) aber nicht (Z \ {0}, -)!

3. (Menge aller Polynome vom Grad < n, +)

4. G: Menge aller Symmetrieoperationen (Drehungen, Spiegelungen etc.), die ein be-
stimmtes Objekt (Atom, Molekdl, ... ) invariant lassen.

o: Nacheinanderausfiithren der Operationen.
Beispiel: Rechteck ~~ Gruppe mit 4 Elementen

5. Gruppe mit zwei Elementen, z.B. (Z2, +)
6. triviale Gruppe

Definition: (Kérper)

Sei K # () eine Menge mit zwei Verkniipfungen, + : K x K — K und - : K x K — K.
(K, +, ) heifst Korper, falls gilt:

(K1) (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

(K2) (K \ {0}, ) ist ebenfalls eine abelsche Gruppe.

(K3) (a+b)-c=a-c+b-cVa,b,ce K (Distributivitét)

Bemerkungen:
1. Nenne das zu a € K additiv inverse Element (—a).

2. Jeder Korper hat mindestens zwei Elemente, ndmlich 0 € K und, da (K \ {0},-)
Gruppe ist, 3 e € K, e # 0 (multiplikativ neutrales Element).

3. Multiplikation mit 0: a € K \ {0}

0=e+ (—e) -a

O~a:(e+(—e))~a(K:3)a+(—e)-a::&€K (5.5)

Annahme: a € K\ {0} = a-a' =e+ (—e) =0¢ K\ {0} - Widerspruch!
=a=0also0-a=0.
aufkerdem folgt wegen a + (—e) - a =0, dass (—a) = (—e) - a.

4. Ublicherweise nennen wir e = 1 (multiplikativ neutrales Element).

S.ausa-b=0 = a=0oder b =0, denn
anderfalls a,b € K \ {0} = a-b e K\ {0} da Gruppe — Widerspruch!
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Beispiele
1. (Q,+,-), (R,+,-), oder auch: (C,+,-)
2. Zy ={0,1} mit (+,-) modulo 2, d.h.
04+0=0, 140=1, 1+1=0 (5.6)
0-0=0, 0-1=0, 1-1=1 (5.7)
= (—1)=1und 17t =1
3. Z3 ={0,1,2} mit (+,-) modulo 3, d.h.

(5.8)

= (—1) =2, (-2) =1 (additiv Inverse)
und 17! =1, 27 = 2 (multiplikativ Inverse)
Bemerkungen:
e abelsche Gruppen = Tabellen symmetrisch bzgl. Spiegelung an der Diagonalen \
e Gruppen = Gleichungen eindeutig l6sbar
= jedes Element tritt in jeder Zeile und Spalte genau einmal auf!
(In --Tabelle natiirlich der Block ohne Nullen, da nur (K \ {0}, ) Gruppe ist!)

4. Z, =40,1,2,3} mit (4, -) modulo 4 ist kein Korper, denn
2.-2=0¢ Z4s\ {0} — Widerspruch zu (Z4 \ {0}, ) Gruppe

im WS 25/26 ohne Gruppen und Korper — Vektorrdume immer iiber R, spéter auch iiber C
Definition: (Vektorraum)
Sei (V, +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,
K ein Korper und - : K x V' — V (skalare Multiplikation).
V' heifst Vektorraum iiber K falls zusétzlich gilt:
(V) A\-deV Ve KundV adeV (Abgeschlossenheit)
(V)X (@+b)=A-T+A-b
A+wp)-a=\-ad+p-a
VA peKudVadbeV (Distributivgesetze)
(V3)1-d=a VaeV
(V) A (p-a)=N-p)-a VApe KundV adeV (Assoziativgesetz)

Bemerkung

1. Multiplikationspunkte diirfen wie {iblich weggelassen werden.

2. Aus (G1) fir (V,4) und (V1) = Xa4+pbeVVApeKundVabeV
Beispiele

1. R iber R
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2. Ebene R?, Raum R? iiber R
allgemein R"” mit komponentenweiser Vektor-Addition und skalarer Multiplikation

aq b1
- a9 - bg
abeR"” a= , b= | . (5.9)
an by,
a + by Aay
- as +0b Aa
atb=|"" 7|, aa=|" (5.10)
a, + b, Ay,
3. Polynome (beliebigen Grads) tiber R
P(z)=> aa”, Q)= ba", a,b,zcR (5.11)
v=0 v=0
n max{n,m}
(AP)(z) = AP(z) = Y Aaa”,  (P+Q)(z) = P(2)+Q(z) = > (a,+b,)a",
v=0 v=0
(5.12)

(wobei a, =0V v >nund b, =0V v >m)
tibrigens oco-dimensional (spéater)

5.2 Lineare Unabhangigkeit

Definitionen:

1. 0 ist linear abhéngig (l.a.)
d # 0 ist linear unabhéingig (l.u)

2. Zwei Vektoren @,b heifen Lu. <  aus \@+ ,ug =0 folgt A\=p =0
d.h. der Nullvektor 0 lisst sic_l} nur als triviale
Linearkombination von @ & b schreiben
anderfalls heiflen sie l.a.

d,b la. < d@|| b (oder mindestens einer ist Nullvektor)

I

,blu. < @b spannen die Ebene {)\CT+ /LI;] PWIRS K} auf.

3. ai,ds,...,a, heifsen l.u. & ausZ)\jd’jzﬁ folgt Nj=0Vj=1,...,n
j=1
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Bemerkungen:

1. Sind ay, ds, . .., a, l.u., so ist Koeffizientenvergleich méglich, d.h.
Z)\jcfj:Zujc?j = )\j:,uj Vi=1,...,n (513)
j=1 J=1

2. §ind ai,ds, . ..,a, € R™Lu. so spannen sie den gesamten R™ auf, d.h. fiir jeden Vektor

b € R" gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten \;, so dass
b=\, (5.14)
j=1
Bestimmung der \; durch Losen eines linearen Gleichungssystems.
Beispiel:
1 1 0
aa= |0, a=1[1], a=|1 (5.15)
1 0 1
Fragen:
1. Sind die Vektoren lL.u.?
2. Kénnen wir z.B. b = <é) als Linearkombination (LK) der @; darstellen?
Zu 2:
Suche \; mit
1 1 0 1
MOl +X 1] +X]1] = (5.16)
1 0 1 3
d.h. 16se das lineare Gleichungssystem (LGS)
Ao+ A =1
)\1 + )\3 - 3

Umformen: erlaubte Operationen

e Zeilen vertauschen

Zeile mit Faktor # 0 multiplizieren

Vielfache einer Zeile zu einer anderen addieren

nicht auch etwas hinzuaddieren!
Gaufs-Algorithmus:
e Ziel 1: Zeilenstufenform (durch Vorwértselimination)

e Riickwartselimination

o7

Vorsicht: Zu einer Zeile, die wir zu einer anderen Zeile addieren, im gleichen Schritt



kompakte Schreibweise

(1 1 0 ‘ 1) -1

01 1| 2 ]

1 0 1 3 +
1 1 0 1

0o 1 1 2

(0 11 l 2) AR
1 10 1

01 1 2
002 | 4) | 1k
1 1 0 1
011 2 +
0 0 1 2 i—1
1 1 0 1 +
010 0 i71
0 0 1 2

(1 0 0 1
010 0

0 0 1 2

Die Losung steht in der letzten Spalte:
)\1:1, )\2:0, )\3:2
Alternativ kénnen wir auch in (%) — Zeilenstufenform — ablesen

203 =4 = A3 =2
)\2+)\3:2 = )\2:2—>\3:0
)\1"—)\2:1 = )\1:1—)\2:1

Zu 1: Die drei Vektoren sind l.u.

(5.18)

(5.19)

(5.20)

Dazu losen wir das LGS ( x |6) und priifen, ob es nur die Losung A\; = Ay = A3 = 0 hat.
(Sehen wir auch bereits in (x). — Wére unterwegs eine Zeile mit ausschlieflich Nullen links

von | aufgetreten, so wiren die Vektoren la.)

Neues Beispiel dazu: ay, d; wie oben,
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also

)

) o

8) T,

0

ORI ORFN

N
[evNesl s
O OO

d.h.

0
0
0

Na=t, A==t

16st Vt € R, d.h. die Vektoren ay, ds, ds sind l.a.

Lisst sich b = (é) als LK darstellen? Nein, denn. . .

)

11 2
011
1 01
2
1

1 1
0 1
0 -1 -1

11 2
011
000

0-AM+0-X4+0-X3=4 Widerspruch!

.. letzte Zeile bedeutet

Vorsicht: Keine “Ringoperationen” machen!

1
0
0

W DN —

SO OO IO orO
OO FREOIRFRO RO
|
—

29

15) -1
0 +

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.26)



oben: eindeutige Losung x1 = 1, x5 = 2, x3 = 3.
unten: wahle x3 =t € R beliebig, x9 =5 —t, 1 =t — 2, d.h. die allgemeine Losung wére

-2 1
r=|5 |+ |-1]t —zuviellll (5.27)
0 1

Erster Schritt war verboten!

inkl. Beispiele in V' = C(R): (i) e”,e”,sinh(z) la., (i) 1,e”,e” Lu.

5.3 Lineare Gleichungssysteme und allgemeiner Gauft-Algorithmus

Allgemein: a;, ds,. .., d,, beR™
j=1

heifit lineares Gleichungssystem (LGS) — m Gleichungen fiir n Unbekannte.
b = 0: homogenes LGS
b # 0: inhomogenes LGS

Andere Schreibweise fir LGS:

L(#) =1, (5.29)
wobei
L R* — R™
Ty n
5.30
F=| | = L@) =) (5.30)
Tn J=1

eine lineare Abbildung ist, denn offensichtlich gilt
L(AT + py) = AL(Z) + pL(y) . (5.31)
Die Mengen (fiir b # ()
L= {f e R"| L(7) = E} und Lo = {f e R"| L(7) = 6} (5.32)

heiffen Losungsmenge des inhomogenen bzw. des homogenen LGS.

Ubrigens: Wir nennen Ly auch ker L, den Kern von L.

Satz 9. Sei 57& 0, seien T, @ € Lo und i° € Ly, dann gilt:
(i) MZY + udh € LoV A\, p € R,
)yely; & 3Jreclymity=y’+a.
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Beweis:

(i) LT} + pZh) = AL(®) + pL(@5) =0+0
(i) “<™ L(§) = L(§? + &) = L( )+ L&) =b+0=0
“s? Fi= g — P, L&) = L) — L) =b—b=10 0

Bemerkung: Gilt auch alles fiir L : V' — W linear, mit beliebigen Vektorrdumen V' und
W (iiber demselben Koérper), denn V = R"™ und W = R™ wurde nicht benétigt.

Zur Losung: Bringe

(@ @ - a|b) (5.33)
auf Zeilenstufenform (ZSF)
B o« x x - % x| by \
00 MW % - x| by
0 0 0 W «x * x| b3 r Zeilen
: : IR : ~f 34
0 0O MW =« x| b, ) (5.34)
0 0 0| bri1
0 0 0 : m — r Zeilen
0 0 0/ b

Kennzeichen der ZSF:

1. M sind Zahlen # 0.

2. * sind irgendwelche Zahlen.

3. Links (und unterhalb) von B stehen nur Nullen.

4. Stufen von M zu M eine Zeile nach unten, mindestens eine Spalte nach rechts.
Losung des LGS:

1. Zeile der Form (0---0[b;) mit b; # 0 bedeutet: LGS hat keine Losung.

2. Spalten ohne B entsprechen frei wihlbaren Variablen (parametrisiere so die Losung).

3. Variablen, die Spalten mit B entsprechen, sind durch die Zeile, in der B steht, fest-
gelegt (von unten nach oben arbeiten).

Insbesondere hat das LGS mit ZSF

0 m o,

(mit n = m) eine eindeutige Losung.

Beispiele:
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1 2 11
00 2|4 (5.36)
00 0|2
hat keine Losung.
2.
1] 2 1|1
0 0 [2]l4 |, (5.37)
0 0 010
r3 =2, 19 =1t € R beliebig, x1 =1 — z3 — 2t = —1 — 2t, bzw.
1 -2
=10 |+ 1]¢t, teR (5.38)
2 0
3.
1] 2 11
0 (1] 2[4 ], (5.39)
0 0 [1]]o

x3=0,29=4—2x3 =4, v1 =1 — 2xy — x3 = —7 (eindeutig).

5.4 Unterrdume, Dimension und Basis

Definition: (Dimension)
Sei V' ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in V' heifst
Dimension von V', dim V.

Bemerkung: dimR"” =n
Beweis: Die kanonischen Einheitsvektoren

1 0 0
0 1 0
e=|0f,&a=|0|,..., &=|: (5.40)
: : 0
0 0 1
sind linear unabhéngig = dimR" > n.
Seinen ay, ds, ..., dy+1 € R". Bringe das LGS
(@ @ - G |0) (5.41)

auf Zeilenstufenform. Diese enthélt héchstens n B, da das LGS n Zeilen hat.
= Mindestens eine Variable bleibt frei wahlbar.
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= Es gibt nichttriviale Losungen, d.h. die Vektoren sind l.a.
Also ist dimR"™ < n + 1 und damit = n. ]

Definition: (Unterraum)

Sei V' Vektorraum iiber K. U heifst Unterraum von V', falls gilt:
Hhucv

(i) U ist ein Vektorraum (iiber K).

Bemerkungen:

1. Zu gegebenem U C V' ist lediglich zu priifen, ob aus @, beU , A € K, folgt,
dass auch @+ b und A\@ € U sind. (Rechenregeln erbt U von V.)

2. dimU < dimV
Beispiele:
1. U = {0} ist Unterraum, dim U = 0.

2. Die Losungsmenge Ly eines homogenen LGS, L(7) = 0, L : R® — R™, ist Unterraum
des R", denn offensichtlich

Lo=TkerL = {feR"\L(f) :6} CR", (5.42)

und Abgeschlossenheit folgt aus Satz 9 (i).
dim £y, = Anzahl der Spalten ohne B in ZSF.

Definitionen: (Lineare Hiille, Erzeugendensystem, Basis)
Sei V' ein Vekorraum iiber K und dy,...,d, € V.

1. Die Menge aller Linearkombinationen,

span (@, . .., ) = {:Ee VIZ=) Nd;, )€ K} : (5.43)

j=1
heiftt lineare Hiille (oder Aufspann) von @y, ..., @,.
2. Die Vektoren dy, ..., d, heifen Erzeugendensystem von V', falls gilt
span (dy,...,d,) =V . (5.44)

Wir sagen auch, sie spannen V' auf.

3. Sind die Vektoren dy, ..., a, l.u. und bilden ein Erzeugendensystem von V', so heiften
sie Basis von V.

Bemerkungen:
1. span (dy,...,d,) ist ein Unterraum von V.
2. Die Anzahl der Vektoren einer Basis von V ist gleich dim V.

Beispiele:
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1. Die Vektoren

a= (é) . b= (2) , @= (}) , (5.45)

spannen den R? auf, sind aber keine Basis, da @+ b= ¢

2. Die kanonischen Einheitsvektoren €; (s.0.), 7 = 1,...,n, mit Komponenten (€;); =
d;k, wobei
(1 fivj=k
O = {O sonst (5.46)

das Kronecker-Symbol ist, bilden eine Basis des R" (die kanonische Basis).

3. Die Vektoren

1 1 0
=11, m=[(0], #=[1], (5.47)
0 1 1

bilden eine Basis des R3.
4. {1} ist eine Basis von C als VR iiber C, d.h. dimC = 1.
5. {1,i} ist eine Basis von C als VR iiber R, d.h. dim C = 2.

Satz 10.
Seien dy, . ..,d, € R™. Die Dimension von span (dy, ..., a,) ist gleich der Anzahl der B in
der Zeilenstufenform von

(@ @ - @0). (5.48)
Bemerkung: Damit gilt dim £y + dim span (dy, ..., d,) = n.
Es gilt aukerdem  span (dy,...,d,) = im L, wobei

im L := {y € R" |37 € R" mit L(¥) = y} das Bild der linearen Abbildung L : R — R™,
L(7) = Z?Zl x;jd;, ist. Oben hatten wir bereits bemerkt, dass £y = ker L.
Analog gilt fiir eine beliebige lineare Abbildung L : V — W

dimker L + dimim L = dim V.

Beweisskizze: maximale Anzahl l: n
1. n B = Vektoren L.u. = dimspan (@i, ...,d,) =n

2. eine Spalte ohne B = Vektoren l.a. = dimspan (@, ...,d,) < n.
Lasse diese Spalte weg: restliche n — 1 Vektoren sind l.u.
= dimspan (dy,...,d,) =n — 1.

3. etc.
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5.5 Skalarprodukt und Norm

Wdh: Léange/Betrag eines Vektors aus R"™ und Skalarprodukt zweier Vektoren. Das moti-
viert die folgenden Definitionen. . .

Definition: (Norm)
Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung || - || : V' — R{ heift Norm,
wenn V@, b€ V und VA € R gilt:
(N1) ||d@| =0 <= d=0
(N2) Adl = Ial
(N3) |l@+ b|| < ||@|| + ||b]| (Dreiecksungleichung)
Definition: (Skalarprodukt)
Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung (-,-) : V' x V' — R heifst Skalarprodukt,
wenn Va,b,¢€ V und VA € R gilt:
(S1) (@, b> (b, @) (symmetrisch)?
(S2) (@, \b) = \(@, b)
(@, b+ = (@,b) + (@& (linear) B
(a,d) >0, wobei (d,d) =0 < ad=0 (positiv definit)
Satz 11. (Norm)
Sei V' ein Vektorraum tiber R. Jedes Skalarprodukt, (-,-) : V' xV — R induziert eine Norm,
|- : V = Ry, gegeben durch
lall -= /(@ a) . (5.49)

Beweis:
(N1) folgt aus (S3). Zu (N2):

IAdll = v/{Ad, Aa) (s: M, @) = VA & VA = [Alv/(@, @) = [All|]]

(5.50)
Fiir (N3) beweisen wir zunéchst:
Lemma 12. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Skalarprodukt und Norm erfillen
(@ b)] < [[alllloll Vv abeV. (CS)
Beweis: Fall b = 0 klar; also 57& 0:
0 < (@—A\b,d@— by = ||@||> + \2||b]|> — 2\(@, b) (5.51)

9Spiter werden wir auch Normen und Skalarprodukte fiir Vektorrdume iiber den komplexen Zahlen C
betrachten; dann muss lediglich (S1) modifiziert werden.
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((@5))*

0 < [|la|* +

_ 2(<6’ b>) _ ”C—L'HQ o (<C_i’ b>)

11>

11 el

-

2 -
& (@) <lalPw?

Damit (N3):
|a + bl* = (@+ b, + b) = ||all* + [1b]* + 2(a. b)

= N S\ 2
< > + 151 + 20l 1511 = (il + 151
(CS)

Beispiel: (kanonisches Skalarprodukt im R"™)

Fiir a, b € R™ definiert
(@ b) = a;b;
j=1

ein Skalarprodukt. Wir schreiben

@ b:=(a,b)

(bzw. auch @ = @ - b) und fiir die zugehérige Norm

Interpretation:

1. Norm/Betrag: Linge des Vektors
e R? Pythagoras

S\

a2
@ = af + a3

QY

a €y
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e R3 zweimal Pythagoras (Raumdiagonale)

To A
a
. 2 d* = ai + a3
a S22 2
|a| =d" +a;
2 2 2
= aj + a3 + az
\ 1
J 1
\
\\. a3
\
T3 ay

e R" analog (n — 1)-mal Pythagoras

2. Dreiecksungleichung

a+b

—

a

3. Winkel zwischen @ und b

e im R?%:

@ =p+q
W+ =b—al (5.57)
& h? + (|@) —p)? = (b—a)? (5.58)
o M+ aT 4+ R — 2pld| = PR+ @t —2ab | (—1) (5.59)
& |@||b] cos ¢ = ab (5.60)
cos p=p/|B|
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e im R"™: verlege Skizze in die Ebene, in der @ und b liegen

|@.5)]
) il

arccos < (@.b) ) als Winkel zwischen den Vektoren a, b betrachten.

e allgemein: (CS) stellt sicher, dass <1, d.h. wir kénnen immer

[EE
€ heifit Einheitsvektor, falls ||e]] = 1.
a,eec R |e] =1:
a - € ist die Projektion von @ auf die Richtung von €, denn

4.

™y

a-€e=/|d|cos¢
Allgemein fiir @, €V, ||e]| = 1:

Nenne (a, €) = ||@|| cos ¢ die Projektion von @ auf die Richtung von €.

Definition: (Orthogonalitéit)

Zwei Vektoren a, b € V heifen orthogonal zueinander, falls (d@, b) = 0.

Bemerkungen:
1. Fiir den Winkel zwischen den Vektoren gilt dann

¢ = arccos (II;?III;%H) = arccos(0) = T = 90°.

2. Aus Orthogonalitit folgt Lineare Unabhingigkeit (fiir Vektoren # 0)
Seinen @y, ...,a, € V, d; # 0, paarweise orthogonal, d.h. (@;,a;) =0V k # j:

0="> X\, (5.61)
j=1

=
0= {(ap, > Na; )= X\ (@ a@;) =\ || @l 5.62
<k;JJ> ;J(k ]> kaH ( )
J J =0k lldx|? >0
= M\N=0Vk=1,...,n, dh. die Vektoren sind l.u. O]

Definition: (ON-Basis)

Eine Basis, deren Elemente paarweise orthogonal sind, heifst Orthogonal-Basis. Sind die
Vektoren zusétzlich normiert, d.h. haben sie alle Norm 1, dann bilden sie eine Orthonormal-
Basis (ONB).

Kurz: {5j}j:1 aimy ONB < <c7],c?k) = 6jk \ 7, k= 1,... ,d1mV

.....
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Beispiele: Betrachte V = R? mit dem kanonischen Skalarprodukt:

. 1\ . 0\ .. : . 1 (1) -
l.éer = (O)’ €y = (1> bilden eine ONB, 2.4, = 5 (1) do

Basis-Entwicklung eines Vektors:
gegeben: @ € V und ONB {¢;} von V'
gesucht: @ als LK der ¢j, d.h.

n
= E : Aj€j
i=1

Losung: Bilde Skalarprodukt mit ¢,

(Cy, @) :<ck,2)\cj> Z)\ —)\k.

]k

Beispiel: b= (_3 ) mit Basen aus vorherigem Beispiel:

1

Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren:

gegeben: Basis {dy,...,d,} von V
gesucht: ON-Basis {¢1,...,6,} von V
& =
by = iy — (&1, o) & =
by = @5 — (71, 3)0) — (2, @3) ) & =
n—1
by = din — ) _(Cj, @n)C; G, =
j=1

Bemerkung: Sind die Start-Vektoren {d, ...,

vektor 0 (evt. mehrfach) — weglassen! = Die & # 0 bilden eine ONB von span(dj, . . .

Beispiel:
1 1
ai=\1], d=\|2], V' = lineare Hiille der beiden
0 0
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(5.63)

(5.64)

(5.65)
(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

d,} la. so ergibt sich irgendwann der Null-
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ONB beziiglich kanonischem Skalarprodukt:

L1y
& =—= ,
V2 \g
1 1 —1
- 3 1 1
b= (2] - = . —(1]=={1], 5.71

SR
2 — \/§ 0 .
5.6 Kreuzprodukt und Spatprodukt im R?

Definition: (Kreuzprodukt)
Fiir @,b € R? definieren wir das Kreuzprodukt (oder Vektorprodukt) durch

B a, by asbz — azby
axb= as | X [ by | := CL3b1 — Cllbg . (572)
as b3 a1by — asby
Satz 13. (Eigenschaften von Xx)
a,b,ceR* A eR:
(i) Axb=—bxa (antikommutativ)
(ii) ix(b+d=axb+axé (Distributivgesetz)
(iii) M@ x b) = (A\@) x b=a x (\b)
(iv) |@ x b| = Fliche des von @ und b
aufgespannten Parallelogramms
(v) @ x b ist orthogonal zu @ und zu b

(bzgl. des kanonischen Skalarprodukts)
(vi) falls @x b # 0, bilden @, b und @ X b ein Rechtssystem  (rechte Hand-Regel)
Bemerkung: (ii) & (iii): Linearitéat
Beweis:

(i) klar 1t. Def. (vertausche b; und a;)
ibrigens: = a@x a =0
(ii) & (iii) explizit nachrechnen
(iv) Flache:
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— |k
— |d|[7/sin ¢

= |a@]|b]\/1 — cos? ¢

= \/lal?|b[> — |ab]?

b
h
¢>\ [
a
einerseits:
(d X _')2 = (0263)2 + (a3b2)2 — 2@2[)2@363

+ (asby)? + (a1bs)® — 2asbsarby
+ (a1b2)2 + ((12b1)2 - 2a1b1a2b2

andererseits:

@b — (@b)? = (a3 + a2 + a§>(b2 + 024 12) —

—yb/[+ abs + aib;
+ a2b2 +%Kj+ asb3

+a3 2b2+%b/f

212 2 2

— 2@2[)2@3()3 — 2@3()3(11()1 — 2(11()1@2()2

also F = |@ x b|

(v)

(a1b1 + a2b2 -+ CL3b3)2

6(6 X g) 1@2[)3 — a1a362 + CL26L3b1 - a2a1b3 + agalbg - agagbl =0
b(@ x b) = —b(b x @) =

(vi) Zunichst iiberpriifen wir: €; X €3 = €3
(sowie €3 X €3 =€) und €3 X €] = €5)

Allgemein:
Nenne die Richtung von @ die x;-Richtung,

bilde @ x b = @ x (6— m;“i),

jal |al

VS
nenne z2-Richtung

dann zeigt a@ x b wieder in x3-Richtung.
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Definition: (Spatprodukt)
Die Abbildung |-, -, -| : R? x R? x R® — R,

, 5,4 —@xb)-¢ (5.77)

heifst Spatprodukt.

Eigenschaften:
1. a,b,c": b,c,a| =|c a,b
2. |b,d,c| =—a,b,c

3. Der Betrag von ‘d’,g,c" ist
gleich dem Volumen des, von

den Vektoren aufgespannten,
Parallelepipeds bzw. Spats.

ISI

Beweis:

1. explizit nachrechnen

2. folgtausgxﬁz—cfxg
ab'H a><b| E]COS¢ Vv

Grundﬂache Hohe

5.7 Geraden und Ebenen

Geraden:

(i) gegeben: Punkt p; € R™ und Richtung v € R",
g={7eR"|Z=p,+vt, teR} (5.78)
(ii) gegeben: zwei Punkte p;, ps € R™,
(iii) speziell im R?
gegeben: Punkt p) und Normalenrichtung 7 (kurz: 71g)
g={ZeR*|(T—p1)i =0}
={TeR’|TA=a, a=pi} .

o

(5.80)

e parameterfreie Darstellung
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e Falls |7i] = 1, dann ist || der Abstand der Gerade vom Ursprung.

Ebenen:

(i) gegeben: Punkt p; € R™ und 2 Richtungen ¢, @ € R™ lL.u.,
E={7eR"|Z=p)+0s+wt, s,t € R} (5.81)
(ii) gegeben: zwei Punkte pj, p» € R™ und eine Richtung v € R™ mit py — py, v L.u.,
E={ZeR"|Z=7p\+ (p —p1)s+ut, s,t € R} (5.82)
(iii) gegeben: drei Punkte pi, pa, p3 € R™ mit py — py, ps — pp Lu.,
E={ZeR"|Z=p1+ (p» —p1)s+ (ps —p1)t, s.t € R} (5.83)

(iv) speziell im R?
gegeben: Punkt p; und n L F,

E={ZeR®|(Z—-p)i=0}

5.84
:{fERB\fﬁ:&,a:ﬁlﬁ}. (5:84)

e parameterfreie Darstellung
e Falls |7i] = 1, dann ist || der Abstand der Ebene vom Ursprung.
e Darstellung heifst Hessesche Normalform, falls |77 = 1 und 7 so, dass a > 0.

Geraden im R3: Schnitte zweier nicht paralleler Ebenen, z.B. parameterfreie Darstellung,
g:{f€R3|fﬁ1:O[1, fﬁzz&g} s (585)

mit ny, 1y Lu.
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5.8 Kurven und Spezielle Koordinatensysteme

Polarkoordinaten im R?:

g x

7 = (y) € R? lisst sich auch durch Radi- A

us r € [0,00) (Abstand zum Ursprung) und €s
Winkel ¢ € [0,27) charakterisieren,
€,
T:\/x2+y27 (586) y _______________ \
¢ = arctan ¥  (Zweig beachten) . . z :
Umgekehrt: 0] :
x -
r=rcos¢, y=rsing (5.87)
Bemerkung: Fiir (0, 0) ist ¢ nicht defniniert.
Einheitsvektoren (an jedem Punkt — mitgefiihrtes Koordinatensystem):
, _ [cos¢ L [—sing
= (sin (b) G ( cos ¢ ) (5.88)
mit
> 12 2 .2 > 12
€ =cos"p+sin“p=1, |ey =1,
€| ¢ ¢ €] (5.80)

€ - €y = cos p(—sin¢g) +singcosp =0,

7= (T o ¢> =ré, (5.90)

rsin ¢

also ONB, und

Definition: (Kurven im R")
Eine Abbildung

(5.91)

heifft Kurve im R".

Die (Momentan-)Geschwindigkeit (entlang der Kurve) ist die (komponentenweise) Ablei-
tung nach ¢,
Ty
Ity ==zt) =] : |. (5.92)

Analog: Beschleunigung Z(t) = g—;f(t).
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Beispiele:

1.
Z(t) = 2o + vt Ty, U € R? fest
;( ) L (5.93)
= Z(t) =7, Z(t) =0
(Gerade, gleichformige Bewegung)
2.
Z(t) = L a € R? fest
A (5.9
= Z(t) = at, T(t)=d

(Gerade, gleichférmig beschleunigte Bewegung)
3. Kurve im R? gegeben durch r(¢) und ¢(t):

L (r(t)cos (6(1))
x(t)-( ; ) (5.95)

Geschwindigkeit:
oo () cos (¢(t)) —r(t)sin (o(t)) (1)
t)y=1. "
7 (t) sin (@(t)) + r(t) cos (o(t)) ¢(t)
. cos (¢(t)) () d —sin (¢(t)) (5.96)
=50 (G (¢<t>)> w0 (o (6(1)) )

r(t) =R, w,R fest
Z(t) =08 + Rwéy  (bzw. Eyrmut) (5.97)

(Kreis, mit Winkelgeschwindigkeit w durchlaufen)
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Kugelkoordinaten im R3: o N
7= (y> € R? liisst sich durch Radius
r = |Z| und zwei Winkel, # und ¢, cha- P
rakterisieren, T !
x rsinf cos ¢ 0 :
= |y | =|rsinfsing | , (5.98) !
z rcosf ) ; ! -
¢ rsin | L7
€ [0,), 6 € [0,7|, ¢ € [0,27). v
A _______2
Umgekehrt:
r=+z2+y%+ 22,
¢ = arctan ¥ (Zweig beachten!) , (5.99)
0 = arccos ——~— (da Z = cos?0).

/:v2+y2+z2
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6 Matrizen und Determinanten

6.1 Matrizen

Definition: Eine m x n-Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenschema,

11 A12 Q1n
Q21 Q22 -+  Q2n

A=| T . (6.1)
Amy; Q2 - Amn

mit m Zeilen und n Spalten. Die a;; € R (oder € C) heifen Elemente (oder Komponenten)
der Matrix. Wir schreiben

und sagen A € R™*" (bzw. A € C™*™).
Bemerkungen:

1. Vektoren € R™ lassen sich als Matrizen auffassen, entweder als Spaltenvektor,

T
2 err, (6.3)
Tn
oder als Zeilenvektor,
(z1, 9, ..., 2,) € RP™, (6.4)

2. Die Addition zweier Matrizen gleichen Typs definieren wir komponentenweise,

A= (ay), B=(by)
C=A+B mit C=(¢;), cj=ay+Dbj,

(; 421) " (? g) - (160 182) - (6.6)

3. Ebenso die Multiplikation mit Skalaren,

(6.5)

A= (aij) , AeR
D=MXA mit D= (dU) , dz‘j = )\az‘j s

(-6
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4. Damit wird R™*™ Vektorraum iiber R mit den tiblichen Rechenregeln und Dimension
dim R™*"™ = mn.
Neutrales Element der Addition bzw. “Nullvektor” ist die Nullmatrix:
0 --- 0
o=1: . ]. (6.9)
0 --- 0

Definition: Fiir zwei Matrizen A = (a;;) € R™* und B = (b;;) € R™" definieren wir das
Matrixprodukt durch

¢
C=AB mit C=(¢j), c¢y= Zaikbkj ; (6.10)
k=1

kurz: Zeile mal Spalte.
Bemerkung: Ebenso wird fiir A € C™*‘ und B € C**" das Produkt AB € C™*" definiert.

Beispiel:
1 400
A:(éfiﬁeR“& B=1051 0] eR¥
06 01 (6.11)
(132 23 s
AB(O 5 1 O) R
zum Rechnen:
1400
0510
0 6 01
1 2 3 1 32 2 3 (6.12)
01 0 0 10

BA ist hier gar nicht definiert!
Bemerkungen:

1. Ist zB. A € R*3 und B € R3*? so existieren zwar sowohl AB als auch BA, haben
aber unterschiedliche Form: AB € R?*2 BA € R3*3,

2. Sind A und B quadratisch, so gilt i.A. trotzdem AB # BA (nichtkommutativ), z.B.
<1 o> <0 1) _.(0 1)
02)\10)7\20)
(6.13)
01 I 0y (0 2
10 02/ \1 0/)"
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10 0
=%t e (6.14)
o 0
0 0 1

heiftt Einheitsmatrix, mit Elementen

I=(6j), Sjp = {é fuZojns:t K , (Kronecker-0) (6.15)

Fiir jede quadratische Matrix A = (a;;) € R™" (oder € C™*") gilt
Al =TA=A, (6.16)

denn, z.B. mit C' = (¢;;) = Al,

Cij = Zaikékj = Q5 . (6.17)
k

Rechenregeln:

1. (A + A)B=AB+ AyB
A(By + By) = ABy + ABs

2. M(AB) = (\A)B = A(AB)
3. A(BC) = (AB)C

wobei A € R, alles andere Matrizen, Typen so, dass alle Produkte definiert.
Beweis: Nachrechnen.

Definition: Sei A = (a;;) € R™*". Die Matrix A" = (a;) € R™ mit Elementen

ij
heiftt Transponierte von A.

Beispiele:
T 1
1 2 1 3 - T
(3 4) :(z 4)7 T (2] =02 =028 (6.19)

Rechenregeln: (A € R, A, B Matrizen — so, dass AB definiert)
1. (A+B)T = AT + BT
2. (ANA)T = AT
3. (AT)YT = A
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4. (AB)T = BT AT denn, mit C' = AB
=cji = Z ajrbri = Z %bﬁ = Z Zkak] : (6.20)

also CT = BT AT, O
Anwendung (Matrixprodukt): Lineare Gleichungssysteme.

1121 + aj9ro + ...+ ATy = bl

a211 + 299 4+ ...+ aonLy — bg

(6.21)

Am1Z1 + Q2% + ...+ ATy = bm

ist dquivalent zu .
AZ =b (6.22)

mit A = (a;;) € R™", 7 = <$1) € R" bzw. € R und b = < b; ) e R™

(vgl. Kurzschreibweise fiir LGxSn). "

Spezialfall: A € R™*", Z, b € R quadratisches LGS (n Gleichungen fiir n Unbekannte),
AT =0 (6.23)

Jetzt ware es schon, wenn wir durch A “teilen” konnten, um ' zu bekommen.

Definition: Sei A € R™". Wir nennen A~! die zu A inverse Matrix, falls gilt

ATA=T und AA'=1T. (6.24)

Bemerkungen:

1. Nicht alle Matrizen sind invertierbar, z.B.

A= (8 (1)) = A? = <8 8) : (6.25)

Annahme: 3 B € R**? mit

BA=1 |- A von rechts
B A? = A Widerspruch! (6.26)
N~

=0

2. Falls existent, so ist Inverse eindeutig bestimmt, denn:
Annahme: BA =1 und AC = 1. (z.z.. B=C)

B = BI = B(AC) = (BA)C =IC =C O (6.27)

3. quadratisches LGS A% = b, A invertierbar = # = A~1b, eindeutig!
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Berechnung: A € R"*" betrachte
AX =1

falls 16sbar, dann X = A~!. Spaltenweise:

d.h. Z; = i-te Spalte von X. Es gilt

AX = (AZy, ..., AZ,) = (61, ...,E,)

d.h. wir 16sen simultan die n LGSe AZ; = €;. Praktisch: Gauf-Algorithmus

(A1)
(1147
Beispiel:
a b
2= (2 3)
a b 1 0 ¢ | Va
(c d ’ 0 1> s
1 2 10
(O adgbc _5 1) ‘ ) ada—bc
12 1 0 ) +
(0 1 B adibc adibc j 73
be b
1 0 % + a(ad—bc)  ad—bc
0 1 _adibc adgbc
1+ be _lad—bc%—bc_ d
a alad—bc) a ad—bc  ad—bc
also | p )
-1 _ — _
A _ad—bc(—c a)’ falls ad — bc # 0.

Wir nennen die Zahl

det A = det (a b) — ad — be
c d

die Determinante von A.

Sie bestimmt, ob A invertierbar ist (det A # 0) oder nicht (det A = 0).
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6.2 Determinanten

a b aq b1 0
det (al b1> = albg — CLle = a9 X b2 = 0
2 2 0 0 a1b2 — Clgbl

3
ist also Flidche (mit Vorzeichen) des, von den Vektoren

= (o) 7= ) <®
Q9 bQ

aufgespannten, Parallelogramms (vgl. Kreuzprodukt). Vorzeichen:

dor (g 1) =1 den (aF) = et (fa)

Verallgemeinerung auf hohere Dimension? Suche Abbildung
det : R™" — R, (6.37)
die das Volumen des, von den Spaltenvektoren der Matrix aufgespannten Parallelepipeds

liefert (mit Orientierung, d.h. VZ) = Gewiinschte Eigenschaften:
(i) Linearitdt in jeder Spalte, insbesondere
det(617...,A6j,...76n) :/\det(&’l,...,d’j,...,d'n) \V/j = 17...,71
(ii) Normierung
det I =det(éy,...6,) =1
(Volumen des n-dimensionalen Einheitswiirfels: 1-1---1=1"=1)
(iii) Alternierend, d.h. wechselt das Vorzeichen, wenn wir zwei Spalten vertauschen.
Folgerungen:
(i) =

a1 -0 Qi

n
det A = det Z Ojl...jnajﬂajﬂ o Qhan

An1 e Apn JLsees Jn=1

(Jeder Summand enthélt genau ein Element aus jeder Spalte.)

det [ = 0123.”" =1 (638)
det(gjl’ SR 7€Jn) = le---jn (6'39)
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vertausche zwei Spalten

C-~~jk~~~jl~~- = det( .. ,ejk, ey ejl, .. )

= — det( ey Gy Cpy ) == _C]ljk

(6.40)

Sind nun zwei der Indizes gleich (also j; = j, [ # k), dann ist das zugehorige C' Null,
d.h. jeder Summand enthélt jetzt genau ein Element aus jeder Spalte und jeder Zeile.
Weiter folgt mit j; # jj,: Betrége aller C}, ;. sind gleich (= 1).

Damit sind alle C' festgelegt!

Beispiele:

o n =2 Ci1=Cyp=0, Ca=1 0y =-1 (passt,s.0.)

e n=3
Ciag =1 vertausche 1. und 2. Index
Co3 = —1 vertausche 2. und 3. Index
Coz1 =1 ete. (6.41)
Cso1 = —1
C12 =1
Cizp = —1

Damit erhalten wir tatsidchlich das Spatprodukt, denn

det <a, g, 5) = a1b203 — &2[)103 + ClgbgCl — &3[)201 + a3b102 — a1b302

agbg — CL3b2 C1
= lasbi—aibs |- || =
a by — ashy C3

=axb

a, 5,5‘ : (6.42)

Mit etwas Indexgymnastik ergeben sich folgende weitere
Eigenschaften der Determinante:

1. det AT = det A

2. fiir (obere) Dreiecksmatrizen: Produkt der Diagonalelemente

a1 *
det e = Q11092 " App (643)
0 Qnn

3. Spalten oder Zeilen vertauschen: Faktor (—1)
insbesondere: Sind zwei Spalten (Zeilen) gleich, so verschwindet die Determinante.
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4. det ist linear in jeder Zeile und Spalte, vgl. Forderung (i), insbesondere

det (al,...,ajJrE,...,an) = det (@1, ..., G;,. .., d) + det (al,...,z?,...,an) .
(6.44)
Ebenso fir Zeilen.

5. Vielfaches einer Spalte (Zeile) zu einer anderen: det invariant, denn (4. mit b= Ay,

k#7)
det(&’l,...,d’j+A6k,...,6n) :det(&’l,...,d’j,...,d’n)
+)\det(a1,..., & ,...,an). (6.45)
j-te Spalte
=0, daady d;;pelt vorkommt
also Gauf (ohne Durchmultiplizieren)
Beispiel:
1 11 —1
A= (—1 2 3) ;‘+
1 15 +
11 1 (6.46)
0 3 4
0 0 4

dh.detA=1-3-4=12.

6. det A #0
& Spalten von A sind lLu. (ebenso Zeilen)
& A invertierbar
& LGS AZ = b hat fiir jedes b eine eindeutige Losung, ndmlich 7 = A
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Satz 14. (Determinantenmultiplikationssatz)
Seien A, B € R™*" (oder € C"*"). Dann gilt

det(AB) =det A-det B. (6.47)

Beweis:
- - - - - bi;
det(AB) = det(Aby, ..., Ab,), wobei B = (by,....b,) = (b;), d.h.b; = < : )

n n
= det ( Z C_’:ilbilla ce Z &’znbznn) s wobeil A = (61, ce a,L)

i1=1 in=1
n
_ E bi11 ce bznn Elet (aila o ,(IZ’TLZ (648)
i1,0yin=1 =C det A

i1..in

=det A Z b@'11 s binn Cz‘lu.in

Bemerkung: Damit gilt auch (falls A invertierbar)

1
det A== —— 6.49
¢ det A’ (6.49)

denn det A-det A~ = det(AA™) =det I = 1.

Satz 15. (Laplacescher Entwicklungssatz)
Sei A = (ay;) € R™". Die Matriz A;; € R"=9*0=1 entstehe aus A durch Streichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Es qult:

det A = Z(—l)iJ’jaij det A;; (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
i=1

n (6.50)
- Z(—l)”jaij det A;; (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
7j=1
(folgt unmittelbar aus der Definition der Determinante)
Bemerkungen:
1. Vorzeichen sind schachbrettartig verteilt:

+ - +
— _'_ —
+ - + (6.51)
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2. Vor allem sinnvoll, fiir Zeilen (Spalten) mit vielen Nullen.

Beispiel:

1 2 3
det 4 5 6] =1det 5 0 — 4 det 23 + 7det 23
789 8 9 8 9 5 6

(Entwicklung nach der 1. Spalte)

2 3 1 3 1 2
= —4det (8 9>+5det (7 9)—6det (7 8)

(Entwicklung nach der 2. Zeile)
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7 Komplexe Zahlen

Fiihre eine Zahl i ein, mit

bzw. auch i = v/—1. Komplexe Zahlen
C={z=z+iy|z,y € R} (7.2)
Rechnen wie mit reellen Zahlen, d.h. z; = z; +1iy;, z;,y; € R,

21+ 2z = x1 + 1y + 29 + 1Yo
= (z1+ 22) +1i(y1 + ¥2)

21+ 29 = (1 +iy1) (22 + iys) (7.3)
= 1129 + iT1Ys + Y122 + 2Y102
= (2129 — Y1y2) + i(T1Y2 + y172)

Z = x — iy heift komplex konjugiert zu z = x + iy. Es folgt
Z1Zg = 21 22, (74)

und insbesondere 2” = z" (n € Np).
(C, +,-) ist ein Korper mit
neutralem Element der Addition: 0 = 0 + i0

neutralem Element der Multiplikation: 1 = 1 +i0

additiv Inversem (zu z = x + iy, v,y € R): —2 = —z — iy

multiplikativ Inversem (zu z # 0, z = x + iy, =,y € R):

1 = . .
l=2 = i_ = x i — = ) (insbesondere: it=1= —i).
z 2z (r+4iy)(r—1iy) 2?2+ y? L
(7.5)
Wir nennen =z € R Realteil und y € R Imaginérteil von z = x + iy und schreiben
Rez =z, Imz=y (7.6)
Offensichtlich gilt
z2+7z Z—Z
= I = :
Re z 5 mz 5 (7.7)
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Anschaulich: z=x+1y
Gauftsche Zahlenebene Y
2]
¢ _ -
: Rez
|
l
--------- "
Z=r—1y
Polardarstellung: Charakterisiere z durch Betrag und Argument (Phase)
r=|z| =V2z = \/a? + y? (7.8)
¢ =argz € [0,2m) '
arg z = arctan ¥ (Zweig!)
Damit 27! = ﬁ und z = rcos ¢ + irsin ¢.
z
Einheitskreis: {z = cos¢ +isin¢|¢ € [0,27)},
denn | cos ¢ + isin ¢|> = cos? ¢ + sin® ¢ = 1.
7.1 Komplexe e-Funktion
Behauptung: e = cos¢ +ising, V ¢ € R, (vgl. Prolog)
wobei die komplexe e-Funktion iiber die bekannte Reihe definiert wird,
zZ . C Zn
e .—Zon!, z€C (7.9)
6 0 1n¢n
¢ = Z n!
n=0
_ i i2n ¢2n + i 12n+1 ¢2n+1
“— (2n)! c~ (2n+ 1)! (7.10)
= (—1)" — (=1)"i
— Z ((Qn;' ¢2n + (én ﬁ 1)'¢2n+1
n=0 ’ n=0 ’
=cos¢+ising. 0]



Damit nochmal Polardarstellung: z = re'® = |z|e'®8%,

Definieren wir auch sin z und cos z fiir z € C durch die Reihen, so gilt auch

e = cosz +isinz VzeC. (7.11)

Rechnung genau gleich wie (7.10)

Eigenschaften: (fiir ¢ € R und z,w € C)

L e’ =1
2. ¥ ="t
3. ¢ = ¢7, insbesondere e = ¢~1¢
4. arge'® = ¢ (bis auf Vielfache von 27)
D. cosz:ﬂ sinz:ﬂ
2 ’ 2i
Beispiele:
1. Moivre-Formel
(cos @ + isin@)" = cos(ng) + isin(ne), VoeR, VneN (7.12)

denn e"? = ()"

2. Additionstheoreme (frither geometrisch bewiesen) lassen sich nun direkt nachrechnen,

z.B. (z,w € C)

eiz o e—iz eiw 4 e iw N el? L e iz glw _ g—iw
2i 2 2 2i

sin z cosw + cos z sinw =

_ i ei(z+w) + ei(zf'w) . ei(ferw) . ei(fsz)
4
+ ei(z+w) _ ei(z—w) + ei(—z—l—w) . ei(—z—w)} (713)
ei(z+w) _ e—i(z—i—w)
2i

= sin(w + 2) .
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sin(vzx) = ImZei” =Im —1_ (x # 27k, k € Z)
ell‘ —

=Im - - = =
el (e‘i — e_‘i) 21
7.14
50 (%510) T
= Ime'" -
sin (%)
i
sin (2o
—sin () 222 0)
S1n (5)
Einheitswurzeln. Gesucht sind alle Losungen z € C von 2" = 1.
Ansatz: z = el® = 27 = "0 L1 & no =21, v € Z
. 2
= Loésungen: ¢, = —v, v=0,1,...,n—1 (7.15)
n
@® 2. Einheitswurzeln
() 3. Einheitswurzeln
Q 4. Einheitswurzeln
Q 8. Einheitswurzeln
n-te Wurzeln aus w € C:
2" =w = |wle
z= |wlen T v =0,1,...,n—1. (7.16)

Beispiel Vi i=el2

s ST s ;5T . .
zo=¢'s und 2z = 's 7 =7 erfiillen 27 = i.
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ARe 2z

7.2 C", C"™" und Verwandtes 3

C als Vektorraum iiber R:
Dimension 2, Basis {1,i}, isomorph!® zu R?
(Gaufsche Zahlenebene);

analog ist z.B. C? iiber R isomorph!® zu R*,

8y

z.B.
- 21 o 1 + 27, 2
_<>_( . )GC (7.17)

Mit dem Zeichnen der 4. Achse, Im 25, tue ich 1
mich etwas schwer. . .

Weiter sind z.B.

Lu. in C? als VR iiber R, aber
l.a. in C? als VR iiber C.

Komplexe Vektorraume: Vektorraume iiber dem Koérper C
Alles wie bei reellen Vektorraumen, mit einer Ausnahme:
Skalarprodukte, V' x V' — C, miissen

81" (Zd) = (4, 2)
erfiillen.
Wegen (S2), (Z, \if) = \(Z, @), folgt

Beispiel: V = C" iiber C

21 wq

Y
I

, w=|] : , zj,w; € C

Zn Wn,

104s0morph heift hier: es gibt eine lineare bijektive Abbildung, z.B.

Rez;
C? 5 (Zl> R R?,
29 Re zo

Im Z9

die die Vektorraumstruktur erhélt.
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Kanonisches Skalarprodukt:

3

(Z,0) =7 W= Y Zjwj
j=1
mittlerer Ausdruck in Matrixschreibweise
Zugehorige Norm:
— —»T—»
IZIl=1Z=VZ Zz
Beispiele:
1 3 3
< o I >:(1,—i,1—i) 5
141 1+1 1+1

=3—5i+ (1 —i)(1+i)=5—5i
—

=2

‘(131)‘:\/(1—1)(1“”4:\/6

Matrizen mit komplexen Eintrigen: A = (aj;) € C™*".
Komplex konjugierte Matrix:

A= (aj), B=AB.

Alles wie gehabt, z.B. Determinanten,

241 1430\ . B .
det< 4 2—1)_4+1_<41_12)_17_41
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8 Integration

Definition: Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R. Eine diffbare Funktion F' : [ —
R heift Stammfunktion von f, falls gilt F'(x) = f(z) V z € I.

Bemerkung: Ist F' Stammfunktion von f, so auch F mit F(z) = F(z)+c fiir jedes ¢ € R,
denn

Fl(z) = (F(z)+¢) =F'(z)=f. (8.1)
So erhalten wir alle Stammfunktionen von f, denn, sind F und G Stammfunktionen, so
gilt
(F(z) = G(x)) = F'(x) = G'(x) = f(z) - f(x) =0, (8.2)
d.h. F(z) — G(x) ist konstant.
(Nur konstante Funktionen haben Ableitung = 0:
gx)=0vVzel
= ¢ ist monoton wachsend und fallend V z € I
= ¢ ist konstant.)

Fliche unter Funktionsgraph: Sei I C R ein Intervall, a,b € I, a < b, f : I — R stetig
auf I und f(x) > 0V z € I. Wir bezeichen den Fliacheninhalt der Fliche, begrenzt durch
den Graph von f, die z-Achse und die senkrechten Geraden x = a und x = b, mit

/a " Ha)de (8.3)

/\//

/ab f(z)dz

ot
a b X
Behauptung: (Hauptsatz der Differential- Integralrechung)
F(z) = / f(t)de (8.4)
ist Stammfunktion von f V z € I, d.h.
= [ swa= s 5)
dx /, B '
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Beweisidee:

F'(z) = lim Fle+h) - = lim — /

h—0 h h—0 h

e

>
a x & x+h
Da f stetig, existiert sicher ein & € [z, z + h], so dass

x+h
/ f(tydt = h £(€).

Damit gilt
Fl(z) = lim f(§) = f(lim &) = f(x)

h—0 h—0

Berechnung von Integralen: Nun gilt!!

/f@Nm=ﬂ®—Fm%

wobei F' eine beliebige Stammfunktion von f ist, denn:

Sei F' eine beliebige Stammfunktion von f, so existiert ein ¢ € R mit

/\_/ /
x

(8.6)

(8.10)

HWenn wir vorher prizise definiert hiitten, was ein Integral eigentlich ist, dann wiirden wir diese Formel

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung nennen.
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Beispiel: « € R

s

/Oa sin(az) dz = ~ cos(az)

a

a _ (_Cos(w)) B (_cos(0)> _2

Bemerkung: Wir schreiben auch (unbestimmtes Integral)

/f(x) de =F(z) falls  F'(z) = f(x).
Beispiele:
l,n—i—l
1 "dx = -1
/x dx s n #
2 dz = logx

Eigenschaften des Integrals: (f, g stiickweise stetig und beschréankt, b > a)
(i) Linearitét:

b b b
[ @) +ug@lac=a [@aep [Cg@ar,  aper

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)

Zunéchst nur fiir nicht-negative Integranden, d.h. f(z),g(x) > 0 Vz € [a,b] und
A i > 0, aber wenn wir Fldchen unter der z-Achse einen negativen Fldcheninhalt

zuordnen,

[rwnar=- [ swar,

dann diirfen f, g sowie A, u beliebiges Vorzeichen haben.

A

(ii) Stiickweise integrieren: (dann ist uns auch egal, ob f in ¢ unstetig ist)

/f dx—/f d:c+/f

(8.16)

(8.17)



Zunéchst nur fiir ¢ € [a, b], aber wenn wir festlegen, dass

/baf(x) dz = — /abf(x) do (8.18)

dann kénnen wir auch ¢ auerhalb [a, b] zulassen (falls beide Integrale auf der rechten

Seite existieren).
b
[ raas

b b
f(z) < g(x) V€ la,b = / f(z)de < / g(x)dx. (8.20)

(iii) Fiir Abschitzungen:

b
< / F(2)] dz, (8.19)

vgl. Skizze unter (i), sowie

8.1 Uneigentliche Integrale

Wir definieren

/OO flz)da = bli)m bf(x) dz (8.21)

falls fab ... fiir beliebig grofe b existiert.
Analog fiir lin}) f(z) = fo00, a < b:
T—

/abf(x) dz := lim /ay f(z)dz (8.22)

y—b—
Beispiele
1. , ,
> 1 1 1 1
/ —dz=lim [ —dzr= lim [——] = lim (—— + 1) =1 (8.23)
1 T b—oo [1 X b—o0 |, b—o0 b
—_——
- — 1
2.

1
—=2-0=2 (8.24)
0

1 1
_— — _— -9
/o \/de< le(I)l/y \/de> N

Bemerkung: Falls uneigentlich an mehreren Stellen, miissen wir die Limites unabhéngig
bilden diirfen, z.B.
1 - 1
d Yd d
L 4 lim (/ =4 / —x) (8.25)
1z y—0+ -1 T y T
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Linke Seite existiert nicht,

Udx . b dx . Y
— = lim — 4+ lim —
1 x b—=0—J_1 T a—0+ [ @
b 1
+ lim [logm]
—1 a

= Jim | log|s]
Jim | log || lim

a

= lim log|b] — lim 1
g g b= i, Tog e

4

:‘_OO_FOO”

, “Ydx Vdx ,
lim —+ [ — ) = lim [ log|z|
y=0+ \J_, = , T y—0+

= Jim, (logy —logy) =0

wohingegen

-y
+ logx
-1

1
y)
Ubrigens: (log |z|)’ = 1, denn (Kettenregel)

toglal = {1987 720 oy = L) v
= log(~2), z<0 BV T 5=, 2 <0

8.2 Integrationstechniken

Satz 16. (Partielle Integration)
Seien f und g stetig auf [a,b] und stetig diffbar auf (a,b), dann gilt

b b b
| 1@ ds = o] - [ f@)g@
Beweis: Wegen (fg) = f'g+ fg' gilt

b

[ 1#@9@) + f@) g @) do = f(2) g(2)

a

abziehen = Beh.
Beispiele:

1.

/xcosxdx:xsinx—/l~sinxdx
f! f ! f

g g g
= xsinx + cosz
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f(z)g
b b
_ / F(@) gla) de + / f(@)d(z)de O

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

(8.30)

(8.31)



/logxdx:/l-logxdx

1
:xlogx—/x—dx
x

=xlogr —x

(8.32)

Analog:

1
arcsinx dx = x arcsin . — /x— dx
/ V1—a? (8.33)
= garcsinx + V1 — 22

Uneigentliche Integrale zunéchst iibersprungen

/sin2xdx:—sinx cosx+/cos2x,dx

= —sinx cos:v+/(1 —sin’z),dx

(8.34)
= —sinx cosx+:c—/sin2:cda:
T 1 .
= — — —sinx cosx
2 2

Satz 17. (Integralrestglied fiir Taylor)
Sei f n+ 1-mal stetig diffbar auf (a,b), dann gilt

L) (2 @ )
HOEDY LA )(x —zp)’ = l/ FD@) (- )™ dt, (8.35)

V! n! Ju
wobei x,xy € (a,b).

Beweis: (vollstandige Induktion)
n = 0:

f(x) = flzo) = /x f'()ydt ok (8.36)
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"L F) (zg (1) (1, .
= ) = S P w —a - LS oy

1 ! n+1 n f(n+1)(x )
e xof(ﬂ(t)(x—t) dt — o )0
1 n+1 (ZE — t)nJrl e n+2) L — t)n+1 f(nJrl) (ZL’ ) n+1
= 0 (F5 ) | e () e e -

f(”+1)(900)
(D)1

_ n " 1 / f n+2 o t)n-‘rl dt

([E o Io)n+1

txo

(z—x0)t1

(8.37)

Satz 18. (Substitutionsregel)
Sei [ stetig auf I und g : [a,b] — J C I stetig diffbar, dann gilt

/ (g t)dt = " fz)da. (8.38)

g(a)

Beweis: Sei F' Stammfunktion von f,

/ f@)de = F@)|

= F(g(b)) = F(g(a))
o LR = Flo) g(t) = Fla(®) g (1)

g(a)
dt
b
/ flg@®) g'(t)dt = F(g(t))| = F(g(b)) — F(g(a)) O (8.39)

Beispiele:
1.

g ., . 1 _
/g(t) at =loglg()|,  mit f(x) = Flx) = log]z (8.40)

z.B.

/tanxdx:/smmdx:—log|cosx|, mit g(z) = cosz,
cos

10 dzx
= loglogx
. xlogx

10 (8.41)

= loglog 10, mit g(x) =logx,

e
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2. n#—1:
. n . dt
sin" x cosx ,dx sinx =t, cosxdr=dt — =CosT

dx
_ /t” it — o sin™t(z)

n+1 - n-+1
/ sin? z dx
0
dt dt dt

sinx =1, cosxdr=dt, dx= = =

cost /1 _—sin2zr V1I—1t> (8.43)

) (8.42)

sin 7=0

+

sin 0=0

t2
-

dt =07

Vorsicht: sin® z + cos?z = 1 Vaz,
aber cosz = /1 — sin? z nur dort, wo cosz > 0,
z.B. nicht fiir § <z <.

Merke: Vorsicht beim Wurzelziehen!
Ubrigens: Das Integral 16sen wir z.B. mit partieller Integration, siche Beispiel dort.

Einschub: Ableiten nach oberer und/oder unterer Grenze

d ¥ ()
— t)dt 8.44
5 [ o (5.44)
¢(x)
Sei F' Stammfunktion von f, d.h. F/' = f:
d ¥() q
& [ 10 = £ (F@) - Fo)
() (8.45)
= F'(¢(2)) /() — F'(¢(x)) ¢/ (x)
= [(Y(2)) ¥ (z) — f(o(x)) ¢'(x)
F' taucht nicht mehr auf! Geht also auch, wenn wir F' nicht explizit kennen!
Beispiel:
e dt =e ™ P cos . (8.46)

dz
0

Uneigentliche Integrale zunéchst iibersprungen
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Partialbruchzerlegung

Idee:
/ x—llx—Q e /(xi2 xil)dm

= log |z — 2| — log |z — 1] (8.47)
T —2
=1
°8 x—l‘

Wie finden wir die Zerlegung? (inkl. weiterer Beispiele)
Ziel: Berechne /

mit Polynomen, P, @), mit reellen Koeffizienten — 0.B.d.A Z&hlergrad < Nennergrad (sonst
Polynomdivision). Sei ) von Grad n, d.h.

P(x)
o) dz (8.48)

T

Q) =cp H(x — ;)" i vi=n, ¢, #0, (8.49)

j=1
Nullstellen x; mit Vielfachheiten v;:
e Entweder z; € R
e oder z; ¢ R = 7; ist auch Nullstelle,

denn mit
n

Qz) = chxk, c; €R, (8.50)

k=0
gilt: Aus Q(x;) = > cph = 0 folgt

0=Qx;) =) wrf =Y a7 = Q). O (8.51)
k=0 k=0
Beispiel: Q(z) = 1 + 2?, Nullstellen =+i.
Nun gilt:
I
Qlr) z—x1 (x—x1)2 —  (z—xz)"
(1) (v2)
a
R
T — Ty (x — x9)2 (8.52)
at! al")
+ o+
T — T, (x — x, )7



mit Koeffizienten agk) € C. (Beweis: Auf Hauptnenner bringen.)

Falls Nullstelle komplex, so sind Koeffizienten der komplex konjugierten Nullstelle auch
das Komplexkonjugierte der Koeffizienten (nur dann wird Summe der Partialbriiche wieder

reell).

Partialbriiche lassen sich integrieren

Beispiele

1.

1

a b

(r—1)(z—-2) x-1

+x—2

1. Methode: Hauptnenner & Koeefizientenvergleich

a(x—2)+b(a:—1):(a+b)x—(2a+b);1

= a+b=0,

= b=

a, a=—1

2a +b=—1

(LGS)
= (b=1)

2. Methode: Grenziibergénge (“Zuhaltemethode”)

1 _a L b
(z—1)(z—-2) -1 x-2
1
—=q
—1
1
Sl &
1
z+1 _a b
(z—12 2-1 (x—1)2
1+1=2=b
1
im 21 124
z—o00  — 1
also

‘(x—l) danach x =1

‘(a: —2) danach x=2

‘(a:—l)Q, r=1

’(:L‘—l), T — 00

1 2
de = [ ——d —=_d
x /x—l x+/<x_1)2 x

2

=log|lr — 1| — ——
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(8.56)

(8.57)
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= a 2 .
(x2+1)2_x—i+($—i)2+x+j+($+i)2 ’(x_l) ;o T =1 (8.60)
12—1_1_b
i+i)2 2
’(l‘—i), r—o0  (8.61)
O:a+a = Rea:
’fZO (8.62)
1—i 1 .1 e Ima—0
= 1a 5 1a 5 ma =
(8.63)

also
/ 2 —1 1 / dz 1 / dz
—Vdr=c | —x+ts | —
(224 1)2 2) (x—1)2 2 ) (x+1)?
1 1 1 x
=3 i - = —
+ 2\x—1 z+1i x2+1
Da wir uns nicht sicher sind, ob (x) o.k. war, machen wir zumindest den Test:

/ 2 2
x (x4 1) -z 2x =1
( 1‘2—1—1) (22 + 1)2 @12 (8.65)

(8.64)

Ubrigens, auch gut fiir Reihenentwicklung:

1 1 11
(z—1(z—-2) 1-z 21-1%
. 14 ]' - vo—rv
2;093 —ggfﬂ 2 (8.66)

(1 —27 D) g

WE

i
o

Bisher hatten wir das mit dem Cauchy-Produkt gerechnet.

weiteres Beispiel

e Tr+1
dx 8.67
| & he-z" o
Nenner-Nullstellen: —1, 1,2, d.h.
Tr+1 A B C
: - + + (8.68)

(22 —1)(z—-2) z+1 2x-—-1 zx-2’
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Analog: B = —4, C' = 5. Damit

- Tr+1 - 1 4 D
der = — — + dx
3 (22—=1)(x—2) 3 r+1 z—-1 x-2

= [ —log(z + 1) — 4log(z — 1) + 5log(x — 2)}
_ (e-2p 1%
— [log @+ 1)(z - 1)4}
= 6log?2

o0

w

(8.69)
=log1 — log

5 4.24

8.3 Riemannsche Zwischensummen

Bisher haben wir das Integral etwas unscharf als Flache unter dem Funktionsgraph defi-
niert. In diesem Abschnitt prazisieren wir, was wir damit genau meinen. Dabei erkennen
wir, dass hinter jedem Integral ein komplizierter Grenzwert steckt, und motivieren neben
auch die Schreibweise “dx”

Definition: (Riemannsche Zwischensummen)
Sei f : [a,b] — Ry beschrinkt und stiickweise stetig (d.h. hochstens an endlich vielen
Stellen unstetig). Zerlege [a,b] in n Teilintevalle [z;_1,z;], j = 1,...,n, mit

a=x0<T1 <+ <Tp1<T,=>0, (Partition) (8.70)

und wéhle aus jedem eine Zwischenstelle

& € lxjr, x4 (Belegung) (8.71)

Wir nennen .
Zn =Y (&) (x5 — xj-1) (8.72)

j=1

eine (Riemannsche) Zwischensumme. Die Lénge des groften Teilintervalls heifst Feinheit
1, der Partition,

fn, = max (x; — Tj_1) . (8.73)
j
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a=x Ty T b=ux3 x

Satz 19. Sei alles wie in obiger Definition, dann gilt: Fiir jede Folge von Partitionen und

Belegungen mit lim p, = 0 existiert lim Z,, der Grenzwert ist fir alle solchen Folgen
n—oo n—oo

gleich, und wir schreiben

n b
tim Z, = T Y £ (o — a5 = [ fla)da .74
i=1 “

Bemerkungen:
1. Aus Az = zj,, — ; wird dz: infinitesimale z-Anderung.

2. “Stiitzstellen” &; miissen nicht dquvidistant gewdhlt werden (z.B. bei numerischer
Approximation).

3. Funktionen f, fiir die Satz 19 gilt, heift (Riemann-)integrierbar.

A A

a =Ty 1 i) = T3

Beweisidee:
Bilde Ober- und Untersummen,

SO = Z max f(z) - (z; —xj_1) und  SY = Z min f(z) -(x; —x;_1), (8.75)
j=1 TE[Tj—1,2;] j=1 T€[Tj—1,7;]
dann gilt
min, flx)-(b—a)< S <7, <87 < max flx)-(b—a). (8.76)
z€la, z€la,
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SY nach oben beschrinkt. Bilden wir das n + 1-te Folgenglied durch Teilen eines Teilinte-
valls, so ist SY,; > SV = Konvergenz. I.A. ist Konvergenz etwas aufwendiger. SO analog.
Die beiden Limites sind gleich (und damit auch der von Z,,), da

f stickweise stetig = max f(x) — min f(z) — 0 fiir fast alle j. (8.77)

z€[zj—1,7;] w€lzj_ra] T
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9 Differentialgleichungen (DGLn)

9.1 DGLn erster Ordung mit getrennten Veranderlichen

Beispiel:
y(2) =2*(1+y*(x))
Idee:
y =
dz’
wir probieren mal. ..
dy 2 2
el
i = vty
d
Y —22ds (“getrennte Verénderliche”)
1492
d
/ o / 2? dx
1492
23
arctanyzEch7 ceR

3
y—tan(%—i—c)

Ist das gut gegangen? Test:!?

Y (z) = {1 + tan? (%3 + c) } 7

N

:1+y2

Allgemein:
y'(x) = f(z) g(y)
1. Gibt es ein yo mit g(yo) =0 = y(z) = yo (konstant) 16st die DGL
2. Daher nun g(y) # 0 (wo’s interessiert)

T (z) 9(y)
dy = e T
) f(x)d

Definiere nun

12Wdh: (tanz)" = (M)/ — cosadsin®s g 4 gan2y

cos T cos? x
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DGL wird aquivalent zu
O(y) = F(z), (9.8)

und

y =2 (F(x)) (9.9)
16st — falls & umkehrbar!
Wenn g stets das gleiche VZ hat, dann ist ® streng monoton und damit umkehrbar.

Betrachte nun das Anfangswertproblem (AWP)

y'(x)=f(x)g(y),  y(xo) =wo- (9.10)
Definiere neu
Flz) ;:/ fodt, ) ;:/ %, (9.11)

falls g(t) > 0V t € [yo,y] (oder g(t) <0Vt € [yo,y]).
Behauptung: y(z) = & (F(z)) 16st AWP.
Beweis: (o) = ¢~ (F(z0)) = 6-(0) = yo, da @(yo) = 0.

1 1
= '(y) = —
(b (F(z))) f(@), ) 9(y) (9.12)
\T/
= g(y(z)) f(z)
]
Beispiele:
1.
v =y, y(0) =1 (9.13)
& % = duz, y(0) =1
o= y(}—g = dz
1Y 0
X!
= —=| =
Y1
1
& ——+1l=z
Y
1
< v= 11—
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2. homogene lineare DGL (s.u.) ist auch von diesem Typ

v+ fx)y =0, y(0) =3 (9.14)
iy [t
& T /Of(x)dx
& logy—long—/ f(t)de
0
& y=3e foaC f(t)d

9.2 Lineare DGLn erster Ordnung

y'(x) + f(@)y(z) = g(x) (9.15)
heifst lineare inhomogene DGL 1. Ordnung.
y'(x) + f(x)y(z) =0 (9.16)
heifst zugehorige homogene lineare DGL 1. Ordnung.

Bemerkungen: (Linearitét)

1. Sind y; und ¥, zwei Losungen der homogenen Gleichung, so ist
ay, + By, a, € R (oder C), (9.17)

ebenfalls Losung der homogenen Gleichung; also ist die Losungsmenge

Ly ={yly' + f(z)y =0} (9.18)
ein Vektorraum.

2. Sind y; und y, zwei Losungen der inhomogenen Gleichung, so ist y; — yo Losung der
homogenen Gleichung; also ist, mit einer Losung y, der inhomogenen Gleichung, die

Losungungsmenge
L’L — ! + —
ly' + f(x)y =g(x)} (9.19)
={yly=vp+yn, yn € Ln}.
3. Auflerdem
Ly = {y ’ y(@) = ce= S FO A e R (oder C)} (9.20)

da (ce_ J7 dt>/ = ce 0 dt(—f(x)). Dies sind auch alle Losungen (spé-

ter).13

13Die Schreibweise = / f(t)dt =: F(z) bezeichnet eine Stammfunktion von f, d.h. F'(z) = f(x).
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Beispiele: (¢ € R oder C, nach Bedarf)
1.y —y=0 = L, = {y y(x):ce_f (_1>dt:ce$}

$3 =
2.y — 23y =0 = Lh:{y‘y(x):cef tdt:ce;}

T dt
3.y’—|—i:0 = Lh:{y’y(x):ce_f 2t = C}
2z ||
1 T sint
4. y/—i-Slnxy:O = Lh:{y’y(gj)zce_f Tdt}
x
Bemerkungen:

1. einparametrige Losungsmenge (dim L;, = 1)

2. Oft hat man ein sogenanntes Anfangswertproblem (AWP): Gesucht ist Losung von

v+ f@)y=0  mit  y(z) =y (9.21)
Losung: N
y(2) = yoe deo /B L (9.22)
denn y(zo) = yoe fx? ft)ydr _ oe® = 1o

Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung: (Variation der Konstanten)

Y + flx)y = g(x) (9.23)

Sei F'(z) Stammfunktion von f, d.h. F' = f.
y(x) = ce”F'@ 16st homogene Gleichung.
Ansatz flir Losung y,, der inhomogenen Gleichung:

yp(x) = c(x) e F@ (9.24)
y,=ce " —cef (9.25)
in DGL
(e —ce™™f)+ fee " =g = d = ge® (9.26)
also .
o(z) = / o) g () dt (9.27)
und damit -
yp(r) = e F'@) / '@ g(t) dt (9.28)
Losungsmenge

Li=yy+ Ly = {y ’ y(a) = e_F(”/ "W g(t)dt +ae™) a € R} (oder a € C).
(9.29)
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Will man das AWP mit y(zg) = yo 16sen, so ist Losung eindeutig bestimmt,

y(a) = o S Dt (w s WO T dt) (9.30)
Beispiele:
Ly —y=3, Ly={ylylr)=ce}
Y, = €” /l‘ e '3dt =e"(—e ")3=-3 (9.31)

Oft einfacher: y, raten.
Also L; = {y|y(x) = =3+ ce” | c € R}.

AWP: y(1) = b5:
8
y(l) = —3+4ce=5 = c=-, (9.32)
e
und y(z) = —3 4 8e* ! 16st AWP.
4
2.y —ady =sinz, L,={y|ly(x)=ceT}
Yp = 6354/ e T sintdt. (9.33)

9.3 Lineare DGLn zweiter Ordung mit konstanten Koeffizienten

Beispiel: Federpendel

=
... auch Modell fiir Schwingung eines zweiatomigen
Molekiils.
RﬁCkSterraft: F = —ks Federkonstante k

Newton: —ks = ms3

(Zeit t, s = s(t), § = L2)

DGL: 0
S(t)+ —s(t)=0 (9.34)

m

Masse m

s ¥ Auslenkung
Losungen: s; = sin(wt), s = cos(wt) mit w = y/k/m (und Linearkombinationen), denn
5172 = _CL)QSLQ (935)
Allgemein:
Y+ ay + agy = f(x) (9.36)

heifst inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, ap; € R oder
€ C; zugehorige homogene Gleichung:

y'+ a1y’ +agy = 0. (9.37)
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Bemerkungen: (Linearitét)

1. Sind y; und y, zwei Losungen der homogenen Gleichung, so auch
ayr + Bya, a,peC. (9.38)

= Losungsmenge L, ist ein Vektorraum.

2. Sind y; und y, Losungen der inhomogenen Gleichung, so ist y; — yo Losung der
homogenen Gleichung, d.h.
Li =y, + Ly (9.39)

wobei y, eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Loésungsmenge der homogenen DGL: ¢ + a1y’ + agy = 0.
x(x) = 2 + a1w + ag (9.40)

heifst zugehoriges charakteristisches Polynom.
Ist A Nullstelle von x, d.h. x(A) =0
= y(r) = ce’®, ¢ € C ist eine Losung der DGL, denn

Y (x) = \y(x), y'(x) = 22 y(x), (9.41)
in DGL:
Y + a1y +aoy =y (N +a)+ ao) - (9.42)
x(N)=0

Funktioniert natiirlich auch fiir lineare DGLn héherer Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten.

Im obigen Beispiel (Federpendel):

x(7) = 2 + W (9.43)
Nullstellen: A; o = Fiw.
Losungsmenge:
L, = {s s(t) = cre™ + e 19 € (C} (9.44)
Die speziellen (rellen) Losungen sin(wt), cos(wt) sind LK von e,
iwt e—iwt
sin(wt) = - ) €1 = 5. = —C2,
iwt 2 —iwt 2 (945)
cos(wt) = eere ” g =C=—.
2 ’ 2
Relle Losungsmenge:
et = {8 ’ s(t) = ¢y sin(wt) + e cos(wt), ¢12 € R} C L. (9.46)

Allgemein:
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1. x hat zwei verschiedene reelle Nullstellen, \; # As:

Ll}“Leell _ {y ‘ y(x) _ Cle)qm + 626)\2937 C1,2 ceC € R}

2. yx hat komplex konjugierte Nullstellen, Ao = A\;: L wie oben.

Reelle Losungen?

)\1 =u+iv
1
yi(z) = B
y (I‘) — l (eAlr
? 2i
Federpendel: © =0, v = w

(A2 =u —iv)

(eM* 4 eM") = " cos(va)

— eM") = e"" sin(vx)

Lreell — {y ‘ y(x) = c1e"sin(vx) + c2e" cos(vx), c12 € R}

3. x hat eine doppelte Nullstelle, A € R:

L};eell _ {y ‘ y(a:) — Cle“ + @a:e“, C1o € C € R}

Bleibt z.z.: y = xe* 16st DGL.

y/ — e)\x + /\I@AI
Y = XM 4+ XM 4 \2zet®

in DGL
Y+ ay +agy = Nae + a we +agre™  + 2Xe™ + a e
~ -4 h\/_/
=ze M (A24+Xai+ag)=zer* x(N)=0 M (2X+ay)=erx/(A)=0
denn

x(7) = 2% + a1 + ag
X' () =2z + a4
XA =22+

Bemerkungen:

(
2
0

X

—\)? (doppelte Nullstelle)
(z = A)

1. Losungsmenge ist stets zweidimensionaler Vektorraum.

2. Fiir ein AWP kann noch y(zg) = yo und y'(xq) = vg vorgegeben werden.

Beispiel: AWP fiir Federpendel

§4+wis=0,

s(0)
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(9.47)

(9.48)

(9.49)

(9.50)

(9.51)

(9.52)

(9.53)

(9.54)

(9.55)



allgemeine Losung

s(t) = c1e' + et (9.56)
s(0) =c1 + ¢ L0 = Cy = —C1 (9.57)
$(0) = iwey — iwey = 1 = 2iwe, = 1 (9.58)
also . in(wt)
sin(w
Cl = m = —C2 = S(t) = " . (959)

Losung der inhomogenen DGL: Variation der Konstanten

Y +ary +apy = f(z) (9.60)
Seien y; und ys zwei L.u. Losungen der homogenen DGL. Ansatz fiir partikuldre Losung:
y(@) = ci(z) () + c2(2) () (9.61)
Ableiten:
y'(x) = ey + ey + iy + oy
=:R(z) (962)
y' (@) = cagi + Ay + ey + yy + B
FEinsetzen:

f(x) =y"+ay + agy
f(z) = 513/1/ + arc1yy + aocryn +§2y§/ + a1coysy + aoC2y2 +ciyy + ys + R +a R (9.63)

=0 da y; homogene Los. =0 da y2 homogene Los.
Falls R(z) =0 (und damit R’ = 0): LGS fiir ¢| und ¢,

Ay + ey =0 (R(x) =0)

9.64
Ao + gl = £(a) 964
Losung, z.B. durch Cramersche Regel:
1 ()w) Y2 () f ()
= det = —
W () (f% W(z)
(9.65)
o — 1 det (yl 0 ) _ yi(z)f(z)
mit der Wronski-Determinanten
Yyr Yo
W(x) = det 9.66
(@) eQi%) (9.66)

Falls wir durch W teilen durften!
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Lemma 20. (Wronski-Determinante)
Seien y, und yo Lésungen von
y' +ay +aoy =0

und W(x) = det (y,l y?) Dann gilt:

U Yo
1. W/(x) - _CI/1W($) (Und damit W([L‘) = W(x())e_al(ﬂ?—dfo))'
2. W(z) besitzt keine Nullstelle < y; und yy sind l.u.

Beweis:
1.
W(x) = yiys — 12
W) = yiys + 1195 — Yy =115
Dol yi(—aryy — aoy2) — y2(—ary; — aoyn) (9.67)
= —a1(1ys — Y241)
=—ayW(x)
2. e Wegen Teil 1 gilt W(z) = Ce™®* mit einer Kostanten C.

e Da die e-Funktion keine (reellen) Nullstellen hat, ist W entweder iberall Null
(falls C' = 0) oder nirgends (falls C' # 0).

e W(x) =0 iberall < (ZZ) ist Vielfaches von (zi ). (Eigenschaft von det)
[
Also lautet eine partikuldre Losung:

Yp(z) = =11 () /fﬁ M dt + yo(x) /x % dt (9.68)

Beispiel:
y" +5y + 6y =sinx (9.69)

charakteristisches Polynom: x(x) = 2 + 5z + 6

542524 —5+1 _{—2

Nullstellen: \; o =

> 5 3
= L, = {y ‘ y(z) = cre™® + e 19 € C} (9.70)

W) =det [ € 0 € ) = e 5 4205 = 0 (9.71)
w)=det | 5 00 g3 | = 3¢ e = —e :
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T =3t o T =2t g
o e 'sint 3 e “'sint
wee [ e [ s

) ) (9.72)
= 6_2’”/ e? sintdt — e_3x/ eSsint dt
NR:
/eo‘x sinzx dx = —e™ cosx + « / e cosxdx
p.L.
= —e™ cosz + a e sinz — o? /eam sinx dz (9.73)
p.L.
N /eo“” sinzde — e (asinx — cos x)
1+ a?
...und damit:
Yy = 281113[;5— cosT SSinxlg cosT 1—108in3: - %cosx. (9.74)
Bemerkung: Ansatz y, = Asinz + B cosz hétte auch zum Ziel gefiihrt.
9.4 Existenz und Eindeutigkeit fiir DGLn 1. Ordnung
Hat das AWP ¢/ = f(x,y), wy(xo) =yo, eine Losung und ist diese eindeutig?
Beispiel: ¢/(z) = 2+/|y(x)|, y(0) = 0.
Satz 21. (Picard-Lindel6f)
Die Funktion f: D — R sei im Rechteck
D = {(l’,y) ‘ I:E —l’0| S a, |y _y0| S b7 avb € R+ feSt} C Rz (975)
stetig und dort stetig nach y differenzierbar.** Weiter seien M und h durch
M = max |f(z,y)| und h=min(a,2) (9.76)
(z,y)eD
definiert. Dann gibt es in der Umgebung
Un(w) = {z | |z — 0| < h} (9.77)
der Stelle xog genau eine Losung des AWPs
Y () = flz,y@),  ylzo) = yo- (9.78)

Man sagt partiell nach y differenzierbar und meint: Man behandelt = wie eine Konstante und leitet

nach y ab. Dafiir schreibt man % — siehe spéter.
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Beweisskizze:
Ein gut lesbarer vollstandiger Beweis findet sich z.B. in Burg, Haf und Wille: Hohere
Mathematik fiir Ingenieure, Band III, B.G. Teubner, Stuttgart, 1993, S. 17ff.

(i) Schreibe AWP als Integralgleichung,.
(ii) Definiere eine Folge von Néherungen y,(z) fiir die gesuchte Funktion y(z).
(iii) Zeige, dass die Folge wohldefiniert ist.
(iv) Zeige, dass die Folge gegen das gesuchte y(x) konvergiert.
(v) Zeige die Eindeutigkeit der gefundenen Losung.

ad (i):
V= I@y), ) =w e @ =wt [ fey@)yd,  07)
zo
denn “="
y(.ﬁl’) Y Anfargswert y(ﬂ?) B y(xo) Hau;satz /; dt DEL / f t y (980)
und “<="
'( - o 4 xft #)) dt - ¥
y ill') Integ?algln. + dx Zo ( ’y( )) Diff. nach ogerer Grenze (Z’, y(l’)) ’
Y (9.81)
) =t [ FE®) =
ntegralgln. €0

ad (ii): Picard-Iteration
Yo(w) : =yo (also konstant)

m@w=m+/3met
o (9.82)

Yn(2) 1 = Yo -I—/ ft,yn_1(t))dt
zo
ad (iii):
z.7.: Yn(x) bleibt im Definitionsbereich von f falls z € Uj(x), d.h.
lyn(z) — 3ol <b ¥ |z — 20| < P

Vollstandige Induktion:
n = 0:
yo(z) —yol =0 < b
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n—n+1:

|?Jn+1($) - yo’ =

/ CFt,yat)) dt

< M|z —zol < MR <b O
LV.

ad (iv) & (v)

e Zeige, dass die Folge konvergiert — dhnliche Abschéatzungen wie zu (iii) nur etwas

aufwéndiger, hier geht Stetigkeit von g—g ein.

e So wie die Folge definiert war, muss sie dann gegen eine Losung des AWPs konver-
gieren!

e Zeige Eindeutigkeit — wieder dhnliche Abschétzungen, verwende dabei nochmals Ste-

tigkeit von g—i.

Beispiel: AWP /' + 7y = 0, y(0) = 42

e berechne Picard-Iterierte yo, y1, Y2, ¥3

e rate Formel fiir y,, und beweise mit vollstandiger Induktion

e bestimme lim y, und vergleiche mit Losung nach Abschnitt 9.1 oder 9.2.
n—oo

10 Hauptachsentransformation

G50 ()= 0) a0
G5 G- o) =o() 102

Allgemein: Gegeben eine quadratische Matrix A.
Gibt es Vektoren # und Zahlen A, so dass

Beispiel:

Ar = A&7 (10.3)
(& # 0, sonst langweilig). Wie findet man sie?
Inwiefern charakterisieren sie A?
10.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition: (Eigenwert, Eigenvektor, charakteristisches Polynom)
Sei A eine quadratische Matrix, d.h. A € C"*".
Eine Zahl A € C heikt Eigenwert (EW) von A wenn gilt:

Es gibt ein Z# 0 mit AZ = \Z. (10.4)
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Jedes solche ¥ € C™ heifit zugehoriger Eigenvektor (EV).
X4 (A) :=det(A — A\I) heift charakteristisches Polynom von A.

Bemerkungen:

1. x, ist ein Polynom n-ten Grades, denn

ai; — A *
Xa(A) = det , *: Terme ohne \
* Ay, — A (10.5)
= (a1 = A) - (G — A) + ...
=(=1)"\"+...

2. Ist @ Eigenvektor zum Eigenwert A\, so auch pux' V p # 0.
Lemma 22. Sei A € C™": X ist Eigenwert von A < x,(A\) =0

Beweis:
\ ist Bigenwert von A < AZ = A\Z fiir ein @ # 0

& AT—MNf=0firein 7 #0

& AX - M7 = O_)ﬁir ein ¥ # O_) (10.6)
& (A= A7 =0 fiir ein @ # 0
& (A — AZ = 0 hat nichttriviale Losung
& det(A—M)=0 & x,(\)=0
O]
Bemerkung: .
Zu A gehorende Eigenvektoren findet man durch Losen des homogenen LGS (A — A )% = 0.
Beispiel:
A:(i;v (10.7)
XAM:da(?lA5:&):®—AV—1:V—JM+Q4AO (10.8)
Mo = 10+ ;OO L 5+1 (10.9)
Eigenvektoren zu A\; = 6:
(5—6 —10)
-1 5-610 = 7= % (_11> und Vielfache (10.10)

-1 —-110
-1 —-11]0

...z A = 4
1 —1]0 L. 11 .
( 1 1o ) = Tp= 7 (1) und Vielfache (10.11)



10.2 Einige Begriffe

Definition: Sei A eine quadratische Matrix, A € C™*".

(i) A heifit hermitesch, falls A= A
(i) A heiRt symmetrisch, falls A reell, also A € R™" und AT = A.

T

(ili) A heilt unitér, falls AA=1 (dh. A7t =A").
(iv) A heifit orthogonal, falls A reell, also A € R™*" und ATA =1 (d.h. A=t = AT).

Bemerkungen:

1. A= (a,...,d,) € C"™ist unitdr < dy,...,d, bilden ON-Basis das C",
(beziiglich des kanonischen Skalarprodukts (7, ¢) = %le )
denn

D>

A unitir <

A
T
a1
& ( (@y,...,d,) =1

o (10.12)

& (6_ a ) =]
ai,...,da, bilden ONB
2. A unitdr = |det A| = 1, denn

ATA =T = det (ATA) =det T =1 det A" - det A =1
& det A-detA=1 (10.13)
& |det AP =1 & |det A] =1
3. Unitare Matrizen bilden beziiglich - eine Gruppe.
4. A € C™™ unitar < |AZ|| = ||¥]| V& € C", denn
|AZ|? = (AT, AZ) = AT Az =7 A A7 (10.14)

dh.
|AZ|> = |Z|>VZeC" < A A=I < A unitir. (10.15)

5. A € C"" hermitesch < (¥, Ay) = (AZ,y) Vz,y € C", denn
“o (FAP) =T AG=7 A §= AT § = (AT, )
CEag, = <€jaA€k> = <A€jv€k> = <é’kvA€j> = Qgj

6. Ist B € C™*" hermitesch, so auch A" BA fiir beliebiges A € C"*", denn

T —T

A'BA =A"B'A" =A'BA. (10.16)
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10.3 Diagonalisierbarkeit

Definition: A € C"*" heiftt diagonalisierbar < 3 S regulér (d.h. invertierbar) mit

A1 0
STTAS = : (10.17)
0 An
Bemerkungen:
1. S=(5,...,8,) ist regulir < detS #0
< S1,...,8, sind Lu.

2. Die ); sind Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren §;, denn
)\1 0 )\1 0
S—lAS:( ) & AS:S( ) : (10.18)
0 A 0

und mit

M0 PYRN (10.19)
S( ):(gl,,gn)( ):<§1/\177§n/\n)

folgt A5} = \;5;.

3. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind l.u.
Beweis:
AT =T, A= pgmit T#0, 7 # 0, A\ # p.
Sei af = By (z.z.. a = = 0)

= oA =7 =0
— a=0

TAO0, F£p

= By =0

— 5=0

<y
1R
=]

Beispiel:

A= (10.20)

O =
DN —
W = =

0 0
Berechne: EWe, EVen, S, =%, S71AS.
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Satz 23. Ist A € C™" hermitesch (oder symmetrisch), so folgt:

(i) Alle Eigenwerte von A sind reell.
(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Beweis:
(i) Sei AZ = A&, £ #0

(%, AZ) = (T, \T) = A ||Z)?
L o~ (10.21)
:>~)\:X, also A € R.
7£0
(i) Sei AT = AT, Aj = pg mit Z #0, i # 0, X\ # .
()‘ - M)<f7g> )\zR <Afay_> - <f7 M?ﬁ = <Af7y_> - <‘f7 Ay_> Akirm. 0 (1022)
O

Satz 24. (Hauptachsentransformation)
Sei A € C™" hermitesch (symmetrisch), dann existiert eine unitdire (orthogonale) Matriz
U mait
Ay 0
U AU = , (10.23)
0 An

wobei \; die Figenwerte von A sind.

Bemerkung: Ist die Matrix nicht hermitesch, dann muss sie auch nicht unbedingt diago-
nalisierbar sein. Beispiel: A = (}1). x, hat 1 als doppelte Nullstelle, aber der zugehdrige
Eigenraum ist nur eindimensional ((}) und Vielfache).

Beweis: Fiir den Fall, dass alle Eigenwerte verschieden sind, bereits gezeigt.
Sei daher nun A eine v-fache Nullstelle von x,, d.h.

Xa(t)=A=0)"p(t),  p(A)#0, (10.24)
mit einem Polynom p. Sei {Z1,...,#;} eine maximale Menge l.u. EVen zum EW A, d.h.
AZ; =)z, Vji=1,...,0. (10.25)
Wir wissen: 1 < ¢ < v. Zu zeigen: { = v.
Orthonormiere: 7y, ..., @, ONB von span(Zy, ..., Z).
Ergénze zu ONB von C" durch g1, ...,uU,. U = (uy,...,4,) ist unitar.
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Betrachte B = U AU = (bjk).
Wir zeigen: B hat die Form

A 0
0 { Zeilen
B=1y A )
0 A
——
¢ Spalten
denn mit .
bjr = u; Auy = (u;, Auy)
folgt

bik = (Uj, Mig) = N, Vek=1,....¢0,

was die Blocke links oben und links unten liefert.
Der Block rechts oben folgt nur, weil A hermitesch ist:

bir = (U, Atly) = (A, Uy) = (N, Ug) = N, Vji=1,...,0.
Nun gilt einerseits

X, (t) = det(B — tI) = det(T" AU —tU U) = det(UT (A — tI)U)
= det(UT) det(A — tI)det(U) = det(UTU) det(A — tI) = det(A — tI)
= Xa (t)

und andererseits R
Xy = (A —t) det(A — 1)
————
=:q(t)
Noch zu zeigen: ¢(A\) # 0, denn daraus folgt ¢ = v.
Annahme (fiihren wir gleich zum Widerspruch): ¢(A) =0

= 37 +#0, das EV von A zum EW ) ist, d.h.

0 0 0 0
AZ=X\z o B(E)zA(E) o UTAU<E>:)\<E>
0 0 0 0
0 0
& AU(E>:)\U<E)
0 0

0
d.h. U (0) ist EV von A zum EW \. Da aber U (0
ﬁ@rla"'aﬁ

enthalt.
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(10.31)
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) eine Linearkombination von

ist, ist das ein Widerspruch dazu, dass span ) alle EVen zum EW \
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10.3.1 Praktische Durchfiihrung der HAT

Gegeben A hermitesch (oder symmetrisch)
1. Berechne y,(z) = det(A — a1).

2. Faktorisiere y,(z) = (—=1)" H(x — )",
p=1
mit Ay, ..., A\, verschiedenen NST mit Vielfachheiten nq,...,n,.
3. Bestimme die Eigenrdume E, = {#'| (A — \,[)Z = 0}, d.h. l6se LGSe.
Bemerkungen: (i) dim £, =n,
(i) B, LE, fir p# 0o

4. Bestimme fiir jedes £, eine ON-Basis, {uf,... ], } .
Alle zusammen, {u}, ... u), ,ui,...,u, }, ergeben eine ON-Basis des C" (R™).
U= (t,...,0,)=(ui,... u, uj, ... u )istdie gesuchte Transformationsmatrix.
Beispiel:
1 00
A=o0 ¢ 2 (10.33)
0 % 5

X4 () =det(A—zl)
=(1-2)(2®— 2o+ 3% - 2) (10.34)
=(1—2)(2*—32x+2)
AM=1,A30 =32 dh Ay =1, A3 =2

Eigenvektor zu As:

-1 0 010 0
0 219 i L 1 10.35
~5 5 = U3—ﬁ (10.35)
2 1
0 5 —5|0 2
Eigenvektoren zu A\ = Ay = 1:
00 00 1 1 0
0+ 210 = a=|0]f, 712:—5 2 (10.36)
2 4 _
05 510 0 !
Und damit
L [0 NG . 2.0 0
U=—1[1 0 2 = UAU=10 1 0 (10.37)
V5 2 0 -1 00 1
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Anwendungen:

A1
A hermitesch, U AU = D mit Diagonalmatrix D = <

0

./\n

0
) der Eigenwerte.

/W:(UDan:UDUTUD7p~UDUT:UDﬁ#

=/

...und falls alle A; # 0:

A =UuD' T D' =

mit

10.4 Quadratische Formen

Beispiel q(z,y) = 2% + 2zy + 3y°. ..
Sei B = (bj) € R™", ¥ € R"; betrachte

n
T 1> =
T Bx = E Zj b xp,

= Zbﬂx? +ijk$j$k
j=1

jk=1 ik
Mit 1 _—
A=3(B+B) dhcwzi%}ﬁ,

also A symmetrisch, gilt
i" B = 7T AT
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Im Folgenden interessieren uns daher nur symmetrische Matrizen (oder analog hermitesche
Matrizen im Komplexen).

Bemerkung zur Notation: q4(7) = 77 A% = (¥, A%)
Definition: Sei A € R"*" eine symmetrische Matrix. Dann heifst

n

qa(?) == 7T AT = Z QK T Ty, (10.44)

J,k=1

die zugehorige quadratische Form.
Eine quadratische Form qp heifst Diagonalform, falls D eine Diagonalmatrix ist, etwa

A1 0 n
D= ( ) und damit ¢p(Z) = Z VI (10.45)
0 A j=1

Bemerkung: ¢4 (¥) = ¢p(¥) VZ€R* < A=DB

Beweis:
“< Kklar
13 :77:

(i) ¥ = €; (kanonischer Basisvektor)
q4(€;) = €] A€; = aj; = qn(€;) = by; , (10.46)

d.h. Diagonalelemente sind gleich.

QA(gj + gk) = (é} + é}c)TA(é} -+ gk) = ajj + ajk + Cij + app = Cij —+ 2akj + app
= qB(€j + €k) = bjj + 20k + by

(10.47)
3 2a;, = 2bji, also auch Nichtdiagonalelemente sind gleich. ]
Geometrische Interpretation fiir n = 2: Kegelschnitte
Sei A € R**2 symmetrisch und 84 C R? die Kurve
Ra ={ZeR?|qu(@) =1} . (10.48)
Speziell:
(A0
A= (o A2) (10.49)

e )\, Ay > 0: Ellipse
(Kreis fiir Ay = Ay > 0)

e )\ -\ < 0: Hyperbel

126



e )\ - X =0 (A # \y): Geraden

Aber was ist bx? — 2x w9 + 53 = 17

Lemma 25. Sei A € R™"™ symmetrisch und U = (U, ..., ud,) orthogonal. Mit

n Y1
T=) gy, §= ( ) (10.50)
j=1

Yn

qilt dann
qa(T) = qp(¥), wobei B =UTAU. (10.51)
Beweis: .
F=) _yi;=Uj &  §=U"% (10.52)
j=1
N _ ST A= =T T T= -
qa(¥) = 7" AT - UU AU Uz = qp(Y) (10.53)
—§yT =B  =j
O
Ist insbesondere B diagonal,
A 0
B = , (10.54)
0 An
dann ist ¢p(7) in Diagonalform,
as(H) =Y _ Ny}, (10.55)
j=1
wobei die ); die Eigenwerte von A zu den Eigenvektoren ; sind,
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Im Eingangsbeispiel von Seite 118: 0,5:

5 -1
A= <_1 5 ) (10.57) y 031

Eigenwerte und (normierte) Eigenvektoren: &

—0,5{ -0,3 -0,1 0.1 0,3 0,5

)\1:47 /\2:67

50 50\

Ellipse mit Halbachsen % und \/ig ~ 0,4. 05

Definition: (Definitheit)
Sei A € R™" symmetrisch, dann heifst A, beziehungsweise die quadratische Form ¢4,

positiv definit < ¢4(Z) > 0 V& € R™\ {0},
positiv semidefinit < g4(Z) > 0 VZ € R”,
negativ definit < ¢4(7) < 0 V7 € R™\ {0},
e negativ semidefinit < g4(7) <0VZ € R”,

e indefinit < Hfl,fg € R™ mit qA(fl) . qA(fQ) <0

by 0
Satz 26. Sei A € R™" symmetrisch, U orthogonal mit UT AU = ( ),

0 An
dann sind dquivalent:

(i) A ist positiv definit
(i) \;>0 Vj=1,....n

ailr - Qlyp
(iii) det ( : : > >0 Yv=1,...,n (Hauptunterdeterminanten > 0)

ayl - al‘/l/
Bemerkung: A negativ definit < — A positiv definit

Beweis:

(i) < (ii):

qa(Z) >0 YZeR"\ {0}
& gp(§) >0 VZ=UjeR"\ {0}
& (i) =Y Nyl >0 Vi=UT#eR"\ {0} (10.59)
j=1
= )‘j>0 VJ:L,’H
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(i) & (iii):
Zunichst n = 2,

A= (Cb‘ lc’) (10.60)

qa(z,y) = azx? + 2bxy + cy?

b
=a (a:2 + 2axy> + cy? (falls a # 0)

b \> B,
r+-y ) — =y
a a

b \° ac—1* ,
=alz+t-y| + Y
a a
——
:%detA

d.h. nur positiv definit, falls @ > 0 und det A > 0.
Bleibt noch a = 0:

=a + cy? (10.61)

qa(z,y) = 2bry + cy® (10.62)

nimmt fiir gegebenes y durch geeignete Wahl von x jeden beliebigen Wert an (positiv wie
negativ), also indefinit. Damit fiir n = 2 gezeigt.

Weiter mit Induktion, n — n + 1:
Sei A € RO+Dx(+1) symmetrisch und U die orthogonale Matrix, die den linken oberen
n X n-Block diagonalisiert. Damit gilt

; o\ T - 0 A1 0 b
A il oA i = N (10.63)
0.0 1 00 1 b e
und
g4 positiv definit & gp positiv definit. (10.64)
qp(Z) = Z Ajas + Z 2b,7 ;T 11 + CTo
j=1 j=1
- b 2 2, )
- Z >\j (‘Tj + r;anrl) - )éanrl + €Tyt
j=1 (10.65)
n N 9 C.)\l...)\n_zg?'zlb?h')\'ij\n ,
=2 <xi - Tﬂjxnﬂ) + SV Tn+1
Jj=1 =~ = d
~ detB
A\,
d.h. g¢p positiv definit < A;,..., A\, >0 und det B > 0.
Mit IV, (i) < (ii) und det A = det B folgt die Behauptung. O
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Beispiele:
1.

1 020
01 0 2
A= 2 0 8 2
0229
ist positiv definit, denn
a1 — 1> 0,

= 1(72 — 4) 4+ 2(0 — 16) + 2(—2)(9 — 4)
—68-32-20=16>0.

2.
-1 0 0
B=10 -1 1
0o 1 =2
ist negativ definit, weil
1 0 O
-B=1(0 1 -1
0 -1 2
positiv definit ist:
—b11 =1>0,

10
det(o 1>—1>0,

det(—B) = 1det (_11 _21) =1>0.

Ubrigens:
bll =—-1<0

-1 0
det(O _1)—1>0
detB=(-1)(2—-1)=-1<0

alternierende Hauptunterdeterminanten.
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11 Differentiation in mehreren Variablen

11.1 Punktmengen und Folgen im R"

Wiederholung /Notation /Begriffe

€1 n
rTeER" ¥=| ,xieR,d.h.fzi T;€;
i=1

7]l = |Z] = /22«7 (Norm)

1Z| =0 =0
Dreiecksungleichung: ||Z + g < ||Z]| + [|7]]
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: |- ¢] < ||Z|| - ||#]|, wobei

n

— - —»’I’—.\_

Ty =3y =3 ny
i=1

Ud(Zo) == {Z € R", | — | < ¢} (11.1)

heifst offene e-Umgebung von .
U.(Zy) = {F € R", ||T— D] <&} (11.2)

heifst (ab-)geschlossene e-Umgebung von .

Definition:
Eine Menge M C R" heifst

e offen, falls zu jedem & € M ein (%) > 0 existiert mit U.(Z) C M.

e abgeschlossen, falls M© := {7 € R", ¥ ¢ M} offen ist.

e beschrinkt, falls es ein K > 0 gibt, mit: ¥ € M = ||Z|| < K.

e kompakt, falls M sowohl abgeschlossen als auch beschrankt ist.

Bemerkungen:

1. Die leere Menge () ist sowohl offen als auch abgeschlossen — ebenso R™.

2. Offene Mengen beinhalten ihre Randpunkte nicht.

3. Sind M, C R" offen, so auch ist |J M, offen.
Gilt aber i.A. nicht fiir Durchschr?itte, z.B. I, ;= (—%,1), n € N, offen,
aber ﬁl I, = {0} (da 0 € I,¥n € N) abgeschlossen.

4. U.(Z) ist offen und beschrankt.
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5. U.(%) ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.

Definition:
Sei (7)) eine Folge, d.h.

Ty = : , :pz(.k)e]R und (z.B.) k=1,2,....

(%) heifst konvergent gegen @ € R falls gilt:
Fiir jedes e > 0 IN(e) mit |7y —d] <eVk > N(e).

Wir schreiben dann lim 7, = a.
k—o00

7
k—00

. — — . k . PR
Bemerkung: khm Ir=a < lim z® =a;Vi=1,...,n, wobeid=(ay,...
—00

11.2 Stetige Funktionen mehrerer Variabler

Definition: (Stetigkeit)
Sei M CR™ f: M — R. f heiit stetig in ¥y € M, falls gilt:

Zu jedem € > 0 3 0(e) > 0 mit |f(Z) — f(Zy)| <eV T € Us(Zp) N M
(d.h. |7 — 2| <6, € M).

Bemerkungen:

1. Polynome sind iiberall stetig, z.B. f: R® = R, 7+ 2% — 29 + Ta3;
ebenso exp, sin, cos, | - |; fiir positive Argumente auch log und v/ .

(11.3)

2. Rechenregeln wie in 1D: Summen, Produkte und Verkettungen (Kompositionen) ste-

tiger Funktionen sind stetig.

3. Ist f in Zy € M stetig, so auch als Funktion einer Variablen, z.B. f(x,y) = xv,

g(x) := f(x,yo) stetig (als Funktion von z) und h(y) := f(xg,y) stetig.
4. Vorsicht: Umkehrung gilt i.A. nicht, z.B.

ry
, (z,y) #(0,0)
f(: ): x2+y2
oY 0 , x=y=0

(11.5)

stetig als Funktion einer der beiden Variablen, aber nicht stetig in Null als Fuktion

zweier Variabler, denn () — 0, aber
T—r

x? 1
fon) = e =370
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Satz 27. Seit M C R" kompakt und f : M — R stetig, dann gilt: [ nimmt auf M ein
Mininum und ein Mazimum an, d.h. 3 d,b € M mit f(a) < f(Z) < f(b) V&€ M.

(ohne Beweis) anschaulich klar ... Skizzen

11.3 Partielle, Richtungs- und totale Ableitung
Beispiel: (partielle Differentiation)

f(z,y,2) = 2*y + 2ysin 2 (11.7)

2)
5, 0
a—i:Zmy—i—ysinz, a—£=$2+1’5m27 5, Lycosz (11.8)

Partielle Ableitung nach. ..: Behandle die anderen Variablen als Konstanten.

Definition: Sei M C R” offen, f: M 37— f(¥) € R, y € M. Existiert

813j h—0 h (119)
iy LW Y Y A P YY) = f1 - )
h—0 h

so heifst f partiell nach x; differenzierbar und %(g) heifst partielle Ableitung an der Stelle

—

v.
of

dxy,

Definition: Sei M C R" offen, f : M — R, ¥y € M, v € R" mit |[¢] = 1, so heift (falls
existent)

Andere Notation: f,, :=

Of oy o [(@o + ht) — f(Zo)
a7 (To) = im h

Richtungsableitung von f in Z; in Richtung von 4.

(11.10)

Bemerkungen:
 9F _oF

2. Vorsicht: Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen im Punkt %, folgt i.A. noch
nicht die Stetigkeit!

Beispiel:
2
% s x2—|—y2 >0
flzy) =% 1Y (11.11)
0 , r=y=20
lim f(t*,¢) =1 N #0 (11.12)
S = i = 5 70, -



also nicht stetig in 0. Richtungsableitungen: ¥ = (Z), A+ s2=1.

of
G

f(ho) _ . hies® _{ﬁ , c#0 (11.13)

(O = == = e s aisn ~ 0 . e—0°

d.h. alle Richtungsableitungen (und insbesondere alle partiellen Ableitungen) exis-
tieren in 0.

Im R!: f diffbar in xy < Approximierbarkeit des Graphs in der Nihe von (zg, f(z¢)) durch
eine Gerade (Tangente),

f(x) = f(xo) + f/(xo)(x — x0) + o(|]z — 20|), @ — 20. (11.14)

Dabei war f(z) = o(g(x)), v — xo, falls gilt

tim LI

) (11.15)

Definition: (Totale Differenzierbarkeit)
Sei M C R" offen, f: M — R, Zy € M. f heift (total) differenzierbar in &y, falls es einen
(Zeilen-)Vektor a gibt, mit

f(Zo+h) = f(Zo) +ah+o(|h]), |h|—0. (11.16)
Dann heifst f'(2p) := @ Ableitung von f in Z.
Die lineare Abbildung df : R" — R, definiert durch h — f’(Zy)h, heift totales Differential.
Bemerkungen:
1. “f : R = R in %, diffbar” meint “total diffbar”.
2. anschaulich: f : R? D M — R,
Fldche iiber M: {(x,y,2) € R*|(z,y) € M, z = f(z,y)} (Graph von f)
Tangentialebene im Punkt (xo, o, f(z0, y0)):
{(xvyv Z) € R? ‘ (‘T*y) € ]\1* Z = f(x()ay()) + f/(:EOvyO) (j:ig)}
Satz 28. Sei M C R" offen, ¥y € M, f: M — R diffbar in ©y, dann gilt
(i) f ist setig in .

(ii) f ist nach allen Variablen partiell diffbar und es gilt

i) = (5, gL, 5 @)

01 0o "0z,
=: (Vf)(&) (Nabla) (11.17)
=: (grad f)(Zo) (Gradient) .
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(iii) Alle Richtungsableitungen ezistieren in Zo und es gilt (|U] = 1)

of L
a—]_t,(zo) = (V) (&) U. (11.18)
(o
Bemerkungen:
1. Nabla-Operator: V := (6i NI 81) bildet Skalarfeld f auf Vektorfeld V f ab

2. Vf zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion und steht senkrecht auf
den Hohenlinien — folgt aus Gln. (11.16).

ALyl 4

hier: %(mo,yo) <0, 2;(9@0, %) > 0
Beweis:
(i) ) ) )
lim f(7o+h) = lim (f(@)+f(F) h+o(])) = f()  (1119)
|h|—0 diffbar |h|—0

(i)

of . . [fldo+ hé;) — f(i)
oz, T0) = Jim h
1
v i (f(Z0) - hej + o(h)) (11.20)
= lim (/'(7) - & + o(1))

= (f/('f()))J
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(i)

8 by hH o —
O (51) = tim 100 210 2 T 0)
1
s dim o (f(Z0) - hT + o(h)) (11.21)
= f'(&y) - ¥
O

Wann ist f total diffbar? Kriterium?

Satz 29. See M C R" offen, ¥y € M, f : M — R. Weiter besitze f alle partiellen
Ableitungen ;7’; i einer Umgebung von Ty und diese seien stetig in Zo. Dann ist f diffbar
m fo.

Beweis:

—

F(@ +h) = f(Z) = f(ZFo+h) — f(Zo+ D — hyé)
+ f(Zo+ h — hp@y) — f(Zo+ b — hny — hp1Ep_1)
+ .=
+ f(Zo + hiér) — f(Zo)

af -
part.giﬁ'bar axn <:U0 + h - hnen) : hn + O(hn>

of . - )
([EO + h — hnen — hn—len_1> . hn—l + O(hn—l)

axn—l
+ ... (11.22)
+ %{(ﬁo) hy + o(hy)
~[/0
part. Afl. stetig Z {(a_a{](fo) + 0(1)> h] + O(h’]):|
j=1
—~ (0
=5 (5L @, + o)
j=1 J
= (V)(#@0) - h+ o(|h])
[
Im obigen Beispiel,
o w) £0.0
Fay) =@ty T (11.23)
0 ) r=1Y= 0
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existieren zwar die partiellen Ableitungen in 0 (s.0.), z.B. 8/(0,0) = 0, sind dort aber nicht
stetig; z.B., fir (z,y) # (0,0),

2(,.2 4\ 02 6 .22
g(az,y) v ty) oy Ty : (11.24)
ox (22 4 y)? zt + 222yt + 48

_Of (. of

im 2 (1,4) = 1 £ 0= lim (lgn %@c,y)) (11.25)

Also ist % nicht stetig in 0.
Bemerkung: Hilfreich (und leicht zu zeigen) sind dann die folgenden Aussagen:

1. Polynome, exp, sin, cos sind iiberall diffbar;
fiir positive Argumente auch log und / .

2. Summen, Produkte und Verkettungen diffbarer Funktionen sind diffbar.
Satz 30. (Kettenregel, Differentiation nach Kurve)

Sei M C R™ offen, f : M — R diffbar in Ty € M; weiter sei T : [a,b] — M diffbar in
to € (a,b) mit Z(tg) = To. Dann ist F := foZ: [a,b] — R diffbar in tq und es gilt

Fito) = (V)& - #t0) = 3 5

=1

(Zo) &5 (to) (11.26)

Beweis:

=f <fo + 2(to)h + O(h)) — [(@o)
‘ (11.27)
— f(@0) + (V1)(@o) (#(to)h + o(h)) + o(h) — (&)
= (Vf)(#o) - Z(to) h + o(h)
UJ

Definition: (Kurvenintegral)
Sei M C R" offen, f: M — R™ stetig (komponentenweise) und K : [a,b] > ¢t — Z(t) € M
diffbar auf (a,b), dann heift

/ﬁ f(@)dz = / F(E) Z(t) dt (11.28)

Kurvenintegral ldngs der Kurve K.
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Bemerkungen:

1. Ist f Kraftfeld, so ist [ & fd:i’ die langs R geleistete Arbeit.
2. Gibt es ein F: M — R, mit VF = f, dann gilt

/ﬁ fl@) dz = / b(VF)(yE(t))-a’:(t) dt = / b (%F(f(t))) dt

= F(Z(b)) — F(%(a)),

(11.29)

héngt also nur von Anfangs- und Endpunkt ab, nicht vom Weg. Solch ein f heifst

konservativ. Spéater: Kriterium fiir Existenz von F'.

Bei Kraftfeldern (Physik) heift V' = —F Potential.
3. [:R" 2 M — R heilt Skalarfeld

f:R" O M — R" heifst Vektorfeld

Beispiel:
Y cost
flay.2) =1z |, R:Z(t) = | sint | , 0<t<2rm
2
t

z
27|— sint —sint 27
/fdf— cost cost dt:/ (—sin®t + cos®t + t?) dt
8 0

- / (cos(2t) + %) dt = {@ o grﬁ N 8%3

0 0

F= [ yde=ay+h(yz2)
rdy = zy + he(z, 2)

3

2dz = % + hs(x,y)

I
—— —

ZS
= F::cy—l—g tut’s

s

/ﬁfd:i"‘ _ F(#(27)) — F(#(0)) = F(1,0,27) — F(1,0,0)

11.4 Hohere Ableitungen und Satz von Taylor

Definition Sei M C R" offen, ¥y € M, f: M — R.

02 f 0 of

(fI]>”Ck( ) fmjwk( 0) = axkax3<$0 = alkal/] )
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heift partielle Ableitung 2. Ordnung von f im Punkt &y, falls f,, in U.(%) existiert und
partiell nach x;, diffbar ist; analog fiir hohere Ableitungen.

Bemerkungen:

0 0 00 P

2. Es kommt auf die Reihenfolge an, d.h. f,,., 7£A frayz-

1. Beispiel im R?: f,.., = %fmzz =

3. Beispiel: f(x,y) =e™ 4+ zsiny
Jo = ye™ 4 siny
fCECE = y%xy ) fmzzx:p == y5emy (1135)
faoy = (L4 2y)e™ + cosy
Bezeichnung: f heifst k£ mal stetig (partiell) diffbar auf M, falls alle nur moglichen par-
tiellen Ableitungen der Ordung k auf M existieren und stetig sind.
Symbol: f € C*(M), insbesondere
feCo%M): f stetig
f € CY(M): alle part. Abl. existieren und sind stetig (= f total diffbar auf M)

Satz 31. (Lemma von Schwarz)

Sei M C R" offen, f: M — R, f € C'(M); weiter ezistiere fy ., auf M und sei stetig,
dann folgt: fy, ., existiert ebenfalls, und es gill fo,2; = fu,a,-

(ohne Beweis)

Beispiel:  f(z,y,2) = y?sin ((2? + 2%)e*?) + 2ye™™

814 f

Berechne: W =0, weil fy,, =0.

Bemerkung: . .

Falls ein Vektorfeld f, komponentenweise C!, eine Stammfunktion!® hat, d.h. f = VF,

dann gilt
9fi _ Ofk
— = 11.36
afL’k 6xj ’ ( )

da F € C? und deshalb F, ,, = F,,...
Umkehrung gilt auch (ohne Beweis), daher: Kriterium fiir konservatives Feld.

Bezeichnungen: (fiir Satz von Taylor)
e f:R" - R, feCHM)

ha
o h= | eR”
hn

15hzw. ein Potential f = —VV,dh V = —F
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(T = B B

e n=1: ((Vh)kf> (zo) = f) (xo) R

o 1 beliebig, k = 0: ((vﬁ) f) (F0) = f(&)

k=1 ((VE)'f) (7) foj (V&) -k
k::2:< h)? > (o) :foixjxo ih;

ig=1

fa:l:vl R fxlﬂﬂn
mit [ = (fxm) = : : )
fxnxl e fInCCn

d.h. f"(%y) € R™™ (Hesse-Matrix), gilt
((VR)2F) (7o) = R" J" (@)
Ist f € C*(M) = f” ist symmetrisch, und damit
((VR)2F) (@) = @y, (B).
Satz 32. (Satz von Taylor)
Sei M C R™ offen, he R", f € C*Y(M), Zg+the MV t€0,1], dann gilt

k ((va) (o)

fFat ) =Y + R, (11.37)

k!
k=0
wobes okl .
(R F) @+ o)
Ry, = i fir ein ¥ € (0,1). (11.38)
Bemerkung:

X
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Beweis: ¢(t) := f(Z, + th), t € R Taylorentwicklung (1D) von ¢ (Satz 8):

k

e 0(0) ")

o(1) ; O ) 9 € (0,1). (11.39)
Bleibt 7.2.: (1) = ((vﬁ)” f) (@ + th)
Induktion nach k:

k = 0: klar

x = 1: Differentiation nach Kurve:

(F(Z®)) = (VF)(EE)) - 2(t), hier £(t) =h, (11.40)
also o
¢'(t) = (Vf)(To+th) - h. (11.41)
K— rk+1:
d
(k+1) -~ (r)
oIt = 5 (67(1)
d . S
= = ((VR)'F) @+ th)
d n
— & Z th"'xjn (QZO + th) h‘]l hjﬁ
T1seees Jr=1
= Y hjhie Y fey e, (T 4 th) by,
Jireeesin=1 jrt1=1
Spezialfalle:

1. n =1 bekannt

2. feCYM): f(Zy+h)

F(@0) + (Vf)(@o + 0h) - h

=o(1), |h|—0

—

3F€CHM): (o +R) = [(@) + (V)(@) - Fit o KT f" (o + 0h)

—o((f), [F—50
4 [ €M) f(d@o+h) = [(To) + (VF)(Eo) - bt 3BT f"(To) bt Ra
=o(|h[2), |A|—0
Beispiele:
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1. f(z,y) = e™ + xsin(ny)

(V) (z,y) = (ye™ + sin(ry), ze™ + 7z cos(my)) (11.43)
. A fee e\ y2e®y (1 + zy)e™ + 7 cos(my)
flay) = (fym fyy) (1 +2y)e™ + meos(my)  a2e™ — w2z sin(wy)
(11.44)

Entwickle um 7y = (3) = (1)
fe =@+ v (17))

1 4e? 3?47\ [z —1 9 5
bylo=ty=2(gat AT (52)) Folle 1P+ ly-2?)

y—2
(11.45)
2. Einfacher oft mit bekannten Reihen, z.B. f(z,y) = ¥ um 0:
_ i T+ y
n=0
1

=14 @+ )+ 5+ +o((+ 7)) (11.46)

1

—1+x+ (§x2+y2> + o(z* + %)
Daraus lesen wir ab:

(V£)(0,0)= (1, 0) und f"(0,0) = ((1) 3) (11.47)

11.5 Lokale Minima und Maxima

Definition: Sei M C R" offen, f : M — R. ¥y € M heifst lokale Maximalstelle von f, falls
ein € > 0 existiert, mit

f(@) < f(Zo) VI e Us(Zo) \ {Zo} (11.48)
(analog: lokale Minimalstelle. .. f(Z) > f(Z)

Satz 33. (Lokale Extrema)
Sei M CR" offen, f € C'(M).

(i) notwendige Bedingung:
Ist Ty € M lokale Extremstelle von f = f'(Z) = 07,

9 - positiv semidefinit (Minimum,).
(ISt sogar f € CE(M) = ["(%) negativ semidefinit (Maximum,).
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(ii) hinreichende Bedingung:
Ist f € C*(M) und gilt f'(Zy) = 07, f"(Zy) positiv definit (negativ definit)
= 1 ist lokale Minimalstelle (Mazimalstelle).

Bemerkung: Ist (Vf)(Z) = 0 so heifit &, kritischer Punkt von f.

Beweis:
Idee: Taylor

f(Z) = f(Zo) + ['(Zo) (¥ — Zo) + %(f — 20) T (%) (T — To) + ... (11.49)
— S

=0T

~
pos./neg. definit

(i) Sei &y lokale Extremstelle von f
= die eindimensionale Funktion ¢(t) := f(Zy+t€;) hat lokales Extremum bei ¢ = 0

= 0= i—gf(()) = g—g{j(fo) (fir jedes j =1,...,n)
(ii) Taylor:
f(@) = f(Zo) + ['(%) - (¥ — 7o) + %(x — o) f"(Zo + (T — 7)) (T — To)
. (11.50)

= f(%o) + 5(5— To)" f" (T + V(T — Z0)) (T — Ty)

(z.B. fiir Minimum:) f”(Z) pos. definit, aukerdem f” stetig, da f € C*(M), d.h.
3 U.(Zo) mit f"(Zo + 9(Z — 7)) pos. definit V & € U (%))
= [(@) > f(Z) V7 € U(To) \ {Zo}

O
Beispiel: f(x,y) = 22% + 4y* + 4oy — 4o + 4y + 10
(V) (2, y) = (4o + 4y — 4, 8y + 4z +4) = (0,0) (11.51)
= dr+4y—4=0 = x+4+y=1 in 2y+a.v—|—1:0 (11.52)
also 2y+1—y+1=0 < y=-2 unddamit =3
(_32> ist einzige potentielle lokale Extremstelle.
e = (5 §) =162 (11.53)

Hauptunterdeterminanten: 4 > 0, 32 — 16 = 16 > 0, also ist f” pos. definit und f hat ein
lokales Minimum bei (_32> (sogar global).
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Skizzen fiir typische Fille, f : R? = R, f/(0,0) =0, ...

1

1 if

f(0,0) positiv definit £7(0,0) negativ definit £(0,0) indefinit

lokales Minimum lokales Maximum Sattel
MAPLE-Code:

> plot3d(x~2+y~2,x=-1..1,y=-1..1,view=0..2,axes=boxed,orientation=[125,70]) ;
> plot3d(-x~2-y~2,x=-1..1,y=-1..1,view=-2..0,axes=boxed,orientation=[125,70]);
> plot3d(x~2-y~2,x=-1..1,y=-1..1,view=-1..1,axes=boxed,orientation=[125,70]);

11.6 Vektorwertige Funktionen

Betrachte
i} Hi(#) (11.54)

d.h. m Funktionen f; : R" — R.
Stetigkeit, Diffbarkeit etc. komponentenweise.

Also: Sei M C R" offen, &, € M. f : M — R™ heift (total) diffbar in Z, falls es eine
Matrix A € R™*" gibt, mit

— —

f(Z) = f(&) + A(Z — &) +o(|Z —Zo|), T — . (11.55)

Es gilt dann A = (a;;), a;; = Ofi(#)),i=1,...,m,j=1,...,n.

Ox;

A= (gfl (fo)> =: J?/(fo) = g—‘}i(i"o) heiflt Fundamental- oder Jacobi-Matrix.
Lj Z

Spezialfalle:

1. m =1, n beliebig: Skalarfeld, f' =V f = (%, ceey gg )
1 n
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f
2. n =1, m beliebig: Kurve, f' = | :
f/

3. n=m > 2: Vektorfeld, f’ € R™" also quadratisch

Guter Zeitpunkt, um mal ein paar Vektorpfeile wegzulassen. . .

Satz 34. (Kettenregel)
Sei M C R™ offen, f: M — R™, diffbar in ijo € M.
Weiter sei K C RF offen, g : K — M, diffbar in Ty € K mit jo = g(Zo).

Dann ist die Funktion h : R¥ O K — R™, definiert durch h = f o g, d.h. h(Z) = f(g(T)),
diffbar in Ty mit
h'(Zo) = f'(9(Zo)) g'(Zo) (11.56)
Bemerkung: Matrizen. ..
° h/(fo) c Rmxk
o ['(5o) € R™"
[ g/(fo) € Rnxk
Dimensionen passen also!
Beweis: (¥ — )
W) = (o) = f(9(Z)) — f(g9(0))
= H(g@) + () (7= o) + ol]E — ) — f(g(E)
; dibarﬁ@m‘i‘ f'(9(%)) - (¢'(Z0) - (F = o) + o(|Z — Zo)))
. L L S 11.57
+o(lg'(F) - (7 — 7)| + ol| — 7o) ~LlgkFT (11.57)
—o(|F~0l)
= ['(9(Zo)) - ¢'(Zo) - (' — o) + ['(9(Zo)) o(|T — To|) + o(|Z — Zo|)
=o(|7~o))
O
Beispiele:
1. n =m =k = 1: klar eindimensionale Kettenregel
2. g:R? 5 R, f:R* - R3
9 sinx
T cosx
f(mlaanx37$4) = T2 ) g(may) = e¥ (1158)
T34
zy
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h:=fog, B (m,0) =7

10 0 e
f,<x17x27x37'r4) - O 1 O O ) g,(x7y) - 0 ey (1159>
0 0 T4 XT3 y T
W(m,0) = f'(g(m,0)) g (x,0)
= f’(O,—l,l,O)-g’(W,O)
0 -1 00\ (7Y
=10 1 0 O 00
- 11.60
0 0 01 8 71r ( )
0 0
=10 0
0
Hier auch explizit moglich:
sin?z — cosz
h(z,y) = CoS & (11.61)
xy eY
2sinxcosx + sinx 0
b (z,y) = —sinx 0 (11.62)
yeY (1 +y)e?
0 0
R (m,0)= (0 0 (11.63)
0 =

11.7 Implizit definierte Funktionen

—

y) € R™. Lose nach i auf.
) lernen, ohne f(Z) explizit zu bestim-

Idee: F(Z,y) = 0 wobei © € R", 4 € R™ und F(Z,
Eindeutig moglich? Was kénnen wir iiber ¢ = f(&
men? (da oft schwierig bis unmoglich)
Beispiele:
l. (n=m=1)
sinx —y® +e" =0 (11.64)

global nach y auflésbar: y = f(x) = (e® + sin® z)"/3
Dann erhalten wir natiirlich auch leicht f'(z) = £(e” + sin® 2)?/*(e” + 2sin z cos z).
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2. (n=m=1)
sinz —y? +e* =0 (11.65)

Lése in Umgebung von (zg,y9) = (0, —1), also lokal, nach y auf:

y = f(r) = —Ve* +sin’z (11.66)

Dann erhalten wir direkt

e’ + 2sinx cosx

f'(z) = — , 11.67
(@) 2ver + sin’ x ( )
insbesondere an der Stelle zo = 0: f'(0) = —%.

Geht aber auch ohne explizites Auflésen!
Leite F(z, f(x)) = 0 nach = ab:

2sinzcosz — 2f(x)f'(x) +e" =0 = f0)=—== ! (11.68)

3. (n=m=1)
sin®z — y cos(my) +e” =0 (11.69)
Loése in Umgebung von (zo, yo) = (0, —1) nach nach y auf — sicher nicht explizit, aber
vielleicht f'(0) =7 Setze y = f(z) und leite nach z ab:

2sinxcosz — f'(x) cos(mf(x)) + f(x)sin(nf(z)) nf (z) +e* =0 (11.70)
An der Stelle (0, —1):
—(0) cos(—7) — sin(—m) 7f'(0) + 1 =0 = f(0)=-1 (11.71)

Falls es so ein f(x) gibt. ..
4. (n=1,m=2)

2+ xe? +sinz =0

224 ycosx =0

(11.72)

In Umgebung von (0,0,0) nach y und z auflésbar, dh. definiert das dort Funktionen
y(x) und z(z)? Vielleicht, aber wohl nicht explizit. Falls ja: Einsetzen und ableiten
(nach x):

327 + ¥ 4wy (2)e¥™ + 2/ (2) cos(2(z)) = 0
22(x)2'(z) + ' (z) cos(x) — y(x) sin(z) = 0 (11.73)
An der Stelle z = 0: y(0) = 2(0) = 0, d.h.
’ ﬁ;(oo)*fléo) _ 8} = 2'(0)=—1, ¥ (0)=0 (11.74)

Falls solche Funktionen existieren!
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Satz 35. (Implizite Funktionen)

Sei M C R"™™™ offen, F : M — R™.

Seien weiter (o, o) € M mit Ty € R™ und o € R™ gegeben mit F(Zo, ) = 0.
Ferner sei F € C*(M) und det %—;(fo,yjo) #0.

Dann existiert ein € > 0, so dass es genau eine Funktion f: R™ D U.(Zy) — R™ gibt mit
f(fo) = ?j() und
F(@ f(Z)=0 VZeU(). (11.75)

Weiter gilt f € C*(U.(Zo)) mit

ra) = |5 r@)|  Sha . (11.76)

Kurz: F(7,y) = 0 ist (lokal) nach ¢ auflgsbar bzw.
definiert (lokal) eine eindeutige Funktion ¢ = f(Z).

Bemerkungen:

2

e In Beispiel 3 oben war F(x,y) = sin® x — y cos(my) + ¢* und damit

OF
——(z,y) = —cos(my) + ysin(ry) 7
dy
(11.77)
OF : :
= —(0,-1) = —sin(—7) —sin(—m)7=1#0,
dy
d.h. y = f(z) existierte tatséchlich (lokal).
. 23+ ze¥ +sinz\ . [y
e In Beispiel 4 oben war F(x,y,z) = < 2 4ycosz ) yi=12)
oF zre¥  cosz oF 0 1
M(Jjay>z) - (COSZE 25 ) ) M(O’O’O) - (1 0) ) (1178)

= det (B—F(6)> = —1 # 0, d.h. solche Funktionen y(x) und z(z) existieren tatséch-

9(y,2)
lich lokal. Weiter:

oF (32 + e oF - (1
1 0 .
(0) = (_1> (wie oben).

0
- (-0
(11.80)

Beweisidee:
(Existenz und Diffbarkeit von f ohne Bew., aber: Grund fiir Bedingung und Herleitung
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der Formel fiir f')

! Lo Lo oF L oF , ., L
0=F(Z,y) F dbar F(Zo, %) + a—»(x()a o) - (T — Zo) + —= o7 (%o, %0) - (Y — o) (11.81)
+o (\/W— To|* + 4 — ?]0|2>
-1
Auflosen nach 3 erfordert Multiplikation von links mit [a—lg(xo, yo)} ,
daher Bedingung det = 8F (xo, Yo) # 0
Leite dann F'(Z, f(a:)) = 0 nach 7 ab (Kettenregel):
OF OF of
(@) + =(F 0
5 (710 + G (5 (@) (@) =
~ -
7@ (11.82)
F L oF
= ) =-|E @] Gh@s@) ViU,
inbesondere fiir ¥ = 7y O
Korollar zu Satz 35. (Umkehrfunktion)
Sei M CR" offen, f: M — R", f € CY(M).
Weiter sei £y € M mit det f'(Zy) # 0 und 4o = f(Zo).
Dann exisitiert lokal eine stetig diffbare Umkehrfunktion f=* von f, d.h.
e s gibt offene Mengen U,V CR"™, mit Ty € U und 4jp € V,
o f:U —V bijektiv, d.h. insbesondere f=1:V — U existiert und
o« [THeCN V) mit [TV = (@)
Beweis:
Lose y = f(#) nach ¥ = ¢g(y) auf, d.h.
16se F'(Z,y) = 0 mit
F(Z,y) = f(Z)—y (11.83)
nach ¥ = ¢g(y) auf. Moglich 1t. Satz 35, falls 0 # det 8F(a:0,y0) = det f'(7p). Weiter gilt
. oF, . 17toF, . -
/0 =~ o@D | Gole@n = @ (11.8)
() -
=/ =—1I
]
Beispiel:
2
Y S B
(@1, 20) = < 2y ) (11.85)
, 1 —2.172
det (f'(x1,22)) = det (O 5 ) =2 (11.86)
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s =02 = () = (1187

(6 1) -G
f(:rl,xz)z(xl_x2> () (11.89)

Fres=raart=(3 5) = ) (11.59)

NI= DN

geht hier auch explizit

21’2

(2. Komp.) x5 = Sy, (in 1. Komp.) 21 — 343 =y1 = z1 = y1 + 143, also

- + 1y3
) = (yl 1y;y2> (11.90)
2
und damit .
_ 11 B 12
F Y () = (0 Qf2> = V(3,4 = (0 ;) (11.91)
2 2

11.8 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Definition: Sei M C R” offen und f,¢1,..., 9, jeweils M — R. ¥y € M heilst lokale
Maximalstelle (Minimalstelle) von f unter den Nebenbedingungen g; =0, j = 1,...,m,
falls

(i) ¢g;(Zo) =0V j=1,...,mund

(ii) es existiert ein € > 0, so dass
F(7) < f(7) ¥ 7 € Unlii) \ {7} mit g;(7) =0V j=1,...,m.
(f(@) > f(Zo) ... )

Beispiel: (n=2, m=1) Suche Extremstellen von
f(r,y) = om0 (11.92)

unter der Nebenbedingung 2% + y? =1 (d.h. g(z,y) = 22 +3* — 1).

1. Idee: Lose NB nach y auf, setze in f ein, und l6se “normales” Extremwertproblem fiir

S, y(x)).

Aber: Auflésen geht nicht immer, und wenn dann oft hésslich, z.B.

e Wurzeln
e Fallunterscheidungen
e Randpunkte
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2. Idee: Geometrisch

Angenommen wir haben NB parametrisiert, hier als Kurve & : Z(t) = (gég ), d.h.

(T eR?|g(7) =0} = {Z(t) |t = ...} (11.93)

brauchen wir nicht explizit — hier geht’s aber z.B. mit x = cost, y = sint, ¢t € [0, 27|
Suche Extremstelle von f(Z(t)), notwendige Bedingung:

1) = (VH@ED) -3 (0) £ 0 (11.94

4 (x’y) =2

b

andererseits
gEH) =0 = (Ve@Er) ) =0 (11.95)

d.h. Vg L Z(t) (immer) und an Extremstelle auch Vf L ()
also gilt an Extremstelle (n = 2): Vf| Vg, d.h. 3\ € R, so dass

(V) +XVg)=0 (an einer Extremstelle) (11.96)
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Suche nun Extrema von

L(Z, ) :== f(Z) + \g(D), (11.97)
denn VL = 0 liefert obige Bedingung und ‘3—’; = ( reproduziert NB.
Allgemein. . .

Satz 36. (Lagrange-Multiplikatoren)

Sei M C R"™ offen, f,q1,...,9m € CY (M) skalare Funktionen mit m < n. Ist Ty €
M ein lokales Extremum von f wunter den Nebenbedingungen g; = 0, j = 1,...,m,
und sind (Vag1)(Zo), ..., (Vgm)(Zo) linear unabhingig, so gibt es sogenannte Lagrange-
Multiplikatoren Ay, ..., Ay, fiir die gilt:

Definieren wir (die Lagrange-Funktion)

L(#,X) = f(&) + Y Nigi(@) (11.98)
j=1
so gibt es ein XO e R™, so dass gilt
L > L >

o

(ohne Beweis; Beweisidee oben)

Kurz: Statt Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen fiir f untersuche gewoéhnliches
Extremalproblem fiir L.

Beispiel: (von oben)

_ o (3=5)2—(y—4)?
flay c (11.100)
glz,y) =z +y —1

L(z,y, \) = e~ @=5)?=(y—4)? )\(a:2 + 9 — 1) (11.101)

L
g_x = 2z —5)e @V Loxp 2 (1)
oL _ oy —4)e @ Loy, L (i)

Jdy

Fiir  # 0 # y bilde

() -y — (i) -z : —By(z —5) =BT | 9y (y — 4) o= @=52—7=1" —
& by=4dr & y=-x

152



in (iii) y :
P+ —rt=1 & r=4+— (11.102)

25 VA4l

Also: Potentielle Extremstellen von f unter NB g = 0 sind

= ) 4 - 5 4
Ty = (\/ﬁ7 \/ﬁ) und 7_ = <—\/ﬁ, —\/ﬁ) . (11103)
Bei x = 0 oder y = 0 finden wir keine weiteren Extrema.
Skizze zeigt, dass Maximum bei Z, und Minimum bei Z_, ...oder besser:
Wir sehen, dass
f(@y) > f(@2). (11.104)

Da f stetig ist und der Einheitskreis kompakt, nimmt die Funktion auf dem Einheitskreis
nach Satz 27 Minimum und Maximum an, d.h. das Minimum wird bei Z_ und das Maximum
bei ¥, angenommen.

Weitere Erlauterungen zu den Féllen (n = 3, m = 2), (n = 3, m = 1) und der allgemeinen
Situation.
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9 Nachtrag: Differentialgleichungen (DGLn)

9.5 Existenz und Eindeutigkeit fiir Systeme und DGLn beliebiger
Ordnung

In Abschnitt 9.4 haben wir gezeigt, dass das AWP

v =f(z,y), ylxo) = yo (9.83)

unter gewissen Bedingungen an die Funktion f : R? — R eine eindeutige Losung
y : Us(x9) — R hat.

Ersetzen wir nun y durch i : R — R™ und f durch f : R""! — R, so erhalten wir ein
System aus n DGLn erster Ordnung und das AWP

—

gy = flz,9), yl@o)=1o. (9.84)
Satz 21 und seinen Beweis kann man dann fast wortlich ibernehmen:

Satz 37. (Picard-Lindeldf fiir Systeme)
Die Funktion f: R™™ — R™ sei im (n + 1)-dimensionalen Rechteck

D= {(ac,y_’)||x—x0| <a, lyj—yo;| <b, j=1,...,n} (9.85)

stetig und dort stetig partiell nach y1,y2, ..., yn differenzierbar. Weiter seien M und h
durch

M = max (ggg{D |fi(z,9)] und ~ h:=min (a, ) (9.86)
definiert. Dann gibt es in der Umgebung
Un(wo) == { | |x — mo| < h} (9.87)
der Stelle xog genau eine Losung des AWPs
g'= ), i) =do. (9.88)

Bemerkung: (DGLn héherer Ordnung)
Wie wir in Ubungsaufgabe 29 gesehen haben, konnen wir eine DGL n-ter Ordnung

y" () = fz,y(@), ¥ (2),...,y" D (2)) (9.89)

umschreiben als System von n DGLn erster Ordnung, durch

yi(z) ?J/(l’)
ylx) = yQEx) —1 7 (x) : (9.90)
Yn () y(nil)(z)



auf

yll (35) yz(iﬂ)
yé(ﬂf) ys(ﬂf)
y' = : = : : (9.91)
Y1 () Yn ()
y;(l’) f<x7y1<x)>"'7yn—1('r)

Um dann (unter gewissen Vorausseztungen) ein eindeutiges AWP zu erhalten, miissen wir
einen Anfangswert(-vektor) 3(x¢) = 7y vorgeben, d.h. eine eindeutige L6sung der DGL
n-ter Ordnung erhaltehn wir, wenn wir n Anfangswerte, y(z¢), y'(z0), . . ., y™ (x0),
vorgeben (vgl. Abschnitt 9.3)
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12 Integration im R"

12.1 Bereichs- und iterierte Integrale

Beispiel:
Ya Yi
$2(2)

¢1(x)
a b
Flacheninhalt:
b
Bl = [ (6ata) — 1)) o
b 62(2) (12.1)
= / ( / dy) dx,
a o1 ()
andererseits

|m=/(w@—w@»@

d Ya(y)
= / / dr | dy,
c Y1(y)
d.h. Flache gegeben durch iteriertes Integral.
Mit Integrand. .. (zunéchst tiber Rechtecke)

(12.2)

Satz 38. (Fubini)
Sei f:R? 5 R, T f(T) stetig auf dem Rechteck aj < x; <b;, j = 1,2, dann gilt

b b1 by b
/ < f(x1,22) d931> daxy =/ ( f(:vl,xz)dx2> dzy (12.3)

(ohne Beweis)
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Verallgemeinerungen: Gilt auch fiir

e f: R" — R und den n-dimensionalen Quader a; < z; < b;, 7 = 1,...,n und
beliebige Vertauschung der Integrationsreihenfolge in

b1 bn,
/ f (21, ..., 2) day, ... dxy (12.4)

e Integration iiber sogenannte Normalbereiche B C R™ der Form (hier n = 2)

Bz{@) GRz‘aéxéb, ¢1(ﬂf)§y§¢2($)}

12.5
xr 2 . ( )
=1y €eR ‘Céyéd,%(?/)éxﬁﬁb(y) @, stetig
(vgl. obige Skizze). d.h. verschieden parametrisierbar
Beispiel:
Inneres des Einheitskreises
B={ZeR*||7* <1}
:{(2)61&2 —1§x§1,—\/1—x2§y§\/1—x2} (12.6)
:{(z) ER?’| —1<y<1l, —y/1—y2<x< \/1—y2}
ist Normalbereich.
Definition: (Bereichsintegral)
Seien ¢y o(z) stetig auf [a, b] und ¢4 o(z,y) stetig auf
B:{(Z>GR2 0<z<b gbl(a:)gyggbg(x)}, (12.7)
und sei
v x
K:=q|y| ek’ (y> € B, Pi(x,y) <z <u(vy) ¢, (12.8)
z

sowie f stetig auf B und ¢ stetig auf K. Dann heifst

b roa(x)
/de = // fdxdy ::/ / f(z,y)dyda (12.9)
B B a 1(z)
¢2(z)  pea(y)
/ng /// gdxdydz —// / g(z,y,2)dzdydx (12.10)
K 1( 1(z,y)
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Bereichsintegral von f iiber B (von g iiber K — analog fiir héhere Dimensionen). Speziell
heifen |B| = [, dV Fliache von B und [, dV Volumen von K.

Bemerkung:
Falls B oder K kein Normalbereich: Versuche, in Normalbereiche zu zerschneiden.

Beispiele:

1. Flache des Einheitskreises

B={ZeR*||z* <1} (12.11)
1 V1—z2
|B|:/dV:/ / dy dx
—1J—V1-22
—2/ V1—2?de x =sint
V1 — sin? 7fcoszfdzf—2/2 cos®tdt

ISIE >—A

(12.12)

NP!
w

(ME}

t 1 "
=2 {§+Zsin(2t)]_ =

Wl

2. B={(z,y)" eR?||2| <1,ly| <1}, fla,y) =2—a® -y

11
/de—/ (2 — 2% — ) dzdy
B —1J-1
1 3 o=+1
= / {2:3 — % — yzx] dy
-1 r=—1
! 2
- / (4 -5 2y2) dy (12.13)
-1

o ire .-"

y ﬂl J'r'ff‘e Y
/lllll' h
P/l

01 7 _015-1 - {Ey - gyg} +1
_0‘5 _1 1 3 3 _1
anschaulich: Volumen zwischen ? _ % ?

z = f(x,y) und zy-Ebene

Bemerkung:

Damit haben wir das Bereichsintegral als iteriertes Integral definiert.

Fiir weniger hiibsche Rénder komplizierter. . .

Die Konstruktion war angepasst an kartesische Koordinaten. Wie sollten wir fiir krumm-

linige vorgehen? Dazu ahmen wir zunéchst fiir / / f(z,y) dz dy die Konstruktion aus

einer Dimension nach:
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1. Zerlege Rechteck in kleine Rechtecke

v A

d

c
|
a b z
2. Bilde Ober- und Untersummen
=D e S 1Bl S =300 min £ 1Bl (1214)
j=1 k=1 7 j=1 k=1 7

3. Verfeinere: n, m — oo, alle Kantenlangen — 0
4. Hoffe, dass lim SO, = lim SY =: [, fdV.

n,m—oo n,Mm—00

Dabei wird Fléche |Bj| = (Ax);(Ay)y zum
Fléchenelement in kartesischen Koordinaten: dzdy, “infintesimales Quadrat/Rechteck”.

Analog:
Volumenelement in kartesischen Koordinaten: dzdydz “infintesimaler Wiirfel /Quader”,
bzw. im R": dz;dxs ... dx,.

Frage: Integration in anderen (krummlinigen) Koordinaten (g1, ..., q,)?
D.h. bijektive Abbildung

7:R" — R"”

s 50 (12.15)
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o\

. Zerlege in kleine Parallelogramme Pjj, aufgespannt durch Tangentialvektoren an die
Koordinatenlinien.

. Fliche des Parallelograms (an der Stelle ¢)

[Pl = |det (5,(0), 7, (@) | (A1) ;(Ag2),, (12.16)

Damit z.B. Obersumme

n

Som = D > max f(E(@) | P] (12.17)
=1 k=1"""7

. Verfeinere: Das Flachenelement wird

dV = dzdy = |det (Z,,(7), fq2(®)| dq; dgs . (12.18)

Gilt tatsachlich. . .

Satz 39. (Transformationssatz bzw. Substitutionsregel)
Sei K CR", 7: K — K CR", ¢— %(q) bijektiv und ¥ € C*(K). Weiter sei f : K — R
stetig, dann gilt

[ fav = [of r@ao...az,
= [of sy faer 5!

) (12.19)
det —J(D' dg; ...dg, .
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Beispiele: (Siehe auch Abschnitt 5.8, insbesondere Skizzen dort)

1. Ebene Polarkoordinaten (r, ¢)

o (x) _ (rcosy 0<r<oo
o (y) B (T sin QD) ’ 0<p<2m (1220)
dV =dady = ‘det o.y) ‘ drdyp

(r, %)
= ‘det (COS(‘O —rsmgp)' drdp =rdrde

(12.21)

singp rcose

(a) nochmal Fliche des Kreises, diesmal mit Radius R: K = {Z € R?||7| < R}

2w R TQ R
/ dv = / / rdrdp =27 {—} = mR? (12.22)
K 0 0 2 0

viel einfacher als in kartesischen Koordinaten. . .

(b) +o00
J::/ e dz =? (12.23)

—0
keine elementare Stammfunktion

2 +oo —I2 2 +oo —:C2 +oo 2 _(x2+ 2)
Jo = e dx) = e " dx eV dy| = e Y dxdy
_ — —00 R2

- - (12.24)

Polarkoordinaten. . .
2w poo 877”2 o
J? = / / e rdrdp =2 =, (12.25)
o Jo (—2) .
und damit J = /7, also
+oo
/ e dr =7 (12.26)

2. Flacheninhalt einer Ellipse mit Halbachsen a und b

3. Kugelkoordinaten

x 7 sin 1 cos 0<r<oo
= |y | =|[rsindsing | , 0<9<m (12.27)
z r cos v 0<p<2m
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dV =dxdydz =

oz, vy, z)
det (8(7’,19,@))’ drddde

sintcosp rcosvcosp —rsindsing
= |det | sind¥siny rcos¥siny rsinvcosy drddde
cos v —rsind 0

= r%sin ) | cos ¥(cos 1 cos® p + cos v sin? @) (12.28)

+ sin ¥ (sin 9 cos? ¢ + sin ¥ sin? )| dr dv de
= [r?sind (cos® ¥ + sin®9) | dr dvJ d
= r?sind dr dd dy (vel. UA 45)

Mit 0 < ¢ < 7 sind Betragsstriche nicht notwendig, da sin ¢/ positiv.

(a) Volumen einer Kugel mit Radius R:

27 T R R

/ //TQSinﬂdrdﬁdcp:%r/ r2dr

o Jo Jo 0
—_——

—=R3/3

m 4
/sinﬁdﬁz—”R?’. (12.29)
. 3
=2

4. Volumen des Vivianischen Fensters

12.2 Oberflachenintegrale

Gegeben: 2-dimensionale (Ober-)Fliche F im R?, z.B.
e implizit, F(z,y, z) = const.
e explizit, z = f(z,v)
e oder parametrisiert. . .

Definition: Eine parametrisierte Fliche F C R3 ist gegeben durch 7: R> D B — R3, d.h.

€1 (U, U)
Z(u,v) = | z2(u,v) | , x; kartesisch, (u,v) € B. (12.30)
€3 (U, U)
(i) @, = % und 7, = % heifen Tangentialvektoren.

F bzw. Parametrisierung heifst regular, falls 7, 7, 1.u.,
d.h. spannen Tangentialebene auf.
Ty X T
(ii) Ist F regulér, so heift 77 := ﬁ Normale(-neinheitsvektor)
Ty X Ty

(iii) Ist F Oberflache eines Korpers K im R?, so heiRt 77; innere Normale, falls 77; Norma-
leneinheitsvektor ist und ins Innere von K zeigt, d.h. n; = +n.
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Beispiele:

1. F explizit gegeben, z = f(x,y), (z,y) € B C R?
u
Z(u,v) = v (12.31)
u,v)
1 0
.= | 0], 1 regular! (12.32)
Jfu fo
fu 1 _fu
Ty XTy=1|—fu ] . n=———— |/ (12.33)
1 VI+a+ R\
2. Kugeloberfliche (Radius R), .7: = {Z e R*||Z| = R},
speziell fir R =1: 52 := {7 € R? | \i’| =1
sin v cos u
Z(u,v) = R | sinvsinu | , 0<u<2r, 0<v<m (12.34)
cos v
—sinu COS U COS U
Z, = Rsinv | cosu | , T, = R | cosvsinu (12.35)
0 —sinv
sin v cos u
Ty X Ty = —R*sinv | sinvsinu | = —Rsinv Z(u,v), regulér fiir v # 0, 7.
cos v
—_————
B (12.36)
3. Kegelmantel (h > 0)
v CoS U
Z(u,v) = | vsinu | 0<u<2r, 0<v<h (12.37)
v
—sinu cos U
T, =wv| cosu |, T, = | sinu (12.38)
0 1
vCosu | [cosu
Ty X Ty = | vsinu | , n=——/|sinu 12.39
o voh (12.39)

regulér fiir v # 0
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Integration iiber F: Konstruktion wie bei Substitutionsregel
1. zerlege F in Parallelogramme, aufgespannt durch 7z, 7,

2. Flachenelement dO = |7, x Z,|dudv

Klwv)

du u

Definition: (Oberfliche / Flachenintegral)
Sei F C R? eine parametrisierte Fliche, regulir, d.h. ©: R? D B — R3,
und sei f stetig auf F (S:? f o @ stetig auf B), dann heifst

/ fdO = // f(@(u,v)) |2, x Z,|dudo (12.40)

Flachenintegral von f iiber F; speziell heifst

O(F) = /F 10 (12.41)

Oberfliche von F.
Beispiele:
1. Oberflache einer Kugel mit Radius R (parametrisiert wie in Bsp. 2 oben):
|, x T,| = R*sinv,

2 T
O(F) = / / R?sinvdvdu = 47 R? (12.42)
0

2. f = arctan(?) auf (Einheits-)Kugelhélfte — parametrisiert wie oben, mit 0 < u < 7

//de //arctan( 22;3) sinvdvdu
= /udu—w2
0

164

(12.43)



Definition: (Oberflachenintegral 2. Art / Fluss)
Sei F C R? eine parametrisierte Fléche, reguldr, d.h. 7: R* D B — R?,
und sei f: R?® — R? ein stetiges Vektorfeld auf F ( = f o stetig auf B), dann heifst

/de // ﬁfuv ni(u, v)) | T, X Z,| dudv

=dO

(12.44)

Fluss von f durch F.

U

Bemerkung: Vorzeichen von [ e f d0 héngt von Parametrisierung ab.

Beispiel: f(a_:’) = a%, a €R,
F: Kugeloberflache einer Kugel mit Radius R (s.0.): @, X Z, = —Rsinv Z(u, v),

2
/ fdO = / / |x (w0 |3 (—Rsinv) ¥(u,v)dvdu

27 T
. :)‘ . —a/ / sinvdvdu = —47na.
T(u,v)|= 0 0

(12.45)
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12.3 Integralsatze

Motivation: 1D ,
| r@as=s0)- s (12.46)

(Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
a,b: Endpunkte / “Rand” des Integrationsbereichs

Mehrdimensional?
z.B. endlicher 2D Bereich, B C R?,
mit Randkurve 0B. ..

...oder 3D Bereich, K C R3,
mit Oberflache 0K . Qg

Satz 40. (Gaufischer Integralsatz)
Sei K C R? ein Korper mit parametrisierter Oberfliche OK (stiickweise glatt) und mit
innerer Normale 7;, und sei f : R® — R3 ein stetig diffbares Vektorfeld. Dann gilt

/XZ;&Vde::—» aKf@agz. (12.47)

=d0

Notation # betont, dass es sich um eine geschlossene Oberfliche handelt.

Beweisskizze:
Sei K Normalbereich (falls nicht: zerschneiden), d.h. insbesondere

X
K=<|y|eR? (g) € BCR?, pi(z,y) <z < pa(z,y)
VA
(12.48)
X
=q|v]| R’ @)eBcW,m@dSygwmw),
4
und damit
. X . X
OK=<¢ly|eR’ ( ) €B, z=upi(z,y) pUS |y | eR? ( > € B, z=gy(z,y)
Y y
VA VA
(12.49)
Stiuckweise
X —(70]733
r= y = Ty X Ty = | —pjy (12.50)
oi(z,y) 1
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d.h. B
dO =7;d0 = £(Z, x Z,) dzdy.

A

Q.,‘U‘;‘l)

(12.51)

S h
Schreibe f = (f2) und betrachte

I3

/// G- // (/mz?y 8f‘q’(fv y, 2 )dz) dz dy

= /B fs(w,y, p2(2, ) — f3(fv,y7901(90,y))) dz dy
=— f3 (7i;)5 dO
0K

Analog fiir die anderen Komponenten. ..

= @j((ﬂ./ z) = Tp X2, = | —1
Q//'j,z

I s

)1 (x,2)

/ fo(x,o(x, 2), 2) — fﬂm,@bﬂx,z),z)) drdz

f2 (i), dO

oK
..Summe der drei Ergebnisse liefert Behauptung.
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—

Beispiel: f(¥) = & auf Kugel
Bemerkung: Anschauliche Bedeutung von div

Satz 41. (Stokes’scher Integralsatz in der Ebene)
Sei B C R? mit stiickweise glatter, positiv orientierter, geschlossener Randkurve OB (d.h.

das Innere “liegt links” der Kurve), und U = (21) ein stetig diffbares Vektorfeld, dann gilt
2

vy aUl) ?{ oo
— — — | dV = vdr. 12.55
//B < Ox dy OB ( )

Beweis:
— UQ
Betrachte Gaufsschen Satz fir K := B x [0,h] und f:= [ —vy
0

Eb

Linke Seite:

R (9?)2 (91)1
divfidxd dz:h// (———) dxd 12.56
///K / Y B\ Ox dy Y ( )
Rechte Seite:

oben/unten: 7; = Fe, =  jeweils fﬁz = 0; bleibt Integral iiber Mantelfléche.

0<t<T
0<z<h

7t 2) = |y |, (12.57)
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(]
0
/ / o) >dtdz 1259

SaNG
0 V2 y
:—hJ(I{ vdx

oB

Zusammen mit (12.56) folgt die Behauptung. O

Bemerkungen: Verallgemeinerungen auf beliebig orientierte ebene Flichenstiicke in R?
und durch Stiickeln auch auf gewolbte Flachen. . .

Satz 42. (Stokes’scher Integralsatz im R?) =
Sei F C R? eine zweiseitige Fliche, requldr, mit
stickweise glatter, geschlossener Randkurve OF,
die eine Rechtsschraube um die Flichennormale 1l
beschreibt, und sei v : R3 — R3 ein stetig diffbares
Vektorfeld, dann gilt

// rotU-ﬁdO:y{ vdz. (12.59)
F oF

(Beweisidee s.0.)

Bemerkungen:
U1
1. Ebener Stokes war Spezialfall mit F in xy-Ebene und v = | vy |,
0
0
d.h. rot v = 0
ua _ Ouy
or oy

2. Weiterer Spezialfall: rott =0 = fa]_.ﬁ dz = 0 wegen Stokes.
Andererseits: tott =0 = 3JU:R? >R mit ¢ = VU, und damit

]{ vdZ = U(Endpunkt) — U(Anfangspunkt) . (12.60)

~
=0, da Endpkt. = Anfangspkt. fiir ¢

Bemerkung: Anschauliche Bedeutung von rot
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13 Wahrscheinlichkeitsrechnung & Statistik

13.1 Axiomatischer Aufbau

Sei 2 im Folgenden stets eine nicht-leere Menge.
Definition: P(Q2) := {A| A C Q} heifit Potenzmenge von €2 (Menge aller Teilmengen).
Beispiel: 2 ={1,2,3}

P(Q) = {0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} (13.1)

insbesondere: () € P(2) und Q € P(Q2) (immer)

Definition: (o-Algebra)
Eine Teilmenge A von P(£2) mit

i) Qe A
(ii) (An)nen, Folge von Mengen aus A, d.h. 4, € AVneN = Ej A, e A
(i) Ae A= A€ A "
heifit o-Algebra tiber Q. Gilt (ii) nur fiir endliche Vereinigungen, so heifst A Algebra.

Bemerkungen:

1. “A oder B” (“A vereinigt B”)
AUB :={weQ|we Aoderwe B} (13.2)
2. “Aund B” (“A geschnitten B”)
ANB:={weQ|we Aundw € B} (13.3)
3. Komplementéarereignis/-menge
A ={weQlw¢ A} (= (A9Y =A) (13.4)
4. “A ohne B” / “A minus B”

A\B ={weQ|we Aundw ¢ B}

13.5
= AN B¢ (13.5)

5. Rechne mit (U,N) dhnlich wie mit (+,-), d.h. es gelten die tiblichen Assoziativ- und
Kommutativgesetze sowie zwei Distributivgesetze

AN(BUC)=(ANnB)U(ANC), (13.6)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC). '
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6. De Morgansche Regeln
(AUB)Y = AN BY,
(AN B)Y = AU B¢
Zum Beweis Bildchen malen...
Beispiele:
1. P(Q) ist (grofkte) o-Algebra iiber €.
2. {0,Q} ist (kleinste) o-Algebra iiber (2.
Lemma 43. Sei A eine o-Algebra tber 2, dann gilt

(0) (A,) Folgein A = () A, €A
n=0

(ii) Ay,...,Ap,ed = A U...UA, €A sowie AN...NA,eA

(i) ABe A = A\BedA
(iv) (A,) Folge in A = 3 Folge (B,,) disjunkter Mengen m A mit
B, C A, VnGNundUB —UA

n=1 n=1

Beweise:
o0 [oe) C
D) () An= (U Af;‘)
n=1 n=1
(i) AAU...Ud, =JA, mitA, =0Vv>n

Alﬁ...ﬂAn:ﬂAV mit A, =QVv>n

(iii) A\ B=An B¢
(lV) Bl = Al, n 2 2: Bn = An \ (Al U... UAn—l)
= B, € A, paarweise disjunkt, B, C A,,, |J B, = U 4,
=1

n=1

Definition: (2, .A, P) heift Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum), falls gilt
(i) Q#0
(ii) A ist o-Algebra tiber

(iii) P ist Wahrscheinlichkeitsmaf auf A, d.h. P: A — R mit
(a) P(A) >0V A€ A (Nichtnegativitét)

(b) P(92) =1 (Normiertheit)

171

(13.7)



(c) Ist (A,) Folge disjunkter Mengen in A, d.h. A;N A, =0V j # k, dann gilt

P (G An> = iP(An) (o-Additivitit). (13.8)

Bemerkung: Es heifit dann
e () Ergebnismenge oder Mafkraum
e w € () Ergebnis oder Elementarereignis
e A € A Ereignis
e P(A) Wahrscheinlichkeit von A
Beispiel: idealer Wiirfel, d.h. jede Augenzahl gleich wahrscheinlich

0= (123456, A=P@), P =2 vaca 39

6

|A| ist Anzahl der Elemente von A
Satz 44. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt

(i) P(0)=0

(i) AABe A, ADB = P(A\B)=P(A)—P(B)

(ii) Aec A = PAY) =1-P(4)

(iv) ABe A, ACB = P(A)<P(B) (Monotonie)

(v) Ay, ..., A, paarweise disjunkt = P(A;U. Ay = Z P(A,)

(endliche Addzthtat}
(vi) (A,) Folgein A = P ( U A > Z P(A,)  (Subadditivitit)
n=1

n=1

(vi) AABe A = P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) (Additionsgesetz)
Beweise: (nur ein paar...)

(i)

= P(A) + P(AY) (13.10)

P0) =1-P(Q)=0 O (13.11)



(vii)
P(AUB)=P(AU(B\ A))

5 P(A)+ P(B\A) +P(ANB)—P(ANB) (13.12)
— P(A)+ P((B\ A)U(ANB)) - P(ANB) O |

Weiteres Beispiel fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum:
Sei a < b und I = [a, b] ein kompaktes Intervall. Fiir ein Teilintervall A C I suche

P(A) := Wahrscheinlichkeit, dass zuféllig aus I gewéhlte Zahl in A liegt. (13.13)
e [(A) : ,
Intuitiv liegt nahe: P(A) := 0 wobei [(I) = b — a “Lénge von I”.
Konstruiere Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P):
e :=1]
o A := eine o-Albegra iiber 2 mit A € AV Intervalle A C [

I(A
e P: A—0,1] mit P(A) := l((_l)) V Intervalle A C [
Man kann zeigen:
Solche A und P existieren, aber es ist A # P(2), wenn wir Translationsinvarianz verlangen,
d.h.
VAc AundViteRmitt+AcA: P(t+A)=P(A), (13.14)

wobeit + A={weQ|w—te A}l
Definition: (Erzeugung von o-Algebren)

Sei Q # 0, M C P(R), dann heiftt

A(M,Q) = () B (13.15)

BOM
B: o-Algebra tiber

die von M iiber Q erzeugte o-Algebra (kleinste o-Algebra, die M enthélt).
Beispiel: Borel-o-Algebra iiber R”

M : = Menge aller abgeschlossenen Quader ) C R"

13.16
B, : = A°(M,R") (13.16)

Man kann zeigen: B,, enthélt alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen des R™.
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13.2 Kombinatorik
13.2.1 Laplacesche Wahrscheinlichkeitsraume

Beispiel: Beim idealen Wiirfeln sind alle Augenzahlen gleich wahrscheinlich.

Definition: Sei €2 eine endliche Ergebnismenge, dann heift (2, P(£2), P) mit

A
P(A) = :ﬁ: VACQ (13.17)

Laplacescher W-Raum.

Bemerkungen:

_ |A]  Anzahl der giinstigen Ausginge

1. P(A) = =
(4) 2] Anzahl der moglichen Ausgénge

2. In einem Laplaceschen W-Raum sind alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich,
1

dhweQ PHw}) = 9l
Beispiel:
Zweimaliges Werfen eines idealen Wiirfels.
A = “Summe der Augenzahlen ist =5". P(A) =7

Q=1{1,2,3,4,5,6}*:={1,...,6} x {1,...,6}

: 13.18
= {(w1,w2) |w; €{1,...,6}, j=1,2} ( )
wy (w2) ist Ergebnis des ersten (zweiten) Wurfs.
12| = 36
A= {(wl,wg) S Q]wl + wy = 5}
4 1 (13.19)

Fiihrt auf Abzahlprobleme — ein paar Formeln:

13.2.2 Permutationen
e Anzahl moglicher Anordungen von n (unterschiedlichen) Objekten:
n(n—1)---1=nl
n mogliche Kugeln fiir die erste Position, (n — 1) fir die zweite. . .
Beispiel:

n = 3 Kugeln, eee, lassen sich auf 3! = 6 verschiedene Moglichkeiten anordnen:

(e0e) (e00) (00e) (s0e) (000) (ece)
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e Anzahl moglicher Anordungen von n Objekten, die in j Gruppen mit jeweils ki,
ks, ... k; identischen Objekten vorkommen (ky + ko + ...+ k; = n):

n!
kil kol - K

n! mogliche Anordnugen der n Objekte dividiert durch die Anzahl k;! der méglichen
Anordungen der Objekte vom Typ 1 innerhalb einer gegebenen Anordnung. . .
Beispiel: k; = 2 rote Kugeln und ky = 1 blaue Kugel, eee, lassen sich auf 2?—'1, =3
verschiedene Mdoglichkeiten anordnen:

(e0e) (e00) (e00)

13.2.3 Urnenmodelle

e Urne mit n unterschiedlichen Kugeln

e Ziehe k Kugeln

Anzahl der moghchen Ergebnisse: (Beispiel: Urne mit n = 3 Kugeln, ziehe k = 2-ma1>

mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
mit Beachtung nk n!
der Reihenfolge (n—k)!
3?=9 (00) (o2) (00) | F1 =6 (e0) (o0)
(e0) (00) (o0) (o0) (o0)
(e0) (00) (o0) (o0) (o0)
ohne Beachtung n+k—1 n! _(n
der Reihenfolge k (n—k)\kl " \k
(%) = 6: (o0) (00) (o0) (g) =3: (e0) (o0)
(e0) (o0) (o0)
(o0)

Zum Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge:

e Die Stichprobe enthdlt £ Kugeln, davon sind jeweils k; vom Typ j, j = 1,...,n,

23:1 kj =k
e Wir legen diese in n aufgereihte Eimer, jeweils die Kugeln vom Typ j in den j-ten
Eimer; z.B. so:] (T \ \ ° \ oo \ \ﬁir k=6, n=5.

e Die Stichprobe ist jetzt eindeutig durch die Angabe der Positionen der Zwischenwén-
de charakterisiert, d.h. wir miissen k£ Kugeln und n — 1 Zwischenwénde anordnen;
Anzahl der Moglichkeiten (vgl. Abschnitt 13.2.2)

(k+n-1)! (n+k—1
Kin—1)1 k
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13.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition: (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
Sei (€2, A, P) ein W-Raum, A, B € A mit P(B) > 0, dann heifst

P(ANB)

PUAIB) = —5

(13.20)

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Bemerkungen:
P(A)

1. Mit Agp :={A € A|AC B} und Pg(A) := PB)

(B, Ap, Pg) ein W-Raum.!®
2. Fur P(B) = 0 definieren wir P(A|B):=0V A € A.
3. PLANB) = P(A|B) P(B) V A € A (auch falls P(B) =0)
4. Fir Ay, ..., A, € Amit P(A;N...NA,) >0 gilt

fir A € Ap ist

P(AIN...NA,) = P(A}) P(As)A)) P(A3|A N Ay) - P(ALA N ... Ayy) (13.21)

(Beweis mit vollstdndiger Induktion nach n)

Beispiel: Wahrscheinlichkeit, dass beim Skat jeder der drei Spieler genau ein Ass ausgeteilt

bekommt: Sei A; := “Spieler £ bekommt genau ein Ass ausgeteilt”.
(1) (%) 385
P(A)) = 1(32)9 = 300
10
(1) (¢) _3
P(Az]Ay) = 1(22)9 - 7
(2)1210) " (13.22)
P(As|A;NAy) =22 97 — —
el = ~ 5
50
P(A1 N A2 N Ag) = P(A1> P(AQ’Al) P(Ag‘Al N AQ) = @ ~ 5,6%

16Da B nun die Ergebnismenge ist, muss auch des Komplement beziiglich B gebildet werden, d.h. wir
definieren A® := B\ A.
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Definition: (Stochastische Unabhéngigkeit)
Sei (€2, A, P) ein W-Raum.

(i) Zwei Ereignisse A und B heifen (stochastisch) unabhéngig, falls gilt
P(ANB)=P(A)P(B). (13.23)

(ii) Endlich oder abzéhlbar viele Ereignisse A; € A heiffen (stochastisch) unabhéngig,
falls gilt

Bemerkung: Falls A und B unabhéngig und P(B) # 0 = P(A|B) = P(A).

Satz 45. Sei (Q, A, P) ein W-Raum und By, Bs, ... eine endliche oder abzdihlbare Folge
paarweise disjunkter Ereignisse, mit P(By) > 0 Y k und |-) By = Q. Dann gilt
k

(i) Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

=Y P(AIB)P(By) VA€A, (13.25)
2
(ii) Satz von Bayes:
P(A[B) P(By) :
P(Bg|A) = S P(AB,) P(B) VkundV Ae Amit P(A)>0. (13.26)
Beweis:
(i)
P(A)=P(ANQ) = P(Am UBk)
=P( | J(AnBy) ) (13.27)
k CBy, und damit disjunkt
=Y P(ANBy) =Y P(A|By) P(By)
k k;
(i)
P(By|A) = P(ByNA) P(A|B,)P(By)  P(A|By)P(By) (13.28)

P(A) P(A) i >; P(A|B;) P(B))
Beispiel: Gefangenenparadoxon

e In einem Gefingnis sitzen drei zum Tode verurteilte Gefangene: Anton, Brigitte und
Clemens.
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e Genau einer von ihnen soll begnadigt werden. Dazu wird ein Los gezogen, das allen
die gleiche Chance gibt, begnadigt zu werden.

e Anton, der also eine Uberlebenswahrscheinlichkeit von % hat, bittet den Warter, der
das FErgebnis des Losentscheids kennt, ihm einen seiner Leidensgenossen, Brigitte
oder Clemens, zu nennen, der oder die sterben muss.

e Der Wairter antwortet “Brigitte”.

Wie hoch ist nun Antons Uberlebenswahrscheinlichkeit?
Q={A,B,C} x{B,C} = {w = (wi,ws) |w1 € {4, B,C}, ws € {A,B}} (13.29)
in wy steht, wer begandigt wird, in ws wer vom Warter genannt wird
Ay ={w € Q|w; = A} =“A(nton) wird begnadigt” (13.30)

analog B, und Cj,.

B, = {w € Q|wy = B} = “B(rigitte) wird genannt” (13.31)
analog C,. Wir wissen:
A UB,UC,=Q=B,UC, (13.32)
P(Ay) = P(By) = P(Cy) = 5 (13.33)
P(Cg|Bb) =1= P(Bg|ob)
P(Cy|Cy) = 0= P(By|By) (13.34)
P(Cg|Ab) = % = P(Bg|Ab)
Daraus folgt
7 P(By|Ay) P(Ay) + P(By|By) P(By) + P(By|Cy) P(Ch)

) (13.35)

2
+0-

L
2

W=
|
|

1
1 1 1 a9
+1-3 2435 3

W=

und analog (bzw. als Komplement) P(Cy|B,) = %.

13.4 Zufallsvariable & Verteilungsfunktionen

Oft interessieren wir uns bei der Auswertung eines Zufallsexperiments auf (€2, A, P) nicht
fiir die Ereignisse w selbst, sondern fiir eine zugeordnete Grofe X (w)

Beispiel: Zweifaches Wiirfeln.

Q= {(wl,wg) |w1,w2 S {]_, ce ,6}} (1336)
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X(w) = wy + wy, Augensumme aus beiden Wiirfen.

Definition: Sei (€2, A, P) ein W-Raum.
Eine Funktion X : © — R heift (reelle) Zufallsvariable (ZV), wenn gilt

X ((~00,2]) ={w e Q[ X(w) <z} €A VzeR. (13.37)
...ist also immer ein Ereignis
Wir schreiben
o fiir {we Q| X(w) <z} kurz X <z und
o fir P{we Q| X(w) <z}) kurz P(X < z).
Bemerkungen:

1. Eine ZV X heiftt diskret, falls die Wertemenge X (€2) diskret, d.h. endlich oder ab-
zahlbar, ist.

2. Ist ein W-Raum (Q, A, P) diskret (d.h. 2 hochstens abzéhlbar), so ist jede ZV X :
0 — R diskret.

3. Sind X und Y ZV auf (2, A, P), dann auch X +Y, X-Y und jede Linearkombination
von endlich vielen ZV.

Definition: Sei (2,4, P) ein W-Raum und X : Q@ — R eine ZV, dann heifst

Fx: R—[0,1
* 0,1] (13.38)
r— P(X <)
Verteilungsfunktion von X.
Beispiel: Zweifaches Wiirfeln (siehe oben).
Fx(z) = P(X <z) =) P(X=k) (13.39)
k<z
k|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PX=k)|3% 3% % 3% 3 3% % 3% % % %

Wird gerne so geplottet:

L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14

...aber eigentlich ohne senkrechte Linien, d.h. —

-~
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Eigenschaften:
(i) Fx ist monoton wachsend.
(ii) F ist in jedem Punkt zy € R rechtsseitig stetig.
(iii) $h_>n(r>10 Fx(x)=1 und $1_1>r_noo Fx(z)=0
) Pla<X<b) = Fx(b) — Fx(a) und

P(X=a) = Fx(a) — h%lJr Fx(a—e¢) .. linksseitiger Grenzwert
E—

(iv

Beispiele fiir Verteilungen:

1. Binomialverteilung
Ein Zufallsexperiment habe 2 mogliche Ausgénge: (E)rfolg oder (M )isserfolg, d.h.

also W-Raum (€2, P(2), P). Experiment werde n-mal wiederholt, d.h.

D=0"={w=(w1,...,wn) |w; €Q,i=1,...,n}

- (13.41)
P({w}) =p*(1 —p)"*, wobei k die Anzahl der w; mit w; = E ist,
also W-Raum (Q, P(Q), P). Betrachte
X(w)=H{wi €ew|w;=E}=k. (13.42)

X(Q) = {0,...,n}, d.h. X ist diskrete Zufallsvariable, und X (w) zihlt, wie oft E in
w auftritt. P(X=k) =7

(X=k)| = [{w € Q| X(w) = K}
= # Moglichkeiten, k& E's und (n — k) Ms anzuordnen

(13.43)
B n! _(n
Ckl(n—k)!  \k
Damit gilt
PUx=t) = () o (1= = blksn.p), (13.44)
und weiter
Fx(z) =) (Z) p* (1 —p)"™* = B(a;n,p). (13.45)
k<z
Wir schreiben
X ~ Bin(n, p) (13.46)
und sagen, X ist binomialverteilt mit Parametern n und p.
Normierung:
n e n
S (3)rt -pr = - p) =1 (13.47)

k=0
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Beispiel:
X :=# @ in 10 Wiirfen eines fairen Wiirfels = X ~ Bin(10, §)

2. Poissonverteilung
Wir schreiben

X ~ Pois()) (13.48)
und sagen X ist Poisson-verteilt mit Parameter A, falls gilt X (©) = Ny und
)\k
P(X=k) = o e, keNg. (13.49)
Verteilungsfunktion:
/\k
Fx(z) = T e (13.50)
k<z
Normierung

h=0 (13.51)

Definition: Eine ZV X mit Verteilungsfunktion Fx hat die (Verteilungs-)Dichte fx, wenn
eine nichtnegative, integrierbare Funktion fx existiert mit

Folgerungen:
(i) Fx ist stetig auf R.

(il) F%(z) = fx(x) falls fx stetig.

+oo
(iii) fx(t)dt =1 (Normierung)

(iv) P(X=a)=0 VYaeR

Beispiele fiir Verteilungen (Forts.):

3. Gleichverteilung
Wir sagen X ist gleichverteilt auf [a, b], wenn gilt

o= fir z € [a, D]

Fx(z) :{ . L (13.53)
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Verteilungsfunktion

0o z<a
Fx(r)=< 7= , a<z<b (13.54)
J I r>b

4. Standardnormalverteilung
Wir schreiben X ~ A(0,1) und sagen X ist standardnormalverteilt, wenn gilt

fx(z) = Lo (13.55)

5

Normierung: Siehe Beispiel fiir Substitutionsregel.
Verteilungsfunktion bekommt eigenen Namen,

1
O(z) = Fx(x / (13.56)
und ist tabelliert.

13.4.1 Kenngrofsen von Zufallsvariablen

Definition Sei X eine ZV auf (22, A, P).

(i) Ist X diskret mit Wertebereich X (Q) = {z,29,...}

und gilt > |z;] P(X=x;) < 0o, dann nennen wir
,€X(Q)

= Y oz P(X=x) (13.57)

2, €X(Q)

den Erwartungswert von X.

(ii) Besitzt X die Dichte fx mit f t| fx(t)dt < 0o, so nennen wir

+oo
E(X):= / tfx(t)dt (13.58)
den Erwartungswert von X.
Beispiele:
1. Faires Wiirfeln: Q = {(, (3, (), 63, 2, €3} ({w}) Hw=0,....8
X (w) := Augenzahl, diskret mit X (Q2) = {1,...,6},
6
1
E(X)=> kP(X=k)= s+2+...+6)=35. (13.59)
k=1
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2. X ~ Bin(n, p)

k=0
- n n
=> k (k)p'“(l—p) *
k=1
- n— 1) k n—k
=) n p*(1—p)
— (’f -1 (13.60)
n—1 n—1
. ( . >pk+1(1 _ p)n D
k=0
n—1 n—1
= np < . >p’“(1 p)
k=0 y
=1
3. X ~ Pois(\)
E(X)—ikeA/\—k—eAi/\—k—eAAi/\—k—)\ (13.61)
B Kl (k—1)! Kl '
k=0 k=1 k=0
—e
4. X ~N(0,1)
1 400 2
E(X)=— rxe 2dr =0 Symmetrie 13.62
==/ (Symmetric) (13.62)
1
5. X Cauchy-verteilt: fx(t) = m
+00 t
E(X) existiert nicht, da / _a dt divergent
oo T(1+12)
Bem: Ab ‘t/mldtl(t() tan(—o0)) =1
em: Aber normier —— dt = —(arctan — arctan(— =1
Y T ) R = =

Satz 46. Sei X eine ZV auf (2, A, P), fur die E(X) ezistiert. Dann gilt VYa,b € R
E(aX +b)=aE(X)+0. (13.63)

Beweis: Durch Nachrechnen.

Definition: Sei X eine ZV mit Erwartungswert p := F(X). Dann heifst

(i) Var(X):= E((X — p)?) Varianz von X, falls £(X?) existiert, und
ox := y/Var(X) Standardabweichung von X.
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(ii) pp := E(X*), k € N, ktes Moment von X, falls E(]X*|) existiert.
(iii) X standardisiert = E(X)=0 und Var(X)=1.

Bemerkung: Allgemein kann man fiir stetige Funktionen ¢ : R — R zeigen, dass, falls
E(|¢(X)]) existiert, gilt:

E(¢(X)= Y oéx:)P(X =), falls X diskret,
2, €X(Q)
. (13.64)
E(¢(X)) = o(t) fx(t)dt, falls X die Dichte fx besitzt.
Beispiele:
1. X diskret mit X(Q) = {z1,...,2,}, P(X=2;) =2 Vi=1,...,m
E(X)=> x;P(X=,)
i=1
1 n
=—) Ti=p,
[t
N (13.65)
Var(X) = 3 2( — ) P(X=1)
i=1
1 )
- E ' (xz - ,u)
i=1
2. Faires Wiirfeln: E(X) = I =y (s.0.)
6 5)2 332 132 132 3)2 5)2
) +E)+HGE)FE)+HE) G
var(X):Z(k_M)QP(X:k): (2) (2) (2) 6 (2) (2) (2)
k=1
= 1 - =29
6 12
ox ~ 1,7
3. Wir schreiben X ~ A (p,0?) und sagen
X ist normalverteilt mit Parametern p und o2, wenn
1 a—p)?
fx(x) = e (13.67)
oV2m
Dann gilt
E(X)=pu und  Var(X) = o?, (13.68)
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Denn mit z = £ dz = 9 folgt
g ag

> 1 (z—p)? & 1 22
/ e 202 dr = / e 2dz=1 (Normierung — s.o.),
oo OV 2T _

< _@w? Coz+p 2
E(X)= e 202 dx = e 2dz=ypu,
0 /_oo oV 2T /_oo V2m .
O (N2 2 0 52,2
Var(X) :/ (a:—,u)e,(%@ dz :/ 7 T de
oo OV 2T —oo V2T

(13.69)

Satz 47. Sei X eine ZV. Dann gilt — falls die auftretenden Grifien existieren —
(i) Var(aX +0b) =a*Var(X) Va,beR
(i) Var(X) = E(X?) - [E(X)]?

Beweis: (mit Satz 46)
(i) E(aX +b)=aF(X)+b=:au+Db
Var(aX +b) = E ((aX +b— (ap+ b))2>

= E(a*(z — p)*)
= a® Var(X) O

(13.70)

(i) B(X)=:u
Var(X)

B((X = p)?)
E(X?—2Xp+ p?)
B(X?) — 2u§£)2+u2 (13.71)

= B(X?) —p? O

Bemerkung: Ist X eine ZV mit Erwartungswert p und Varianz o > 0,

—H standardisiert.
o

S0 1st

Satz 48. (Tschebyscheff’sche Ungleichung)
Sei X eine ZV, fir die p:= E(X) und o := Var(X) existieren. Dann gilt

[\

o

P(\X—mza)ga— Va>0. (13.72)

2
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Bemerkung: Mit a = Ao (alle positiv) gilt auch

P(IX —pl > Xo) < bzw. P(I X —pl<do)>1—-— (13.73)

1
A2
z.B.

P(IX —p| >20)<-=25%  bzw. P(|X —p| <20)>7%  und
(13.74)

P(IX —p|>30) < =-=~11%  bzw. P(|X — p| < 30) > 89%.

[N R IS

Grofse Abweichungen vom Erwartungswert (gemessen in Einheiten der Standardabwei-
chung) sind also unwahrscheinlich. Daher ist die Varianz bzw. die Standardabweichung ein
Maf fiir die Schwankungen einer ZV um ihren Erwartungswert.

Beweis:
1. X diskret:

= B(X—w?) = 3 (- p)? P(X=z,)

xlEX(Q)
> Y () P(X=1)
2, €X(Q) (13.75)
|ﬂfi pl=a
> a Z P(X=x;) = a*P(|X — p|>a)
2, €X(Q)
|zi—p[>a

2. X kontinuierlich mit Dichte fx:

=B - w?) = [ -
z/ﬂ< fh0&+/m( W) fx(t) dt

(/ petars [ g a)

=P( \X ul>a)

(13.76)

]

Definition: (Stochastische Unabhéngigkeit von ZV)

Seien X : Q - R, k = 1,...,n, ZV auf (Q, A, P). Xi,..., X, heifen (stochastisch)
unabhéngig, wenn fiir jedes (aq,...,a,) € R" die Ereignisse (X; < a1),...,(X, < a,)
stochastisch unabhéngig sind.

Folgerungen: Falls Xy, ..., X, stochastisch unabhingig sind, gilt Vi,7 =1,...,n
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(i) E(X;X;)=E(X;) E(X;) und
(ii) Var(X; + X,) = Var(X;) + Var(X;).

Bemerkung: E(X; + X;) = E(X;) + E(X;) gilt sogar, falls X; und X, nicht stochastisch
unabhéngig sind.

Beweis:
(i) falls ZV diskret:
E(X: X)) = > >z P((Xi=x) N (X;=1))

JCkEXZ(Q) JCZEXJ' (Q)

stoch. unabh Z Z xr; P(Xi=xy) P(X;=x)

TREX;(Q) EX;(Q) (13.77)
= Z Ty P(XZ:.Tk) Z x P(X]:xl)
znkeXi(Q) . szXj(Q)
—B(X,) —B(X;)

analog fiir stetige ZV — allerdings miissen wir dazu zunéchst das Konzept der ge-
meinsamen Dichte fiir mehrere ZV einfiihren (analog zum Konzept der Dichte fiir
eine ZV):

+00 +00
E(X,XJ) = / / T fX,;Xj (ILZI‘J)dSL’Ldl’J

+o0 +o0
stochA:unabh. /_oo /—oo :I;’ixj in (‘LZ) fX] (“L}) dJZdJ] (1378)

+o0o +oo
= / x; fx,(z;) dz; / v fx;(x;) d;

[ee] —00

=E(X,) =B(X;)

(i) B(X,) = p
(

Var Xz —|— X])

E(((Xz‘ + X;) — (i +Mj))2>
E((Xi = i) + (X5 — 1))* + 20X — ) (X — p15))
B((X; - Mi)22+F<(Xj - Mj)2)1+2 ( E(XiX;) —E(Xi)p — mE(X;) + Mi#j)

:Va‘r,(X,-) :Va;,(Xj) (f)E(Xi)E(Xj)

=0

(13.79)
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Lemma 49. Seien X, ..., X, unabhdingig normalverteilt mit E(X;) = pj und Var(X;) =
03, d.h. X; ~N(p;,02). Dann gilt fir Y =377,

Yo Ny 251 05) (13.80)

Beweis: fiir n = 2 (Rest durch Induktion)
Verteilungsfunktion von Y

/ frt)dt =P <y)=PXi+ X, <y)=P(X; <y - X))
b= TiTHi
:/ / fXQ(ZEQ) dﬂfg le (:El)dxl j -

de = O'dej

Y—o121—H1—H2

= 0102/ / - sz(0222 + H2) dzy fX1(<71Z1 + Ml) dz

z:z2+ﬂz1, dz = dz,

(13.81)

[ e )
o2
= (710'2/ / fX2<(722—(7121 +M2) dz le((TlZl —|—,U1) le

y— M012 H2 o'%z 720102zzl+a'1z% %

2 _Z
= 0109 203 > dzdzy
27r01<72

Exponent: 2 (ng — 20109221 + 0227 + 0221)

2 2
B 01—1—02 g5 9 0102,2
035 oy + 03 oi+o

2
_ _U% + 0% L 01092 B a%ag 2 0% 2 (13.82)
2 1 2 2 2 2 + = 2
203 o1 + 03 (0 + 03)? o1 + 05

.
e

<01+02)2

2
o2+ o3 ( 01022 ) o52?
2 2 2 2 2
203 o1 + 05 2(0f + 03)

2
2/«0’2
2 2

o1+o3

F ( ) o /y_u‘712_u2 1 271'0'% e*% dz t — UQZ + ,ul + ,LLQ
v(y) = . o\ o2 + o2 dz:édt
)

/ 1 (= (g +p9))?
= e
o0 \/27(0F + 03)

einsetzen, z;-Integral ausfiithren — liefert

(13.83)
201590 dt O
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13.5 Exkurs: Beschreibende Statistik

Definition: Sei {z,...xz,} eine Stichprobe (n Zahlen, kommen irgendwo her). Dann hei-
fsen

1 1
—::—§ ’ d 2.— § ;. — 1) 13.84
T = 2 x un Sp 1= 2 (x; — ) ( )
Mittelwert (arithmetisches Mittel) und empirische Varianz (Stichprobenvarianz) der Stich-

probe. Weiter heifst s, := y/s2 empirische Standardabweichung.

Warum der Vorfaktor ﬁ‘?

Betrachte die x; als Werte, die von Zufallsvariablen X; angenommen werden, welche alle
durch die gleiche Verteilung beschrieben werden.

Ziel: Schitze eine Kenngrofe oder einen Parameter ¢ der Verteilung (z.B. den Erwartungs-
wert i, oder die Varianz g2) aus der Stichprobe mithilfe einer Schéatzfunktion 9 : R — R
(oder — R™) durch ¢ = ¥(z1,...,z,). Das ist eigentlich bereits schliefende Statistik. ..

Eine moglicherweise wiinschenswerte Eigenschaft dieser Schatzfunktion ist die Erwartungs-
treue.

Definition: Seien Xj,..., X, unabhéngige ZV, die alle die gleiche Verteilung haben,
kurz seien Xy,..., X, iid (independent and identically distributed). Eine Schétzfunktion,
¥ : R™ — R fiir einen Parameter bzw. eine Kenngrofe 9 der Verteilung heifst erwartungs-

treu, falls gilt )
E(f}(Xl,...,Xn)) =1. (13.85)

Beispiele:

1. Kenngrofe: Erwartungswert = E(X;)Vi=1,...,n
Schatzfunktion: fi(zq,...,x,) =T (Mittelwert)
Erwartungstreu?

E(i(X.,..., X)) = E (% ix)

1
=- > E(X;) (13.86)
=1
1 n
=—) p=u Jal
n =1

2. Kenngrofe: Varianz o? = E((Xl — ,u)2) Vi=1,...,n
Schitzfunktion: 62(xy, ..., x,) = s> (empirische Varianz)
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Erwartungstreu?

i=1 j=1
:n—lz<’_ﬁzxi%+ 3 Zx]xk>
i= 7j=1 7j=1 k=1
1 n ) 2 n n 1 n n
(S TR N )
i=1 i=1 j=1 =l k=1 (13.87)
:7%23121%%
I - (22
()
=1 j=1
1 s (2w
_n(n—l)ZZ( 2 2>
=1 j=1
1 n n
= (172_"”>2
2n(n_1)¢21jz1 !
~2
B(6*(X1....,X,)) = E (an_1ZZX X;) )
=1 j=1
ZZ(EXZ )+ E(X7) -2 E(XX))
i=1 j=1
—2B(X?) {E(X) (X)) i
E(X?), i=j
1 2
= (20?B(X?) — 2nE(X?) — 2n(n — 1)(E(X )
3t 1) (0B = 20B(X?) = 2n(n — 1)(E(X))
= EB(X?) - [B(X))? =0 Ja!

(13.88)

Bemerkung: Als Schétzung fiir die Standardabweichung o verwenden wir gerne die em-
pirische Standardabweichung s, (aber nicht erwartungstreu).
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13.6 Grenzwertsatze

Satz 50. (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Sei (Xy)ren eine Folge unabhdingiger ZV, die alle die gleiche Verteilung haben (kurz: iid),
mit E(Xy,) = p und Var(Xy) = 0® V k. Dann gilt fir Y, = 130 Xy

lim P(|Y, —p|>e)=0 Ye>0 (13.89)

n—o0

Salopp: Der Mittelwert strebt gegen den Erwartungswert.
Relative Haufigkeiten streben gegen Wahrscheinlichkeiten.

Beweis:

- (13.90)

Tschebyscheft’sche Ungleichung;:

o

Ve>0:  P(Y,-p>e)<— — 0. O (13.91)
ne n—o0
Bemerkung: Die ZV Z,, := Z*/L:/% ist standardisiert (d.h. E(Z,) = 0 und Var(Z,) = 1); es
gilt
N I X, —p
Ip="—=) (Xp—p)=—4 : (13.92)
:Yn—'u

Satz 51. (Zentraler Grenzwertsatz)

Sei (Xy)ren eine Folge unabhingiger ZV, die alle der gleichen Verteilung folgen (d.h. iid),
mit E(Xy) = p und Var(Xy) = 02 V k, und deren 3. absolutes Moment E(|X|?) existiere.
Dann qilt fiir Z,, = \/iﬁ Sop, Tak

loa

Z, ~ N(0,1).

n—oo

(ohne Beweis)

Bemerkung: Es gibt Varianten und Verscharfungen. Fiir den Hausgebrauch merken wir
uns grob: Sind X, X, ... iid, so ist die Summe S, := X; + Xy + ... + X, fiir grofe n
ungefihr normalverteilt, also niherungsweise S,, ~ N (E(S,,), Var(S,)).
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13.7 Schliefiende Statistik: Hypothesentests

Idee: Wir mochten eine Annahme (iiber ein Experiment, einen Datensatz etc.) widerlegen,
indem wir

e cine Grofe betrachten (“Teststatistik”), die sich aus den Daten ermitteln 1aft, und
e zeigen, dass der beboachtete Wert der Grofte sehr unwahrscheinlich ist, falls die An-
nahme stimmt.

Beispiel:

e Annahme: Es liegt ein fairer Wiirfel vor.
e Experiment: Werfe den Wiirfel 100 mal.
e Teststatistik: Anzahl der geworfenen 3.

Verwerfe die Annahme, falls zu viele oder zu wenige 3 fallen.

Vorgehensweise: (Hypothesentest) Im Beispiel:
1. Nullhypothese H, Wiirfel ist fair
2. Alternativhypothese H 4 Wiirfel ist nicht fair
3. Wiéhle Teststatistik X (ZV) # der geworfenen
4. Bestimme Verteilung von X, falls H, wahr X ~ Bin(100, §)
5. Wahle ein Signifikanzniveau « a=5%

(Anteil der unter Hy moglichen Werte von X, die wir fiir “sehr unwahrscheinlich”
erkléren, tibliche Werte sind z.B. 10%, 5%,1%, 0,1% ... — willkiirlich!)

6. Bestimme den Verwerfungsbereich
K := {“sehr unwahrscheinliche” X-Werte}
so dass

Suche ky, ke € {0,1,2,...,100},

k1 maximal, ko minimal,

so dass P(X €{0,...,k}) <2,5%

e K diejenigen moglichen Werte von X g P(X € {ky,...,100}) < 2,5%.
enthalt, die am stérksten fiir Ha spre- Wiy finden!: ki =9, ky = 25, d.h.

chen und
e P(X € K)<a, K =1{0,...,9}U{25,...,100}
und zwar moglichst grofs.
7. Bestimme X aus den Daten z.B. X =8
8. Testentscheidung: Verwerfe Hy zugunsten von H 4, falls X € K. Verwerfe H.

Wir sagen dann:
FEs ist statistisch bewiesen auf o = 5%, dass Hy nicht gelten kann.
oder
Hy ist auf o = 5% micht mit Beobachtung vereinbar.

910 100
17denn ;;o (190) (3)F(3)100"F ~ 2,1% 4,3%  und k—%m (190) (3)F(2)1007F ~ 2,2% 3,8%
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Bemerkungen:

1. Mit der Beobachtung X = 11 wére Hy nicht verworfen worden:
Daten widersprechen Hy nicht. — aber auch nichts statistisch bewiesen!

2. Auf dem Signifikanzniveau o = 1% hétten wir Hy mit diesem Test nicht verwerfen
koénnen.

3. Es gibt ein kritisches o zwischen 1% und 5%, an dem sich die Testentscheidung fiir
die Beobachtung X = 8 dndert; diese Zahl heifst p-Wert.

Genauer: Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, unter Hy etwas zu beobach-
ten, was H 4 mindestens so stark unterstiitzt wie die tatsidchliche Beobachtung.

8 k 100—k
1 )
p-Wert = 2 g (120) (6) (6) ~ 1,9% (13.93)
k=0

Faktor 2, da es sich um einen sog. beidseitigen Test handelt.

Wiirden wir gegen die Alternative H,: Wiirfel zeigt 88 mit gringerer Wahrschein-
lichkeit als % testen, so wére der Verwerfungsbereich einseitig (K = {0, ..., 10} bei
a = 5%) und der p-Wert wére 0,95%

Der p-Wert héngt vom beobachteten X ab.

Im Beispiel:

4. Enthélt die Nullhypothese einen Parameter, so ist
e die Menge aller Parameterwerte,
o fiir der Test auf Signifikanzniveau o nicht verwirft,
das (1-a)-Vertrauensintervall fiir den “wahren” Wert des Parameteres.

Im Beispiel: X ~ Bin(100, w)
Hy:w=wy, Ha:w # wy.

Bedingungen:
P(X<8)>25% und P(X>8) > 2,5%
& B(8;100,wp) > 25% und 1 — B(7;100,w,) > 2,5% (13.94)
& wy < 15%  und wo > 3,5% (numerisch)

95%-Vertrauensintervall fiir w: (3,5% , 15%).

enthilt natiirlich 15 = 8% (Schiitzung fiir w), aber nicht ¢ ~ 16, 7%

Das Vertrauensintervall hingt (ebenso wie der p-Wert) vom beobachteten Wert der
Teststatistik ab.
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13.7.1 Der t-Test

Fragestellung:

Stichprobe {x1,...,x,}, betrachte als Werte von Zufallsvariablen {X7, ..., X}, iid.
e Gesucht: Erwartungswert p:= E(X;) (gleich fiir alle j).
e [dee: Schétze durch Mittelwert .
e Genaugkeit? ~» Test, Vertrauensintervall,. ..

Annahme: Die X; sind normalverteilt, d.h. X; ~ N (u, 0%) oder in Praxis: n ist grof und
die X sind nicht zu “unnormal” verteilt

= Summe bzw. Mittelwert ist normalverteilt. (entweder laut Lemma 49 oder laut ZGS,
Satz 51)

Testablauf
L. Ho: p= po
2. Ha:p# o
so beidseitig — einseitig ware > g oder p < g
T — fto

Sz /\/n

wobeis 7= £ Ty, und o = 15 35~ )

4. Verteilung von T" unter Hy:

3. Teststatistik: T =

T — o

o/vn

Ware die wahre Varianz bekannt, so konnten wir Z = bilden,

wobei Z ~ N(0,1) unter Hy (d.h. fiir p = pp).

Stattdessen: Schétze Varianz aus Daten.

Folge: T hangt {iber T und s, von den Daten ab und ist nur fiir n — oo normalverteilt.
Man kann zeigen:'® T folgt der sogenannten (Student’schen) t-Verteilung mit d =
n — 1 Freiheitsgraden; Dichte:

0.4

0.35F

0.25

0.2

! ! !

1
-1 0 1 2 3 4 5

8siehe z.B. U. Krengel, Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, 8. Auflage, Vieweg,
Wiesbaden 2005, §14

1
-5 -4 -3 2
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Die Verteilungsfunktion Fr, ist tabelliert (siche z.B. http://de.wikipedia.org/
wiki/Studentsche_t-Verteilung).
Definieren wir ¢4, durch Fr 4(ts,) = ¢, so gilt z.B.

d=n—1] 1 3 10 20 40 60 ocodh N(01)
taoors || 12,7 318 223 209 2,02 2,00 1,96

5. z.B.a=5%

6. Verwerfungskriterium:
T| > tn-1,0975 (13.95)

denn P(T > tnfl;()’975) = 2, 5% - P<T < _t7171;07975)
7./8. ...

zweiseitiges 95%-Vertrauensintervall fiir den Erwartungswert u
Hy : o = po wird angenommen, falls |T'| <t,,_1.0975

. . . (13.96)
< po < T+ th_1,0975

Vi T vn

d.h. das 95%-Vertrauensintervall fiir p ist

< T —th—1.0975

Sz

T —1lp_1, — tn—1; —| =T—-2
[ZE n 1707975\/571'4“ n 1,0,975\/5] [1 \ﬁ

S

NG

, T+ 2 falls n hinreichend grofs.

(13.97)
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