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Ubungen zu
Maf3- und Integrationstheorie

Aufgabe 05. Sei K ein Korper. Ein 4-Tupel (A, +, *,-) heifit eine (assoziative) K-Algebra,
wenn +,* innere Verkniipfungen auf A sind, also +,*%: A x A — A, und - eine duflere Ver-
kniipfung auf A ist, also - K x A — A, so dass gilt: (i) (A4, +, *) ist ein Ring; (ii) (A, +,-) ist
ein K-Vektorraum; (ili) A- (xxy) = (A-2)xy=x* (A y), fur alle A € K, x,y € A.

(a) Sei Fo = {0,1} der Korper mit zwei Elementen und X eine beliebige Menge. Definieren
Sie auf allen Abbildungen von X nach Fy, A := Abb(X,Fy), in naheliegender Weise
Verkniipfungen (+, *, -), mit denen (A, +, , -) zu einer Fy-Algebra (mit Einselement) wird.

(b) Wir definieren nun fiir jede Teilmenge Y C X ihre charakteristische Funktion xy: X — F
durch yy(z) = 1, falls z € Y ist, und xy(z) = 0, falls © ¢ Y ist. Zeigen Sie, dass die
Zuordnung ®:B(X) — Abb(X,Fy), Y — xy, bijektiv ist.

(¢) Welchen mengentheoretischen Verkniipfungen auf (X) entsprechen nun via ® den in-
neren Verkniipfungen + und * von Abb(X,Fy) auf PB(X)? Zeigen Sie: Eine Teilmenge
2 C P(X) ist beziiglich der induzierten Strukturen (+, *,-) via ¢ genau dann eine Fo-
Unteralgebra mit Eins, wenn gilt: (i) X € ; (ii) VY € 2 : Y° € A; (iii) VY3, Y, € 2
YUY, €2

Ein Mafraum (X, %2, u) heifit vollstdndig, falls fir jedes M € 2 mit u(M) = 0 auch alle
Teilmengen N C M in 2 liegen.

Aufgabe 06. Sei (X, 2, u) ein Mafiraum. Wir setzen M := {N € P(X) : es gibt ein M € A
mit N C M und pu(M) =0} sowie A:={AUN: AcAund N € N}.

(a) Zeigen Sie, dass A eine o-Algebra mit A C 2A ist.

(b) Definiere f: islA—> [0, 00] durch i(AU N) := u(A). Zeigen Sie, dass i ein wohldefiniertes
Mafl auf (X, ) mit 4| = p ist, und dass (X, 2, ) vollstéandig ist. ((X, %2, 1) heiit die
Vervollstdndigung von (X, 2, 11).)
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