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1 KURVENTHEORIE 1

1 Kurventheorie

Im ersten Kapitel wollen wir uns zunéchst mit Kurven beschéftigen.

Anschaulich kénnen wir uns ebene Kurven vorstellen als Spur, die ein Stift auf einem Blatt
Papier hinterldsst und Raumkurven als in den Raum gelegtes, gebogenes Geradenstiick.

Wir werden die Begriffe Lange, Kriimmung und Torsion einfithren. Aulerdem soll der Umlauf-
satz fiir einfach geschlossene Kurven und der Hauptsatz der Raumkurventheorie vorgestellt
werden und wir werden die isoperimetrische Ungleichung herleiten, die die Lidnge einer ge-
schlossenen ebenen Kurve in Relation zu der von ihr eingeschlossenen Fléche setzt.

1.1 Kurven im R?

Definition 1.1.1. Sei I C R ein Intervall. Eine parametrisierte Kurve ist eine unendlich oft
differenzierbare Abbildung

v:I—R?
c: I —R2

Eine Abbildung v(t) = (z(t),y(t),2(t)),t € I, ist (unendlich oft) differenzierbar, wenn die
Abbildungen z(t),y(t), z(t) : I — R (unendlich oft) differenzierbar sind. (Analog fir c.)

Als Geschwindigkeitsvektor der Kurve v an der Stelle ¢ € I bezeichnen wir den Vektor

wobel wir mit #(t) die erste Ableitung von x an der Stelle ¢ bezeichnen. (Analog fiir c.)

Eine Kurve heifit reguléir, falls der Geschwindigkeitsvektor nirgends verschwindet, falls al-
so:

(1) £0, ¢(t)#£0 Viel.

Bemerkung 1.1.2. ¢ # 0 heifit, dass sich die Kurve bewegt und nicht stehen bleibt.
c(t) ist mehr als nur die Punkte im Raum. Es beschreibt auch, wie die Kurve durchlaufen
wird.
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Beispiel 1.1.3.

a) Gerade: Eine Gerade lasst sich folgendermafien als regulére parametrisierte Kurve schrei-

ben:

Y

v:R — R3,
Y(t) =a+th, a € R3 beR3\ 0.

Dann gilt
A(t) =b#0.

b) Kreislinie: mit Mittelpunkt (0,0) und Radius r > 0:

A

\

c:R—R?

[ rcos(t)
o(t) = ( 7 sin(t) )
Der Pfeil in der Skizze zeigt die Durchlaufrichtung
der Kurve an.

Dies ist ein Beispiel fiir eine nicht injektive Kurve: Wegen c(t 4+ 27) = ¢(t) wird jeder
Bildpunkt unendlich oft durchlaufen.

c) Schraubenlinie

v:R — R3,
r cos(t)
V() = | rsin(t) |,
ht

wobei r > 0 und h > 0.
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d) logarithmische Spirale

@ c:R— R? ¢(t)

e) Funktionsgraph

et cost
elsint

(¢, (1))

, o e: (@) > B elt) = 4 ).
d t b . . . . .
wobei f(t) unendlich oft differenzierbare Funktion ist mit
f:(a,b) = R.
f) Traktix (Schleppkurve)
A c:(0,%) = R?,
(t) = sint
c(t), t € (5,m) A= cost + Intan(t/2)
¢ liefe sich so auch auf I = (0,7) definieren. Da aber
1 ¢(m/2) = (0,0), wére ¢ somit nicht regulér.
(3) =1,

Eine Kurve sollte nicht von der Parametrisierung abhidngen. Haufig méchte man zum
Beispiel die Durchlaufgeschwindigkeit dndern, aber das Bild der Kurve beibehalten. Dies
motiviert folgende Definition:

Definition 1.1.4. Sei v : I — R? eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertransformation
von + ist eine bijektive Abbildung ¢ : J — I, wobei J C R ein weiteres Intervall ist, sodass
sowohl ¢ als auch ¢! : I — J unendlich oft differenzierbar sind. Die Abbildung

Y(s) =(p(s)) : J — R

heiflt Umparametrisierung von . (Analog fiir ¢ : I — R?)
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c(t) é(s) = c(p(s))
IR AN
—

p:J—=1

——
T J

Bemerkung 1.1.5. Fiir eine Parametertransformation ¢ : J — I, sollte ¢» # 0 gelten, damit
die Umparametrisierung einer reguldren Kurve regulér bleibt, denn dann gilt

§=¢(p(s))p(s) #0Vs € J.
Beispiel 1.1.6. Die Parametertransformation
p(t) = —t: [=b,—a] — [a,b]
() = (=)
kehrt den Durchlaufsinn um, ist also orientierungsumkehrend. Es gilt ¢(t) = —1.

Definition 1.1.7. Eine Parametertransformation ¢ : J — I heif3t orientrierungserhaltend,
falls ¢ > 0 fiir alle ¢, und orientierungsumkehrend, falls ¢ < 0 fiir alle t € J.

Definition 1.1.8. Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von reguldren parametrisierten Kur-
ven, wobei diese dann als dquivalent angenommen werden, wenn sie Umparametrisierungen
voneinander sind.

Beispiel 1.1.9. Die reguldren parametrisierten Kurven
c1 R = R? ei(t) = (t,1),

und
ca: (0,00) — R?, co(t) = (Int,Int)

sind dquivalent, denn es gilt ¢; = co 0 ¢ mit p(t) = €', und ¢; und ¢y reprisentieren daher
dieselbe Kurve.

Bemerkung 1.1.10. Das Bild (/) einer Kurve v : I — R3 auch Spur der Kurve v genannt.
(Analog fiir ¢ : I — R?)

Definition 1.1.11. Eine orientierte Kurve ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten
Kurven, wobei diese als dquivalent angesehen werden, wenn sie durch orientierungserhaltende
Parametertransformationen auseinander hervorgehen.

Definition 1.1.12. Eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve ist eine reguldre parame-
trisierte Kurve « : I — R3 mit ||¥|| = 1 fiir alle ¢ € I.(Analog fiir ¢ : I — R?)
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Bemerkung 1.1.13. Nach Bogenlidnge parametrisierte Kurven sind solche, die ihr Bild mit
konstanter Geschwindigkeit durchlaufen.

Wir werden nach Bogenlédnge parametrisierte Kurven spater verwenden um Kriimmung zu
definieren.

Satz 1.1.14. Zu jeder reguliren parametrisierten Kurvey : I — R3 gibt es eine orientierungs-
erhaltende Parametertransformation ¢ : J — I, sodass die Umparametrisierung 74 = v o ¢
nach Bogenlinge parametrisiert ist, dass also ||¥|| = 1 (analog fiir ¢ : I — R?).

7(to)
Y(s) =~

Beweis. Sei v : I — R3 eine regulire parametrisierte Kurve. Sei to € I. Setze

- [ lar.

. d
Dann ist ¢ streng monoton wachsend, denn 1 (t) = p ft’; |5(T)||dT = ||%(t)]] > 0. Daher ist

I — J:=y)

eine orientierungserhaltende Parametertransformation und es existiert eine Umkehrabbildung
¢(s) :=1"1(s) : J — I. Dann sind ¢ und 1 unendlich oft differenzierbar und es gilt

1 11
DWs)  dels) @)l

Damit und mit der Kettenregel folgt

)l = | 5 re 9o

= Itetnotol = | | =1

Damit ist 4 = v o ¢ nach Bogenldnge parametrisiert. O

Wir wollen als néchstes die Lénge L einer Kurve definieren. Sei
7 : a,b] — R3,

c:[a, b — R%
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Wir ndhern ¢ an durch einen Polygonzug an und erkliren die Lange L(c) von ¢ mit Hilfe des
Grenzwerts der Polygonlénge.

Wir betrachten den in ¢ eingeschriebenen Polygonzug Py, = (c(to), ¢(t1), ..., c(tn)), wobei tyg = a
und t, = b, und einen zweiten Polygonzug P», der durch Verfeinerung der Unterteilung aus
Py hervorgeht.

a=1gt1 to t3 {1 ts te tr b=tg
Polygonzug P, Polygonzug P»

Dann gilt

M3

L(P) =) le(ti) — c(ti-1)|l

< L(P).

—_

— .
Il

und fiir die Lange der Polygonziige L(P;
Weiter gilt dann

le(ti) — c(ti—)l| = let) (¢ — ti—a) fir (¢ —ti—1) — 0.

Also gilt mit € = sup, ||t; — ti—1]|

Zu )~ et = [ el

Dies motiviert folgende Definition:

Definition 1.1.15. Sei ¢ : [a,b] — R?, bzw. 7 : [a, b] — R3, eine parametrisierte Kurve. Dann
gilt fiir die Lange der Kurve:

L(e) = [ ll¢lldt,

Lemma 1.1.16. Die Ldnge einer Kurve ist unabhdngig von der Parametrisierung.

Beweis. Sei v Kurve und 4 Umparametrisierung mit Parametertransformation ¢. Sei ¢ >
d

0.Fiir die Lange von 7 gilt
Mw:/W%>m—/fdg<mww—/uﬂ<»ﬂmm

b/
= [ tenlss)ds = [ 1ol = 26
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wobei im vorletzten Schritt substituiert wurde: t = ¢(s), ¢(a’) = a, @(b') = b, dt = ¢(s)ds.

damit folgt die Behauptung. O
Y(t) Y(s) = v(e(s))
m
P P
a 1 b a’ J Y

Definition 1.1.17. Eine parametrisierte Kurve v : I — R3 heifit periodisch mit Linge L,
falls fiir alle ¢t € I gilt:
c(t+ L) = c(t)

und es kein L' gibt mit 0 < L' < L, so dass ebenfalls ¢(t + L") = ¢(t) fiir alle ¢t € I.(Analog
fiir c: I — R2))
Eine Kurve heifit geschlossen, falls sie eine periodische reguldre Parametrisierung besitzt.

Bemerkung 1.1.18. Nicht jede Parametrisierung einer geschlossenen Kurve ist periodisch.
Beispielsweise lasst sich eine periodische parametrisierte Kurve so umparametrisieren, dass
sie bei jedem Durchlauf der Kurve langsamer wird.

Definition 1.1.19. Eine geschlossene Kurve heif3t einfach geschlossen, falls sie eine periodi-
sche reguldre Parametrisierung ~ mit Periode L hat, so dass 7‘[0 L) injektiv ist.

geschlossen, aber nicht

einfach geschlossen cinfach geschlossen
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1.2 Ebene Kurven

In diesem Kapitel betrachten wir Kurven, die in der Ebene verlaufen, also Werte in R? an-
nehmen.
Eine Besonderheit ebener Kurven ist die Moglichkeit, ihr Normalenfeld n zu definieren.

0 -1

Definition 1.2.1. Dabei entspricht R (g) = < 1 0

) einer Rotation um den Winkel g

Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge A

parametrisierte Kurve mit ||¢|| = 1.

Wir definieren das Normalenfeld n - RN
/

von ¢ durch \
\Q \

._ ™ .o _ (0 =11}, o )
n(t) .—R<2>c(t) - ( - >c(t). .

gegen den Uhrzeigersinn.

Bemerkung 1.2.2. Da ¢ nach Bogenlinge parametrisiert ist, gilt [|¢||? = ¢-¢ = 1.

(Anmerkung zur Notation: Unter einer Vektormultiplikation verstehen wir hier und im Fol-
genden das Standardskalarprodukt der Vektoren: ¢- ¢ = (¢, ¢).)

Differentiation der obigen Gleichung liefert

d
0:@”0”2:6.@'4_6'.@:2(6.@') (1.2.1)

Also stehen ¢(t) und é(t) senkrecht aufeinander und é(t) ist damit ein Vielfaches des Norma-
lenvektors n(t).

Definition 1.2.3. Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit Norma-
lenfeld n. Die Funktion « : I — R mit

é(t) = k(t)n(t)
heifit Kriimmung von ¢ bei t € I.

Bemerkung 1.2.4. Die Kriimmung kann als Maf} dafiir gesehen werden, wie stark die Kurve
von einer Geraden abweicht. Wenn ¢ nach Bogenldnge parametrisiert ist, dann ist ¢ eine
Gerade genau dann, wenn ¢ = 0, d.h. wenn x = 0.

Kriimmt sich die Kurve in Richtung des Normalenfeldes (das heifit in Durchlaufrichtung nach
links), ist die Kriitmmung positiv, andernfalls negativ.



1 KURVENTHEORIE 9

k(t) <0 k(t) =0 k(t) >0

Beispiel 1.2.5. Wir betrachten die Kreislinie ¢ : R — R? mit Radius r > 0, parametrisiert
nach Bogenlédnge durch

c(t) = (rcos(t/r),rsin(t/r)).

Dann gilt ¢(t) = (—sin(t/r), cos(t/r)) und damit n(t) = (— cos(t/r), —sin(t/r)) somit &(t) =
L(—cos(t/r), —sin(t/r)) = In(t).
Also ist Kk = 1/r.

Bemerkung 1.2.6. Sei ¢ : I — R? eine reguliire, (nicht notwendigerweise nach Bogenlinge)
parametrisierte Kurve. Die Kriimmung der Kurve ist gegeben durch die Formel

_ det(e(t), &(t)
eI

Beweis. Sei ¢(s) =17"(s) = t mit I(t) = [*__ |¢(T)|dT. Dann ist &(s) = c(¢p(s)) nach Bogen-
lénge parametrisiert, denn es gilt:

K(t)

Hzgu H =1

Dann gilt die obige Formel fiir die Kriimmung von ¢é. Denn nach Definition ist ¢ = xn also
=k ( 0 -1 > ¢+, Damit gilt

1 0
2 IS Loz 0 —1 K 0 -1 2
det(c(t),c(t)):c'cL:/ﬁ<1 0 )c(l 0 )c:/@

Jé(s)] = o) (s)] = |

S
—~
VA
~—
S.-
—
VA
~—
+
oY
—~
S
—
w
~—
~—
S
—
VA
~—
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Damit ergibt sich

_ ) &) _ det(e(t), (b))
[ECION & le@)® le@)®

Beispiel 1.2.7. Funktionsgraph

Wir betrachten die Kurve c(t) = (¢, f(t)). Dann ist é(t) =
(1, f(£)) und &(t) = (0, f (1))
£(t) Fiir die Krimmung ergibt sich somit
1 0
o 0E)
L+ PPR et

Sei nun f(x) = cx?. Dann ergibt sich mit oben:

f(x) =2cx, f(z)=2c
RERE Einsetzen in die obige Formel liefert zum Beispiel fiir die
Kriimmung bei ¢t = 0

1 2c

k(0) = eSO =2c

Die Frage nach der Kriimmung im Nullpunkt entspricht hier
der Frage, welcher Kreis sich am Besten an die Parabel an-
schmiegt. Als Antwort bekommen wir also einen Kreis mit
Radiusr = i Dieser Kreis wird auch Schmiegkreis genannt.

Satz 1.2.8 (Frenet-Gleichung). Sei c: I — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve. Sei k die Krimmung von ¢, n der Normalenvektor und v := ¢. Dann gilt

d(v(t)>:< 0 m(t))(v(t))
dat \ n(t) —k(t) 0 n(t)

Bewets. Zu zeigen ist

I~
—~
~
I
X
—~
~
~—
S
—~
~
~
~
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Gleichung (1.2.2) © = ¢ = kn ist gerade die Definition 1.2.3 der Kriimmung.
Da ¢ nach Bogenlinge parametrisiert ist, gilt

el = ol =1 (1.2.4)
und ebenso
Inll=n-n=1. (1.2.5)

Durch Differentation von Gleichung (1.2.5) (Analog zum Vorgehen bei Gleichung (1.2.1))
schliefen wir, dass n senkrecht auf n steht und daher ein Vielfaches von ¢ = v sein muss:

n=av, a€R (1.2.6)
Wir differenzieren n - ¢ = n - v = 0 und erhalten mit (1.2.4), (1.2.5) und (1.2.6)

O=n-v4+n-v=av-v+n-kn

=a+ k.
Also gilt @« = —k und damit folgt Gleichung (1.2.3). O

Wir wollen nun die Kriimmung als Winkeldnderung betrachten.

Die Zahl 6(t) misst den Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvektor ¢(¢) und der x-Achse.
Er ist nur bis auf 27k, k € Z, eindeutig. Jeder Einheitsvektor kann so in Form (cos 6, sin )
geschrieben werden und es gilt x(t) = (t).

0(t) kann dabei als stetige und sogar glatte Funktion gewéhlt werden, wie folgendes Lemma
zeigt:

Lemma 1.2.9. Sei c: [a,b] — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Dann
gibt es eine unendlich oft differenzierbare Funktion 0 : [a,b] — R, so dass

o [ cos(6(t)) Ny
é(t) = ( sin(6(t)) und k(t) = 0(t).
0 ist eindeutig bis auf 27k, k € Z, festgelegt.

Beweis. Wir betrachten vier Halbkreise: den oberen, unteren, rechten und linken des Ein-
heitskreises S!.

S, = {(x,y) € S' CR?*|z >0}, Sy :={(x,y) €S' C R*zx <0}
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Sy :={(z,y) € S' CR?y >0}, S, :={(z,9) €S' cR*y <0}

Zu Beginn nehmen wir an, dass das Bild ¢([a, b]) ganz in einem der Halbkreise liegt.

Sei beispielsweise ¢(t) = ( 2122 ) € S,.
2

Dann gilt nach Definition von S, ¢; > 0.

éa(t)  sinf(t) A
a0 oo anfl
éa(t)

é1(t)

= 6(t) = arctan

L ork, kel

Wie man sieht, ist 6 glatt.
Die Fille, dass ¢([a, b]) in einem der anderen Halbkreise liegt, werden &hnlich behandelt.

Nehmen wir jetzt an, dass ¢([a,b]) nicht komplett in einem der Halbkreise enthalten ist.

Dann unterteilen wir das Intervall [a, b] so, dass =

jedes ¢([ti, tit1]) in einem Halbkreis liegt. asto =t
Wie oben findet man dann ein eindeutiges glattes 6 : [a,t1] — R wie gewiinscht und 6(¢;) ist
festgelegt. Weiter finden wir eine glatte Fortsetzung 6 : [a,t2] — R und induktiv eine glatte
Abbildung 6 : [a,b] — R.

Der Startwert 6(a) ist nur bis auf 27k, k& € 7Z eindeutig, daher ist 6 eindeutig bis auf
21k, k € Z. O

Definition 1.2.10. Sei ¢ : I — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve und
sei ¢ periodisch mit Lange L. Sei § : I — R mit ¢(¢t) = (cos6(t),sin6(¢). Dann heifit

1
o

(6(L) = 6(0))

Ne

Umlaufzahl von c.

Beispiel 1.2.11. Wir bertachten erneut die Kreislinie aus Beispiel 1.2.5 mit Radius » > 0
hat die Bogenlédngenparametrisierung c(t) = (r cos(t/r), rsin(t/r)) mit Periode L = 27r.
Fir den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich
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N

oy _ [ —sin(t/r) \ _ [ cos(t/r+m/2) [
= ( cos(t/r) ) - ( sin(t/r +7/2) ) k\

Damit erhalten wir als Winkelfunktion 6(¢) = ¢/r + 7/2 und somit fiir die Umlaufzahl
1 1 27r ©m 7
Beispiel 1.2.12.

ON
_

nC:—2 nczo

Satz 1.2.13. Sei c: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte periodische ebene Kurve
mit Periode L. Sei k : I — R die Krimmung von c. Dann gilt fir die Umlaufzahl

ne € 7

und
1 L
K(t)dt.

Ne = —
2 Jo

Beweis. Da ¢ periodische Kurve, gilt:

¢(L) = ¢(0) und ¢(L) = ¢(0)
Nach Lemma 1.2.9 gibt es eine unendlich differenzierbare Funktion 0(¢) mit ¢(t) = (cos 6(t),sin 6(¢))
und s(t) = 0(t).

Damit und mit e’ = cosa + isin a folgt:

cosf(L) \ [ cosf(0) i6(L) _ _i6(0)
< sinf(L) ) N ( sin 6(0) e —°
= (L) = 0(0) + k2r, mit e**" =1, k € Z.
= 0(L) — 6(0) € 27Z
=>n.E€Z

Daraus ergibt sich mit dem Hauptsatz der Differential- und Intergralrechnung

ne = ——(0(L) — 0(0)) 1/0L9(t)dt 1/0L/@(t)dt
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Satz 1.2.14 (Umlaufsatz). Eine einfach geschlossene orientierte ebene Kurve hat Umlaufzahl
1 oder —1.

Definition 1.2.15. Eine stiickweise glatte Kurve ist eine stetige Funktion ¢ : I — R?, so
dass es eine Einteilung von I = [a, b] gibt:

a=to<ti1 <..<t,=D>
mit [, ;, ] glatte regulire parametrisierte Kurve fiir alle i = 0, ...,n

Bemerkung 1.2.16. Die Umlaufzahl einer stiickweise glatten Kurve c mit ¢; : I; = [t;, ti+1] —
R2 |é;| = 1,4 =0, ...,n ist gegeben durch:

1 & 1
Ne %Z ]+1 (tj))—i-%Za] 27‘(‘/ dt+ 720@

J=1 J=1

wobei a; der Winkel zwischen den Geschwindigkeitsvektoren an der j-ten Ecke ist.

Wir kénnen also folgern:

Satz 1.2.17 (Umlaufsatz fiir stiickweise glatte Kurven). Eine stickweise glatte requldre ein-
fach geschlossene Kurve hat Umlaufzahl 1 oder —1.

Als néchstes wollen wir uns mit einem klassischen Optimierungsproblem befassen.
Wir stellen uns die Frage, welche ebene einfach geschlossene Kurve mit fester Lange L den
grofiten Flacheninhalt umrandet.
Anschaulich entspricht das beispielsweise dem Problem, wie man einen Weidezaun mit gege-
bener Linge L legen miisste, damit die Flache der Kuhweide so grofi wie moglich wird.
LQ
Optimal wire fiir einen Zaun der Linge L = 27r ein Kreis mit Flicheninhalt A = 7r? = —

4
Das soll im Folgenden bewiesen werden.

Satz 1.2.18 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet, berandet
von einer einfach geschlossenen ebenen Kurve c. Sei A[G] der Flicheninhalt des Gebiets.
Dann gilt

A[G) <

Gleichheit gilt genau dann, wenn c ein Kreis ist.
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Beweis. Sei ¢ : [0,L] — R? ¢(t) = (x(t),y(t)) eine einfach geschlossene ebene Kurve mit
Periode L = L¢].
Es gilt die Gleichung fiir den Flacheninhalt

1t L rr
Al = // Ld(z,y) = */ wdy — ydr = */ (2§ — yd)dt.
A 2 Jo 2 Jo

Dies folgt aus dem Satz von Green:

F = (P,Q):R? - R?

JoF-dr = [ F(e(t) - é(t)dt = [y (Pi + Qg)dt = [[4(Qx — P,)d(z,y)
wobei F = 2(—y,2), Q =%, P = -1

Wir identifizieren R? nun mit der komplexen Zahlenebene und betrachten

Z(t) = x(t) +iy(t)

Durch Parametertransformation erhalten wir

L
R = — iy | —t) .
z —C, z(t)== <2ﬂt> + iy (27rt)

z ist damit eine 27-periodische Funktion in C: z(27) = z(L) + iy(L) = z(0).
Wir wissen, dass wir jede glatte Funktion punktweise in eine Fourier-Reihe entwickeln kénnen

0 .
z(t) = Z cpet™

k=—o00

mit den Fourier-Koeffizienten ¢, € C.
Nun kénnen wir mit den Fourier-Koeffizienten die Ldnge von ¢ ausdriicken.
Es gilt einerseits:

27 27 L 2 Lt 2 L2
. 2 .
- o Py =— 1.2.
[Crpa= [T (L) () a=Z, o)
ebenso wie andererseits .
2(t) = Z cpiket.
k=—0c0
Damit ergibt sich
2T 2 B o 00 - ‘
/ ’Z(t)|2dt:/ Z(t)Z(t)dt:/ Z ck_z‘kelktél(_il)e—zltdt
0 0 0 ki——oo
2 0 )
0 ki——oo
2r ) ox 00
:/ Z Ckélklez(k_l)tdﬂr/ Z || ?k2dt
0 ki=—oo 0o =
k

[e.o] o0

27
:o+/ S PRt =Y |ex2k22r, (1.2.8)
0

k=—o00 k=—00
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Mit (1.2.7) und (1.2.8) folgt fir die Lénge von ¢:
Ll = 2n)* Y kel (1.2.9)
k=—00

Als néchstes dricken wir auch den Flacheninhalt A[G] mit Fourier-Koeffizienten aus. Wir
schreiben dabei &(w) fiir den Imaginérteil einer komplexen Zahl w.

L 2w
2416) = [ @) - #@y)dt = -3 [ A@=0)ar
0 0
2w o ) 00
= —%/ S —ikegae TRt = N kjeg|*2n. (1.2.10)
0 k=—o0 ke=—00
Insgesamt folgt dann aus (1.2.9) und (1.2.10 ):
AlG] — 2 =~ 2.2 _ Ll
_— < g
£ = X Hals ¥ Kl =50
Und damit
4w A[G] < L[>

Gleichheit gilt genau dann, wenn alle ¢, = 0 fiir £ # 0, 1. Dies wiirde genau bedeuten
2(t) = co + c1e”,

das heif3t, ¢ beschreibt einen Kreis. ]

1.3 Raumkurven
Im Folgenden betrachten wir nun Kurven, die im Raum verlaufen, also Werte in R annehmen.

Definition 1.3.1. Eine parametrisierte Kurve v : I — R? heifit parametrisierte Raumkurve.
Analog sind reguldre parametrisierte Raumkurven und orientierte Raumkurven definiert.

Im Falle einer Raumkurve ist es schwieriger ein Normalenfeld analog zu ebenen Kurven
zu definieren, da wir eine senkrechte Ebene zum Geschwindigkeitsvektor 4 haben. Dadurch
kénnen wir auch den Begriff der Kriimmung nicht wie zuvor definieren. Jedoch macht es auch
wenig Sinn im dreidimensionalen Raum von rechts- und linksgekriimmt zu sprechen, weshalb
wir auf ein Vorzeichen und auf die Verwendung des Normalenfeldes in der Definition der
Kriimmung verzichten kénnen:

Definition 1.3.2. Sei v : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Die
Funktion
£ =R, k() = [|5(0)]]

heilt Kriimmung von ~.

k(t) ist somit per Definition positiv und gibt wieder ein Maf} dafiir an, wie stark die Kurve
bei t € I gekriimmt ist.

Damit haben wir nun auch die Mdoglichkeit, einen Normalenvektor zu definieren:
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Definition 1.3.3. Sei v : I — R? nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Sei to € I
und «(tg) # 0. Dann heifit

J(to) _ “(to)

r(to) 15 (to)ll

n(to) =
der Normalenvektor von v in .

d
Wie im ebenen Fall in Gleichung (1.2.1) gilt @]]7]\2 = 2(4-%) = 0, also folgt mit 5 = n-||¥||

und [|4]] # 0
n-vy=0.

Also steht n(t) tatsichlich senkrecht auf 4(¢). Da wir jetzt den Normalenvektor haben, kénnen
wir zu einer Orthonormalbasis des R? vervollstindigen und folgendes definieren:

Definition 1.3.4. Sei v : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Sei
to € I und k(tg) # 0. Dann heifit

b(to) = F(to) x n(to)
Binomialvektor von - in tg.

(Anmerkung zur Notation: Mit & X y bezeichnen wir das Kreuzprodukt zweier Vektoren
z,y € R3. Es hat die Eigenschaft, dass es orthogonal sowohl auf z als auch auf y steht.)

Definition 1.3.5. Sei v : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Die
Orthonormalbasis (§(to), n(t0), b(to)) heifit begleitendes Dreibein von + in tg.

Mb(to)

Definition 1.3.6. Sei v : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Sei
to € I mit k(tp) # 0, und sei (y(to),n(to),b(to)) das begleitende Dreibein von « in ty. Dann
heifit

7(to) == n(to) - b(to)

die Windung, oder auch Torsion von ~ in tg.
Proposition 1.3.7 (Frenet-Gleichung). Seiy : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte

Raumkurve mit positiver Krimmung, k(t) > 0 fir alle t € I. Sei (v,n,b) das begleitende
Dreibein von v, wobei v =7, und sei T die Windung. Dann gilt
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Bewets. Zu zeigen ist

o(t) = K(t)n(t) (1.3.1)
() = —k(t)v(t) + 7(H)b(t) (1.3.2)
b(t) = —7(t)n(t) (1.3.3)

Die Gleichung (1.3.1) © = 4 = kn ist gerade die Definition 1.3.3 des Normalenvektors.

Gleichung (1.3.2) ergibt sich mit

1d
nv—i(n v)—n-0=0—K=—kK
== = =
n-b=r

Gleichung (1.3.3) schlielich folgt aus

. 1d
bob=-"(b-b) =

Zdt( ) =0
b-n:%(b-n)—b-h:O—T:—T
b-v—a(bw)—b-v—()—b kn = 0.

O]

Bemerkung 1.3.8. Sei Sei v : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve
und ¥ = Ry +d mit d € R3 R € SO(3) (d.h. R ist speziell-orthogonale 3 x 3-Matrix, also
det(R) = 1 und RTR = 1). Dann gilt

ER=rkund 7 =1.

Das heifit, durch orientierungserhaltende Drehungen und Verschiebungen dndern sich Kriim-
mung und Torsion einer Raumkurve nicht.

Beweis. Es gilt fir die Kriimmung & von 4

&= I3 = V34 = VTR = IRd) = 191 = r,

wobei die Orthogonalitiat der Matrix R mit eingegangen ist.
Fiir die Torsion 7 von + ergibt sich somit

O

Satz 1.3.9 (Hauptsatz der Raumkurventheorie). Sei I C R ein Intervall, seien k,7: 1 — R
glatte (C°°— )Funktionen und x > 0. Dann ezistiert eine nach Bogenldnge parametrisierte
Raumkurve v : I — R3 mit Kriimmung x und Windung 7. Diese Raumkurve ist bis auf
Drehung und Verschiebung eindeutig, das heift bis auf Ry + d, wobei R € SO(3),d € R3.
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Beweis. Seien

7(t0) =0,
U(tg) = €1,
n(to) = eq,
b(to) = €3
Dann hat das lineare gewthnliche Differentialgleichungssystem erster Ordnung
07 0 1 0 O 07
dl v ]| [0 0 & 0 v
dt|ln| [0 - 0 7 n
b 0 0 -7 0 b

mit obigem Anfangswertproblem nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir derartige
Differentialgleichungssysteme (Picard-Lindelof) genau eine Losung: (), v(t), n(t), b(t).

Die Struktur der Matrix erhélt dabei die Orthogonalitéit von v(t), n(t) und n(t). O

rcost/a
Beispiel 1.3.10. Wir betrachten die Schraubenlinie v(t) = | rsint/a
ht/a
—r/asint/a
Damit ist 4(t) = r/acost/a |. Wenn 7 nach Bogenlidnge parametrisiert ist, gilt
h/a

= () ()« () ot (- () =V () ()

und damit
a=vr2+ h?
—r/a®cost/a
Weiter erhalten wir 4(t) = | —r/a?sint/a

0

Damit kéonnen wir nun die Kriimmung berechnen:

w(0) = [7(1)] = ¢ ot (1) Do (£)

TRy

. —cost/a
Da n(t) = Zg;, gilt n(t) = | —sint/a
0

Dadurch berechnen wir
—r/asint/a —cost/a h/asint/a
b(t) =4(t) x n(t) = r/acost/a x | —sint/a | = | —h/acost/a
h/a 0 r/a
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Also ergibt sich fiir die Torsion

1/asint/a h/asint/a
T(t) =n(t)-b(t)=| —1/acost/a |-| —h/acost/a
0 r/a
= ?sm2 (Z) + %cos2 () +0

Sei v : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Wir werden die Glei-
chung der Kurve v in einer Umgebung von ty, € I aufstellen, indem wir das begleitende
Dreibein (¥(tg),n(to), b(to)) als Basis des R? nehmen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
nehmen wir ¢ty = 0 an.

Nach dem Satz von Taylor gilt

2 t3

1(E) = 9(0) +5(0)t +5(0)5 + T (0) 5 + R,

R
wobei lim;_,g = B = 0. Es gilt nach Definition 1.3.3:
Y = Kn

und somit

d d
Y = —4 = —(kn) = kn + wn = in + k(=K% — TD) = fkn — K*§ — KTD.
dt dt
Wir erhalten durch einsetzen und umsortieren
3 ) £2 3 3

. . t

Definition 1.3.11. Die Darstellung von einer Raumkurve v(¢) = (x(t),y(t), 2(t)) beziiglich
der Basis (v,n,b) durch
t3 5 t2 t3 t3
x(t):t—gﬁ +R, y(t)=§ﬁ+§n+R, Z(t):—gl-iT—FR

heifit lokale kanonische Form von ~.

Fiir kleine ¢ skizzieren wir die Projektionen der Spur von « in die 4n-, 4b- und nb-Ebenen:
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Projektion auf 4b-Ebene

t5 + S kn

o
Projektion auf 4n-Ebene

2 3
%ﬁn — %m’b

Projektion auf nb-Ebene

21
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2 Lokale Flachentheorie

Wir werden in diesem Kapitel die Begriffe Flache und Tangentialraum kennenlernen. Au-
Berdem wird deutlich werden, dass die Geometrie einer regulidren Fliche im Wesentlichen
durch die erste und zweite Fundamentalform bestimmt ist, die auch verschiedene Begriffe von
Kriimmung liefern werden.

2.1 Flachen und Tangentialraum

Fléchen im dreidimensionalen Raum sind zweidimensionale Objekte, das heifit die Punkte
auf einer Fliache konnen durch zwei unabhéngige reelle Parameter beschrieben werden. Im
Gegensatz zu Kurven, die wir stets als Ganzes parametrisiert haben, verlangen wir bei Flachen
nur, dass man jeweils kleine Stiicke der Flache durch eine Parametrisierung beschreiben kann.

Definition 2.1.1. Unter einer parametrisierten Fléache verstehen wir eine glatte (C°°-) Abbildung
X:UCR*—R?
X(uh,u?) = (' (ut, u?), 22 (ut, u?), 23 (ul, u?))
mit U offene Teilmenge von R?, sodass die Jakobi-Matrix
dX =DX :R? 5 T, X C R?,

DX(y) = Xiy' mit X; = - X, y = (y',y?) € R?

injektiv ist.

/ D
ul
Anmerkung zur Notation:

Nach der Einsteinschen Summationskonvention schreiben wir:
2 . .
Y=Y Xy =Xy
i=1

Beispiel 2.1.2. a) Affine Ebene:
Die Ebene ist das einfachste Beispiel fiir eine Fléche. Die Parametrisierung einer affinen
Ebene durch einen Punkt a € R? aufgespannt durch die Vektoren b, c € R3 ist

X(ut,u?) = a+utb + uic
Dabei ist also X1 = b, X5 = c.
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b)

Funktionsgraph:

Sei f : U — R eine glatte Funktion. Wir betrachten die Abbildung X (z,y, f(z,y)). Dann
ist

1 0

Xlzgxz 0 ,ngaﬁX: 1
xXr

fa: Y fy

Sphére:
Fiir U offen wahlen wir: 0 < ¢ < 27,0 < 6§ < 7 und betrachten

/0 sin 6 cos ¢
; X(p,0) = | sinfsing
j cos 6

Also ist X =sinfcosp, Y =sinfsing und Z = cos .
X (U) iberdeckt nicht die ganze Sphére, da der Halbkreis vom Nord- zum Siidpol ausge-
lassen wird.

Drehflache:
r(t)
Wir betrachten eine allgemeine Flache 0 . Dann ergibt sich mit der Rotation
h(t)
s0<(1) o 8) cosp —sing 0
Ro=e \° ° '/ =| sing cosgp 0

0 0 1

um die z—Achse mit Drehwinkel 0 < ¢ < 27 folgende Drehfléche:

cosp —sing 0 r(t) r(t) cos p
X(t,p)=| sing cosp O 0 = | r(t)siny
0 0 1 h(t) h(t)
Fiir einen Torus bedeutet das beispielsweise
acost+b (acost+b)cosp
X(t,¢) = Ry 0 =| (acost+b)siny |,

asint asint

wobei 0 < ¢, < 2w, a,b € R.
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Definition 2.1.3. Der Tangentialraum T, X an die parametrisierten Fliche X : U — R? in
u € U ist der zweidimensionale Vektorraum, der von den Tangentialvektoren X7, Xo aufge-

spannt wird. Das heift, 4
YeT, XsY =y'X;

Ty X

Bemerkung 2.1.4. T, X stimmt tiberein mit der Menge der Tangentialvektoren (0) einer
glatten Kurve v(t) = X o ¢(t) mit ¢(0) = u, wobei ¢ : U — R2.

Beweis. Sei Y = y'X; und c(t) = u + ty.
Dann ist
(1) = X oc(t) = X(c!(1), (1))
7(0) = X1¢1(0) + X2¢%(0) = Xy’
]

Definition 2.1.5. Seien X : U — R3 und X : U — R3 parametrisierte Flachen. Wir sagen,
X ist eine Umparametrisierung von X, wenn X=Xo ¢, wobei ¢ ein Diffeomorphismus (das
heift eine glatte bijektive Abbildung, deren Umkehrabbildung ebenfalls glatt ist): ¢ : U—>U
ist. ¢ heifit dann Parametertransformation.

Wenn ¢ orientierungserhaltend ist, das heifit det ¢ > 0, dann ist X eine orientierungserhal-
tende Umparametrisierung.
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Ff/\

Proposition 2.1.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und sei X = X o ¢ eine
Umparametrisierung von X. Dann gilt Ty X = TaX. Sei weiter Z € TyyX und Z =

21X = zi)?j. Dann gilt

00
z .
0w~ o
und 17152 1712
1oy [ o(@at) \ _ [ u (@ a”)
p(a,a”) = < ¢2(ﬁ1112) ) = ( u2(a1a2) .
Beweis. Es gilt X = X o¢ = X (oY (at, u?), p?(at, u?)).
0 = 0 0> ~ 0¢*
Mit der Kettenregel folgt: Xj = @Xi = Xla;z; + XQ%, also X; = Xi%
Dadurch erhalten wir
i i 00t Ou -
Z—Z]Xj—Z]Xi@ Z)(j8~2 —Z]Xj.
O
TaX = Ty X
g <,
X X=Xo¢

Definition 2.1.7. Ein Vektorfeld entlang einer parametrisierten Fliche X : U — R3 ist eine

Abbildung Y : U — R3.
Ein Vektorfeld Y ist ein Tangentenfeld, von X, wenn Y (u) € T, X Vu = (u',u?) € U, d.h.
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Y =y X; = vt (u) X;(u).
Ein Vektorfeld Z heifit Normalenfeld von X, wenn Z(u) LT, X Vu € U.

Beispiel 2.1.8. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Die Abbildung

X (uh ) x Xo(ut,u?)
X (ut,u?) x Xo(ut,u?)|

N(ut,u?)

ist das Einheitsnormalenfeld von X.
(X1, X2, N) ist positiv orientiert, aber det(X1, X2, N) muss nicht notwendigerweise 1 sein.

Definition 2.1.9. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche. Die Abbildung N : U — S?,
wobei S? die zweidimensionale Sphére im R? ist, mit

X (ulu?) x Xo(uh, u?)

Xt w?) x Xo(ul, u?)|

~—

N(u1 , u2)

heifit GauB-Abbildung .

D

N

Bemerkung 2.1.10. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche und sei N : U — S? die
GauB-Abbildung. Sei weiter X = X o ¢ eine orientierungserhaltende Umparametrisierung.
Dann gilt fiir die Gaufl-Abbildung von X :

N = No .
Beweis. Sei @ € U. Dann gilt nach Definition 2.1.7
N(@) L Tz X sowie N(¢(@)) L Tya)X.

Da nach Proposition 2.1.6 Ty X = TaX, folgt auch

N(@) L Ty X.

Daraus ergibt sich N (@) = +N(4(@)) und da X orientierungserhaltend ist folgt
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2.2 Die erste Fundamentalform

Wir betrachten Flichen im Raum als Abbildung X : U — R3. Fiir eine Kurve ¢(t) in U C R?
wissen wir aus dem letzten Kapitel, wie wir die zugehorige Lénge berechnen kénnen (vergleiche
Definition 1.1.15). Allerdings ist dies fiir das Bild 7 = X (¢(t)) der Kurve unter X a priori nicht
klar, da dies von der Fliche abhéingt, und wir zuerst eine Metrik auf dieser Fldche brauchen.
Diese Metrik g werden wir im Folgenden behandeln, welche vom zugehoérigen Tangentialraum
T, X abhédngt. Wir nennen g auch erste Fundamentalform.

Definition 2.2.1. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche. Die erste Fundamentalform
g: Ty X xTyX — R von X ist definiert durch

gV, 2)=Y - Z=y'X; - X; =y’ X; - X; =y gy

wobei ' _
Y, Z e T, X mitY =y'X;, 7 =22X;.

Dabei gilt
9i5 = 9(Xi, Xj) = Xi - X;

Wir nennen dies die Koordinatendarstellung von g.
In der sogenannten Gauf3-Notation wird g;; geschrieben als

E F
gij:<F G)

Bemerkung 2.2.2. In der Physik wird die erste Fundamentalform auch oft in der Form
ds? = gijduiduj

geschrieben. ds wir auch als Bogenlangenelement bezeichnet.
Als Erklarung dafiir betrachten wir die Linge s einer Kurve ¢ auf einer Fliache X geméif
Definition 1.1.15, wobei wir die Notation c(t) = (¢!(t), c2(t)) = (u!(t),u?(t)) verwenden:

)= [ el = [ \fotetmnar = [ Jaseicia

d —
Damit ergibt sich d—i = 1/9i;¢*¢ und durch Quadrieren erhalten wir

ds? . dc ded

a =990 C =9y gy

= ds? = gijdcidcj = gijduiduj

Beispiel 2.2.3. Sphire
Wir betrachten erneut die Parametrisierung der Sphére aus Beispiel 2.1.2

X(p,0) = (sinf cos ¢, sin O sin ¢, cos ),
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mit 0 < ¢ < 27,0 <6 <. Es gilt X, = (—sinfsin¢,sinf cos p,0). Damit ergibt sich:

—sinfsin g —sinfsin g
X, X, = sin § cos . sin 6 cos = sin? 0 sin? ¢ + sin? 6 cos? = sin? 6.
0 0

Die iibrigen Eintrage berechnen sich analog und es ergibt sich fiir die erste Fundamentalform:

o Gpb [ X Xy Xyp-Xgo) sin?6 0
Gop oo Xg-Xyo Xo-Xp 0 1
und ds? = sin? 0 d*¢ + d?0.

Bemerkung 2.2.4. Die erste Fundamentalform ¢ : T, X x T,,X — R ist eine positiv definite
symmetrische Bilinearform, das heif3t:

e gYVY)>O0firalleY € T, X.

(Y,
e gVY)=0&Y =0
e gV, Z)=g(Z,Y) fiur alle Z)Y € T, X.
(
(

o g(aX +bY,Z)=0ag(X,Z)+bg(Y, Z),
9(X,aY +bZ) =ag(X,Y) 4+ bg(X, Z) fir alle X,Y,Z € T, X und fiir alle a,b € R.

Definition 2.2.5. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und ¢ : 7, X x T, X — R ihre
erste Fundamentalform. Der Winkel 6 zwischen zwei Vektoren Y, Z € T, X ist gegeben durch

(Y, Z)

cosf = .
g(Y,Y)g(Z,2)

Der Winkel zwischen zwei Kurven ist definiert als der Winkel zwischen ihren Tangentialvek-
toren.

Proposition 2.2.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und X =Xo ¢ eine
Umparametrisierung von X . Sei g;; die Koordinatendarstellung der ersten Fundamentalform
von X und sei §;; die Koordinatendarstellung der ersten Fundamentalform von X. Dann gilt

ouk oul

9i5 = Gkl 7~; o 8u1

ou’
oud

Beweis. Mit der Kettenregel und den Eigenschaften der ersten Fundamentalform als Biline-
arform ergibt sich

mit der Jakobi-Matrix dp =

~ ~ ouk oul ouk oul ouk oul
~i': XZ,X — N.X,f — I T~ X,X
gij = 9( i)=9 <8u2 By ) 50 8ujg( ks X1) = Gkl 57 57 9
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Definition 2.2.7. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Sei gij die erste Fundamen-
talform von X. Wir definieren denn Flédcheninhalt Ax (V') einer Fliche X (V) mit V C U:

:/ dA:// detgijaluldu2
1% v

Bemerkung 2.2.8. Obige Definition des Flécheninhalts stimmt mit der iiblichen Definition
[l 1|1 X1 (u) x Xo(u)||dudu® iiberein, denn es gilt

|X1 X X2|2 = |X1| ‘XQ‘QSiH 0= ’le |X2|2(1 — COS2 9)
= X1 *[X2f* — | X1 [*[X2[* cos® 0

= (X1 X1)(X2- X3) — (X1 - Xo)? dt<X1'X1 Xl'X2>

Xo- X1 Xo-Xo
= detgij.

V)= //V | X1 (u) x Xo(u)|dutdu® = //V \/det gijdulduQ.

Bemerkung 2.2.9. Der Fliacheninhalt ist unabhéingig von der Parametrisierung.

Also folgt

Beweis. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und X=X o¢ eine Umparametrisierung
von X. Sei g;; die Koordinatendarstellung der ersten Fundamentalform von X und sei g;; die
Koordinatendarstellung der ersten Fundamentalform von X. Sei V c U und V = ¢(V).
Dann gilt fiir die Fliiche von X (V) (bzw. X (V))mit Proposition 2.2.6:

oul du 1 g~
// detgwdu di® = // \ldet (glka e ]>du1du2

l
://V v/ det gy, |det (gf;)’ da'da® = / \/detglkdu u?

= Ax (V)

2.3 Kriimmung

Bei Kurven gibt die Kriimmung  die Anderung des Tangentialvektors 4 an. Da dieser bei
Flachen aber nicht eindeutig ist, brauchen wir hier einen neuen Kriimmungsbegriff.

Eine natiirliche Art und Weise Kriimmung bei Fldchen zu definieren, ist mittels der Fla-
chennormalen, die wir mit N bezeichnen. Die Kriimmung der Flache wird dann durch die
Anderungsrate von N gemessen werden. Hierbei werden an jedem Punkt der Fliche zwei
Richtungen ausgezeichnet, die Hauptkriimmungsvektoren, die genau so definiert werden, dass
wenn N entlang dieser Richtung liuft die Anderungsrate von N parallel zu dieser Richtung
ist.

Die Anderungsraten von N in diese Richtungen werden wir dann die Hauptkriimmungen nen-
nen und mit x; und kg2 bezeichnen. Das Mittel der beiden Werte wird als mittlere Kriimmung
bezeichnet und das Produkt als GauB-Kriimmung. Letztere wird im Folgenden besondere
Bedeutung fiir uns haben.
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Definition 2.3.1. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche mit Einheitsnormalenfeld N.
Sei Y = 4'X; € T,X, ¢ Kurve mit ¢(0) = y und v = X o c. Wir definieren die Weingarten-
Abbildung
L:T,X - T,X,
d y i
LY = _ﬁN o C’t:o = —N;¢'(0) = —=N;y' =: =0y N

LY gibt also die Anderung des Einheitsnormalenfelds N an, wenn N entlang einer Kurve ~y
mit ¥(0) =Y bewegt wird.

LY

Bemerkung 2.3.2. Es gilt —0y N € T,, X, also liegt das Bild von L wieder ganz im Tangen-
tialraum von X

LY eT, X VYel,X
Beweis. Nach Definition 2.1.9 der Gau-Abbildung gilt: N - N = 1. Differentiation liefert

d
0=-——(N-N
2 NV N)

0=2N;-N=0

Also folgt: N; L N und N; € T, X. O

Bemerkung 2.3.3. Die Weingarten-Abbildung L kann in Matrixform beziiglich der Basis-

0 0
vektoren X7 = ﬁX und Xy = WX von T, X geschrieben werden:
u U

L:T,X—-T,X

Ma(L) = ((LX1)4), (LX2)4),

mit A = (X1, X2) und M4(L) € Mat(2 x 2).
Nach Definition 2.3.1 gilt LY = —N;3* und nach Bemerkung 2.3.2 ist LY € T, X. Also ergibt
sich fiir die Spalten der Matrix M 4(L):

d
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d
du?
Damit ist die Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung gegeben durch

LXy = —Ny = N =kX; = kiX) + k2 X,

i kl kl
_pJ 1 R
MA(L) = ki - ( k:% k% >
Es folgt ‘ ‘
LY = —y'N; = -kl X,

Satz 2.3.4. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche mit Einheitsnormalenfeld N, erster

Fundamentalform g;; und Weingarten-Abbildung L. Dann gilt fir die Eintrige der Matriz
Ma(L):
k:;m = (N ’ Xil)glmv

wobei g™ = (gum) L.
Beweis. Nach Bemerkung 2.3.3 gilt
-N=kX; |-X
—N; - X; =KX X
—N; - X, = Kl g
N-Xu=kgy |-g™
= N - Xig"™ = klgug™ = k3.

O]

Bemerkung 2.3.5. Die 2 x 2—Matrix k:f ist symmetrisch, da k? = ki, was aus Satz 2.3.4
und dem Satz von Schwarz folgt. k1 und ko sind die reellen Eigenwerte der Matrix mit den
zugehorigen Eigenvektoren e; und es.

Definition 2.3.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche mit Einheitsnormalenfeld N
und Weingarten-Abbildung L.
Wir definieren die GauB-Kriimmung G-

G = k1Ko = det kT = kK3 — k2 ks = kK2 — |k3)?
und die mittlere Kriimmung H:

kI + k3
2

K1+ K9 1

= == 7y —
H= 5 = 2Spur(k‘z)

Satz 2.3.7. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche mit Einheitsnormalenfeld N und
Weingarten-Abbildung L. Sei G die Gaufs-Krimmung. Sei weiter B.(u) C U eine Kreisscheibe
um u € U mit Radius r > 0. Dann gilt

i AN (B (1)

Tﬂom = |G(u)]|

Dabei bezeichnet An den Flicheninhalt des Bildes von By(u) unter der Gauf-Abbildung und
Ax den Flicheninhalt des Bildes von B,(u) unter X.
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Beweis. Es gilt nach der Definition 2.2.7 des Fléacheninhalts

= // /det gijaluldu2
r(u)

Weiter gilt analog zu Bemerkung 2.2.8
IN7 x No||? = |N1|?|Na|? sin? @ = | N1 |2 N2|*(1 — cos? 0)
= |[N1[*|N2f? = (N1 - N2)?

:det< Ni-Ni Np- N

N3 - N1 NNy ) = det(Ni - Ny)

und mit Bemerkung 2.3.3 N; - Nj = k[ X; - k"X, = KK X - Xy = kLK gim
Damit erhalten wir

D= [, o I8 Nl 0 )
_// w \/det(N; - Nj)d(u', u? :// det klkmglm)d(ul,ug)

- / \/det k2)2 det(gq;)d(ut, u? :// |det k7|, /det gijd(u, u?)
B (u)

= // det g;jd(u', u?)
'r(u

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt fiir ein = € B,(u)

A T 1G0T g )
=0 Ax =0 [fp o) V/det ggid(ut, u?)
. ffBr(u) Vdet gijd(ut, u?)
= lim |G(x)| —
r—=0 JB, (y Vet gijd(ul, u?)
 liny [G(a)| = |G(uw)

32
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Bemerkung 2.3.8. Obiger Satz 2.3.7 gilt fiir Kurven gleichermaflen:

Sei c(t) : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit Kriimmung x(t) = [|&(t)]|.
Dann ist T'(t) = ¢(t) eine Kurve auf dem Einheitskreis. Wir bezeichnen mit L, 3)(c) die Linge
der Kurve ¢ zwischen c(a) und ¢(b) fiir a,b € I. Es gilt

i L[a,a+h} (T)
m ———-—-
h—0 L[a,aJrh](C)

= [r(a)].
Beweis. Es gilt nach Definition 1.1.15 der Linge einer Kurve

fim Heart(T) S )t
A0 Laaen)(€) 10 [ let) | dt

a+h |- a+h |-
LT emlar _ g S el

a — a

 h—0 [ath 14t h—0 h

Wir verwenden wie oben den Mittelwertsatz der Integralrechnung. Fiir ein x € [a,a + h] gilt
damit
Ja e | dt

lim =%

chf‘*" 1dt [¢()|[h
h—0 h

Al T

= [lE(@)]| = |x(a)|

2.4 Die zweite Fundamentalform

Wir haben bereits festgestellt, dass die Anderung der Flichennormalen N im Tangentialraum
T, X liegt. Die zweite Fundamentalform ist eine Bilinearform, die von zwei Vektoren abhéngt:
Der eine Vektor ist die Richtung, in die N variiert. Die zugehorige Variation liegt wieder im
Tangentialraum und nun wird mit dem zweiten Vektor das Skalarprodukt in R? gebildet.

Definition 2.4.1. Sei X eine parametrisierte Fliche und Y und Z Tangentenfelder entlang
X mit Y = y'X;, Z = 2'X;. Wir definieren die Richtungsableitung von Z in Richtung Y

durch 57
NZ=y'Z =y —.
ou’

Bemerkung 2.4.2. Die Definition der Richtungsableitung héngt ab von der der Basis X1, X5.
Oy Z ist aber invariant unter Umparametrisierung. Jedoch wenn Y und Z tangential sind, dann
missen dy Z und JzY nicht notwendigerweise tangential sein.

Definition 2.4.3. Wir definieren den Kommutator von zwei Vektorfeldern Y und Z als das
Vektorfeld
Y, Z] . =0vZ —0zY

Satz 2.4.4. Sei X : U — R3? eine parametrisierte Fliche und sei N ihr Einheitsnormalenfeld.
Dann gilt:

(1) Wenn'Y und Z Tangentenfelder entlang X sind, dann gilt [Y,Z] € T,,(X) .
(2) WennY,Z € T, (X), dann gilt Oy N - Z = dzN - Y.
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Beweis. Es gilt mit den Definitionen 2.4.1 und 2.4.3
Y, Z) =0y Z —0,Y =4'Z; — 2'Y;
= yi8i<Zle) - z"(?,-(lel)
=y 2 X+ ' Xy — 2 X — 2 X

(Anmerkung zur Schreibweise: Wir schreiben yfi =0yl = S yh)

Da nach dem Satz von Schwarz X;; = Xj;; ist, gilt
Y, Z) = 0vZ — 07Y = (y'z — 2'y) X, € TLX
und so ist (1) gezeigt.

Weiter gilt fur Y, Z € T, X

OyN-Z—0;N-Y=—-0vZ-N—0zY -N
= (2~ 07Y)- (-N)
= (2.Y]-(-N) =0

Damit folgt (2):
OyN-Z=0zN-Y

O]

Definition 2.4.5. Sei X : U — R3 eine Fliche und sei N : U — S? ihre GauB-Abbildung.
Die zweite Fundamentalform ist die symmetrische Bilinearform

k:T, X xT,X — R

k(Y,Z) = —dyN - Z,
wobei Y, Z € T, X mit Y =¢'X; und Z = szj.
Bemerkung 2.4.6. Fiir die zweite Fundamentalform gilt somit

k(Y,Z)=—0yN-Z =LY -Z=g(LY,Z)
mit Weingarten-Abbildung L und erster Fundamentalform g¢;; = X; - X; = g(X;, Xj).
Bemerkung 2.4.7. Wir setzen k;; = k(X;, X;) und erhalten so
kij = —N;-X; =N - X,

Bemerkung 2.4.8. Mittels Bemerkung 2.4.7 bekommen wir folgenden Zusammenhang zwi-
schen der ersten Fundamentalform g;; und der zweite Fundamentalform £;;:

K= (N - Xa)g"™ = kag"™,

wobei ¢"™ = (g;,) ! und k7 die Matrix der Weingarten-Abbildung bezeichnet.
Das bedeutet, dass wir mittels der g;; die Indizes von k nach oben bzw. unten verschieben
koénnen.
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Beispiel 2.4.9. a) Sphére
Analog zu Beispiel 2.2.3 betrachten wir die Parametrisierung der Sphére

X(0,¢) = (rsin6 cos p,rsin 0 sin p, r cos ),

mitr>0,0<p<2r,0<0<m
mit der ersten Fundamentalform

o r2 0
95 =\ 0 r2sin20

Xop x X
Fir die Gau-Abbildung N gilt N = 20X e (sin € cos @, sin @ sin @, cos ). Mit
[ X x Xo]

Bemerkung 2.4.7 berechnen wir die zweite Fundamentalform

—r 0
hij = ( 0 —rsin?6 )

Fiir die Matrix der Weingarten-Abbildung ergibt sich mit Bemerkung 2.4.8 kf = kygh =
ki(g;")

0o —-=

r
Somit erhalten wir fiir die Gau3-Kriimmung G und die mittlere Kriimmung H

; 1
r
Cki+k 1

2 r

H

b) Torus
Sei
X(0,p) = (cosO(R + rcosp),sin (R + rcos ), rsin p),

wobei r >0, R > 0,0 < 0,p < 27.
Die Tangentialvektoren sind gegeben durch

Xop = (—sinf(R+ rcosy),cos(R+ rcosy),0)
X, = (—rcosfsing, —rsinfsin g, cos ¢).
Fiir die erste Fundamentalform ergibt sich damit

(R+rcosp)? 0
Yij = 0 72

Xox X
Es gilt auBlerdem N = 20X e (cos @ cos p,sin 6 cos p, sin ). Damit ergibt sich
[ X x X,

wieder mit Bemerkung 2.4.7 die zweite Fundamentalform

—cosp(R+rcosp) 0
Fij = 0 —r
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Die Matrix der Weingarten-Abbildung berechnen wir erneut mit Bemerkung 2.4.8 und

erhalten
. cosg 0
i R+ rcosp
ki = 1
0 _-
,

Fiir Gau-Kriimmung G und die mittlere Kriimmung H gilt also

; cos
G=deth] = ——"F"—
e (R + 7 cos )
I ki+kd 1
2 2r

¢) Zylinder
Sei
X(p,h) = (reosp, rsing, h),

wobei r >0, h > 0,0 < ¢ < 27.
Dann gilt fiir die Tangentialvektoren

X, = (—rsinp,rcose,0), X = (0,0,1).

Fiir die erste Fundamentalform ergibt sich

r2 0
gij = 0 1

Xo x X
o P = (cos,sin,0) und mit Bemerkung 2.4.7 die zweite

1 X > Xol
—r 0
kij = ( 0 0 )

Bemerkung 2.4.8 liefert die Matrix der Weingarten-Abbildung

| 1y,
W=7
0 0

Damit ergibt sich fiir die Gaufl-Kriimmung G und die mittlere Kriimmung H

Wir berechnen N =

Fundamentalform

G =dethk! =0
H:k%+k§:_i
2 2r

Beispiel 2.4.10. Nachrechnen zeigt, dass fur die erste Fundamentalform ¢, die zweite Fun-
damentalform k, die GauB-Krimmung G und die mittlere Kriimmung H einer Drehflache
analog zu Beispiel 2.1.2 X (¢, ) = (r(t) cos(p), r(t) sin(p), h(t)) mit 72 + h? = 1 gilt

({10 o Ph—hit 0
=\ o 2 ) M7 0 rh

hh—ih) o th—Fht
T 2
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Aus 72 + h% = 1 folgt aber mittels Differentiation
i+ hh =0 (2.4.1)
und damit ergibt sich

_ hth—hith  —i%F — B2

G

r r r

Wir betrachten nun die Kurve v(t) = (r(¢),0,h(t)) und die Kriimmung von v x = ||| =
V2 4+ h2. Mit Gleichung (2.4.1) folgt fiir &

R

R = ) +h2:T

T T
hhh

Da aber ebenso mit Gleichung (2.4.1) gilt 7+h — hi* = #h + h— = — = k ergibt sich
7

7

k 0 hk
kij_(() Til)’ G_T

Definition 2.4.11. Sei v(t) € R? eine parametrisierte Kurve und Y ein Vektorfeld lings ~.
Eine parametrisierte Fliche X : U — R3 mit

X(s,t) =(s) +1Y(s)
heiflt Regelfldche.

Bemerkung 2.4.12. (a) Ein Zylinder ist eine Regelfliche. Wir betrachten einen Kreis in
der z-y-Ebene mit Radius » > 0. Um einen Zylinder zu erhalten muss Y'(s) so gewéhlt
werden, dass die Vektoren senkrecht auf den Kreis stehen. Wir wéhlen daher

T COS S 0
v(s)=1| rsins |, Y(s)=| 0|, O0<r, 0<s<2rm
0 1

und erhalten damit

T COS §
X(s,t) =] rsins

(b) Ein Kegel ist ebenso eine Regelfliche. Wir wéhlen die Spitze im Ursprung und

0 coS s
v(s)=1 0], Y(s)=| sins |, 0<t<l, 0<s<2m.
0 1

Damit gilt
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tcoss
X(s,t)=| tsins
t

Proposition 2.4.13. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche und X=Xo ¢ eine
Umparametrisierung von X . Sei k;; die Koordinatendarstellung der zweiten Fundamentalform
von X und sei l%ij die Koordinatendarstellung der zweiten Fundamentalform von X. Dann gilt
analog zur ersten Fundamentalform in Proposition 2.2.6

. S o oul gu™
Definition 2.4.14. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche und sei y = X oc: I — R?
eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve, das heifit ||| = 1. Sei x die Kriimmung von .

Wir definieren die Normalkriimmung k,(t) von 7 in t € 1
Kn(t) := K(t) cosO(t)

Dabei ist 8 der Winkel zwischen dem Einheitsnormalenfeld N von X und dem Normalenvektor
n von vy, also cosf = N - n.

Kn ist somit die Lénge der Projektion des Vektors kn auf das Einheitsnormalenfeld N von X
bei t.

Satz 2.4.15. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche und sei v = X o ¢ eine nach
Bogenlinge parametrisierte Kurve. Sei k die zweite Fundamentalform von X und sei k die
Kriimmung von . Dann gilt fiir die Normalkrimmung , von

Beweis. Geméaf Definition 2.4.5 der zweiten Fundamentalform schlieflen wir
k(%,%) :—aﬁN"'Y:—N"'Y:N-"?:KN-n:RCOSG:,«;n

wobei verwendet wurde, dass ¥ = xkn nach Definition 1.3.3. O
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Bemerkung 2.4.16. Den Tangentialanteil von xn auf X (das heifit die Projektion auf den
Tangentialraum 77, X) nennt man geoddtische Kriimmung k,. Es gilt

kg (8)] = [ (t) sin 6(2)].
Nach dem Satz des Pythagoras gilt x% = /{Z + K2.

Bemerkung 2.4.17. Die Normalkriimmung héangt nicht von der Wahl der Kurve ~ ab,
sondern wird nur von der Flache X bestimmt.

Folgerung 2.4.18. Alle Kurven v auf einer parametrisierten Fliche X, die in einem gege-
benen Punkt u dieselbe Tangente Y haben, besitzen in diesem Punkt die gleiche Normalkriim-
mung Kn(u).

Bemerkung 2.4.19. Wenn das Einheitsnormalenfeld N von X parallel zum Normalenvektor
n er Kurve v verlauft, alson || N gilt, dann gibt die zweite Fundamentalform k die Kriimmung
k der Kurve an:

k(y.9) =r
Beweis. Da ~ in X verlauft, gilt
N(y(t)) - 4(t) = 0.
Nach Differentiation ergibt sich:

d

NO) -5(t) = =5 NO(0) - 3(0)

Damit und mit Definition 2.3.1 der Weingarten-Abbildung folgt

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass nach Definition 1.3.3 4 = kn. Da aber N || n,
gilt N(v(t)) = n(t) und weil v nach Bogenlidnge parametrisiert ist folgt

k(Y:) = &
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Definition 2.4.20. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche mit zweiter Fundamental-
form k. Die maximale Normalkriimmung «; und die minimale Normalkrimmung ko heiflen
Hauptkriimmungen von X bei u € U. Genauer heifit das

E(Y,Y) E(Y,Y)

ML= I ) T B KLY e = max T = B YY)

Die Einheitsvektoren Fq, Fo € T, X bei denen Minimum und Maximum angenommen werden,
heiflen Hauptkriimmungsrichtungen.

Satz 2.4.21. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche. Sei L : T,X — T,X die
Weingarten-Abbildung. Dann sind die Hauptkrimmungen k1 und ko Figenwerte von L mit
Figenvektoren E1 und Fs.

LE1 = IQlEl
LE2 = KQEQ
Die Figenvektoren Eq, FEo sind orthogonal zueinander, bzw. kénnen immer orthogonal gewdhlt

werden, das heifst es gilt
g(El, EQ) = k(El, EQ) =0.

Beweis. Sei

. k(Y)Y)
k1 = min
' verx g(Y)Y)
. k(Eq, E1)
d de bei E/ 1 .
und x1 werde bei E; angenommen, also k1 = (B B

Zu zeigen ist, dass LE; = xkEj.
Wir betrachten

k(El +eY, B+ EY)

g(E1 +eY B+ €Y)

k(E1, E1) + 2ek(E1,Y) + €2k(Y,Y)
g(E1, E1) +2eg(E1,Y) +e29(Y,Y)’

fle) =

wobei die Bilinearitiat von g und k ausgenutzt wurde. Differentiation und Auswertung an der
Stelle € = 0 fiihrt zu

1| k(E1+eY, By +¢€Y)
de €=0g(E1 +eY, By + EY)
~ k(Er,Y)g(Er, Er) — 29(Er, Y)k(EL, Br)

0=

9(Ey, Eq)?
< k(Er,Y) Q(Elay)k(El,El))
9(En, En) 9(En, Eq)?

=2(k(E1,Y) — g(E1,Y)k1)
Da nach Annahme k(E1, E1) = rk1g(E1, E1) und g(Ey, E1) = E1 - E1 = 1 ergibt sich

k(EhY) = /€19<E1,Y)
LE,- Y =rFE-Y VYYeT,X
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Da LEI'N:H1E1~N:0fO]gt
LE,-Z=rE-Z VYZeR:.

Damit ergibt sich
LE1 = I€1E1

und k1 ist somit Eigenwert von L. Dass ko ebenso Eigenwert von L ist ldsst sich analog zeigen.
Bleibt noch die Orthogonalitiat zu beweisen. Allgemein gilt fiir Y, Z € T, X

g(LY,Z)=—0yN-Z =—-0zN-Y =g(Y,LZ)
Damit erhalten wir

kog(Er, Ea) = g(En, koFE2) = g(E1, LE»)
= g(LE1, Es) = g(k1E1, Ea)
= r19(E1, E)

Fiir den Fall k1 # ko folgt damit
g(El,EQ) = El . E2 = 0
und da g(E1, LEs) = k(E1, E9) folgt dies auch fiir . O

Bemerkung 2.4.22 (Euler-Formel). Sei Y ein beliebiger Einheitsvektor, also Y € T,,X und
g(Y,Y) = 1. Seien E; und FE, die Hauptkriimmungsrichtungen, also k1 = k(Ep, F1) und
ko = k(Ea, E2). Wir kénnen Y in der Basis F1, Fy ausdriicken durch

Y = cosOF; +sin0Fs.

Durch Einsetzen in die zweite Fundamentalform erhalten wir die Euler-Formel fiir die Nor-
malkrimmung;:

E(Y,Y) = k(cosOFEy + sin 0 Es, cos OE7 + sin 0 F5)
= k(E1, E1) cos® 0 + k(Fa, E2)sin® 0
= K1 08?0 + Ko sin? 0,
wobei die Bilinearitét von k und die k(E1, E2) = 0 verwendet wurde.
Beispiel 2.4.23.

Wir betrachten die Parametrisierung X : /_\

U — R3 eines Zylinders. Sei u € U.
Der Durchschnitt von X mit der Norma-

de. Dementsprechend gilt 0 < k, < 1.

. . 0< Ky <1 /:: \‘\\\
lenebene im Punkt X (u) gibt entweder X NN
einen Kreis, eine Ellipse oder eine Gera- S X (w) -/J
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Bemerkung 2.4.24. Nach Bemerkung 2.4.8 gilt kf = kygY und ¢'™ = (gl_"} Es folgt fiir die
Gau-Krimmung

G = det(k]) = det(kig") = det(ky) det(g") = m
ij

Lemma 2.4.25. Fiir die Gauf-Krimmung G gilt
1 -
G =2H* — 5 Figk"
wobei H die mittlere Kriimmung und k die zweite Fundamentalform von X bezeichnet, mit
kY = (kij) ™
Beweis. Mit Definition 2.3.6 ergibt sich

kijkij = SpurL? = Spurk‘gkj = K24+ K2 = (k1 4 K2)? — 2K1Ko = 4H? — 2G

Bemerkung 2.4.26. Fiir die mittlere Kriimmung H einer Flache X gilt
1

T2

o /O (Y (0), Y (6))d6,

wobei Y = Fj cos(0) + Es sin(f) mit den Eigenvektoren E; und Es.
Beweis. Es gilt nach Satz 2.4.21 k(E;, Fy) = 0. damit und mit der Bilinearitét von k ergibt
sich
1 2m 1 2m
— E(Y,Y)do0 = — /
27?/0 ( ) 21 Jo

27
S / kE(Ey cos(0) + Egsin(6), Eq cos(0) + Eqsin(6))do
0

= (/027r k(E1 cos(f), E1 cos(0))dd + 027r k(Ey sin(6), Es sin(@))d&)

= (/%(LEl cos(f)) - Ey cos(0)dl + /QW(LEQ sin(f)) - Es sin(ﬁ)d@)
0 0

_ ( /0 7 (k1 Br cos(0)) - B cos(0)df + /0 7 (k2B sin(6)) - By sin(@)d@)

_ 1 (m /027r cos?(0)df + ko /027r sin2(9)d9>

= %(Iilﬂ' + Kom)
K1+ K2
= = H
2

O]

Bemerkung 2.4.27. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Mittels Taylor-Entwicklung
um 0 € U folgt

X (u) — X(0) = X;(0)u’ + %Xij(o)uiuj + R,
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R
wobei limy,|_,o 7—5 = 0. Damit gilt

Jul?®
X () — X(0) — X;(0)u = %Xi (Ol + R |- N
(X (1) — X(0) — X;(0)u) - N = %/ﬁjm)uiuﬂ‘ VR

Definition 2.4.28. Wir nennen einen Punkt v € U der Fliche X :— R?3

elliptisch, wenn G(u) > 0,

hyperbolisch, wenn G(u) < 0,

parabolisch, wenn G(u) = 0,

Nabelpunkt, wenn k1 (u) = ko(u),

Flachpunkt, wenn x1(u) = ka2(u) = 0.

/
@ TN
G(u) <0 ]
G(u) >0

Beispiel 2.4.29. Wir parametrisieren eine Fliche X : U — R3 durch X (u!, v?) = (u', v?, f(u',u?))
mittels einer Funktion f : U — R, wobei f(0,0) = 0 und fiir den Gradient von f gilt

0

Dann ist
k;i;(0,0) = X;;(0,0) - N(0,0) = Hessf(0,0).

2
Outoul

Definition 2.4.30. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche. Y € T, X ist eine Asym-
ptotenrichtung von X bei u, falls die Normalkriimmung «,, = 0 ist, wenn also

Hessf =

f bezeichnet dabei die Hesse-Matrix von f.

kn=k(Y,Y)=0.

Eine Kurve v = X o ¢ heifit Asymptotenlinie, von X, falls fiir jedes v(u) die Tangente +(u)
Asymptotenrichtung ist, falls also

k(A (u),%(u)) =0 Yue U.
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Definition 2.4.31. Eine regulire Kurve v = X oc auf einer parametrisierten Fliche X : UR?

¥(t)
5@

Ly = =04N = k¥,

heifit Kriimmungslinie, falls 4(¢) # 0 und in jedem Punkt ¢ € I eine Hauptkriimmungs-

richtung ist, falls also:

fiir entweder ¢ = 1 oder ¢ = 2.
Daraus ergibt sich die folgende Charakterisierung der Kriimmungslinien.

Proposition 2.4.32. Seiv(t) = Xoc(t) : I — R3 und sei 3(t) = Noc(t) das sphirische Bild
von ¢ unter der Gauf-Abbildung N. Dann ist y(t) eine Krimmungslinie genau dann, wenn

B(t) + At)3(t) =0,
wobei A(t) die Hauptkrimmung k1 oder ko entlang  ist.

N

Noc

Beweis. Angenommen es sei B(t) + Xt)3(t) = 0. Da 4 = X;é(t) folgt Ly = —N;é(t).
Auflerdem gilt 3(t) = N;é'(t). Damit ergibt sich

0=p5(t) + At)¥(t)
= N;é* + At)(t)
= —Ly(t) + A()¥(¢t)
& Ly(t) = At)¥(?)

Also ist 4 Hauptkriimmungsrichtung und v Kriimmungslinie. O

Definition 2.4.33. Man nennt eine Fliche nach Kriimmungslinie parametrisiert, wenn die

Koordinatenlinien
7C(u1) = X(u17c)7 und Wc(uz) = X(Ca UQ),

mit ¢ € R konstant, Kriimmungslinien sind.

Bemerkung 2.4.34. Fiir eine nach Kriimmungslinie parametrisierte Flache gilt mit Bemer-
kung 2.4.7
k1X1 = K1Ye = —04.N = —0u'N = —N;
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HQXQ = HQ’L}/C = —8%]\7 = —8u2N = —Ng
Damit und mit k;; = N - X;; = —N; - X erhalten wir
ki1 =—N1- X1 =r1 X1 X1 = k1911

k12 = —N1 - Xo = k1 X1 - Xo = k1912 =0
koo = —Na - Xo = ko X - Xo = K2g22

o kg O
= kij = ( 0 K2922 )

45

Proposition 2.4.35. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und es gelte fiir die zweite
Fundamentalform k;; = 0. dann gibt es einen fizen Vektor a € R3 und eine Konstante b € R,

so dass
X-a=b

gilt. Das heifit, X ist enthalten in einer Ebene.

Beweis. Sei

k‘ij:—Ni-Xj:O
iNiZO,ViG{l,Q}

Daraus folgt, dass N konstant sein muss. Sei also N = a € R3. Damit gilt

d d
0=X;, N=—(X -N)=—
duz( ) du’

(X -a)

Daraus ergibt sich, dass X - NV konstant sein muss, also X - N =X -a=b € R.

O]

Proposition 2.4.36. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Seien weiter alle Punkte
Nabelpunkte, also k1(u',u?) = ka(ut,u?)Vu = (u',u?) € U. Dann ist X entweder in einer

Ebene oder einer Sphdre enthalten.

Beweis. Im Fall k1 = ko = 0 folgt automatisch, dass Ny = No = 0 und deshalb N konstant

sein muss. Also liegt X in der Ebene.

Sei nun also k(u) = k1(u) = ko(u) # 0. Dann gilt LY = kY fir alle Y € T, X, insbesondere

LX; = kX;, 1 € {1,2}. Daraus folgt

LX; =rX;
—8Z‘N = HXZ'
N; = —rX;, =:AX;, i€ {1,2}

Wir erhalten
N1 = )\Xl, und N2 = )\X2

Differenzieren liefert

N12 = )\2X1 + )\Xlg, und NQl = )\1X2 + )\Xgl
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Da aber Nis = Nsp, erhalten wir
0= Ni2 — Na1 = M X1 — M Xy

Weil X1 und X3 linear unabhéngige Tangentialvektoren sind, folgt damit

0
out

AM=X=0= )\(U,) =0 Yuel.

Damit ergibt sich, dass A(u!,u?) = X konstant sein muss.

Aus 5 )
X—-=N)=
8uz( A ) 0

1
folgt, dass auch X — XN =: a konstant sein muss. Mit | N|| = 1 folgt

1
X _—al=|2
X —qf M

1
Dies entspricht der Gleichung der Sphére mit Radius — mit Mittelpunkt a.

Al

46
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3 Innere Geometrie von Flachen

Unter innerer Geometrie versteht man all diejenigen Eigenschaften einer Fliche, die nur von
der ersten Fundamentalform g;; abhidngen. Diese entsprechen anschaulich den Eigenschaften,
die zweidimensionale Lebewesen auf der Fliache erkennen wiirden.

Wir werden in diesem Abschnitt den Fragen nachgehen, welche Kriimmungsgréfien zu Grofien
der inneren Geometrie gehoren. Es wird sich zeigen, dass die mittlere Kriimmung H sowie die
zweite Fundamentalform keine inneren Gréfien sind, die Gau-Krimmung G dagegen schon.
Auflerdem werden wir Ableitungen, sowie die Parallelverschiebung von Vektoren, als Grofe
der inneren Geometrie definieren, also nur unter Verwendung der g;;.

3.1 Isometrien

Definition 3.1.1. Seien X : U — R3, und Y : V — R? parametrisierte Flichen. X und Y
heiflen lokal isometrisch, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : U — V gibt, mit:

Xi- Xj=9(Xi,X;) = 9g(0i(Y 00),0;(Y 0 $)) = 0;(Y 0 ¢) - 9;(Y 0 ¢)
Die Abbildung ¢ heifit dann Isometrie.

(07

Aquivalente Definition:

Seien X : U — R3?, Y : V — R? parametrisierte Flichen, seien g und h die zugehorigen
ersten Fundamentalformen. X und Y heiflen lokal isometrisch, falls es einen Diffeomorphis-
mus ¢ : U — V gibt, so dass
d¢' D™

9ij = me i O
Beispiel 3.1.2. Man kann zeigen, dass der Kegel lokal isometrisch zu einer Ebene ist. Die
Idee dabei ist es, zu zeigen, dass der Kegel auf ein Stiick der Ebene abgewickelt werden kann.
Sei U(r,0) € R?, mit 0 < r, 0 < § < 27rsina. Dabei ist a der Winkel an der Spitze des
Kegels.

Y(r,0) = (r sin(a) cos < _9 ) , 7 sin(a) cos (9((){)) ,rcos(a))

rsin(a) 7rsin

X(r,0) = (rcos(),rsin(d),0)
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-——
- ~

. ~
27trsin @y

Nachrechnen zeigt, dass
X Xg=0=Y,-Yy
X Xp=1=Y, Y,
Xg-Xg=1>=Yp Yy
Damit stimmt die erste Fundamentalform tiberein und die Fliachen sind lokal isometrisch.

Bemerkung 3.1.3. Eine Isometrie ¢ erhilt Lingen und Winkel. Seien X : U — R? und
Y : V — R? zwei lokal isometrische Flichen. Dann gilt fiir die Linge L zweier Kurven
v=Xocund v =Y o ¢oc nach Definition 1.1.15

L(Xoc)=L(Yo¢poc)

da diese nur von der Metrik g;; abhangt. Ebenso wie Léngen werden offensichtlich auch Winkel
erhalten durch die Isometrie, da geméafl Definition 2.2.5

9(X1, Xo) _ g(Y o)1, (Y 0 ¢)2)
VI(X1, X1)g9(Xo, Xa)  Vg(Y 09)1, (Y 00)1)g((Y 0 d)2, (Y 0 ¢)2)

Bemerkung 3.1.4. Lokal isometrisch bedeutet nach Definition 3.1.1, dass die erste Funda-
mentalform iibereinstimmt. Aber es gilt

coso = = Ccos (

X#Y o4,

also ist die zweite Fundamentalform nicht gleich. Wir werden sehen, dass die Gau-Kriimmung
G nur von g;; abhidngen wird, d.h. G ist invariant unter Isometrien und damit eine Grofle
der inneren Geometrie. Das bedeutet, dass alle lokal isometrischen Flachen dieselbe Gauf-
Kriimmung haben.

Definition 3.1.5. Sei X (s,t) = v(t) + sY (¢) eine Regelflache. Die Kurven zu konstantem ¢
bzw. zu konstantem s werden Erzeugende bzw. Leitkurven genannt.

Falls der Normalvektor N(s,t) konstant entlang der Erzeugenden ist, falls also Ny = 0, dann
nennt man die Flache X eine Torse.

Proposition 3.1.6. Sei X : U — R3 eine Regelfiiche. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) X ist Torse,
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(ii) X ist linear abhdngig von X, Xy,
(iii) G = 0.
Beweis. Wir betrachten die Regelfliche X (s,t) = v(t) 4+ sY (). Es gilt
Xo=Y(t), Xy = 4(t) + sY ()
X =0, Xy = (1) + sY (¢).
Da kss = N - Xgs = N -0 = 0 gilt fir die zweite Fundamentalform

_ 0 kst
%_@mmJ

Sei X eine Torse, also gilt nach Definition 3.1.5 Ny = 0. Nach Bemerkung 2.4.24 gilt fiir
die GauB-Kriimmung

»(a) & (c)*:

G det (ki )
det(gi;)
Wir berechnen
det kjj = ksshky — (kst)?
=0—(N-Xg)?
=0— (=N Xy)*
=0.

=G=0

»(¢) & (b)*:

det(k}i]’)
det(gij)

Sei G = 0. Nach Bemerkung 2.4.24 gilt fiir die Gauf3-Kriimmung G =
Also ergibt sich

_(kst)Q
det(gij)
S0 =kg
S0=Xg-N
S XgeTyX

0=

Da T, X aber von X, und X; aufgespannt wird folgt, dass X linear abhéngig von X, und
X; sein muss. OJ
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Definition 3.1.7. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliiche mit X (s,t) = v(t) + s5(t) so,
dass 4 und #4 linear unabhéngig sind. Dann heifit X (s, ) Tangentialfliche.

Bemerkung 3.1.8. Sei X(s,t) eine Tangentialfliche. Dann ist X eine Torse.

Beweis. Sei X (s,t) = ~y(t) + s¥(t). Dann ist X = 4(¢t) und X; = 5(¢) + s5(t). Es ergibt sich
fir N

X x Xy
[[Xs < X]
Y() x (5(F) + s5(2))
17(2) < (4(2) + s5(@)
_ @) xA(@) + s(3(#) x 4(E)
[19(8) > () + s(4(t) x 5(1))]l
G0 x5()
[s(3(8) x 5(&)
0 <)
17(&) x 3@
Also folgt Ny =0 O

Definition 3.1.9. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und v = X o ¢ eine Kurve auf
der Fliache X. Sei Y (¢) € T, X ein tangentiales Vektorfeld lings v mit k(¥(¢),Y (t)) = 0 und
4 und Y linear abhéngig. Die Torse

K(s,) = A1) + Y (1)
nennt man Schmiegtorse.

Beispiel 3.1.10.

Wir konstruieren den Schmiegkegel
mit Offnungswinkel 6 zur Sphire
mit Radius r > 0:

~y(t) = (R(0) cos(t), R(0) sin(t), V7?2 — R2)

o\
) \ Y(t) = ~(t) — h(0)

R(0) cos(t) R(0) cos(t)
X(s,t) = R(HQ) sin 752) +s 5(6’) SQin(t)( |
r“—R Vré — R? — h(0



3 INNERE GEOMETRIE VON FLACHEN 51

3.2 Kovariante Ableitung

Wir wollen nun eine Ableitung definieren, die eine Grofie der inneren Geometrie ist, die
sogenannte kovariante Ableitung. Fiir die kovariante Ableitung des Tangentenvektorfeldes %

verwenden wir die Bezeichnungen

v, v? ,
%’Y(t”t:o = ﬁ’}/(tnt:o = v‘yry

Diese Ableitung muss per definitionem ein Vektor im Tangentialraum 7, X sein.

Unter V47 verstehen wir dabei die kovariante Ableitung von  in Richtung <. Im Allgemeinen
bezeichnen wir Vy Z als kovariante Ableitung des Vektorfeldes Z in Richtung Y.

Erinnerung 3.2.1. Wir betrachten zwei Vektorfelder Y = y'X;, Z = szj € T, X. Die
Richtungableitung 0y Z von Z in Richtung Y muss im Allgemeinen nicht tangential an X
sein, sondern kann durchaus eine Normalanteil haben.

Im Allgemeinen gilt also nach Definition 2.4.1

NZ=yZ=yo(X;) =y X; +y' 2 Xy ¢ TuX

Es handelt sich also bei der Richtungsableitung um keine innere Grofle. Damit die kovari-
ante Ableitung eine Grofle der inneren Geometrie darstellt, also Vy Z € T, X gilt, betrachten
wir nur den Tangentialanteil der Richtungableitung und definieren

VyZ = Pp,x(0yZ).
Pr,x(0y Z) bezeichnet dabei die Projektion von dy Z auf die Tangentialebene. Es gilt

d d ., . ',

%'y(t) = %XZ’CZ = Xz'jClCJ + X;é

Definition 3.2.2. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und Y, Z € T,,X Tangenten-
felder. Wir definieren die kovariante Ableitung

V.
a’}/(t) = PTc(t)X(XZ'jCZCJ + Xicl) = (PTuXXij) e+ Xicl

Vyz = PTux(in’jin + ininj) = yZZ’jXJ + injPTux(Xi )

7

Mit Pr, x (X;; bezeichnen wir dabei die Projektion des Vektors X;; auf den Tangentialraum.



3 INNERE GEOMETRIE VON FLACHEN 52

Bemerkung 3.2.3. Es gilt nach dem Satz von Schwarz X;; = 0;X; = 0;X;

Bemerkung 3.2.4. Wir konnen die Projektion des Vektors X;; auf den Tangentialraum 77, X
schreiben als

Definition 3.2.5. Wir definieren die Christoffel-Symbole I'/} durch

Xij — Nkw = PTuX(Xij) = F:?Xm
und
Lijk := T} gmk

Damit gilt
9(Xij, Xi) = Xij - X = U Xon - X = T3 gimr = D

\Y%
Satz 3.2.6. Die kovariante Ableitung Vy Z bzw. — ist eine Grofle der inneren Geometrie,

héngt also nur von den g;; und deren Ableitungen ab. Genauer gilt

(a) .
Liji = 5 (=0kgij + Digjk + Oigrs)
(b) )
I} =Tieg™ = §glk(_8kgij + 0igjk + 0 gki)

(©) ! ! ] I _

Iy =T, ViX; =14X, (ViX;) =Ty
(d) : . .

VyZ =y'2 X+ y' 2T X = y' (277 + 2T X
(VyZ)™ = yZzT + 32 [

(e)
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Beweis. Zu (a): Es gilt

—O0kgij = —Ok(Xi - Xj) = =X - Xj — Xi - Xy,
Oigit = 0i(Xj - Xi) = Xyj - Xpo + Xj - X
Ojgri = 0;(Xpj - Xi) = Xpj - Xi + Xi - X5
Damit ergibt sich
%(—@cgij + 0igjk + 0j9ki) = %
Das Ubrige folgt dann direkt aus den Definitionen 3.2.2 und 3.2.5. O

(2X45 - Xi) = Tyjic

Korollar 3.2.7 (Ableitungsgleichungen). Es gilt

b) N; = —k!X;

also
OyZ=VyZ+k(Y,Z)N

Beweis. Es gilt mit Definition 2.4.1 und Bemerkung 3.2.4
Oy Z = ini = yizﬂXj + Z/iZiji

VyZ = yizj-Xj + inj(Xij — Nkij)

2

k(Y,Z)N = —y'N;2’ X; = 427 k;; N
Damit erhalten wir

VyZ+k(Y,Z)N = y' 2, X; +y'29 Xij — y'2' Nkij + y'27 ks N

)

=0yvZ

3.3 Parallelverschiebung und Geodatische

In der Ebene verstehen wir unter einer Parallelverschiebung eines Vektors Y liangs einer Kurve

c: I — R?, dass

d
—Y(t)=0 Vtel.
Q) =

Das heifit, die Lange eines Vektors und sein Winkel mit einer festen Richtung sind konstant.

Y (t)

Analog dazu werden wir ein Vektorfeld entlang einer Kurve 7 einer Fliache X als parallel
bezeichnen, falls die kovariante Ableitung verschwindet.
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Definition 3.3.1. a) Sei Y (¢) ein Vektorfeld entlang einer Kurve y(t) = X oc(t) : [ — R3
mit Y(t) € T,;)X. Dann heifit Y'(¢) parallel lings -y, wenn

V.Y = %Y(t) =0 Vtel.

(Anmerkung: Wir schreiben hier Y (¢) fiir Y (v(¢)).)

b) Sei y(t) = X oc(t) : I — R3 eine Kurve auf der Fliche X. (t) heiit Geodétische oder

Geodite, falls

A4
Y = — = tel.
Vi dt’y 0 Vte

c¢) Falls Y : U — R? ein tangentiales Vektorfeld lings X ist, dann heiit Y parallel, falls
VzY =0 VZeT, X

Bemerkung 3.3.2. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und Y (¢) € T, X. Y kann
auf zwei Arten geschrieben werden, wobei wir verwenden, dass Y eine Linearkombination der
Tangentialvektoren X; und X, ist.

a) Mit a = (at(t),a?(t)) : [ — R? gilt

Y (t) = a' () X;(c(t)) = a* (1) X1(c(t)) + a®(t) X2 (c(t))
V.Y = %Y(t) =a'X; + ai%Xi oc
= a'X; + d'THé X

= (6" +T5a'¢) Xk

b) Wir kénnen Y (t) aber auch mittels eines Vektorfeldes y = (y!,4?) € R? schreiben. Dann
gilt

Y (t) = ¥ (c(t) Xilelt))
VY = Y (1) = (5 + Ty X
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Satz 3.3.3. Fiir jede parametrisierte Kurve v = X oc: I — R3 existiert zu jedem gegebenen
Tangentialvektor Yy € T, X in jedem beliebigen Punkt ~(tg) = X o c(ty),to € I, eindeutig ein
Vektorfeld Y (t) lings v mit Anfangsbedingung Y (to) = Yy, das parallel lings v ist.

Beweis. Nach Definition 3.3.1 muss gelten
0=V5Y = (§"(t) + y' ()ITH) X,
wobei Bemerkung 3.3.2 verwendet wurde.
Mit, A = ¢/ Ffj ergibt sich
g (t) = A (t)y'

mit y¥(tg) = y§. Mit dem Satz von Picard-Lindelof ist dieses Gleichungssystem 16sbar und es
existiert genau eine Losung. O

Korollar 3.3.4. Ein paralleles VektorfeldY hat konstante Linge, das heifit %g(Y(t}, Y(t) =

0. Insbesondere ist fiir eine Geoddtische mit V+7y = 0 die Linge des Tangentialvektors not-
wendigerweise konstant.

d
Zg(3,4) =0.
91 7)

Beweis. Sei Y (t) ein paralleles Vektorfels, also nach Definition 3.3.1 %Y(t) = 0. Dann gilt:
Loy ),y (1) = L) Y1) = Ly @) Y + V(1) - 2y ()
at? "\ Tt Tt dt

d

=2 Y (1) Y(t
7Y () -Y(D)
Y

=2 Y(t)-Y(t
ZY(0)-Y()

=0

O]

Bemerkung 3.3.5. Seien Y (t), Z(t) zwei parallele Vektorfelder entlang v(t) = X oc(t), dann
gilt
Loy (1), 2(1) =0
Damit bleibt auch der Winkel @ zwischen Y und Z konstant, denn nach Definition 2.2.5 ist
g(Y(t), Z(t))
VY (), Y (#)g(Z(t), Z(t))
Satz 3.3.6. Fiir jeden Punkt X (ug) einer Fliche X : U — R?® und jeden Tangentialvektor

Yy in X (ug) existiert ein € > 0 und genau eine nach Bogenlinge parametrisierte Geoddatische
v =X oc mit ¢(0) = u, v(0) = X oc(ug) und 4(0) = Yy, wobei ¢: (—e,e) = U.

CcCosx =

Beweis. Die Bedingung, dass v Geodétische sein soll, kann nach Definition 3.3.1 geschrieben
werden als o
0=V = (& + &I (c(t)).

Dies entspricht einem Gleichungssystem zweiter Ordnung. Mittels Picard-Lindel6f und durch
Umschreiben auf ein System erster Ordnung ist dieses eindeutig losbar. O
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Definition 3.3.7. Sei Y (¢) Einheitsvektorfeld, also [|Y'(¢)|| = 1, lings einer parametrisierter
Kurve v(t) = X o ¢(t). Da Y (t) normal zu Y (t) ist, gilt

%Y(t) = Pr,xY = AN x Y(t).

A = A(t), das wir als [ZY} = ) bezeichnen, heiflt algebraischer Wert der kovarianten Ablei-
tung von Y (¢) in t. Es gilt
LZY} =Y -NxY
Definition 3.3.8. Sei 7(t) = X o ¢(t) nach Bogenldnge parametrisierte Kurve. Der Wert
| =V =0
heilt geodétische Kriimmung von v in t € 1.

Es gilt

2 _ 2 2
K® = Ky + K.

Bemerkung 3.3.9. Es gelten die Aquivalenzen

7 ist Geodétische & V59 =04 kg =0

Beispiel 3.3.10. Wir wollen die geodétische Kriimmung eines Breitenkreises auf der Ein-
heitssphéare berechnen.

&«
\ =
\

N
2

)
s
\
AY
- o

Es gilt die Formel
K2 = /1% + mg
Wir wissen nach Satz 2.4.15, dass die Normalkriimmung k,, nur von 4 abhéngt: x,, = k(%,7) =
1

1. AuBerdem gilt nach Beispiel 1.2.5 2 = Ryt Damit ergibt sich
1
-1 2
sin? 6 T hy
1
2
S k=1
"9 sin? 6
2
9 cos“f 9
& K, = = cot” 0
"9 = SinZg ©
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Folgerung 3.3.11. Die Geoditen einer Sphdre sind gerade thre Grof$kreise.

Bemerkung 3.3.12 (Physikalische Interpretation). Sei v(t) = X o ¢(t) eine Bewegung ei-

nes Massenpunktes. Dann ist %’y der Beschleunigungsvektor auf einer Mannigfaltigkeit und

v2 . . . .
27 = 0 entspricht einer beschleunigungsfreien Bewegung.
In dem Sinne sind Geodétische die beschleunigungsfreien Bewegungen (Grundidee Einsteins).

Der folgende Satz wird zeigen, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine
Geodaétische ist (bis auf Parametrisierung).

Satz 3.3.13. Seienp = X (ug) und ¢ = X (uy) feste Punkte auf einer Fliche X . Fallsy = Xoc
die kiirzeste Verbindung der Punkte ist, dann ist v Geoddtische, das heifst nach Bogenlinge
parametrisiert gilt

Vi¥=0und xg = 0.

Ye = X oce(t) <,

Beweis. Die Lange von 7, ist nach Definition 1.1.15 L(~.) = fOL |9e|dt = fOL Ve - Yedt = f(e).
f(e) hat ein Minimum bei € = 0.

. d i I
Mit %= disX o(c+ep) = X;p' € Ty X ergibt sich

d

d b —
0= @L(’Ya)kzg = £~/O V Ve "Yadt‘gzo

Lz . 4dg L
_ '75‘ d€7€dt| B :/ A <dd,y> | _dt
0 V7V Ve e=0 0 dt de e=0
L v_

L d L . .
=— | H—Z~dt=— | 5 - X;o'0dt = | —~- X;00dt
/0"}/ dé’Ya /07 90() 0 dt7 ¥

L

L .
:/ /-;g(t)Nxﬁ-XicpZ(t)dtZ/ kg (L) f(t)dt
0 0

Da ¢’ beliebig, gilt

[ @i =0 s € 0*(0.1)

= kg =0
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Satz 3.3.14. Seien Y (t), Z(t) zwei Vektorfelder entlang einer Kurvey mit g(Y,Y) = g(Z,Z) =
1. Dann gilt

\Y% \Y% dp

Yzl ly| =%

[dt ] {dt ] dt’

wobei @(t) der Winkel zwischen Y (t) und Z(t) ist.

TN

Beweis. Sei Y(t) = N x Y (t) und Z(t) = N x Y (Z). Dann gilt mit Bemerkung 2.4.22
Z(t) = (cos p(t))Y (£) + (sin o(t)) Y (1),
Z(t) = N x Z(t) = (cos p(t))N x Y (t) + (sinp(t))N x Y (t)
= (cosp(t))Y () — (sin o(t)) Y ()
Z(t) = —(sin () ()Y (£) + (cos p(1))Y (£) + (cos p(£))p(1) Y (t) + (sin (1)) Y (t)
MitY Y =0=Y -YundY -Y=1=Y-Y folgt

Z - Z = (sin® p)¢ + (cos? )Y - Y + (cos? ) — (sin® gp)}N/ Y
=+ (cos® )Y - Y — (sin? 90)37 Y.
DaY Y =0 folgt mittels Differentiation Y - Y =-Y. }7 und damit ergibt sich
Z-Z=¢+(cos>p+sin’p)(Y-Y)=p+Y Y. (3.3.1)
Mit Definition 3.3.7 gilt
.~ d_ ~ [V \Y
2= g ovxa) 2= 5]
kénnen wir mit Gleichung (3.3.1) schliefien

v - dp [V
Ya2l=2 . Ze+v v = 4 | Yy,
{dt} s dt+{dt}

O

Korollar 3.3.15. Sei v(t) = X o c¢(t) nach Bogenlinge parametrisierte Kurve und Y (t) ein
paralleles Vektorfeld entlang (t). Sei ¢ der Winkel zwischen Y und 7. Dann gilt

=[] =

Die geoditische Kriimmung ist also die Anderung des Winkels, den die Tangente an die Kurve
mit einer parallelen Richtung lings der Kurve bildet.
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Bemerkung 3.3.16. Im Falle der Ebene ist die parallele Richtung fest und x4 reduziert sich
Zu K.

Theorem 3.3.17 (Theorema Egregium). Die Gauf$-Kriimmung einer parametrisierten Fld-
che X : U — R3 hingt nur von der ersten Fundamentalform gij ab.
Das heifit, G ist eine Grofie der inneren Geometrie.

Beweis. folgt spéter. O
sin(#) cos(yp)
Beispiel 3.3.18. Sei X (0,¢) = | sin(f)sin(¢) |,0< 60 <m, 0 < ¢ < 27, die Sphére und
cos(6)
sei v = X o ¢ definiert durch
t
t)y=160,——— ).
(t) < ’sin(@))
1
Wir wollen nun in b) den Vektor Y (0) = (0,1,0) = mXW o ¢(0) parallel um ~ verschie-
in

ben. Anschliefend werden wir in ¢) dasselbe mithilfe des zugehorigen Schmiegkegels tun und
feststellen, dass das Ergebnis dasselbe ist. Zum Schluss wollen wir in d) noch untersuchen,
wann die Kurve v eine Geodéte ist.

Zuerst ist es notig, die Christoffel-Symbole auszurechnen:

a) Wir berechnen die Christoffel-Symbole Ffj der Sphére.
Es ist nach Satz 3.2.6

1
Ff] = §glk(—3k9ij + 81'9]'19 + 8jgki)

und nach Beispiel 2.2.3 ist die erste Fundamentalform der Sphére

( ) — 1 0 lk) _ 1 ?
9ij) = 0 sin?6 |’ (97) = 0 —5—
sin“ 6

mit 6 € (0, 7). Also

1
Iy = 5909(—39999 + Opgoo + Opges) = 0

1

Ty = ig“"“"(—awggg + 0999, + Opgp0) = 0
1

Fg@ = 5999(—8999@ + 09900 + Opgos) = 0

1
Iy = 5999(—39%0 + 0900 + Opgo,) = 0

1 cos(6)
L _ _
Feso = 29%0( D90 + Oogpp + 8909906’) = sin(6)
1 cos(#)
L _ _
Fwe = 299090( 090 + 0900 + Op9pp) = sin(0)

1 .
F&;a = 5990(*809@@ + 0p900 + 0p90,) = — sin(f) cos(6)

1
Iy = 59@@(_8909@@ + 0p9pp + Opgpp) =0
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b) Wir verschieben nun den Vektor Y (0) = (0,1,0) =
stellen Y'(¢) in der Basis Xy, X, dar:

Y (1) =y (t) X 0 c(t) +y* (1) X, 0 ().

1
m)ﬁp o ¢(0) parallel um ~. Wir

Parallelverschieben heifit dann nach Definition 3.3.1, die Gleichung
0=V5Y (1) = (5 (t) + Ty ()& (1) X
zu losen. Dies ist dquivalent zu
Y ( ) Fz]y( )cj(t):()v k=0,
&0 0
Setzen wir w) = 1 und die Christoffel-Symbole aus a) ein, erhalten wir das
sin(6)

0 cos(f
d<yi>:( cos(6) 0())<yi>
dt\y i (6) Y

Die Losung zum Anfangswertproblem ist

MO y?(0)) _ !
(zﬂ’(ﬂ) = exp(M1) (y”(0)> ~ P (sinl(e)) ’

0 1
M = cos(0) 1 .
( ~ sin2(0) 0 )

Um exp(Mt) auszurechnen untersuchen wir die Matrix M und stellen fest, dass M? =
— cot?(#)1. Dies reicht schon um die Exponentialreihe auszurechnen, indem wir in gerade
und ungerade Exponenten zerlegen:

Gleichungssystem

wobei

exp(Mt) = ;} vy = > (21”)!(Mt)2n > (2nl+1)!(Mt>2n+l
B t2n o0 t2n+1 u M2 .
Z e M"+ 2 M)

B (cot(H)t)?" " M & (cot(f)t)?nH!
N 1; (2n)! (=17 + cot(#)

= 1 cos(cot(0)t) + M tan(0) sin(cot(0)t).
Dementsprechend erhalten wir

sin(cot(6)t)
y'(1)) _ cos(co
<y60(t)) - ( ( t(?) ))

sin (6

c¢) Wir rollen den Schmiegkegel auf R? ab.



3 INNERE GEOMETRIE VON FLACHEN 61

= D
LA
G

g,

R

G

2 cos(0)

Im folgenden stehen die Vektoren Y (t), Xy und X, fiir die Bilder der zugehérigen Vektoren
unter der Abbildung (Isometrie), die den Kegel abrollt. Wir wéhlen ein Koordinatensystem,

in welchem Y (0) = (1] . In R? ist Parallelverschieben trivial und wir erhalten Y (t) =

Y (0) = (1) . Um mit dem Ergebnis aus b) zu vergleichen, miissen wir Y (¢) wieder in der

Basis Xy o ¢(t), X, o ¢(t) ausdriicken.

In unserem Koordinatensystem gilt
. cos(a) sin(«)
X = 0 =
o = sin )<— sin(a))’ o (cos(a))’

0
wobei o = cos(f)p der Winkel in R? ist und ¢ mit ¢ iiber c(t) = (9(t)> = ( t )

zusammenhéngt, d.h. insgesamt «(t) = cot(f)t. Wir erhalten

Y(t)= (Y(t) Xg)Xg + <Y(t) . Sif(%)) sif(%) = sin(a(t))Xg +

was mit dem Ergebnis aus b) tibereinstimmt.
d) Mit Definition 3.3.1 gilt
v ist Geodate
& 0=Vyy=(T)ed + )X,
& Thdd+d=o.

Einsetzen von Ffj und ¢ liefert fiir 0 < 0 < 7

0=cot(d) 0= g
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3.4 Das Gaufl-Bonnet Theorem

Als eines der berithmtesten Theoreme der Mathematik verkniipft das Gaufl-Bonnet Theorem
geometrische und topologische Eigenschaften von Fléchen.

Die erste Version dieses Satzes wurde von Carl Friedrich Gaufl vorgestellt und behandelt
geodétische Dreiecke auf Flachen, das heifit Dreiecke, deren Seiten Stiicke von Geodéten sind.

Theorem 3.4.1 (Die GauB-Bonnet Formel). Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche
mit Gaup-Kriimmung G, B C U, und v = X o ¢ der glatte Rand von X (B), wobei ¢ : I — R?
eine einfach geschlossene Kurve in U ist. Sei k4(t) die geoddtische Kriimmung von . Dann

gilt
/ G+ Kg = 2T
X(B) 89X (B)

Beweis. folgt spéter O

Folgerung 3.4.2. Sei Y ein paralleles Vektorfeld entlang v und 0 der Winkel zwischen Y
und 4. Dann gilt nach Korollar 3.8.15 6 = k4 und mit v(L) = v(0) folgt

[yng _ /OLé(s)ds — (L) — 6(0) =: ¢

Nach Gauf-Bonnet folgt:

/ G=2r—¢
R
Definition 3.4.3. Wir definieren den Defektwinkel o, 0 < o < 27r:

/RG:27T—¢>::04

Beispiel 3.4.4. Fiir einen Kreis gilt 0 = [, G =271 — ¢, also ¢ = 27 und o = 0.
Fiir die obere Halfte der Einheitssphére gilt nach Beispiel 2.4.9 G = 1, also bekommen wir
2r = [ G =21 — ¢, also ¢ =0 und a = 27.

Bemerkung 3.4.5. Allgemein entspricht G(u) dem Netto-Betrag, um den sich ein Vektor
dreht wenn er parallel transportiert wird.
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Bemerkung 3.4.6. Fiir die Gau-Kriimmung G und Defektwinkel eines Polyeders gilt
G=27T—C¥1—O42—063.

Korollar 3.4.7. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche mit Gauf-Krimmung G und
c der stiickweise glatte Rand von B C U C R?. Seien —m < B; < m, i = 1,...,n,n € N die
Aufenwinkel der endlich vielen Ecken von y(t) = X o c(t). Dann gilt

G+ [ +38,=2
/X(B) oxB) ¢ ;6 i

Korollar 3.4.8. Sei B wie oben, nur mit Rand ¢ aus endlich vielen Stiicken von Geoddtischen.
Dann gilt mit Bemerkung 3.3.9

G+ ) pi=2m.
fiw X

Es handelt sich hier um ein geoddtisches n—FEck. Fiir n = 3, also ein geoddtisches Dreieck,
erhalten wir

Theorem 3.4.9 (Theorem Elegantissimum (Gauf 1827)). Sei X : U — R3 eine parametri-
sterte Flache mit Gauf-Krimmung G und A ein geoddtisches Dreieck auf X mit Innenwinkeln
0 < ai,as,as < 2m. Dann gilt:

/G:a1+ag+a3—7r
A

Fiir eine Folge schrumpfender geoddtischer Dreiecke gilt damit

. o] toagt+a3—m
Glu) = Jim, ]

Es folgt:
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G>0&a1+as+ag>m
G=0a+art+az=m
G<0&art+astag<m

Beweis. Nach Korollar 3.4.8 gilt fir n = 3
3
/ G+ Z BGi = 2w,
A i=1
mit 5; Aulenwinkel der i—ten Ecke, ¢ = 1, ..,3. Daraus folgt
3
/ G=2m— Z Bl
A i=1

3
:27T+Z(7T—5¢)—37r

=1

3
:Z(ﬂ'—,@i)—ﬂ'

i=1
3
= Q; — T,
i=1
wobei «; die Innenwinkel der i—ten Ecke sind, ¢ =1, ..., 3. O
Beispiel 3.4.10.
/27 Nach Beispiel 2.4.9 gilt fir die GauB-Kriimmung G der Ein-

heitssphire G = 1% =1.

D @ :>/AG:/A1:A (3.4.1)

Ein geodétisches Dreieck auf der Einheitssphére tiberdeckt
genau ein Achtel der Oberfldche, also gilt A = %4% =73
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Fiir die Summe der Innenwinkel ergibt sich
3
a1+a2+a3:§:ﬂ+A (3.4.2)
Also gilt mit den Gleichungen (3.4.1) und (3.4.2)

/G:a1+a2+a_7r
A

—A=r
2

Wir kommen nun zum Beweis von Theorem 3.4.1, der Gauf3-Bonnet Formel.

Beweis. [GauB-Bonnet] Wir verwenden die Beweisidee von Frank Morgan, 2009.

Zu zeigen ist die Gleichung

/ G+ kg = 2
X(B) dX(B)

Wir unterteilen den Beweis in vier Schritte und zeigen die Aussage zunéchst fiir geschlossene
Kurven auf der Einheitssphére.

1.Schritt: geodéatisches Dreieck auf Einheitssphére

Fiir jedes geodéatisches Dreieck mit Winkeln ay, ag, as gilt das Theorem Elegantissimum 3.4.9
auf der Sphére (Thomas Harriot, 1603):

a1 t+ast+az=m1m+A

Um dies zu sehen, betrachten wir ein Dreieck A auf der Einheitssphére, das von Stiicken aus
drei Groflkreisen (also Geodéten) begrenzt wird. Jeweils zwei dieser Grofikreise begrenzen
zwel kongruente Zweiecke L; und L} mit Innenwinkel oy, ¢ = 1,...,3. Die L; iiberlappen sich
in A, die L} in einem zu A kongruenten Dreieck auf der Riickseite der Sphére. Insgesamt wird
diese vollstdndig von den L; und L} iiberdeckt und es gilt:

|Up_y Li + UP_ L] = 4n
@ =203 Li| = 4n

= |L1| + |Lo| + |L3| —24 =21 (3.4.3)

ab:

Offensichtlich hingen die L; nur von der Gréfle des Winkels «; ab und falls o; = 7 folgt
|L;| = 27, da L; in diesem Fall genau die halbe Sphére tiberdecken wiirde. Damit ergibt sich

|Li| = 20&2‘
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und mit Gleichung (3.4.3) folgt
201 + 2a9 + 2c03 — 2A =27
A=a1+as+ag—m

2.Schritt: geodatisches Polygon auf Einheitssphére

wir betrachten nun nicht ldnger ein Dreieck, sondern ein beliebiges geodétisches Polygon
auf der Einheitssphére.

Jedes geodétische Polygon P auf der Einheitssphiare kann aber in endlich viele geodétische
Dreiecke A; zerlegt werden. Damit gilt:

/PdA:Z/AdA.

Wir betrachten zunachst ein geodatisches Viereck mit Zerlegung in zwei geodatische Dreiecke
A1 und As.
Fiir ein solches Dreieck gilt nach Schritt 1

3 3 3
/dA:Z(ai—7r)—|—27r:27r—25i<=>271':/dA-i-Zﬂm
4 i=1 i=1 o i=1

wobei «; die Innenwinkel und §; die Auflenwinkel des Dreiecks sind, i =1, ..., 3.
Im Folgenden bezeichnen wir mit 3! die AuBenwinkel des ersten Dreiecks A; (analog fiir
B%, ot ob Fiir die beiden Dreiecke A1 und As folgt durch Addition

4W_/A1dA+/ dA+Zﬁl+Zﬁz

& +Bi+62—4w—26i—263

A14‘A2 =2

(m - B1) +Z )

% =2

= +Za2

wIIMw
[N}

Wir bezeichnen die Innenwinkel des Vierecks A1 + Ag mit
dl = Oé%
5[2 = Ol? + Oé%
5[3 = Oé% + Oz%

d4:a%
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Dadurch ergeben sich die AuBenwinkel §; = 7 — @, ¢ = 1, ..., 4. Also folgt
/ dA+ Py + By = a3 + do
VANE YAV

=7—f3+7— P

4
& dA+S Bi=2r
Ar+Dg ; '

Induktiv folgt fiir beliebige Polygone P mit n Ecken

/ dA+Y " B = 2. (3.4.4)
P i=1
3.Schritt:

Jx(p)dA und [5x g kg lassen sich beliebig genau approximieren indem wir die Randkur-
ve 0X(B) durch ein geodétisches Polygon ersetzen. Damit gilt fiir ein vorgegebenes € > 0,
dass wir ein Polygon P. finden, sodass mit Gleichung (3.4.4) folgt

XBdA+/ H:€+/ dA + i
/ (B) ax(B) P ;5
=427

Somit haben wir Gaufl-Bonnet fiir Fliachen auf der Einheitssphare bewiesen.
4.Schritt:

Jetzt betrachten wir eine allgemeine Fliche und beweisen die Gaufl-Bonnet Formel mittels
der GauB-Abbildungauf die Einheitssphire N : U — S?. Dabei erinnern wir uns, dass die
GauB-Kriimmung die Jakobi-Determinante der Gauf3-Abbildung ist.

Sei G > 0, ansonsten miissen wir in Gebiete unterteilen. (Falls G das Vorzeichen wechselt,
muss man N zerlegen und algebraische Fliachen verwenden)

Unter Anwendung der Transformationsformel fuer Integrale schliefen wir

/ 1:/ 1:/ det(dN):/ a
xwy Ivaxey Jxs X(B)

Nun bleibt noch zu zeigen, dass das Integral iiber der geodétischen Krimmung der Randkurve
das gleiche ist wie das Integral iiber die zugehorige Kurve N o v auf der Einheitssphére.
Dazu verwenden wir, dass das Integral iiber die geodétische Kriimmung dem Winkel gleicht
zwischen dem Anfangs- und dem Endwert eines paralleltransportierten Vektorfeldes Y, also
¢ =<(Y(0),Y (L)) (siehe Folgerung 3.4.2)

Fiir ein paralleles Vektorfeld Y (¢) an v gilt Y'(¢) | N. Da N auf Fliche und Sphére iiberein-
stimmen, gilt selbiges fir die Tangentialebenen. Damit bleibt auch die Parallelitdt erhalten
und es gilt fiir den Winkeln ¢ und ¢ auf N o~

Damit ist der Satz von Gauf-Bonnet bewiesen. O
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Definition 3.4.11. Sei M eine geschlossene Fliche in R?. Sei T(M) eine Triangulierung von
M. Dann nennt man

X(T(M)) = E(T(M)) - K(T(M)) + F(T(M))
die Euler-Charakterisik von T'(M)), mit

E = Anzahl der Ecken
K = Anzahl der Kanten
F = Anzahl der Flichen.
Wir betrachten nun eine geschlossene zweidimensionale Flache, oder zweidimensionale
Mannigfaltigkeit.
Eine Mannigfaltigkeit wird beschrieben von einer parametrisierten Flache. In der Differential-
geometrie wird M durch einen Atlas mit zugehorigen Karten ¢ = X, Lo=X 1 ! beschrie-

ben, wobei X, Xo zugehorige Parametrisierungen in unserem Sinne sind (siehe Bemerkung
3.5.6)

Theorem 3.4.12. Sei M eine geschlossene zweidimensionale Fliche in R3 mit Gauf-Kriimmung
G und sei T(M) eine Triangulierung von M. Dann gilt

| G =2mx(rn)
M

Beweis. Sei T'(M) Triangulierung von M mit k > 0 Dreiecken. Fiir ein Dreieck A;, i = 1, ..., k,
bei dem der Rand in positivem Sinn (also gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen wird, gilt
nach Korollar 3.4.7

3 3
/A¢ on. Kg ZB s s, Kg nz::l(w By —m

n=1

3
J— n
——/ "fg_'_zai -,
L n=1

wobei o' den n-ten Innenwinkel des i-ten Dreiecks bezeichnet, n =1, ..., 3. Fiir M ergibt sich
damit

k k k 3 k
:>/G: /G:— / Ko + P

Es ist 8, Jon, kg = 0, denn jede Randkurve wird zweimal in unterschiedlicher Richtung
durchlaufen, sodass sich die Randanteile bei der Summe iiber alle ¢ = 1, ..., k aufheben. Au-
Berdem ist die Innenwinkelsumme in jeder Ecke genau 27, weshalb %, 53 _, o = 27 F gilt.
Also ergibt sich

/ G=0+4+2rFE —1nF
M

Jede Flache wird von drei Kanten begrenzt, wobei sich jeweils zwei Fléchen eine Kante teilen.
Fir die Anzahl der Kanten K gilt also: K = %F < 2K = 3F. Damit folgt

/ Goom(B-Ey—onm-3r1p)
M 2 2
=2n(E - K+ F) =2nx(T(M))
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Bemerkung 3.4.13. Da [,, G unabhéngig von der Triangulierung von M ist, ist es auch die
Euler-Charakteristik und es gilt

G =2mx(M).
M

Bemerkung 3.4.14. x(M) ist sogar eine topologische Invariante, das heifit invariant unter
stetigen Deformationen, also unter homéomorphen Abbildungen. Somit auch jeglicher Poly-
eder.

Beispiel 3.4.15.

Wir wollen die Euler-Charakteristik der Sphére S? berech-
nen und betrachten dazu eine Triangulierung in ( Dreiecke.
Es ergibt sich

v X(SH=6-12+8=2.

Bemerkung 3.4.16. Verfeinert man einen Polyeder M durch Hinzunahme einer Ecke im
inneren des Dreiecks zu einem neuen Polyeder M, dann dndert sich die Euler-Charakterisik
nicht:

X(M) = x(M)

Beweis. Wie man sich leicht {iberlegt, gilt nach Hinzunahme einer Ecke fiir Ecken, Kanten
und Flachen

E(M)=E(M)+1
K(M)=K(M)+3
F(M)=F(M) +2.
Also folgt
X(M) = E(M) — K(M) + F(M)

(M)+1—K(M) -3+ F(M)+2
(M) — K(M) + F(M) = x(M).

Beispiel 3.4.17.
Wir berechnen die Euler-Charakteristik des Torus T mit Hilfe von vier
‘» Rechtecken:
xX(T)=4—-8+4=0

Definition 3.4.18. Unter einer Fliache M vom Geschlecht g versteht man eine Fliche, die
aus S? durch Anfiigen von g > 0 Henkeln entsteht.
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Beispiel 3.4.19. Ein Torus 7" hat Geschlecht g = 1.
Ein 2—Torus, der durch Anfiigen eines weiteren Henkels an einen Torus entsteht, hat Ge-
schlecht g = 2. Fiir seine Euler-Charakteristik x(M) ergibt sich, da nach Beispiel 3.4.17
X(T') = 0 ist,

V(M) = (((T) = 1) + (((T) — 1) = —2

=3

Bemerkung 3.4.20. Allgemein gilt fiir die Euler-Charakteristik x(M) einer Flache M vom
Geschlecht g
X(M) =2-2g.

Bemerkung 3.4.21. Die Formel x(M) = 2 — 2¢ gilt auch fiir einen Polyeder mit F Ecken,
K Kanten und F' Fléchen.

Definition 3.4.22. Sei P ein Polyeder, sei i eine Ecke von P. Seien (31, ...3, die Innenwinkel
in der Ecke i all jener Polygone von P, die i als Ecke haben. Dann heifit

n
Q1= 2m — Z/B]
j=1

der Defektwinkel von P in i.

B1 B3

R
G

\@ aufklappen
—

Theorem 3.4.23 (GauBl-Bonnet fiir Polyeder). Sei P ein Polyeder mit Defektwinkeln oy, i =
1,...,n. Dann gilt

> aulP) = 2mx(P)

Beweis. Es reicht nach Bemerkung 3.4.16 einen Polyeder aus Dreiecken zu betrachten.
Seia; =2m—3%; ﬂ;-, wobei ﬁ; die j-ten Innenwinkel in der i-ten Ecke aller Polygone bezeichnet,
die T als Ecke haben. Dann ergibt sich durch Summieren iiber alle Ecken

doai(P) =) (2r - 5))
i=1 i=1 J
- ; DN
= E(P)2r — F(P)7

— 2rE(P) — QW%F(P)
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= 2n(E(P) ~ JF(P))

= 92(E(P) ~ SF(P) + F(P)
= 2n(B(P) - K(P) + F(P))
= 2mx(P).

Dabei ging ein, dass die Innenwinkelsumme eines der Dreiecke 7 betrégt und somit 3 ; >, ﬁj’: =

3
F(P)r gilt, das F(P) gerade die Anzahl aller Dreiecke ist. Auerdem gilt auch hier K = iF ,

da jede Fliache drei Kanten hat und sich je zwei Flachen eine Kante teilen. O

3.5 Riemannscher Kriimmungstensor

In diesem Abschnitt werden wir die Ableitungsgleichungen aus Korollar 3.2.7 genauer be-
trachten, welche uns zu weiteren Gleichungen, den Integrabilitdtsbedingungen, fithren werden.
Damit werden wir schliellich in der Lage sein, dass Theorema Egregium 3.3.17 zu beweisen.

Erinnerung 3.5.1. Fiir eine parametrisierte Fliche X : U — R? gelten die Ableitungsglei-
chungen aus Korollar 3.2.7

i) Xij =T5 X+ kijN
i) N; = —kFXy
wobei ki; = k(X;, X;) die zweite Fundamentalform von X ist und k;; = kf gij-
Satz 3.5.2. Es gelten die Integrabilititsbedingungen der Ableitungsgleichungen:
i) Gaufs-Gleichung

0 0 ..
erj - wrfk + ( Lok — ;krij> = (kijkrm — kickjm)g™® Vi, j,k,s

it) Codazzi-Mainardi-Gleichung

0 0 .
g ki = gk Dk = Tikig) =0 Vi gk
Beweis. Nach dem Satz von Schwarz gilt X, = X5, also
0 0
0= Xijk — Xinj = 57 Xij — 755 Xik

ouk™" Qui
Mit den Ableitungsgleichungen 3.2.7 und Definition 3.2.5 X;; = IV X;;, + Nk;; erhalten wir

0= (fk (U5 X + kigN) — %(kaXs + ki N)

=T, X5 — D5 X + D0 Xk — DX + kij N — ki g N + kij Ny, — kN
=(T5 5 — Do) Xs + D0 X g — DX + (ki — Kine )N — ik Xs + Kk X
=Tk — Tin ) Xs + T30 Xs + ke N) — Dy (T3 X6 + ki N) + (kij — Kk )N
+ (—kijki + kink3) X,
(I

=X Lo + T, — Tielsy — Kijki + ki) + N (Kij e — Kikj + Dijker — Digkrj)

ij,k
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Da X, L N miissen die beiden Terme in Klammern verschwinden, und wir erhalten die beiden
Aussagen des Satzes. O

Definition 3.5.3. Die linke Seite der Gauf}-Gleichung heifit auch Riemannscher Kriimmungs-
tensor und wird mit R:, . bezeichnet.

ikj
0 0
S S S T S T S
ki = Gk zj—Tink‘F( ij rk_IikIrj)

Damit sind wir nun in der Lage das Theorema Egregium 3.3.17 zu beweisen. Es sei erinnert,
dass das Theorema Egregium aussagt, dass die Gaufl-Krimmung G eine Gréfle der inneren
Geometrie ist, also nur von den g;; abhéngt.

Beweis. [Theorema Egregium] Wir betrachten den Riemannschen Kriimmmungstensor und
setzen ¢ = j = 1, k = 2. Nach der Gau3-Gleichung 3.5.2 gilt

Ris = """ (k11kom — ki2kim) | 926
92sRi91 = Ra121 = 925" (k11k22 — K12k12)
= det(k;;) = det(k{"gm;) = det(k;") det(gn;)
= Ro121 = G det(gij)

Ro121

=G =
det(gi;)

Also héngen die Rj,; nur von den Ffj ab, welche wiederum nur von den g;; abhéngen. Also
ist G eine Funktion von g;; und damit eine Grofle der inneren Geometrie. O

Folgerung 3.5.4. Fiir die Gauf-Kriimmung G einer parametrisierten Fldche gilt also

_ Ro121 _ Ri212
det(gi;)  det(gis)

Satz 3.5.5. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche. Fir den Riemannschen Krim-
mungstensor gelten die folgenden Gleichungen:

i) [V, Vj]Xi = Rj; X,

it) 9(X1, [V, V;1Xi) = Riik;
wobei [V, V;] = (ViV; = V;Vyi).
Beweis. Wir benutzen die Aussagen von Satz 3.2.6 und erhalten
Vi, Vi1 X = (ViV; = V,; V) X = Vi(V,;X;) — V;(Vie Xi)

— V[T X,] — V[T,
=T% 5, Xs + T30, Xs — T Xs — T 15, X
= fijs

Damit und mit der Linearitdt von g folgt

9(X1, [V, Vi1 Xi) = 9(Xy, Ry ; Xs) = Riy;9(Xy, Xs) = gis Riy; = Ruikj
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Bemerkung 3.5.6. In der Riemannschen Geometrie, also in der Geometrie, die eine Mannig-
faltigkeit M und eine Metrik (M, g;;) vorgibt, wird dies als Definition fiir den Riemanntensor
verwendet. Dort werden die Basiselemente mit J; statt X; bezeichnet, was aber dasselbe ist.

M
$ Karte,
P, ‘I>1_1 = Xy, @2_1 = Xy Parametrisierungen
0; = X,
D, do0 <I>51 glatte Abbildung,

/ (U ®;) Atlas

Hier wird M nicht als eingebettete Flache angesehen, sondern wir stellen uns als Flachldnder
vor, die nur Lédngen und Winkeln messen kénnen.

Riemannsche Geometrie: g;; positiv definit
Lorentzsche Geometrie: g;; indefinit.

Lénge von Licht = 0.

Die Definition der kovarianten Ableitung, als auch die der Geodéten, bleibt dieselbe, denn
dort kommen nur g;; vor.

Bemerkung 3.5.7. Es wird auch der Ausdruck
R(Xk,X])Xl = [Vk, V]]Xz
verwendet. Es gilt dann mit Satz 3.5.5 und der GauB-Gleichung 3.5.2
R(Xy, X;)Xi = Rjj,; Xs = (kijkkmg™ — kikkjmg™) Xs
= kijkpXs — ki X
= k(X;, X;) LX), — k(X;, Xi)LX;

Bemerkung 3.5.8 (Geometrische Interpretation).

(0, s) t,s)

(0,0) (t,0)

Der Vektor ¢ entspricht dem um ein Parallelogramm herum parallelverschobenen Vektor v.
Mit dv bezeichnen wir den Unterschied von v und 9. Es gilt

6g(v, Xi) =g(v, X1)(t,0) — g(v, X3)(0,0) + g(v, Xi)(t, 5) — g(v, Xi)(t,0)
+ g(v,Xl)(O, 8) - g(Ua Xl)(ta 3) + g(v, Xl)(oa 0) - g(val)(Ov 8)
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Wir betrachten die Taylor-Entwicklung und vernachlissigen Terme héherer Ordnung in s und
t.
s

Sg(v, X) =tg(0, ViX)(5,0) + s9(u, VX0t 5) — tgl0, ViXi) (5, 8) — sg(0, V500, 5)
=stg(v, V;V; X)) — stg(v, V;V, X))
=stg(v,(V;V; — V;V;) X)) = stg(v, [V, V;] X))
=stv*g(Xy, [Vi, VX)) = stkaklij,
Es gilt also
dg(v, X;) = 5g(kak,Xl) = 5vkgkl = stkaklij |gl”
"t = stkaZij = Rp;;
Allgemein geben die Ry die n-te Komponente der Anderung des Vektors X}, an, wenn er um
ein Parallelogramm, das von X; und X; aufgespannt wird, parallel verschoben wird.
Bemerkung 3.5.9. Im Zweidimensionalen gibt es nur X7, Xo.
Satz 3.5.10. Fiir eine parametrisierte Flichen X : U C R? — R3 gilt
i) Rikj = G(u)(9ij9k — 9jkgit)
it) Rly; = G(u)(950}, — g;10%)

Beweis. nach Satz 3.5.5 gilt
Riirj = 9(Xi, [V, V;].X5).

Da [V, V;] = Vi V; = V,;Vy = —(V,;Vy =V V,) = —[V;, V] folgt mit der Linearitit von g
Riirj = 9(X1, [V, V;]1X;)
= —Riiji.
Weiter gilt
Ruikj = 9(X1, [V, Vi1 X5)
= —Ri;

Fuar
Riirj; = G(u)(g(Xs, X;)9( Xy, Xp) — 9(Xi, Xi)9(Xi, Xp)

gilt ebenfalls Elikj = _Elijk und Elikj = _ﬁilkj-
Es ergibt sich mit der Folgerung 3.5.4 aus dem Theorema Egregium

Ri212 = —Ra112 = Ro121 = G det(gij)
und

Riz2 = G(u)(g22911 — g12921)
= G(u) det(g;;)

Daraus ergibt sich R = R und es folgt die Behauptung. O
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3.6 Exponentialabbildung

Definition 3.6.1. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und u € U. Sei T, X der
Tangentialraum an X in w € U. Wir definieren die Exponentialabbildung

exp,(Y) : T, X — X (U)
expy(V) == (1Y),

wobei y(t,Y') die Geodatische bezeichnet mit v(0,Y) = X (u) und 4(0,Y) =Y, Y € T, X.

Lemma 3.6.2. Es existiert zu jedem u € U ein € > 0, sodass exp,, : B:(0) — T, X eine
glatte Abbildung ist, wobei B-(0) C T,,X eine Kreisscheibe um 0 auf der Tangentialebene mit
Radius € bezeichnet.

Beweis. Sei Y € T, X. Wir wissen nach Satz 3.3.6, dass es §(Y) > 0 gibt, welches von Y ab-
héngt, sodass die Geodéte v(¢,Y) im Intervall (—6(Y"), §(Y)) definiert ist und v(0,Y) = X (u)
und ¥(0,Y) =Y gilt.

Esist y(t,\Y) =v(A,Y), A >0, t € (=(Y),5(Y)), wegen

d ) d
%fy(/\t, Y)‘t:O = My(Yt, Y)‘t:O =AY = ﬁfy(t, )‘Y)‘t:o

und der Eindeutigkeit der Geodéten. Damit ergibt sich insbesondere

Y1, AY) =~v(\,Y) (3.6.1)
Man betrachtet nun
e = min §(Y).
(IY]=1

Somit ist
exp, : Be = T, X

wohldefiniert. Der Satz {iber die Abhdngigkeit der Losungen gewohnlicher Differentialglei-
chungen von den Anfangswerten stellt sicher, dass exp,, eine glatte Abbildung ist. O
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Bemerkung 3.6.3. Es gilt mit Gleichung (3.6.1)

v

expy (v) = v(1,v) = (o], m)-

Dies entspricht folgender anschaulichen Vorstellung der Exponentialabbildung: Man nimmt
eine Schnur der Lénge ||v|| und legt sie so auf die Fléche, dass sie auf die Geodéte in Richtung

ﬁ zu liegen kommt.
v

Fur
v =r(cospE] + sin pFEs)

ist exp,,(v) = exp,(r, p) die geoditischen Polarkoordinaten.

Lemma 3.6.4. Die Abbildung exp,, : B- — X(U) ist ein Diffeomorphismus auf einer Umge-
bung V C B, C Ty X des Ursprungs 0 von T, X.

Beweis. Wir zeigen, dass d exp,, nicht singulér ist an der Stelle 0 € T, X . Es gilt mit Gleichung
(3.6.1)

d
= dt |t:0 exp,(tY)

d
= Z—oy(L,tY
dt‘tfo’Y( ) )

(dexp, (0))(Y)

d
= —|=0y(t,Y
7 =07t Y)
=Y.
Daraus folgt
dexp,(0) =1,

sodass d exp,, nicht singulér ist bei 0. Eine Anwendung des Satzes tiber die Umkehrabbildung
ergibt die Behauptung. O

Beispiel 3.6.5. Sphire
Sei X : U — R3 die Sphire S2, p € S? und v € T, X mit |v|| > 0.

Die Geoditischen in S? sind genau
~ die GroBkreise und die Exponential-
RO / abbildung ist

exp, (v) = 7(1,0) = 7(|lo]|, Hjj*”>

J = peos(ol) + o sinlle])

Dabei muss ||v|| < 7 gelten.

Definition 3.6.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Sei E;, Ey eine Ortho-
normalbasis des Tangentialraums 77, X . Da die Exponentialabbildung nach Lemma 3.6.4 ein
Diffeomorphismus ist, kénnen wir mit ihrer Hilfe Koordinaten einfiihren.
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i) Unter Riemannschen Normalkoordinaten verstehen wir folgendes Koordinatensystem,
bzw. folgende Parametrisierung:

(v1,0%) = exp, (v By + 12 By)
Diese entsprechen einem System rechtwinkliger Koordinaten in 7, X.

ii) Unter geodétischen Polarkoordinaten in B.(0) verstehen wir folgendes Koordinatensys-
tem, bzw. folgende Parametrisierung:

(r, ) — exp, (r(cos pE; + sin ¢Ey))
Diese entsprechen den Polarkoordinaten in T;, X .

Die Kurven r =const heiflen geodatische Kreise, ¢ =const heiflen radiale Geodétische. Dies
sind die Bilder unter exp, von Kreisen um 0 bzw. von Geraden durch 0.

(r, 0) exp,, (r,0)

radiale Geodétische

geodatische Kreislinie

Bemerkung 3.6.7. Fiir die Parametrisierung der Ebene
X(r,¢) :=exp,(r, p) = rcosply +rsin pFy
berechnen wir

X, =cospFE] +sinpky
X, = —rsinpFkq + rcos pls.

Damit ergibt sich

XWX@:gW:rQ
X’I”'XT‘:g'I"I‘:l'

)

Also folgt g;; = ( (1) 0 )
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Satz 3.6.8 (GauB-Lemma). Sei
exp,, (1, ¢) = exp,, (r(cos pE; + sin pE»))

eine lokale Parametrisierung durch geodatische Polarkoordinaten (r,y). Dann hat beziglich
dieser Parametrisierung die Riemannsche Metrik g;; die Form

H_(l 0 )_(1 0 )
3700 golrie) )\ 0 gpplrp) )

mit positiver Funktion goo, wobes

lim ga2(r, ) = 0 und lim Z —2 = hm Orv/922 = 1.

r—0 r—=0 r

Beweis.

Es sei X(r,p) = exp,(r, p) = exp, (r(cos pF1 + sin pE»)) eine Parametrisierung durch geodé-
tische Polarkoordinaten.
Sei ¢ = g fest und v = cos pgFE1 + sin g Fo. nach der Definition der Exponentialabbildung
3.6.1 und Gleichung (3.6.1) gilt
X(r,¢0) = exp, (1, 00) = v(1,70)
=7(r,v)
X (r,p0) = v(r,v) ist also Geodatische mit 7 - |,—0 = v - v = 1. Es gilt damit
rr — X X’I‘
=4.4=1
Weiter gilt

0 0
ng( ®o) = or 9(Xr, Xsa)’(n@o)

9 0
=9 (8 X’I") X > }(7‘7@0) * g <XT‘7 87"ti) |(T7§00)
d . 0
=9 (dr%Xw(r, wo)) +9 (Xm &pXT) |00

0
=0+g <X7“7 &pXT) ’(r,@oo)

19
=30, ——9(Xo,

10
:771:
20p

74)‘(”%70)
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wobei einging, dass X (r, p9) Geodéte in r ist und dass g(X,, X,) = X, - X, = 1. Also ist gr,
konstant in r. Weiter gilt
71}_1)13) X, = li_I}%(&P exp,,(r, ¢)(—rsin pE; + rcos pFE2))

= lin%] Oparphi(exp,, (r(cos pE1 + rsin pFEs) =0
r—

Also folgt
lim g12(r, ) = g(lim X, lim X,) =0

Damit folgt g, = gpr =0 und g = ( (1) go ) '
vp

Auflerdem gilt ebenso
Lim 22 (1, ) = g(lim X, lim X)) = 0

und
Cem X, X,
}1—% 72 _}%g( r’or )
= liII(l) g((—sin pEj + cos pEs)(exp(r(cos o By + sin pE»))),
r—
(—sin pFy + cos pEs)(exp(r(cos B + sin pEs))))
—=(cos pFy — sin pE1)? lin[l) exp(r(cos pFy + sin pEy))? =1
T—
und

Jons — /322(0, Jone
lin% Or\/922(7, ) = lim 922(r: ¢) 922(0, 0) = lim V92 _ ,/lin% 9—222 =1.
r— r—0 T

r—0 r—20 r—0 r

Satz 3.6.9. Fir die Gauf-Kriimmung G gilt

G(r,¢) = —53\/922 _ —83\/9@0
’ V922 Ve .

Beweis. Fiir die Christoffel-Symbole gilt nach Satz 3.2.6

1
Il = iglk(_akgij + 0igjk + O0jgri)-

Geméf dem GauB-Lemma Satz 3.6.8 gilt fiir die erste Fundamentalform in geodé&tischen

.. 1
Polarkoordinaten g;; = ( (1) gO ) und damit ist g¥ = < 0 gOl )
22 22

Mit g11 = 1 und g12 = g21 = 0 berechnen wir

F%l :F%I :Fb :Fél =0

1
I, =13 = 5922 (=0p912 + Orga2 + 0,p921)

1

1
22 -1
= 59 Orgo2 = 5922 0rg22
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1
Iy = 5911(—&922 + 0,921 + 0p912)
1
= ) r922
1
I3y = 2922( 0p922 + 0922 + 0,922)
1
= 592284,0922
1 _
= 592218%722
Wir verwenden die Gleichung aus Folgerung 3.5.4
_ Ruone
det

Aus g11 = 1 und g12 = g21 = 0 folgt Ri210 = guRéu = R%m und det g;; = go2. Wir berechnen
nach Definition 3.5.3 den Riemannschen Kriimmungstensor:

— 9, + (T3l
~ T35

1

Rj1y = 0,13 — T4y 4+ 3,1, — T5,T'5,)

- 87‘1—‘%2

1 1

o (-

2

1 1

= _—=9? Z
) r.g22+4

1
2G99

Rgan

1
_ R212 —

=G
g22

37"922> _ (

Jour)
)

Oy 922975 (

2 2

(0r922)% 99
( o 11

922 — 5—(0rg22)
11 (Orgo2)®

2 g22
2 922 g22

)

1
2\ g2
2922

1 [0%g20 —
2 g22

(3 r 922~/ 922

(07“922)2 )

2\/97( rg22)
922

1 1
2.\/922

5'3 v 922
V922

wobei verwendet wurde, dass

_ )

18922
O /Gz2 = = —
rvV 922 2\/@

1 32922 v 922

2

und
( r922)

83 922 = g22

Folgerung 3.6.10. Aus Satz 3.6.9

8 TVI2 g2
v/ 922

V922 = —G /922
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folgt
07 \/922 = —0r /922G — /9220, G
Bemerkung 3.6.11. Wir betrachten nun die Bogenlinge L einer Kurve X(r,¢) = B.(¢)

zwischen zwei benachbarten Geodéten ¢g und ¢;.
Es gilt

L(B:(¢)) = / 1By () dg

1
= / \/ Xy - Xopdo
®o

®1
= Vel

$o

<P1’
0

Nach Satz 3.6.9 gilt /g22G = —83\/95. Damit ergibt sich
9 ®1 9 1
&T’L(ﬁr(@)) = 0, \/ Gppdp = — G\/g22dep.
¥o ®o
Also folgt

i) falls G = 0, dann ist 92L(3,) = 0. Die benachbarten Geodéten sind also unbeschleunigt,
wie in der Ebene.

ii) falls G > 0, dann ist 92L(8,) < 0. Die benachbarten Geodiiten werden also zueinander
hin beschleunigt.

iii) falls G < 0, dann ist 92L(j3,) > 0 Die benachbarten Geodiiten werden also voneinander
weg beschleunigt.

Eine weitere Anwendung der geodétischen Polarkoordinaten besteht in der geometrischen
Interpretation der Gau-Kriimmung.

Bemerkung 3.6.12. Sei X : U — R? eine Parametrisierung durch geodétische Polarkoordi-
naten. Mittels Taylorentwicklung um r = 0 bei festem ¢ ergibt sich

3
V22(r,p) =1 — EG + R(r)

R(r)

—= =0.
r3

mit lim,_,q
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Beweis. Es gilt mit Taylorentwicklung um r = 0 bei festem ¢

VEE(r. ) = V(0.2) + 10, VTE0.9) + 502 (0.0) + O (0. ) + R )
mit lim,_,q % =0.
Nach Folgerung 3.6.10 gilt
02\/922 = —/922G und 02/gaz = —0r /922G — /9220, G.

Einsetzten in die obige Taylorentwicklung liefert
’F2 7,3
V92 (1, ¢) = V922(0,0) + 701/922(0, ) — 5v/922(0,0)G(0, ) + £ (=0r/922(0, 0) G (0, )
922(0, )9, G(0, ) + R(r, )

Weiter wissen wir aus dem Gauf3-Lemma 3.6.8, dass

V922(0,¢) = 0 und 0,1/922(0, ¢) =

Damit folgt

3
,
Vg22(r, ) =047 — 0+ g(—G(O, ©) —0) + R(r,¢)
3
T

O]

Lemma 3.6.13. Sei X : U — R? eine Parametrisierung durch geodditische Polarkoordinaten
und L, = fozﬂ Vgo2(r,p)dy der Umfang der geodditischen Kreislinie mit Radius r. Dann gilt
fir die Gaufs-Krimmung G
. 2mr—L, 3
G=Ilim ———

r—0 7‘3 T

Beweis. Wir berechnen L, mittels der Taylorentwicklung aus Bemerkung 3.6.12:

L, _/27r \/ 922(r

2w
—/ r——G—i—Rd(p

3
= 27r — ng + R

wobei lim,_,q % =0.
Damit gilt also

Ly —2
G =lim ="

. 2mr—L, 3
=lim ————
r—0 7“3

3 |
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Lemma 3.6.14. Sei X : U — R3 eine Parametrisierung durch geoddtische Polarkoordinaten
und L, = f027r Vv g22(r, p)dy der Umfang der geoddtischen Kreislinie mit Radius r. Sei A(r)
die Fliche dieser geodditischen Kreislinie. Dann gilt fiir die Gaufs-Krimmung G

2 _
= iy 277 = A0)

r—0 7 7“4

Beweis. Wir berechnen A, erneut mittels der Taylorentwicklung aus Bemerkung 3.6.12:

A = / L.ds
0

r 21
= /0 /O V922(s, p)dpds

r 2w 83
:/ / s — —G + Rdypds
0o Jo 6

T 3
= / 2rs — EG-i-R/ds
0 3

4
9 TT ~
= - —G+R
r 2 +

wobei lim,_.q % = 0.
Damit gilt also

A, — wr?
G = lim ——
r—0 r
12
1272 — A, 12
= lim —
r—0 r4 T



4 AUSSERE GEOMETRIE 84

4 AuBere Geometrie

In diesem Kapitel wollen wir den interessanten Spezialfall der Minimalflichen betrachten.
Dabei handelt es sich um Fléachenstiicke, die die Oberfliche minimieren. Dies ist beispielsweise
bei einer Seifenhaut der Fall, die zwischen zwei festen Reifen eingespannt ist.

4.1 Minimalflachen

Wir wollen jetzt eine notwendige Bedingung fiir Minimalflichen herleiten.
Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche mit GauB-Abbildung N.

Sei X (U) der feste Rand von X (U).
Wir nehmen an, dass X (U) minimalen Flicheninhalt hat und betrachten eine Variation in
Normalenrichtung

Xe(ut,u?) = X (ub,u?) + ep(ut, u?) N (ut, u?)

mit fester C?—Funktion ¢ : U — R und ¢, = 0.

Satz 4.1.1. Sei A(X?) minimal bei ¢ = 0 Vo € C?(U), mit
mittlere Krimmung H

¢|3U = 0. Dann gilt fir die

H=0 VYuel.
Beweis. Sei X¢(u',u?) = X (u',u?) + ep(u', u?) N (u',u?). Dann ist
X =X;+ep;N +ecpN;
und somit ergibt sich die erste Fundamentalform

gfj = X; - X;;
= (X; +epiN +epN;) - (X +ep;N + epNj)
= Xi - Xj + 2e0(X; - Nj) + €2(¢*(N; - Nj) + piep))
= 0ij — 2650]{31']' + R(€2)

Wir stellen damit fest, dass

d d
—|__,detgf; = %1520(951952 — (932)%)

de'e 0
d
= %((911 — 2e0k11)(g22 — 2e0kaa) — (g12 — 2e0k12)?|__,
= (—g112ka2 — 2¢k11 922 + 8e*k11kaz + dpkiagra — 8€<P2k%2)|6:0
= —2p(k11922 + k22911 — 2k12912). (4.1.1)

-1
gi =gt [ 9 9 _ 1 g2 —g12
K go1  go22 detgij \ —921 9gn
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gilt fiir die mittlere Kriitmmung H nach Definition 2.3.6
(2] (2]
1
= §(k11911 + ka2g® + 2k12g"?)
1
=—— (k k — 2k
2detgij( 11922 + R22911 12912)
= 2H det g;; = k11922 + k22911 — 2k12912 (4.1.2)

Mit Gleichung (4.1.1) und (4.1.2), sowie Definition 2.2.7 des Flacheninhalts, ergibt sich
o= A(X#)du'du?

- dig“s:() U ( ) u-au

_ d & 1 2

_ %k:o// et g du'du

:// detgU ddu?
U 2, /det g5 8 o

=[] 22—k kasgnt — 2k1agra)du’ du? :—//Lwdti-dld?
/U m( 11922 + k22911 12912)du du g \/M et g;jau-au

:—// 2Hp,/det gijdutdu® Yo € C*(U)
U
=H=0 Yuel.

Dies kann folgendermaflen verallgemeinert werden:

d
Bemerkung 4.1.2. Sei X°¢ so, dass diXE’afO =Y mit Y|py = 0. Dann gilt
- =

d
—A(X®)|e=0 = —// Y - NH/det g;jdu'du?.
de U

Definition 4.1.3. Man bezeichnet eine Fliche X : U — R? als Minimalfliche, wenn die
mittlere Kriitmmung H auf ganz U verschwindet, wenn also H = 0Vu € U.

Man kann Minimalflichen sehr gut bei isothermen Parametrisierungen beschreiben.

Definition 4.1.4. Man nennt eine parametrisierte Fliche X : U — R? isotherm,
wenn X1 - X1 = Xo - Xo und X; - Xo = X5 - X1 = 0 ist, wenn also

o 1 2 1 0
glj_)\(u7u)<0 1>7

mit A\: U - R, A > 0.

Satz 4.1.5. Sei X : U — R? eine isotherme parametrisierte Fliche. Dann gilt

X1 + Xoo = 202HN.
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Beweis. Da X isotherme Fliche, gilt nach Definition 4.1.4
X1 X1 =Xo Xo.

Daraus folgt

0 0
Ht K1 X1) = 5 5 (X2 - X)
= X1 - X1 = Xo1 - Xo. (4.1.3)

Da X; - X5 = 0 ergibt sich ebenso

0
W(Xl . XQ) - 0

& Xio- Xo=—-X1- X0
Mit Gleichung (4.1.3) folgt

Xi1- X1 =-X1-Xoo
=4 (Xu + X22) - X7 =0.

0
Analog fiir — ergibt sich
u

0
(X11 + XQQ) - Xo =0.

Da X5 aber senkrecht auf N steht folgt daraus, dass (X117 + X22) ein vielfaches von N sein
muss.
X11 + Xoo = uN
& XN + XN =p

und indem wir verwenden, dass X isotherme Fléche ist, bekommen wir fiir die mittlere Kriim-
mung

1
H=—(k k
2( 1+ 22)detgij

1 1
= §(X11N+X22N)F
11
~ ol

& pu=2H)N?
X11N + Xoo N = 2H)?

X1+ X9 = 2HN’N
O

Folgerung 4.1.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und sei X isotherm. Dann ist
X genau dann eine Minimalfliche, wenn die X (u,u?) = (X', X2, X3) harmonische Funk-
tionen sind, das heifst

AX'=04 X"+ 02X =0.
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Beispiel 4.1.7. Katenoid

Sei 0 < ¢ < 27. Wir betrachten die
Drehfliche um die z-Achse

acosht
X(t,p) = D¢ 0
at
cosyp —sinp 0 acosht
= | sinp cosp O 0
0 0 1 at

= (acos @ cosht,asinpcosht,at)

Es ist also X! = acospcosht, X? = asinpcosht, X? = at. Damit berechnen wir

9?X! = X! = acospcosht

Gin = X‘}Kp = —acosycosht

= X' + 97X =0

9} X? = X2 = asin g cosht
83,X2 = szo = —asinycosht

= ;X +97X% =0

FX% =X =0
2vyv3 _ yv3 _
02X =X2,=0

= FX*+02X* =0

Also gilt AX" = 0% X' 4+ 0%, X" = 0 und X(t, ) ist somit Minimalfliche.

87
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5 Relativitatstheorie

5.1 Spezielle Relativitatstheorie
Michelson-Morley-Experiment (1887):

Glaube seit Isaac Newton: Licht wiren Wellen, die durch Ather fortbewegt werden.
Man sah jedoch im Experiment keinen Unterschied, die Bewegung gegen den Ather hatte
keinen Einfluss auf die Geschwindigkeit des Lichts.

Erklarungen:

Lorentz: Um die Theorie des Athers zu retten kam Hendrik Antoon Lorentz auf die Idee,
dass Gegenstinde in ihrer Bewegung gegen den Ather gestaucht werden um den Faktor

v = \/117? (mit 8 = %, wobei v die Geschwindigkeit des Gegenstandes bezeichnet und c
die Lichtgeschwindigkeit). Fiir die neue Lénge des Stabes ergibt sich also

L' =L\/1-p2

wenn L die Lange im Ruhezustand bezeichnet. Die Rechnungen konnten so zwar gerettet
werden, aber die Erklarung war nicht iiberzeugend.

Einstein: Letztendlich war es Albert Einstein, der im Jahre 1905 alle alten Vorstellungen
fallen lie} und ein vollig neues Konzept von Raum und Zeit einfiihrte, das zu einer der
grofiten Denkrevolutionen in der Geschichte der Wissenschaft fithrte. Veranlasst durch die
Experimente von Michelson und Morley begriindete er seine Theorie auf der Annahme, dass
die Lichtgeschwindigkeit eine Naturkonstante sei, also von allen Beobachtern, egal wie schnell
diese sich relativ zueinander bewegen, mit dem gleichen Wert gemessen werden. Dies hatte
weitreichende Konsequenzen. Einsteins Theorie basierte auf folgenden Axiomen.

Einsteins Axiome:

1. Die Gesetze der Physik sehen in allen Inertialsystemen gleich aus, also fiir alle Beobachter,
die sich relativ zueinander mit gleichméafliger Geschwindigkeit bewegen.

2. Die Lichtgeschwindigkeit ist fiir alle Beobachter gleich.

Definition 5.1.1. Wir verwenden im folgenden Einheiten in denen die Lichtgeschwindigkeit
c =1 ist.

Insbesondere das zweite Axiom impliziert sofort, dass jeder Beobachter nicht nur seinen ei-
genen Mafistab hat, sondern auch seine eigene Zeitnehmung. Aus dem Grunde werden Iner-
tialsysteme als vierdimensionale Objekte beschrieben, drei Raumdimensionen und eine Zeit-
dimension. Eine entscheidende Frage ist, wie transformieren sich die Koordinatensysteme der
verschiedenen Beobachter, oder Inertialsysteme.

Nehmen wir an Beobachter A hat Koordinaten = = (¢,Z), wobei ¢ die Zeitkoordinate be-
schreibt und # einen Vektor im dreidimensionalen Raum. Der Beobachter A kann nun die
Bewegungen von Objekten mittels Weltlinien beschreiben, zum Beispiel die Bewegung eines
Flugzeuges mittels einer Parametrisierung

z(\) = (t(\), Z(\)) € R,
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Wir stellen uns nun vor, Beobachter B bewegt sich mit Geschwindigkeit v relativ zu Beob-
achter A in Richtung (1,0,0) (sprich in Richtung der z-Achse). Welche Transformation A
erlaubt nun die Bewegung des Flugzeuges auf die Koordinaten 2’ = (¢, #’) zu transformieren?
Genauer, wie sieht die zugehorige 4 x 4 Matrix A aus, sodass

2 = Ax.

Minkowski hat festgestellt, dass sich die Transformationen am besten durch geometrische
Argumente veranschaulichen lassen. Er hat ndmlich eine ,Lénge* in der vierdimensionalen
Raumzeit definiert, die eine Invariante unter allen Beobachtern darstellt. Diese Lange wird
beschrieben durch die Minkowski-Metrik:

Definition 5.1.2. Minkowski-Metrik :

-1 0 0 O
0 1 0 0
Gis = Nij = 0 010
0 0 0 1

Bemerkung 5.1.3. Das Skalarprodukt zweier Vektoren a = a’,b = b € M* = R'3 ist in
dieser Metrik gegeben durch . ‘ ‘ ‘
(a,b) = a'gijtV = a'n;;b
Fir ¢ = (a,a,0,0) gilt dann
(c,c) = clgi;dd = —a® +a® = 0.

Wir haben die Bezeichnung ¢ verwendet, weil dies den Geschwindigkeitsvektor eines Photons
in z-Richtung beschreibt.

Die Lange von Geschwindikeitsvektoren von Photonen ist gleich null. Das heifit Vektoren, die
einen gleichen Anteil von Raum und Zeitrichtung haben, haben in der Minkowski-Metrik die
Lénge null. Es ist nun eine Tatsache, dass die Menge aller moglichen Transformationen, oder
die Menge aller Inertialsysteme, dadurch charakterisiert werden, dass die Transformationen
die Minkowski-Metrik invariant lassen. Dadurch ist sofort Axiom 2 garantiert, da alle licht-
artigen Vektoren in allen Inertialsystemen verschwindende Lange haben.

Da wir die Herleitung dieser Eigenschaften weglassen, benutzen wir es als Definition der Klasse
aller Beobachter.

Definition 5.1.4. Die Menge aller Transformationen A ist gegeben durch die Forderung
Az mit ATnA =n.

Bemerkung 5.1.5. Wie sieht nun die Transformation von Beobachter A zu Beobachter B
aus?

Es stellt sich heraus, dass diese, beschrieben durch die relative Geschwindigkeit v in x; Rich-
tung, gegeben ist durch

v By 0 0 t

r_ | By v 00 T
v=ApE=1 0 g 1 o
0 0 0 1 T3
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1

mitB:%,’y:m.

Man rechnet leicht nach, dass diese Matrix A(v) die Minkowski-Metrik invariant lasst. Das

heifit, mit (z,z) = (x, ( _01 g )x) = (z,nx) gilt

(Az, Az) = (x, ATnAz) = (z,92) = 2'n;;0)

Beziiglich dieser Metrik ist A also invariant.
Eine solche Transformation nennt man Lorentz-Boost.

Es ist hilfreich, die Geschwindigkeit v mittels hyperbolischem Winkel ¢ zu definieren, ge-
nauer v = artanh ¢. Unter Verwendung der Winkelsétze, zum Beispiel

1 1
g g = COSh ¢,
K \/1—1)2 1_sinh2¢>
cosh? ¢
bekommt man sofort
cosh¢ sinh¢ 0 O
| sinh¢ cosh¢ 0 0
Alg) = 0 0 10
0 0 0 1
Man kann dies in der kompakteren Form
cosh¢ sinh¢ 0 0 . S0 0 e
sinh¢ cosh¢ 0 0 | o 000
0 0o 10| €
0 0 0 1

schreiben und sieht somit, dass es einer Art Drehung um den hyperbolischen Winkel ¢ ent-
spricht. In dieser Form ist es noch einfacher nachzurechnen, dass Lidngen beziiglich dieses
Minkowski-Skalarprodukts erhalten bleiben.

0 1
:x-AT<_01 g>/1x

-1 0
:x-< 0 1>x:<x,x>.

Mittels dieses Winkels ldsst sich leicht eine Additionsregel dieser Lorentz-Boosts herleiten,
oder einfacher eine relativistische Additionsregel beziiglich der Addition von Geschwindigkei-
ten. Angenommen Beobachter B hat gegeniiber Beobachter A eine Geschwindikgeit v. Und
Beobachter B hat relativ zu Beobachter C' eine Geschwindikeit w. Frage: Welche Geschwin-
digkeit hat C relativ zu A?

In herkémmlicher Newtonscher Mechanik wire die Antwort ©« = v + w. Aber in der Re-
lativitdtstheorie muss das falsch sein, denn angenommen v und w wéren beide gleich der

(Az, Ax) = Az - ( -0 )Am
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Lichtgeschwindigkeit ¢, dann wére u = 2¢, was definitiv im Widerspruch zu Axiom 2 steht.
Die Antwort ldsst sich wunderbar durch die hyperbolischen Winkel ¢, v, mit

¢ = artanhv, 1 = artanhw,
ausdriicken. Aus obiger Exponetialdarstellung sieht man sofort, dass
A(Q)A(Y) = A(p + )
gilt. Das bedeutet fiir die Geschwindigkeit u des Beobachters C relativ zu A gilt
artanhu = ¢ + 1,

oder in Termen von v, w unter Verwendung der Winkelsdtze bekommen wir das Additions-

theorem
v+ w

u = artanh (tanh v + tanh w) = 1T
C
In der Klasse der Lorentztransformationen liegen natiirlich auch die Drehungen im Raum
um einen fixen Winkel 6 und eine fixe Drehachse. Es sei erinnert, dass eine Drehung um die
z-Achse die Form
0 (
=e

hat. Hier wird die Zeitkomponente gleich gelassen und nur die Komponenten der z-/y-Achse
gedndert.

0 0
cosf) —sinf
sinf  cos6

0 0

[eNeNoNe)
oO=OO
col o

-
[eNoNoNe)

A(9) =

o O O
— o o O

5.1.1 Minkowski-Diagramme

Die beste Methode sich Effekte der speziellen Relativitdtstheorie zu veranschaulichen wird
einem durch die Minkowski-Diagramme gegeben. In solchen kénnen wir die Koordinatensys-
teme verschiedener Beobachter veranschaulichen, die sich mit Geschwindigkeit v = tanh ¢
gegeniiber eines ausgezeichneten Beobachters A in Richtung der z-Achse bewegen. Wir zeich-
nen nur die Zeit und x-Achse ein. Wir bezeichnen mit e; die kanonische Einheitsrichtung
der z-Achse, das heifit e; = (0,1,0,0) und ez = (1,0,0,0) bezeichnet den Einheitsvektor in
Zeitrichtung. Dann gilt wie gew6hnlich

(t,z) = tey + wes.

Die kanonischen Einheitsvektoren des bewegten Beobachters B bekommen wir dann einfach
mittels
e} = A(v)e; = (cosh ¢,sinh ¢), e, = A(v)ey = (sinh ¢, cosh ¢)

wobei wir die y-/z-Koordinate weggelassen haben. Hier kann ¢ als Parameter gesehen werden.
Bemerke, dass beide Vektoren Einheitsvektoren bezglich der Minkowski-Metrik sind, &hnlich
wie die Vektoren (cos#,sin #) Einheitsldnge bezglich des euklidischen Abstandes haben.

Die Koordinaten bezglich des Beobachters B bekommt man mittels (¢,2") = A(t, z). Gra-
phisch lasst sich v als die Steigung der e)-Achse veranschaulichen.
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Aus diversen PM-Heften kennen wir Gedankenexperimente, die Einstein gerne als Beispiel
fiir seine Theorie brachte. Diese lassen sich nun ganz einfach anhand dieser Diagramme er-
klaren:

Wir stellen uns vor, Beobachter A steht auf einen Bahnsteig und Beobachter B fahrt just in
dem Moment am Bahnsteig von A vorbei, als aus der Sicht von A zwei Blitze gleichzeitig ein-
schlagen, einer in Fahrtrichtung von A, der andere in entgegengesetzter Fahrtrichtung beide
gleich weit von A entfernt. Fiir den Beobachter im Zug schlagen die Blitze nicht gleichzeitig
ein, er sieht den entgegenkommenden Blitz zuerst, was plausibel klingt, denn der Blitz im
Riicken muss den Zug zuerst noch einholen. Im Diagramm bedeutet Gleichzeitigkeit fiir A
dass t konstant ist und fiir B, dass t' konstant ist.

Die beiden Blitze sind als Kreuze eingezeichnet und bewegen sich entlang lichtartiger Vekto-
ren fort. Sie erreichen den Beobachter A zur Zeit T' gleichzeitig, wihrend das Licht der Blitze
bei Beobachter B zu den unterschiedlichen Zeiten 77 und 7% ankommen.

A
B
A X Blitz
T/
Y 2
/
I /7
N /‘\ / 7
\ 7 Tl 7/
\ /7 \
N 7/ \ 4
A 7/ 7/
\ Ve N 7/
A4 N
7N N

Ein weiterer wichtiger Punkt sind Langenkontraktion und Zeitdilatation. Das heifit, im
bewegten System erscheinen Léngen gestaucht und die Zeit 1duft langsamer.
Dies lésst sich ebenfalls in den Minkowski-Diagrammen einfach beschreiben: Wir stellen uns
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einen Stab mit Lange L vor. Die Enden werden als Weltlinie angedeutet, die parallel zur
t-Achse verlaufen. Wir wahlen den Stab der Einfachheit halber so, dass er Lénge 1 hat. Der
Beobachter B sieht den Stab mit der Linge L/, da er die Enden zur gleichen Zeit abliest,
und fiir ihn heifit gleichzeitig, dass ¢’ fest ist. Da die Hyperbel 22 — t? = 1 die normierte
Linge in den bewegten Koordinatensystemen andeutet ist klar, dass L' < 1 ist, und damit
die Einheitsldnge im Auge des Betrachters B verkirzt erscheint.

Das Argument der Zeitdilatation 1duft analog.

Wir kommen jetzt zum Zwillingsparadoxon und der Definition der Eigenzeit eines Beob-
achters.
Wir stellen uns wieder vor: Beobachter B entfernt sich mit Geschwindigkeit v von der Erde,
wo sein Zwilling, Beobachter A zuriick bleibt. Im Koordinatensystem von A wird v als Az /At
eingezeichnet. Zur Zeit T' = At auf A’s Uhr, im Punkt P des Koordinatensystems, kehrt B
um und fliegt mit Geschwindigkeit v zur Erde zuriick. Fiir A ist 27T = 2At auf der Uhr vergan-
gen und fiir B ist in der Zeichnung zweimal der Betrag von As also zweimal die Strecke von
O nach P vergangen. Hier sei erwéhnt, dass in unserer Konvention zeitartige Vektoren, also
Vektoren die Geschwindikeitsvektoren von Weltlinien beschreiben, negatives Skalarprodukt
haben.
Das heiit wir bezeichnen |As| = \/—(As)2. Nach der Minkowksi-Metrik gilt nun, dass (As)?
gegeben ist durch

(As)? = ((At, Az), (At, Az)) = —(At)? + (Az)? = —(A1)2(1 — v?),
also

|As| = AtvV1 — 0?2 = AtB(v) < At.

Damit ist die Zeit, die auf der Uhr von B vergangen ist 2A¢5(v) und somit kleiner als die
Zeit von A, was bedeutet, dass B jiinger ist.
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Aus dem Beispiel sehen wir, dass |As| die Eigenzeit des bewegten Beobachters beschreibt.

Definition 5.1.6. Ganz allgemein wird nun die infinitesimale Eigenzeit als

dr =V —ds? = \/—n;jdzidxi
definiert.

Damit ist klar, dass die Eigenzeit eine Invariante ist. Dies wird auch in der allgemei-
nen Relativitatstheorie gelten. Intuitiv leuchtet ein, dass somit auch die Figenzeit auf einer
realistischeren Weltlinie langsamer verléduft wie fiir den zuriickgebliebenen Zwilling.

5.2 Allgemeine Relativitatstheorie

Nach der Formulierung der speziellen Relativitdtstheorie hatte Einstein das Ziel, die Gravi-
tation in diese Theorie zu inkludieren.

Die Newtonsche Theorie erfiillt die Axiome der Speziellen nicht. Man stelle sich zwei entfernte
Planeten vor. Wenn sich einer von beiden bewegt, dann spiirt nach Newton der andere diese
Bewegung instantan. Dies widerspricht aber den Axiomen, die implizieren, dass sich nichts
schneller als Licht fortbewegen kann.

Einstein stellte sich vor, dass Objekte, die zum Beispiel frei auf die Erde fallen, durch die Zen-
tralkraft der Erde gegeneinander beschleunigt werden. Vor allem hatte er die Idee, dass eine
Theorie so formuliert werden muss, dass diese Objekte als frei fallend angesehen werden. Frei

fallend in einer gekriimmten Raumzeit, im Gegensatz zur flachen Raumzeit der Minkowski-
Metrik.

Im néchsten Lemma betrachten wir ein geodétisches Vektorfeld T', V7T = 0, in einem ge-
kriimmten Raum, beschrieben durch die Metrik g;;. AuBerdem sei S ein orthogonales Vek-
torfeld, in dem Sinne, dass [T, S] = 0 ist. S beschreibt den Abstand zwischen Benachbarten
Geodédten. Nun variieren wir S entlang von T und sehen, dass die relative Beschleunigung
von benachbarten Geodéten einzig vom Riemanntensor R; . abhéngt.

Lemma 5.2.1. Sei T geoddtisches Vektorfeld, T = T'X;, und S, S = S'X;, vertausche mit
T, [S,T] = 0. Dann gilt
VrVrS = T'T™S" "R}, X



5 RELATIVITATSTHEORIE 95

Beweis. Nach Satz 3.5.6 gilt

[vlm V; ]X Rzk]

Durch Vertauschen gilt
[T,S] =0« 0rS =0sT

und
T7°9,8' = 5'9,T".
Weiter erhalten wir
VrVrS =VrVeT = [V, Vs]|T
= [TV}, SV T X; = T'T'S™ [V, Vil X
=TYV;S™V (T X;) = RS, T'T'S™ + S'v, T™

[V, Vs]T'X; = TV, V| X;
= T'T™V,,, S"V,] X,
= T'T™ SV, Vol Xi + T'T™VY,, 8"V X — TES™ (Vi T™)V i X
= T'T™S™ [V, V] X1 + T'S™V TV, X — TUS™(V TV i X
= T'T™S™ [V n, V] X;
Damit folgt die Behauptung. O
Dies gab Einstein die Idee, dass Gravitation in Zusammenhang mit dem Riemann Tensor
steht.
Als das geeignete Objekt stellte sich der Ricci-Tensor heraus, der aus dem Riemann-Tensor

durch eine partielle Spur gewonnen wird. Das bedeutet im wesentlichen, dass der Ricci-Tensor
durch Mittelung iiber geeignete Indizes entsteht:

Definition 5.2.2. Wir definieren den Ricci-Tensor
Ry = R?sn
Definition 5.2.3. Die Gleichung
Rij =0
nennen wir Vakuum-FEinstein-Gleichung.

Dies ist eine der wichtigsten Gleichungen, denn der Ricci-Tenso muss diese etwa auflerhalb
der Masse eines Sternes, im Vakuum, erfiillen. Im inneren von Sternen oder Planeten muss
dagegen auf der rechten Seite ein Term vorkommen, der Masse und Energie beschreibt, der
sogenannte Energie-Impuls-Tensor.

Bemerkung 5.2.4. T;; ist der Energie-Impuls-Tensor, dann sind die Einsteinschen Feldglei-
chungen

Gij = R ng TZJ
wobei VZGU = VlTij =0und R = Rijg” = RZ.

Wir bschéftigen uns im folgenden mit der Vakuum-Gleichung. Wir stellen uns einen radia-
len Stern vor, also einen Stern mit radialer Massenverteilung. Dann kann man die Vakuum-
Gleichung auflerhalb explizit 16sen und bekommt die sogenannte Schwarzschild-Metrik.
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5.3 Schwarzschild-Metrik

Wir stellen uns eine sphérische symmetrische Massenverteilung vor und suchen eine zugehorige
Metrik, die die Einsteingleichung R;; = 0 erfiillt.
Wir suchen also eine isotrope, statische Metrik

gt Gr g9 Gto
grt Grr Gro Gro
got Gor Goo Goo
9ot Gor G0  Goo

Statisch bedeutet dabei: g;; = 0Vi # ¢.
Ansatz:
ds? = =2 qt? 4 P qr? 4 22402

mit df2? = sin? 0d¢? + db>.
Die Isotropieannahme gestattet uns, dass wir alle Vorfaktoren als Funktionen von r anse-

hen konnen. Wir setzen dafiir zunéchst (t,7,6,¢) = (0,1,2,3).
Mittels 7 = €y erhalten wir

d
dr = eVdr + e'rdy = (1 + rde)err

und .
d82 — 762C¥(T)dt2 4 (1 4 Tdify)_2€2ﬂ_2’yd7:2 + deQQ
r

Also sieht die allgemeine Form der Metrik nach Umskalierung folgendermaflen aus:
ds® = >0 + O ar? + r2d0?

Wir wollen nun «a(r) und 5(r) ermitteln unter der Annahme, dass sich auflerhalb von R keine
Masse befindet und dort somit die Vakuum-Einstein-Gleichung erfiillt ist, dass also

RijZO

gilt fiir » > R. Um R;; zu betrachten, berechnen wir zuerst die Christoffel-Symbole Ffj mit
Hilfe von Satz 3.2.6:

T oo
]._‘i,r = ?7-0[ F;t — 62((176)87-0[ F;r - 11“5
-2 ==
rl, = - [ = —re p | r
_ 6 _ _ cos
ro— _re2Pgin%0 F¢¢ = —sinfcosf e —
i 9 ging

Damit konnen wir mit Definition 3.5.3 die Riemannschen Krimmungstensoren Rj,. = 9;1'j; —

0l + (U0 — T I7,) ermitteln:
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R, = 0,00,8 — 0%a — (0,)*
Rbyy = —re 20,0
ng = —re 2 sin% 08,
RS o =1e 20,8
oo = re=2% sin? 09,3

RZ% =(1-e?)sin?0
Dadurch ergibt sich also nun
2
Ry = 20920 + (8,a)? — 0,00, + )

2
R, = —8304 - (&«0[)2 + 0ra0,8 + ;&»ﬁ
Ry = 6_2ﬁ[7“((97~5 —orar) — 1] +1
R¢¢ = sin2 ¢9R99

Jetzt verwenden wir die Einsteinsche Gleichung R;; = 0. Aus Ry = R, = 0 folgt
2
0 = 62(6_0‘)Rtt + RTT = ;(aTa —+ aTIB)

Also gilt @ = —f + ¢ mit Konstante c.
c kann 0 gesetzt werden, oder durch Umskalierung ¢ — e~ “t zu null gemacht werden.

=a=-—p0

Rog = *(2rd,a —1)+1=0
& 2Y(2rdra+1) =1
& 0, (re’) =1
& re?® =1 — R,
s

s =(1-
,

)

Damit haben wir die Schwarschild-Metrik abgeleitet. Diese ist von der Form

ds* = —(1 - %)dt2 +(1- %)_1dr2 +r2de?
mit "
= (1 - 2,
git ( " )

Die Metrik héngt vom Parameter R; ab. Man kann diesem Parameter aber physikalische
Bedeutung geben, indem man ihn in Bezug auf die Masse innerhalb von R stellt, mittels

Vergleich mit Newtons Theorie.
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Man kann sich iiberlegen, dass im Newtonschen Limes, also ¢ — oo, oder fiir schwache Felder
gilt, dass g; von der Form gy = —(1 + 2¢) ist, wobei ¢ durch ein Newtonsches Potential

GM
¢ = ——— gegeben ist. Dabei bezeichnet M die Masse und G die Gravitationskonstante. Der
r
Vergleich mit g legt nun folgende Definition nahe.

Definition 5.3.1. Wir definieren den Schwarzschild-Radius
Ry, =2GM,
wobei M die Masse und G die Gravitationskonstante bezeichnet.

Bemerkung 5.3.2. Die Metrik g;; wird singulér bei » = 0 und bei r = 2GM.
Aber nur r» = 0 ist eine echte Singularitit, das heif}t

RIM R — o0
Definition 5.3.3. Man bezeichnet den Schwarzschildradius
r=2GM
auch als FEreignishorizont.

Falls der Radius R eines Sterns kleiner ist, falls also R < Ry, spricht man von schwarzem
Loch, da kein Lichtstrahl innerhalb von Rs nach auflen gelangen kann. Dies kann man sich
folgendermaflen veranschaulichen:

Wir betrachten ein (¢,r)-Diagramm, wobei wir ¢ wieder in der senkrechten Richtung ein-
zeichnen. Die lichtartigen Vektoren erfiillen ds? = 0. Wenn wir nur die radiale Komponente
betrachten, bedeutet das, dass diese Vektoren

dr) r
erfiillen.

Das heif3t, die Form der Lichtkegel hingt vom Radius ab. Fiir r — oo sehen die Kegel wie im
Minkowski-Raum aus. Fiir kleinere r wird der Kegel immer schméler.

A

Innerhalb von R, kippt der Kegel dann nach links, was bedeutet, dass kein Licht nach aufien
dringen kann.
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Man kann sich auch zwei Beobachter vorstellen. Beobachter A verharrt bei festem Radius
r4, wahrend sich Beobachter B Richtung schwarzes Loch bewegt, oder einfach frei fallt.
In regelméafigen Abstdnden At sendet Beobachter B ein Lichtsignal aus. Da die Lichtkegel
immer schméler werden in Richtung schwarzes Loch, werden die Lichtvekoten immer steiler,
was zur Konsequenz hat, dass die Intervalle zwischen den bei A ankommenden Signalen immer
grosser werden, so dass der Beobachter A nie sieht wie B den Ereignishorizont iiberschreitet.
Aus de Sicht von A braucht B unendlich lange, bis er den Horizont erreicht. Auf der Uhr
von B vergeht allerdings nur endlich viel Zeit bis er das schwarze Loch erreicht und den
Ereignishorizont iiberschreitet.

t

ATy > ATy

ATQ

2GM \ T

5.4 Geoditische Gleichungen

Wir leiten nun die Bewegungsgleichungen eines Objektes her, das sich in einem Feld bewegt,
welches durch die Schwarzschild-Metrik beschrieben wird.

Sei X (A) die zugehorige Teilchenbahn. Der Parameter A\ sei so, dass A die Eigenzeit dar-
stellt, sprich die Bahn ist nach Bogenldnge parametrisiert, X (\) = (t(\), (), 0(N), ¢(N)).
Die geodétische Gleichung fiir X () lautet bekanntermaflen

it 4 Thali® =0

Die zugehorigen Christoffel-Symbole wurden schon abgeleitet. Fiir die Christoffel-Symbole
gilt mit Satz 3.2.6
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GM
GM B oo GM
I}, = —5(r —2GM) o —GM b= 20D
1T T r(r—2GM) .
L4y =—(r—2GM) sinZ 6 ngqj = —sinfcosd ngﬁ _ (:(‘)759
sin 6
Die geodétischen Gleichungen liefern somit folgende vier Gleichungen:
t+TLir =0
- 2GM .
t+—Frelir =0 (541
T —2an” (5.4.1)

i+ Dt + 17,07 + The? +T5,0° =0
GM

r3

2GM

p— .2_7.
(r—2GM)t r(r—2GM)T

o it 2— (r—2GM) (6% +sin?04?) =0 (54.2)

6 + 21070 + T%,0* =0

. 92, .
& 04 07 —sinfcosfp® =0 (5.4.3)
T

¢+ 205+ 205,00 =0

. 9. 0 ..
oo+ 2o +2°%%06 =0 (5.4.4)
r sin 6
Auflerdem gilt durch die Parametrisierung nach Bogenldnge, dass
i 1 fiir Teilchen
—T gt =€ = -
0 fiir Licht
—.Cbigiji?j =&
. 2GM 2GMN\ ! : :
& 12 (1 - ) - <1 - ) 72 —r2? —r?sin?¢0? =¢ (5.4.5)
r r

Die dritte Gleichung 5.4.3 lésst sich 16sen durch 6 = g Das bedeutet, dass die Bahn in einer

Ebene verlauft. Dies konnen wir weiter in die vierte Gleichung einsetzen und bekommen:

o+ %é?‘“ =0
2+ 2rdi = 0
s L2 =0

dA
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r2¢ = L ist somit eine Erhaltungsgrofe, die wir Drehimpuls nennen. Aus Gleichung 5.4.5
folgt
L
r(r—2GM)
i 2 i
r2 (1 - 2G—M)

r

< 60 0) -0

. 2GM
Die Erhaltungsgrofie ¢ (1 — ) bezeichnen wir als Energie.
r

L, E seien im Weiteren fest.
. N\ 2
Mit 12¢? = (r23)" = L7 folgt

2 2G M\ 2 2GM\ ! .
_cczl;:tQ(l_ . ) _<1_ : ) ot =e
T T

QGM) L2 ( 2GM>

r

2
(L 2OMY (22 )
r r2

E? —Vg(r) =72

)= (1= 200 (£,

20GM L2 2GM L2

<:>E2—7‘"2—<1—

r2 r

mit

Fiir e = 1 ergibt sich

Veg(r) =1 — —

r r2 r r2
also die radiale Energieerhaltung

72+ Veg (1) = E2.

Daraus bekommen wir die radiale Bewegungsgleichung.
Es gibt eine Ahnlichkeit zum Newtonschen Fall.

Nach Newton gilt:

1 GM 1 . GM
F——p2_ 28 _ 2 2,2y _ &H
2r . 2(T + ¢°r?)

2GM L2
i) =-—"—"+z

Wir wollen nun r als Funktion von ¢ l6sen. Wir verwenden dabei:

(5) -
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1 1 dr\? 4 ((du\?
v =g () = (%)

Damit ergibt sich mit u = 1/r fiir die Funktion u(¢):

() =5 - (-2 55 (-2
dp) L2 r r2 L2 r
E? 2GM

_ 2 3_ ¢

d
Wir bezeichnen im Folgenden die Ableitung nach ¢ % it @. wir erhalten fiir

d¢

E2
e=0: (u)Qzﬁ—u2+2GMu3

2GM

E? —
= 6—uQ—l-ZGMu?’—l— 72 U

e=1: (u)?= 72

Mit Hilfe dieser beiden Bewegungsgleichungen kénnen wir im folgenden die beiden wichtigsten
Vorhersagen von Einsteins Theorie betrachten, die Einstein zum absoluten Weltruhm verhal-
fen.

Die erste ist die Erklarung der Periheldrehung des Merkur. Die Drehung der Hauptachse
konnte nicht mittels klassischer Theorie erklart werden. Als Einstein sah, dass seine Theorie
den richtigen Wert lieferte konnte er sein Gliick kaum fassen und bezeichnete dies spéter als
den gliicklichsten Moment seines Lebens.

Die zweite Vorhersage bezieht sich auf die Lichtablenkung durch grofle Massen. Seine progno-
stizierte Lichtablenkung durch die Sonne konnte 1919 von Sir Arthur Stanley Eddington bei
einer Sonnenfinsternis nachgewiesen werden.

Die Nachricht der Richtigkeit seiner Vorhersage machte Einstein iiber Nacht zum Weltstar.

5.4.1 Periheldrehung des Merkur

Wir beschéftigen uns zuerst mit der Gleichung fiir die Teilchen, also mit dem Fall € = 1.
Wir leiten dazu beide Seiten der Gleichung nach ¢ ab und bekommen so eine Gleichung
zweiter Ordnung.

d GM
— i = —2uu + 6GMuu + 2?11

d¢
GM
U = —u—|—3GMu2 + ?

GM
u+u:?+3GMu2

Diese Gleichung ist nichtlinear und nicht in geschlossener Form l6sbar. Es ist aber leicht zu
GM
sehen, dass fiir Planeten der Einstein-Term 3G Mu? klein ist im Verhéltnis zu Tz

Deshalb 16sen wir zunéchst die lineare Newtonsche Gleichung und setzen die Losung als
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Storungsterm ein, um so eine approximative Lésung der Einstein-Gleichung zu erhalten. Wir
verwenden also den Ansatz u = ug + uy, sodass wir die Gleichung

GM GM
tg + ug + i1 +up = ﬁ+3GM(u0+u1)2 ~ ?+3GMu8

erhalten. Wir nehmen nun an, dass u1 nur eine kleine Stérung von ug und 3G Mu3 wiederum
klein gegeniiber ug ist, und von der Gréflenordnung von u; ist, womit wir zwei Gleichungen fiir
ug und u; bekommen. ug erfiilllt dann dieselbe Gleichung wie in der Newtonschen Mechanik.

GM
Newton: Mit a = Tz lautet die Newtonsche Gleichung
g = —ug + a

Diese ist explizit 16sbar, und wir bekommen

u=a(l+ecos¢p) = Ci—]g(l—kecosgé)
L? 1

sr=———
" GM 1+ ecos¢

e < 1 liefert Ellipse

e ist die Exzentrizitat und héngt von den Parametern L, £, M, G ab.

Einstein: Wir setzen diese Losung in die Einsteinsche Gleichung ein und bekommen so folgende
Gleichung fiir uy:

2
iy +up =3GM (GI:]\;[ (l—i—ecosqﬁ)) :

also @y

. 3 M 2 2

i +up = i (1+2ecos¢+e cos gb).
Die lasst sich explizit Term fiir Term 16sen und man bekommt

2772
Uy = ?)(;Té\/[ {(1 + %ez) + epsing — ée2 oS 24 .
Um die Richtigkeit zu iiberpriifen muss man nur einsetzten in die Gleichung. Der Leser ist
willkommen das zu tun.
Der erste Term ist nur eine Konstante und der letzte Term oszilliert nur m-periodisch um die
Null. Uns interessiert nur der zweite Term, darin sind die wichtigen Effekte versteckt. Wir
nehmen diesen und kombinieren ihn mit der Losung ug. Dies ergibt die Losung

3
(mjy)eigbsinqb

L
2
5 (1 + ecos¢ + ?)(C;_J];/[)eqﬁsinqS)

<1+€COS (1— 3((2];4)2> (b)

+

U = Ug

Q
S

)
=~ =~
E=
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Letzteres sehen wir durch Taylorentwicklung. Die rechte Seite ist von der Form
£(6) = cos(1 — 8)¢,
mit ¢ klein. Es gilt nach Satz von Taylor
f(8) = £(0) + f'(0)§ + R(6%) = cos ¢ + d¢psin ¢ + R(5?)

womit wir obige Gleichung bestéatigt haben. Nun stellen wir fest, dass u(¢) eine periodische
Funktion ist, mit u(¢g) = u(0) und Periode

2T

- =g
27 (GM)?
— 7z

Das heifit in einer Umdrehung verschiebt sich die Hauptachse um den Winkel A.

Fiir den Merkur liefert dies eine Periheldrehung um 43 Bogensekunden pro Jahrhundert -
exakt die Zahl, die zur Erklarung der Periheldrehung mittels klassischer Theorie fehlte.

5.4.2 Lichtablenkung

Nun kommen wir zur Lichtablenkung. Die Bewegungsgleichung fiir ein Photon, € = 0, im Feld
der Schwarzschild-Metrik hatten wir bereits abgeleitet.

Wir nehmen an, im Ursprung liegt ein Stern mit Masse M und im Abstand R passiert ein Pho-
ton. Wir messen den Winkel relativ zur z-Achse, das heifit wir haben die Anfangsbedingung
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r(5) = R. Wiirde das Photon vom Stern unbeeinflusst bleiben, dann soll der Photonstrahl
geradlinig parallel zur z-Achse verlaufen. Wir wollen nun die Ablenkung des Lichts von dieser
geraden Bahn ableiten mittels der Schwarzschild-Metrik.

Wir bekamen mit v = 1/r die Gleichung fiir u(¢)

o E? 2 3
U=y —u +2GMu”.
Wenn wir diese Gleichung nun wiederum nach ¢ ableiten, liefert dies
it = —u + 3G Mu?.
Mit dem Ansatz u = ug + u; bekommen wir

g + ug + U1 +up = 3GM(U0 + U1)2 ~ 3GMU3,

wobei wir verwenden, dass u; eine kleine Stérung von ug ist und 3GMug wiederum viel kleiner
als ug selbst und von der Gréflenordnung von wy. Damit bekommen die beiden Gleichungen

g + ug =0 (5.4.6)
iy +up = 3GMuj. (5.4.7)

Die erste Gleichung lasst sich explizit 16sen. Unter der Nebenbedingung, dass u(%) = 1/R ist,
bekommen wir
B sin(¢)

R )

uo(¢)

also 1 06
sin
- = & — =sin ¢,
r

r R
was genau eine geradlinige Bahn parametrisiert, die im Abstand R parallel zur Achse verlduft.
Die Gleichung fiir u; lautet somit

. 2
3GM 3GM
i +up =3GM (&;qﬁ) = (1 —cos? ¢) = 52 (1 — cos2¢),
mit der expliziten Losung
3GM 1
= — (14 = 29).
U= s (1+ 5 €08 o)

Das liefert dann die kombinierte Losung:

%—l—% (1+;)0082¢> .

Wir wollen nun wissen wie sich r(¢) verhélt, wenn das Photon ins Unendliche lduft, also wenn
r grof} wird.

r grofl entspricht u klein, wir miissen uns also nur tiberlegen, wie sich der Winkel ¢ verhalten
muss, damit u(¢) = 0 gilt. Der Einfachheit halber gehen wir von der Annahme aus, dass ¢
klein sein wird. Nach Taylor gilt ja dafiir sin¢ ~ ¢ und cos2¢ ~ 1. Also bekommen wir die
Gleichung

U ="ug+uy =

é 3GM(1+1>:¢+3GM4
R 2R2 3) R 2R?3
¢ 2GM
R R




5 RELATIVITATSTHEORIE 106

2GM
S p= -T2

Da die gesamte Lichtablenkung dem Doppelten dieses Winkels entspricht bekommen wir fir
die gesamte Lichtablenkung

Im Falle der Sonne wurde dieses Resultat von Eddington 1919 als auch von weiteren Gruppen
1921 bestétigt.
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