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Kapitel 1.

Mengentheoretische Topologie

(1.1) Definition. Sei M eine Menge. Eine Abbildung d : M X M — [0,00) heifit eine
Metrik auf M, wenn gilt:

@) d(p,q) =0=p=g
(b) d(g,p) = d(p,q), Yp,q € M;
(c) d(p,r) <d(p,q)+4d(q,7),Vp,q,r € M (Dreiecksungleichung).
Das Paar (M, d) heifit dann ein metrischer Raum.
(1.2) Beispiel.
() Sei ||| R" = [0,00), [|x]| := \/x3 + ...+ x3. Dann ist
d: R' X R" = [0,00), d(x,) = 1y — x|

eine Metrik auf R” (Ubung). Es heif$t d = de.q die euklidische Metrik und (R", dey)
der euklidische Raum.

(b) Sei M eine beliebige Menge. Dann ist d : M x M — [0, 00),

0 furp=gqg,
1 firp#q

eine Metrik auf M (Ubung). Sie heift die diskrete Metrik auf M.

d(p,q) :== {

(c) Sei V.=%([0,1]) := {f: [0,1]] = R: fiststetig}. Setze ||f|| := sup . [f(x)| < oo,
und dann d(f, ) := ||g — f||. Dann ist d eine Metrik auf V (Ubung).

(1.3) Beispiel. Sei (M, d) metrischer Raum und A C M beliebige Teilmenge. Dann erbt
Adurchdy : Ax A — [0,00),da(p,q) := d(p,q) eine Metrik. Sie heifit die induzierte
Metrik. Insbesondere: Ist M C R" beliebige Teilmenge, so d := deyq|M x M die induzierte
euklidische Metrik.

(1.4) Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum, p € M, r > 0.
(a) Es heiit dann B(p;r) := {g € M : d(q,p) < r} der (offene) Ball um p mit Radius r.

(b) Es heifst eine Teilmenge U C M offen, wenn es zu jedem p € U ein r > 0 gibt mit
B(p;r) C U.

(c) Es heifit S C M eine Umgebung von p, wenn es ein offenes U C M gibt mit p € U C S.
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(1.5) Definition. Seien (Mj,d;) und (M, d;) metrische Riume.

(a) Eine Abbildung ® : M; — M, heifst stetig in p; € M;, wenn fiir alle e > 0O ein 6 > 0
existiert, so dass aus di(x, p1) < ¢ folgt: dp (®(x), P(p1)) < e.

(b) P heifit stetig, wenn P stetig ist in p € M;, fiir alle p € M;.

(1.6) Bemerkung. Sei ® : M; — M, eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen,
p1 € M;. Dann gilt:

(a) Es ist @ stetig in p; genau, wenn fiir jede Umgebung S, C M, von py := P(p1) gilt:
®~1(S;) ist Umgebung von p.

(b) Es ist @ stetig, genau wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

Beweis. (a) ,—": Sei S, Umgebung von p, und U, C M offen mit pp € Uy C Sp. Da Uy
offen ist, existiert ¢ > 0, so dass B(pz;¢) C Up. Da @ stetig in p; ist, existiert nun ein § > 0
so klein, dass ®(B(p1;6)) C B(py;e) ist. Also ist

B(py;0) C ®! (CD(B(pl;(S))) C @ 1(B(ppe)) €D (S2),

und da B(p1;6) offen ist (Ubungsaufgabe, Blatt 1), folgt: ®~1(S;) ist Umgebung von p;.
,&=":Seie>0und S; := B(py;¢) = S, ist Umgebung von p,, also ist auch ®~1(S,)
Umgebung von p; = 35 > 0: B(p1;6) C @7 1(S;) =

®(B(p;0)) € @(®1(S2)) € S2 = B(p2;e).

— @ ist stetig in p;.
(b) Ubung (Blatt 1). O

(1.7) Bemerkung. Sei M ein metrischer Raum. Dann gilt:
(a) Ist (U;)ic; beliebige Familie offener Mengen in M, so ist auch [J;c; U; offen;
(b) Istn € IN, Uy, ..., U, C M offen so ist auch N}_; U; offen.

Beweis. (a)Seip € U:=U;c;U;. = Jipe I: pe U;,. = 3Ir >0: B(p;r) CU;, C U.
(b)Seip e U :=N U = Vi, Ir; >0: B(p;r;) C U,. Setze r := min;_y__,(r;) > 0.
= B(p;r) CB(p;r;) CU;, Vi=1,...,n.= B(p;r) C U. O

(1.8) Kommentar. Stetige Abbildungen ® : M; — M, zwischen metrischen Rdumen
sind viel flexibler als abstandstreue Abbildungen (d.h.: Vp1,q1 € My : do(®(p1), P(q1)) =
di(p1,q1)) zB.ist fiir 8 := {x e R*: xf + x5 +x5 =1} und E:= {x € R>: (F1)*+ (2)* +
(;‘—g)z = 1} (a1, az,a3 > 0) die Abbildung ® : S?> — E, ®(x) = (a1x1,a2x2,a3x3) bijektiv,
stetig und auch ®~! ist stetig, aber ® ist im allgemeinen nicht abstandstreu. Man sagt, S
und E haben die gleiche Gestalt, 52 ~ [E. Um Riume zunichst auf ihre blofe Gestalt zu

untersuchen, fithrt man das Konzept der topologische Rdume ein.

(1.9) Definition. Sei M ein Menge. Ein System 7 von Teilmengen von M, T C B(M)
(B(M) := Potenzmenge von M) heif}t eine Topologie auf M, wenn gilt:

(a) Ist I eine beliebige (Index-) Menge und U; € T, so ist auch ;c; U; € T, die leere Menge
D erT.

(b) Ist n € N und sind U, ..., U, € T, so ist auch () U; € 7, die volle Teilmenge M € .



DIFFERENTIALGEOMETRIE

Man nennt U C M dann offen, wenn U € 1. Das Paar (M, 7) heifit dann ein topologischer
Raum.

(1.10) Beispiel.

(a) Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann ist das System 7 C B (M) aller offenen Teilmengen
von M eine Topologie auf M (siehe ( 1.7)). Man nennt dies die von der Metrik induzierte
Topologie auf M.

(b) Sei M eine beliebige Menge und 7 die volle Potenzmenge, T = 33(M). Dann ist T eine
Topologie auf M. Sie heifst die diskrete Topologie auf M.

(c) Sei M eine beliebige Menge und 7 = {@, M }. Es heifit dann 7 die indiskrete Topologie
auf M.

(1.11) Definition. Sei (M, T) ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge A C M heifit abgeschlossen, wenn das Komplement CA=M \ A offen
ist;

(b) Sei p € M. Eine Teilmenge S C M heifst Umgebung von p, wenn es ein offenes U C M
gibt mit
peldcCs.

(1.12) Definition. Seien M und N topologische Riume und ® : M — N eine Abbildung.

(a) Es heiflit ® stetig in p, wenn das Urbild jeder Umgebung von ®(p) eine Umgebung von
p ist;
(b) es heifit ® stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist;
(c) es heifst & ein Hom6omorphismus, wenn & stetig ist und es ein stetiges ¥ : N — M
gibt mit
Yodb=1y, Po¥ =1y
(1p bezeichnet die Identitdt auf M, 1p(p) = p, Vp € M). M und N heiflen homéo-

morph, M ~ N, wenn es einen Homdomorphismus zwischen ihnen gibt.

(1.13) Kommentar. Esist ®: M — N stetig, genau wenn & stetig in jedem Punkt p € M
ist (Ubung).

(1.14) Kommentar.

(a) Ist (M, d) ein metrischer Raum und v C (M) die induzierte Topologie, so gibt es viele
andere Metriken d, die die gleiche Topologie induzieren, z.B. d = a - d (a > 0).

(b) Ist umgekehrt (M, T) ein topologischer Raum, so heifit (M, T) metrisierbar, wenn es
eine Metrik d auf M gibt, so dass T von d induziert ist.

(1.15) Definition. Man nennt einen topologischen Raum M hausdorffsch, wenn er folgen-
des Trennungsaxiom erfiillt: zu je zwei verschiedenen Punkten p,q € M, p # g, existieren
offene Mengen U,V C Mmitpe U,gc VundUNV = @.

(1.16) Bemerkung. Ist (M, d) ein metrischer Raum, so ist ihre induzierte Topologie haus-
dorffsch.
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Beweis. Seien p,q € M, p # qund d := d(p,q) > 0. Wahle dann U := B(p; 2), V := B(q; ).
Dann ist U und V offen, p € U, g € V und auch UNV = @, denn wére x € UNV, so wire

d d
d=d(p,q) <d(p,x) +d(x,q) = d(x,p) +d(x,q) <5+ 5 =d ¥ O
(1.17) Definition.

(a) Sei (M, 1) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C 7 heifit eien Basis der Topologie,
wenn jede offene Menge U Vereinigung von Elementen aus ‘B ist,

u= J B

Be®B
BCU

(b) Es heifit (M, T) von abzdhlbarer Topologie, wenn M eine abzédhlbare Basis besitzt.

(1.18) Beispiel. Der euklidische Raum E" := (R", deyy) hat abzdhlbare Topologie, denn

SB:{B(q;:l): qEQ“,mEN}

ist eine abzihlbare Basis (Ubung).

(1.19) Definition. Ist (M, T) ein topologischer Raum und N C M eine Teilmenge. Wir
definieren die Relativtopologie (oder auch induzierte Topologie oder Teilraumtopologie)
auf N wie folgt: V. C N ist offen genau dann, wenn es ein U C M, U € T gibt mit
UNN=V.

(1.20) Kommentar.

(a) Sei (M, T) topologischer Raum und N C M mit der Relativtopologie versehen. Dann
ist die Inklusion i : N — M, i(p) = p stetig. Die Relativtopologie ist die grobste
Topologie auf N, so dass i stetig ist.

(b) Eine Topologie 71 auf N heifst grober als ein Topologie T, auf N, wenn 71 C 1 (und &
heifit dann feiner als 71). Man beachte: Ist 7y echt grober als 7, d.h.: 7 ;Cé T, SO ist die
Identitit 1 : (N, ) — (N, 11) stetig und bijektiv, ihre Umkerung 1! =1: (N, 1) —
(N, 12) aber nicht stetig.

(c) Die Relativtopologie hat folgende universelle Eigenschaft: Ist P ein topol- p
ogischer Raum und @ : P — N eine Abbildung, so ist ® genau dann J/ \YT
. . T P
stetig, wenn i o @ : P — M stetig ist (Ubung). O

(d) Ist M ein Hausdorffraum und N C M eine Teilmenge, so ist die Teilraumtopologie auf
N auch hausdorfsch.

(e) Ist M von abzahlbarer Topologie, so auch N. Insbesondere ist also jede Teilmenge M
des euklidischen Raumes E" (n € IN) mit ihrer induzierten Topologie hausdorffsch und
von abzdhlbarer Topologie.

(1.21) Beispiel. Sei R" mit der Standard-Topologie versehen. Wir nennen

B":= {x € R": ||x|| <1}
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zusammen mit der Teilraumtopologie den n-dimensionalen Ball und
"= {x e R": |x|| =1}
die n-dimensionale Sphire.

(1.22) Beobachtung. Sei (7;);c; eine Familie von Topologien auf einer Menge M. Dann ist
auch
=7
i€l
eine Topologie auf M.

(1.23) Kommentar.

(a) Ist 2 C P(M) eine beliebige Teilmenge (M Menge), so gibt es deshalb eine kleinste
Topologie T auf M, die 2 enthélt, ndmlich

7= {o CB(M) : o ist Topologie, o D A}

T heifst die von U erzeugte Topologie und 2 ein Erzeugendensystem oder eine Subbasis
von T.

(b) Expliziter kann man T so beschreiben: zundchst bilde man das System ‘5 aller endlicher
Durschnitte von 2, dann das System aller (beliebigen) Vereinigungen von Elementen
aus ‘B.

(c) Es reicht also z.B. die Stetigkeit einer Abbildung ® : M — N auf einer Subbasis 2 der
Topologie auf N zu priifen: f stetig <= f (V) offen, VV € .

(1.24) Definition. Seien M; und M, topologische Rdume, M = M; x M ihr cartesisches
Produkt und 7r; : M — M; (i = 1,2) die kanonische Projektionen, 7t;(p1, p2) = pi. Sei

A:= {m; 1 (U;) CM: U; C M offen, i = 1,2}.
Die von 2l erzeugte Topologie heifit die Produkttopologie auf M.
(1.25) Kommentar.

(a) Esist also die Produkttopologie auf M die grobste Topologie, bzgl. der 711 und 7, stetig
sind.

(b) Bezeichnet
B:={Uy xU CM: U; C M, offen (i=1,2)},

so ist also B eine Basis der Produkttopologie auf M.

(c) Ist P ein weiterer topologischer Raum, so ist eine Abbildung @ : M

P — M = M; x M; genau dann stetig, wenn ;0o ® : P — M; m o)
stetig ist (i = 1,2) (universelle Eigenschaft der Produkttopologie)

(Ubung) M, > M,
7'(1::(}\ A@
P

(d) Sind M; und M, hausdorffsch, so ist auch M; x M; hausdorffsch. Sind M; und M, von
abzdhlbarer Topologie, so auch M; x M.
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(1.26) Beispiel.

(a) Die Produkttopologie auf R” = R x ... x R" (wo R die Standard-Topologie trage)
stimmt mit der Standard-Topologie iiberein (Ubung).

(b) Fur n € IN bezeichnet man mit
T":=S'x...xS!
(zusammen mit der Produkttopologie) als den n-dimensionalen Torus.

(1.27) Definition. Sei M ein topologischer Raum, R C M x M eine Aquivalenz-Relation
((p,g) ER<=p~rq),[p]:={q9 € M:p~ q} eine Aquivalenz-Klasse und

M/R = {[p] S B(M) : p € M}

die Quotientenmenge. Bezeichne 7 : M — M/R, p — [p], die kanonische Projektion. Eine
Teilmenge U C M/ R heifit offen, wenn =1 (U) C M offen.

(1.28) Kommentar.
(a) Die so definierten offenen Mengen bilden eine Topologie auf M/R.

(b) Sie ist die feinste Topologie auf M, so dass 7 stetig ist.

(c) Fiir einen topolgischen Raum P ist eine Abbildung ® : M/R — P genau p;_%°7_ p
dann stetig, wenn ® o : M — P es ist (universelle Eigenschaft der o
Quotienten-Topologie). (Ubung) nl %

M/R

(1.29) Beispiel.

(a) Sei I = [0,1] (mit der induzierten Topologie) und R C I x I die von (0,1) erzeugte
Aquivalenz-Relation (d.h.: die Kleinste, die (0,1) enthélt), also

R ={(0,1), (1,0), (p,p): p I}

Dann ist I/R ~ S! vermoge ] B(1) et o
7
o -7
I/R — S, ®([t]) = (cos(27t), sin(27t)) nl e
I/R

ein Homdomorphismus (Ubung).

(b) Sei R auf M = I x I die von (0,t) ~ (1,t) und (s,0) ~ (s,1) erzeugte Aquivalenz-
Relation. Dann ist

®: M/~ —T?>CCxC, O([s,t]) = (2™, ™)
ein Homdomorphismus.

(c) Sei R die Aquivalenz—Relation auf M =1 x I, die von (0,t) ~ (1, t) erzeugt wird. Dann
nennt man Z := M/~ den Zylinder.

(d) Seinun R auf M = I x I von (0,f) ~ (1,1 —t) erzeugt. Dann nennt man M = X/~
das Mobiusband.
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Abbildung 1.1.: Mobiusband

Abbildung 1.2.: kleinsche Flasche
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(e) Sei schlieBlich R auf M = I x I von (0,t) ~ (1,t) und (s,0) ~ (1 —s,1) erzeugt. Dann
heifit K = M/~ die Kleinsche Flasche.

(1.30) Definition. Seien p,q € R"*!\ {0} d4quivalent, wenn wenn es ein A € R* := R\ {0}
gibt mit g = Ap. Der Quotientenraum

P'(R) = (R™1\ {0})/ ~
heifdt der n-dimensionale (reell-) projektive Raum.
(1.31) Kommentar.
(a) Fiir einen Punkt [p] € P" schreibt man hiufig

[pl=(po:p1:-..:pn),

weil der Reprasentant (po,...,p,) € R*1\ {0} bis auf ein multiplikatives Inverses
eindeutig ist. Die Abbildung j : R" — IP",

x=(x1,..., %) = (Lixy:...0xp)

ist eine Einbettung (d.h.: R" — j(R") C P" ist ein Homoomorphismus). Die Teilmenge
H:={(x0:...:x,) € P": xg =0},

also H = IP" \ j(IR") wird als unendlich ferne Hyperebene bezeichnet.

(b) Identifiziert man auf 5" Antipoden, x ~ *x, so ist P" ~ 5"/~ vermoge
[x] — [HzH] (Ubung).

(1.32) Vorbereitung. Seien M; und M, Mengen. Dann gibt es (bis auf Isomorphie) genau
eine Menge M zusammen mit injektiven Abbildungen i1 : My — M, i, : M, — M, so
dass M = i1 (M;) Uir(Mp) (dhe: iy (M) Nia(Mp) = @). Diese Menge wird im folgenden mit
Mj + M> bezeichnet.

(1.33) Definition. Seien M; und M, topologische Rdume und M = M; + M, ihre mengen-
theoretische Summe mit ihren natiirlichen Inklusionen i; : M; — M (j = 1,2). Wir nennen
dann U C M offen, wenn ij_l(ll) C M; offen ist.

(1.34) Kommentar.

(a) Die so definierten offenen Mengen bilden eine Topologie auf M. Sie heifst die Sum-
mentopologie und ist die feinste Topologie auf M, so dass i; : M; — M stetig ist

(G=12).

@Ol‘]
(b) Ist N ein weiterer topologischer Raum und ®: M; + M, = N pp, .

eien Abbildung, so ist @ stetig genau dann wenn ®oi; : M; -+ N \x \
M—2>N

stetig ist (j = 1,2). (Ubung)
M2 \_/

@Oiz

10
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(1.35) Beispiel. Seien M und N topologische Rdume, p € M und g € N. Identifiziert
man p mit g in M + N, so nennt man M + N/ ~ die Einpunktvereinigung von M und N
(entlang p und g) und schreibt

MVN:=M+N/ ~.
Zum Beispiel ist S' vV S! die Figur “Acht”.
(1.36) Definition. Ein topologischer Raum M heifit zusammenhingend, wenn folgendes

gilt: Sind U,V C M offen mit UUV = Mund UNV =@, somuss U = @ oder V =@
gelten.

(1.37) Kommentar.

(a) Ein Raum M ist also genau dann zusammenhéangend, wenn die einzigen Teilmengen
von M, die zugleich offen und abgeschlossen sind, nur die leere Menge @ und die volle
Menge sind.

(b) Ein topologischer Raum ist zusammenhdngend, wenn er nicht homdomorph zu der
topologischen Summe U + V zweier nicht-leerer Teilrdaume U, V C M ist (Ubung).

(1.38) Beispiel. Das abgeschlossene Intervall I = [0, 1] ist zusammenhingend.

Beweis. Sei Il = ULV mit U # @ # V und setze a := sup(U), b := sup(V) (Vollstandigkeit
von R!). Da U C I abgeschlossen, I C IR abgeschlossen = U C R abgeschlossen = a € U.
Weil U offen ist = a =1, genausob=1= UNV # Q@ Y — [ist zusammenhéngend.

O

(1.39) Proposition. Seien M und N topologischer Raum, ® : M — N stetig. Ist M zusammen-
hiingend, so auch ®(M) C N.

Beweis. O.E.: @ surjektiv (sonst betrachte @' : M — ®(M) mit &'(p) := ®(p)). Seien nun
Vi,V C Noffenmit N = VUV, = M = ® H (V) Uud (V) = & (V) = @ oder
P! (V2) = @. Da @ surjektiv ist, muss also V; = @ oder V, = @, also: N zusammenhingend.

O

(1.40) Definition. Sei M ein topologischer Raum.

(a) Ein Weg in M ist eine stetige Abbildung « : I — M, I = [0,1]. Es heiit a(0) der
Anfangspunkt von « und «(1) der Endpunkt von «.

(b) M heifit wegzusammenhidngend, wenn es zu beliebigen p,q € M einen Weg « in M
gibt mit a(0) = p und a(1) = 4.

(1.41) Beispiel. M = R* = R\ {0} ist nicht wegzusammenhingend (Zwischenwertsatz).

(1.42) Bemerkung. Ist M wegzusammenhingend, so auch zusammenhéngend.

Beweis. Sei M = U UV mit U,V C M offen, U # @ # V. Wdhle p € U, g € V und einen
Weg a: I — M von pnach g. = [ = a~}(U) Ua" (V) = da I zusammenhingend ist
muss &~ (U) =@ odera {(V)=@: #,da0 e at(U),1eat(V). O

(1.43) Beispiel. Der Teilraum
1
M= {(t,sin?) eER*: t>0}u{(0y): ye[-11]}
ist zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéangend (Ubung).

11
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Abbildung 1.3.: Sinuskurve der Topologen

(1.44) Definition. Sei M ein topologischer Raum und p € M. Das System aller Umgebun-
gen wird mit A(p) C P(M) bezeichnet. Man nennt nun ein Teilsystem B(p) C 2A(p) eine
Umgebungsbasis von p, wenn es zu jedem S € 2(p) ein B € B(p) gibt mit B C S.

(1.45) Definition. Ein topologischer Raum heifit lokal wegzusammenhingend, wenn
jeder Punkt p € M eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhédngenden Mengen besitzt.

(1.46) Kommentar.
(a) Ein lokal wegzusammenhédngender Raum braucht nicht wegzusammenhéngend sein.

Beispiel: M = IR*.

(b) Ein wegzusammenhdngender Raum braucht auch nicht lokal wegzusammenhdngend
zu sein. Beispiel: (Ubung)
1

=0TV )(0) 1= swectevon pracha

01 11
32

Qo=

(1.47) Proposition. Sei M lokal wegzusammenhingend. Dann ilt: M zusammenhiingend <=
M wegzusammenhingend.

Beweis. ,<=": Siehe (1.45).
,—":Sei p € Mund U := U(p) die Wegkomponente von p, d.h.:

U(p) :=={x € M : 3 Weg von p nach x}

(also die grofite wegzusammenhangende Teilmenge von M, die p enthilt). Es ist U offen,
denn sei x € U. Sei V € U(x), V wegzusammenhingend = V C U. Klar ist weiter: Fiir
g € M ist entweder U(p) = U(g) oder U(p) NU(q) = @.

— M=U(p)u |J U).

q¢U(p)
\—v—/

offen

offen

= M = U(p) = M ist wegzusammenhingend. O

12
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(1.48) Beispiel. R” # R fiir n > 2.

Beweis. Angenommen ® : R — R” ist Homdomorphismus = ¥ := ®|R* : R* —
R*\ {®(0)} ist auch Homéomorphismus. Aber R* ist nicht (weg-) zusammenhéngend,
R"\ {p} (p = ®(0)) fiir n > 2 aber wohl: #. O

(1.49) Definition. Sei M ein topologischer Raum.

(a) Eine Familie (U;);c; von Teilmengen von M heifit eine offene I"Jberdeckung von M,
wenn alle U; offen sind (i € I) und M = ;¢ U; ist.

(b) Es heifit M kompakt, wenn M hausdorffsch und jede offene Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung hat.

(1.50) Kommentar.

(a) Ist M ein topologischer Raum, N C M und (U;);c; Familie offener Mengen von M mit
N C Ujej U;, so spricht man auch von einer offenen Uberdeckung von N. Es ist ja dann
V; := U; N N offen in N und (V;);¢; eine offene Uberdeckung von N im Sinne von (1.49).

(b) Durch Komplementbildung kann man eien dquivalente Beschreibung der kompakten
Rdumen so bekommen: M ist hausdorffsch und ist (A;);c; Familie abgeschlossener
Teilmengen mit (;c; A; = @, so gibtes iy, ...,i, € I, sodass A;; N...NA; = D ist.

(1.51) Proposition. Seien M und N Hausdorff-Riume und ® : M — N stetig. Ist M kompakt,
so auch ®(M).

Beweis. O.E.: @ ist surjektiv, ®(M) = N. Sei N = U;c; Vi, Vi € N offen. —= M =
Uier @ 1 (Vi) = Jiy,...,in € I:
n n
M=Jo (Vi) = N=JV. O
j=1 j=1

(1.52) Lemma.
(a) Sei M ein kompakter topologischer Raum und A C M abgeschlossen. Dann ist auch A kompakt.
(b) Sei M ein Hausdorff-Raum und K C M kompakt. Dann ist K abgeschlossen.

Beweis. Zu (a): Sei A; C A abgeschlossen, i € I und ;c; A; = ©@. Da A abgeschlossen
— A; € M abgeschlossen in M = Jiy,...,i, € I : ﬂ]’»lzl Ai]. = @, also A kompakt.

Zu (b): Sei p € CK = M\ K. Zu x € K wihle offene Mengen U, € A(x), Vy, € A(p) mit
U NVy = @. Weil K = Uyex Uy = 3x1,...,x, € K: K C Uy, U...UUy,. Setze V :=
Vi, N...NVy, =V €A(p) und VN K = @ = (K ist offen, also K abgeschlossen. O

(1.53) Kommentar. In einem kompakten Raum ist eine Teilmenge also genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen ist.

(1.54) Proposition. Sei M ein kompakter Raum und N hausdorffsch. Ist dann & : M — N
stetig und bijektiv, so ist ® bereits ein Homdomorphismus.

Beweis. Zeige: A C M abgeschlossen impliziert ®(A) abgeschlossen (= YU C M offen:
®(U) C N offen = &~ ! ist stetig, also ® Homéomorphismus). Sei A C M abgeschlossen.
Mit (1.51,a) ist A kompakt und mit (1.50) folgt, dass auch ®(A) kompakt. Mit (1.51,b) gilt,
dass auch ®(A) C N abgeschlossen ist. O
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(1.55) Definition. Sei M ein topologischer Raum und (x;,),en eine Folge in M. Ein Punkt
p € M heifit Hiufungspunkt von (x,), wenn in jeder Umgebung von p unendlich viele
Folgenglieder liegen.

(1.56) Lemma. Ein Punkt p € M ist Hiufungspunkt von (x,) genau dann, wenn er im Abschluss
aller Endstiicke der Folge liegt.

Beweis. Sei E, = {x,x,41,...} € M (n € IN) Endstiick.

,—": Sei p Haufungspunkt und S € 2A(p) beliebig. = SNE, # @. = p € E,, Vn €
N = p e NE,.

,=":Seip € Ny 1E,und S € A(p) = SNE, # @ = SN E; hat unendlich viele
Folgenglieder, d.h.: p ist Haufungspunkt. O

(1.57) Proposition. Sei M ein Hausdorff-Raum mit abziihlbarer Topologie. Dann gilt: M ist
genau dann kompakt, wenn jede Folge in M einen Hiufungspunkt hat.

Beweis. ,—": (xy) sei Folge, E, = {xu, Xn41,...} Endstiick. Fiir endlich viele ny, ..., n; €
IN ist stets ﬂ;-‘zl Ey # @, erst recht ﬂ;‘:l ETZJ # @ = (Kompaktheit) N,en En # @ = 3
Héufungspunkt von (xy,).

,<=":Sei (U;) ;] offene Uberdeckung von M. Sei (B, )%, Basis der Topologie von M. Sei

] = {kENI HikEIZ Bkgllik}, ]:{nl,nz,n3,...}.

= M = Uje; Ui = Ugej By, erst recht: M = U U, = U;-";l Uin]_. Also: Es existiert eine
abzéhlbare Teiltiberdeckung. O.B.d.A. sei daher: M = (J,_; U,, U, C M offen. Setze

Ve:=UU...UU,.

Angenommen: Es gibt keine endliche Teiltiberdeckung — Cv, # ©; wahle x,, € Cv,.
Sei p Haufungspunkt von (x,) = Im € N : p € U, C V,, = V,, € A(p), aber
Xy & Vi, Yn > m, also p kein Haufungspunkt von (x,) # . Es muss also doch eine endliche
Teiliiberdeckung existieren, also: M kompakt. O

(1.58) Proposition (Tychonoff). Sei I abzihlbar (oder endlich) und (X;)ic; Familie von
Hausdorff-Riumen mit abzihlbarer Topologie. Das Produkt M = [T;c; M; ist kompakt genau
dann, wenn M; kompakt ist, Vi € 1.

Beweis. M Hausdorffsch und hat abzadhlbare Topologie. Also ist auch [] My Hausdorff-
Raum mit abzédhlbarer Topologie.

,==": M kompakt. Die kanonische Projektion 7, : M — Mj ist stetig und surjektiv.
Damit ist auch 77(M) = My kompakt.

<"1 Sei (x(o'”))nE]N Folge in M — (xgo’n)) Folge in M; = d Teilfolge (x(l'”))

von (x(0m)
(x(lf’“))ne]N: (x(z’")) konvergent in My, sagen wir p, usw. Ist I endlich, I = {1,...,N}, so

konvergiert (x(N'”))neN in M (gegen p = (p1,p2,---,Pn)- Ist I = N, so konvergiert die

nelN

(xil’n)) in M; gegen p; konvergent. => 3 Teilfolge (x(™) on

neN - neN V'
Folge (X("M) _ in M gegen (p1,pa,...). Also ist M kompakt. O

(1.59) Beispiel.

(a) Sei M = [a,b] C R. Nach Bolzano-Weierstraf8 hat jede Folge in M einen Haufungspunkt
ist also kompakt.

(b) Sei Q = [-R, R]" C R". Wegen Tychonoff ist Q kompakt.

14
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(1.60) Proposition (Heine-Borel). Eine Teilmenge K C R" (n € IN) ist kompakt, genau wenn
sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis. ,,—": R" hausdorffsch, K C R" kompakt. Mit (1.51,b) ist K abgeschlossen.
K C R" = Upen B(O;n) = 3ny,...,nx : K C K C B(0;n1) U...UB(0;ng). Setzte
R := max{ny,...,ny} = K C B(0; R) = K ist beschrankt.

,<=": Sei K beschriankt. Also gibtesein R > 0: K C [-R,R]" = Q und Q kompakt;
K C Q abgeschlossen, also folgt mit (1.52,a), dass K kompakt ist. O
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Kapitel 2.

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

(2.1) Definition. Sei n € IN. Ein Hausdorff-Raum mit abzdhlbarer Topologie M heif3t
eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit , wenn jeder Punkt p € M eine offene
Umgebung besitzt, die homdomorph zu einer offenen Teilmenge des IR" ist.

(2.2) Kommentar.

(a) Man kann also eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n (manchmal auch mit
M" notiert) mit einer Familie (U;);c; offener Teilmengen iiberdecken, die homdomorph
zu offenen Teilmengen V; C R" sind, U; >~ V;,

M=JU.
iel

Man nennt dann eine Familie von Homéomorphismen

A= (¢;: U — Vi)

iel

einen (topologischen) Atlas fiir M. Die Mitglieder ¢; : U; — V; heiflen Karten und ihre
Umkehrungen (pi’l : V; = U, heifien lokale Koordinatensysteme auf M.

(b) Ist M" ein topologische Mannigfaltigkeit und 2% = (¢; : U; — V;);e; ein topologischer
Atlas, so nennt man fiir jedes Paar (7,j) € I x I (mit U; N U; # @) die Abbildung

Pij (P]'(ul' M Uj) — goi(lli N u]'), qoij(x) = ;0 go].*l(x),
eine Ubergangsfunktion des Atlas .

(c) Lokal ist also eine topologische Mannigfaltigkeit etwas Wohlbekanntes, global kann M"
sehr kompliziert sein. Ist %4 = (¢; : U; — V;) ein topologischer Atlas mit Ubergangs-
funktionen (¢;;), so kann man sich M" als (zunéchst disjunkte) Vereinigung der offenen
Mengen V; C R" vorstellen, bei denen man die Teilmengen Vj; := ¢;(U;NU;) C V;
vermoge ¢;; : Vji — Vj; ,zusammenklebt”:

(2.3) Bemerkung. Sei M" eine topologische Mannigfaltigkeit, A = (¢; : U; — V;)ies ein
topologischer Atlas mit Ubergiingen (@ : Vii — Vij). Auf der topologische Summe Q := Y1 Vi
definiere man eine Aquivalenzrelation durch

i(xi) ~ 1i(x)) = x; = ¢ii(x;))

(fiir iy © Vx — Q die kanonische Inklusionen, xy € Vi, k € I). Dann gilt, dass der Quotientenraum
Q := Q/ ~ homdbomorph zu M ist.
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KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Beweis. Sei ji : Uy — M die Inklusion k € I. Dann induzieren die Abblldungen jko !
Vi — M eine (eindeutig bestimmte) Abbildung & : Q — M mit

® o1 = jx o ¢; *, welche nach der universellen Eigenschaft der Sum- jio / X

mentopologie stetig ist. Ist nun ¢;(x;) ~ ¢;(x;), so ist

D(1i(x;) = jio gy (xi) = ¢; ' (xi) =
. ) A \ /

o7 (@iogi (%) = 97 (%)) = (o g; 1) (%)) = @(1(x))).-

Ist daher Q = Q / ~ und 7 : Q — Q die kanonische Projektion, so gibt es Q M
eine eindeutig bestimmte Abbildung ¥ : Q — M mit ¥ o r = ®, welche nach o

der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie stetig ist. Man priift i %
nun leicht nach, dass ¥ surjektiv, injektiv und auch ¥ ! stetig ist (Ubung). Q

Also ist ¥ ein Homdomorphismus. O

(2.4) Beobachtung. Ist M" eine topologische Mannigfaltigkeit, f : M — R und p € M, so
ist offenbar f genau dann stetig in p, wenn f|yo @' : V — R stetigin xg = ¢(p) € V C R”
fiir eine Karte ¢ : U — V um p ist, denn:

f stetig in p <= f|y stetig in p
<= f|u o ¢! stetig in x (denn ¢ ist ja Homoomorphismus).

Ist nun 2 = (¢; : U; = Vj)e; ein topologischer Atlas, p € U; N U; und ¢;; der Ubergang
ngl (Z,]), 8o ist fiir x € V]'l' = GD](UZ N U])

fop'(x) = fog opiog (x) = (Fop ) ogy(x),

und deshalb (natiirlich) f|y, o goj’l Vi - R stetig in x; = @j(p) genau dann wenn

flu, o golfl : Vi = R stetig in x; = ¢;(p) ist, denn g@;; : Vj; — Vj; ist ja Homdomorphismus.
Beachte nun: Fiir f|y, 0 ¢; ' : V; = R macht es auch Sinn daruber zu sprechen, dass
diese Abbildung differenzierbar in x; ist und diese Beobachtung wére bei Vorgabe von 2
unabhingig von der Wahl der Karte, in der p liegt, wenn alle Ubergange (pij: Vi = Vjj)
nicht nur Homdomorphismen wiren, sondern sogar Diffeomorphismen sind! Deshalb

(2.5) Definition. Sei M" eine topologische Mannigfaltigkeit.

(a) Man nennt einen (topologischen) Atlas 2 = (¢;) von M differenzierbar, wenn alle seine
Uberginge ¢;; differenzierbar sind.

(b) Zwei differenzierbare Atlanten 2 = (¢;)ic; und B = (¢;);c; auf M heiflen dquivalent,
wenn auch 2 + B := (¢;, §;)ic1,jej ein differenzierbarer Atlas ist.

(c) Eine Aquivalenzklasse c = [2] differenzierbarer Atlanten auf M heif3t eine differenzier-
bare Struktur auf M. Ein Paar (M, c) heifit eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

(2.6) Kommentar.

(a) Auf einer topologischen Mannigfaltigkeit kann es sehr viele verschiedene differenzier-
bare Strukturen geben. Z.B. ist M = RR sicher eine topologische Mannigfaltigkeit (der
Dimension 1) und folgende beiden Atlanten sind sicher differenzierbar:

=(¢: R—=R,px)=x), B=(:R—=R,px)=x>.
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Denn: 2l ist differenzierbar, denn der einzige Ubergang ist po ¢! =1: R — Rund 1
ist sicher differenzierbar. Ebenso ist 8 differenzierbar, weil auch B aus nur einer Karte
besteht. Es ist aber 2 + B = (¢, ¢) nicht mehr differenzierbar, denn p o p~1 : R — R,

poy~(x) =V,

ist nicht mehr differenzierbar (im Nullpunkt). Fiir die differenzierbare Strukturen
c1 = [A] und ¢, = [B] gilt also: ¢1 # c.

(b) Wir werden aber bald sehen, dass (R, ¢1) = (R, ¢2) , diffeomorph” ist, ndmlich vermoge
x — /x. (siehe 2.12)

(2.7) Beispiel.

(a) M = R" tragt die Struktur einer n-dimensionaler Mannigfaltigkeit. Man nehme den
Atlas 2 = (¢) mit ¢ : R" — R", ¢ = 1 (und setze ¢ = []). Das ist die Standard-
Struktur auf R".

(b) Ebenso wird jede offene Menge U C R" mit V:=Uund g =1: U — V (und A = (¢)
sowie ¢ = [2]) zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension n.

(c) Ist M" eine Mannigfaltigkeit und N C M offen, so trdgt N in natiirlicher Weise die
Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension n: Ist ndmlich 2 =
(¢; : U; — V;)ies ein Représentant der differenzierbare Struktur ¢ auf M, so betrachte
man einfach B := (¢; : U; — Vi)ie; mit U; := U;NN, V; := Im(¢;) C V; € R"
und ¢; := @j|g. Dann wird N zusammen mit ¢ := [B] zu einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit der Dimension 7 (und diese Struktur hingt nicht von der Wahl 2l € ¢
ab).

(d) Sei V ein (abstrakter) reeller Vektorraum der Dimension n. Sei dann (vy,...,v,) eine
Basis von V und ¢ : V — IR" der zugehorige Koordinatenisomorphismus, also

o) =x=(x},...,x") <= 0v=Y xv.

n
i=1

(Beachte: Komponenten eines Vektors x € IR” werden mit “Exponenten” bezeichnet:
L, x".) Versehe nun V mit der Topologie, so dass : ein Homdomorphismus wird,
d.h.: U C V sei offen, genau wenn ((U) C R”" offen ist. Damit ist V zunidchst eine
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. (Ubung: Diese Topologie hangt nicht
von der Basiswahl ab, weil lineare Isomorphismen S : R" — R" (S e Gl, (IR)) Homoo-
morphismen sind.) Definiere schlieflich (wieder) 2 := (1) und ¢ = [2]. Dann héngt
auch c nicht von der Basiswahl ab, weil lineare Isomorphismen sogar Diffeomorphismen
sind.

(2.8) Beispiel. Betrachte die n-Sphire (1 > 1)
"= {x c R"™: ||x|| =1}

(mit ihrer von R"*! induzierten Teilraumtopologie). Da R"*! (mit der Standard-Topologie)
hausdorffsch und von abzdhlbarer Topologie ist, ist 5" hausdorffsch und von abzédhlbarer
Topologie.

Ubrigens ist $” auch zusammenhingend (Ubung) und kompakt (nach Heine-Borel). Daher
kann man S" sicher nicht mit einer einzigen Karte ¢ : 5" — V C IR” {iberdecken, denn eine
nicht-leere offene Teilmenge V C IR" ist niemals kompakt.
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Betrachte nun N := (0,...,0,1) € " und S := (0,...,0,—1) € §" und die stereographi-
schen Projektionen

n n 1 n
"\ {N} >R ,p>—>71_pn+1(p1,...,p ),
n n 1 1 n
§"\{S} - R ,p>—>71+pn+1(p,...,p ).

Es sind ¢ und 1 stetig (weil Einschrankungen stetiger Abbildungen stetig sind) und auch

Abbildung 2.1.: stereographische Projektion der S?

bijektiv, denn

1

1 n
o ) s —
( )2 TP

(2x',...,2x", =1+ [|x[[), R* = §"\ {N}

bzw.
1

_ —
1+ [|x|[?

sind Inverse fiir ¢ und ¥ (Ubung). Sie sind offenbar auch stetig und schlieflich ist

5" = (8" \ {N}) U (5" \ {5}).
Damit ist S" eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 7.

Es ist aber 2 = (¢, ) auch differenzierbar, denn fiir die Ubergénge ¢ o ! bzw. o ¢!
von R" \ {0} nach R"\ {0} gilt (Ubung)

(x%, ..., 2" (2x!, ..., 26", 1 — ||x|?), R" — S"\ {S}

- _ x
poypl(x) =ypog (x) = =
Also ist (8", [(¢,9)]) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension .

(2.9) Definition. Sei (M, c) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, p € M. Eine stetige
Funktion f : M — R heifst differenzierbar in p, wenn fiir ein A € ¢ und eine Karte
@: U—V CR"ausAmitp € Ugilt: foe!: V — Rist differenzierbar in xo = ¢(p). Es
heifst f differenzierbar, wenn f differenzierbar in allen Punkten p € M ist.

(2.10) Kommentar. Wie in der Definition fiir den Begriff der differenzierbaren Mannig-
faltigkeit bereits vermerkt, ist diese Definition nun unabhdngig von der gewdhlten Karte
um p, denn fiir zwei Karten @1 : Uy — Vi und ¢y : Up — Va2 in p € Uy N Uy ist ja nun

fopy' = (fopr")o(piop,!) auf go(Uh N),

also differenzierbar in x, = ¢(p), genau dann wenn f o ¢; ' differenzierbar in x; = ¢;(p)
ist (mit ¢ Karte aus 2y, ¢, Karte aus 2, und 2(4,2(, € ¢).
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(2.11) Definition.

(a) Seien (M",[2]) und (N’,[B]) differenzierbare Mannigfaltigkeiten und p € M. Eine
stetige Abbildung ® : M — N heifst differenzierbar in p, wenn fiir eine (und dann
jede) Wahl von Karten ¢ : U — V C R*um pund ¢: U — V C R um ®(p) = q gilt,
dass

podogp l: R'De(UN® (U)) - VCR

differenzierbar in xg = ¢(p) ist.
(b) Es heifst & differenzierbar, wenn & differenzierbar in allen Punkten ist.

(c) Ist ®: M — N differenzierbar und bijektiv, so dass auch @1 : N — M differenzierbar
ist, so nennt man ® einen Diffeomorphismus. Es heifst M diffeomorph zu N, M = N,
wenn es einen Diffeomorphismus zwischen M und N gibt.

(2.12) Beispiel. Wir wissen bereits, dass ¢; = [(¢)] und ¢ = [(¢)] mit9g =1: R - R
und p: R - R, x — x3, zwei verschiedene differenzierbare Strukturen auf R liefert. Es ist
aber (R,c1) = (R, c2) vermoge @ : (R,c1) — (R,c2), p = /p, denn in den Karten lautet
diese Abbildungija po®ogp~!l: R — R,

, 3
po®ogi(x) =pod(x) = p(Vx) = (V¥) ==
und das ist sicher differenzierbar und auch ¢ o @1 oyp~! = 1. Also ist ® Diffeomorphismus.

(2.13) Kommentar.

(@) Ist f : M — R eine differenzierbare Funktion im Sinne von Definition (2.9), so ist f
offenbar differenzierbar im Sinne von (2.10), wenn man R mit seiner Standard-Struktur
(c = [(1)]) versieht und umgekehrt, denn fiir eine Karte ¢ auf M ist

fogp_lz]lofogo_l.

(b) Jede Karte ¢ auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist selbst ein Diffeomorphismus

(Ubung).

(c) Es ist tibrigens durchaus moglich, dass eine topologische Mannigfaltigkeit keine dif-
ferenzierbare Struktur tragt und auch, dass sie paarweise nicht diffeomorphe Strukturen
tragt. Ein spektakulédres Ergebnis von J. MILNOR (1956) ist, dass auf der S7 neben der
Standard-Struktur weitere (sogenannte exotische) Strukturen existieren (genau 27 Stiick
(Kervaire/Milnor 1963)).

(d) Ist M" eine Mannigfaltigkeit und N C M offen, so gilt offenbar fiir die induzierte
Struktur von (2.7,c), dass die Inklusion i : N < M differenzierbar ist.

(2.14) Konstruktion. Seien (M]?,c1) und (M52, c;) differenzierbare Mannigfaltigkeiten
und M := M X M, ihr cartesisches Produkt versehen mit der Produkttopologie.

(i) Esistdann M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 71 + 115, denn zunéchst
ist M hausdorffsch und von abzihlbarer Topologie, weil M; und M; es sind. Ist nun
p = (p1, p2) € M, so gibt es offene Umgebungen U; C M; von p;, U C M, von p;
und offene Mengen V; C R™, V, C R™ sowie Homdomorphismen ¢; : U; — V;
und ¢, : Uy — V,. Esist dann U := U; x U € M offene Umgebung von p, es ist
Vi=VixV, CR" xR™” =R"™ offenund esist p := @1 x o : U —V CR", n:=
ny + ny ein Homdomorphismus.
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(i) Istnun 4 € 1, Ay = ((le : Ui — Vli C R™);¢s ein Repréasentant fiir die differenzier-
bare Struktur ¢; auf M; und 2, = (go]2 : Ué — V2]) jeJ, 80 betrachten wir

A= (¢ x @h: Up x Uy = Vi x V) CR");iyery

und stellen fest, dass 2 ein differenzierbarer Atlas auf M ist und ¢ = [2] nur von c;
und c; abhédngt (nicht von Reprasentantenwahl 2(; € ¢; und 20, € c3). Damit ist dann
(M, c) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n = ny + ny.

(iif) Sind 711 : M — M und 7, : M — M, die kanonischen Projektionen, so gilt fiir eine
Karte(pl: u; — V; von M, @2 : U, — V, von M, und Q1 X @2 Uy xU - Vi x VW,
von M, dass z.B.

@107 0 ((p1 X (pz)fl : R"” 2 V1 X Vz — V1 g an], (xl,X2) — X1,
welches differenzierbar ist. Also sind 711 und 71, differenzierbar.
(2.15) Beispiel.

(a) Betrachte fiir M = S" den folgenden 2 - (1 + 1)-seitigen Atlas (der dem 2-seitigen Atlas
der stereographischen Projektion aus Nord- und Siidpol heraus dquivalent ist (Ubung)).
Sei

Ut :={peS": +p' >0}

und 17ii = IR". Betrachte nun die Zentralprojektion aus dem Nullpunkt heraus von Clii

auf
Hf={peR": p=+1} =R =V":

~ 17 17 n n 1 i— i n
@i : Uii—ﬂ/ii:]R , (L.t Hiﬁ(pl,...,p L™ pm

1

i1 i+1 1
plop et et

i
-1 1 P
. /|
gn P *9; (p)
yas
ui
Hf =R"

;- ist bijektiv und fiir die Umkehrung (¢7°)~"' : V¥ — U gilt:

- 1 . )
((Pft)_l (x) = 7(9(1,...,xl_1,1,xz,...,x”)

VI |lx]?
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(b) Setze nun fiir den projektiven Raum P" = 5"/ £:
U= {(p':...:p"tH) e P": p' £ 0}.

Weil l:vlljE kein Antipodenpaar enthilt, gilt fiir die kanonische Projektion 7w : §" —
IP", p + [p], dass 7|+ : U;" — U; ein Homdomorphismus ist. Man setzt nun als Karte
Q;: u, —» v, =R"
gi =t o (nlg ),
also
1
Pilp s =

Fiir die Uberginge ¢;; erhilt man dann bei i < j, dass

i-1 i+l n+1
Lo, PP ).

1 o - .
ij(x) = ;(xl,...,xZ Lttt 71,4, )

(Ubung, u. 4. bei i > j), also differenzierbar. Mit 2 = (g1, ..., ¢,+1) wird daher P" zu
einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit (Ubung: IP" ist hausdorffsch
und von abzdhlbarer Topologie). Die kanonische Projektion 7 : §" — IP" wird mit dieser
Struktur zu einer differenzierbaren Abbildung, sogar zu einem lokalen Diffeomorphis-
mus, d.h.: zu jedem Punkt p € §" gibt es offene Umgebungen U C §" von pund V C P"
von [p] = m(p), so dass r(U) = V ist und 7|y : U — V ein Diffeomorphismus ist. Fiir
p € U ist namlich mit den Karten ¢ von S” um p und ¢; von IP" um [p]

piomo (3)7 () = 3 o (nlg) Moo (57) 7 (x) = x,
also 7t|z+ : L~IZjE — Uj; ein Diffeomorphismus. O

(2.16) Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und I' eine Gruppe. Eine
Operation von I' durch Diffeomorphismen ist gegeben durch eine Abbildung ®: I' x M —
M,

(v p) = 7P
so dass gilt:

(a) Fiir jedes y € T ist die Abbildung ®.: M — M, p — .p, differenzierbar;
(b) fiir alle p € M gilt: 1.p = p;

() firalle y1,72 € T und p € M gilt: (1172).p = 711.(72.p)-

(2.17) Kommentar.

(a) Jedes ®,: M — M ist tatsédchlich ein Diffeomorphismus, denn fir ®,-1: M — M gilt:

D 0@ (p) =7 "(rp) ="y p=Lp=p=1(p)

und ebenso
@ry O q),\'/—l = ]l.

Also ist @, bijektiv und (®,) ' = @, 1.
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(b) Bezeichnet man mit
Diff(M) := {®: M — M : & ist Diffeomorphismus},

so wird Diff(M) mit der Verkettung von Abbildungen zu einer Gruppe. Ist ®: I' x M —
M eine Operation durch Diffeomorphismen, so ist die Abbildung

I' — Diff(M), v — ®,,

ein Gruppenhomomorphismus. Man spricht daher auch von einer Darstellung von T’
als einer Transformationsgruppe von M. (Man beachte aber, dass I' — Diff(M) nicht
notwendig injektiv sein muss.)

(2.18) Beispiel.
(@) Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension 7. Sei nun
I'=Aut(V):={T: V — V : T ist linearer Automorphismus}.
Dann operiert I' durch Diffeomorphismen auf V durch

T.v:=To.
(b) Sei
Ir=0(n+1)={A€Mat,;1(R) : A" A=1}
die orthogonale Gruppe. Dann operiert I' auf S” durch Diffeomorphismen vermoge
A.p:= Ap,

denn fiir A € O(n + 1) ist (Ax, Ay) = (x,y), fiir alle x,y € R""! und dem kanonischen
Skalarprodukt (x,y) = Y"; x'y/, also ist mit (p, p) = 1 auch (Ap, Ap) = 1.

(2.19) Definition. Sei I' eine Gruppe und M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Es
operiere I' auf M durch Diffeomorphismen.

(a) Fir p € M heifit dann
Ip={ypeM:yel}CM

die Bahn (oder der Orbit) von p unter I

(b) Fiir p € M heifit
Iy:={yel:yp=p}CT

die Standgruppe in p.
(2.20) Kommentar.
(a) Operiert I' auf M, I ~ M, so ist M disjunkte Vereinigung seiner Bahnen, denn
p~qgi=—=qel,
ist eine Aquivalenzrelation (p = 1.p; g =vp =7 'q=pg=mpr= 149 =

r = (7172).p). Besteht M aus nur einer Bahn, d.h.: T'p = M, fiir ein (und dann fiir jedes)
p € M, so sagt man, dass I transitiv auf M operiert.
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(b) Zunéchst priift man ohne Miihe nach, dass I', C I eine Untergruppe ist (Ubung). Fiir
jede Bahn I'p C M erhélt man dann eine bijektive Abbildung durch

op: T/ Ty = Tp, 0p([7]) = 1P, "i /
Qp

r/T,
denn fiir zwei Reprasentanten 1, y» der gleichen Linksnebenklasse gibt es offenbar ein
6 €T, so dass yp = 16 ist und daher ist

T2p = (Mé)p =m.0.p) = 1p,
——
=P
also ist ¢, wohldefiniert. Es ist ¢, nach Konstruktion surjektiv und auch injektiv. Ist
I', = {1} fiir alle p € M, so sagt man, dass I frei (oder fixpunktfrei) operiert. Alle
Bahnen sind dann (vermoge ¢,) Kopien von I'.

(2.21) Beispiel.

(a) Die Operation von Aut(V) auf V fiir einen (endlich-dimensionalen) reellen Vektorraum
V hat offenbar genau zwei Bahnen, namlich {0} und V' \ {0} (Ubung).

(b) Es operiert O(n + 1) offenbar transitiv auf 5", denn sind p, g € S" beliebig, so erginze
man p =: e; zu einer Orthonormal-Basis (e, ...,e,4+1) von (IR”“, (—, —)) und g =: fi
zu einer Orthonormal-Basis (fi,..., fu+1) und betrachte gerade das A € O(n + 1),
welches durch Ae; = f; (i =1,...,n 4 1) gegeben ist. Insbesondere ist

Ap=Ae = fi=4g.

(c) Die Standgruppe von O(n +1) auf S” im Nordpol N = (0, ...,0,1) ist (offenbar) gegeben
durch

Es ist also (zundchst als Menge):

"~ O(n+1)/0(n).

(2.22) Definition. Sei ®: I x M — M eine Operation einer Gruppe I' auf einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit M durch Diffeomorphismen. Man sagt, dass I' eigentlich
diskontinuierlich auf M operiert, wenn es zu jedem Punkt p € M eine offene Umgebung
U € M von p gibt, so dass fiir alle 7,9 € T mit ¢y # 7/ gilt:

@, (U) NP, (U) =D.
(schreibe: ¢ (U) := @, (U) = {y.x : x € U}.)

(2.23) Bemerkung. Ist I' endlich und operiert T frei auf M, so operiert I eigentlich diskon-
tinuierlich.
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Beweis. Sei p € M. Dann ist y.p # ~'.p fir v # o (yp = 7vp = (Y y)p =
Y lrp) =Y )= (V) p=lp=p=17"1r=1=v=1).DaM
hausdorffsch ist, existieren offene Umgebungen U, C M von +.p, die paarweise disjunkt
sind, U, N U, = @ fiir v # v (da T endlich ist). Sei nun

U:=) v H(U,).
yerl

Dann ist p € U, U ist offen (da I endlich) und

y(U) € vy N (U,) C U,

also
Y(U) N (U) CU,NU,y =D fiir v # .

Also operiert I' eigentlich diskontinuierlich. O
(2.24) Beispiel.
(@) T =Z,(=2Z/2Z) = {£1} operiert auf $" durch Punktspiegelung im Zentrum,
x+1l.p:= Lp,
also eigentlich diskontinuierlich.

(b) I' = Z" operiert auf M = R" durch Translationen eigentlich diskontinuierlich vermoge
Ypi=p+.
Ist namlich U := B(p; %), so ist
y(U) Ny (U) =2
fiir v # o' (Ubung).

(2.25) Definition. Sei I' ~ M eine Operation einer Gruppe I' auf eine differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M. Fiir p,q € M sei p ~ g, wenn es ein y € I' mit g4 = 7.p gibt. Man nennt
dann den Quotientenraum M/~ den Bahnenraum von M (unter I') und schreibt auch M/T.

(2.26) Satz. Es operiere T auf einer Mannigfaltigkeit M eigentlich diskontinuierlich. Sei rt: M —
M /T die kanonische Projektion und sei M := M /T hausdorffsch. Dann gibt es auf M

M die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so dass folgende universelle Por
Eigenschaft erfiillt ist: Ist N differenzierbare Mannigfaltigkeit, so ist eine stetige Abbil- nl \
dung ®: M — N genau dann differenzierbar, wenn ® o 7r: M — N differenzierbar M 3N
ist.

(2.27) Kommentar. Da ® = 1: M — M differenzierbar ist, ist insbesondere 7t differen-
zierbar.

Beweis. (i) M ist topologische Mannigfaltigkeit: M ist nach Voraussetzung hausdorffsch.
Weiter ist 1: M — M eine offene Abbildung, denn fiir ein offenes U C M gilt

@)= @)
rer offen, weil
D,: M—M Homoo.

26



DIFFERENTIALGEOMETRIE

(iii)

Sei (B,,) eine abzahlbare Basis von M. Setze dann B, := 71(B,). Dann gilt (Ubung)
(Bu)nen ist eine Basis der Topologie auf M. Also hat auch M abzihlbare Topologie.
Sei weiter p € M und p € 7 !(p) also p = [p], p = p(p). Dann gibt es eine offene
Umgebung Uj, so dass gilt

1(Up) Ny (Up) =@ fiir y # . (2.1)

Nach eventueller Verkleinerung von fli; existiert nun eine Karte cﬁﬁ: ﬁﬁ — \7]3 C R"

von p. Setze nun U, := 7r(U;) € M. Da 7 offen ist, ist U, C M offen und wegen (2.1)

ist 77| : ljlf, — U, zunidchst injektiv. Aber surjektiv ist es sowieso, stetig auch und
P

wegen der Offenheit damit sogar ein Homoomorphismus. Setze schliefllich

Qp: Uy = V= Vf; CR", ¢, := 5;70 (n‘ﬁﬁ)_l’

Damit ist also M eine topologische Mannigfaltigkeit (der Dimension n = dim(M))
und 2 = (¢,: U, — V,)pem ein topologischer Atlas.

Behauptung: 2 ist sogar differenzierbarer Atlas. Seien nun py,p» € M, so dass
U() = llpl N llpz 75 @ und pPo € U,,l N Upz. Sei U1 = Uﬁl N 7'[_1(UQ), UZ = uﬁz N
7 (Uo), po := (7tluy,) " (po), Po := (7lgg,) " (po). Da 7t(Po) = po = 7(p,) ist, existiert
ein v € I'mit py = 7.po. Es ist nun 71|, o v = 7|y, (in einer Umgebung von po) und
mit g1 := @y, P2 1= Pp,, P1:= @5, und @z := @5, gilt dann
- ~ - ~ 1y -1
@209, (x) =(20 (nlg,) o (gro(nlg) ™) (¥
=20 (7t]g,) "o (7lg,) 097 ' (2),

=Y

fiir alle x aus einer Umgebung von py. Also ist ¢, o ¢; ' differenzierbar in xo = ¢1(po),
weil ¢1, 9> und vy Diffeomorphismen sind. Also ist 2 ein differenzierbarer Atlas.

Noch zu zeigen: ®: M — N differenzierbar <= ® o 71: M — N differenzierbar.
“—" Mit der eben definierten Struktur ¢ = [2] wird 71: M — M differenzierbar, denn

fiir p € M und p := 71(p) € M existiert ein v € T, so dass p = 7.5 (wo p = p(p)). In

den Karten ¢ um p, $ um p und §o ! =: ¢ um p wird die Abbildung 7 bzgl. ¢
und ¢:
pomof  =gomo(goy )
= (¢o(nlg) ) omoyog ' =1,
\;;[./
also differenzierbar. Da Kompositionen von differenzierbaren Abbildungen wieder

differenzierbar sind (Ubung), folgt, dass mit einem differenzierbaren ® auch ® o 7t
differenzierbar ist.

“<="Ist &: M — N stetig, so dass ® o 7t differenzierbar ist und p € M, so ist ®
in p differenzierbar, weil fiir die Karte ¢ := ¢, um p, eine beliebige Karte i um
q:= ®(p) € N und der Karte g5 um p = p(p) € M gilt:

Ppodo gofl =gpodo (7‘[0 (7‘[|L~I)71) Oqt)f1
T-/

-1 ~_
=po(Pomo(go(nly)) =yo(@omog
denn @ o 7t ist in p differenzierbar. O
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(2.28) Beispiel.

(a) Fir M = 8" und T = Z,, sowie der natiirlichen Wirkung von I' auf M, erhilt man
tir M/T gerade den projektiven Raum P" (Vergleiche die Konstruktion in (2.15) und
(2.26)).

(b) Sei M =R" und I = Z" operiere durch Translation. Dann ist also R" /Z" eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit und vermoge

Q:R"/Z" - T" =8 x... xS CC", [(tr,...,t)] = (&7, e70),
ist T" = R"/Z" (Ubung).

(2.29) Motivation. Eine Untermannigfaltigkeit M" C R"** der Dimension 7 ist eine
abgeschlossene Teilmenge M C R"*k, so dass jeder Punkt p € M eine offene Umgebung
U C R"*¥ besitzt mit einer differenzierbaren Abbildung F: U — R, so dass gilt

(i) F1(0)=MnU,
(ii) DF,: R"** — R hat den Rang k.
Es heifit dann TM,, := ker(DF,) C R"** der Tangentialraum von M in p und es war
TM, = {&(0) € R"™* : a: (—¢,e) = M" glatt (C*), a(0) = p} C R**

der Raum der Tangentenvektoren an Kurven auf M durch p.

Problem: Wie soll man “TM,,” an eine abstrakte Mannigfaltigkeit definieren?

Idee: Fasse jeden Tangentialvektor § = &(0) € TM,, C R"** als eine Richtungsableitung
von Funktionen f: W — R auf, die auf einer offenen Umgebung W C M von p definiert
sind,

£() = | (e

Beachte: ¢ ist R-linear und eine Derivation, d.h.

¢(fg) =¢(f)-g(p)+ f(p)-¢(g),

denn mit LEIBNIZ ist

Sl WUgenw=5| ((en @m0
= (Fou)(0) - (320)(0) + (f 02)(0) - (3 02)(0)
= 8(f)g(p) + f(p)E(8)-

(2.30) Definition. Sei M" eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 7. Ein dif-
ferenzierbarer Atlas A = (¢;: U; — V;);cr heist C®-Atlas, wenn alle Ubergéinge @i C-
Abbildungen sind. Zwei C*-Atlanten 2 und B heiflen dquivalent, wenn 2 + 5 auch noch
C*-Atlas ist. Eine Aquivalenzklasse ¢ = [2l] ist eine C*-Struktur auf M. Ein Paar (M, c)
heifit dann eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n.

(2.31) Kommentar.

(a) In offensichtlicher Weise definiert man nun glatte Funktionen f: M — R und glatte
Abbildung ®: M — N fiir glatte Mannigfaltigkeiten M und N.
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(b) Fiir jede offene Teilmenge U C M, M eine glatte Mannigfaltigkeit, schreiben wir:
EU):={f:U—R: fistglatt} (auch C*(U)=E(U)).
Es ist £(U) eine R-Algebra vermoge:

(f+8)p):=f(p)+g(p), (f-8)p):=f(p)- 8p),
(Af)(p) =Af(p), f,gc &), AER.

(2.32) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Auf der mengentheo-

retischen Summe Y eq () €(U) definieren wir folgende Aquivalenzrelation: Fiir f € £(U)
_ U offen ~
und ¢ € £(U) sei f ~ g, wenn es ein offenes W € (p) mit W C U N U gibt, so dass

flw = glw ist. Die Quotientenmenge £,(M) := (L E(U))/~ heift der Raum der glatten
Funktionskeime von M in p.

(2.33) Kommentar.

(a) Fiir einen Funktionskeim s € £,(M), der von f € £(U) reprasentiert wird, schreiben wir
s = fp = [f] € Ex(M). £,(M) erbt von £(U), U € A(p), die Struktur einer R-Algebra,
in dem man diese reprdsentantenweise definiert:

fr+8p= <f+g>p/ Afp = (/\f)p/ fr-8p:= (f‘8>p fir f e E(U), g € 5(ﬁ)

(und f +g,fg € E(UNU)), A € R und priift (leicht) nach, dass dies wohldefiniert ist
und &,(M) zu einer R-Algebra macht.

(b) Die R-Algebra A := EP(M), p € M, kommt zudem mit einem Auswertungshomomor-
phismus ¢: A — R, namlich f, — f(p) =: f»(p) was offensichtlich auch wohldefiniert
und ein Homomorphismus ist. Man beachte, dass man einen Keim s € £,(M) nicht in
Punkten g # p auswerten kann.

(2.34) Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und &,(M) die R-Algebra
der glatten Funktionskeime in p.

(a) Ein R-Vektorraumhomomorphismus §: £,(M) — R heif3t eine Derivation auf £,(M),
wenn fiir alle f,, g, € £,(M) gilt:

¢(frgp) = S(fp)8p(P) + fr(p)E(8p)

(oder: &(st) = &(s)o(t) + 0(s)E(t), Vs, t € E,(M)).

(b) Ein Tangentialvektor an M in p ist eine Derivation auf £,(M). Die Menge aller Tangen-
tialvektoren

TM, := Derg (§,(M),R) := {Z: £,(M) — R : ¢ ist Derivation}
heifit der Tangentialraum von M in p.

(2.35) Kommentar. Fiir jede R-Algebra A mit einem Algebra-Homomorphismus ¢: A —
R ist

Derg(A,R) = {¢: A — R, ¢ ist R-linear und derivativ,
d.h.: &(ab) = &(a)o(b) + o(a)i(b), Va,b € A}
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ein R-Vektorraum vermoge

(61 +G2)(a) := Ga(a) + a(a)
(A-8)(a) :==A-&(a)

Es ist also TM,, = Derg (£,(M), R) ein R-Vektorraum.

(2.36) Beispiel. Ist ¢ > 0 und a: (—¢,¢) — M eine glatte Kurve auf M durch p, d.h.
«(0) = p, so wird durch §: £,(M) — R,

() =3 (Fomt)

dtf,
ein Tangentialvektor definiert, denn ¢ ist offenbar linear und auch derivativ (siehe (2.29))
und auch wohldefiniert. Wir schreiben &(0) := ¢ € TM, und nennen dies den Tangen-
tialvektor der Kurve & an p.

(2.37) Beispiel. Sei M" glatte Mannigfaltigkeit, p € M und ¢: U — V C R" eine Karte
um p mit ¢(p) =: xo € V. Firjedes j € {1,...,n} definiert man:

9
oxJ »

(foe)(x)

X=Xq

ad
1 E M) = R, fp = Fyi

Es ist %‘p offenbar R-linear (denn (f +g)o¢ ! = fop ' +gogtund (Af)og ! =

A(f o ¢~1)) und auch derivativ, denn mit LEIBN1Z ist

aax]- (fp-gp)=ai]- (fgoqfl):aax]- (fog ' -gog™)(x)
p X=xp X0
= 2] (Fop ) gop )+ (fop D) o] (g9 )
= 3u, ) 8D ) 5] ()

und wohldefiniert sowieso, weil man bei solchen Ableitungsoperatoren, dhnlich wie in
Beispiel (2.36), die Funktion f nur in einer ,infinitesimalen” Umgebung von p zu kennen
braucht, d.h. nur den Keim f,,.

Wir nennen %hﬂ € TM den j-ten Koordinatenvektor bzgl. der Karte ¢. Beachte: Ist
a: (—g€) — M die Kurve a(t) = ¢~!(xo + tej) (¢ > 0 klein genug), so ist gerade % , =
@(0), denn

0

3], o000 = g (Feo bt

(wo (e, ..., e,) die kanonische Basis von R" ist).

(2.38) Bemerkung. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und ¢: U — V C R” eine
Karte um p. Dann ist die Familie der Tangentialvektoren (a%l lps--s % |) linear unabhéngig.

Beweis. Sei x/: V — R die j-te Koordinatenfunktion x — x/ und 7/: U — R, 7/ := xJ/ 0 ¢.

Dann gilt fiir %|p: Ey(M) — R:
w 0 firi#j)

oxi

0

ox’
] e — —_
. (75) ox’

(7 09 )(x) = ==

X0
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Ist also

d

1
A ox"

=0
p

+.. .+ A"
P

ox!
so insbesondere

n
_ 7y i
0=0(m)) = i;)\ o

. noo. _
(7[;7) = 2/\15{ =M,
p i=1

also ist (% lpreees % p) linear unabhiangig. O

(2.39) Vereinbarung. Wir vereinbaren ab hier die Einsteinsche Summenkonvention, die
besagt, dass falls in einer Formel ein Index doppelt auftaucht, und einmal oben und unten
steht, so wird tiber diesen (von 1 bis n = dim M) summiert.

(2.40) Problem. Wenn TM,, = Der (£,(M), R) wirklich ein adequates Konzept fiir den

Tangentialraum von M an p sein soll, muss (%\p, eeey, % p) auch Erzeugendensystem sein,

also dimg TM,, = n. Auf den ersten Blick wirkt dies vermessen. Man beachte aber, dass die
Derivations-Eigenschaft folgendes liefert:

(a) Ist A € Rund A, € £,(M) der von der konstanten Funktion M — R, p — A, induzierte
Funktionskeim, so ist fiir jede Derivation ¢: TM, — R

c(Ap) =E(A-1p) = A6(1p)
wegen der R-Linearitdt und
g(lp) = é(lp : 1p) = é(lp) : 1p(P) + 1p(P) -@(1;7) =2- é(lp)
Y
folgt, also

E(Ay) =0, VA €R.

(b) Sind f,,gp € (M) mit f,(p) = 0= gp(p), so ist

g(fpgp) =C(f) '8P(P) ‘|‘fp(P) “3(8;7) =0.
—— N~

=0 =0

Eine Derivation ¢ ermittelt also gewissermafien nur, was ein Keim ,,in 1.0rdnung” (bei
p) macht.

(2.41) Lemma. Sei V C R" ein sternformiges Gebiet bzgl. p = 0, d.h.: mit jedem x € V ist auch
die Strecke {tx € R" : t € [0,1]} in V. Sei g: V — R eine glatte Funktion. Dann gibt es glatte
Funktionen hy, ..., h,: V — R, so dass fiir alle x € V folgendes gilt:

g(x) = (0) + hy(x)¥.

(2.42) Kommentar. Man beachte, dass nach der Produktregel

)
25.(0) = hy(0)

ist.
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Beweis von (2.41). Man setze hj: V — R,
1 9g

Dann ist i auch glatt und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist:

(x) — (0)_/1 Do) ar = /1ag(tX)'xjdt
8 8 - 0 d_tg Kette;regel 0 ox/
1 9g ‘ ,
— -3 R A ]
([ Z0s) 4=t :

(2.43) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann ist fiir jedes p € M der
Tangentialraum TM, an M in p ein reeller Vektorraum der Dimension n. Ist ¢: U — V C R" eine

. a . . . . . a a . .
Karte in p und 55|, der induzierte j-te Koordinatenvektor, so ist (5x |y, ..., g5 |p) eine Basis.

Beweis. (i) Lineare Unabhingigkeit: (2.38)

(ii) Erzeugendensystem: Sei { € TM,, beliebig, ¢: U — V C R" eine Karte um p, ¢(p) = 0
und V sternformig bzgl. 0 € R". Das kann man nach einer eventuellen Translation mit
der Karte und einer eventuellen Verkleinerung der Karte (z.B. auf einen Ball V = B,(0)
(mit & > 0)) immer annehmen (Ubung). Seien € &y(U) die j-te Koordinatenfunktion

bzgl. ¢, also 77/ = x/ o ¢. Wir setzen M := &(71,) und behaupten:

]
¢ ox/ p

Sei dazu s € £,(M) beliebig, f € £(U) ein Reprisentant und ohne Einschrénkung nach
eventueller Verkleinerung von U bzw. U sei U = U, also s = f,. Sei g := fogp™' €
E(V). Mit (2.41) gibt es glatte Funktionen h, ..., h, € £(V) mit

g(x) = g(0) + hj(x)x/, Vx € V.

Also ist: 4 ,
f=gop=gop(p)+ (hjoo)(x ogp)=f(p)+H
mit H; := hjo ¢ € £(U). Wegen 7/ (p) = x/(0) = 0 folgt nun:

2(f) = E((F(p)), + () 7))
= &(f,(p)) +&((H))p) - Th(p) +(H)p(p) - E(rt))
~—— ~——

N——
=0 =0 =\

und andererseits:

242) 0 0
Hi(p) = Iy{o(p)) = (0) = 550) = 55| (£

Fiir alle f, € £,(M) gilt also:

3

¢(fp) =N o (fp)
P
also 3
&= AJ@' ]
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(2.44) Kommentar.
(a) Die Dimension einer Mannigfaltigkeit M # @ ist also eindeutig bestimmt:
dim M = n = dimr TM,, Vp € M.

(Es ist auch richtig, dass die Dimension einer topologischen Mannigfaltigkeit eindeutig
definiert ist, weil fiir zwei offene Mengen V C R"” und V' C R" gilt: Sind V und V'
homoomorph so ist n = n’. Das ist ein Resultat der , Algebraischen Topologie”, siehe
z.B. [SZ])

(b) Jeder Tangentialvektor taucht als Tangentenvektor einer geeigneten Kurve auf. Ist
ndmlich ¢ € TM, beliebig, ¢: U — V C R” eine Karte und A!,...,A" € R so, dass

E=MN aixf ist, so betrachte die Kurve a: (—¢,e) — M,
P

a(t) = ¢~ (tA)

(A:=(Al,...,A") € R"). Es ist dann fiir alle f, € £,(M):

(O = 5| (Fem =G| (Foe () | (roe - G| ()
9
=V 3],
also
. ;0
K(0) = A -
Also:

TM, = {&(0) € Derg (,(M),R) : a: (—¢,¢) — M glatte Kurve mit a(0) = p (¢ > 0)}

(2.45) Vereinbarung.

(a) Ist ¢: U — V C R" eine Karte auf einer glatten Mannigfaltigkeit, so schreiben wir ab
jetzt oft nur noch x: U — V, wo “x” auch die Koordinate fiir V bezeichnet.

(b) Sind x: U — V C R" und y: u—v C R" zwei Karten und U N u # @, so schreiben
wir fiir den Ubergang yox': x(UNU) — y(UNU) ebenfalls nur kurz y (oder

y=y(x)).
(c) Ist z.B. f: M — R eine glatte Funktion und x: U — V eine Karte von M, so schreibt

man fiir die lokale Beschreibung f o x™': V — R oft ebenfalls nur f (oder f(x)) und
benutzt keinen neuen Buchstaben.

(2.46) Bemerkung. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und seien x und y zwei
Karten um p, xo = x(p), yo = y(p). Dann gilt fir allei,j =1,...,n:

9
ay/

o
p Y

.9
o ax!

d

[
p ox

d

ay

_
p oax!

X0 14
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Beweis. Nenne (nochmal einmal) ¢ = x: U — V, ¢ =y: U — ‘7~und ohne Einschrankung;:
U=Uundt=gog :V = V.Seis € £(M), f € £(U) mit f, = s und ohne
Einschrinkung: U = U. Dann ist (ohne Einschrankung ¢(p) = 0 = y(p), also 7(0) = 0):

d d _
@p(fp)—@p(foq’ = axl (foyp~'or),
weil T o ¢ = ¢ ist = (Kettenregel)
ot/ ot/
1
)= s o9 S| = 50 ay] (),
also .
0 ot/ d
| == .= O
oxt|, ox'|y dy|,

(2.47) Kommentar. Ist M glatte Mannigfaltigkeit, p € M und hat { € TM,, bzgl. einer
Karte x die Darstellung (A!,...,A") € R", dh.: & = A’ %|p, und bzgl. einer Karte y die

Darstellung ¢ = w/ - % |p, so transformieren sich die Koordinaten A, 4 € R" so:
y/

i ox’! ;
=3y == (o),
denn:
d . 0 0x! d
A R S R R .2
A ax’ c=wm oy, ”ayf(y(]) oxt’
also nach Koeffizientenvergleich
i ox'! ;
=3y == (yo) .

(2.48) Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M.

(a) Der Dualraum des Tangentialraums ist der Cotangentialraum von M in p:

TM,, := {n: TM — R : 7 linear}.

(b) Ist x: U — V C R" um p und ist (%|p,... 9.|,) die zugeordnete Basis von TM,

7 axrl
aus Koordinatenvektoren, so wird mit (dx! |p,...,dx"|,) die dazu duale Basis von T™;

bezeichnet, also:
0
dx’ —
“o (ax] p

):5; (1<ij<n).

(2.49) Kommentar.

(a) Sind x und y zwei Karten um p, xo = x(p), yo = y(p) mit Ubergingen y = y(x) bzw.
x=ux(y), sogilt furallei,j=1,...,n

i

oy - ox ,
dy]\p— ( 0) - dx'|p, dxl|p:a—y].(yo)-dy]]p,
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(b)

(©)

denn
- d
] _

dy ‘P (axi )

(und dhnlich fir dxi|p).

: oy* 0
> dy ’P <8xi (x()) ayk

Ist 7 € TM,, ein Cotangentialvektor mit Komponenten (A1,...,An) bzgl. einer Karten
x und Komponenten (y, ..., u,) bzgl. einer Karten y, so transformieren sich diese
(vergleiche (2.47)):

oy
A= 5 (o)
denn aus .
i j ay/ i
M|y =1 = pdy'lp = pj5 5 (x0) - dx'l
folgt:

ay/ ,
A= yja—};(xo) (i=1,...,n).

Man beachte die Feinheit mit der Schreibweise der Indizes oben und unten: In Matrix-
Schreibweise transformieren sich die Koordinatenvektoren A, 4 € IR" von Tangentialvek-
toren (kurz: Vektoren) ¢ € TM,, bzw. Cotangentialvektoren (kurz: Covektoren) 7 € TM;

so:
(oY _[ox
Sei A = (W<X0)>i,j und B = (8yf(y0)>

ij

Dann ist B = A~!, denn fiir den Koordinaten-Wechsel y = 7(x) ist

Jac(2) o) = (35 )

ox/
und oy
Jac(t™1) (y0) = (a;wo))
und

Jac(x ") (yo) = (Jac()(x0))

wegen To 7! = 1 und der Kettenregel. In Index-Schreibweise liest sich das so:

oy’ oxk ;
i (10) 55 (40) =
Also ist:
i o j -1
M=o W=A=Bu=A"p (247)
y yo
oy

A (xo)pj =N ="p A= A="Ap = ‘Bl u (2.49)

T oxd

Die Tatsache, dass man die Transformationsmatrix A (bzw. B) nicht nur invertieren,
sondern auch noch transponieren muss, ist in der Indexschreibweise , versteckt”.
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(2.50) Motivation. Also nichstes sollen “Felder” von Tangentialvektoren und Covektoren
eingefiihrt werde: Setze dazu

T™M:= Y TM, TM":= Y TM;,
peEM peM

sowie
m:TM — M, n(¢) = p <= € TM,

bzw.
m: TM — M, () = p =15 € TM,,

Es heifst 7: TM — M das Tangentialbiindel von M und 7r: TM* — M das Cotangential-
biindel von M. (TM und TM* sind hier zundchst nur Mengen.)

(2.51) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M offen.

(a) Eine Abbildung X: U — TM heifit Vektorfeld auf U, wenn fiir alle p € U gilt, dass
X(p) € TM, ist, also 7o X = 1y ist.

(b) Eine Abbildung w: U — TM* heifst Differentialformen auf U, wenn fiir alle p € U
gilt, dass w(p) € TM;; ist, also:
mow = 1.

(2.52) Beispiel. Sei M glatte Mannigfaltigkeit, U C M offen und x: U — V C R" eine

Karte. Man definiert dann die Koordinatenvektorfelder % :U—>TM (G =1,...,n) durch

d d
Q(P) = o ,

und die Koordinaten-Differentialformen dx’: U — TM?*,
dx'(p) := dx'|,.
(2.53) Kommentar.

(@) Ist x: U — V C R" eine Karte auf M und X ein Vektorfeld auf U, so gibt es wegen
Satz (2.43) eindeutig bestimmte Funktionen &',...,&": V — R, so dass gilt:

(Genau genommen bedeutet das mit der Kartenbezeichnung ¢:

i 0 i 9
X={logg g, also X(p) =oglp) 551 )
P

(b) Entsprechend gibt es fiir eine Differentialform w auf U, wenn x: U — V C R" eine
Karte ist, eindeutig bestimmte Funktionen 74, ...,%,: V — IR, so das

w = n;(x)dx
ist.
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(c) Seien X: U — TM bzw. w: U — TM* ein Vektorfeld bzw. eine Differentialform auf U
und x und y Karten auf U, x: U = V, y: U — V C R", sowie

d

9 ‘
= & )
X=Caa K=,

mit &: V — R und #/: V — R. Dann ist wegen (2.47)

.ooxt
i 9%
¢ 3y U
(streng genommen: ¢’ o T(y) = g—;(y) -1/ (y), wenn x = 7(y) der Kartenwechsel ist).
Ahnlich ist fiir ' ‘
w = &i(x)dx" = 1;(y)dy’
nach (2.49): ‘
oy’
Gi = 5l

(2.54) Definition. Sei M glatte Mannigfaltigkeit und U C M offen.

(a) Ein Vektorfeld X: U — TM auf U heifst glatt, wenn fiir alle Karten x: U—VCR"
(mit UNU = Q) gilt: ist X| ;g = gi% mit &: x(UNU) — R, so muss & glatt sein fiir
i=1,...,n

(b) Eine Differentialform w: U — TM* auf U heifst glatt, wenn fiir alle Karten x: Uu—vc
R" (mit UNU = Q) gilt: ist w7 = 7:dx’ mit 7;: x(UNU) — R, so muss 7; glatt sein
furi=1,...,n.

(2.55) Kommentar.
(a) Sei U C M offen. Wir bezeichnen

X(U) :={X: U — TM : X glattes Vektorfeld auf U}

und
Q(U) :={w: U - TM" : w glatte Differentialform auf U}.
(b) Man beachte, dass X(U) bzw. Q(U) vermoge
(X1 + X2)(p) := Xa(p) + Xa(p), (AX)(p) := A - X(p),
(w1 +w2)(p) == wi(p) + wa(p), (Aw)(p) := A - w(p)
nicht nur zu einem R-Vektorraum wird, sondern mit
(f-X)(p) := f(p)- X(p) bzw. (f-w)(p):= f(p)-w(p),
mit f € £(U), sogar zu einem & (U)-Modul.

(c) Ist x: U — V C R” eine Karte, so gilt X(U) = £(U)" bzw. Q(U) = £(U)" als £(U)-
Moduln, in dem man X € X(U) gerade seine Komponentenfunktionen ¢*,...,&" € £(U)
(genauer &' ox,...,&" o x) zuordnet,

d

¢ dx!
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(dhnlich fiir Q(U)). Ist U C M kein Kartengebiet (z.B. wenn M kompakt und U = M
ist), so kann die (Modul-)Struktur von X(U) bzw. Q(U) sehr viel komplizierter sein
als £(U)". Zum Beispiel kann fiir die 2-Sphire $? der £(5?)-Modul X(S?) nicht frei
vom Rang 2 sein, d.h.: X(S?) % £(S?)?, denn sonst gibe es eine Basis (X;,X»), d.h.
(X1(p), X2(p)) miisste in jedem Punkt p eine Basis von TM,, sein (Ubung). Nach dem
Igelsatz (vgl. Anhang A) hat aber jedes glatte Vektorfeld auf S? eine Nullstelle.

(2.56) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, U C M offen und f: U — R eine
glatte Funktion. Fiir jedes p € U definieren wir das Differential von f in p durch

dfp: TMp = R, dfy(§) :=¢(fp),
und das (totale) Differential durch
df: U — TM", df(p) := df,.
(2.57) Bemerkung. Sei M glatte Mannigfaltigkeit, U C M offen und f € £(U).
(a) Esist df eine glatte Differentialform, df € Q(U);

(b) Ist x: U — V C R" eine Karte auf M und bezeichnet f € £(V) mit V := x(UNU) C
V C R" auch die lokale Beschreibung von f (genauer f o x~1), so gilt fir df die
Koordinatenbeschreibung;:

of —Ldx',

df’llﬁfl ox!

Beweis. Offenbar istdf,: TM, - R, — ¢ ( fp), linear, also df, ein Covektor in p, also df
eine Differentialform auf U. Ist x: U — V eine Karte, p € U N U, so ist mit xp = x(p) €
V=x(UnNUu)CV.
> )
p oxi

also df, = —(xo)dxl\p, also: df| ;g = a—fdx Insbesondere ist df glatt, df € Q(U). O

(Fox = g

(2.58) Kommentar.

(a) Fiir eine offene Menge U C R” und eine glatte Funktion f: U — R betrachtet man
haufig den Gradienten von f,

grad(f) = <8f . af) u—mR"

oxl”" " 9xn
als ein Vektorfeld auf U. Bemerkung (2.57) (oder die Kettenregel) zeigt aber, dass
bei einem Koordinatenwechsel x = 7(y) sich die Komponenten des Gradienten der

Funktion g = f o T wie die Komponenten einer Differentialform (und nicht wie die
eines Vektorfeldes) transformieren:

9 _ of |

ayl ~oxi ayf
also mit ,
af . ox'
= 5 = 50

Auf einer glatten Mannigfaltlgkelt hat man daher keinen Gradienten im Sinne einer
Abbildung ,grad: £(U) — X(U)”, sondern nur ein totales Differential

d: £(U) = QU), f — df.

f

38



DIFFERENTIALGEOMETRIE

(b) Ist x: U — V C IR" eine Karte auf M, so hat man insbesondere die Koordinatenfunktio-
nen f = x' (frither mit 7’ € £(U) bezeichnet) und daher nun zwei Definitionen fiir die
Ausdriicke dx' € Q(U) (einmal ist (dx!|,,...,dx"|,) duale Basis zu (%]p,..., a% )
ein anderes Mal ist nach (2.56) dx;(é) = (x;)), die aber tibereinstimmen wegen

(xo = x(p)):
e 3

(2.59) Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, ®: M — N eine glatte
Abbildung, p € M und q := ®(p). Wir definieren das Differential von ® in p durch

(xp) = g (10) = & = dx'ly <8x1

>,v1§i,j§n.

P p

D®,: TM, — TNy, D®,(¢)(gy) := {f((go @)p),
g eTMy, g, € E(N) (und g € £(U), U C N offene Umgebung von g, g ein Reprisentant
vons =g, € E(N)).
(2.60) Kommentar.

() D®, (&) ist wohldefiniert, denn reprasentiert ¢ € £(U) und § € £(U) den gleichen
Keim in g, g; = &, so représentieren auch go ® € £(®!(U)) und go ® € £(P1(U))
den gleichen Funktionskeim in p, (g0 ®), = (g0 ®),.

(b) Esist D®,: TM, — TN, eine lineare Abbildung:

Dq)P(Cl + 52) :Dqu(§1) + Dq)P(gZ)I 61/ €2 € TMp
D®,(AZ) =A - D&, (%), AER, € TM,.

(2.61) Bemerkung. Seien M", N" glatt, ®: M — N glatt, p € M und q = ®(p) € N.
Seien x: U - V C R" und y: U — V C R’ Karten um p bzw. g, xo = x(p), vo = v(q)
und ®(U) C U. Sei schlieBllich ®: V — V die Koordinatenbeschreibung von ® bzgl. x
und y (also genauer y o ® o x~!). Die Matrix der linearen Abbildung D®, bzgl. der Basen
(%hq, .., 3%|p) von TM, und (aiylhi' e, %r\q) von TNj ist dann die Jacobi-Matrix von ®

d oD/ )
oo () - 5

Beweis. Zwei Tangentenvektoren 7,77 € TN, sind bereits dann gleich, wenn sie auf den

in xg, also:

q

Keimen der Koordinatenfunktionen iibereinstimmen, 1 (y}) = 77 (y{,) (j=1,...,r) (vgl Satz
(2.43)),

i d
_ Jy 2
1 =1(yq) o,
Esistaber firk=1,...,r:
0 P r B r 1 ok
Dq}”(axi) (%,) ﬁp((l/ oq))p) @xoy OqDOx/ W( 0)
=k
oD/ oD/ oy~ oD/ 0 x
= i(xo)'(s]k: i(xo ":< i(xo)i' )(yq)
ox ox ay/ ox oy |,
0 oD/ 0
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(2.62) Beispiel.

(a) SeiV ein endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum mit seiner nattirlichen Mannigfaltigkeit-
Struktur. Dann ist fiir jedes v € V der Tangentialraum TV, kanonisch isomorph zu V
vermoge

Aot V > Vi, Ay () 1= % (0+ tw)
t=0

(dh: Ay(w) = &(0) fiir a(t) = v+ tw, t € R).

(b) Identifiziert man insbesondere R mit TIR; vermoge A¢: R — TIR, fiir jedes t € R, so gilt
fiir eine glatte Funktion f: M — R (M glatte Mannigfaltigkeit), dass

Dfp = Ap(p) 0 dfy
(kurz: Df, = df;), Ubung.

(2.63) Bemerkung. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, ®: M — N glatt, p € M
und D®,: TM, — TN; ihr Differential in p, g := ®(p). Ist = &(0) € TM,, fiir eine glatte
Kurve a: (—¢,€) — M durch p, so ist:

D&, (&(0))= () (0).

Beweis. Seis = g, € £(N) beliebig, ¢ € £(V) ein Vertreter, V € 2(q) offen. Dann ist mit
B:=doa:

D, (4(0)) (5) = &(0) (g0 ®)y) = & (go®)on))

_ jt 0 (g0B)(t) = B(0)(gy),

also D@, (4(0)) = B(0). O

(2.64) Definition. Sei M"** eine glatte Mannigfaltigkeit und N" C M abgeschlossen. Es
heifit N eine Untermannigfaltigkeit der Codimension k von M, wenn gilt: Fiir jedes
p € N gibt es eine offene Umgebung U C M von p und eine glatte Abbildung F: U — R,
so dass gilt:

(@ NnU={xelU: F(x) =0}

(b) rg(DF;: TM, — TRk = = RF) = k.

(p)
Ist k = 1, so spricht man von einer Hyperflache.

(2.65) Satz. Sei N* C M"** eine Untermannigfaltigkeit der Codimension k in M"** und
i: N < M die Inklusion. Dann ist N (zusammen mit seiner Teilraumtopologie) eine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension n und es gibt genau eine glatte Struktur auf N, so dass fiir eine

beliebige stetige Abbildung ®: P — N (P glatte Mannigfaltigkeit) gilt: ® ist glatt genau dann,
wenn io ®: P — M glatt ist (universelle Eigenschaft).

(2.66) Kommentar.

(a) Insbesondere zeigt das Beispiel ® = 1: N — N, dass die Inklusion i: N — M selbst
glatt ist.
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(b) Fir den Beweis erinnern wir an den impliziten Funktionensatz: Ist U C Rk =
R" x R¥ offen, F: U — R* glatt, (x,y0) € U, xg € R", yo € R¥, mit F(xo,10) = 0 und

oF

det <> (XQ,y()) #0,
Y ) 1<ij<k

so gibt es offene Umgebungen V C R" von xo, W C R¥ von y, so dass V x W C U ist

und eine glatte Funktion h: V — W, so dass fiir alle (x,y) € V x W gilt:

F(x,y) =0 <=y = h(x).

Beweis von (2.65). (a) Sei N C M Verse~hen mit der ;l”eilraumtopologie, p € Nund UcCM
offene Umgebung von p, sowie F: U — R mit UN N = F~1(0) und rg(DF,) = k.

Sei (nach eventueller Verkleinerung von U) ¢: U — U C R"** eine Karte um p. Dann
gilt fiir G := Fog~1: U — R¥: G(x0,y0) = 0, wo (x0,0) = ¢(p) sei, und

oG!
det (ayj(xo,yo)> # 0,

1<i,j<k

1

wenn die Anzahl der Koordinaten yl, .. .,yk (aus x1, ..., x"tk) geeignet ist, denn die

volle Funktionalmatrix

oG!
( W > 1<i<k (x0,y0) hat vollen Rang k.
1<j<n+k

Wir nehmen o.E. an, dass yl, eee, yk die letzten k Koordinaten von x!, ..., x ist, yi =
x" (i =1,...,k). Nach dem impliziten Funktionensatz gibt es also offene Umgebungen
V C R" von x9, W C RF von yo mit V. x W C U und ein glattes h: V — W mit

G(x,y) =0<=y=nh(x), V(x,y) €V xW.
Setze nun
V:i=Nne YV xW)
und

1p:17—>V§IR”,1,b::7rogo

wo 7t: R"%F — R” die Projektion auf die ersten n Koordinaten xl ..., x" ist. Es ist
V C N offene Umgebung von p, V C R" offene Umgebung von xo und ¢: V — V ein

Homdoomorphismus, denn
VoV, xm ! (x,h(x))

ist sein stetiges Inverses. Als Teilraum von M ist N hausdorffsch und von abzdhlbarer
Topologie. Also ist N topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 7.

(b) Man versehe nun N mit dem Atlas

<l/)p3 Vy = Vp)pen
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wie oben beschrieben. Dann sind die Ubergénge 1, o ¥, L 1/Jp(17p N Vq) — %(VP N Vq)
alle glatt, denn: Sei o0.E. Vp = Vq —:V C Nund V = NN U. Es ist dann Pgoy: Vy =V,
gegeben durch

Pro (%) = pgo @, (x,hp(x)) = 150 95 0 9, (%, hp()),

WO 774 R"* — R" die Projektion auf die Koordinaten ist, mit der die Karte i, gebaut
ist. Da hy, glatt ist, g5 0 ¢! glatt ist und 77, glatt ist, ist g, o , ! glatt. (Man setze dann
c=[A].)

(c) Die universelle Eigenschaft folgt aus der Tatsache, dass eine stetige Abbildung ®: U —
V CR", U C R™ offen, genau dann glatt ist, wenn mit einer glatten Funktion h: V —
W C R* die Funktion ¥: U — V x W C R"™, z — (®(z),h o ®(z)) glatt ist (denn
O =70 ‘I’) O

(2.67) Kommentar.

(a) Man beachte, dassi: N — M nach Definition der Teilraumtopologie ein Homdomorphis-
mus auf sein Bild ist (klar), dass 7 injektiv ist (ist auch klar) und dass i eine Immersion
ist (Ubung), d.h.: Di,: TN, — TMp injektiv ist, denn bzgl. der obigen Karten ¢ von N
um p und ¢ von M um p ist

poioyp ! (x) = (x,h(x)),
also

Jac(poioy 1) (x) = <]ac(];n(x)>

und damit
dim(ker Diy) = n —rg(Di,)
— n—rg(Jac(goiop ™)) (xo)
=n—-n=0.
(b) Allgemein nennt man eine glatte Abbildung ®: N — M eine Einbettung, wenn ¢
e injektiv,
e immersiv,
e Homoomorphismus auf das Bild ist.

Es gilt dann, dass ®(N) C M eine (nicht notwendig abgeschlossene) Untermannig-
faltigkeit von M ist (siehe (3.40)).

(2.68) Definition. Eine glatte Abbildung ®: M — N heifit eine

(a) Immersion, wenn D®,: TM,, — TN¢(p) injektiv ist, fiir alle p € M;
(b) Submersion, wenn D®,: TM, — TN@(p) surjektiv ist, fiir alle p € M.
(2.69) Vorbereitung.

(@) Sind M, N und P glatte Mannigfaltigkeiten, ®: M — N und ¥: N — P glatte Abbil-
dungen, so ist auch ¥ o ®: M — P auch glatt und fiir alle p € M gilt (mit g = ®(p)):

D(Y o ®), = DY, 0 D®,

(Kettenregel, Ubung).
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(b) Es folgt insbesondere fiir jeden Diffeomorphismus ®: M — M, dass fiir jedes p € M
das Differential D®,: TM), — TMg/, ein Isomorphismus ist, denn D(1m), = L1m,

p)
und aus @~ o ® = 1 folgt:

Iy, = D(1m)p = D(@ ) g(p) 0 DDy,
also D®, Isomorphismus mit:

(D®,) " = D(cp_l)@(rﬂ)‘

(2.70) Satz. Seien M"** und P¥ glatte Mannigfaltigkeiten und ®: M — P eine glatte Abbildung.
Sei q € P, so dass N := ®~1(q) # @ ist und D®,: TM,, — TP, surjektiv ist, fiir alle p € N (g
heif$t dann ein regulirer Wert von ®). Dann ist N C M eine Untermannigfaltigkeit der Codimension
k.

Beweis. N = ®~1(gq) C M ist abgeschlossen, da ® stetig. Sei p € N und ¢: U — V C RF
eine Karte um g € P mit ¢(q) = 0 € V. Dann gilt fiir die Abbildung F: ®~1(U) — Rk,

F:= q)O@’@—l(u).
Fist glatt, F~1(0) = NN®~}(U) und
DF, = D(g 0 ®), = Dg, 0 D®,.

Da ¢: U — V ein Diffeomorphismus ist, ist Do, : TP; — TIRS =~ RR¥ ein Isomorphismus. Da
D®, surjektiv ist, ist daher auch DF,: TM, — RR¥ surjektiv. Also ist N C M Untermannig-
faltigkeit der Codimension k. O

(2.71) Beispiel.

(a) Ist f: R"! — R glatt, M = f~1(0) # @ und grad(f)(x) # 0, fiir alle x € M, so ist
M C R"*! also eine Hyperfliche. Z.B. gilt das fiir M = S", denn fiir

fla) = lIx|* -1

ist grad(f)(x) = 2x # 0, Vx € S". (Dies gibt dann eine glatte Struktur auf 5", die mit
der bekannten iibereinstimmt (Ubung).)

(b) Betrachte ®: Mat, R = R” — Sym R = R2"("t1), &(A) = 'A- A, wo Mat, R der
Vektorraum aller (1 x n)-Matrizen (mit reellen Eintrdgen) und Sym, R den Unterraum
der symmetrischen Matrizen bezeichnet. Wir behaupten, das 1 € Sym, R ein reguldrer
Wert von @ ist. (Ubung: Berechne D®; : Mat,(R) — Sym, (R), B — ‘B + B, D®y(B) =
$1,—0®(1 +tB).) Es folgt:

O(n) = @7 1(1),

die orthogonale Gruppe, ist eine Untermannigfaltigkeit der Codimension %n(n +1)
und daher nach (2.67) eine Mannigfaltigkeit der Dimension

1 1 1 1
2_ 1 _ 2t Ao Lo
n nn+1)=n n—on= n(n—1).
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Kapitel 3.

Dynamische Systeme

(3.1) Motivation. Ein dynamisches System auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ordnet
jedem Punkt p € M ,,seine Dynamik” ¢(p): I(p) — M zu, dass ist eine glatte Kurve

t— ¢(p)(t) = ¢'(p),
wo I(p) = (t—(p),t+(p)) ein offenes Intervall in R ist mit 0 € I(p), also
t-(p) € [-0,0), t; € (0,09

und ¢°(p) = p ist. Dabei verlangt man die Vertriglichkeitsbedingung: Fiir alle p € M und

teI(p) gilt:
s€I(¢'(p)) <= s+tel(p)

und

s+t(p)'

9 (9'(p) = ¢
Auflerdem soll die Zuordnung p — ¢(p) ,glatt” sein.

(3.2) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein dynamisches System auf M ist
gegeben durch eine glatte Abbildung ¢: () — M, so dass gilt:

(a) O C M x Rist offen, M x {0} C Q und fiir jedes p € M ist I(p) := m(QN ({p} x R))
zusammenhdngend (wo 7;: (2 — R die Projektion auf den zweiten Faktor ist);

(b) Fiiralle p e Mund t € I(p) ists € I(¢'(p)), genau wenn s + t € I(p) ist und dann gilt:

S+t(P)-

P’ (¢'(p) = ¢
(3.3) Kommentar.

(a) Da die Projektion 12: () — R eine offene Abbildung ist, ist also I (r) € R offen und
zusammenhingend mit 0 € I(p), also I(p) ein offenes Intervall

I(p) = (t-(p),t+(p))
mit
t_(p) =[~00,0), ti(p) € (0,00].

t_(p) heist der Anfang von p, t.(p) das Ende von p.
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(b) Beachte, dass fiir p,q € M die Kurven

¢y =Im(g({p} xI(p))) =M

und C, entweder gleich sind (falls es ein t € I(p) gibt mit ¢'(p) = q) oder disjunkt,
C,NCy =@, dennistr € C, NCyalsor = ¢'(p) = ¢°(q), so ist

g=9¢"q) =9 "(q) = ¢ (¢°(q)) = (1)

also g € C, und damit C; = C,,.
(c) Da () € M x R offen ist, ist auch fiir jedes t € R
Diy:={peM:tecl(p)}

offen, denn ist (p, t) € (), so gibt es offene Umgebungen U C M von p und | C R von
t,so dass U x | C Q) und damit (g,t) € O, fiir alle g € U das ist: g € D; = U C D;.
Definiert man dann

¢': D — M, p = ¢'(p),

so ist das Bild gerade D_; C M, denn 0 € I(p) und damit —t € I(¢'(p)), also Im(¢’) C
D_t,und ist g € D_4, so ist p := ¢~ (g) ein Urbild von g unter ¢'.

(3.4) Bemerkung. Esist Dy = M und fiir jedes t € R ist ¢': D; — D_; ein Diffeomorphis-
maus.

Beweis. Da 0 € I(p), fur alle p € M, folgt: Dy = M. Da ¢ glatt ist und die Inklusion
it: Dy = M, p > (p,t), auch, ist auch ¢! = ¢ o i! glatt. Schlieflich ist wegen ¢° = 1, und

Vertrdg.Bed. ;.
4

9 o9 (p) =9 (¢'(p)) (r)=¢"(p)=p

und

gop ' (p)=p
¢! invers zu ¢'. O
(3.5) Kommentar.

(@) IstI =R, fiiralle p € M, also QO = M x R, so nennen wir das dynamische System
4 p y y
global. In diesem Fall ist also D; = M, fiir alle t € R, und

0: R — Diff(M), t — ¢'

ein Homomorphismus, d.h. die Gruppe (IR, +) operiert auf M durch Diffeomorphismen
vermoge

O:RxM— M, (t,p) — tp=¢(p).

Beachte aber, dass hier nicht nur fiir jedes feste t € R die Abbildung ¢': M — N glatt
ist, sondern sogar ,das ganze ®“. (R ist eben nicht nur eine Gruppe, sondern zudem

eine Mannigfaltigkeit.) Man nennt dann die Familie (¢');cRr eine 1-Parametergruppe in
Diff(M).



DIFFERENTIALGEOMETRIE

(b) Im Allgemeinen (auch wenn das System nicht global ist), nennt man die Familie
(¢': Dt = D_t)ter
von Diffeomorphismen den zugeordneten Fluss von ¢.

(3.6) Definition. Sei ¢ ein dynamisches System auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Dann
nennen wir X: M — TM,

X(p):= | ¢'(p) €TM,
das zugehorige Vektorfeld auf M.
(3.7) Bemerkung. X ist glatt, X € X(M).

Beweis. Sei p € M und x: U — V C R” eine Karte um p. Da ¢ stetig ist und ¢°(p) = p,
existiert ein ¢ > 0 und eine Umgebung U C M von p mit ¢'(q) € U, fiir t € (—¢,¢) und
g € U. Ohne Einschrankung: U C U. In der Karte (x,f) von Q C M x R um p von M sei ¢
dann beschrieben durch

o(x,t) = (9 (x,t),..., 9" (x,1)) €V, V:i=x(U) CV, ¢/ € E(V x (—¢,¢)).
Fiir die Kurven t — ¢'(g), g € U, t € (—¢,¢), folgt dann in Koordinaten, dass

ol 0 0" 0
q q

ist (Ubung). Da aa—q;j(—,O) € £(V) ist, ist also X glatt auf U, insbesondere um p. Da p beliebig
war, folgt: X € X(M). O

(3.8) Bemerkung. Sei ¢ ein dynamisches System auf M und X € X(M) sein zugeordnetes
Vektorfeld. Dann gilt fiir alle p € M und sogar fiir alle t € I(p):

d d s
chf(p) = E(Pt(p) (Z ds % (P))

s=t
Beweis. Sei p € M und t € I(p). Dann gilt wegen der Flusseigenschaft ¢°*' = ¢° o ¢':

d d

X(Pt(p) = 1 . (Ps(q)t(p)) = ds

d

d
t+s _

¢'(p) = 59'(p). -

s=0 s=t

(3.9) Kommentar.

(a) Istx: U — V C R" eine Karte auf M und X|y; bzgl. dieser Karte durch
X|u = 8-> mit gl € £(V), j=1,...,n
ax] 7 4 7
gegeben, und ¢|;, (—e,) (mit eventuell verkleinerten U und ¢ > 0 klein genug) durch

p(x,t) = (gol(x,t),...,q)"(x,t)) und ¢/ € E(Vx(-g¢),j=1,...,n
gegeben, so losen also die Kurven

(—ge) > VCR", t— (9'(x,t),..., 9" (x,1))
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die gewohnliche Differentialgleichung auf V, die durch
#=¢l(x)

: , kurz: x = ¢(x)
" =g"(x)

gegeben ist, zum Anfangswert x, denn

dg/ 8) 4 ,
d—(i(x,t) EAY (p(xt),j=1,...,n

und
¢(x,0) = x.

(b) Man hat deshalb gute Chancen das dynamische System ¢ auf M durch Integration der
gewohnlichen Differentialgleichungen.

p=X(p)

auf M, d.h.: durch Losen der gewohnlichen Differentialgleichung in den Karten x von
M,
x=¢(x)

(wog=(¢',...,¢")und X = Cf% ist) zuriick zu gewinnen.
(3.10) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X € X(M).

(a) Man nennt eine glatte Kurve a: I — M, I C R ein offenes Intervall, eine Integralkurve
(oder auch eine Losungskurve) fiir X, wenn fiir alle t € [ gilt:

(b) Sie heifst maximal, wenn fiir jede Integralkurve f: ] - M von X mitI C J, ] C R
offenes Intervall in R, und B|; = a gilt: ] = L.

(3.11) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, X € X(M) und p € M. Dann gibt es genau eine
maximale Integralkurve a: I — M von X mit 0 € I und a(0) = p.

(3.12) Vorbereitung. Ist x: U — V C R", X|y = ¢2% und af,1(yy: «~1(U) — U dort
gegeben durch x(t) = (x'(t),...,x"(t)), so ist a Integralkurve, wenn ¢ — x(t) die gewdhn-
liche Differentialgleichung

x=¢(x)auf V

(fir alle Karten x von M) 16st. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-
Lindeldf existiert eine solche Losung zundchst auf dem Definitionsgebiet U einer Karte
x: U — V um p (und dort auch maximal). Es ist aber nicht so klar, wie man diese Losung
dann (sozusagen {iber etliche andere Karten hinweg) zu einer maximalen Losung auf M
fortsetzt.

Beweis von (3.11). Wir notieren eine Losung «: I — M von

q:Xq
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auf M mit Anfang «(0) = p mit (I, «). Es ist dabei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I.
Nach dem Existenzsatz von Picard-Lindelof existiert wenigstens eine solche Losung (Io, ao),
in dem man auf einer Karte x: U — V C R” um p das System

1= ¢(x), x(0) = xo
d

mit xo = x(p) und X|y = Ci@, 16st. Seien nun (I,«) und (], B) zwei Losungen. Dann
ist I N | wiederum offen und zusammenhidngend mit 0 € I N ], also ein Intervall um 0.
Betrachte die Teilmenge

K:={telIn]:a(t)=pB(1)}.
Dann ist zundchst K # @, denn 0 € K, da «(0) = B(0) = p ist. Es ist weiter K C I N ]
abgeschlossen, denn die Diagonale

A={(pgeMxM:p=gq} CMxM
in M x M ist fiir einen Hausdorff-Raum abgeschlossen (Ubung) und die Abbildung
(,): INT = MxM, t (aft),B(t))

ist stetig. Deshalb ist auch
K=(a,p) Y (A)CIN]T

abgeschlossen.

Es ist K C INJ aber auch offen, denn ist ty € K, so wihle eine Karte x: U — V
(diesmal) um g = a(ty) = B(tp). Dann gibt es eine Umgebung Iy C IN] von fy, so
dass a(Iy) C U, B(Ip) € U ist, und, wenn «|;, durch x(t) = (xl(t),. .., x"(t)) und By,
durch (y'(t),...,y"(t)) beschrieben werden, x,y: Iy — V die gewdhnliche Differential-
gleichung # = ¢(x) auf V zum Anfangswert x(f)) = xp (mit xo = x(gq)) 16sen (wo
E=(&,...,8": V - R"mit X|y = 5% ist). Nach dem Eindeutigkeitsteil im Satz von
Picard-Lindelof ist damit x(t) = y(t), fir alle t € Iy, d.h.: [y C K.

Da I N ] zusammenhidngend ist, folgt: K = I N ] (also a|in; = Bliny)-

Sei nun (I, «;);c; die Familie aller Lésungen von X zum Anfang p (J eine Indexmenge). Man
setze
Imax = J L, &max: Imax = M, max(t) := (1)
i€l

fireinj € | mitt € I;. Dann ist Imax tatsdchlich offen, 0 € Inhax, und amax wohldefiniert
in dem Sinne, dass die Definition nicht von der Auswahl von j € | abhdngt, denn je zwei
Losungen aj : [;; = M und aj,: [;, - M mit t € I;; N I;, stimmen in ¢ {iberein. Ist daher
to € Imax und jo € ] mit ¢y € [, so stimmt amax auf ganz [;; mit a;j;: [;, — M tiberein und
ist deshalb dort Losung von 4§ = X,. Also ist amax (liberall) Losung.

Nach Konstruktion von (Imax, ®max) ist klar, dass (Imax, ®max) maximale Losung ist und
auch, dass sie die einzige maximale Losung ist. O

(3.13) Kommentar.

(a) Wir nennen ein dynamisches System ¢: () — M auf einer glatten Mannigfaltigkeit
maximal, wenn gilt: Ist ¢: () — M ein weiteres dynamisches System auf M,Q) 2 )
und ¢|n = ¢, soist Q = Q.

(b) Ist nun X € X(M), so fassen wir alle maximalen Integralkurven (Imax(p), #max(p)) nun
wie folgt zusammen: Setze zunachst

Q:={(pt) e MXR : t € Imax(p)} CMxR
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und dann ¢: Q = M,
o(p,t) = ¢'(p) := amax(p) (1)

(3.14) Bemerkung. Sei X € X(M) und ¢: Q) — M wie unter (3.13, b) definiert. Dann ist ¢
ein maximales dynamisches System auf M.

(3.15) Vorbereitung.

()

(b)

50

Ist V C R" offen und ¢: V — R” ein glattes Vektorfeld, so gilt, dass die maximalen
Losungen von

X =¢(x)auf V (3.1)

auch glatt von den Anfangswerten abhangen (vgl. Analysis III), genauer: Ist xg € V,
so gibt es ein ¢ > 0 und eine offene Umgebung W C V von xy, so dass fiir alle x € W
die maximale Losungskurve von (3.1) zum Anfangswert x € W, t — ¢'(x), mindestens
auf dem Intervall (—¢, ¢) existiert, und die Abbildung W x (—¢, &) = V, (x,t) — ¢'(x),
glatt ist.

Beweis von (3.14). Wir priifen zunichst die Flusseigenschaft (3.2, b): Sei also p € M
und t € I(p) := Imax(p). Betrachte dann die Kurven

w: I(¢'(p)) = M, s+ ¢°(¢'(p))

und
B: (t-(p) —t,te(p) —t) = M, s ¢*"(p),

wobei nun I(p) = (t—(p),t+(p)) mit t_(p) € [—00,0) und t;(p) € (0,00] und wir
—00 —t := —oo und 400 — t := 4-oo0 fiir alle t € R verstehen wollen. Es sind nun beide
Kurven Integralkurven zu X zum gleichen Anfangswert g = ¢(p), denn

d d
6 = 100 = L)) = Kot = Xt = Kuto
und
B'(s) = i(PSH(P) . @7 (p) = Xport(y) = Xg(e)-
ds ds|, .. ot (p) B(s)

Es sind auch beide Kurven maximal: &« nach Definition, weil es die maximale Inte-
gralkurve zum Anfang g = ¢'(p) ist, und B, weil es die in der Parametrisierung um ¢
verschobene Integralkurve zum Anfang p ist. Nach (3.11) folgt: « = j, also:

I(9'(p)) = (t-(p) =t t4(p) — 1)
und fiir alle s aus diesem Intervall gilt:
¢ o9 (p) = ¢ (p)- O

Wegen der glatten Abhéngigkeit der Losung der Differentialgleichung x = ¢(x) auf
einer offenen Menge V C R" (und einem glatten Vektorfeld ¢ auf V) ist nun () zunéachst
offen, dann ist (po, o) so wihle man eine Karte x: U — V C R" um qo := ¢"(pg) € M.
Waihlt man dann € > 0 und eine offene Umgebung W C V von xj := x(q), so dass

x=¢(x)auf V
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fur alle x € W Losungen zum Anfangswert x mindestens auf dem Intervall (—¢, ¢)
hat, so zeigt die Konstruktion der maximalen Losungskurven amax(q), dass mit U :=
x~1(W) C U die offene Umgebungen ¢ (U) x (—¢, &) noch ganz in Q liegt, denn

()
9" () =9 9 (p) )
~——
el fiir peg~fo(U)
Schlieflich ist nach Konstruktion I(p) = Imax(p), also zusammenhédngend mit 0 € I(p).

(c) Da sich ¢ in lokalen Koordinaten durch die Losung einer gewohnlichen Differential-
gleichung x = (x) beschreibt, t — ¢'(x), W x (—¢,€) — V (vgl. (3.15)), ist 9: Q - M
eine glatte Abbildung.

(d) Tstnun ¢: QO — M ein weiteres dynamische System mit Q2 Qund ¥|q = ¢, so hat ¢
das gleiche zugehorige Vektorfeld X wie ¢, denn fiir X, braucht man ¢ nur auf einer
Umgebung U X (—¢,¢) von (p,0) € O zu kennen und dort stimmen ¢ und ¢ tiberein.
Ist nun p € M und I(p) das Definitionsintervall von ¢ — 9(t, p), so ist auch diese Kurve
Integralkurve von X (siehe (3.8)) zum Anfangswert p, also ist I(p) C I(p). Das gilt fiir

alle p € M und damit Q C ), also Q = Q. Also ist @ auch maximal. O

(3.16) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es eine bijektive Zuordnung zwischen
allen maximalen dynamisches Systems und allen glatten Vektorfeldern auf M, die wie folgt gegeben
ist:

1:1

{maximales dynamisches System } — X(M)
Differentiation . d
— X mit (X(/J)p =3 . o' (p)

Integrati
. t qox n <€gi‘10}’l X
mit @5 (p) = amax(p)(t)
Beweis.

(i) ¢x, = @, da mit (3.8) fiir festes p € M die Kurven ¢ — ¢(p) Integralkurven von
j = Xy(q) sind und maximal miissen sie auch sein, da ¢ maximal ist (sonst ware
¥ := ¢x, eine Erweiterung von ¢).

(i) Xy = X, da @x aus den (maximalen) Losungskurven von p = X, bestehen, insbeson-

dere q
Xox(p) = al,_, Px(p) = Xy (p) = Xp VP EM. u

(3.17) Kommentar. ,Differentiation ist einfach, Integration ist schwer.” Wihrend der
Ubergang von ¢ zu X in der Regel eine einfache Rechnung ist, ist der Ubergang von X
zu ¢ haufig sehr schwer, ja in gewisser Weise gar nicht explizit moglich, sondern nur von
theoretischer Natur. In der Theorie der Dynamischen Systeme befasst man sich daher nur mit
qualitativen Fragen, z.B.:

(i) Fir welche Punkte p € Mist I(p) = R?

(i) Gibt es periodische Bahnen, d.h. gibt es ein p € M mit I(p) = R und T > 0, so dass fiir
alle t € R gilt: ¢! ™1 (p) = ¢'(p)?

(iii) Welche Gleichgewichtslagen (das ist ein p € M mit I(p) = R und ¢'(p) = pVt € R)
sind stabil, d.h. fiir jede Umgebung U C M von p, gibt es eine Umgebung V C U von
p mit t, (p) = oo, fiir alle g € V und ¢'(q) € UVt >0

51



KAPITEL 3. DYNAMISCHE SYSTEME

(3.18) Beispiel.

(a) Sei M = R? und ¢ € X(R?) gegeben durch &(x,y) = (—y, x). Das zugehérige maximale
dynamische System ¢ ist dann global und ist gegeben durch ¢: R? x R — R?,

@(x,y;t) = (x-cos(t) —y-sin(t), x - sin(t) +y - cos(t)).

(b) Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz bewegen sich N punktférmige Teilchen
(N € IN) mit Massen mj, ..., my > 0 auf den Bahnen x;: I — R3(j=1,...,N), die der
Differentialgleichung

xi—x]-

(j=1,...,N)
xi—xP VY

m]x] = — Zmlm]
i#]

geniigen. Die zugehorige Mannigfaltigkeit ist also hier M = (R3N \ A) x R3N mit
A= {(x1,...,xn) € (R*)N : x; = x; fiir ein Paar (i,j) miti # j}
und das ,,Gravitations-Vektorfeld” ware
X — x]-
X(x, ): 1yee s YNseoo,— mi———m————,...
0= (= B )

j-te Stelle

(mit &; = y;). Schon das dynamische System des 3-Korper-Problems ist nicht bekannt.
Man weifs nicht einmal, fiir welche Anfangslagen p = (x1,x2,%3,Y1,Y2,Y3), P € M, kein
,Zusammensto”, t4(p) < oo, stattfindet.

(3.19) Vorbereitung. Sei V C R" offen und : V — R" ein glattes Vektorfeld. Ist xo € V

und 7, M > 0, so dass By(x9) C V und ||¢(x)| < M, ist fiir alle x € B,(xp), so zeigt der
Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f, dass die maximale Losung a: (t_,t;) — V von

X = ¢(x) mit #(0) = xo mindestens auf den Intervall (—J,4) mit 6 := 53;, existiert, also:

;
by > S

(3.20) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und ¢ ein maximales dynamisches System auf
M. Sei weiter p € M mit t(p) < oo und K C M ein beliebiges Kompaktum. Dann existiert ein
T € (0,t4), so dass fiiralle t € (7,t4) gilt:

¢'(p) ¢ K.

Beweis. Angenommen es gédbe ein Kompaktum K C M, wo das nicht der Fall ist. Dann gibt
es eine Folge (t,) in I = (t_(p),t;(p)) mit

(ta) Sty =ty (p)

und
an = ¢"(p) € K.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge von (t,), die wir wieder mit (t,) bezeichnen, kénnen wir
annehmen, dass (g,) gegen einen Punkt g € K konvergiert.

Nun wihlen wir eine Karte x: U — V C R” um g, setzen xop = x(g) und x, := x(g,) fur
n > ny (mit ng grof genug). Ist X|y; = & -4 mit & € £(V), so wihlen wir r > 0 und M > 0,

i

so dass By(x9) C V und [|¢(x)|| < Mist, fiir x € B,(xg) (und ¢ = (¢,...,¢"): V. — R"). Sei
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n1 € N so grof, dass einerseits x, € B,/,(xo) fiir n > n; (das geht, weil (x,) — xp) und
andererseits, dass
»
ty —t, < 0= —.
+ n AM
Ist nun n; > n; beliebig und g, := ¢'(p), so miisste die Losungskurve t — ¢'(q2)
mindestens fiir 0 < t < § existieren, denn fiir x; := x(q2) ist xo € B,/,(xp) und damit

Br/2(x2) g Br(xo) g 1%

Da ||&(x)|| < M fiir x € B,, ist, lebt nach (3.19) die Kurve t — ¢'(g2) mindestens auf (0, 5)

mit y

r/2 r

= = — >
= (= () 2 0).

Andererseits lebt sie aber nur bis

0:

ty(q2) =ty —tu, <9,
und das ist ein Widerspruch. O

(3.21) Korollar. Ist M ein kompakte glatte Mannigfaltigkeiten, so ist daher jedes Vektorfeld
X € X(M) vollstindig, d.h.: das zugehorige dynamische System ist global, also I(p) = R, fiir alle
peM.

Beweis. Nach (3.20) verlasst t — ¢'(p) das Kompaktum K = M sicher nie, also ist t4(p) =
+00. Ahnlich sieht man (z.B. durch Ubergang von X zu —X), dass auch t_(p) = —oo sein
muss, fiir alle p € M. O

(3.22) Definition. Sei L ein reeller Vektorraum. Eine bilineare Abbildung [-, -]: Lx L — L
heifit eine Lie-Klammer auf L, wenn gilt:

(i) [a,b] = —[b,a], Ya,b € L (Schiefsymmetrie)

(i) [a, [b,c]] + [b,[c,a]] + [c,[a,b]] =0, Va,b,c € L (Jacobi-Identitit)
Das Paar (L, |-, -]) heiflt dann eine (reelle) Lie-Algebra.
(3.23) Beispiel.

(@) [+, -] = 0 ist stets eine Lie-Klammer auf einen reellen Vektorraum. Man nennt L dann
abelsch.

(b) Auf L = R setzt man fiir x,y € L:

[yl =2 xy = (P = %, 2yt = xy 2y = oy

Dannist (L, [, -]) = (R, x) eine Lie-Algebra (Ubung).
(c) Sein € N und L = Mat, R. Setzt man
[A,B] = AB—BA, VA,Be€lL,
so erhilt man eine Lie-Klammer auf L (Ubung).
(d) Sei A eine R-Algebra. Setzt man fiira,b € A
[a,b] = ab — ba,

so wird dadurch eine Lie-Klammer auf A definjert.
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(e) Sei V ein R-Vektorraum und A = End(V). Dann ist also L = End(V) mit
[a,f] =aop—pon
eine Lie-Algebra.

(3.24) Kommentar.

(a) Ist (L, [-, ]) eine Lie-Algebra, so heifit ein Unterraum L’ C L eine Lie-Unteralgebra
von L, wenn fiir alle a,b € L’ auch [a,b] € L' ist. L’ wird dann mit [-, - ]|p/«1 selbst zu
einer Lie-Algebra.

(b) Ist z.B. L = Mat, R mit |-, - | wie unter (3.20, b), so betrachte
L''={AcL: A"+ A=0},
die schiefsymmetrischen Matrizen. Dann ist L’ C L eine Lie-Unteralgebra (Ubung).
(3.25) Bemerkung. Sei A eine R-Algebra und
Derg(A) := {¢ € End(A) : ¢(ab) = ¢(a)b+ap(b), Ya,b € A}.

Dann ist Derg(A) C End(A) eine Lie-Unteralgebra. (Sie heifit die Lie-Unteralgebra der
Derivationen auf A.)

Beweis. Fiir ¢, € Der(A) und allen a,b € A gilt:

ab) = ¢(p(a)b + ap(b)) — ¢ (@(a)b + ag(b))
¢(b) + ¢(a)p(b) +a-¢op(b)

l9,¥](a,b) = @oy(ab) — o
=go(a)- b-l-l,b(a
—pog(a)-b—g(a)p(b) —p(a)(b) —a-pog(b)
= (@, 9l(a) - b+a- o, 9](b),

also auch [¢, ] € Der(A). O

@(
)

(3.26) Definition. Sein € N und r > 0. Dann sei B(r) = {x € R" : ||x|| < r}. Wir nennen
eine glatte Funktion ¢: R"” — [0, 1] eine Abschneidefunktion, wenn gilt:

@) Q\m =1,

(i) olrmp(2) =0

(3.27) Kommentar. Es gibt Abschneidefunktionen. Man setze etwa f: R — R, f(t) :=
et fiir t > 0 und f(t) =0 fur t <0, und zundchst dann g: R — R,

f(t)
t) = ———77—.
S OE (y
Setzt man dann ¢: R" — R, o(x) := g(2 — ||x||), so ist ¢ eine Abschneidefunktion (Ubung).

(3.28) Lemma. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und s € £,(M). Dann gibt es ein
f e &(M)mit f =s.

Beweis. Sei x: U — V C R" zunichst irgendeine Karte um p und xp = x(p) € V. Indem
man x mit der Translation t: V — V' := V — x, x — x — xp, verkniipft, erhilt man eine
Karte x’ =tox: U — V' C R" mit x'(p) = 0. (Solche Karten heiflen zentriert.)

54



DIFFERENTIALGEOMETRIE

Als nichstes wihlt man ein € > 0, so dass B(e) C V' ist, setzt U” := x'~1(B(e)) und erhalt
mit x”/: U"” — B(e) = V" eine zentrierte Karte, so dass V" = B(¢) ist.
3

Nun verkniipft man diese Karte noch mit der Dilatation d: B(e) — B(3), x — :x,

und erhélt mit x”’: U” — B(3), x" = d o x”, schliellich eine zentrierte Karte um p mit

Wertebereich B(3). (Das kann man also stets machen.)

Sei nun s € £,(M) und s von einem g € £(U), U € 2A(p) offen, reprasentiert, s = g.
Nach eventueller Verkleinerung von U (und Einschrdankung von g) diirfen wir annehmen,
dass es eine Karte ¢: U — V C R" auf U gibt. Nach eventueller Verkleinerung darf man
nun nach obiger Manipulation annehmen, dass ¢ zentriert und V = B(3) C R" ist.

Sei nun ¢: R" — [0, 1] eine Abschneidefunktion. Wir setzen dann g: U — R,

g(q) = a(e(q)) -g(q) (alsokurz:g=ogo0¢-g).

Auf U; := ¢~ 1(B(1)) € A(p) stimmt dann § mit g iiberein, also ist §, = s. Auf U \ U, mit
U := ¢ 1(B(2)), gilt dagegen

Sl =0
und deshalb kann g mit f: M — R,

0 sonst

£q) = {g(q) furg e U,

trivial in glatter Weise auf ganz M fortgesetzt werden. Es folgt:

fr=38p=s M
(3.29) Kommentar.
(a) Da dimp £,(M) = oo ist, ist insbesondere

dimg E(M) = oo,

denn £(M) — &,(M), f — f,, ist linear und nach (3.28) surjektiv. Ahnlich sieht man
auch, dass
dimg X(M) = oo, dimgr Q(M) = o0

ist (Ubung).
(b) Die glatten Vektorfelder X(M) ,operieren” nun auf £(M) wie folgt: Betrachte
V:X(M)xEM) = EM), (X, f)— Xf
mit
(XF)(p) := Xp(fp).

Wir nennen Xf € £(M) die Ableitung von f in Richtung X. Xf ist tatsdchlich glatt,
denn wird bzgl. einer Karte x: U — V die Einschriankung f|; durch die glatte Funktion
f:V — R und X|y durch die glatten Funktionen Cl,...,(;‘”: V — IR beschrieben,
Xlu = (ji%, so wird Xf|y durch die glatte Funktion

i0f
C@ € &(V)

beschrieben.
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(c) Wir konnen nun jedes glatte Vektorfeld X € X(M) als eine Derivation der R- Algebra
E(M) auf sich selbst auffassen:

(3.30) Proposition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 1: X(M) — Der(E(M), E(M))
wie folgt gegeben:
(X)(f) = Xf.

Dann ist 1 ein R-Vektorraum-Isomorphismus, sogar ein € (M )-Modul-Isomorphismus.

Beweis. (a) Zundchst ist fir X € X(M), 1(X): E(M) — £(M) tatséchlich eine Derivation,
denn ((X) ist linear, d.h.

X(fitfo) =X+ Xfa
X(Af) = AXS,

f e &(M), A € R, unmittelbar aus der Definition und auch

X(fg)=Xf-g+f -Xg, Vf,g€&(M),
denn X, ist ja fiir jedes p € M eine Derivation, X, € Der(£(M),R).
Ebenso leicht sieht man, dass ¢ (sogar £(M)-) linear ist,
l(Xl + Xz) = l(Xl) + l(Xz), also (X1 + Xz)f = X]f + Xzf, Vf.
(fX) = fu(X), also (fX)g = f(Xg), Vg
(b) Injektivitit. Ist 1(X) = 0, so ist Xf = 0, Vf € £(M). Sei p € M beliebig und s € £,(M).
Nach Lemma 3.28 gibt es f € £(M) mit f, = s. Es folgt:
Xp(s) = Xp(fp) = (Xf)(p) =0,

also X, =0, also X = 0.

(c) Surjektivtit. Sei §: E(M) — E(M) eine beliebige Derivation. Nach dem folgenden
Lemma héngt dann fir f € £(M) und p € M die Zahl 6(f)(p) € R nur von f, € £,(M)
ab. Wir setzen dann X: M — TM fest durch

Xp(s) :=06(f)(p), furse E,(M),

wenn s = f, ist. Dann ist X wohldefiniert, hingt glatt von p ab, denn ein Vektorfeld
X: M — TM ist genau dann glatt, wenn X f glatt ist, fiir alle f € £(M) (Ubung), und es
gilt:
(X)f(p) = Xf(p) = Xp(fp) = 6(f)(p), Vpe M, Vfe&M),
also ist
((X) =9. O

(3.31) Lemma. Sei §: £E(M) — E(M) eine Derivation, f € E(M) und p € M. Dann hiingt
3(f)(p) € R nurvon f, € E,(M) ab.

Beweis. (a) Sei g € £(M) mit g|i; = 0 auf einer offenen Umgebung U von p. Behauptung:
5(¢)(p) = 0. Dazu: Ahnlich wie in (3.28) kann man nach evtl. Verkleinerung von U
annehmen, dass es offene Umgebungen

pelhCU, CU
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gibt und eine glatte Funktion i: M — R mit h|y, = 1 und hlypy, = 0. Es ist dann
h- g =0 auf ganz M. Weil § Derivation ist, folgt:

0= 5(0) = 3(hg) = (3h) - g +h - (3g)

also in p:
0= (6h)(p) - g(p) +h(p)(68)(p)-
N~~~ N

-0 =1
(b) Ist nun f1, f € E(M) mit (f1), = (f2)p, so gilt fiir g := fo — f1 € E(M):
Op =0= (fZ)p - (fl)p = &ps

also ist ¢ = 0 auf einer Umgebung U C M von p. Es folgt:

0=25(g)(p) = 6(f2)(p) = 0(f1)(p) = (f1)(p) = 6(f2)(p)- -

(3.32) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 1: X(M) — Der(E(M)), 1X(f) =
Xf.Man setzt dann [, - ]: X(M) x X(M) — X(M),

(X, Y] == (X, 0Y]).
(3.33) Kommentar.

(a) Wegen (3.30) kann man den £(M)-Modul X(M) mit dem & (M)-Modul Derg (£(M))
(vermoge 1) identifizieren. Nun ist aber A := £(M) eine R-Algebra und daher tragt
Der (£(M)) -neben seiner £(M)-Modul-Struktur- auch eine Lie-Algebra-Struktur nach
(3.23). Deshalb tragt auch X(M) in natiirlicher Weise eine Lie-Algebra-Struktur gemas

(3-32).

(b) Ist dim M > 1, so ist X(M) (auBer ein £(M)-Modul) zusammen mit |-, -] eine un-
endlich dimensionale Lie-Algebra. Unterdriickt man den Isomorphismus ¢ (und das tut
man nach einer Weile), so ist die Lie-Klammer auf X(M) also gegeben durch

[X,Y] = XoY —YoX.
Praziser bedeutet dies fiir jedes p € M, s € £,(M) und einem f € £(M) von s, s = f:
(X, Y]p(s) = Xp((YS)p) = Yp((Xf)p),
denn

[X, Y]y (s)

(7 (L0, ()
= [1X,Y)(£)(p)

(c) Man beachte, dass [, -|: X(M) x X(M) — X(M) in keinem der beiden Argumente
E(M)-linear ist. Vielmehr gilt:

(3.34) Bemerkung. Sei M glatte Mannigfaltigkeit, X,Y € X(M) und f,g € £(M). Dann
gilt:
[FX,8Y] = felX, Y]+ f(Xg) - Y —g(Yf) - X.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass das Bild beider Seiten unter :: X(M) — Derg (£(M))
tibereinstimmt. (Ubung) O

(3.35) Bemerkung. Sei M glatte Mannigfaltigkeit, X,Y € X(M) und sei x: U — V C R"
eine Karte. Ist nun 9d; := %,

X|u = &9, Ylu =79 mit,yl € E(V),

so gilt

0 ok
XY, = (& a’; 72 o

Beweis. Ist f € £(U) (und die Darstellung von f bzgl. x sei wie iiblich ebenfalls mit f
bezeichnet), so gilt mit (3.29, b) und (3.33, b):

of
iZ) 97
X, Y]lu(f) = Xlu(’? D) viu(d )
af ;0 of
i
=S ox! ( axl) dx/ ( axl)
) 9 R Y o
(;.rz 171 f érl j if 77] g fZ ]61 'fi
dxt ox/ oxiox/ dx/ dx 0x/9x
H.A. Schwarz laﬂ i _ BC"
- <€ ook T oxian ) V)
_ an* jagk
— X Yllu = (855 — 155 )% O

(3.36) Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ®: M — N eine glatte
Abbildung. Man nennt zwei Vektorfelder X € X(M) und Y € X(N) ®-bezogen aufeinan-
der, wenn fiir alle p € M gilt:

DD, (X,) = Yoy, kurzz DOoX = Yo D, M—">N
wenn man D® als eine Abbildung zwischen TM und TN auffasst, X J/ iy
D®(¢) := D®, (&), wenn & € TM,, ist. ™ 22~ TN

(3.37) Bemerkung. Ist ®: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten M und N und sind X;,X; € X(M) und Y7,Y> € X(N), so dass X; und Y;
bzw. X, und Y, ®-bezogen sind, so sind auch [X;, Xz] € X(M) und [Y3,Y>2] € X(N) P-
bezogen.

Beweis. Sei p € M, q:= ®(p), s € £(N) mits = g, und g € £(N). Dann ist:
D@, ([X1, Xa],) (s) = [X1, X2]p((g0 @)p) (Def. von D)
= (X)p((Xalgo®),) - (Xa)p((Xa(go®),)  (Def.von -, -])
= (X1, (D2(X2)(8)),) — (X2), ((DL(X1)(g)),) ~ (Def. von D)
= (%), (22 9)(8),) — (2), (12 @)(2)),)
=Y,g0® =Y, go®

= D®, ((X1)p) ((Y28)) — D@y ((X2)p) ((Y18)4)
= (Yl)q((ng q) - (Yz)q((Ylg)q)
= Y1, Y2l4(8q) = Y1, Yalo(p) (5)- O
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(3.38) Lemma. Sei ®: M — N glatt, p € M und D®,: TM, — TNg,) injektiv. Dann
existieren offene Umgebungen U C M von p und V.C N von q = ®(p), so dass ®(U) C
V, ®|y: U — Vinjektiv ist und ®(U) C V eine Untermannigfaltigkeit der Codimension dim N —
dim M ist.

Beweis. Sei zunéchst n = dim M, n +k := dim N (also k > 0, da aus D®, injektiv folgt:
dim M < dim N). Seien x = (x!,...,x"): U - U CR"und y = (y',...,y"*): V> V' C
R"+* Karten um p bzw. g, so dass ®(U) C V ist. Sei ¢: U’ — V' die Beschreibung von &
bzgl. x und y, ¢ = (¢!,...,¢"5). Ist xg = x(p) € U, so folgt:

i

fac(p)(x0) = (55 (x0)

>1§j§n+k
1<j<n

hat den vollen Rang n. Es gibt also

I<ih<ip<---<ip<n+k,

iy
so dass (aaq’ ; )
X J1<v,j<n

R"**, ¢' = T 0 ¢, diirfen wir i, = v annehmen. Bezeichnet 7: R"** — R" die Projektion
auf die ersten n Koordinaten,

invertierbar ist. Nach evtl. Koordinaten-Vertauschung 7: R"** —

y=(wz)—~w, weR'zec RF,

so ist nach dem Umkehrsatz die Abbildung to ¢: U" — (V') C R" lokal um xy bzw.
wo = 1o ¢(x9) = y(q) umkehrbar. Nach Verkleinerung von U und V diirfen wir die
Existenz eines glatten ¢: 71(V') — U’ annehmen mit

pomop =1y, mogop =1L .

Insbesondere ist nun @ injektiv und damit auch ®|y =y logox.
Es ist ®(U) C V auch eine Untermannigfaltigkeit der Codimension k, denn auf V setzen
wirnun F: V — Rk, F = Goy, mit G: V/ — R,

Gw,2) = (2! = " (p(w)), .., 2 = g"F(p(w)).
Wegen 77 0 @ o (w) = w, also
¢ (Yw) =, firj=1...n
ist:

Gw,z) =02z =¢""oyp(w) (i=1,...,k)
— (w,z) = pop(w)
< (w,z) = ¢(x) fiirein x € U’
— (w,z) € Im(g),

also: F(q) = 0 <= g € Im(®|y;), und wegen
Jac(G)(wo, z0) = ( * | 1y )

(mit (wo,z0) = y(qo)) ist auch rg(DF,;) = k. ®(U) C V ist also eine (abgeschlossene)
Untermannigfaltigkeit der Codimension k. O
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(3.39) Erinnerung. Ist M C N eine (nicht notwendig abgeschlossene) Untermannig-
faltigkeit der Codimension k, so ist die Inklusion i: M < N (mit der induzierten Mannigfal-
tigkeits-Struktur) eine Einbettung, d.h.:

(a) 7 injektiv,

(b) i immersiv,

(c) i: M — i(M) ist ein Homdomorphismus.
Umgekehrt gilt nun:

(3.40) Satz. Sei ®: M — N eine Einbettung (also injektiv, immersiv und Homdomorphismus auf
sein Bild). Dann ist ®(M) C N eine (nicht notwendig abgeschlossene) Untermannigfaltigkeit der
Codimension dim N — dim M.

Beweis. Seigq € ®(M) und ®(p) = g. Nach dem Lemma gibt es offene Umgebungen U C M
von p von V C N von g, so dass ®(U) C V und ®(U) C V eine Untermannigfaltigkeit der
Codimension k ist. Andererseits ist ®: M — ®(M) ein Homoomorphismus, also ® offen
und damit ®(U) offen in ®(M). Deshalb gibt es ein offenes V' C N mit

d(M)N V' = d(U).

Verkleinert man die obigen U C M bzw. V C N gegebenenfalls so, dass V C V' ist
(Ubergang zu VN V' und U' = & 1(VNV’)), so zeigt dies, dass

O(M)NV = F10)

mit einem glatten F: V — RF und DF;: TN; — RF (k = dim N — dim M) von vollem Rang
ist, d.i.: ®(M) C N ist Untermannigfaltigkeit der Codimension k. O

(3.41) Kommentar.

(@) Sind M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ®: M — N nur injektiv, so ist ® i.a.
nicht immersiv (geschweige denn eine Einbettung). Z.B. ist mit M = R, N = R? und
®: M — N,

() = (£, 5) 2 FIEE
injektiv, aber nicht immersiv (bei tp = 0), denn 1+ -
$(0) = (21,31?)|i=0 = (0,0) 0
also D®y: TMy — TN nicht injektiv. Das Bild 1 a
C = ®(R) C R? ist
-2 | |
C={(xvy) eR*: y* ="} 2 -1 0 1 2

und heif3t die Neillsche Parabel (Ubung).

(b) Ist ®: M — N immersiv, so braucht ® nicht (global) injektiv zu sein (geschweige
denn eine Einbettung). Betrachte z.B. wieder M = R und N = R? und dieses Mal das
Cartesisches Blatt

C={(x,y) €eR*>: » = x*(x+1)}.
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(©)

(d)

Es ist dann ®: R — R?,

2
yz‘ = x2(x[+1) ‘
O(t) = (-1, —t) L |
immersiv, denn
0 /
d(t) = (24,32 —1) £0, VteR, \\
_1 — —
aber nicht injektiv, denn
-2 | |
-2 -1 0 1 2

®(1) = (0,0) = d(—1)
(und ®(R) = C, Ubung).

Eine injektive Immersion ® muss i.a. auch keine Einbettung sein. Die von der Teilraum-
topologie auf ®(M) induzierte Topologie auf M induzierte Topologie auf M (via des
bijektiven ®: M — ®(M)) ist dann echt grober, denn ¢ ist ja stetig. Sei z.B. wieder
M=Rund N =R?und ®: M — N (ohne explizite Vorschrift) durch folgende Skizze
gegeben:

y
o-H(U)
7N
0 R x
u

Dann ist ® injektiv, immersiv, aber keine Einbettung! Ist ndmlich T die von Pd(R) C
R? induzierte Topologie auf R, so ist die Menge (—¢,¢) C R (fiir irgendein ¢ > 0)
nicht offen (d.h. ®(—¢¢) ist in ®(R) nicht offen und damit ®: R — P(R) kein
Homoéomorphismus), weil jede offene Umgebung U € 7 von (0,0) ein Endstiick («, )
mit & > 0 enthalten muss.

Teilmengen C einer Mannigfaltigkeit N konnen also die Struktur einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M via einer injektiven Immersion ®: M — N mit C = ®(M) tragen,
obwohl sie keine Untermannigfaltigkeit sind und damit , sehr wild” aussehen kénnen.
Thre Topologie ist dann nicht mehr die Teilraumtopologie, sondern (echt) feiner (Ubung).
Eine gegebene Teilmenge kann auch mit verschiedenen Topologien Mannigfaltigkeiten-
Strukturen tragen, wie das folgende Beispiel der Figur ,Acht” C C R? zeigt:

D,
VRN

| SN
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Die Abbildung &, lo®;: R — R ist dabei nicht stetig (in 0), weil das Urbild von
(—¢,e) € R vom Typ (—oco, —a) U {0} U («, 00) mit einem a > 0 ist und damit nicht
offen.

(3.42) Definition. Zwei injektive Immersionen ®;: M; — N und ®;: My — N heiflen
dquivalent, wenn @1 (M;) = ®,(M;) und die Abbildung ¢: M; — M, mit $; 0 p = P ein
Diffeomorphismus ist (sei C := ®(M;) = ®(M,) C N).

M,

MZ?C

(3.43) Lemma. Sei ®: M — N eine injektive Immersion. Sei weiter ¥: P — N glatt mit
Y(P) C ®(M) und p: P — M gegeben durch ® o =Y. Dann gilt: Ist i stetig, so ist ¢ bereits
glatt.

P—-N
AN

A @
Y
M

Beweis. Seip € P, q:= ¢(p) € M, r := ®(q) € N. Wir wihlen Karten x um p, y um g und
z um r der Mannigfaltigkeiten P, Mund N, x: U — U', y: V — V', z: W — W', Es reicht
zu zeigen, dass

Plyay: (V) = M
glatt um p ist, denn ¢ ~1(V) C P ist offen, da ¢ stetig ist.

Da (V) C W eine Untermannigfaltigkeit nach Lemma (3.38) ist (fiir V und W klein
genug), ist @|y: V — ®(V) C W ein Diffeomorphismus und man kann als Karte um g die
Komposition 77 0 z o ®|y verwenden, wo 7r: R"** — R" (n = dim M, n + k = dim N) eine
geeignete Koordinaten-Projektion ist. Bzgl. dieser Karte um g und der Karte x um p wird
dann i beschrieben durch

(mozod@ly)opor =mo(zoPlyoy)ox =mo(z0 ¥,y 0x)
~——

‘Y|¢71(V) glatt, weil ¥ glatt ist
und damit glatt. O

(3.44) Satz. Sei N glatte Mannigfaltigkeit, C C N eine Teilmenge und T eine Topologie auf C.
Dann kann es bis auf Aquivalenz hichstens eine Mannigfaltigkeit-Struktur auf C geben, die von
einer injektiven Immersion ®: M — C C N kommt.

Beweis. Seien also ®1: M; — C € N und ®,: M; — C C N injektive Immersionen
mit ®1(M;) = C = Dy(M,), so dass ®; und ¥, Homdomorphismen sind, falls man C
mit T topologisiert. Ist dann {: My — M, durch ®; oy = P; gegeben, so ist sowohl
Pp=>; Log, stetig als auch ¢! = D 1o &, und damit nach Lemma (3.43) glatt. Also ist
¢ Diffeomorphismus. O

(3.45) Motivation.

(a) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X € X(M) ohne Nullstellen, X, # 0, Vp € M.
Wir betrachten dann das Linienfeld L = (Lp),cp mit
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Ist dann p fixiert und ¢ = a(p): I = I(p) — M die maximale Integralkurve von X zum
Anfangswert p, also

(P(t) = Xq)(t)/ Vtel
¢(0)=p,
so ist also ¢: I — M eine injektive Immersion (denn ¢(t) # 0, Vt € I) mit

qut <Tlt> = Lq)(t)/

denn TI; wird von %L und L) von X, ;) erzeugt und

0 .
Do, (at > = ¢(t) = Xy

Beachte auch, dass ¢ i.a. keine Einbettung zu sein braucht.
(Beispiel: M = T? = R?/Z? und X(p) = (1,&) mit « € R\ Q, wenn man TM,
kanonisch mit R? identifizieren (Ubung), siehe auch (3.62))

(b) Wir wollen nun auch ,héherdimensionale Felder” D = (Dj)pem mit D, C TM, einem
Unterraum der Dimension k mit 1 < k < n = dim M, vorgeben und fragen, ob es auch
dann , Integralmannigfaltigkeiten” gibt, d.h. die {iberall tangential an D sind.

(3.46) Definition.

(a) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n und 1 < k < n. Eine Distribution
vom Rang k auf M ist eine Familie D = (Dj)yem von Unterrdumen D, C TM, mit
dim D, = k, fiir alle p € M.

(b) Eine Distribution D = (D,) vom Rang k hei8t glatt, wenn es zu jedem py € M eine
offene Umgebung U C M von py gibt und glatte Vektorfelder X, ..., X, € X(U), die in
jedem Punkt p € U eine Basis von D), bilden,

Dp = <(Xl)pr~ ce (Xk)P>

(c) Eine glatte Distribution D = (Dj),cpm vom Rang k auf einer glatten Mannigfaltigkeit
M heifst integrabel, wenn es zu jedem py € M eine glatte Mannigfaltigkeit N der
Dimension k, ein g9 € N und eine injektive Immersion ¢: N — M mit ¢(q0) = po gibt,
so dass fiir alle g € N gilt:

Dgg(TN) = Dyyp).

(3.47) Kommentar.

a) Ist D = (D,) eine glatte Distribution auf M, so nennen wir eine injektive Immersion
p g ]

@: N = M mit Dg,(TNy) = D, eine Integral-Mannigfaltigkeit fiir D.

(b) Fiir das Differential einer glatten Abbildung ®: M — N (in einem Punkt p € M)
notieren wir auch kurz: ®, := D®,. Eine injektive Immersion ¢: N — M ist also etwa
integral fiir D, genau wenn

@+(TN) = Dl

ist.
(c) Ist rg(D) = 1, so haben wir schon gesehen (vgl. (3.45)), dass D integrabel ist. Fiir glatte

Distributionen von héheren Rang gibt es ein Hindernis:
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(3.48) Proposition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und D eine glatte und integrable Dis-
tribution auf M. Sind dann X,Y € X(M), so dass X;,,Y, € D, ist, fiir alle p € M, so gilt
auch:

[X,Y], € Dy, ¥p € M.

(3.49) Kommentar.

(a) Ist D eine Distribution auf M, so notieren wir die glatten Vektorfelder mit Werten in D
mit
I['(D):={Xe€X(M) : X, € Dy, Vp € M}
Dann ist I'(D) C X(M) ein £(M)-Untermodul, insbesondere ein R-Unterraum, von
X(M). Eine notwendige Bedingung fiir die Integrabilitdt von D ist dann nach (3.48),
dass I'(D) eine Lie-Unteralgebra von X(M) ist,

[[(D),T(D)] € T(D).

(b) Beachte, dass auch I'(D) stets ein unendlich-dimensionaler Unterraum von X(M) ist,
falls dim M > 1 ist (Ubung).

(c) Ist rg(D) = 1, so ist die Bedingung, dass I'(D) C X(M) eine Lie-Unteralgebra ist,
offenbar stets erfiillt, denn lokal kann man D mit nur einen Vektorfeld Z € X(U)
erzeugen, D, = (Z,), Vp € U, so dass jedes Vektorfeld X € I'(D|y) € X(U) von der
Form X = fZ mit f € £(U) ist. Fir Y = ¢Z, ¢ € £(U), ist dann aber

(X, Y]|, = fZ,82) = f-g|Z,Z) +(f - 28)-Z - (8- Z2f) - Z
7
=(f-2¢—g-2f)Z € T(D|u).

Fiir Distribution von hoherem Rang ist diese Bedingung i.a. nicht erfiillt (Beispiel:

Beweis von (3.48). Seien also X,Y € I'(D) und po € M beliebig. Sei weiter ¢: N — M eine
Integralmannigfaltigkeit fiir D durch pg und go € N mit ¢(q0) = po. Da ¢ immersiv ist,
konnen wir Vektorfelder X, Y auf N wie folgt definieren:

S -1
Xg:= (Dgg) ™ (X (q))
und analog fiir Y, denn D¢, : TN, — qu(q) - TM¢(q) ist ein Isomorphismus.

(a) Behauptung: X und Y sind glatt. Dazu: Sei x: V — V' C RF eine Karte von N um g
undy = (y},...,y"): U — U’ C R" eine Karte um py von M. Notieren wir dann ¢ bzgl.
dieser Karten mit T, T = y o ¢ o x 1, so ist mit einer geeigneten Projektion 77: R" — R¥
die Abbildung Toy = y': U 2 ¢(V) — m(U’') C RF eine Karte fiir ¢(V) C U, weil
= 710 T um g ein Diffeomorphismus ist (siehe (3.38)). Insbesondere ist

Dy, : Dy = Dy(y) (TN) = T(m(U)) () = R*

ein Isomorphismus.

Mit X[y € X(U) ist nun auch X|,yy glatt (da ¢(V) € U Untermannigfaltigkeit ist),
X|pv) € X(9(V)), und ist X,y bzgl. y’ durch glatte Funktionen ',...,7* € £(U")
gegeben, U” := nr(U’),
;0
X|€0(V) = ’718]/,1‘/
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(b)

so ist wegen der Kommutativitit des folgenden Diagramms X|y: V — TV durch die
Funktionen ¢!,...,&%: V' — R gegeben,

- 9
Xly = &=
v=¢ dxi’
die mit ¢ := (¢1,..., &%) durch

6(x) =Dy(x) M (n(9(x))  (mity = (n",....1")

gegeben ist,
% ! p(V)CUu
0
RF D V/ u” C R¥
denn:

nach der Kettenregel. Mit 77 (und ) ist deshalb auch ¢ glatt (und damit X).

Nach Definition sind nun X und X bzw. Y und Y ¢-bezogen aufeinander,
D¢o}~(:Xo¢, D(pof/:Yoq)
und daher nach (3.37) auch ihre Lie-Klammern. Es folgt:

(X, Y] po = (X, Y]fp(%) = ([X/ Y]o 4’) (q0)

(3:37) S <
2 Dy, (1X,Y]g) € Im(Dgy,) = Dopa0) = Dpos

also tatsichlich [X,Y] € T'(D). O

(3.50) Definition. Wir nennen eine glatte Distribution D auf einer glatten Mannigfaltigkeit
involutiv, wenn gilt:

[[(D),I(D)] € T(D).

(3.51) Kommentar. Integrable Distributionen sind also involutiv. Aber gibt es weitere
Hindernisse als die Involutivitit gegen die Integrabilitat?

(3.52) Theorem (Frobenius). Eine glatte Distribution D auf einer glatten Mannigfaltigkeit ist
genau dann integrabel, wenn sie involutiv ist.

(3.53) Proposition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit, X € X(M) und p € M mit X, # 0.

Dann gibt es mit W := {x € R", |x!| <1 (i =1,...,n)}, eine zentrierte Karte p: U — W C R"

um p, ¢(p) = 0, so dass gilt:
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Beweis. Da das Problem lokal ist, diirfen wir gleich U C R" offen, p = 0 und X = ¢ =
(&',...,&"): U — R" annehmen. (Nehme halt irgendeine zentriert Karte y um p, so dass
Xy = Cia%i ist.) Gesucht ist nun ein Diffeomorphismus 7: W — U’ mit 7(0) = 0 auf eine
offene Umgebung U’ C U von 0, so dass

d
w (5) =1

Dt(e1) = ¢(t(x)),  VxeW.

ist, also

Dazu konnen wir zunichst eine lineare Koordinaten-Transformation wihlen, so dass nach
dieser

£0) = e = (1,0,...,0)

ist, also ohne Einschrankung:
_ 9
ot x=0 .

¢(0)

Sei nun ¢ = (¢') der lokale Fluss zu dem Vektorfeld ¢ auf U, also

W=t ) ) =x

Es gibt nun ein ¢ > 0, so dass fiir alle t mit |t| < e und x € U mit |x| < e (i =1,...,n)
definiert ist:

O: W, = U, We:={xeR": |x| <e},
CD(xl,xz,...,x”) =91 (0, xz,...,x”).
Dann gilt ®(0) = ¢°(0) = 0 und mit (x!,x) := x:

2 d o v oy
= GO = 0] = (@),

t=x1
also ®@.(e;) = &. Andererseits ist ®(0,x") = ¥°(0,x’) = (0,x'), also

3(5(0) =¢ firi=2,...,n,

also D®(0) = 1, und damit invertierbar. Nach dem Umkehrsatz gibt es daherein 0 < ¢’ < ¢,
so dass @[y, : W, — ®(Wy) =: U’ ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung
U’ C U von 0 ist. Schaltet man noch die Dilatation I: x — %x davor, T := CID\Wg, o1, so erhilt
man den gesuchten Diffeomorphismus. O

(3.54) Kommentar.

(a) Ist D eine glatte Distribution vom Rang k und py € M, so wollen wir eine Karte
p: U — W C R" um pg ein Frobenius-Box um po nennen, wenn fiir alle p € U der
Unterraum D, C TM, gerade von a%\p, o, %\p aufgespannt wird,

) d

Df:<w1

W
" ox

> CTM,, Vpel.
p
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(b) Hat jeder Punkt py € M eine solche Frobenius-Box, so ist D offenbar integrabel, denn
mit N = Wk:= {x e RF : |x'| <1(i=1,...,k)} ist dann fiir jedes c € W"~* offenbar

P WksucCcM, x— 1/J_1(x,c)

eine integrable Mannigfaltigkeit, insbesondere geht ¢° durch py = ¥ ~1(0). Theorem
(3.52) folgt also aus folgendem Satz:

(3.55) Satz. D involutiv und p € M, dann existiert eine Frobenius-Box um p.

Beweis. Induktion tiber k = rg(D).
k = 1 Proposition (3.53).
k—1 k:Sei p € Mund U C M Umgebungen von p mit X,..., Xy € X(U), so dass

Dq = <(X1)qr~--/(Xk>q>/ Vl] e u.

Nach (3.53) kann man nun eine zentrierte Karte (nach evtl. Verkleinerung von U) y: U — R"
(n = dim M) wahlen, so dass X; = % ist. Ist

so diirfen wir nach Ubergang von X; zu X; — 171.1 ﬁ annehmen, dass 171.1 =0ist, firi =2,...,k.
Betrachte nun die Scheibe
S={yewW:y'=0}CW

und setze Y; := X;|s fiir i = 2,...,k. Da X; keine a%-Komponente hat, ist Y; ein Vektorfeld
auf S.

; 0 .
=105 (=2 k),

wo nun die Summation von j = 2,...,n lauft, (y’ = (y%,...,y") ist Koordinatensystem fiir
S). Wiederum weil X; keine aa?—Komponente hat, hat auch [X;, X;] keine a%l—Komponen’ce

fur 2 <1i,j < k. Wegen der Involutivitit gibt es daher cfj e EW) 2<1i,j,I <k)mit
[Xi, X]] = Cf»]-Xl.

Ist 1: S — W die Inklusion, so sind Y; und X; i-bezogen, .(Y;) = X; o, also auch [Y;, Y]]
und [X;, X;] und daher ist
D'=(Yy...,Ys)

auf S eine involutive Distribution vom Rang k — 1,

L([YY))) = (X, Xl o1 = o (X 010) = cyor-1.(Y)),

]

also
Y, Yl = clot-Y,
(da ¢4 injektiv ist). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es deshalb eine Koordinatentransfor-

mation w — y'(w), W — S C R""! (mit W’ := W"~1), so dass

— a a /
<Y2,...,Yk>—<a’a]2,...,a’a}k>, VZUEW
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ist. Sei nun t: W — W', (y',y') = y — v/, die Projektion auf die letzten n — 1 Koordinaten
und y — x(y) der Koordinaten-Wechsel

X (y) =y,
X (y) = w'(y') (i=2,...,n),

und x — y(x) seine Umkehrung, denn y — x(y) ist umkehrbar, da

1 ‘ 0 --- 0

o) 0

5%‘(0) = . .. € GL,(R)
0

ist. (Die Wiirfel W und W’ miissen jeweils evtl. verkleinert werden.) Dann gilt fiir X, ..., X

in den neuen Koordinaten _
0 dx/ o 0

X= 57~ o a0 o
~
:54
und z
K j Jdx' 0 ) d
i = ]7 = ] : R =
Xl 171 ay] 171 y(x) ay] axl E <ax2/ /axn>/
=0 far j=1 =0 fiir /=1 und j#1
also )
j
=G(¥)55
mit
lx)=0 firi=2,...,k
und

FJ0,x)=0 fiari=2,...,k undj=k+1,...,n, (3.2)
_9_ 9
) ow?’ " guwk
Behauptung: C{(xl,x/) =0ftri=2,...,kundj=k+1,...,nsogar fiir alle x! € (—1,1)!

Dazu: Wegen der Involutivitit von D gibt es ndmlich dﬁ ceEW)(i=2,....k,1=1,...,k
mit

da entlang S die Felder Xy, ..., Xi gerade von aufgespannt sind.

(X1, X] = diX,
und deshalb gilt fiirallej =k+1,...,n, i =2,...,k:
) j . .
(@ ) =X (X(0)) = Xio Xy (
axl( &) 1(Xi(x)) o X1(x/)
=X;(x)) =0
k
= [X1, Xi] () = diX; () Z i X (x) (3-3)
k l B
=) d(x)g
1=2
da
. ax]
Xl(x]):@:
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ist.
Nun fixiere x” € W’ und erkenne, dass (3.3) fiir festes j = {k+1,...,n} ein System linearer
gewdhnlicher Differentialgleichungen auf I x R (I = (—1,1)) ist:

E=AME (E=(E....q)

(mit A(t) = (di(t,x")),..,.,) und deshalb auf ganz I eine eindeutig bestimmte Losung zu

gegebenen Anfangswert ¢(0) = & (Ubung) hat, aber Z(0) = 0 wegen (3.2) und damit ist
Z(t) =0, fur alle t € I, da ¢ = 0 offensichtlich eine Losung ist. Es ist damit

g, x)=0, Va'e V¥ eW,Vi=2,...,k Vi=k+1,..,n
und damit (3.55) (und also (3.52)) bewiesen. O

(3.56) Kommentar. Bisher haben wir, dhnlich wie beim lokalen Existenz- und Eindeutig-
keitssatz von Picard-Lindeldf, nur die Existenz von lokalen Integralmannigfaltigkeiten bei
involutiven Distributionen bewiesen. Nun wollen wir auch noch (Vgl. (3.11)) die Existenz
einer maximalen Integralmannigfaltigkeit und deren Eindeutigkeit.

(3.57) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und D eine involutive Distribution
auf M. Wir nennen eine Integralmannigfaltigkeit ¢: N — M maximal, wenn N zusammen-
hidngend ist und folgendes gilt: Ist ¢: N — M eine weitere Integralmannigfaltigkeit, N
zusammenhingend und ist $(N) O ¢(N), so ist bereits

¢(N) = ¢(N).
(3.58) Lemma. Sei D eine involutive Distribution vom Rang k auf einer glatten Mannigfaltigkeit
M und x: U — W C IR" eine Frobenius-Box fiir D. Sei weiter ¢: N — U C M eine Integralman-
nigfaltigkeit fiir D und N zusammenhingend. Dann gibt es genau ein ¢ € W"*, so dass ¢(N) in
der Scheibe
Ne:={peclU:xp) =d,j=k+1,...,n}

liegt.

, also

Beweis. Fiir jedes q € N liegt Do, (TN;) = D) im Aufspann von %h’(q)' cee a%khp(q)

im Kern von dxf|q,(q) € TM;;(q) (Gj=k~+1,...,n).Esistalso
d(xj © (P)q = dxj|q)(q) ° Dq)|q =0

und damit, weil N zusammenhingend ist, ist x/ o ¢ konstant (Ubung), sagen wir ¢/ € I
(j=k+1,...,n). Es folgt: ¥/ (¢(N)) = ¢/, also: ¢(N) C N°. O

(3.59) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, D eine involutive Distribution auf M und py € M.
Dann existiert eine maximale Integralmannigfaltigkeit ¢: N — M durch po und fiir jede andere
Integralmannigfaltigkeit ¢: N — M durch py mit zusammenhingendem N, gilt:

P(N) C ¢(N).
Beweis. Wir definieren die Teilmenge

C. M - 3 (stiickweise) glattes v: [0,1] — M mit y(0) = po und (1) =
=\PEeM pund ¥(t) € Dy, Vt € [0,1]

und wollen nun C mit einer Topologie und Mannigfaltigkeit-Struktur versehen, die die
Inklusion i: C < M zu einer Integralmannigfaltigkeit von D macht.
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Dazu iiberdecken wir geméfs (3.55) M mit Frobenius-Boxen x,: U, — W C R" und diir-
fen wegen der abzdhlbaren Topologie von M annehmen, dass wir davon nur abzédhlbar
viele brauchen, « € N (vgl. Beweis von (1.56)). Fiir jedes p € C wéhlen wir nun, ein fiir
allemal fest, ein a(p) € N mit p € U,(,) und nennen die Scheibe von U,,), auf der p
liegt, Sp:

Sp={q € Uy : X(q) =xh(p), ij=k+1,...,n}

(wo k = rg(D) ist). Da jede glatte Kurve in S, integral ist (die ganze Scheibe S,, ist ja
integral) und S, (weg-)zusammenhéngend ist (denn S, = WK C R¥), ist mit p € C auch
S,inC, S, C C. Esist also

C= U Sp.

peC

Wir betrachten nun jede Scheibe S, vermoge x,(,)ls,: Sp — WK C R als bijektiv zum
(offenen) Einheitswiirfel WX und versehen S, mit der Topologie T,, die Xu(p)]
Homoomorphismus macht (d.i. die Relativtopologie von S in M). Dann setzen wir

s, Zu einem

B:=J 1 CPO)

peC

und behaupten, dass 9B eine Basis der von ihr erzeugten Topologie T auf C ist.

Ist némlich V,, C S, von V,; C S, offen (p, p' € C), so muss dazu Vp, NV, Vereinigung
von Elementen aus B sein. Ist g4 € V), NV}, so gibt es wegen der Offenheit von Uy,
zunéchst einen offenen k-Ball B C V, um g (via Xa(p) |5p), so dass B C U,X(p/) ist. Weil
aber g € B ist, B integral (und zusammenhéngend) ist damit nach (3.58) auch B C S,
und damit, nach evtl. Verkleinerung, auch in V). Jedes g € V), NV}, liegt also in einem
B € % und damit ist V}, N V}; Vereinigung von Elementen aus B. Insbesondere: Die von
T auf jedem S, induzierte Topologie ist damit 7, (und nicht feiner).

Diese Topologie ist hausdorffsch, denn sind p,q € C mit p # ¢, so widhle man zunéchst
offene Umgebungen U, € A(p), U; € A(g) in M, die disjunkt sind, U, N U, = @. Dann
schneide man diese mit den zugehorigen Scheiben,

Vy:=Uy NSy, Vy:=U;NS,.

Dann sind V), V; C C offene Umgebungen von p bzw. g und disjunkt.

C ist mit T auch lokal euklidisch ist (von der Dimension k), denn zu p € C ist offenbar
Sp C C eine offene Umgebung, die via x,(,)|s, homdomorph zu Wk C RF ist.

Behauptung: (C, 7) hat abzihlbare Topologie.

" In jeder Box U, konnen sehr viele Scheiben Ny C U,, ¢ € W'k zu C gehoren. Es ist
gewissermafien das Hauptproblem etwa auszuschlieffen, dass nicht alle dazu gehoren
konnen und damit etwa C = M unmoglich wird. J

Da jedes S, C U, (,) eine abzdhlbare Basis hat und es nur abzdhlbar viele Boxen U, gibt,
reicht es zu zeigen, dass aus jeder Box U, nur abzdhlbar viele Scheiben Ny zu C gehoren
konnen.

Sei also U, fest und p € U, N C. Dann gibt es also eine Integralkurve : [0,1] — M
von po nach p. Wegen der Kompaktheit von [0,1] gibt es dann ag, a1, ..., &, € N und
0=ty <t <---<t, =1,s0 dass '7’[t,;1,ti] C Uy, ist. Da [t;_1, t;] zusammenhingend
ist, muss 7y ([ti_1, t;]) in nur einer Scheibe von U,, enthalten sein. Da es nur abzghlbar
viele Folgen U,, C U,, C --- C U, = U, gibt, reicht es zu zeigen, dass es fiir jede
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solche Folge nur abzdhlbar viele Scheiben in U, gibt, die man beim Durchgang durch
Uy, (i =0,...,r) erreichen kann. Dazu reicht es, dass beim Ubergang von Uy zu Ug
(mit « = &; 1, p = ;) jede Scheibe S C U, an nur abzéhlbar viele Scheiben von Up
ankoppeln kann. Aber SN Up ist selbst eine Mannigfaltigkeit und daher von abzéhlbarer
Topologie. Sie hat damit nur abzédhlbar viele (Weg-)Zusammenhangskomponenten
(Ubung). Jede Komponente von S N Ug ist also zusammenhéngend und integral in Ug
und muss deshalb nach (3.58) in nur einer Scheibe von Uy liegen. Damit koppelt S an
nur abzéhlbar viele Scheiben von Ug an und damit ist C von abzdhlbarer Topologie
und somit eine k-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, die nach Definition auch
(weg-)zusammenhdngend ist.

(c) Als glatten Atlas fiir C wihlt man nun die Karten x,, ] s, Sp — Wk C RF (deren
Ubergange glatt sind, weil sie Einschrankungen von den Ubergéngen von (x,: Uy, — W)
sind). Die Inklusion i: C — M ist nun offenbar eine injektive Immersion (weil WK —
W", x — (x,0) immersiv ist). Schlieflich ist wegen

auch Di,(TCp) = Dy, i also auch integrale Mannigfaltigkeit.

(d) Ist ¢: N — M irgendeine andere integrale Mannigfaltigkeit durch py mit zusammen-
hingenden N, so sei p = ¢(q) € ¢(N) beliebig und ¢(g0) = po. Dann gibt es einen
(stiickweise) glatten Weg B: [0,1] — N von go nach g (denn N ist auch wegzusammen-
héngend und wenn es einen stetigen Weg von go nach g gibt, so auch einen stiickweise
glatten (Ubung)). Die Kurve 7 := ¢ o B ist dann stiickweise glatt und auch integral, weil

7(t) = Dggp) (B(1)) € im(Dgg(p) = Dy

ist und damit liegt p auch in C. Das zeigt, dass i: C — M maximale Integralmannig-
faltigkeit ist und das Bild jeder anderen zusammenhédngenden Integralmannigfaltigkeit
in C enthalten ist. ]

(3.60) Kommentar. Was jetzt noch fehlt, ist die Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie), denn:
isteben i: C — M auch ¢: N — M eine maximale Integral-Mannigfaltigkeit durch einen
Punkt pg € M, so ist zwar ¢(N) = C nach (3.59), weil zunédchst ¢(N) C C ist, aber wegen
der Maximalitdt von ¢ dann gleich C sein muss. Es konnte aber sein, dass C vermoge ¢ mit
einer anderen Topologie versehen ist als vermoge i: C — M, so dass die Mannigfaltigkeit-
Strukturen auf C vermoge i und ¢ verschieden sind. Dass das nicht passiert besagt nun:

(3.61) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, D = (D) yem eine involutive Distribution auf
M und py € M. Dann gibt es eine (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmte maximale Integral-
Mannigfaltigkeit durch py.

Beweis. Seii: C — M die maximale Integral-Mannigfaltigkeit durch py nach (3.59) und
¢: N — M eine beliebige andere. Wir wissen schon (vgl. (3.58)), dass ¢(N) = C ist, also
gibt es ein eindeutig bestimmtes ¥: N — C mitio = ¢ (ndmlich ¢ =i ! o ¢, wenn i als
Bijektion von C auf C C M betrachten).

9

N ——

M

AN
ol
C
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(a) Behauptung: ¢ ist stetig.

Sei p € N beliebig, q := ¢(p) € C und sei V C C eine offene Umgebung. Zu zeigen:
p~1(V) ist Umgebung von p (= ¥ ist stetig in p).

Sei dazu x: U — U’ C R”" eine Frobenius-Box um g und S C U die Scheibe in
U, die g enthilt. Dann sei 0.E. V C S. Da ¢ stetig ist, ist ¢~ 1(U) C N offen. Sei
W C ¢~ 1(U) die Wegkomponente, die p enthilt. Dann ist auch W offen (da N lokal
wegzusammenhéngend ist). Da nun ¢|w: W — U C M Integral-Mannigfaltigkeit ist
mit g € im(¢|w), gilt nach (3.58), dass ¢(W) C S sein muss. Aber

ist stetig und damit (¢|w) " }(V) C W offen. Also ist
P V)W = (glw) "L (V)
eine Umgebung von p.

(b) Behauptung: ¥ ist sogar Diffeomorphismus.
Dazu: Nach (3.43) ist  nicht nur stetig, sondern sogar glatt. Es ist aber auch

Dy, = Di; ' o Do,

(wo man Di, als Isomorphismus von TC,; nach D, € TM, betrachtet) ein Isomorphismus,
fiir alle p € N. Nach dem Umkehrsatz ist damit ¢ ein lokaler Diffeomorphismus. Aber
1 ist bijektiv und damit ein (globaler) Diffeomorphismus.

Also sind ¢ und i 4quivalent und damit die maximale Integral-Mannigfaltigkeit i: C —
M eindeutig bestimmt. O

(3.62) Beispiel. Sei M = T? = R?/Z?. Identifiziere nun zunéchst T(T), kanonisch mit
R? vermoge
Dr,: R* 22 T(R?); — T(T?),

(unabhingig von der Wahl des Urbildes p € R? unter der kanonischen Projektion 77: R? —
T?) und betrachte dann X, € X(T?), « € R\ Q,

Xa(p) = (L,a) € R”* X T(T?),.

o013 « (L1

2 2

1%

(0,0) 3 1 (1,0)

Setze D = (D),

Dann ist ¢: R — T2,

o(t) = [(t,at)],
die maximale Integral-Mannigfaltigkeit durch pg = [(0,0)] und C = ¢(R) C T? trdgt nicht
die Relativtopologie von T? (wenn man C die Mannigfaltigkeit-Struktur von R gibt). C liegt

ndmlich dicht und die von der Teilraumtopologie von C induzierte Topologie auf R ist nicht
mal lokal wegzusammenhédngend.
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Kapitel 4.

Vektorraumbundel

(4.1) Definition. Sei A eine Menge. Auf der Menge der formalen, endlichen Linearkom-
binationen ) ,c 4 744, ¥, € R und r, = 0 fiir fast alle 2 € A (d.h.: alle, bis auf endlich viele)
definieren wir

(Z raa> + <Z saa) = Z(ra +5s4)a,

acA acA acA
A- (Z raa> =) (Arg)a.
acA aceA

Es heifst dann

F(A) := {Z raa 1, €R, v, = 0 fiir fast alle a € A}
acA

(zusammen mit diesen Operationen) der Vektorraum iiber R, der frei von A erzeugt wird.

(4.2) Kommentar.
(a) Esist F(A) mit diesen Operationen tatsichlich ein R-Vektorraum.
(b) Die Elemente 1-a € F(A) (d.h.: alle Koeffizienten r, = 0 fiir b # a und r, = 1) bilden
eine Basis von F(A), denn nach Definition sind sie erzeugend und
n . .
MAa) +- 4+ A"1ay) =0= Y Na;=0= A" =0(i=1,...,n).

i=1

(c) Bezeichnet i: A — F(A) die Abbildung i(a) = 1-a = a, so erfiillt 4
das Paar (IF(A),i) folgende universelle Eigenschaft: Ist V ein reeller l j
Vektorraum und j: A — V eine Abbildung, so gibt es genau eine O
lineare Abbildung T: F(A) — V mit T oi = j (Ubung), F(A)-~=>V.

(4.3) Definition. Seien V und W reelle Vektorrdume. Sei K C IF(V x W) der Untervektor-
raum von F(V x W) der von allen Elementen

v,01,02 € V, w,w, wy € W, A € R erzeugt wird. Dann nennen wir

VoW :=F(V x W)/K
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das Tensorprodukt von V und W. Ist 77: F(V x W) — V ® W die kanonische Projektion,
so bezeichnen wir
v@w = n((v,w)).

(4.4) Kommentar.

(a) Fur allev,v1,v; € V, w,wy, w, € Wund A € R ist also richtig:

(1 +m)Qw=0@w+1QW,
VR (w1 +wy) =vRw; + 0wy,
(M) xw=Av@w)=1v® (Aw).

(b) Definiert man dahers: V x W — V ® W durch
s(v,w) =vRw,
so ist s offenbar bilinear.

(4.5) Bemerkung. Seien V, W reelle Vektorraume. Dann erfiillt (V ® W, s) die folgende uni-
verselle Eigenschaft: Ist 0: V x W — U eine bilineare Abbildung, U ein reeller Vektorraum,
so gibt es genau eine lineare Abbildung T: V@ W — U mit Tos =0,

VxW

|

VOW-——=>U.

Beweis. Eindeutigkeit. Da F(V x W) von {(v, w) }yev, wew erzeugt wird und 7r: F(V x W) —
V ® W surjektiv ist, gibt es nur einen Kandidaten fiir T, ndmlich

T( Z rv,wv®w>: Z 0,00 (0, W),

veV veV
weW weW

denn
Tlv@w)=Tos(v,w) =0c(v,w).

Existenz. Nach der universellen Eigenschaft von (F(V x W),i) gibt es genau eine lineare
Abbildung T: F(V x W) — U mit T oi = 0, also

T(1-(v,w)) =0c(v,w),

VxW

T

s<0 F(VxW)-----ZU.

T _ -
N

VoW =F(VxW)/K

Erinnere: Universelle Eigenschaft des Quotienten: V' Vektorraum, U C V v
Unterraum, 7r: V — V /U die kanonische Projektion. Dann hat (V /U, m) f
folgende universelle Eigenschaft: Ist (W, f) derart, dass f: V. — W mit 7 J{ o

U C ker(f), so gibt es genau eine lineare Abbildung T: V/U — W mit v/~ w
T o 7t = f (siehe rechts). T
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T((v1 4+ v2,w) — (v1,w) — (v2,w)) = 0(v1 + V2, w) — 0(v1,w) — (v, w) =0

und dhnlich fiir die anderen Erzeuger von K, ist K C ker(T), und daher existiert nach der

universellen Eigenschaft des Quotienten genauein T: VW — Umit Tomr =T.

= Tos=Tormoi (weil s = moi)
=Toi=0. O
(4.6) Bemerkung. Hat V die Dimension n € INg und W die Dimension m € Ny, so hat

V ® W die Dimension n - m. Ist (ey, ..., e,) eine Basis von V und (fi,..., f) eine Basis von

W, so ist (e; ® fj)1<i<n eine Basis von V@ W.

Beweis. Weil {1 (v,w)}yev,wew erzeugend fiir F(V x W) und m: F(V X W) - VW
surjektiv ist, ist (v @ w)yev, wew erzeugend fir v @ w. Ist v = AMe;, w = ;ﬂfj, soistv@w =
(Ale;) x (;ﬂfj) = Alule; ® fj, also ist (e; ® f;)i=1,..,n erzeugend fir V x W.

j=1,...m

Lineare Unabhiingigkeit.
"ZuuycU(k=1,...,n,1=1,...,m)gibt es genau eine lineare Abbildung c: Vx W — U
mit o (e, fi) = uy. J
Sei A/ € R und
/\ijei X f] =0.

Sei ¢/: V x W — R die bilineare Abbildung die durch
ol (ex, fi) = 6 - 6]
bestimmt ist. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert genau eine
lineare Abbildung T/: V@ W — R mit T/ os = ¢/, wos: V x W — V ® W die kanonische
bilineare Abbildung ist. Es ist dann:
0=T7(0) =T/ (A\er ® f1)

— Aleij(ek ®fl)

= )Lleij e} s(ek,fl) = /\klaif(ek,fl)

= A9 g1s]

= A\l
Also ist (e; @ f;) Basis. O

(4.7) Kommentar.

(a) Beachte, dass s i.A. weder injektiv noch surjektiv ist. Z.B. ist fiir allev € V und w €¢ W
stets
10=0=0Qw,

weil eine bilineare Abbildung (v,0) bzw. (0, w) stets auf 0 abbildet. Auch ist etwa der
Tensor e; ® €1 + €2 @ €3 € R? ® R? nicht im Bild von

s: R* x R? - R*2®@R?
(Ubung).
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(b) Lineare Abbildung T aus V ® W heraus, T: V ® W — U, werden oft durch Angabe

T(v ® w) = rechte Seite

definiert, wobei die rechte Seite des Ausdruckes bilinear in v und w ist. Gemeint ist dann
stets, dass man zundchst die bilineare Abbildung c: V- x W — U mit

o (v, w) = rechte Seite

betrachtet, dann die universelle Eigenschaft benutzt und T = ®, setzt. (Keineswegs
meint man, dass jedes Element in V ® W die Form v ® w hat und womoglich die
Darstellung auch noch eindeutig ist oder dass man Wohldefiniertheit zu priifen hatte.)

(4.8) Beispiel.

(a) Fiir endlich dimensionale IR-Vektorrdaume V und W ist kanonisch isomorph:

(b)

78

V*®@ W = Hom(V,W).

,Kanonisch isomorph” bedeutet hier, dass es einen kanonischen Isomorphismus, zwis-
chen den Vektorrdaumen, der nicht von einer Basiswahl abhéngt, gibt. (Dass V* @ W
,isomorph” zu Hom(V, W) ist, folgt schon daraus, dass beide die gleiche Dimension
dim V dim W haben.)

Der kanonische Isomorphismus wird in der Regel angegeben (oder nach einer Zeit
auch nicht mehr, weil er so kanonisch ist, dass jeder ihn selbst findet). Er ist hier fiir
AeV*, weW,v eV gegeben durch

T(A®@w)(v) = Alv)w.

Weil die rechte Seite trilinear in (A, w, v) ist, ist namlich zundchst die Abbildung o: V* x
W — Hom(V, W),
oA, w)(v) = A(v)w

« %
wohldefiniert (d.h.: ¢(A, w) liegt wirklich in Hom(V, W)) VEx W Hom(V, W)
und dann benutzt man die universelle Eigenschaft und die sl %

Existenz von T = &, zu bekommen (Vgl. (4.7,b)):

VoW
"Beweis, dass T injektiv ist: Sei t = Y/_; A @ w; € V* ® W. Wir diirfen annehmen, dass
(w1, ..., w,) linear unabhingig ist (sonst gibt es eine kiirzere Darstellung t = 1/ ® w;):

wir sagen, dass die Darstellung reduziert ist.
IstT(t) =0 = '
A(v)w; =0

= Ai(v) = 0 (wegen linearer Unabhingigkeit von (wy, ..., w;)), Vv € V. Also sind alle
Al = 0 und damit + = 0. Damit ist T injektiv. (Surjektivitit folgt dann aus dim V* @ W =
dim Hom(V, W).) 4

Fiir endlich-dimensionale R-Vektorraume V und W sind kanonisch isomorph:
V'@ W* 2 Bil(V,W;R) = (Ve W)

Die zweite Isomorphie wird hier einfach durch ¢ — ®, gegeben (vgl. (4.5)) und die
erste Isomorphie (&hnlich wie unter (a)) durch

T(A®u)(v,w) = A(v)u(w)
fir A € V*, u € W*, w € W (Ubung).
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(4.9) Erinnerung.

(a)

(b)

(©)

Man erinnere sich an die Konstruktion der direkten Summe zweier Vektorrdume: Fiir
V und W setze man als Menge V & W := V x W, versehen diese mit der Komponenten-
weisen Addition und Skalarmultiplikation

A(v,w) := (Av, Aw)

firv € V, w € Wund A € R. Man hat dann die natiirlichen u

Inklusion i: V — V& W, v — (0,0) und j: W — V& /;//?\\ﬂ\
W, w — (0, w) und das Tripel (V & W, i, ) erfiillt folgende v o 3 : roo W
universelle Eigenschaft: Ist (U, «, B) ein (weiteres) solches N

Tripel, so gibt es genau einen Homomorphismus T: V & ; : /
W—=UmitToi=aund Toj=p, Vaew

"Man setze ndmlich T(v, w) = a(v) + B(w). Das ist wegen T (v, w) = T((v,0) + (0,w)) =
T(v,0) +T(0,w) = Toi(v)+ Toj(w) = a(v)+ B(w) der einzige Kandidat und er ist
auch tatsdchlich linear. 4

Man beachte, dass zwar V @ W als Vektorraum kanonisch 174
isomorph zu V x W ist. Es erfiillt aber (V x W, ry, ) die Ty TTw
universelle Eigenschaft eines Produktes: Ist (U, oy, ow) ein / :
Vergleichstripel, so existiert genau ein Homomorphismus V' _ © 3! : T o W
|
|

T:U—-VxWmitnyoT =9y und mwo T = ow, \ /
"Némlich T(u) := (ov (1), ow(u)). (Ubung). e U o
Beachte aber auch, dass fiir unendlich viele Summanden bzw. Faktoren V; (i € I) die
Summe und das Produkt auseinanderfallen. Es ist namlich

HVl ={(v;) : v; € V;} und T HVZ = Vi, (0i)ier = Uj,s

x W
A

eV iel

allerdings

EBVz‘ = {(vi)ie1 € HVZ- 1 v; =0, fur fast alle i € I}

iel i€l
und

;: Vi = @ Vi, v = (i0)icr
iel

(Ubung).

Man priift nun (ohne Miihe) nach, dass z.B. kanonisch isomorph ist:

(4.10) Kommentar.

()

Sei nun r > 2. In ganz dhnlicher Weise, wie wir das Studium von bilinearen Abbildungen
auf V x W (fur zwei R-Vektorrdumen V und W) auf das Studium von linearen Abbil-
dung auf V ® W zuriickgefiihrt haben, gehen wir auch beim Studium von r-linearen
Abbildungen auf V; x --- x V, (bei Vektorrdumen Vi, ..., V;) vor. Man bildet zunéchst
wieder den freien Vektorraum F(V; x - - - x V;) iiber der Menge V; X - -- x V, und teilt
dann einen Unterraum U (von Relationen) heraus,

Vi@V, =FWV;x - xV,)/U,
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so dass die kanonische Abbildung s = roi: Vi x--- XV, = V1 ®---®@ V, (i: Vix- X
V, — F(Vq x --- x V,) die kanonische Inklusion, 7t: F(V; X -+ x V,) = V1 ®---QV,
die kanonische Projektion) (gerade eben) r-linear wird uns setzen natiirlich

MR Qv :=5(v1,...,0)
(firvy € V4,...,0, € V}).

(b) Es erfiillt dann das Paar (V; @ - - - ® V4, s) die folgende universelle Eigenschaft: Ist (U, o)
ein Paar, wo U ein Vektorraum und ¢: V; X - -- x V;, — U r-linear ist, so gibt es genau
einen Homomorphismus T: V1 ® - - - ®@ V, = Smit Tos =0,

Vix---xV,
Si \
3!
Vi@ @V—=--->U

Die Abbildung

®: Mult,(Vy,...,V,;U) > Hom(Vi® --- @V, U), 00— D,
wird dann zu einem kanonischen Isomorphismus.
(VMo eVa=ViaheoV=2V e (Va® V)l

(c) Esist auch klar: Ist (e’{, .. .,e,';k) eine Basis von V; (k = 1,...,r), dann ist

(el @ @€ i1, m
=

I
1,...r
Basisvon Vi ® - - @ V,. = dim(V} ® - - - ® V,) =dim V; - - - dim V..
(d) Mansetzt Q1 Vi =V1®--- @ V,.

(e) Seir = p + q. Betrachte

p+q p ptq
j=1 k=1 I=p+1

(01, Opag) = (1@ - @ V) ® (Vp1 @ -+ - B Upg).

Es ist o ist (p + q)-linear ist.

ptq P p+q
= 3IT =20, @V~ (QV) @ ( ® V)
=1 k=1 I=p+1

mit Tos = ¢, also

T(01® - QVpig) = (1R ®Vp) @ (Vpr1 XD+ @Vpyqg)

= T ist (kanonischer) Isomorphismus (weil fiir Basen (6]1‘, .. .,e{”) G=1,...,p+9)
von V; die induzierte Basis von ®]’:{1 Vj in die induzierte Basis von ®Z Vi ® ®f 4 Vi
iibergeht). Insbesondere gilt z.B.:

VM(VheoW)=2VieWheVs= (Ve V) ® V.
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(4.11) Erinnerung.

(a) Ein Tripel (A, +, -, *) heifit eine R-Algebra, wenn (A, +, *) ein Ring und (A4, +, ) ein
R-Vektorraum und fiir alle A, » € Rund a,b € A gilt:

A-(axb)=(A-a)xb=ax(A-D).

(b) Sind A und B R-Algebren, so heifit eine Abbildung ®: A — B ein Algebra-Homomor-
phismus, wenn ® sowohl Ring-Homomorphismus als auch Vektorraum-Homomorphis-
mus.

(4.12) Vorbereitung. Sei V ein Vektorraum, p € Ny und setzen V®? := R und V®? =
®!_, V.Seinun fiir p,q € Nound ¥: V& ®@ V1 — V&(P+9) der kanonische Isomorphismus
(d.h. das Inverse zu T aus (4.11,d)). Beachte auch, dass RQW — Wunter AQ w — A - w
kanonisch isomorph ist (mit Inversen v — 1 ® ). Sei s: V& x V¥ — V& @ V1 kanonisch.
Setzte nun

®:=Y%os: VP x V&1 — yEF+),

Dann ist ® bilinear und es gilt:
(01® - ®0) (V1@ - QUpyg) =01 Q-+ @ Vpiy.

(4.13) Definition. Sei V ein R-Vektorraum. Wir versehen

T(V) =PV

k>0

mit der Struktur einer IR-Algebra, indem wir die Bilinearformen aus (4.12) bilinear auf ganz
T(V) ausdehnen:

P q
T=)Y GimitT,e V¥ S=)Y S mits v
k=0 1=0
p+q
T®S:= 2( y Tk®s,>, T(V) x T(V) — T(V).
=0 k=
cVvei

(4.14) Kommentar.

(a) T(V) wird damit tatsdchlich zu einer R-Algebra, die i.A. nicht kommutativ ist:
o dimV =0= T(V) =R,
e dimV =1= T(V) = R[X],
e istdimV > 2, so gilt fiir (v, w) linear unabhingig:

v@w#w®v (Ubung)
(b) Betrachte die natiirliche Inklusion
VoTV)=ReVe(VaV)s---, iv)=mo,

die V mit V®! C T(V) identifiziert.
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(4.15) Bemerkung. Das Paar (T(V),i) erfiillt folgende universelle Eigenschaft: Ist (A4, f)
ein weiteres Paar, so gibt es genau einen Algebra-Homomorphismus ®: T(V) — A mit

Poi=j,
Vv
l j
3
) -

!

i
T(V) - = A

Beweis. Eindeutigkeit. T(V) wird von V = i(V) C T(V) als Algebra erzeugt. Daher gibt es
nur einen Kandidaten fiir ®, ndmlich

D01 ®---®@vp) = j(v1) - j(vp).
Existenz. Fiir jedes p € INp ist @,: V¥” — A nach der universellen Eigenschaft von VP
durch

Qp(01®@---®@0p) = j(v1) -+ j(vp)
wohldefiniert (und linear). Nach der universellen Eigenschaft der Summe existiert ein
eindeutiges ®: @50V — A mit Poi, = &y, wo ip: V¥ — T(V) die natiirliche
Inklusion auf den Summanden vom Grad p ist.

Definition der Ringstruktur auf T(V) = ®(V) Ringhomomorphismus = ® ist Algebra-
Homomorphismus. O

(4.16) Definition.

(a) Sei A eine R-Algebra. Eine Familie von Unterrdumen A7 C A, p € Z, heifdt eine
Z-Graduierung auf A, wenn
A= @ AP

pEZ
ist und fiir alle p,q € Z gilt:
AP . AT C APTI,
Eine Algebra mit Z-Graduierung (A, (A?)pcz) heifit eine graduierte Algebra.

(b) Ein Algebra-Homomorphismus ®: A — B zwischen graduierten Algebren A und B
heifit graduiert, wenn ®(AP) C B ist, fiir alle p € Z.

(4.17) Kommentar.

(a) Ist V ein R-Vektorraum, so ist T(V) offenbar eine graduierte (assoziative) R-Algebra
mit Eins mit
TP(V) :=T(V)F = V&

fir p > 0und TP(V) = (0) fiir p < 0.

(b) Ist I C A (A eine R-Algebra) ein zweiseitiges Ideal, d.h. ein Unterraum mit A-I C |
und - A C I, so tragt der Quotientenraum Q := A/I wieder eine Algebra-Struktur
vermoge

@+ 1)(b+1):=ab+ 1. Ny

Die kanonische Projektion 77: A — Q = A/I hat dann eine naheliegende ni k

universelle Eigenschaft (mit ker f O I). A/l-4 ~B
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(c) Ist I C A zweiseitiges Ideal und A durch (A?),cz graduiert, so nennen wir I homogen,
wenn fir jedes a € I, a = },cz a, die homogene Zerlegung, gilt: a, € I, Vp € Z. Mit
IP := I N AP gilt dann:
I=r.

pEZ
Behauptung. Betrachte

npl ln

QP = AP/IP -~~~ ->A/I=Q

Da roi,|I? =0 (da I? C I) existiert eindeutige j,: QF — Q mit j, o 71, = w o).
Behauptung.
(i) jp ist injektiv;
(i) Q=D jp(Q");
(i) (7,(QF)) pcz ist ein Graduierung von Q
(Ubung). =  ist graduiert.

(4.18) Vorbereitung. Sei V ein Vektorraum, T (V) seine Tensoralgebra und I das 2-seitige
Ideal in T(V), dass von allen Elementen v ® v € V®2 = T?(V), mit v € V, erzeugt wird,

r
I= {Zsk@wk@vk@tk :r €N, sty € T(V), v € V,kzl,...,r}
k=1

= | ist homogen.

(4.19) Definition. Sei V ein R-Vektorraum, T(V') seine Tensoralgebra und I C T(V) das
in (4.18) definierte, zweiseitige, homogene Ideal. Man nennt dann

AV :=T(V)/I

die Grassmann-Algebra iiber V (oder auch die dufiere Algebra iiber V). Fiir jedes p € INj
heifst
AP(V):=TP(V)/IP

das p-fache duflere Produkt. Es gilt
A(V)=EPAr(V),

p=0
und man notiert die Restklasse mit (sei 7t: T(V) — A(V) die kanonische Projektion)
NN ANV i=TT(01 Q-+ - @ Up).
(4.20) Kommentar.

(a) Fiir die Multiplikation in A(V') benutzen wir das Symbol A (,Dach”). Es ist also (vgl. ®
bei der Tensoralgebra):
(V1IN ANV) A (Vpg1 A ANTVpyg) = T(01 @ - R V) ATT(Vpy1 @ -+ @ Vpyg)
= n((01®...®vp)®(vp+1®...vp+q))

7t Ringhom.
= n(vl®--'®vp+q) =01\ NUpyqg

(lasse also Klammern haufig weg).
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(b) Seinun s”: VP — TP(V) und n7: TP(V) — AP(V) die kanonischen Abbildung. Dann
setzen wir w?: = P osP: VP — AP(V), also

wP(v1,...,0p) =01 A~ AUy
= wP ist p-linear.

(4.21) Bemerkung. w?: VP — AP(V) ist alternierend.

Beweis.
O=...ANv+w)AN(v+w)A...
= NUAOA.. + L AVAWA.. A+ L AWAON L+ L ANWAWA .
=0 =0
— w(...,v,w,...)=—w(...,w,0,...).

(j —i—1)-maliges Anwenden davon = V1 <i<j<p, Vo e V:

_ (_1\j-i-1 —
w(..., v ,,\v/,) (-1) w(..., v ,\v/,) 0. O
i-te j-te j—1-te j-te

(4.22) Bemerkung. Das Paar (A?V,w?) erfiillt folgende universelle Eigenschaft: Ist U
ein Vektorraum und h: V¥ — U p-linear und alternierend, so existiert genau ein lineares
P: AP(V) > UmitPow? =h,

VP

S

APV === U.

Beweis. Eindeutigkeit. (v1 A -+ A Up)zq,...,vaV ist erzeugend fiir AP(V) (da kanonische Pro-
jektion 7t#: TP (V) — AP(V) surjektiv ist). = Es gibt nun einen Kandidaten fiir ®, namlich

D(vy A -+ Avp) = h(vy,...,0p).

Ny e

AP(V)

Existenz. Da h p-linear ist 3®: T# (V) — U mit ® o s” = h. Da VP
o o h
(- @oRv®--)=h(...,00,...) =0 (= ®|I’ =0). /is”
. LoTr(v) - s
ist, Vo e V= 3®: AP(V) > Umit ®o i’ = . wp\ i ) /111
(

Mit w? = 7t¥ o s? folgt:
DPow! =donPos? =dos? =h. O

(4.23) Kommentar.

(a) Beachte auch hier, dass w?” i.a. weder injektiv noch surjektiv ist, z.B. w(...,v,7,...) =
0, Vo € V und fiir (vy,...,vs) linear unabhingig in V (also dim V' > 4) ist v; A vy + v3 A
4 nicht im Bild von w? (Ubung).

(b) Ist I C {1,...,n} eine p-elementige Teilmenge (0 < p < n) und I = {iy,...,ip} mit
1<iy <ip <--- <ip <n,soschreiben wir:

vil/\---/\vip =:0]

(fir p = 0: v := 1 € A°(V) = R).
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(4.24) Lemma. Sei (ey,...,e,) Basis von V, U ein Vektorraum und fiir jede Teilmenge 1 C
{1,...,n} mit p Elementen sei u; € U beliebig. Dann gibt es genau ein p-lineares, alternierendes
h: VP — U mit

h(e,‘l, Ce ,eip) = Uy

(mit I = {ir,... iy} und iy <ip < --- <ip).

Beweis. Sei (iy,...,i,) ein p-Tupel mit i € {1,...,n} (k =1,...,p) = Fh: VP = U
p-linear mit
0 fiir iy = 4; fir ein (k, 1) mitk # 1,

h(eiy, ... ei,) = (0) falls I = {i,...,i,} p Elemente hat und o € v, ist, so
SEMIIUL - Jass (ig1,...,10p) geordnet ist.

Nun priife nach, dass h tatsichlich alternierend ist. Sei p = 2 und v = A'e;
n . . .
= h(v,0) =Y _(A)*h(ee)+ Y, AN (h(eief) + h(eje))
=1

~— b
1<i<j<
0 <i<j<n 5

0.

(Eindeutigkeit auch klar). O

(4.25) Proposition.

(a) Sei (e1,...,e,) eine Basis von V und p € INy. Dann ist (e;); eine Basis von APV. Hierbei
durchliuft I die Menge aller p-elementigen Teilmengen von {1,...,n}.

(b) Ist dimV = n, so gilt: AP(V) = (0) fiir p > n und fiir 0 < p < n gilt:

dim AP (V) = <’;)

(4.26) Korollar. Ist V endlich dimensional, so auch A(V). Genauer: Ist dimV = n, so ist
dim A(V) = 2",

Beweis. Mit dem Binomischen Lehrsatz ist wegen A(V) = @, AP (V) = @iy AP (V):
. = ®) v (7 -
dimA(V) = ) dimAP(V) = ) <P> 7. 1"P =(1+1)" =2". O
p=0 p=0

Beweis von (4.25). Da (ej, ® -+ ® ejp)lgl'llmlipgn TP(V) erzeugen ist, ist es auch (e, A--- A
€ip)1§il,m/ip§n AP(V). Ist aber i = i fir k # 1, soiste; A---Aej A---Nejy A=+ A\ e, =0
und ist 0 € vy, so ist

e, N+ Nei, =sgn(c)e; A+ Aej,

= (e1) = (e, A+ - A eip)1§i1<i2<...<ip§n erzeugend APV.Fir I C {1,...,n} p-elementig sei
hl: VP — R die alternierende p-Form mit

(e, ... e,) = 6j,

wenn | = {ji,...,jp} und (j1,...,jp) geordnet ist (vgl. (4.24)). Sei ®': A?(V) — R linear
mit ®' o w? = ' (universelle Eigenschaft von (APV,wP)) = ®/(e) = 4}. Ist nun

Y Meg=0= 0=2'(Me)) =N () = 7"
] \_\,I_/
:5]

Also ist (er) auch linear unabhingig = (a). (b) ist dann klar. O
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(4.27) Vorbereitung.

(a) Erinnere, dass T?(V*) = (TP(V))" kanonisch (namlich zu Mult,(V;R)).
Frage: Ist auch A?(V*) = (AP(V))" kanonisch?

(b) Erinnere: Eine Bilinearform (, ): V x V — R heiflt nicht-entartet, wenn gilt:
@) ist (v,w) =0, Vw e V=10 =0,
(i) ist (v,w) =0, Vo € V = w = 0.

(4.28) Lemma. Fiir eine Bilinearform (, ): V x W — R setzen wir ®: V — W*und ¥: W —
V* fest durch
@(0)(w) = (v,w), ¥(w)(v) = (v,w).

Dann gilt: Ist (, ) nicht entartet und V, W endlich dimensional, so sind ® und ¥ Isomorphismen.
Beweis. Nicht-Entartung von (, ) bedeutet Injektivitit von ® und ¥
— dimV* > dimW = dim W* > dimV = dim V*,
also dimV = dim W. = ®, ¥ Isomorphismen. ]
(4.29) Vorbereitung. Sei V ein Vektorraum und p € INy. Betrachte dann
s: VP x (V)P = R, s((v1,...,vp),(ocl,...,uc’])) = det((vk,ocl>)k’l
wo wir mit (, ): V x V* — R die natiirliche Paarung
(v,a) := a(v)

bezeichnen.
= s ist p-linear und alternierend in V? und selbiges in (V*)?. Sind w},: V¥ — AP(V)
und w}.: (V*)P — AP(V*) die kanonische Abbildungen, so existiert genau eine Paarung

(,): APV x AP(V*) 5 R
mit {, ) o (w} x w}.) =s, also
(01 A+ Avp, et A AaP) = det((vg, ), -

(4.30) Bemerkung. Die obige natiirliche Paarung zwischen APV und AP(V*) ist nicht
entartet.

(4.31) Kommentar. Es sind also A”(V*) und (A?(V))" kanonisch isomorph.
Beweis. Klar, denn ¥: A?(V*) — (AP(V)) mit
Y(w)(t) =(t,w), TEA(V), weAP(V¥)
ist ein kanonischer Isomorphismus. O

Beweis von (4.30). Sei (ey,...,e,) Basis von V und (v!,...,9") duale Basis von V*. Fiir
I,] C{1,...,n} p-elementig ist dann

<€[, 7]> = 5{/

86



DIFFERENTIALGEOMETRIE

denn fiir I # ] gibt es eine Nullzeile (und auch Nullspalte) in der p x p-Matrix ({e;,, 7))
(mit1 < k,I < p). Fir I = | ist dagegen dies die Einheitsmatrix.
Ist nun T € APV beliebig = A € R: T = Ale;. Sei (t,w) = 0 Vw € AP(V*), insbeson-
dere fiir w = /.
— 0= (r,9YY=A{e, ) =N, V= 1=0.
——

4
o]
Ahnlich im zweiten Argument. O
(4.32) Kommentar. Bezeichnen wir mit
Alt,(V) := {w: VP = R : w ist p-linear und alternierend} C Mult, (V)

so haben wir nun die kanonische Isomorphismen:

Alty(V) = (APV)" = AT(VY).

Jede p-Form w € AP(V*) kann man also als alternierende p-Linearform auf V auffassen
und umgekehrt: '
ol A naP(vy,.. ., 0p) = det((vi,zx]>)l.j.
(4.33) Definition. Sei V ein R-Vektorraum mit dim V < co. Fiir p, g € INy setzt man
TP (V) := TP(V) @ TT(V*)

und nennt die Elemente von T(P7) (V) Tensoren der Stufe (p, q). (auch: p-fach kontravariant
und g-fach covariant)

T(V)®T(V*) = @ TPP(V)
p.9€N

heifit die erweiterte Tensoralgebra von V.

(Ubung: Definiere eine Algebra-Struktur auf den Tensorprodukt von zwei Algebren A @ B
und beweise eine universelle Eigenschaft.)

(4.34) Kommentar. Wegen der kanonischen Isomorphie von V und V**, v — (x — (v, a))
ist nun kanonisch Isomorph (vgl. Ubung)

TW(V) = TP(V) @ TI(V*) 2 TH(V*) @ TP (V) =2 TI(V*) @ TP (V™)
= TIV)* @ TP(V*)* = (TY(V) @ TP (V)" = Multy, (V7 x (V¥)P),

d.h.: Jedes T € T(P%) kann als (p + q)-lineare Abbildung von V7 x (V*)? nach R aufgefasst
werden.

(4.35) Vorbereitung.
(a) Ist (, ): V x V* — R die kanonische Paarung

(,) (v,0) = (w—ra(w)v)

V x V**;]R VxV* End(V)
®l -7 ®l -7
//E!tr - T
Ve V* Ve Vv

so sei tr: V® V* — R die induzierte linear Abbildung. Ist S: End(V) — V® V*
der kanonische Isomorphismus (vgl. (4.8,a)), so ist troS: End(V) — R, troS = spur
(Ubung).
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(b) Seinun p,g € Nound 1 <k <p, 1 <[ <q. Betrachte
sk VP x (V*)1 — Tr=1a=D(y)
mit
sp(1,. ., vp 0t 0) = (0, d) 01 @ RHR R BOY R @ ag.
(wo ,,.7.” meint, dass dieser Eintrag fehlt)

(4.36) Definition. Fiir 1 < k < pund 1 <[ < g wie eben, nennen wir die von si induzierte
Abbildung
trb: T (V) — TP (y)

die Verjiingung der (p, q)-Tensoren im k.Faktor V und I.Faktor V*.
(4.37) Vorbereitung.

(a) Sei V ein R-Vektorraum und (ey, ..., e,) eine Basis. Sei (71,..., ") die dazu duale Basis
von V*und p,q € No. Ist T € T(P4)(V), so existieren eindeutig bestimmte Elemente

éh l” € R, so dass gilt:

T=¢""e ... ®e, Y @@,

J1esjg 1

C;- = (;‘;;: mit i = (i1,...,ip), j = (j1,---,j;) heiflen die Koordinaten von T bzgl.

(e1,...,en).
(b) Sei nun (fy,..., fy) eine weitere Basis und A, B € Gl,(R) die Basiswechselmatrizen:

A= (a), B= (b))

fi=a el, ej = ]fl,
also B= A1, bzw. b;-a{( = (5,i, a;'-b{; = (5}(
Es ist dann fiir die duale Basis (6%,...,6") von (f1,..., fu)- 5 = b;yf, Y= a;'-éj, dann:
biod (fi) = by (aker) = blak v/ (e)) = bia), = o} = &'(fi), V
——
=5
1
— b;'fyf =5 (Vi) (= 7' = 5}’% = a;'(b;"yf = alb).
Beachte: Ist v € V mit 'e; = v = 1/f;
— 5/ = 5 (v) = by (0) = bjg" = n = BE.
Ista € V*mit &y = a = ,7],5]‘
s ) = alf) = ala(e;) = aidi = &l —> 1y = FA —> = AT
(4.38) Bemerkung. Sei V, (ey,...,e), (f1,..., fn) wie oben und (9L ..., (6Y,...,6")
dual dazu. Sei p,q € Ny, T € TP4(V) und
=8 @, @Y @ @l = T @@ fr, @O @ @ o,

Ist dann A = (u;-) mit f; = a;ei und B=A"1= (bl.), so gilt:

ki kp i1,00p _f1 Ja
Moty = %7 érh ey
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Beweis. Kiirze furi = (iy,...,i,) usw. ab

€i1:€i1®"'®€ip, fk::fk1®"'®fkp
’)’]:’)’]]®®'Y]q/ 51::511®...®(5lq
k kq ky k._ _h Ja

bi =0y b, M=y -,

1: L il ..... ip k o kl,...,kp

G = G ="My,

— ¢ = bfffk, 'yj = a{él
— 0 f;i®8 =T =_¢e @y = C;bfﬂ{fk ®d
— (Koeff.-Vergleich) 'yf‘ = bfé}a{ . O]
(4.39) Kommentar.
(a) Fir p =g =1ergibtsich fir T € V® V* =2 End(V) das bekannte Verhalten:
n=A"ZA,
firp=0undg=2firT € V*® V* ZBil(V)
7= A'¢A (Ubung).
(4.40) Vorbereitung. Sei dimV =n,0<p <mn, (e1,...,en), (f1,..., fn) Basen von V mit
Transformgtionsrpatrix A= (a;.), also f; = a;ei. Fiir die dualen Basen (v/!,...,9"), (6},...,6")
ist dann 7' = 43¢/ Seinun w € AP(V*) und
w = 61’)/1 — ;7151’
wo I bzw. | alle p-elementige Teilmengen von {1,...,n} durchliuft.
Frage. Wie transformieren sich (¢;) und (7;)? Dazu:

’YI:’)/il/\---/\’yi”Zaﬁ---a;}i(sh/\---/\y”

= Z ( 2 llill e ai,p (de(l) A---A 5j0(p)>
Jo(1) Jo(p)

1<j1<<jp<n ‘TEYp

= Z < Z sgn(a)alﬁ .. '“;‘Zp)‘sh A--- Al = det(A})éf,

1<ji<—<jp<n ‘TET, o
WO A} die (p x p)-Teilmatrix von A mit den Zeilen iy, ..., ip und den Spalten jy, ..., jp ist.

det(A}) heist dann der IJ-Minor von A.

(4.41) Bemerkung. Sei V, (e1,...,e4), (f1,..., fn) wie oben und (7%,...,9"), (6%,...,6")
dual dazu. Ist w € AP(V*) (0 < p < n) und

w = 61’)/1 = ;715]’
so gilt fiir alle J:

iy = det(A])gr.

Beweis. Es ist
n) =w =gyl = det(A})éI.

— Koeffizienten Vergleich: r7; = det(A})(f I O
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(4.42) Definition. Seien n,k € Np und M" und E"*¥ glatte Mannigfaltigkeiten und 7v: E —
M glatt. Eine (Vektor-) Biindelkarte von 7 ist ein Diffeomorphismus ¢: 7= 1(U) — U x Rk,
wo U C M offen ist, so dass fiir die Projektion pr;: U x RF — U gilt: pr, op = 7|7~ 1(U),
-1 ¢ k
7 (U) — U x Rk,
ﬂ‘n—l (u) \L pr,
u

(4.43) Kommentar.

(a) Jedes p € U ist damit ein reguldrer Wert von 7, denn fiir alle ¢ = 7t~ !(p) ist

Dtz = D(pry)¢(¢) © Dog

und Dg; ist ein Isomorphismus und D(pr, ), ) ist surjektiv, und damit n(p) CE
eine Untermannigfaltigkeit der Codimension 7, also der Dimension k.

(b) Esist dann
gp: 7 (p) = R, gy = (pry) o 9l (p)
ein Diffeomorphismus, insbesondere also 77! (p) # @ und damit 7r|7~}(U): 7~ (U) —
U surjektiv, denn

RE = 71 (p), y = ¢ (p,y)
ist offenbar invers zu ¢, (und glatt), weil:
¢po @ (py) =pryopo 9 (py) =y =1(y)

und

o (. 9p(8) = ¢ (P, proo9(€)) = ¢ (m(€), pry(@()))
= ¢ (pry(9(8)), Pry(9(2))) = ¢ (9(8)) =& =1(2)

ist.

(4.44) Definition. Seien M", E"** und 7r: E — M wie oben. Eine Familie von Biindelka-
rten A = (¢;: 71 (U;) — U; x R¥), _; heidt ein (Vektor-) Biindelatlas fiir 7z, wenn (U;) eine

i
offene Uberdeckung von M ist und fiir jedes Paar (i,j) € I x I (mit U; N U; # @) gilt: Ist
p € U;NUj, so ist der Diffeomorphismus

(¢i)po (), RE - R¥
sogar linear.

(4.45) Kommentar.

(a) Identifizieren wir die Automorphismen von R,
Aut(RF) = {T: R* — R : T ist linear Diffeomorphismus} C Diff(R¥)
vermoge der kanonischen Basis (e, ..., e;) von R mit Glk(R), so ist also

9ii(p) == (9i)p o (9))," € Aut(R¥) = Glx(R)

fiir jedes p € U; N U; eine invertierbare k X k-Matrix.
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(b) Es ist dann der Ubergang
(Lli N Uj) X IRk = (p]'(ﬂf_l(ui N u]')) — goi(n‘l(lli N Uj)) = (Ui M LI]-) X IRk

(p.y) = ¢iow; (py)

gegeben durch
(y) = (P, @ii(p) ),
denn
priogio ¢ (py) = o9 (py) = pri(py) = p
und

pryogio ¢ (py) = (9i)po 9 (py) = (9i)p o (9))," (v) = ¢ii(p) - v-
Damit ist die Abbildung
¢ii: Ui NU; — GL(R)(C Mat (R) = RF), p — ¢;(p)
sicher glatt, weil sich jeder (r,s)-Eintrag von ¢;; (1 < r,s < k) schreiben lisst als
(93i(P)), = (er. Py 0010 9] (p,e5))
(wo (, ) das kanonische Skalarprodukt auf R* sei).

(c) Die Familie
(@i: U;NU; — le(]R))l.’].eI
heifien dann die Ubergangsfunktionen des Atlas 2.
(4.46) Definition. Sei 7r: E — M wie oben.

(a) Zwei Biindelatlanten 2 = (¢;);c; und B = (1;);c; heilen dquivalent, wenn auch
€ := (@i, ¥j)ic1,jej noch ein Biindelatlas ist.

(b) Eine Aquivalenzklasse ¢ = [2] von Biindelatlanten nennen wir eine (Vektor-) Biindel-
struktur auf 7.

(c) Ein Paar (7,c¢), bestehend aus einer glatten Abbildung 7r: E — M und einer Biindel-
struktur ¢ = [2] heifit ein (glattes) Vektor-(raum)-Biindel vom Rang k iiber M.

(4.47) Kommentar.

(a) Ist m: E = M ein (glattes) Vektorbiindel iiber M (und die Struktur ¢ wird nicht mehr
eigens notiert), so ist 7t insbesondere surjektiv und eine Submersion (Vgl. (4.43)) und
jede Faser E, := 7~ !(p) diffeomorph zu R¥.

(b) Man kann nun aber auf jeder Faser E, C E (p € M) die Struktur einer k-dimensionalen
(reellen) Vektorraums wie folgt einfithren: Man wéhle einen Reprasentanten 2 der
Biindelstruktur ¢, darin ein Mitglied ¢: 7—1(U) — U x R* mit p € U und definiere mit
Hilfe des induzierten Diffeomorphismus ¢,: E, — RF:

Et+onn =0, (9p(Q) +@p(n), A-g:=9, (A 9p(2))
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(©)

(d)

13 -1.2

Abbildung 4.1.: Mobiusband mit Seele (dunkel)

fiir &, € E, und A € R. Weil fiir eine weitere Biindelkarte y: 7~ 1({I) — U x RF mit
p € U (aus einen weiteren Atlas) der Ubergang ), o q);l: R¥ — RF linear ist, ist diese
Definition unabhédngig von der gewihlten Karte:

Gty =9, (W) +¥p(n) =¥,  ($p o9, 0 @p(O) +¥po @y 0 9p())
= 9 (P09 (2@ + 90(0)) = 95 (9p(2) + ¥y () = E o1

Ypo@,  linear
(und &dhnlich fiir A - §).

Es ist also E = [_|pE m Ep ein ,Biindel von Vektorrdumen tiber M”, zusammen mit einer
Mannigfaltigkeit-Struktur derart, dass dieses Biindel lokal trivial ist in dem Sinne,
dass jeder Punkt p € M eine offene Umgebung U besitzt, so dass Ey := 7~ 1(U)
diffeomorph zu U x R¥ ist (mit einem Diffeomorphismus ¢: E;; — U x R¥, der zudem
pr, 0@ = 7t|Ey erfiillt und ¢, = pr, o|E,: E, — R¥ ein Isomorphismus ist).

Erwéahnt sei aber bereits hier, dass E i.a. nicht global trivial sein muss, in dem Sinne, dass
es einen Diffeomorphismus @: E — M x RF (mit pr; o® = 7 und ®, = pr,o®|E,: E, —
R¥ Isomorphismus) gibt. Z.B. ist das Mébiusband (genaue Definition spater) E mit der
Projektion 7t: E — S auf seine ,Seele”, ein Geradenbiindel (d.h.: ein Vektorraumbiin-
del vom Rang 1) tiber S!, welches nicht biindel-isomorph (Vgl. (4.48)) (und auch nicht
diffeomorph) zum Zylinder ! x R (mit 77 = pr,) ist,

(4.48) Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit und 711: E;y — M und mp: E; - M
Vektorbiindel tiber M.

()

(b)
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Eine glatte Abbildung ®: E; — E; mit 71 o ® = 717 heifst ein (Biindel-) Homomorphis-
mus, wenn fiir jedes p € M die induzierte Abbildung

®,: (E1)p — (E2)p
linear bzgl. der Vektorraumstrukturen von (E;), und (Ez), ist.

Ein Homomorphismus ®: E; — E; heifit ein (Biindel-) Isomorphismus, wenn es einen
Homomorphismus ¥: E; — E; mit

Toq):]lgl, qDO‘Ij:]lEZ.

E; und E; heifien isomorph, E; = E;, wenn es einen Isomorphismus ®: E; — E; gibt.
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(4.49) Beispiel. Sei M" glatte Mannigfaltigkeit und k € IN. Beachte die Produkt-Mannigfaltigkeit
E:=MxRK 7= pr;: E — M. Dann ist 77 glatt und ¢: E — M x Rk, ¢ = 1, eine Biin-
delkarte (auf ganz E = 7r~}(M)) mit pr; og = 7. Der Atlas 2 = (¢), der nur aus der Karte
@ besteht, macht dann 77: E — M zu einem Vektorbiindel vom Rang k iiber M. Wir notieren
dieses Vektorbiindel mit R* (wenn diese Basis-Mannigfaltigkeit M klar ist).

Ein Vektorbiindel 7r: E — M vom Rang k heift trivial, wenn E = RK ist.

(4.50) Beispiel (wichtig). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n und

TM = ) TM, mit 7: TM - TM, n(§) = p < € TM,
peEM

ihr Tangentialbiindel, BILD. Wir versehen nun 7r: TM — M nach und nach mit einer
Vektorbiindel-Struktur.

(@) Sei ¢: U — V C R" eine Karte (aus einem differenzierbaren Atlas 2A) von M. Fiir jedes
¢ € n1(U) C TM gibt es genau einen Vektor y = (y!,...,y") € Rk, so dass (mit
¢ =(x1,...,x")) gilt: § = y/=%|, (mit p := 71(¢)), nmlich

yj = dxj‘p@)-

Es ist

§: () = UXRY, @(8) = (7(&), dx ey (&), dx" ) (©))

eine Bijektion und damit auch
¢: =(px1)op: m H(U) = V xR" C R

(und V x R" C R?" ist offen).

(i) Man definiere nun eine Teilmenge U C M := TM als offen, wenn fiir alle Karten
@: U — V CR" (aus einem Atlas 2 von M) gilt, dass

p(Unat(U)) cUxR"

offen ist. Das macht M zu einem topologischen Raum, der Hausdorffsch und von
abzdhlbarer Topologie ist (und diese Topologie ist unabhédngig von der Wahl von
2(). Die Bijektionen ¢ (¢ Mitglied in ) werden damit zu Homéomorphismen
und damit M (vermége der Homdomorphismen ¢: 771 (U) — V x R") zu einer
topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension 2.

(i) Sei A = (@o: Uy — Vi)aer nun ein differenzierbarer Atlas von M. Dann ist auch

A= (¢o: 71 (Uy) = Vo x R")

wel

ein differenzierbarer Atlas von M, denn ist p € Uy NUg (mit a, B € I), so ist fur
einf € n ! (p) C Uy NUp) = ' (Uy) N (Up).

d 0
_ k9 _
¢ ="Ya ok yﬁﬂ

und ’

oxy .

va= o vp (mitxg=gu(p)).
N
=(Jac(gap) (xp))}
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Ist also x4 = @u(p), xg = @p(p) und damit x, = @,p(xp) fiir die glatten Ubergénge
Pap = Pu © (pgl von %, so ist

Pu o Pplxp,yp) = (%;s(x/s), (]aC(%;s)(xﬁ))yﬁ)

und damit glatt. Mit ¥ wird damit M zu einer glatten Mannigfaltigkeit der Di-
mension 21 (und die Struktur ¢ = [2] hangt nur von der Struktur ¢ = [] auf M
ab).

(iii) SchlieBlich ist nun 77: TM — M eine glatte Abbildung, denn ist { € TM, p = 7({)
und ¢: U — V eine Karte auf M um p, d.h. p € U, so gilt bzgl. der Karte
¢: 171 (U) — V x R" auf TM und ¢ auf M:
gomog i =gomog o(p7l x1)
= gopro(p l x1) (dapry 0 = 1)
=g@og¢ lopr, =pr, (dapryo(f xg) = fopr)
also
pomod t(xy)=x
und damit glatt (um ¢, und damit tiberall).

(b) Fiir jede Karte ¢: U — V (aus einem differenzierbaren Atlas ) von M wir damit
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@: m1(U) — U x R" zu einem Diffeomorphismus, weil bzgl. der Karten ¢: 71 (U) —
VxR"'und ¢ x 1: U x R" — V x R" gerade

(pxT)ogog™ =(pxT)ogog o(px1)" =1
ist. Schlief3lich ist auch pr; o¢ = 7 nach Konstruktion, also ¢ eine Biindelkarte.

Hat man nun zwei Karten ¢,: U, — V, und ¢g: Ug — Vg (aus einem Atlas 1) von M,
so gilt fiir die zugehdrigen Biindelkarten @, : 77 (Uy) — Uy X R" bzw. gg: w1 (Ug) —
U’B x IR™:
-1 _ 1 A A1
Pa0 Pg (pyp) = [(@u x 1) 0 pu] 0 [@5" © (95 x 1)] (P, yp)
= (¢a' x 1) (Pao ) (@px 1)(p,yp)
= (g x 1)( @up (@p(p) Jac(gup) (95(p))3)
—~—
=gaogy’
= (p, [ac(@up) © 95(P)]ys)-
Damit ist @,5(p): R" — R" gerade durch

yp = (Jac(@ap) © 9p(p))yp

gegeben und damit linear. Der Atlas

= (@a: mH(Uy) — Uy X R")

ael

2
(wenn A = (@u: Uy — Vi)aer ist) macht also 1: TM — M zu einen Vektorbiindel
vom Rang 7 (und [2] =: ¢ hingt nur von ¢ = [2] ab: A ~ B — A ~ B). Die
Ubergangsfunktionen (@) sind gegeben durch:

Pap: Ux NUp — GL4(R),  Gup = Jac(@ap) © @p.
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(4.51) Definition. Sei 71: E — M ein Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M und
U C M offen. Ein (glatter) Schnitt in E {iber U ist eine glatte Abbildung

s:U—E mit mos=1y.

Ist U = M und s: M — E ein Schnitt, so spricht man von einem globalen Schnitt in E.

(4.52) Kommentar.

(a)

(b)

(©)

Ist ¢: 1~ 1(U) — U x R* eine Biindelkarte eines Vektorraumbiindels 7t: E — M und
ist s: U — E ein Schnitt in E {iber U, so gibt es eindeutig bestimmte glatte Funktionen
o ff U — R mit

gos(p) = (p.f(p),---. f(p) EUXRY, Vpel,
namlich ' ‘
fl = prloprzogoos (Z = 1,...,k).
Umgekehrt definieren glatte Funktionen f1,..., ff € £(U) durch

s(p) == (p. f (p)s-- . f(p))

einen glatten Schnitt in E iiber U. Bzgl. einer Biindelkarte ¢: 77~ 1(U) — U x R* ist
also ein globaler Schnitt tiber U das Gleiche, wie eine glatte vektorwertige Funktion
f:U— R~

Global gesehen ist aber ein Schnitt in einem Vektorraumbiindel 7r: E — M iiber einer
offenen Menge U C M (z.B. U = M) eine echte Verallgemeinerung von vektorwer-
tigen Funktionen auf U in folgendem Sinn: Ist etwa U = Uy Nl und s: U — E
ein Schnitt in E iiber U, so gilt fiir zwei Biindelkarten ¢;: 7 1(U;) — U; X R¥
und ¢@;: n—l(uz) — U, x R, dass sich die zugehorigen vektorwertigen Funktionen
fi: U — Rbzw. f: Uy — RF (nach (a)) auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich
wie folgt transformieren (und nicht etwa gleich sind):

filp) = eu2(p) fa(p), Vp € UiNly,

wobei ¢15: U; N U, — GLg(R) der Ubergang von E bzgl. der Biindelkarten ¢; und ¢,
ist, denn:

filp) = pryopros(p) = (¢1)p 0 (92)," o (92)p o s(p)
= ¢12(p) o pryop208(p) = ¢12(p) - f2(p)-
:fZ

Ist m: E — M eine Vektorraumbiindel iiber M, so notieren wir den Raum der globalen
(glatten) Schnitte mit

I'(E) :=T(M;E) := {s: M — E glatter Schnitt}.

Es ist im offensichtlicher Weise ein IR-Vektorraum (unendlicher Dimension bei dim M >
1 und rg(E) > 1, Ubung), sogar ein £(M)-Modul:

(s1+52)(p) := s1(p) + 52(p) (Addition in Ep)
(f-s)(p) :== f(p) -s(p) (skalare Multipliktion in Ep),

fe&(M),s,s1,s2 € T(E).
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(4.53) Beispiel.

(a) Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und L = R (= M x R) das triviale Geradenbiindel,
so kann man die globalen Schnitte in L offenbar mit den glatten Funktionen auf M

identifizieren (s(p) = (p, f(p))),

(und genauso, wenn L = R ist).

(b) Ist 7r: E — M ein Vektorraumbiindel, so hat 7t stets einen trivialen Schnitt, nimlich den
sogenannten Nullschnitt. Da namlich jede Faser E, C E ein R-Vektorraum ist, gibt es
ein Nullelement 0, € E,, fiir alle p € M. Der Nullschnitt ist dann durch s: M — E,

gegeben. (Er ist glatt, weil fiir eine Biindelkarte ¢: 77~ 1(U) — U x R¥ s|U durch die
Nullfunktion 0: U — R beschrieben ist.) Er ist dann Nullelement in den &£ (M)-Modul
I'(E).

(c) Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und 77: TM — M ihr Tangentialbiindel, so sind die
glatten Schnitte in TM {iber einer offenen Menge (wegen (4.52,a)) gerade die glatten
Vektorfelder auf U,

[(TMy) = X(U).

(4.54) Kommentar.

(a) Man sagt, dass ein Schnitt s: M — E in einem Vektorbiindel 7r: E — M nullstellenfrei
ist, wenn s(p) # 0y, ist, fiir alle p € M.

(b) Ist ein Vektorraumbiindel 7r: E — M trivial, E = RF (mit k = rg(E) > 1), so hat
1. E — M offenbar stets nullstellenfreie schnitt, z.B.s: M — E,

s(p) = (p,1,0,...,0) € M x RF = RF

(bzw. s(p) = ¢7'(p,1,0,...,0), wenn ¢: E — R* ein Biindelisomorphismus ist). Hat
ein Biindel 7: E — M etwa keinen nullstellenfreien (glatten) Schnitt, so kann nicht
trivial sein, E 2 R*. Z.B. hat nach dem Igelsatz 5" fiir n gerade kein nullstellenfreies
(sogar nur stetiges) Vektorfeld, was demnach impliziert:

TS" 2 R",
fir n gerade.

(4.55) Motivation. Konstruktion mit Vektorrdaumen in der (multi-) linearen Algebra, die
kanonisch sind in dem Sinne, dass sie nicht von der Wahl einer Basis abhéngig sind (z.B.
direkte Summe, Tensorprodukt oder p-fache Dachprodukt (p € INp)), iibertragen sich auf
Vektorbtindel, z.B.

(a) Direkte Summe. Sind 711: E; = M und m,: E; — M Vektorbiindel iiber M, so gibt es
(bis auf geeignete Isomorphie) genau ein Tripel (7: E =+ M, j1: Ey = E, jo: E; — E),
wo 71t: E — M ein Vektorbiindel und ji, j» Blindelhomomorphismen sind, die folgende
universelle Eigenschaft erfiillen:
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(b)

F
Jjl A 2
Ist (0: F — M, 1, j2) ein weiteres solches Tripel, so gibt es genau / : \
einen Biindelhomomorphismus T: E — Fmit Toi; = j;, Toi, = E; Gt Ep
j2- Man nennt (E, i1,1y) die direkte Summe von E; und E,. \\ : /
i1 ip
E

Konstruktion: Setze (als Menge)

E=Y E, E,:=(E),®(E)pund m: E > M, (&) = p <> £ € E,.
peEM

Setze weiter

iki Ek — E, ik = Z(ik)p mit (ik)pi (Ek>p — E
p

die kanonischen Inklusionen (k = 1,2). Wihle dann eine offene Uberdeckung (U;);e/
von M, so dass Biindelatlanten

_ 2 —
M= (¢ 7 (U)) = Uy x RR), und 20 = (@) s iy ' (1)) — Uy x RR) )

existieren (ki = rg(E1), ko = rg(E>)) und definiere

A= (¢;: 71 (U;) — U x RhRe)

j€l
durch "
(F) — , ¢ (&) = (m(@).n)
9i(&) = (m(8), (y1,12)) = {4)](-2)(52) _ (n(@),32)
und

&= (i1)p(&1) + (12)p(&2) = (61, 82)  (mit p = 7(F)).

Sind nun (¢} : U; N U; — GLy, (R)) 2
bekommt man fiir den Atlas 2(, dass

bzw. (¢;;’) die Ubergénge von 2; bzw. 2A,, so

ije]

gio9; " (p, (v1,92) = (P9l (Py1, 9 (P)v2) = (P, 93i(p) - <£>)

mit

Y| oo

@ij: UiNU; = Gl 1, (R),  ii(p) = @ :
0 ‘ Pij ()
Damit wird 7w: E — M zu einem Vektorbiindel vom Rang k; + kp, die Abbildun-
gen iy: Ex — E zu Biindelhomomorphismen, die auch die gewiinschte universellen
Eigenschaft haben. (Details sind Ubungsaufgaben: z.B. Topologie und differenzierbare
Struktur auf E werden mittels (¢;) dhnlich wie bei der Konstruktion der entsprechenden
Strukturen auf dem Tangentialbiindel gemacht).

Duales Biindel. Ist 7: E — M ein Vektorbiindel vom Rang k, so versieht man leicht
7t E* — M mit
E*= ) (E))"und i(x) = p :<= a € (E,)"*
peM
mit einer Vektorbiindel-Struktur (so dass (E*), = (Ep)* ist): Ist ¢: 7 1(U) — U x R,
U C M offen, Vektorbiindelkarte von E und ((el)p, oo, (er) p) die Basis von E,, gegeben
durch

(e))p = ¢ (p,e))
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(©)

(wo (e, ..., e) die kanonische Basis von R* sei), so sei ((A!),, ..., (A¥),) dazu duale
Basis von Ej,. Wir setzen dann ¢: 77~ (U) — U x R, ¢(a) = (7(x), z) mit

= z;(AM),.

Es wird dann 77: E* — M zu einem Vektorbiindel, denn ist ¢15: Uy N Uy — GLg(R) der
Ubergang zwischen zwei Biindelkarten ¢;: 77~ 1(U;) — Uy x RF und @,: 7 1(Up) —
Uy x RF von m: E — M, so gilt fiir die induzierten Biindelkarten @;: &2~ 1(U;) —
U; x RF und @o: A~ 1(Uy) — Up x R¥ von 7t: E* — M, dass fiir p € U; N U, und
z € Rk

grod, ' (p,2) = (p, dralp) - 2)

ist mit @1o: UuyNnl, — GLk<]R)
P12(p) = b (p) = ¢la(p)~"  (Ubung).

Homomorphismenbiindel. Sind 7;: E; — M und mp: E; — M Vektorbtindel, so
fiihrt eine nun hoffentlich offensichtliche Konstruktion zum Homomorphismen-Biindel
7t: Hom(E;, Ez) — M. Fiir das triviale Geradenbiindel R erhilt man speziell:

E* = Hom(E,R).

Tensorbiindel. Sind 7r;: E; = M und 72: E; — M Vektorbiindel vom Rang ki bzw. kj,
so hat man mit einer dhnlichen Konstruktion das Tensorbiindel 7r: E; ® E; — M mit
einer universellen Eigenschaft, wobei hier E; X , 7, E; — M das Faserprodukt von E;
und E, ist,

E1 X117 Ez = {(61,62) € E1 X E2 : 7'[1(61) = 7'[2(62)} - E1 X E2

(und 7t(e1,e2) = mi(e1) = ma(e2))

S
(F Vektorbiindel tiber M, s faserweise bilinear Eq X ,, E> ist tibri- By X, Ez F

gens natiirlich auch die unterliegende Mannigfaltigkeit des Biin- ®

dels E; @ E). o7

E1® E;

Dachformenbiindel. Ist 7: E — M ein Vektorbiindel vom Rang k und 0 < p < k,
so fiihrt eine ebenso naheliegende Konstruktion zum p-fachen Dachformenbiindel
7t: APE — M und dhnliches gilt fiir die Algebrenbiindel T(E) — M oder A(E) — M
(Ubung).

(4.56) Beispiel. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 77: TM — M ihr Tangentialbiindel.
Aus den natiirlichen Biindeloperationen erhdlt man nun:

()

Das Cotangentialbiindel. 77: TM* — M (oder auch T*M = TM*): Ist U C M offen und
w: U — T*M ein glatter Schnitt, so ist w offenbar gerade eine (glatte) Differentialform
auf U,

Q) =r(Uu,T"u).

(b) Die Tensorbiindel. 7r: TP M — M fiir p,q € No: Hierbei ist
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Ist U C M offen und T: U — T(P9M ein glatter Schnitt, so sprechen wir von einem
Tensorfeld (der Stufe (p,q)). Beachte also das Transformationverhalten von solchen
Tensorfelder (vgl. (4.38)). Sind x: U — V; und y: U — V5 Karten der Mannigfaltigkeit
mit Ubergang y = y(x): V4 — V, (bzw. x = x(y): Vo — V1), so gilt fiir ein Tensorfeld
T € T(U; TP U), dass mit

. . a ) '
_ adpip o j o ;
= Gty 3 Y e Qdx' ® ® dxlr
_ kieky O 0

! !
=M, W@”aykz’ @dy' @--- @ dy"
gilt: | |
x) = ox" ox'r . ayll aqu - Kekp

ayft oYty oxh Qxh M.,

(y(x)).

(c) Das p-fache dufiere Produkt des Cotangentialbiindels. 7: APT*M - M (0 <p <n =
dim M, fiir p = 0 versteht man A’T*M = R: das triviale Geradenbiindel), beachte:
AIT*M = T*M. Ist U C M offen und w: U — APT*M ein glatter Schnitt, so sprechen
wir von einer Differentialform vom Grad p iiber U und setzen

EWN(U) == T(U; APT*U)

(so dass also £O(U) = £(U) und EM(U) = Q(U) ist). Ist also w € £P)(U) und
x: U — V eine Karte, so gibt es eindeutig bestimmte glatte Funktionen 7; € £(V) (I
eine p-elementige Teilmenge aus {1,...,n} : [ = {i1,...,ip} miti; <ip <--- <ip),so
dass gilt:

w = n7(x)dx! mit dal = dat A -+ A dar,

Sind x: U — V3 und y: U — V, zwei Karten und
w = grdx! = yydy/,

so erhdlt man das Transformationsverhalten (vgl. (4.41)):

LAY
&1(x) = det(55 ) (x)y (v ()
insbesondere fiir eine n-Form w € £ (U) (n = dim M):

w = §(x)dx =7 (y)dy :
(mit dx :=dx! A+ Adx", dy ;= dy' A... Ady")

() = det( ) -y (y(x).

(4.57) Definition. Sei ®: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatte Mannigfaltigkeit-

en M" und N" und 7ir: F — N ein Vektorbiindel vom Rang k € IN {iber N. Wir setzen
E:=M o F={(py) € MxF : ®(p)=mnr(y)}, ng: E— M, 7tg :=pry

und nennen ®*F := E das Riickzugsbiindel von F unter ® (auch: Pullback-Biindel)

OF 2o

Prlan\L J/TF

IWobei es sich hier um den JI-Minor der Funktionalmatrix g—g = (%)13 ji<n handelt.
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(4.58) Kommentar.

(a) Man beachte, dass tiber p € M gerade die Faser von 7rp: F — N tiber ®(p) sitzt:

(®*F)p = Fo(p) (Verm(jge pr2|(q)*F)p).

(b) Ist ¢: nF_l(V) — V xRk, V C N offen, eine Biindelkarte von 7ty: F — N, so induziert
¢ eine Bijektion
= 1pp: g (U) — U x R*
mit U := ®~1(V) durch
¥(p,n) = (p,pryop(n))
denn U x RF — 7 1(U),
(py) = (P9 (2(p)y))

ist invers zu :

¢ (@(p), pryop(n)) = ¢ (7tr(n), pryoe(y)) = ¢~ (pry o9(1), pry o9 (y))
=¢(n)

und
pr, 099 ((p),y)) = v.

Man versieht nun nacheinander E = ®*F mit der Topologie, so dass ¢; := ¢, ein
Homoomorphismus ist (fiir alle Biindelkarten ¢;: 7'(;1 (V;) — Vi x R¥ aus einem Biinde-
latlas A = (¢;)ic; von F — N), dann mit einer differenzierbaren Struktur, so dass ¢; ein
Diffeomorphismus ist (i € I), und schliefllich mit einer Biindelstruktur, so dass

B = (i g (U;) = Uy x RY), - (mit U := @7(V)))
ein Biindelatlas wird. Die Ubergangsfunktionen dieses Atlas’ sind dann gegeben durch
i UiNU; — GLk R, ¢ = @jjo @
(wo ¢ij: ViN'V; — GL¢ R die Ubergénge von 2 = (¢;) sind), denn:

pioy (py) = vi(p o (P(p)y) = (ppryogio ¢, ((p),y)) = (. 9ii(P(p))y),
@ij

also

Pii(p) = ¢ij(D(p)).

(4.59) Beispiel. Ist &: M — N glatt, so ist das Differential D® ein Biindelhomomorphis-
mus von TM nach ®*(TN) (tiber M),

D® € I'(M; Hom(TM, ®*(TN)))

oder, da fiir zwei Biindel E — M und F — M das Homomorphismen-Biindel Hom(E, F)
kanonisch isomorph zu E* @ F ist, ist D® ein globaler Schnitt in TM* ® ®*(TN),

D® € I'(M; T*M ® ®*(TN)),
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denn:
D®,: TM, — TNq,(p) = (QD*(TN))p

ist ein Homomorphismus zwischen Fasern von TM und ®*(TN), und p — D®, hangt
auch glatt von p ab, da bzgl. Karten x: U - U' C R"von Mum pund y: V — V' C R"
von N um ®(p) (mit U = @~ (V)) D® bzgl. der induzierten Biindelkarten gerade durch
UxR"— UxR’

(p.€) — (p,Jac(y)(x)¢)

beschrieben wird (wenn wir mit x — y(x) auch die lokale Beschreibung von @ bzgl. x und
y notieren)

u—2-v
! !
U—ev

(4.60) Definition. Seien M und N glatt und ®: M — N eine glatte Abbildung. Fiir jedes
offene V C N definiert man den Riickzug von Differentialformen

o EW(V) = W (d7Y(V))
(k € Np) wie folgt: Ist w € £®)(V), also
wg = w(q) € A'T*N, 2 Alty(TN,), di. wy: TN, x -+ x TN, — R

ist k-linear und alternierend, so setzt man ®*w € £®(®~1(V)) fest durch (®*w), :=
P*w(p) € AFTM;; =2 Alty(TM,) mit
(q)*w)p(él, Ce ,gk) = an>(p) (Dq)p(gl), . ,DCI)p(Ck)).

(4.61) Bemerkung. Sei ®: M" — N’" glatt, y: V — V' C R’ eine Karte auf N und
x: ® (V) — U C R” eine Karte auf M. Hat nun eine k-Form w € £% (V) die lokale
Darstellung w = 77;(y)dy’, so gilt fir den Riickzug ®*w € X (~1(V)):

I

(a) ®*w = det <g‘zj> 1 oy(x)dx/,

(b) ®*w =noy(x)d(y" o @) A--- Ad(y* o D).
(4.62) Kommentar.

(a) Hierbei bezeichnet wieder g—ij die k x k-Untermatrix von Jac(y)(x) (x — y(x) die
beschreibende Funktion von ® bzgl. x und y), die aus den Zeilen iy,...,i; und den
Spalten jy, ..., ji besteht (wenn I = {iy, ..., i}, i1 < -+ <ipund | = {ji,..., ik}, 1 <
coe < g dst).

(b) Das zeigt, dass ®*w tatsachlich glatt ist, wenn w es ist.

(c) Man beachte insbesondere fiir den Riickzug von n-Formen, wenn dimM = dim N =n
ist: w = ndy! A--- Ady"

= P'w = <det<gi)17 oy(x)> dal Ao Adx!
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Beweis. (a) Sei ®*w = &j(x)dx/, also

d

T 9xi

)

(bei x = x(p)). Es folgt:

&(x) = w, (chp(aa.

xh

)) (bei g = @(p))

9
p),...,Dcpp(axik p

day't 9 oy’ 9
wq<8xfl ayit |, dxdk dy q)
oy
=i ol T\ gyeta) | 1T gyl |
y(p A A ()
- T \ceS, ox/ ok ! ay () q oyl q
=det(2})(x) 71(y)
ay! .
= (det(557) @) Jmrov(@) (bei y = y(q))
(b) Esist
" 0 9 m d
d(y" o @) (= p) = gul| (0@ = a7 e@ox |
_ "
-~ ox! (%0).
alsod(y™ o ®) = axl
; ; ] ) wie in (a) oy’
(d(y10¢)AAd(ka©))p<axll p/---/axikp) - —det<a I)(x()) D

(4.63) Erinnerung. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir hatten fiir jede offene Menge
U C M die Ableitung d: £(U) — €M (U) definiert durch

df(p) =dfp: TMp = R, ¢ — ¢(fp)

und die lokale Beschreibung gefunden, dass, wenn x: U — V C IR" eine Karte ist, wir

df|u = gfzdx

erhalten.

Eine der Hauptgriinde fiir die Einfiihrung von Differentialformen hoherer Ordnung ist
nun der folgende Satz:

(4.64) Satz. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit und 0 < k < n. Es gibt nun einen eindeutig
bestimmten Operator dy: £®) (M) — £+ (M) mit folgenden Eigenschaften:

(a) Ist p € M und U C M eine beliebige Umgebung von p, so hiingt fiir w € £X (M) der Wert
dywy = dyw(p) € AMIT* M, nur von w|U ab (wir sagen: dy ist ein lokaler Operator).
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(b) Ist x: U — V C R" eine Karte und w|U = nidx! mit 5y € E(V) (fiir alle 1), so gilt:
_ [ 91 i i i
dyw|U =dyr Adx' = ﬁdx Adxt A - A dxtk
X

(bei I = {i1,...,ik} i< <)
(4.65) Kommentar.

(a) So wie fiir eine Funktion f € £(M) kein ,Gradient” grad(f) € X¥(M) = I'(M; TM)
existiert, weil sich fiir Karten x und y um p € M die Gradienten von fox ! und foy™!
nicht wie die Koeffizienten eines Vektorfeldes transformieren (sondern wie die einer
1-Form), gibt es auch keine ,Hessesche” Hess(f) € I'(M; T*M ® T*M) auf M, weil sich
die Hesseschen von f o x~! und f o y~! nicht wie die Koeffizienten eines (0, 2)-Tensors
transformieren. (Nur in kritischen Punkten p € M fiir f gilt das.) Was sich aber ,richtig”
transformiert (d.h. wie die Koeffizienten einer 2-Form) sind die Ausdriicke

_ 9 o
aij(x) = @(x) - @(x)/
wenn w eine 1-Form mit lokaler Beschreibung w = f;dx’ und dhnliches fiir Formen
hoheren Grades. Das ist der Inhalt des Satzes.

(b) Istw € E(k)(U), x: U — V C R" eine Karte und w = 5;dx!, so beachte man, dass fiir
den Koeffizienten a;(x) von dw vor dx/, also dw = a;jdx/ mit nun (k + 1)-elementigen

Teilmengen | = {j1,. .., jit1} gilt:

k+1 M.
y(x) = Y (~1) =L

k=1

Eigentlich miisste man nun fiir den Beweis von (4.64) folgendes priifen: Sind ¢ = (¢;)
auf V; € R" und 57 = (17) auf Vo C R" gegeben, so dass gilt:

J
c1(x) = det (54 ) my o),

wenn y = y(x): V3 — V; ein Diffeomorphismus ist, denn dann beschreiben ¢ und 7
die gleichen Differentialformen w auf U C M, wenn x: U — V; und y: U — V, Karten
sind, so gilt fiir & = (a7) bzw. B = (B;) mit

k+1 O\ fi k+1 1O\ L
w(x) = L0 B = Y (-
x=1 x=1

das Transformationsverhalten

oy’
() = det (54) By )
Das ist aber zu kompliziert. Wir gehen anders vor.

Beweis von (4.64). (a) Eindeutigkeit. Sei p € M und x: U — V C R" eine Karte um p.
Dann ist fiir v € £%)(M) gerade w|U = 5;(x)dx! mit #; € £(V) und daher dyw =
dnr A dx!, insbesondere

dkwp = (dﬂ[)p N dxé S Ak+1T*Mp

und damit festgelegt.
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(b) Existenz. Sei p € M,k € {0,1,...,n} und ¢: U — V C R" eine Karte um p. Wir
definieren dann:

df: W) — VW), dfw :=dyAdxl.

Auflerdem setzen wir

1) =P e
k=0

und
de: £5(U) — £*(U), d?IEWU) := d?’.
Wir stellen dann fest:
(i) Firk =0istd? = d: £O(U) — £M(U) und damit unabhingig von ¢;
(ii) d? ist R-linear und eine Anti-Derivation, d.h. fiir w; € £®(U) und w, € £X(U)

1st

d;(PH (w1 Awp) = d,(fwl N wy + (—1)kw1 N dl(PCUz. ()

(iii) Esistdf ;od{ =0, Vke No.
Dazu: (i) ist klar nach Definition.

Fiir (ii) sei w; = g7y dx! € EO(U) und wy = 7dx! € EW(U). (Fir IN] # @ ist
dx'Adx/ =0)
— w1 Awy =7 pPdal Ady
1A wy =1y dxs Adx,

also
(7,2
d?(w1 Awy) = d(’7§1)’7§2)) Adx! Adx! = mng])dxm Adx! A dx!
(2)
@) I N gy i d g
Leibni?—Regel ( ax™ 77] * dx™ T >dx AdxiAdx

an;” I 2) gy
= {( 5y dx™ A dx ) A (7 dx )]

el
+ [(17}1)de) A ((—1) a?m dx™ /\dx])}

= d%wq Awy + (—1)Fwy A d?w,

Fiir (iii) sei w = ;dx’.
d? 0 d?(w) = d?(dy; Adx!) = d? (g”;dxj Adx!)
X

az’71 i ‘
axiaxfdx Adx! Adx
32;71 32,71 . .
= 2 — T ) dxf Adad Ada!
;(axlaxf axfaxl) X * *

=0 nach Schwarz
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Istnuny: U — V, y = ¢(p), eine weiter Karte um p, so erfiilltauch d¥: £*(U) — £*(U)
die Eigenschaften (i) bis (iii), und daher gilt fiir w = 77 (x)dx!:
(if)

d¥w = d¥(n; dxl )

=dx1 A---Aduxk
= d¥n Adx! 4+ ) (=1)dx’t A= Adait AdY(dx) Adxi A - Adax
S~~~ i—
j=1

@
;dql

=0 wegen (*x*)
Also wegen (iii) und (i) ist

(i)

df (dxr) £ af(alxin) @o. (%)
Also ist d¥ = dyj; A dx! = d?w. Wir kénnen daher fiir w € €KX (M) und p € M setzen:

drw(p) := dfw(p),

wo ¢ eine beliebige um p ist, also dyw € £*+1 (M) mit den gewiinschten Eigenschaften
(a) und (b) aus dem Satz. O

(4.66) Kommentar.

(a) Man beachte, dass wir gleich mit bewiesen haben d: £*(M) — £*(M) ist
(i) linear und homogen vom Grad +1, d.h. d(£€®(M)) C £+ (M),

(ii) d ist eine Anti-Derivation, d.h. fiir homogene Elemente w; und w» gilt:

d(w1 VAN C(JQ) = dw1 N wo + (_1)deg(w1)w1 N de,

(iii) d ist ein Differential (im Sinne der algebraischen Topologie), d.h. d od = 0 (kurz:
dz =0).

(b) Zusammen mit der Eigenschaft, dass d|£(?) (M) die schon bekannte Ableitung ist, ist
d: &¥(M) — £*(M) durch die Eigenschaft (i) und (iii) aus Bemerkung (a) eindeutig
bestimmt (koordinatenfreie Charakterisierung von d, Ubung).

(c) Mannenntd: £*(M) — £*(M) die dulere Ableitung auf M. A = £*(M) wird mit allen
Strukturen zu einer kommutativen graduierten Differentialalgebra, wobei kommutativ
in graduierte Sinn fiir homogene Elemente w; vom Grad k und w, vom Grad I bedeutet,
dass

w1 A\ wy = (—1)klw2 A w1.

Sie enthilt betrdchtliche Informationen tiber die Topologie von M (vgl. Ubung).

(4.67) Bemerkung. Die dulere Ableitung ist vertraglich mit dem Riickzug von Differen-
tialformen in folgenden Sinn: Ist : M — N glatt und w € £*(N), so gilt

d(P*w) = &*(dw).

Beweis. Sei p € M beliebig und y: V — V C R’ eine Karte um g := ®(p). Ist w € EX(N),
so gibt es Funktionen 77; € £(V) so, dass w|V = #;dy! ist. Es folgt

817[

dw = dy; Ady! = By

dy™ A dy!
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und daher

(461b) 911

P*(dw) 3y

o®-d(y" o ®) Ad(y1 o D) A--- Ad(y o D)
auf V, insbesondere in p (bei I = {i,...,ix} geordnet). Und andererseits ist wieder nach
(4.61,b) ' '

P'w=no®-d(y' o®)A--- ANd(y* o D)

und daher (weil d eine Anti-Derivation und ein Differential ist)
d(®*w) =d(;0®) Ad(y1 o D) A--- Ad(y* o D)

k . . . .
+Y (—1)d(y o @) A AP (Yo D) A Ad(yk o D)
= —
= a(ig;f))dxl Ad(y1 o @) A - Ad(xk o D),

wo nun x: U — U C R" eine Karte um p sei und (nach evtl. Verkleinerung) ®(U) C V.
Nach der Kettenregel ist jetzt

d(no®) Iy ay"™ m aWy" .
o = 3y od- oyl und d(y"o®) = de ,

also ist auch

in p richtig also tatsédchlich tiberall ®*(dw) = d(®*w). O

106



Kapitel 5.

Liegruppe

(5.1) Definition. Ein Paar (G, -) heif3t eine Liegruppe (der Dimension n € INj), wenn G
eine Mannigfaltigkeit (der Dimension n) ist und -: G x G — G eine Gruppenstruktur, so
dass - := mult: G x G — G und auch inv: G — G, ¢ — ¢! glatte Abbildungen sind.

(5.2) Kommentar.

(a) Dass die Gruppenverkniipfung mult = -: G x G — G glatt ist meint nattirlich bzgl. der
induzierten glatten Struktur auf der Produkt-Mannigfaltigkeit G x G.

(b) Das neutrale Element von G wird meist mit e (oder 1) bezeichnet. Ist die Gruppenstruktur
abelsch, so wird die Verkntipfung auch mit + bezeichnet, und das neutrale Element mit
0.

(5.3) Beispiel.

(a) Fiir jedes n € INp ist G = IR" mit der Addition + eine Liegruppe der Dimension .
Ebenso jeder endlich-dimensionaler R-Vektorraum V' mit seiner additiven Struktur und
seiner nattirlichen Mannigfaltigkeit-Struktur.

(b) C* = C\ {0} ist als offene Menge in C = RR? eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit
und (z,w) + zw bzw. z +— z~! differenzierbar. Also ist (C*,-) eine 2-dimensionale
Liegruppe.

(©)

S'l={zeC" : |z| =1}
ist eine Untermannigfaltigkeit von C* und eine Untergruppe von C*. Damit ist (S!,-)
eine Liegruppe (der Dimension 1).

Beachte, dass damit die bis auf Diffeomorphie einzigen, zusammenhédngenden 1-
dimensionale Mannigfaltigkeiten (ohne Rand), namlich M = R oder M = S! eine
natiirliche Lie-Struktur tragen. Beide sind abelsch.

(d) Da
Gl,(R) = {A € Mat,(R) @ R"™ : detA # 0}

ist, ist Gl;, R € Mat, R offen und damit eine Mannigfaltigkeit der Dimension n2. Die
Matrizenmultiplikation (A, B) — A - B ist glatt, sogar polynomial, denn

(AB);: = af{bf fuirl<i,j<n
mit A = (a;'-), B = (b;) und auch die Inversenbildung ist nach der Formel

1
-1 _ #
= A
det A
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mit der Adjunkten Al
W it 3
(A ); = (—1)""7 det(A")
(wo A" aus A durch Streichen der j.Zeile und der i.Spalte entsteht), glatt (sogar rational).
Es ist also (Gl R, -) eine Liegruppe (der Dimension 1?).

(e) Ebenso ist Gl, C C Mat, (C) = C" = R?" eine Liegruppe der Dimension 2n2.

(f) Es ist
O(n) = {A €GLR : 'AA =1}

einerseits eine (abgeschlossene) Untergruppe von Gl, R und andererseits eine Unter-
mannigfaltigkeit von Gl,; R, denn 1 € Sym, R ist ein reguldarer Wert der Abbildung
®: Gl, R — Sym, R = R2"("+1),

A TAA

(siehe (2.71,b)). Die orthogonale Gruppe O(n) wird damit zu einer Liegruppe der
Dimension

1 1
n* — En(n +1) = En(n —1).

(g) Esist auch
Gl (R) := {A € G, R : detA > 0}

eine offene Teilmenge von Gl, R und eine Untergruppe. Auch GI| R ist damit eine
Liegruppe der Dimension n2. Sie ist zusammenhingend (Ubung) und damit die
Zusammenhangs-Komponente des neutralen Elementes von Gl, RR.

(5.4) Bemerkung. Sei G eine Liegruppe der Dimension n € INj. Dann ist auch die
Zusammenhangs-Komponente von e € G, Notation: G°, offen und eine Untergruppe von G
und ist damit auch eine Liegruppe der Dimension 7.

Beweis. Als Zusammenhangs-Komponente eines lokal wegzusammenhidngenden Raumes
G ist GY C G offen und damit selbst eine Mannigfaltigkeit der Dimension 7. G° ist zusam-
menhingend und damit wegzusammenhéngend (siehe (1.47)).

Sind nun g, h € G beliebig und a, B: I — G Wege von e nach g bzw. h, soist y: [ — G,

v(t) = a(t)B(t)

ein Weg von (0) = e nach (1) = a(1)B(1) = g - h. Es ist also auch g¢-h € G. Ebenso
sieht man, dass mit ¢ € G® auch ¢~! € G sein muss, indem man fiir a: [ — G, a(0) = ¢
und a(1) = ¢ den Weg a!: I — G, a7 1(t) := a(t)"! betrachtet. G C G ist also eine
Untergrupppe und damit eine Liegrupppe der Dimension . O

(5.5) Definition. Sei G eine Liegruppe und ¢ € G. Dann nennen wir l: G = G, lo(h) =
g - h die Linktstranslation mit g auf G und t;: G — G, h — h- g, die Rechtstranslation
mit g auf G.

(5.6) Kommentar. (a) Links und Rechtstranslation auf G sind glatt, denn sie sind Kompo-
sitionen von glatten Abbildungen. Z.B. ist

l, = mult o,

wenn mult: G x G — G die Gruppenverkniipfung ist und ig: G — G x G, h — (g, h)
die Inklusion. (Fiir jede Mannigfaltigkeit M und jedes p € Misti,: M — M X M, q
(p,q), glatt, denn lokal ist das y — (x0,y), V — Vo x V, V),V C R" offen)
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(b) Iy und r¢ sind sogar Diffeomorphismen, denn lg—l bzw. to-1 sind offenbar invers zu [,
bzw. 74:
lor = (lg)_lr Te-1 = (rg)_l
denn:
lgfl ol =1=1I0 lgfl,
weil

g Ngh)= (g 'g)h=¢h=h, VhedG.
(5.7) Definition.
(a) Seien G und H Liegruppen. Eine Abbildung ¢: G — H heifst ein Lie-Homomorphismus,
wenn sie glatt und ein Gruppenhomomorphismus ist,

9(8182) = 9(81)9(82), V81,82 € G.

(5.8) Kommentar.
(a) Ein Lie-Isomorphismus ¢: G — H ist also insbesondere ein Diffeomorphismus.

(b) Ist umgekehrt ¢: G — H ein Lie-Homomorphismus, der ein Diffeomorphismus ist, so
ist ¢ bereits Lie-Isomorph, denn das Inverse : H — G von ¢ ist dann automatisch
homomorph:

p(hha) = 9(gop(h) - pop(ha))
= 9(p(pUn)p())) = 9(h)y(ha), Vi h2 € H.

¢ Hom.

(5.9) Beispiel.

(a) Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) := {A € O(n) : det(A) = 1} ist eine
offene Untergruppe O(n), denn det nimmt auf O(n) nur die Werte +1 an. Da SO(n)
zusammenhingend ist (Ubung), ist SO(n) damit die Zusammenhangs-Komponente der
1 von O(n),

(b) Fir n =1ist SO(1) = {e}, d.i. isomorph zur 0-dimensionalen trivialen Gruppe.
Fiir n = 2 gilt: SO(2) = S! (als Liegruppe), denn S! — SO(2)

- () )= () wi) =

ist ein Isomorphismus, weil jedes Element in SO(2) von der Form (Zif((g)) 23:253‘)) fiir
ein a € [0,27).
(c) Die unitire Gruppe
U(n) := {A € Gl,C : 7AA = 1}

ist, dhnlich wie O(n) C Gl, R, eine Liegruppe, weil 1 ein reguldrer Wert von ®: Gl, C —
Herm(n),
D(A) ="AA,

ist und
Herm(n) = {A € Mat,C : "AA}
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(e)

(f)

(8)

(h)

110

die hermitschen Matrizen sind. Da

dimg Herm(n) =2(1+2+---+n—1)+n=n*—n+n =n?

ist, hat U(n) die Dimension 2n? — n?> = n?. Sie ist zusammenhéingend und, genau so

wie O(n), kompakt (der abgeschlossenes und beschrankt in Mat,, C = R ist). Es ist
U(1) = S! vermoge S' — U(1), z — (z).

Die spezielle unitire Gruppe
SU(n):={A€U(n) : detA =1} CU(n)

ist eine 1-codimensionale Untermannigfaltigkeit und damit eine Liegruppe der Dimen-
sion n2 — 1, weil 1 € S! reguldrer Wert der Abbildung det: U(n) — S! ist (Ubung).
Auch sie ist zusammenhédngend und kompakt.

Die speziellen linearen Gruppen

und
SL,C:={Ae€Gl,C : detA=1}

sind Liegruppen, weil einerseits Untergruppen und andererseits der Codimension 1
bzw. 2, da det: Gl, R — R* bzw. det: Gl, C — C* glatt sind und 1 als reguldren Wert
haben. Es folgt also:

dim(SL,R) = n* -1, dim(SL,C) = 2n* — 2.

Sei I eine abzédhlbare Gruppe. Versieht man I' mit der diskreten Topologie, so wird
I' ein Hausdorffraum mit abzdhlbarer Topologie, der offenbar auch eine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension 0 wird. Die offensichtlichen Abbildungen von den
einpunktigen Teilmengen nach R? machen dann T zu einer 0-dimensionale glatten
Mannigfaltigkeit. Zusammen mit seiner Gruppenstruktur wird I' damit zu einer 0-
dimensionale Liegruppe.

Es ist auch

eine Liegruppe, die aber vermoge
exp: (R,+) = (Ry,:), trse

isomorph zu (R, +) ist.

Dagegen konnen (C,+) = (R?,+) und (C*,-) nicht isomorph sein, da bereits C =
R? und C* = R?\ {0} als Mannigfaltigkeiten (sogar als topologische Rdume) nicht
diffeomorph (sogar homéomorph) sind (weil z.B. C einfach zusammenhidngend ist,
71 (C) = (1), aber C* nicht, 711(C*) = Z, vgl.(néchstes Semester)).

Ist V ein reeller Vektorraum der Dimension 7, so ist V als Liegruppe isomorph zu
(R",+), denn ist (ey,...,e,) eine Basis von V, so liefert der induzierte Koordinaten-
Isomorphismus :: R" — V einen Lie-Isomorphismus.
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(i)

(k)

(1

Auch
Aut(V) = {f € End : f ist Isomorphismus}

ist eine Liegruppe. Ihre Mannigfaltigkeit-Struktur bekommt sie als offene Teilmenge
von End(V) = V* ® V. Vermoge einer Basiswahl ist aber Aut(V') isomorph zu Gl, R,

Aut(V) = Gl R.

Gl,; R hat sehr viele abgeschlossene Untergruppen, die damit (siehe Diffgeo III) allesamt
zu Liegruppen werden. Z.B. bilden die trigonalen Matrizen

1 *
Hei(n) := {( ) € Gln]R} o~ Ra(n-1)n
0 1

eine Untergruppe (priifen!) und ist damit eine Liegruppe. Fiir n = 2 ist sie isomorph zu
R, fiir n = 3 erhilt man:

1 ol 43 1y 2 1 Ayl Bty aly?
01 x*|-[0 1 y?*|=|{o0 1 x% 4 y? ,
0 0 1 0 0 1 0 0 1

damit nicht-abelsch, weil z.B.
(1,0,0)-(0,1,0) =(1,1,1), (0,1,0)-(1,0,0) = (1,1,0).
Es ist also Hei(3) % A(3) (mit A(n) := (R",+)).

Viele Liegruppen lassen sich als abgeschlossene Untergruppen von Gl, R (mit n € IN
grof3 genug) realisieren. Z.B. ist die abelsche Liegruppe A(n) = (R",+) isomorph zu

1 xl

€GL R :x,...,x"€eR (Ubung).
0 '.. xn
1

Sind Gy und G; Liegruppe, so tragt G; x G; eine natiirliche Mannigfaltigkeit-Struktur
und mit

(1,82) - (h1,hy) = (g1h1, §2h2)

fur g1, € Gi, §2,h2 € Gy, auch eine natiirliche Gruppenstruktur, die sich mit der
Mannigfaltigkeit-Struktur vertragt. Es ist also in natiirlicher Weise G; x G, wieder
eine Liegruppe (mit der universellen Eigenschaft eines Produktes in der Kategorie der
Liegruppen). Z.B. ist der Torus

T" =6l % ... x 8!

also in natiirlicher Weise eine Liegruppe.

(5.10) Bemerkung. Sei G eine Liegruppe und G° C G die Zusammenhangs-Komponente
der Eins. Ist dann G = | |,c 4 G die Zerlegung von G in seine Zusammenhangs-Komponenten
und g, € Gy, so bildet die Linkstranslation g, GO diffeomorphauf G, ab,

G, = GO
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Beweis. Da G” zusammenhéngend ist, liegt I, (G°) ganz in einer Zusammenhangs-Komponente
von G (da Iy, stetig ist) und g, = I, (€). Also ist Iy, (G°) C G,. Aus dem gleichen Grund ist
auch [, (Gy) C GY. Es folgt:

Ga = 1(Ga) = lg, 01, 1(Ga) C I, (G),

also
le. (G°) = G,.
Da [, Diffeomorphismus ist, ist es auch die Einschrankung I, |G%: G — G,. ]

(5.11) Vorbereitung.

(a) Sei G eine Liegruppe und I' C G eine diskrete Untergruppe, d.h.: die induzierte Teilraum
auf I' ist diskret. Die Wirkung von I' auf G durch Rechts-Translation,

I'TxG—G, v.g:=g7 "
ist dann frei, eigentlich diskontinuierlich und der Quotient
G/T={gl : g€ G}

der Linksnebenklassen ist hausdorffsch (Ubung). Es trigt deshalb G/T nach (2.26) eine
natiirliche Mannigfaltigkeit-Struktur, so dass die kanonische Projektion 7: G — G/T
glatt ist.

(b) Sei nun I' C G diskret und zusitzlich ein Normalteiler, also gI' = I'g, Vg € G. Dann
tragt G/I eine nattirliche Gruppenstruktur, so dass 7t ein Gruppenhomomorphismus
ist.

(5.12) Satz. Sei G eine Liegruppe und I' C G diskreter Normalteiler. Dann triigt der Raum
der T-Linksnebenklassen genau eine Liestruktur, so dass gilt (universelle Eigenschaft): Ist H eine
Liegruppe und ¢: G — H ein Lie-Homomorphismus mit I C ker(G), so gibt es genau einen
Lie-Homomorphismus ¢: G/I' — H mit po 1w = ¢,

Beweis. (a) Die Eindeutigkeit folgt aus der universellen Eigenschaft (Ubung).

(b) AuchT xI' € G x G operiert frei, eigentlich diskontinuierlich und mit hausdorffsch
Bahnenraum. Es ist also G x G/TI" x I' eine Mannigfaltigkeit und die natiirliche Abbil-
dung

GxG/TxI' - G/TxG/T, (ghI xT — (g, hI')

ist ein Diffeomorphismus. (Benutze die universellen Eigenschaften

TTXTT

GxG

G/TxG/T

—~
—~
—~
—~

GxG/T xT
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(©)

und dass G — G/T lokaler Diffeomorphismus ist.) Weil nun das folgende Diagramm

kommutiert,

CxG multg G

| |

G x GYbukT G/T

A

G/TxG/T

(Ebenso zeigt das Diagramm

inv G

G—G

g 1

G/T —£G/T,
dass invg,r glatt ist.) Es ist also (G/T', multg,r) eine Liegruppe.

Ist H eine Liegruppe und ¢: G — H Lie-Homomorphismus mit I' C ker(¢), so gibt es
zundchst einmal einen eindeutig bestimmten Gruppen-Homomorphismus ¢: G/I' — H
mit ¢ o 1 = ¢. Es gibt auch eine eindeutig bestimmte glatte Abbildung ®: G/I' —
H mit I'om = ¢. Da 7 surjektiv ist, muss gelten: ¢ = ®. Es ist damit @ ein Lie-
Homomorphismus.

O

(5.13) Kommentar.

(a)

(b)

Das produziert weitere Beispiele aus bekannten Beispielen. Z.B. ist Z" C R" eine
diskrete Untergruppen (manchmal auch Gitter gennant). Deshalb tragt T" = R" /Z"
in nattirlicher Weise eine Lie-Struktur, die aber isomorph zu der Produkt-Struktur aus
(5.9,1) ist, weil

R"/Z" = (SY)', (£, #7) + 2" s (700, P00
ein Lie—Isomorphismus.

Die Zusammenhangs-Komponente G° der Eins einer Liegruppe G ist ein Normalteiler,
denn ist h € G® und a: [0,1] — G° ein Weg von e = «(0) nach i = a(1), so ist auch fiir
jedes g € G ghg! € G°, denn B: I — G mit

B(t) = ga(t)g™!
ist ein Weg von B(0) = e nach B(1) = ghg~!. Also ist ¢G% ! C G° und damit G° C G
normal.

Der Quotient ' := G /G tragt die diskrete Topologie (als Quotiententopologie) und ist
damit eine O-dimensionale Liegruppe (manchmal auch als diskrete Gruppe bezeichnet).
Sie heifst die Gruppe der Zusammenhangs-Komponenten von G.

Man hat dann exakte Sequenz von Liegruppen
156565751, (+)
X1

wo i die Inklusion und 7t die Projektion ist. (Eine Sequenz - - - = Gj_1 — G;j i\ Gii1 —
-+ heiflt exakt, wenn an jeder Stelle gilt: im(«;_1) = ker(a;)) Das Studium von G wird
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so in gewisser Weise auf das Studium der zusammenhingenden Liegruppe G° und
der diskreten Liegruppe I aufgeteilt. (Beachte aber, dass (x) i.a. nicht impliziert, dass
G = G% x I'ist.)
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Anhang A.

Der Igelsatz

Siehe [Mi, §5].

(A.1) Definition.

()

(b)

(©)

Sei H" := {x € R" : x! > 0}. Eine topologische Mannigfaltigkeit M, der Dimension
n mit Rand ist ein Hausdorff-Raum mit abzdhlbarer Topologie, so dass jeder Punkt

p € M eine offene Umgebung U C M hat, die homéomorph zu einer offenen Menge
V C H" ist.

Ein Atlas von Homdomorphismen 2 = (¢;: U; — V)i (also M = ;c; U;) heif3t glatt,
wenn alle Ubergange

it @j(UiNU) = gi(UiN;), x = g0 ¢ (%)

CH" cH"

glatt sind (i, j € I). (Eine Abbildung f: V — R™ mit V C H" offen heifst glatt, wenn es
ein offenes V C R" mit V O V und ein glattes f: V — R™ gibt mit f|V = f)

Zwei glatte Atlanten 2l = (¢;);c; und B = (¢;) ;s auf M heiflen dquivalent, wenn auch
€ = (@i, ¥j)ic1jej noch glatt ist. Eine Aquivalenzklasse ¢ = [2(] auf einer topologischen
Mannigfaltigkeit M mit Rand heif3t eine glatte Struktur und ein Paar (M, c) heif3t eine
glatte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension n.

(A.2) Kommentar.

()

(b)

Sei (M", c) eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand und p € M ein Punkt, so dass es eine
Karte ¢: U — V C H" um p gibt (also p € U), so dass ¢'(p) = 0 ist (also ¢(p) in

OH" := {x ¢ H" : x! =0}

liegt). Fiir jede andere Karte ¢: I — V C H" um p gilt dies dann auch, denn wire
' (p) > 0, so wurde der Ubergang T = @o ¢~ ': p(UNU) — (U NU), der um
Yo := P(p) ein Diffeomorphismus ist, eine offene Menge in H” \ dH" in eine offene
Menge um xyp = ¢(p) € R” transportieren, was er aber nicht macht, da eine solche
offene Menge immer Punkte mit x! < 0 enthalt.

TooT =1 = D1(yo) € Gl,(R) = t(W) ist Umgebung von x; in R" (fiir W klein
genug): # (da (W) C H"). J

Man nennt

oM :={pe M : IFKarte ¢p: U — V CH" um p mit ¢(p) € 0H"}

115



ANHANG A. DER IGELSATZ

denn Rand von M.

Ist A = (¢;: U; — V;)ies ein Atlas von M, so ist wegen (a)

E]R”*l
) A~
A= (;|U;NM: U;NoM — V;N dH" )¢
S—~—r \‘f_/ N -
:3(?1' :;u‘. :‘/]

ein glatter Atlas von 0M (weil fiir die Ubergénge ¢;; von 2 gilt:
§ij = @ij §;(U; N T;),
und damit glatt). Ist 2 ~ B, so ist auch 2 ~ B und damit macht ¢ = [A], dM zu einer

glatten Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1.

(c) Eine glatte Mannigfaltigkeit M der Dimension n (im bisherigen Sinn) ist eine glat-
te Mannigfaltigkeit mit Rand, denn dM = @ ist zugelassen. Z.B. ist fiir eine glatte
Mannigfaltigkeit mit Rand M sets d(dM) = @. 0M C M ist auch eine abgeschlossen
Untermannigfaltigkeit (fiir den naheliegenden Begriff von Untermannigfaltigkeiten auch
bei Mannigfaltigkeiten mit Rand, Ubung).

(A.3) Definition. Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € INj.

(a) Zwei Basen 2 = (vy1,...,v4) und B = (wy,...,w,) von V heilen gleichorientiert,
2A ~ B, wenn fiir die Basiswechselmatrix A = (a;-), also w; = aévi, gilt: detA > 0.

(%) wy
T_> U1 w1

(b) Eine Aquivalenzklasse o = [2l] gleichorientierter Basen heif3t eine Orientierung auf V
und ein Paar (V, o) heif3t eine orientierter Vektorraum.

(A.4) Kommentar.

(a) Gleichorientierung ist wegen det(AB) = det A - det B (und damit det(A™!) = 1),
VA, B € Gl,; R, tatsdchlich eine Aquivalenzrelation.

(b) Zwei Basen 2 und ‘B heifien entgegen gesetzt orientiert, wenn fiir ihre Basiswech-
selmatrix A € Gl, R gilt: detA < 0. Ist A = (vy,...,v,) (und n € N), so ist z.B.
B := (—v1,0y,...,0,) entgegen gesetzt orientiert, da

det(diag(—1,1,...,1)) = -1<0

ist. Sind ®B; und B, entgegen gesetzt orientiert zu 2, so gilt: *B; ~ B,. Deshalb gibt es
bei n € N genau zwei Aquivalenzklassen von Basen (von denen i.a. keine gegeniiber
der anderen ausgezeichnet ist). Ist eine fixiert und mit o bezeichnet, so notieren wir die
andere mit —o.

Fiir n = 0 gibt es auf V = (0) nur eine Orientierung denn V hat nur eine Basis, ndmlich
das leere Tupel ( ).

(c) Sei V = R" (n € IN). Dann nennen wir die Klasse o = [(el,...,en)] die Standard-
Orientierung von R".

(d) Seien (V,ov) und (W, o) orientierte Vektorraume (gleicher Dimension). Man nennt
einen Isomorphismus T: V — W orientierungserhaltend, wenn fiir ein (und dann
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jedes) A € o gilt: T(A) € ow. (Ist A = (v1,...,0n),s0sei T(A) = (Tvl,...,Tvn).) Es
istdann T(oy) = ow. Ist T() & ow fiir ein A € oy, so ist T(oy) = —ow. T heiflt dann
orientierungsumkehrend. Wir schreiben: sgn: Isom(V, W) — {£1},

+1, falls T QA-erhilt,

T):=
sgn(T) {—1, falls T A-umkehrt.
Es ist dann

sgn(SoT) =sgn(S) -sgn(T), VS, T.

(A.5) Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine Familie o = (0}) yem
von Orientierungen auf (TM,)yeum heifit eine Orientierung auf M, wenn es fiir alle p € M

eine Karte ¢: U — V C H" um p gibt, so dass Dg;: TM; — TV, k% R" orientierungs-
an.

erhaltend ist, Vg € U (wobei man R"” mit der Standard-Orientierung betrachtet).
(A.6) Kommentar.

(a) Auch ein Randpunkt p € 0M C M hat einen ,vollen” Tangen-
tialraum TM,, (und TM wird eine glatte Mannigfaltigkeit mit
Rand der Dimension 2n, sogar ein Vektrobiindel tiber M). Er
hat eine ausgezeichnete Hyperebene, namlich T(dM), und die |innen |auflen
beiden Komponenten von TM,, \ T(dM), kann man in ,innen”
und ,aufien” unterscheiden (Ubung). ™

p

T(9M),

"¢ € TM,, heifit auBen, wenn es eine glatte Kurve a: (—¢, 0] — M mit #(0) = p und
&(0) = ¢und ¢ ¢ T(OM),. J

(b) Der kanonischen Isomorphismus R" — TV, mit V C H" offen und x € dH",

§+—>(t‘»—>g

REEE3)

t=0

funktioniert immer noch, in dem man a: t — x + {¢ fiir ¢ innen auf [0, ¢), fiir ¢ auflen
auf (—¢,0] (und fiir £ € T(9V), gar nicht) einschrénkt (¢ > 0 klein).

(c) (A.5) macht prdzise, dass die Orientierung ¢, auf TM, (p € M) glatt von Parameter p
abhéngen soll.

(d) Eine Mannigfaltigkeit (mit Rand) M der Dimension n > 1 heif3t orientierbar, wenn es
eine Orientierung ¢ auf M gibt. Das Paar (M, ¢) heifit dann eine orientierte Mannig-
faltigkeit. Ist dim M > 1 und M zusammenhingend und ¢ = (0;,) eine Orientierung
auf M, so gibt es genau ein weitere Orientierung, namlich —o := (—0})pem (Ubung).
Es gibt Mannigfaltigkeiten, die nicht orientierbar sind z.B. das Mobiusband oder die
projektive Ebene IP?(R) (ohne Beweis).

(e) Eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit der Dimension 0 ist ein Punkt, M = {p}.
Eine Mannigfaltigkeit der Dimension 0 ist also eine abzdhlbare Menge mit der diskreten
Topologie, M = ;1 {pn}. Eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension 0 ist ein
Paar (M, o), wobei 0: M — {+£1} eine (Gewichts-) Funktion auf M ist.

(f) Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension n > 1 und ist M orientiert, so
erbt ihr Rand dM eine Orientierung wie folgt: Sei n > 2: Fiir p € dM heif3t eine Basis
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(¢1,-+.,8u—1) von T(dM), positiv orientiert, wenn es ein v € TM;;“‘gen gibt, so dass
(v,81,...,8n—1) positiv orientierte Basis von TM,, ist. Das versieht 0M tatsachlich mit
einer Orientierung (Ubung). Fiir n = 1 ist M eine disjunkte Vereinigung von Kreislinien
und (abgeschlossenen, offenen oder halboffenen) Intervallen [Mi, Appendix].

M p
—_—
-1 +1

Ist p € 0M ein Randpunkt, so geben wir ihm das Gewicht +1, falls ein positiv orientierter
Vektor ¢ € TM, nach auflen zeigt. Zeigt er nach innen, bekommt er das Gewicht —1.

(g) Wir nennen eine Mannigfaltigkeit geschlossen, wenn sie kompakt, zusammenhéngend,
ohne Rand und orientiert ist.

(A.7) Vorbereitung. Seien nun M und N geschlossene Mannigfaltigkeit der Dimension
ne€Nund ®: M — N glatt.

(a) Ist nun g € N ein reguldrer Wert von @, d.h.: fiir alle p € ®~!(q) ist das Differential
D®,: TM, — TN;, surjektiv und damit ein Isomorphismus, so gibt es offene Umgebun-
gen U, € M von p und V C N von ®(p), so dass ®(U,) = V ist und ®|U,: U, — V
ein Diffeomorphismus (Umkehrsatz). Kein anderer Punkt, aufler p, in U, geht also auf
q, d.h. @71(g) C M liegt diskret. Damit muss ® () endlich sein. (Denn sonst miisste
®~1(g) einen Haufungspunkt haben, der zudem in ®~!(g) liegen wiirde, da ®~1(g)
abgeschlossen ist. Dieser wire aber nicht isoliert.)

(b) Beachte auch, dass wegen der Kompaktheit von M die Teilmenge
reg(®) := {g € N : g ist reguldrer Wert von &}

offen sein muss, denn A := M\ U,co-1(q) Up ist abgeschlossen, also kompakt und
damit auch ®(A) C N kompakt und damit abgeschlossen und g ¢ ®(A). Nach evtl.
Verkleinerung von V (und der U,’s) liegen dann auch alle Urbilder von § € V auch in
Upea-1(q) Up und sind damit auch regular.

(c) Nach einem Satz von Sard [Mi, §3] ist reg(®) C N auch dicht, insbesondere nicht-leer.
(Beachte: ¢ € im® —> q € reg P)

(A.8) Definition. Seien M und N geschlossen der Dimension n € N und ®: M — N glatt.
Fiir jeden reguldren Wert 4 € N definieren wir den Abbildungsgrad von ® (bzgl. q) als

deg(®;q):= ) sgn(DP,) € Z.
pe®'(q)

(A.9) Satz. Seien M und N geschlossen gleicher Dimension und ®: M — N glatt. Dann hiingt
der Abbildungsgrad deg(®; q) nicht von q € reg(®) ab (und wir nennen ihn den Abbildungsgrad
von @, deg(P) := deg(P;q)).

(A.10) Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten (und M ohne Rand). Zwei
glatte Abbildungen f,g: M — N heiflen homotop, f ~ g, wenn es eine glatte Abbildung
H: M x[0,1] — N gibt mit

H(p,0) = f(p), H(p,1) = g(p), Vpe M.
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(A.11) Satz. Seien M und N geschlossen von gleicher Dimension. Sind dann f,g: M — N
homotop, f ~ g, so gilt:

deg(f) = deg(g)-
(A.12) Beispiel.
(@ SeiM=N=5"(neN),ie{l,...,n+1} und s;: " — 5" die Spiegelung an der
Hyperebene H; := {x € R"*! : x' =0},

n—i—l)

si(ph,...,p =(pL,...,p" L, =p, ptt, L pmth.

S" trage die Standardorientierung, d.h. die die sich als Rand von B"*! C R"*! ergibt.
Fir i # n + 1 betrachte p = (0,...,0,1), also s(p) = p und
R" =~ Tsnp — {x c an—H . xn+1 — 0} C ]Rn—i-l

Es folgt: '

(Ds)p: TS", = TS",, & = (&',...,&") — (&',...,—¢&,...,&")
also:

sgn(Ds;), = —1. deg(s;) = deg(s;, p) = sgn(Ds;), = —1.

(b) Fiir M = N und ® = 1 folgt: deg(P) = +1.

(c) Sind M, N und P geschlossen von gleicher Dimension und f: M -+ Nund g: N — P,
so gilt (Ubung):
deg(g o f) = deg(g) - deg(f)-

(d) Insbesondere gilt fiir die Antipodenabbildung d: S" — 5", p — —p, weil d = 5,41 0
-+ - 057 ist:

deg(d) = (~1)"*".

(A.13) Theorem (Igelsatz). Sei n € IN gerade. Dann hat jedes glatte Vektorfeld auf S" (min-
destens) eine Nullstelle.

(A.14) Kommentar.

(a) Stellt man sich im Fall n = 2 die Sphére als Oberfldche eines (eingerollten) Igel vor und
ftr ein Vektorfeld X € X(S") den Tangentialvektor X, als ein (gekimmtes) Haar an der
Stelle p, so besagt (A.13): ,Man kann einen Igel nicht ohne Scheitel kdmmen”.

(b) Fiir n ungerade ist der Satz falsch, denn fiir n = 2k + 1 (k € INp) ist offenbar X: 5" —
TS" C §" x R"™! = R"*! (wo wir nun TS" mit {¢ € R""!, (g, p) = 0} identifizieren),

k42

X(p', - P = (=1 0t =t % R

ein glattes Vektorfeld ohne Nullstellen.
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(c) Versuche ein Vektorfeld X auf 5" zu konstruieren (fiir n gerade), dass moglichst wenig
Nullstellen hat (eingezeichnet sind die Flusslinien des zugehorigen Flusses, Nullstellen
entsprechen hierbei Gleichgewichtslagen): Hier sind zwei Beispiele fiir n = 2

Beweis von (A.13). Sei X: 8" — TS" C §" x R"*H!

X(p) = (p.F(p))
mit F: $" — R"*1, ein Vektorbiindel ohne Nullstellen, also F(p) # 0 und

(F(p),p) =0, Vpe§"
(TS" ist ein Unterbtindel des trivialen Biindels R auf 5" Setze dann f: §" — 5",

_ _F(p)
IE(p)Il

(wo || || die euklidische Norm auf R"*! sei, ||x|| = v/(x,x), {, ) das kanonische Skalarpro-
dukt). Es ist (weiterhin) (f(p), p) = 0, insbesondere f(p) # —p und f(p) # +p. Deshalb ist
nun

f(p):

(I=tp+tf(p)
H(p,t)

f(p)

. ) _ (1=Hp+tf(p)
H: S 01] =% Hp.) = ra =5 5 ()]

eine Homotopie von kg = 1 nach hy = f (hy = H(-,t)). Es ist also: f ~ 1. Andererseits ist
auch G: 8" x [0,1] — S"
(1—t)(=p) +tf(p)

SO = A=)+ )]
eine Homotopie von gy = d nach g; = f. Also ist auch f ~ d (d die Antipodenabbildung).
Nun ist aber ~ eine Aquivalenzrelation, insbesondere transitiv (Ubung), also ist auch 1 ~ d.
Nach (A.11) folgt:

deg(1) = deg(d).

Aber nach (A.12) ist deg(d) = (—1)"*! = —1 (bei n gerade), wihrend deg(1) = +1 ist:
O

(A.15) Lemma. Seien M und N geschlossen und gleicher Dimension und sei f: M — N glatt.
Sei weiter X eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand 0X = M (als orientierte Mannigfaltigkeit)
und F: X — N eine glatte Fortsetzung von f, F|M = f. Dann gilt fiir jeden reguliren Wert g € N
von f:

deg(f,q) = 0.
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Beweis. Schritt 1: Wir nehmen an, dass g auch ein reguldrer Wert von F ist (also auch
F~!(g) C X keine kritischen Punkte enthilt).

Dann ist F~1(g) eine Untermannigfaltigkeit der Dimension (1 + 1) —n = 1, wobei der
Rand von C = F~1(g) gerade f~1(q) ist: 9C = f1(q)
"Im Inneren X \ 0X von X ist C glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 1 ohne Rand, auf
0X ist CN X = f~1(q) glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 0 und lokal um p € f~!(q) ist
f~1(g) diffeomorph zu [0, ¢), weil ker(DE,) C TX, transversal zu T(9X),, liegt,

TX, = T(0X), © ker(DF,)

Benutze nun: Jede kompakte zusammenhdngende Mannigfaltigkeit C der Dimension 1 ist
diffeomorph zu S! (dann ist 3C = @) oder zu I = [0,1] (dann ist 9C = {py, p2} fiir p1 # p2)
[Mi, Appendix S.55-57]. J

Sei nun A C C eine Zusammenhangs-Komponente mit AN M # @. = 0A = {a,b} mit
a#b.

Definiere nun fiir x € A eine Orientierung auf TA, wie folgt: v € TA, \ {0} heifit positiv
orientiert, falls es eine Ergédnzung (v, ¢y, ..., §,) zu einer positiv orientierte Basis von TX,
so dass (DFy(¢1),...,DF(&,)) positiv orientierte Basis von TNp(y) ist. => 0 = (0% )xea ist
Orientierung auf A. Sind nun v, € TA, bzw. v, € TA, positiv orientiert, so zeigt einer nach
auflen, einer nach innen, 0.E.: v, € TXimmen, g, ¢ TXaufen,

Ist nun ({3,...,¢,) positiv orientierte Basis von TM, = (v}, {1,...,¢n) ist positiv
orientierte Basis von TX, (nach Definition der induzierten Orientierung auf M = 0X)
= (Dfp(1),...,Dfp(n)) ist positiv orientierte Basis von TN, (nach Definition der Orien-
tierung von A)

= sgn(Dfy) = +1.

Ahnlich sieht man: sgn(Df,) = —1 (da v, nun innen liegt). Summiert man {iber alle
Zusammenhangs-Komponenten A von C auf, so folgt:
deg(f;q) =0.

2.Schritt: Ist ©: U — R" lokaler Diffeomorphismus und U C R" und zusammenhé&ngend,
so ist D®,: R" — R" A-erhaltend, sgn(D®,) = +1, Vx € U, oder orientierend-umkehrend,
Vx € U (und nicht gemischt) (Ubung: Zwischenwertsatz auf x — deg(D®,)). Es folgt:
Fir ®: M — N ist deg(®, —): reg(P) — Z lokal konstant, denn ist gy € reg(P) und
Uy, ..., U, € M disjunkte, offene und zusammenhdngende Umgebungen von py, ..., px (mit
@ q0) = {p1,...,pu}), s0ist K=D(M\ (U U---UU,)) kompakt, also abgeschlossen,
also ist fiir g € N \ K:
@ (q) = {pr-, Pn}

mit f; € U;. Da sgn(®|U;, p;) = sgn(P|U;, p;) ist, folgt:
deg(®;q) = deg(D; qo).

Ist nun gg € N regular fiir f: M — N, aber nicht fiir F: X — N, so wéahle in einer offenen
Umgebung V C N, wo deg(f;q) = deg(f;qo) ist, Vq € V, einen reguldren Wert (auch) von
F. (Benutze: Satz von Sard, dass reg(F) C N dicht liegt!)

= deg(f,q0) = deg(f,q)

(A.16) Korollar. Seien M und N geschlossen von gleicher Dimension, f,g: M — N glatt und
g € N ein regulirer Wert von f und von g. Dann gilt: Ist f ~ g, so ist

Schritt 1

0. O

deg(f;q) = deg(g;9)-
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Beweis. Das Produkt M x N von orientierten Mannigfaltigkeiten M und N tragt eine
nattirliche Orientierung, weil

T(M % N) () = TM, @& TN,

(Ist A = (vy,...,v,) positiv orientiert fir TM, und B = (wy, ..., w,) positiv orientiert fiir
TNy, so sei (vq,..., Uy, Wy, ..., w,) positiv orientiert fiir T(M x N)(p,q).) Deshalb tragt nun
X := [0,1] x M eine natiirliche Orientierung (wo [0,1] durch 2 orientiert sei, wenn x die
Standardkarte ist). Die induzierte Orientierung auf

X ={0} x MU{1} x M

ist dann auf {1} x M , die richtige” auf M (d.h.: iy: M — 9X, p — (1, p) ist A-erhaltend)
und auf {0} x M , die falsche” (d.h.: ip: M — 9X, p — (0, p) ist A-umkehrend). Sei nun
F: X — N eine Homotopie von f nach g, also Fy = f und F; = g. Dann ist g € N regulérer
Wert fiir F|0X und es gilt:

0=deg(F|0X;q) =deg(g;9)+  (—1)  deg(f;q) = deg(f;q) =deg(g;q). O
~—

wegen Or.-wechsel

(A.17) Lemma. Sei M eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit und p,q € M. Dann gibt es
einen Diffeomorphismus ®: M — M mit ® ~ 1 (sogar isotop ® ~5, 1) und ®(p) = q.

(A.18) Kommentar. Zwei Diffeomorphismen f,g: M — N heiflen isotop, f ~is, g, wenn
es eine Homotopie H: M x [0,1] — N von f nach g gibt, so dassauch h; = H(—,t): M — M
ein Diffeomorphismus ist, Vt € [0, 1].

Beweis. Schritt 1: Sei p € M und ¢: U — V C R" eine zentrierte Karte mit V = B(3) =

{x € R" : ||x|| < 3}.Sei weiter c € B(1) \ {0} und p: R” — [0, 1] eine Abschneidefunktion
fiir B(1) C B(2) C B(3), d.h.:

p|B(1) =1, p|B(3)\B(2)=0.

Setze nun zundchst X: B(3) — R", X(x) = ¢ (also konstant) schneide dann X mit p ab und
setzte danach, via 1, X trivial zu einem glatten Vektorfeld auf M fort,

m@:{m”wwwwﬁvwm,mmeu

0 sonst.

Die Flusslinien ¢ — ¢'(g) von X existieren fiir alle t € R, da supp(X) C ¢! (B(2)) kompakt
ist und fiir den Anfang p gilt

g (¥'(p) = te far [t <1,
weil w(t) = tc fur |t| < 1 die Differentialgleichung
a(t) =c=X(a(t))

16st.

Der Diffeomorphismus ® = ¢! transportiert deshalb p nach ¥~ 1(c) =: g und ® ~j, 1,
weil H(gq,t) = ¢'(gq) eine Homotopie, sogar eine Isotopie, ist (weil alle ¢'(—) Diffeomorphis-
mus sind).

Schritt 2: Definiere nun p und ¢ als dquivalent, p ~ g, wenn es einen Diffeomorphismus
®: M — M gibt mit ® ~5, 1 und ®(p) = q. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation und Schritt
1 zeigt, dass alle Aquivalenzklassen [p] C M offen sind. Aber M ist zusammenhéngend.
Deshalb kann es nur eine solcher Aquivalenzklasse geben => Behauptung des Lemmas. [

122



DIFFERENTIALGEOMETRIE

(A.19) Beweis von (A.9). Seien q; und g, zwei reguldre Werte von f: M — N. Wir wihlen
nach (A.17) einen Diffeomorphismus ®: N — N mit ® ~j,, 1 und ®(q1) = g2. Da @ o 1
ist, folgt: @ ist Orientierung-erhaltend, d.h.: sgn(D®;) = +1, fiir alle g € N (Ubung: weil

X ={(gt) e Mx[0,1] : sgn(Dh(q)) = +1} (wo H: @ =5 1, H(—,t) = h)

ist offen, abgeschlossen (weil auch ... —1 offen ist) und nicht-leer, da (g,1) € X ist, Vg € N;
also: X = M x [0,1]). Sind nun py, ..., p, € M die (paarweise verschiedenen) Urbilder von
g1 unter f, so ist

r r

deg(f;q1) = ;sgn(Dfpf) = ;&H(D%) -sgn(Dfp,)

= ilzsgn(DCDql oDfy,) = sgn(D(<I> Of)Pi) = deg(® o f;42)

v
= i=1

denn py, ..., p, sind auch die Urbilder unter ® o f von g» (und g, ist reguldrer Wert fiir
® o f). Aber wegen (A.16) ist

deg(®o f,q2) = deg(f; 92),

denn ®o f ~ 1o f = f und g, ist reguldrer fiir f und fiir & o f. Es ist also tatsdchlich:

deg(f;q1) = deg(f;q2). O

(A.20) Beweis von (A.11). Da die reguldren Werte von f und g jeweils dicht liegen, gibt es
einen gemeinsamen reguldren Wert g € N, reg(f) Nreg(g) # @. Es folgt:

(A.9) (A.16) (A.9)
deg(f) = deg(fiq) = deg(g;q) = deg(g). 0
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Anhang B.

Der Satz von Stokes

(B.1) Motivation.

(a)

(b)

(©)

Um nun auch Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten betreiben zu kénnen, erinnern
wir an die Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale (siehe Analysis IV):

Sind ), D C R" offene Mengen und 7: (0 — D ein (C*-) Diffeomorphismus, so gilt fiir
eine (Lebesgue-) integrierbare Funktion f: D — R, dass auch g: O — R,

g(x) := |detDt(x)| - fo7(x)

integrierbar ist, und es gilt:
| fmaciy) = | gx)de ).
D O

Nehmen wir nun an, M sei eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n € Ny und w
eine glatte n-Form, w € gm) (M), deren Triger

supp(w):={peM: w, #0} C M
ganz im Definitionsgebiet einer Karte ¢: U — V C IR" enthalten ist. Es ist dann
wlU = f(y)dy' A---Ady",

genauer ist
(9 )'w=fly)dy' A---Ady" € EM(V)
mit einer glatten Funktion f: V — R.

Nehmen wir nun auch noch an, dass der Trager von w kompakt ist (i.A. sonst keine
Lebesgue-Integrierbarkeit). Dann ist auch

L:= ¢(supp(w)) =supp(f) ={y €V : f(y) #0} CV

kompakt und damit f Lebesgue-integrierbar. Man setzt nun (vorlaufig)

Jw=[ o @ = [ fwdy= [ facw) (4

Ist ndmlich nun ¢: U — V eine weitere Karte so, dass supp(U) C U und kompakt ist,
so ist
Prw = g(x)dxt A+ A dx”

mit einer glatten Funktion g: V — R, die kompakten Trager K = ¢ (supp(w)) C V hat
und damit integrierbar ist.
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Nehmen wir nun weiter an, dass der Karteniibergang 7: QO — D mit Q = p(U N U)
und D = ¢(U N U) iberall positive Funktionaldeterminante hat, also

detDt(x) = |detDt(x)|, Vx e Q.

Dann gilt wegen des Transformationsverhalten von n-Formen (Vgl. (4. 56,C))

g(x) = det(Dt(x)) - f o T(x)
und daher tatsidchlich

[,8@dcty) = [ gxace) 0L [ f)dc()
= | fwacw).

und in dem Sinne ist (*x) unabhidngig von der gewidhlten Karte.

(d) Man hat es deshalb mit folgenden Problemen zu tun:

i) Man braucht Atlanten, deren Ubergénge {iberall positive Funktionaldeterminante
haben; ~~ Orientierbarkeit.

ii) Man sollte w € £(") (M) zerlegen kénnen in eine Summe von Formen w; € £ (M),

w = Zwi ()
iel
so, dass supp(w;) ganz in einem Definitionsgebiet U; einer Karte ¢; enhalten ist
und kompakten Trager hat, die Summe (*x) lokal endlich ist, d.h. in jedem p € M
gibt es eine offene Umgebung U C M so, dass w;(q) # 0 fiir nur endlich viele i € I
ist, Vg € U, damit (**) tiberhaupt Sinn macht.

iii) Man wiirde dann die Definition wagen:

/Mw = Z/M i

wobei man noch darauf achten muss, dass die Summe endlich ist, und natiirlich
auch, dass die Definition nicht von der Wahl der Zerlegung (**) abhangt.

(B.2) Bemerkung. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit (mit Rand). Dann ist M genau dann
orientierbar, wenn es einen glatten Atlas von M gibt, so dass die Funktionaldeterminanten
der Uberginge alle positiv sind.

Beweis. ,—>": Sei ¢ = (0p)pem eine Orientierung auf M und A = (¢;: Ui — Vi)ies
zundchst ein beliebiger Atlas auf M. Indem wir nétigenfalls jede Karte @; auf jeder Zu-
sammenhangs-Komponente von U; einschranken (und diese Einschrankung dann als neue
Karten betrachten), diirfen wir annehmen, dass jedes Kartengebiet UI; C M zusammenhin-
gend ist. Dann ist $; entweder orientierungserhaltend, also

(D(pl’)pi ™ — (T‘Z>¢’(p) =~ R"

orientierungserhaltend fiir alle p € U, oder orientierungsumkehrend, d.h. alle (D¢;), sind
orientierungsumkehrend. Setze nun U; := U;, V; := V; und ¢; := ¢;: U; — V;, falls §;
orientierungserhaltend ist, und U; := U;, V; := 7(V;) und ¢; = to @;: U; — V;, falls @
orientierungsumkehrend ist. Hierbei ist T die Einschrankung von

R" = R", (x},...,x") — (=x},x2,...,x").
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Da T orientierungsumkehrend ist, folgt dann wegen

sgn(Dg;)p = sgn(D71)4,(p) - sgn(DPi)p = (=1) - (=1) =1,

dass auch ¢; orientierungserhaltend ist.
Die Ubergénge (¢;j) des neuen Atlas’ 2 = (¢;) haben nun alle positive Funktionaldeter-
minanten, denn wiederum ist

sgn(Dg;j)y = sgn(Dg;), - sgn(De; )y = (+1) - (+1) =1

und das Signum von (Dgy;)y: (TVj)y = R" = R" = (TVi)x (x = 9;(y) = ¢i(p), y = #(p))
ist gerade durch das Vorzeichen von det(Dg;;), bestimmt.

,<=": Ist andererseits A = (¢;: U; — Vj)ic; ein Atlas auf M mit det(Dg;;) > 0, fur
alle i,j € I, so wihle man fiir p € M eine j € I aus, so dass p € Uj; ist und setze
0p := (D¢;);(0sta), d-h. derart, dass

(Dgj)p: TMp — (TVJ')cp;(P) =R

orientierungserhaltend wird. Das ist unabhédngig von der Kartenwahl, denn ist i € I ein
weiteres Element mit p € Uj, so ist -mit der Wahl von 0, via ¢;- auch

(Dgi)p: TMp = (TV;) () = R"
orientierungserhaltend, weil mit ¢;; = ¢; o go]fl auch

(Dgi)p = D(gij0 9j)p = (D(Pij)(Pj(P) - (Dgj)p

ist und damit

sgn(Dei)p = sgn(Dgjj) . () - sgn(Dg;)p = (+1) - (+1) = +1
0 := (0p)pem wird damit zu einer Orientierung auf M. O

(B.3) Kommentar.

(a) Ist (M,0) eine orientierte Mannigfaltigkeit (mit Rand), so nennen wir einen Atlas
2l = (¢;)ies einen Orientierungsatlas von M, wenn alle Karten orientierungserhaltend
sind. Ist B = (1) ein weiterer Orientierungsatlas von M, so ist auch € = (¢;, ¢;)ic1, je;
eine solcher und man kann so eine Orientierung o auf M eine Aquivalenzklasse ¢ = [2]
von Atlanten zuordnen, deren Uberg'ange positive Funktionaldeterminante haben (und
natiirlich (¢;) = A ~ B = (¢;), wenn auch € = (¢;, ¢;) nur Uberginge mit positiver
Funktionaldeterminante hat).

(b) Umgekehrt legt eine solche Struktur ¢ = [2] von derartigen Atlanten vermoge dem
induzierten o, so dass alle 2’s Orientierungsatlanten werden, eine Orientierung auf M
fest und die Zuordnungen aus (a) und (b) sind invers zueinander. Deshalb kann man
eine Orientierung auf M auch als eine solche Aquivalenzklasse von Atlanten auf M
betrachten.

(B.4) Bemerkung. Sei (M, o) eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand und 2 = (¢;: U; —
V; € H");¢; ein Orientierungsatlas. Ist dann der Rand M := 9M von M mit der induzierten
Orientierung & versehen (vgl. (A.6,f)), so ist
A= (¢;|U;NOM: U;NIM — V;NoH" C R" 1),
N’ SN—— N—_———

=:9; =:U; =V

ein Orientierungsatlas von (dM, —7).
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Beweis. Identifiziert man dH" = {x € R" : x!' = 0} kanonisch mit R"™! via y =
(v?,...,y") — (0,9%,...,y"), so induziert die Standard-Orientierung auf H", TH! = R"
kanonisch, das Negative der Standard-Orientierung auf dH" = R"! denn eine Basis
(&, ...,&n) von R""1 2 T(9H"), ist positiv orientiert, genau wenn (—e;, &, ..., &) positiv
orientiert von R" = THY ist, da —e; € R" = THY ein duflerer Vektor ist.

Ist daher ¢: U — V C H" eine positiv orientierte Karte von (M, ), also (Dg), orien-
tierungserhaltend fiir p € dM, so ist die Einschrankung

(D@): T(OM) — (TV) = R"!

orientierungsumkehrend, denn ist (¢, ..., {,) positiv orientierte Basis von T(dM),, so ist
fiir einen dufleren Vektor v € TM;‘,“‘gerl nach Definition (v, , ..., ¢,) positiv orientiert fiir
TM, und damit (D¢, (v),Dg,(&2),...,De,(Cn)) positiv orientiert fir TH? = R", x =
¢(p). Da Do, (v) € (TH)aufen jgt, ist daher (Dgp(¢2), ..., Dgp(&n)) negativ orientiert fiir
T(OH"), 2 R"!, also ¢: U — V C R"*"! positiv orientiert fiir —& auf M. O

Frage: Wie erreicht man

w:Zwa

wcl
mit supp(wy) C U, miti: A — I bei einer vorgegebenen Uberdeckung (U;);c?
(B.5) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit (mit Rand) und 2 = (U,);¢; eine

offene Uberdeckung von M. Eine Familie glatter Funktionen (Ay)sca, Ay € (M), heifdt
eine 2 untergeordnete Teilung der Eins, wenn gilt:

(i) Es gibt eine Abbildung (: A — I, so dass gilt:

supp(Ae) C Uyy), Va € A;

(i) (Aw)aca ist lokal endlich, d.h. fiir alle p € M existiert eine offen Umgebung U C M
von p und ay,...,a, € A (r € N), so dass gilt:

Ap(q) =0,
furalleqe Uund allen p € A\ {ay,..., 0, };

(iii) ftir alle p € M gilt:
Z Au(p) = 1.

nEA

(B.6) Kommentar.

(a) Beachte, dass wegen (ii) fiir jedes p € M nur endlich viele Summanden in (iii) von Null
verschieden sind.

(b) Die Funktion f = 1 auf M wird zerlegt in Funktionen A, € £(M), die gegeniiber f den
Vorteil haben, dass sie nur auf einem Kartengebiet (eines gegebenes Atlas’) ,leben”.
Mit ihrer Hilfe kann man globale Probleme auf M lokalisieren: z.B. kann man fiir eine
n-Form w € £ (M) setzen: w, := A, - w und man erhilt wie in (B.1,d) gewiinscht:

supp(wy) € U,y und
Y wa = w.

neA
Beispiel: Teilung der Eins auf M = Rmit = A = Z,: = 1, und A = (Uy)nez,
U,=n-1n+1).
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(B.7) Lemma. Sei M ein lokal kompakter (Hausdorff-Raum) mit abzihlbarer Topologie (z.B. eine
Mannigfaltigkeit). Dann gibt es eine Familie offener Teilmengen (Gy)ren von M, so dass gilt:

(i) Gy ist kompakt, Vk € IN;
(ii) Gy C Gry1, Vk € IN;
(ii1) Uken Gk = M.
Beweis. (a) Sei B = {B,, : n € N} eine abzdhlbare Basis von M. Dann ist auch
B := {B € B : Bist kompakt}

eine abzdhlbare Basis, denn ist U C M eine beliebige offene Menge, so wihle man fiir jedes
p € U zunichst offene Mengen V,, C M und kompakte Mengen K, C M mit

p €V, CK,.
Das geht, weil X lokal kompakt ist. Dann wihle man ein 7, € IN mit
pEBy, CV,NU
(was geht, da B Basis der Topologie ist). Es ist dann
Bu, €V, CK,

und daher als abgeschlossene Menge (auch in K,) eines Kompaktums selber kompakt (vgl.
(1.52)). Aber nun ist

U= | By,
peld

und By, € B, fiir alle p € U. Also ist auch B Basis.

(b) Wir nehmen nun gleich an, dass B aus relativ kompakten Teilmengen besteht (d.h.:
fiir B € B gilt: B ist kompakt) und nummerieren die Elemente von 8 durch: B = {B, :
n € IN}. Setze nun G; := By und nehmen an, dass wir Gy fiir k € IN schon von der Form

Gk:BlU-“UB]'k

fiir ein ji € IN gewdhlt haben. Dann ist

Gy=B1U---UB;
und daher kompakt, weil B; U - - - U B, kompakt ist. Es existiert deshalb ein jiq > ji mit

Gy CBiU---UB

jk+1'
Wir setzen dann rekursiv:
Gk+1 = B1U-~'UB'

Tk+1

Dann gilt: Gy ist kompakt, Gy C Gy1 nach Konstruktion und

UG=UBuU--UB, = |JBu=M. O
keIN kelN — meN

(B.8) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand und 4 = (U;);c; eine offene Uberdeckung.
Dann existiert eine A-untergeordnete Teilung der Eins (Ay)men, so dass gilt: supp(Ay) € M ist
kompakt, fiir alle m € IN.
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Beweis. Sei (Gy)ken eine relativ-kompakte Ausschépfung von M wie in (B.7) und p € M
beliebig. Wir setzen Gop := @ und

ky :=max{k € N : p ¢ G} € N.

Dann ist also p € Ckp_l,-] C G, 42 und damit

p € Gi,12\ Gy,
Seii, € [ so, dass p € Ui,, und V, € M offen, so dass
peV,CU,N(G2\ G,
Nach evtl. Verkleinerung von V diirfen wir annehmen, dass V das Definitionsgebiet einer

Karte ¢: V — B ist, wobei B = B(3) C R" ist und ¢(p) = 0. Sei nun §,: R" — [0,1] eine
Abschneidefunktion fiir B (vgl. (3.26)), d.h.:

QP‘B(D =1, Qp|an\B(2) =0.

Wir setzen schliefSlich

B ~ o auf V
W, := ¢ (B(1)), A, := {Q’” ¢ :

M —[0,1]
0 sonst

Da nun Gy \ Gy kompakt ist, existieren endlich viele pgk), cee, pgf) € Giy1 \ Gy, so dass

Tk
G \Ge € U W
=1

ist. Da o
supp(Ap) € Vp € Gy, 42\ Gy,

ist, existiert fiir jedes p € M eine offene Umgebung, so dass nur endlich viele supp(ﬂp(k))
_ j
dieses U treffen (k € N, j € {1,...,7¢}), ndmlich z.B. U = Gyyp \ Gy,, welches hochstens

von
W (kp—1)7+++s W (kp+1)

P1 Prigy 14

getroffen wird. Wir nummerieren nun die Familie (}Lp(k) JkeN, j=1,...r, Zu einer Folge (Am)meN
j

um, m = m(k, j). Dann ist also (A,;)men lokal endlich, also

A= Y A,

melN

wohldefiniert und, weil (Wy,),en ganz M tiberdecken, ist:

A > 0. (W := Wp(k>, m =m(k,j))
)

I_UmelN Wi = Ume]N éerl \ Gm - U Gm+1 =M. _
Setzen wir nun noch

und 1: N — I so, dass i(m) = iy, (= supp(An) C V,,, € U;, = Uyy)), s0 ist (Ay) die
gesuchte Teilung der Eins auf M. Nach Konstruktion ist

supp(Am) C 4’7(31) (B(Z)),
also auch kompakt. O
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(B.9) Kommentar.

(a) In vielen Anwendung ist es giinstig, wenn man die Indexmenge A der (U;);c; unterge-
ordneten Teilung der Eins gleich I und die ,Nummerierung” :: A — I als die Identit&t
wiahlen kann. Verzichtet man darauf, dass die Trager supp(A;) € U; kompakt sein
sollen - und das muss man, wie das Beispiel einer nicht-kompakter Mannigfaltigkeit
mit A = (M) zeigt - so kann man dies wie folgt erreichen: Man setze im Beweis von
(B.8) noch A;: M — [0,1]

)\i = Z /\m-

meN
1(m)=i

Dann ist (A;);e; tatsdchlich eine Teilung der Eins mit supp(A;) C U,.

(b) Beachte, das fiir tiberabzdhlbares I dabei nur abzéhlbar viele i € I existieren (namlich
die aus im(z)), wo A; # 0 sein kann.

(B.10) Definition. Sei (M, o) eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand und w eine glatte
n-Form mit kompakten Trager, n = dim M.

(a) Gibt es eine orientierungserhaltende Karte ¢: U — V C R" mit supp(w) C U, so setzen
wir

|ow=[ o) @) = [ fxdee),
wenn w|U = f(x)dx' A+ Adx" mit f € £(V) ist.

(b) Sei A = (¢;: U; — Vj)ie; ein Orientierungsatlas von M und (Ay)men eine (U;)-
untergeordnete Teilung der Eins. Wir setzen dann:

/Mw:: L /M/\mw,

melN

wobei die Integrale auf der rechten Seite nach (a) definiert sind, da supp(A,,w) kompak-
ten Trager in einer Karte hat.

(B.11) Kommentar.

(a) Wir haben schon in (B.1,c) schon gepriift, dass (B.10,a) nicht von der Wahl der orientierten
Karte abhingt.

(b) Die Summe auf der rechten Seite in (B.10,b) ist endlich, das soll hier heiffen: Nur endlich
viele Summanden sind von Null verschieden. Jedes p € M hat ja eine offene Umgebung
U, € M, die nur endlich viele der Trdger von wy, := Ay w trifft.
#{m € N : U, Nsupp(wn) # D} < co.
Da supp(w) € M kompakt ist, ist aber
supp(w) C Uy, U---UU,,

mit nur endlich vielen Punkten py,...,pr € M (r € IN). Also ist auch

#{m € N : supp(wn) # D} < co.
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(c) Beachte auch, dass _
/ L EP(M) - R,
M
mit
5C(Sn)(M) = {w € &"(M) : w hat kompakten Trager},
linear ist, weil die Lebesgue-Integrale 55: ) (V) — R linear sind.

(d) Im Falle, dass supp(w) in einem Kartengebiet ist, stimmt Definition (b) mit Definition
(a) wegen ), A, = 1 tiberein.
(e) Es bleibt zu priifen, dass (B.10,b) nicht von der Auswahl des Orientierungsatlas 2 und

nicht von der gewéhlten Teilung der Eins (A,,) abhdngt:

(B.12) Bemerkung. Die Definition (B.10) des Integrals iiber n-Formen mit kompakten
Tréager tiber orientierte Mannigfaltigkeiten (mit Rand) der Dimension 7 ist wohldefiniert.

Beweis. Seien A = (¢;: U; — V;)ic; und A = (¢: Clj — V]) jej zwei Orientierungsatlanten
auf M und (Ay)ken bzw. (A;);en ihnen untergeordnete Teilungen der Eins. Es ist dann fiir

ein w € 55;”(1\/1) :

). /M hw =) /M ;\1( ) Akw) (da) Ag =1ist)

leN IeN kEN
=y ¥ / A w <@a das. Lebesgue-Integral auf ‘71(1) )
JeN keN ¥ M linear ist, t: N — |
5 da auch das Lebesgue-Integral auf
B kg\l /M Ak (lg\l A1w> (Vl(k) linearist, t: IN — | >
- Z / Arw (da Z;\l = 1ist) ]
keN /M

(B.13) Lemma. Sei V C H" offen und w € 85;171)(V). Dann hat auch dw € £ (V) kompakten
Triger und mit der Einbettung 1: V N oH" — H", y — (0,y), der Standard-Orientierung auf V
und der induzierten Orientierung auf oV (:= V NoH"):

/de = /BVL*(w).

Beweis. Seien fi,..., f, € £(V) die glatten Funktion mit
w=fid® A AdX" + (—fo)dx AdP A AT - (<) fudx A A XL

Es ist dann einerseits:

dw:d(‘

1

- i-19fi 4 1 i n
Y (-1) ﬁdx Adx' A Adxi AL Adx
=1

(_1)i—1fidx1 A A &;i VARRRIAN dx”)
=1

~.

= iV axl A A de = di LA A de”
Yo )dxt A Ady = div(f)dx! A Adx
i=1 o'

I
N
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Andererseits ist
Fw=rfdyP A Ady" = £(0,y)dy? A - Ady”,
dennist fw = g(y)dy* A--- Ady" (v = (V% ....y")) =

g(y) = t*cu(azz,...,a;)

:w(l*(;’yz),...,l*( N = w52 i = A(09),

dy
da 3 3
* 1 ) = 1 Y —
! (dx )(ayj) <dx ! axf> 0
furj=2,...,n, denn L*(aiy,-) = %. Nun ist zunichst

supp ﬁ) C supp(f),

damit supp(dw) C supp(w) und damit auch kompakt. Wir kénnen daher a?,...,a" € R
und b, ..., 0" € R wihlen, so dass

supp(w) C [0,b'] x [a% b?] x - - - x [a",b"].

Setzen wir nun noch w trivial zu @ auf ganz H" fort

w(x) firxeV
(x) = {
0 sonst

(und nennen die Fortsetzung wieder w mit den trivial fortgesetzten f; auf H", die weiterhin
fi (statt f;) heiflen mogen) so gilt mit den Satz von Fubini:

. afz o
/dw_ Hnd /nzaxl
n bl bt —
Z/ / / afldx dxl. . dxi- . dx”
=1 al 4 0x!

mit a! := 0 und mit dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung;:

noobt b bt ) L
_ i— [ n
/de_;_l/an.../ai... ; (filx', . X002, )

—fi(xl,...,Jci_l,ui,x“rl,...,x”))dx1 coedat - da
Da nun supp(w) C [0,b'] x [a?,b%] x - - x [a",b"] ist, gilt:
filxt, o xal,  a) = i, AT, ) =0

furz = 2,.,,,;1 und
so dass nur noch tiberbleibt:
bt ‘bz
/dw__/ l, £00,2%,. ., x")da? - - dx
a

——/ Ffw =+ t*w:—i—/ Fw,
Rn-1 oH” av

mit der von V auf 9V induzierten Orientierung (vgl. (B.4)). O
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(B.14) Kommentar.

(a) Der folgende Satz gilt als der Hohepunkt der Differential- und Integralrechnung. Auf der
rechten miisste es genauer (*w statt w heiffen, wenn 1: dM — M die Inklusion bezeichnet.
(So ist die Formulierung &sthetischer, weil das ,runde d” vor den Integranden lediglich
in das ,partielle 0” des Definitionsgebiet wandert)

(b) Er enthilt als Spezialfall den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (fiir glatte
Funktionen), denn ist M = [a,b] und f: [a,b] — R glatt, so gilt mit einer Stammfunktion
F:[a,b] = R, dass

a:= f(x)dx = F/(x)dx = dw

wenn man die Nullform w € £ (M) als w := F setzt. Die Standard-Orientierung auf
[a,b] induziert die Gewichte —1 auf a2 und +1 auf b von oM = {a, b}, so dass fiir das
Randintegral

/ fw = —F(a) + F(b)
oM

wird. Man erhalt also:

/bf(x)dx = dew & / *w = F(b) — F(a)
a [a,b] d[a,b]

(c) Tatsdchlich haben wir in (B.13) gesehen, dass der Hauptsatz der wesentliche Bestandteil
im Beweis ist, der den Spezialfall betrachtet, wo supp(w) ganz in einem Kartengebiet
liegt. Der Rest des Beweises besteht nur aus ,Kartenzauber”.

(d) Tatsdchlich ist der Satz von Stokes ein Beispiel dafiir, dass die Tiefe eines Satzes durchaus
im Entdecken der richtigen Begriffsbildungen liegen kann, sozusagen in den Definitionen
(hier z.B.: Mannigfaltigkeiten, Differentialformen und Orientierungen). Der eigentliche
Beweis ist dann (mehr oder weniger) trivial.

(B.15) Theorem (Stokes). Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension n.
Dann gilt fiir jede (n — 1)-Form w mit kompaktem Triger:

/ dw = w.
JM oM

Beweis. Wir wihlen einen Orientierungsatlas 2 = (¢;: U; — V; € H");c; (wobei wir
fir n = 1 auch V; C —H! zulassen miissen) und eine ihm untergeordnete Teilung der
Eins (Ay)men (mit i: N — I, so dass supp(Ay) C U, (m) ist) mit kompakten Trigern
supp(Am) C Ul(m). Bezeichnen wir mit 2 den induzierten Atlas von 0M, dessen Karten fiir
die induzierte Orientierung orientierungsumkehrend sind (aufer bei V; C —H?), so ist (A,)
mit

eine ﬁl—untergeordnete Teilung der Eins ist, A = (l:[i), U :=UnoM,iecl (und nattirlich
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ist auch supp(A,;) kompakt). Jetzt diirfen wir rechnen.

/M dw=)_ /M d(Apw) (weil Y Am=1und dund /M — linear sind)

meN
. 1 \x mit wy, := Apw, da dw,, kompakten
o mg\l /‘/L(m)(qol(m)) (dewm) (Tréiger in U, hat.
(4.67) 1 N\«
497 Y / d(((p[(rln)) W)
meN 7 Vim)
(Bé3) / ok —1 \* WO ] ‘71(111) = 8Vl(m) — Vl(m) d1e>
m;\l 3‘4(,.1)] (<§0‘(’")) n) (Inklusion bezeichnet

bezeichnet, denn es kommutieren

wo j nun die Inklusion oM — M
_ ~—1 \k [k
YR |

meN

S WACH

melN

ol

P )= [ e :

M\ M
;\/_/

=w

4’,(,}1) oj=jo 9’3,(,}1)

(B.16) Korollar. Ist M geschlossen und w € £~ (M) beliebig, so ist:

/dw:O.
M

(B.17) Proposition. Sei M" eine Mannigfaltigkeit. Dann ist M genau dann orientierbar, wenn
es eine globale n-Form ohne Nullstellen auf M gibt.

Beweis. ,—": Sei A = (¢;: U; — V;)ie; ein Orientierungsatlas von M. Auf jedem U;
definieren wir w; € £ (U;) durch

@; =dx' Ao Ada

Sei nun (A;);es eine Teilung der Eins mit supp(A;) € U;. Dann kénnen wir A;@; € € () (L)
trivial auBerhalb von U; zu einer glatten n-Form w; € £(")(M) fortsetzen,

o JM(pai(p)  furp e U;
wilp) = {0 sonst ‘

Wir setzen dann

w:Zwi

iel
und stellen fest, dass fiir ein p € M die Summe auf der rechten Seite auf einer ganzen

Umgebung von p endlich ist, damit ist v wohldefiniert und glatt, w € £ (M).
Sei nun p € M beliebig und iy, ..., i, € I die Indizes, wo A;(p) # 0 ist. Ist

in:dxl/\~--/\dx”,

so ist
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wo x = g;, ist und f; die Funktionaldeterminante des Ubergangs von ¢;, zu ¢;, ist und
damit positiv. Es ist deshalb

r

w(p) = (M) + L Au(Ufir) )l A+ nde” - (mit 5 = 9 (p)
=1

und da mindestens ein A; (p) > 0 sein muss, weil } ;_,A; (p) = 1 ist, ist

r

Aiy(p) + kz Ai (p) fi(xx) > 0
=1

,<=":Sei w € £ (M) ohne Nullstellen. Da dim(A"T*M,) = 1 ist, folgt fiir &« € A"TM;,
dass es genau ein A € R gibt mit
a = Awy,

denn (wy) ist dann eine Basis von A"TMj,.

Sei nun B = (ey,...,e,) eine Basis von TM, und (a?,...,a") die dazu duale Basis von
TM;,. Wir nennen B positiv orientiert, wenn fiir a := al Ao At € A"TM,, gilt: Ist
& = Awyp, so ist A > 0. Das definiert tatsdchlich eine Orientierung o, auf TM,, denn ist fiir
eine weitere Basis B = (fi, ..., f4) der Ubergang zu B durch eine Matrix S = (S;) €GL,R

gegeben, fi = séei (j=1,...,n),so gilt fiir die duale Basis (8',..., "), dass ' = t;:ocj ist mit
(t;) =: T = S~ Es folgt

B=p'A---AB"=det(T)al A--- Aa" = det(T)a.

Das zeigt: ‘B ist genau dann auch positiv orientiert, wenn det(S) > 0 ist.
Es ist auch o = (0}) ,em dann tatsdchlich eine Orientierung auf M, denn ist ¢: U — V
eine Karte um p, so dass
w|U = f(x)dxt A+ Adx",

sagen wir, f(xo) > 0, so ist auch f(x) > 0 auf einer Umgebung von xo, sagen wir V C
V, und damit (%h,,...,%hq) positiv orientiert, fiir alle g € U = ¢~ }(V). Damit ist
Dg,: (TM,,0,) — R" orientierungserhaltend fiir alle g € U, denn D(pq(%
kanonischen Basis (e, ..., e;) von ]R”). Es ist also M orientierbar. O

) = e; (mit der

(B.18) Kommentar.

(a) Ein Geradenbtindel 7t: L — M {iber M ist genau dann trivial, L = R, wenn es einen
nullstellenfreien Schnitt hat (Ubung: s € I'(L) ohne Nullstelle = R — L, (p,A) —
A -s(p) ist ein Isomorphismus). M ist also genau dann orientierbar, wenn ihr, so
genanntes, kanonische Biindel A"T*M trivial ist.

(b) Eine Orientierung auf einen (endlich-dimensionalen) R-Vektorraum V kann man also
als eine der beiden Zusammenhangskomponenten von

ATVEA{0} = R\ {0} (ne€N)

betrachten. Ist M zusammenhéngend und orientierbar, so hat also mit L := A"T*M und
dem Nullschnitt s: M — L die Mannigfaltigkeit L\ s(M) zwei Zusammenhangskompo-
nenten. (Im nicht orientierbaren Fall ist sie zusammenhangend, Ubung)

(B.19) Definition. Sei M" eine Mannigfaltigkeit und w € £ (M) ohne Nullstellen. Dann
nennt man w eine Volumenform auf M.
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(B.20) Kommentar. Zwei Volumenformen w1, w, induzieren nach dem Beweis von (B.17)
also genau dann die gleiche Orientierung o auf M, wenn fiir f: M — R, so dass
wy = fuwy (*)

ist, gilt: f(p) > 0, fiir alle p € M. Da jede Orientierung von einer Volumenform nach (B.17)
auch induziert wird (man nehme zu ¢ das w, welches in (B.17, ,—") konstruiert Wurde),
kann man eine Orientierung auf M auch als eine Aquivalenzklasse von Volumenformen [w]
betrachten (mit w; A wy, genau wenn () gilt).

(B.21) Bemerkung. Sei M" eine kompakte Mannigfaltigkeit, w € £(")(M) eine Volumen-
form und ¢ die von w induzierte Orientierung auf M. Dann gilt auf (M, o).

/w>0.
M

Beweis. Ist A = (¢;: U; — V;)ies ein Orientierungsatlas von M, so ist mit
w|U; = fi(x)dx! A~ Adx"

offenbar f; > 0, da w, und dx!' A - - - Adx"|, die gleiche Orientierung ¢, auf TM, induzieren.
Ist nun (A;);e; eine Teilung der Eins mit supp(A;) C U;, Vi € I, so ist auch A;f; > 0 und
damit

/M w; = /Vl Aio @i H(x)fi(x)dL(x) >0 (mit w; := Aiw)
>0

(Wir diirfen hier A = I und ¢ = 1 annehmen, da supp(A;) C M stets kompakt ist, weil M
kompakt ist.) Es folgt also zunéchst

w = w; > 0.
/M IGZI/M o
Zu p € M gibt es aber ein i € [ mit p € M und A;(p) > 0. Da auch fi(xp) > 0 (mit

xo = @i(p)) ist, ist
Ao g (X)) > 0

auf einer ganzen Umgebung von xo und damit sogar

/wi>0
M

und damit auch | yw > 0. O

(B.22) Kommentar.

(a) Ist w € £ (M) eine Volumenform, so nennt man (M, w) auch eine Volumen-Mannig-
faltigkeit. Ist M kompakt, so ist ihr Volumen dann (bzgl. der induzierten Orientierung)

Vol(M) := /Mw e (0, c0).

(b) Sei (M,w) eine Volumen-Mannigfaltigkeit und A C M eine Borel-Menge (d.i. ein
Element in der Borelschen o-Algebra von M). Ist 2l = (¢;: U; — V;)ie; ein Orien-
tierungsatlas und (A;);c; eine untergeordnete Teilung der Eins, so setzt man fiir eine
n-Form a € £ (M) mit supp(a) C Uy

= /f(A)mv, f(x)dL(x) € [0,c0]
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wenn f > 0 ist. Fiir eine beliebige n-Form a € £(") (M) mit « = fw und f > 0 sei dann

/A(x::Z/A)WXE [0, o0].

iel
>0

Man setzt nun y: £L(M) — [0, 0],

H(A) == /Aw

p ist dann ein Maf8 und macht (M, Ly, it) zu einem Mafiraum. Fiir jede glatte Funktion
(mit kompakten Trager) gilt dann (Ubung):

/Mfdy - /Mfw'

(B.23) Definition. Sei V ein reeller Vektorraum und p € IN. Identifiziert man APV*
kanonisch mit Alt,(V'), so nennt man fiir jedes v € V die Abbildung

Ly: APV* — APTLY*

gegeben durch
(w)(wy, ..., wp1) = w(v,wy,..., Wy 1).
die Kontraktion von w durch v (oder die innere Multiplikation von w mit v).

(B.24) Kommentar.

(a) Tatsdchlich ist tyw (p — 1)-linear und alternierend, wenn w p-linear und alternierend ist.
Es ist auch ¢, tatsdchlich linear und schliefdlich auch die Zuordnung

11 V — Hom(APV*, AP7IV*), v = 1y
ist linear.

(b) Ist nun M eine Mannigfaltigkeit, v € £ (M) und X € X(M), so kann man also w mit
X zu einer (n — 1)-Form txw kontrahieren. Dann ist d(1xw) wieder eine n-Form. Ist nun
w € £M (M) eine Volumenform, so gibt es ein eindeutig bestimmtes glattes f: M — R
mit
d(ixw) = f - w,

und dieses f hédngt linear von X ab. Wir setzen:

(B.25) Definition. Sei (M, w) eine Volumen-Mannigfaltigkeit. Dann heift fiir jedes glatte
Vektorfeld X € ¥(M) die Funktion f =: div,,(X) mit

dixw = divy (X) - w
die Divergenz von X.

(B.26) Bemerkung. Sei (M, w) eine Volumen-Mannigfaltigkeit und x: U — V C H" eine
Karte. Ist dann w|U = f(x)dx! A--- Adx" und & € £(V) mit X|U = Ci%, so gilt fir
div(X): M — R bzgl. der Karte x:

div(X) = 12 (fE).

=
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(B.27) Kommentar.
(a) Das zeigt (erneut), dass div: X(M) — £(M) ein lokaler (linearer) Operator ist.

(b) Ist bzgl. einer Karte x die Volumenform w = dx! A --- A dx", so stimmt div mit der
tiblichen Divergenz von Vektorfeldern & = (¢!,...,&") auf offenen Teilmengen des R”"
iiberein, '

_ 9

div(¢) = e

Beweis. Schreiben wir ixw|U als
ixw = (=17 lpdat A A dxi A -+ Adx”

mit glatten Funktionen ; € £(V) (i =1,...,n), so ist

—

- (_1)i—1w(X,;)xl,...,;ﬂ,...,ain)

9 9 9 2)
oxi’ 9x1’ " a9
. L P} J

_(_1\i—lg . (_1\i—1xi 1A ... n
= (=) (1)@ dx A A da (axl'”"axn)

=1

= (1) dxt A A (gf

= fé&.
Es folgt:
dixw|U = d((=1)"tpdxt Ao A dxin - Adx™)
= (—1)i—1a—'7?dfodx1A---/\cﬁi/\---Adx”
ox/
= a—17".<:1x1/\~~/\dx”
ox!
— 1 8771 1 n
= ?ﬁ(fdx A« Adx™)
. 1 8171
= 7@ w,
also: .
div(x)|u = L9U€) 0

f oxi
(B.28) Satz. Sei (M, w) eine kompakte Volumen-Mannigfaltigkeit und X ein glattes Vektorfeld auf

M. Dann gilt:
/ div(X)w = / IxW.
M oM
d(ixw) = div(X)w,

/MdiV(X)w = /Md(txw) = /BM IxW. O
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(B.29) Beispiel. Fir M = R" (und dann auch fiir jede offene Teilmenge U C R") ist
w:=dx' A Adx”

eine Volumenform. Sie wird als die Standard-Volumenform auf R"” bezeichnet.

IstX:U—R", X= (Cl, ...,¢") ein glattes Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R", so
ist seine Divergenz bzgl. der Standard-Volumenform also gegeben durch

_

div(X) = e

(B.30) Erinnerung.

(a) Eine kompakte Teilmenge K C IR” hat glatten Rand, wenn es fiir jedes x € JK eine
offene Umgebung U C K von x, ein offenes V' C H" und einen Diffeomorphismus
@: U — V gibt. Uberdeckt man 0K mit (endlich-vielen) solchen Karten und nimmt noch
o =1: K\ 0K — K\ 9K, so wird K offenbar zu einer Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir
orientieren sie mit der Einschrankung der Standard-Volumenform auf R".

(b) 0 < k < n (sogar k € [0,n] ist erlaubt). Das k-dimensionale Hausdorff-Ma H*" auf der
Borel-Algebra von R” (und durch Einschrankung damit auf jeder Borel-Menge M C R")
misst den k-dimensionalen Flacheninhalt einer Borel-Menge A C R"

HE" L(R™) — [0, 00].

Ist V C RF offen, ¢»: V — R" eine regulire Parametrisierung, d.h.: ¢ ist eine injektive
Immersion, so gilt fiir jede H*-integrable Funktion f: M — R, M = ¢(V), dass g: V —
R, gegeben durch

gu) = Jyp(u) - fop(u)

Lk-integrabel auf V (£¥: £L(V) — [0,00] das Lebesgue-Maf auf V) und es gilt die
sogenannte Flachenformel

| FEaR ) = [ gndc).

Hierbei ist [,: V — R die Jacobische von , d.i.:
Jp(u) == ,/det(gij(u))i’j

. [ 9% oY .
gl](”) = <wl £>(M) (1<i,j<k).
Fiir g(u) = (gij(u)) gilt also
g(u) = "Dy (u) - Dp(u).
f: M — R ist z.B. dann H*-integrabel, wenn f glatt ist und kompakten Tréger hat.

(c) Ist M C R" der Rand eines Kompaktums K mit glatten Rand, M = 9K, so gibt es
ein eindeutig bestimmtes dufseres Einheits-Normalenfeld v: M — R" (d.i. ein globaler
Schnitt im TR"|M), d.h.: v(p) € TK;“BQH, lv(p)|| (bzgl. des Standard-Skalarprodukt
(, )pauf TK, = R").
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(B.31) Satz (Gaufl). Sei K C R" ein Kompaktum mit glatten Rand und X ein glattes Vektorfeld
auf K. Ist v: 0K — IR" das dufleres Einheits-Normalenfeld entlang oK, so gilt:

/K div(X)dL = /a (Xv)dH

(B.32) Lemma. Seien wy,..., w,—1 € R" und A € Mat(n x (n —1),R) die Matrix, die
w1, ..., Wwy_1 als Spalten hat. Fiir jedes i € {1,...,n} sei A’ € Mat(n — 1,R) die Untermatrix
von A, bei der die i.Zeile gestrichen ist und x' := det(A’) € R. Wir setzen

Vi= Wy X -+ X Wy_1 1= (xl,...,x") € R
Dann gilt:
(a) v steht senkrecht aufwj, j=1...,n—-1;

(b) esist det(!AA) > 0und (wn, ..., w,_1) ist linear unabhingig, genau wenn

](wl,...,wn_l) = \/det(tAA) >0

(c) Bzgl. des Standard-Skalarproduktes auf R" ist

ist.

ol = J (w1, ..., wp-1)

und fiir (wy, ..., w,—1) linear unabhingig ist (v, wy, ..., w,_1) eine positiv orientierte Basis
von R™.

Beweis von (B.31). (a) Es reicht den Satz fiir ein Vektorfeld X zu beweisen, dessen Trager
ganz in einer Karte ¢: U — V C H liegt, denn beide Seiten in (B.31) sind linear in
X. Mit einer Teilung der Eins kann man dann ndmlich X in eine Summe von solchen
Vektorfeldern Xp, ..., X, zerlegen, die ihren Tréger in einer Karte haben,

X=Xo+ - +Xm.

Gilt der Satz nun fir X; (i =0,...,r), so auch fiir X:
div(X)dL = / div(X;)dL = / X;, v)dH"! = / X, vydH" !
Jaweode = 1 [ aivepdc =3 [ (v [ (xv)

(b) Ist daher ¢: U — V C H" eine positiv-orientierte Karte (evtl. C —H! bei n = 1), so ist
P:=¢ 1oV — U CR"?, V:=09V C R" ! offen, eine regulire Parametrisierung. Setzen
wir nun w :=dx! A--- Adx" € £ (U) und

o = (~1) Ml A AdY A A de € ED ()

(i=1,...,n),s0istmit X = (¢',...,¢") € X(U) (vgl. Beweis von (B.26)):
xw =Y &a' =ta.

i=1

Wegen (B.27) ist dann

/Kdiv(X)dL‘:/Kdiv(X)-w:/Kd(LXw) :/BKWZ/BK(X:/VW.
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Nun ist aber

—

pr(a) = (1) d(xt o) A Ad(xfop) A Ad(x o )
. 81’[]1 . a? alpn )
— (=) dut A A 2 dui A - A 2 dudn
( )‘ = dg Ao Ao ndul A A S du
= (=1)"tdet(A)du! A--- Adu"!,

wo A(u) € Mat(n — 1,n) nun die Jacobi-Matrix von 1 ist,

A =Dy(u).
Da die Spalten %,...,aj% von A den Tangentialraum TM, C R" mit M = 0dK
aufspannen, ist dann wegen Jy (1) = \/det!A(u) - A(u) = ](;7#}1, ey 83,1’[',1):

0 0
S ST = () v(p ()

w*(aci):]w-viogb-dul/\---Adu”_l (%)

Deshalb ist

Jodiv(0de = 1 [ 1@ o) o) = [ @) oy hde(

© [ x,v)dH . O
dK

(B.33) Kommentar.

(a) Ist w eine Volumenform auf einer Mannigfaltigkeit M, so notiert man w haufig auch als
dV, weil fiir das Volumen V = vol(M) im kompakten Fall dann gilt:

V:/dV
M

und nennt dV das ,infinitesimale Volumenelement” auf M. Das ist etwas verwirrend,
weil zumindest im kompakten Fall (und M ohne Rand) w definitiv nicht exakt ist, weil
einerseits V = f w > 0 ist nach (B.21) und andererseits nach Stokes fiir eine exakte
Form da € £M(M), a € £V (M), gilt:

/d(x:O.
M

(b) Ist K C R" Kompaktum mit glatten Rand M = 0K und ¢: U — V C R""! eine positiv
orientierte Karte auf M, so setzen sich die Formen,

w? = @* (Jp(uw)du* A Adu"1)

mit = ¢! und Ju: V — Ry der Jacobischen von 1, zu einer globalen Volumenform
w € £=D (M) zusammen. Nach dem Beweis von (B.31) ist namlich
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wenn man () mit v’ o ¢ multipliziert, aufsummiert und ||v|| = 1 verwendet, und wo
t: M — R" die Inklusion bezeichnet.

Diese Volumenform wird klassischer Weise als dS notiert und als ,infinitesimales
Oberflaichenelement” bezeichnet. Mit diesen Notationen liest sich der Satz von Gaufs fiir
glatte Vektorfelder auf K dann so:

/Kdiv(X)dV:/aK<X,v>dS.

(B.34) Vorbereitung.

()

(b)

Sei nun M C RR? eine orientierte Untermannigfaltigkeit (evtl. mit Rand). Dann gibt es
zu jedem p € M eine eindeutig bestimmte Einheits-Normale v, € IR?, also v, LTM,,
und ||v,| = 1 (bzgl. des kanonischen Skalarproduktes auf IR®), so dass fiir eine positiv
orientierte Basis (e1,e2) von TM,, gilt: (vp, ey, e2) ist positiv orientierte Basis von R3. Die
Zuordnung M — R3, p — v,, ist dann ein glattes Vektorfeld auf R® entlang M. Bzgl.
einer positiv orientierten lokalen Parametrisierung ¢p: V. — U C M C R3 wiire z.B.
9 9
Jul Jdu?
voy = H oy y T

aur X 3z

und damit glatt (Ubung). Wir nennen v das positivorientierte Einheitsnormalenfeld an
M.

Sei nun M C R? wie unter (a) und U C R? eine offene Umgebung von M. Fiir ein glattes
Vektorfeld X = (&',¢2,&%): U — R? ist dessen Rotation erklart durch rot(X): U — R3

_(98® 0g? ag' 9g 9g*  od'y e
rot(X) = (axz dx3"9x3  9x1’ oxl axZ) (=7VxX,),

wobei V = (%, ..., 3% ). Setzen wir By, B2, B3 € £ (U),

B1:= dx® Adxd, B2 = dx® Adxl, B3 = dx! A da?,

so erhalten wir fiir das infinitesimale Flichenelement dS auf M, welches bzgl. einer
orientierten Karte ¢: U — V C H? gegeben ist durch

dS = Jy(u)du' A du?
mit ¢ = ¢!, dass
3 . .
ds =Y vig € €@ (M)
i=1
T— Bl = v'dS auf M 4

ist. (Eigentlich Y, v'1*(B'), wo 1: M — RR? die Inklusion ist, die wir aber unterdriicken.)
Setzen wir nun &' := dx € £ (U) und

3 . .
w:=) ol e eV(U),
i=1
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so gilt:

i
doc:Z;aér dx/ A dxt

ox/
_ 353 9C*\ . o 3 ag® gy | 4 2
—(@—ﬁ)dx A dx ++<ﬁ—@)dx A dx
3
=) rot(X)’

i=1

Das zeigt, dass die Funktion (rot(X),v): M — R, nur von X|M abhingt, denn:

3 . .
(rot(X),v)dS = ;rot(X)’ -v'dS = da
1= :,Bi

auf M. Man braucht namlich nur « auf M zu kennen (eigentlich nur /*(«), s.0.) und
dieses dann auf M differenzieren. Der Koeffizient von der dS ist dann (rot(X), v).

(c) Ist nun M C R3 orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand C = 9M, so sei fiir jedes
p € C dann 1, € TC, positiv orientierte Einheits-Tangentenvektor von C an p. Ist
¢: I — C CR3 I C R ein offenes Intervall, eine reguldre Parametrisierung, so ist

] J(0)
Tov) = T
also
§= 19l (toy) )

Beachte auch, dass t — ||§(¢)|| in diesem Fall die Jacobische von ¥ ist:
= \Jdet(9(t) - 9(1) = /L i = (9]

(B.35) Satz (klassischer Satz von Stokes). Sei M C RR® eine kompakte, orientierte Unter-
mannigfaltigkeit mit Rand, v: M — R3 ihr positives Einheitsnormalenvektorfeld und T: oM — R3
ihr positives Einheitstangentenfeld auf dem Rand. Fiir jedes glatte Vektorfeld X auf M gilt dann:

[ trotx),var = [ (x,mjant,

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass mit dem allgemeinen Satz von Stokes

/M(rot(X),v>dH2 - /M<rot(X),v)dS - /M da = /a L

ist, wo
3 . .
a=Y &dx' e £D(M).
i=1
Mit einem iiblichen Argument, das eine Teilung der Eins benutzt, diirfen wir annehmen,

dass X seinen Trdger im Definitionsgebiet einer positiv orientierten Karte ¢: U — V C H?
hat und wir nennen ¢: [ — C mit ¢ := ¢~ '[9V, [ = 9V. Dann ist

P*(dx') = d(x o p) = 1/)1 -dt = ¢'dt,
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also

3 ] 3 g

Pr(@) =Y Goyp-pi(dx') =) Foyp-gdt

i=1 i=1

3 _ .

;@ ) - (o) - [l¢lld (wegen (+))

= (X, T) o yJydt.
Es folgt also:
/(rot v)dH? = /E)Moc—/gb / ,T) o - Jpdt

:/ (X,7) d?—[l. O
oM

(B.36) Kommentar.

(a) Auch hier setzen sich die Elemente ||¢(t)||dt € £ (I) zu einer globalen 1-Form ds €
£M(C) zusammen, denn es ist

3
ds = Z THdx?,
i=1
weil

P*(dx') = ¢idt = o (;Tidxi> Ztl/;

=) v gidt = ||¢|dt.
T [l
Es heifit das infinitesimale Bogenelement von C.

(b) In Termen der induzierten Volumenelemente dS € £ (M) und ds € £ (C), C = oM,
liest sich der klassische Satz von Stokes fiir glatte Vektorfelder X € X(M) also dann so:

/M<rot(X),v>ds - /a (X, )ds,

(B.37) Erinnerung. Ist X ein topologischer Raum, so heifst ein Teilraum A C X ein Retrakt
von X, wenn es eine stetige Abbildung r: X — A mit r(a) = g, fiir alle a € A, gibt. Eine
solche Abbildung heifit dann eine Retraktion. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und N C M
eine Untermannigfaltigkeit, so betrachten wir zunéchst nur glatte Retraktionen r: M — N.

(B.38) Satz (Retraktionssatz). Fiir jedes n € IN gibt es keine Retraktion von B" auf S"~! C
B".

Beweis. Da S"! orientierbar ist, gibt es eine Volumenform w € &€ (n—1) (8"1), zB. w =dS,
wenn dS die von R” induzierte Standard-Volumenform auf "' ist (vgl. (B.33,b)). Da §"~!
auch kompakt ist, ist bzgl. der von w induzierten Orientierung nach (B.21) einerseits

w > 0.
Sn—l

Andererseits ist natiirlich dw = 0, weil jede n-Form auf S"~! gleich Null sein muss, und
daher wegen (4.67) auch
d(r'w) =r*(dw) =0,
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wenn 7: B" — §"~1 (doch) eine (glatte) Retraktion ist. Da fiir die Inklusion i: g1 B"
aber r oi = 1 ist, ist nach dem Satz von Stokes

w:/ (roi)*w:/ i*(r'w) Stges/ d(r*w) :/ 0=0. O
gn-1 gn-1 gn-1 n n

(B.39) Satz (Fixpunktsatz von Brouwer). Ist ®: B" — B" eine glatte Abbildung, so hat ®
einen Fixpunkt, d.h. es gibt & € B" mit ®(§) = ¢.

Beweis. Angenommen ®: B" — B" hitten keinen Fixpunkt, also ®(p) # p Vp € B" . Sei
dann r(p) € §"~! der Schnittpunkt des Strahls, der in ®(p) startet und in Richtung p — ®(p)
geht, mit gn-1

{r(p)} =s""'NLy,
Ly =@(p) +Rso- (p— @(p))-

Dann ist 7: B" — §"~! auch glatt, weil r gegeben ist durch
r(x) = x4+ t(x) - u(x)

x —®(x)
[ — @ (x)|

1/2

u(x) =

;H) = —fou) + (L eI+ w)?)

>0 >0

und mindestens einer
der Summanden ist positiv

Aber nach Konstruktion wire r(p) = p, fiir alle p € $"~1, also r eine Retraktion. Die gibt es
aber nicht. n

(B.40) Kommentar.

(@) (B.38) und (B.39) gelten auch fiir stetige Abbildungen. Ist etwa in (B.39) ®: B" — B"
nur stetig, so kann man ® nach dem Approximationssatz von Weierstrafi gleichmafsiig
(bzgl. der euklidischen Norm) durch glatte Funktionen approximieren (sogar durch
Poylnome), da B” kompakt ist. Sei daher f,: B" — B" glatt und ||fy, — Pl — O
(in der Supremumsnorm ||f|| = sup,.g«|f(x)|). Ist dann ¢, € B" ein Fixpunkt von
fn, fn(Cn) = Cn, so sei ¢ € B" ein Hiufungspunkt von (¢,) und o.E.: lim(¢,) = ¢ (sonst
gehe zu einer geeigneten Teilfolge von (&) iiber). Aber dann ist fiir jedes € > 0

Im
<¢/3,da (fy) @

[D(8) — ¢l < [|D(8) — P(&u) || + 1P(Sn) — fulCu)l[+ [IGn =Sl <
e —_——
<e/3, da P stetig =Cn <e/3,da (u)—¢

wenn n = n(e) gro3 genug gewdhlt ist. Also ist auch ®(¢) = ¢.

(b) Wire in (B.36) r: B" — S"~! eine (nur stetige) Retraktion, so kénnte man ®: B" — B"
gleich dor, wo d: $"~! — §"~1 die Antipodenabbildung ist. Dann wire @ stetig ohne
Fixpunkte, denn fiir p ¢ S ! ist ®(p) # p, da ®(p) € S" ! ist, und fiir p € S" ! ist
®(p) = —p # p, da ®(p) = d(p) in diesem Fall ist.
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