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Kapitel 1

Mengentheoretische Topologie

(1.1) Definition. Sei M eine Menge. Eine Abbildung d : M X M — [0,00) heifit eine
Metrik auf M, wenn gilt:

@) d(p,q) =0=p=g
(b) d(g,p) = d(p,q), Yp,q € M;
(c) d(p,r) <d(p,q)+4d(q,7),Vp,q,r € M (Dreiecksungleichung).
Das Paar (M, d) heifit dann ein metrischer Raum.
(1.2) Beispiel.
() Sei ||| R" = [0,00), [|x]| := \/x3 + ...+ x3. Dann ist
d: R' X R" = [0,00), d(x,) = 1y — x|

eine Metrik auf R” (Ubung). Es heif$t d = de.q die euklidische Metrik und (R", dey)
der euklidische Raum.

(b) Sei M eine beliebige Menge. Dann ist d : M x M — [0, 00),

0 furp=gqg,
1 firp#q

eine Metrik auf M (Ubung). Sie heift die diskrete Metrik auf M.

d(p,q) :== {

(c) Sei V.=%([0,1]) := {f: [0,1]] = R: fiststetig}. Setze ||f|| := sup . [f(x)| < oo,
und dann d(f, ) := ||g — f||. Dann ist d eine Metrik auf V (Ubung).

(1.3) Beispiel. Sei (M, d) metrischer Raum und A C M beliebige Teilmenge. Dann erbt
Adurchdy : Ax A — [0,00),da(p,q) := d(p,q) eine Metrik. Sie heifit die induzierte
Metrik. Insbesondere: Ist M C R" beliebige Teilmenge, so d := deyq|M x M die induzierte
euklidische Metrik.

(1.4) Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum, p € M, r > 0.
(a) Es heiit dann B(p;r) := {g € M : d(q,p) < r} der (offene) Ball um p mit Radius r.

(b) Es heifst eine Teilmenge U C M offen, wenn es zu jedem p € U ein r > 0 gibt mit
B(p;r) C U.

(c) Es heifit S C M eine Umgebung von p, wenn es ein offenes U C M gibt mit p € U C S.
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(1.5) Definition. Seien (Mj,d;) und (M, d;) metrische Riume.

(a) Eine Abbildung ® : M; — M, heifst stetig in p; € M;, wenn fiir alle e > 0O ein 6 > 0
existiert, so dass aus di(x, p1) < ¢ folgt: dp (®(x), P(p1)) < e.

(b) P heifit stetig, wenn P stetig ist in p € M;, fiir alle p € M;.

(1.6) Bemerkung. Sei ® : M; — M, eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen,
p1 € M;. Dann gilt:

(a) Es ist @ stetig in p; genau, wenn fiir jede Umgebung S, C M, von py := P(p1) gilt:
®~1(S;) ist Umgebung von p.

(b) Es ist @ stetig, genau wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

Beweis. (a) ,—": Sei S, Umgebung von p, und U, C M offen mit pp € Uy C Sp. Da Uy
offen ist, existiert ¢ > 0, so dass B(pz;¢) C Up. Da @ stetig in p; ist, existiert nun ein § > 0
so klein, dass ®(B(p1;6)) C B(py;e) ist. Also ist

B(py;0) C ®! (CD(B(pl;(S))) C @ 1(B(ppe)) €D (S2),

und da B(p1;6) offen ist (Ubungsaufgabe, Blatt 1), folgt: ®~1(S;) ist Umgebung von p;.
,&=":Seie>0und S; := B(py;¢) = S, ist Umgebung von p,, also ist auch ®~1(S,)
Umgebung von p; = 35 > 0: B(p1;6) C @7 1(S;) =

®(B(p;0)) € @(®1(S2)) € S2 = B(p2;e).

— @ ist stetig in p;.
(b) Ubung (Blatt 1). O

(1.7) Bemerkung. Sei M ein metrischer Raum. Dann gilt:
(a) Ist (U;)ic; beliebige Familie offener Mengen in M, so ist auch [J;c; U; offen;
(b) Istn € IN, Uy, ..., U, C M offen so ist auch N}_; U; offen.

Beweis. (a)Seip € U:=U;c;U;. = Jipe I: pe U;,. = 3Ir >0: B(p;r) CU;, C U.
(b)Seip e U :=N U = Vi, Ir; >0: B(p;r;) C U,. Setze r := min;_y__,(r;) > 0.
= B(p;r) CB(p;r;) CU;, Vi=1,...,n.= B(p;r) C U. O

(1.8) Kommentar. Stetige Abbildungen ® : M; — M, zwischen metrischen Rdumen
sind viel flexibler als abstandstreue Abbildungen (d.h.: Vp1,q1 € My : do(®(p1), P(q1)) =
di(p1,q1)) zB.ist fiir 8 := {x e R*: xf + x5 +x5 =1} und E:= {x € R>: (F1)*+ (2)* +
(;‘—g)z = 1} (a1, az,a3 > 0) die Abbildung ® : S?> — E, ®(x) = (a1x1,a2x2,a3x3) bijektiv,
stetig und auch ®~! ist stetig, aber ® ist im allgemeinen nicht abstandstreu. Man sagt, S
und E haben die gleiche Gestalt, 52 ~ [E. Um Riume zunichst auf ihre blofe Gestalt zu

untersuchen, fithrt man das Konzept der topologische Rdume ein.

(1.9) Definition. Sei M ein Menge. Ein System 7 von Teilmengen von M, T C B(M)
(B(M) := Potenzmenge von M) heif}t eine Topologie auf M, wenn gilt:

(a) Ist I eine beliebige (Index-) Menge und U; € T, so ist auch ;c; U; € T, die leere Menge
D erT.

(b) Ist n € N und sind U, ..., U, € T, so ist auch () U; € 7, die volle Teilmenge M € .
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Man nennt U C M dann offen, wenn U € 1. Das Paar (M, 7) heifit dann ein topologischer
Raum.

(1.10) Beispiel.

(a) Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann ist das System 7 C B (M) aller offenen Teilmengen
von M eine Topologie auf M (siehe ( 1.7)). Man nennt dies die von der Metrik induzierte
Topologie auf M.

(b) Sei M eine beliebige Menge und 7 die volle Potenzmenge, T = 33(M). Dann ist T eine
Topologie auf M. Sie heifst die diskrete Topologie auf M.

(c) Sei M eine beliebige Menge und 7 = {@, M }. Es heifit dann 7 die indiskrete Topologie
auf M.

(1.11) Definition. Sei (M, T) ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge A C M heifit abgeschlossen, wenn das Komplement CA=M \ A offen
ist;

(b) Sei p € M. Eine Teilmenge S C M heifst Umgebung von p, wenn es ein offenes U C M
gibt mit
peldcCs.

(1.12) Definition. Seien M und N topologische Riume und ® : M — N eine Abbildung.

(a) Es heiflit ® stetig in p, wenn das Urbild jeder Umgebung von ®(p) eine Umgebung von
p ist;
(b) es heifit ® stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist;
(c) es heifst & ein Hom6omorphismus, wenn & stetig ist und es ein stetiges ¥ : N — M
gibt mit
Yodb=1y, Po¥ =1y
(1p bezeichnet die Identitdt auf M, 1p(p) = p, Vp € M). M und N heiflen homéo-

morph, M ~ N, wenn es einen Homdomorphismus zwischen ihnen gibt.

(1.13) Kommentar. Esist ®: M — N stetig, genau wenn & stetig in jedem Punkt p € M
ist (Ubung).

(1.14) Kommentar.

(a) Ist (M, d) ein metrischer Raum und v C (M) die induzierte Topologie, so gibt es viele
andere Metriken d, die die gleiche Topologie induzieren, z.B. d = a - d (a > 0).

(b) Ist umgekehrt (M, T) ein topologischer Raum, so heifit (M, T) metrisierbar, wenn es
eine Metrik d auf M gibt, so dass T von d induziert ist.

(1.15) Definition. Man nennt einen topologischen Raum M hausdorffsch, wenn er folgen-
des Trennungsaxiom erfiillt: zu je zwei verschiedenen Punkten p,q € M, p # g, existieren
offene Mengen U,V C Mmitpe U,gc VundUNV = @.

(1.16) Bemerkung. Ist (M, d) ein metrischer Raum, so ist ihre induzierte Topologie haus-
dorffsch.
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Beweis. Seien p,q € M, p # qund d := d(p,q) > 0. Wahle dann U := B(p; 2), V := B(q; ).
Dann ist U und V offen, p € U, g € V und auch UNV = @, denn wére x € UNV, so wire

d=d(p,q) <d(p,x)+d(x,q) =d(x,p) +d(x,q) < §+§ _a

(1.17) Definition.

(a) Sei (M, 1) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C 7 heifit eien Basis der Topologie,
wenn jede offene Menge U Vereinigung von Elementen aus ‘B ist,

u=J B

Be®B
BCU

(b) Es heifit (M, T) von abzédhlbarer Topologie, wenn M eine abzéhlbare Basis besitzt.

(1.18) Beispiel. Der euklidische Raum E" := (R", doyy) hat abzidhlbare Topologie, denn

%:{B(q;i): qu”,mEIN}

ist eine abzihlbare Basis (Ubung).

(1.19) Definition. Ist (M, 7) ein topologischer Raum und N C M eine Teilmenge. Wir
definieren die Relativtopologie (oder auch induzierte Topologie oder Teilraumtopologie)
auf N wie folgt: V C N ist offen genau dann, wenn es ein U C M, U € T gibt mit
UNN=V.

(1.20) Kommentar.

(a) Sei (M, T) topologischer Raum und N C M mit der Relativtopologie versehen. Dann
ist die Inklusion i : N — M, i(p) = p stetig. Die Relativtopologie ist die grobste
Topologie auf N, so dass i stetig ist.

(b) Eine Topologie 11 auf N heifit grober als ein Topologie T, auf N, wenn 73 C 1> (und
heifst dann feiner als 71). Man beachte: Ist 77 echt grober als 175, d.h.: 7y ; T», SO ist die
Identitit 1 : (N, ) — (N, 11) stetig und bijektiv, ihre Umkerung 1! =1: (N, 1) —
(N, 12) aber nicht stetig.

(c) Die Relativtopologie hat folgende universelle Eigenschaft: Ist P ein topol- p
ogischer Raum und @ : P — N eine Abbildung, so ist ® genau dann J/ Kp
. . .. z N
stetig, wenn i o @ : P — M stetig ist (Ubung). o)

(d) Ist M ein Hausdorffraum und N C M eine Teilmenge, so ist die Teilraumtopologie auf
N auch hausdorfsch.

(e) Ist M von abzdhlbarer Topologie, so auch N. Insbesondere ist also jede Teilmenge M
des euklidischen Raumes [E” (n € IN) mit ihrer induzierten Topologie hausdorffsch und
von abzdhlbarer Topologie.
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(1.21) Beispiel. Sei R” mit der Standard-Topologie versehen. Wir nennen
B":={xeR": |x]| <1}
zusammen mit der Teilraumtopologie den n-dimensionalen Ball und
S":={x e R"™: ||x|| = 1}
die n-dimensionale Sphire.
(1.22) Beobachtung. Sei (7;)c; eine Familie von Topologien auf einer Menge M. Dann ist
auch
T::= m T
i€l
eine Topologie auf M.
(1.23) Kommentar.

(a) Ist A C P(M) eine beliebige Teilmenge (M Menge), so gibt es deshalb eine kleinste
Topologie T auf M, die 2 enthilt, ndimlich

7= \{o € PB(M) : 0 ist Topologie, o 2 A}

T heifdt die von A erzeugte Topologie und 2 ein Erzeugendensystem oder eine Subbasis
von T.

(b) Expliziter kann man T so beschreiben: zunédchst bilde man das System ‘5 aller endlicher
Durschnitte von 2, dann das System aller (beliebigen) Vereinigungen von Elementen
aus ‘B.

(c) Esreicht also z.B. die Stetigkeit einer Abbildung ® : M — N auf einer Subbasis 2 der
Topologie auf N zu priifen: f stetig <= f~!(V) offen, VV € L.

(1.24) Definition. Seien M; und M, topologische Rdume, M = M; X M, ihr cartesisches
Produkt und 7r; : M — M,; (i = 1,2) die kanonische Projektionen, 7t;(p1, p2) = p;. Sei

A= {m;'(U;) C M: U; C M offen, i = 1,2}.
Die von 2 erzeugte Topologie heifit die Produkttopologie auf M.

(1.25) Kommentar.

(a) Es ist also die Produkttopologie auf M die grobste Topologie, bzgl. der 711 und 71, stetig
sind.

(b) Bezeichnet
B:={U) xU CM: U; C M, offen (i=1,2)},

so ist also B eine Basis der Produkttopologie auf M.

(c) Ist P ein weiterer topologischer Raum, so ist eine Abbildung & : M

P — M = M; x M; genau dann stetig, wenn ;0o ® : P — M; m o
stetig ist (i = 1,2) (universelle Eigenschaft der Produkttopologie)

(Ubung) M, @ M,
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(d) Sind M; und M, hausdorffsch, so ist auch M; x M; hausdorffsch. Sind M; und M, von
abzdhlbarer Topologie, so auch M; x M.

(1.26) Beispiel.

(a) Die Produkttopologie auf R” = R x ... x R" (wo R die Standard-Topologie trage)
stimmt mit der Standard-Topologie tiberein (Ubung).

(b) Fiir n € IN bezeichnet man mit
T": =S x...xS!
(zusammen mit der Produkttopologie) als den n-dimensionalen Torus.

(1.27) Definition. Sei M ein topologischer Raum, R C M x M eine Aquivalenz-Relation
((p.q) e R<=p~rq), [pl :={q € M:p~ g} eine Aquivalenz-Klasse und

M/R =A{[p] SB(M): p € M}

die Quotientenmenge. Bezeichne 7 : M — M/R, p — [p], die kanonische Projektion. Eine
Teilmenge U C M/ R heifSt offen, wenn 7~ 1(U) C M offen.

(1.28) Kommentar.
(a) Die so definierten offenen Mengen bilden eine Topologie auf M/R.
(b) Sie ist die feinste Topologie auf M, so dass 7t stetig ist.

(c) Fiir einen topolgischen Raum P ist eine Abbildung ® : M/R — P genau pq_®°7_ p
dann stetig, wenn ® o : M — P es ist (universelle Eigenschaft der o
Quotienten-Topologie). (Ubung) nl @

M/R

(1.29) Beispiel.

(a) Sei I = [0,1] (mit der induzierten Topologie) und R C I x I die von (0,1) erzeugte
Agquivalenz-Relation (d.h.: die Kleinste, die (0,1) enthilt), also

R ={(0,1), (1,0), (p,p): p € I}.

Dann ist I/R ~ S! vermoge I ﬂ gl
7
o -7
I/R —S', ®([t]) = (cos(27t), sin(27t)) ﬂi e

ein Homdomorphismus (Ubung).

(b) Sei R auf M = I x I die von (0,t) ~ (1,t) und (s,0) ~ (s,1) erzeugte Aquivalenz-
Relation. Dann ist

d: M/~—>T>CCxC, CD([S,t]) _ (ezms,ezmt)
ein Hom('jomorphismus.

(c) Sei R die Aquivalenz-Relation auf M = I x I, die von (0,t) ~ (1,t) erzeugt wird. Dann
nennt man Z := M/~ den Zylinder.
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Abbildung 1.1: M6biusband

Abbildung 1.2: Kleinsche Flasche

(d) Seinun R auf M = I x I von (0,t) ~ (1,1 — ) erzeugt. Dann nennt man M = X/~
das Mobiusband.

(e) Sei schlieSlich R auf M =1 x I von (0,t) ~ (1,t) und (s,0) ~ (1 —s,1) erzeugt. Dann
heifit K = M/~ die Kleinsche Flasche.

(1.30) Definition. Seien p,q € R"*!\ {0} dquivalent, wenn wenn es ein A € R* := R\ {0}
gibt mit g = Ap. Der Quotientenraum

P'(R) = (R {0})/ ~
heif$t der n-dimensionale (reell-) projektive Raum.
(1.31) Kommentar.
(a) Fiir einen Punkt [p] € IP" schreibt man haufig
[Pl =(po:pree..ipa),

weil der Reprasentant (po,...,p,) € R**1\ {0} bis auf ein multiplikatives Inverses
eindeutig ist. Die Abbildung j: R" — IP",

x=(x1,...,x0) = (Tixg:...0xp)

ist eine Einbettung (d.h.: R" — j(R") C P" ist ein Homoomorphismus). Die Teilmenge
H:={(xo:...:xy) € P": x9 =0},

also H = IP" \ j(R") wird als unendlich ferne Hyperebene bezeichnet.

b) Identifiziert man auf §” Antipoden, x ~ +x, so ist IP" ~ §" /~ vermoge
P g

[x] — [”i”] (Ubung).
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(1.32) Vorbereitung. Seien M; und M, Mengen. Dann gibt es (bis auf Isomorphie) genau
eine Menge M zusammen mit injektiven Abbildungen iy : M; — M, i, : My — M, so
dass M = iy (M) Uip(Mp) (d.h.: i1(M7) Nip(Mz) = @). Diese Menge wird im folgenden mit
M + M5 bezeichnet.

(1.33) Definition. Seien M; und M, topologische Rdume und M = M; + M, ihre mengen-
theoretische Summe mit ihren natiirlichen Inklusionen i; : M; — M (j = 1,2). Wir nennen
dann U C M offen, wenn ij’l(lj) C M; offen ist.

(1.34) Kommentar.

(a) Die so definierten offenen Mengen bilden eine Topologie auf M. Sie heifst die Sum-
mentopologie und ist die feinste Topologie auf M, so dass i; : M; — M stetig ist
(G=12).

@Oi]
(b) Ist N ein weiterer topologischer Raum und ®: M; + M, = N pp, N

\

eien Abbildung, so ist @ stetig genau dann wenn ®oi; : M; -+ N \x \
M—2>N

stetig ist (j = 1,2). (Ubung)
MZ \/

@Oiz

(1.35) Beispiel. Seien M und N topologische Rdume, p € M und g € N. Identifiziert
man p mit g in M + N, so nennt man M + N/ ~ die Einpunktvereinigung von M und N
(entlang p und ¢q) und schreibt

MVN:=M-+N/ ~.
Zum Beispiel ist sl v sl die Figur “Acht”.

(1.36) Definition. Ein topologischer Raum M heifit zusammenhingend, wenn folgendes
gilt: Sind U,V C M offen mit UUV = Mund UNV =@, somuss U = @D oder V =@
gelten.

(1.37) Kommentar.

(a) Ein Raum M ist also genau dann zusammenhéngend, wenn die einzigen Teilmengen
von M, die zugleich offen und abgeschlossen sind, nur die leere Menge @ und die volle
Menge sind.

(b) Ein topologischer Raum ist zusammenhédngend, wenn er nicht homdomorph zu der
topologischen Summe U + V zweier nicht-leerer Teilraume U, V C M ist (Ubung).

(1.38) Beispiel. Das abgeschlossene Intervall I = [0, 1] ist zusammenhingend.

Beweis. Sei Il = ULV mit U # @ # V und setze a := sup(U), b := sup(V) (Vollstandigkeit
von R!). Da U C I abgeschlossen, I C IR abgeschlossen = U C R abgeschlossen = a € U.
Weil U offen ist = a =1; genausob=1= UNV # Q@ Y — [ist zusammenhangend.

O

(1.39) Proposition. Seien M und N topologischer Raum, ® : M — N stetig. Ist M zusammen-
hiingend, so auch ®(M) C N.



DIFFERENTIALGEOMETRIE 1

Beweis. O.E.: @ surjektiv (sonst betrachte @' : M — ®(M) mit &'(p) := ®(p)). Seien nun
Vi,Vo C Noffenmit N = Vi UVo. = M = & (V) UDP (V) = & 1(V}) = @ oder
P! (V2) = @. Da @ surjektiv ist, muss also V; = @ oder V, = @, also: N zusammenhéngend.

L]

(1.40) Definition. Sei M ein topologischer Raum.

(a) Ein Weg in M ist eine stetige Abbildung « : I — M, I = [0,1]. Es heifit a(0) der
Anfangspunkt von « und «(1) der Endpunkt von «.

(b) M heifit wegzusammenhidngend, wenn es zu beliebigen p,q € M einen Weg « in M
gibt mit a(0) = p und a(1) = 4.

(1.41) Beispiel. M = R* = R\ {0} ist nicht wegzusammenhingend (Zwischenwertsatz).

(1.42) Bemerkung. Ist M wegzusammenhéngend, so auch zusammenhéngend.

Beweis. Sei M = U UV mit U,V C M offen, U # @ # V. Wdhle p € U, g € V und einen
Weg a: I — M von pnach g. = [ = a~}(U) Ua"!}(V) = da I zusammenhingend ist
muss &~ (U) =@ odera {(V)=@: #,da0eat(U),1ea(V). O

(1.43) Beispiel. Der Teilraum
M= {(t, sml) eR*: t>0}u{(0y): ye[-11]}

ist zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhingend (Ubung).

1 V\

Abbildung 1.3: Sinuskurve der Topologen

(1.44) Definition. Sei M ein topologischer Raum und p € M. Das System aller Umgebun-
gen wird mit A(p) C P(M) bezeichnet. Man nennt nun ein Teilsystem B(p) C 2(p) eine
Umgebungsbasis von p, wenn es zu jedem S € 2(p) ein B € B(p) gibt mit B C S.

(1.45) Definition. Ein topologischer Raum heifit lokal wegzusammenhingend, wenn
jeder Punkt p € M eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhédngenden Mengen besitzt.

(1.46) Kommentar.

(a) Ein lokal wegzusammenhingender Raum braucht nicht wegzusammenhéngend sein.
Beispiel: M = R*.

(b) Ein wegzusammenhéngender Raum braucht auch nicht lokal wegzusammenhangend
zu sein. Beispiel: (Ubung)
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M= G (1611) (?) U <8> <(1)> (pg = Strecke von p nach q)

o1 11
32

o[

(1.47) Proposition. Sei M lokal wegzusammenhingend. Dann gilt: M zusammenhingend <=
M wegzusammenhingend.

Beweis. ,,<=": Siehe (1.45).
,—":Sei p € Mund U := U(p) die Wegkomponente von p, d.h.:

U(p) :== {x € M : 3 Weg von p nach x}
(also die grofite wegzusammenhidngende Teilmenge von M, die p enthilt). Es ist U offen,
denn sei x € U. Sei V € U(x), V wegzusammenhidngend = V C U. Klar ist weiter: Fiir

g € M ist entweder U(p) = U(q) oder U(p) NU(q) = 2.

= M=U(p)u |J Ul).

offen g¢U(p)
offen
= M = U(p) = M ist wegzusammenhingend. O

(1.48) Beispiel. R"” # R fiir n > 2.

Beweis. Angenommen ® : R — R”" ist Homdomorphismus = ¥ := ®|R* : R* —
R*\ {®(0)} ist auch Homdomorphismus. Aber R* ist nicht (weg-) zusammenhéngend,
R"\ {p} (p = ®(0)) fiir n > 2 aber wohl: # . O

(1.49) Definition. Sei M ein topologischer Raum.

(a) Eine Familie (U;);c; von Teilmengen von M heifit eine offene ﬁberdeckung von M,
wenn alle U; offen sind (i € I) und M = {J;¢; U; ist.

(b) Es heifit M kompakt, wenn M hausdorffsch und jede offene Uberdeckung eine endliche
Teiltiberdeckung hat.

(1.50) Kommentar.

(a) Ist M ein topologischer Raum, N C M und (U;);c; Familie offener Mengen von M mit
N C Ujej U;, so spricht man auch von einer offenen Uberdeckung von N. Es ist ja dann
V; := U; N N offen in N und (V;);c; eine offene Uberdeckung von N im Sinne von (1.49).

(b) Durch Komplementbildung kann man eien dquivalente Beschreibung der kompakten
Rédumen so bekommen: M ist hausdorffsch und ist (A;);c; Familie abgeschlossener
Teilmengen mit (;c; A; = @, so gibtes iy, ...,i, € I, sodass A;; N...NA; = D ist.

(1.51) Proposition. Seien M und N Hausdorff-Riume und ® : M — N stetig. Ist M kompakt,
so auch ®(M).
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DIFFERENTIALGEOMETRIE 1

Beweis. O.E.: @ ist surjektiv, ®(M) = N. Sei N = [;c;V;, Vi € N offen. = M =
Uie; @1 (V;) = iy, ..., in € :

n

n
M=Jo (V) = N=JV,.
j=1 j=1

(1.52) Lemma.
(a) Sei M ein kompakter topologischer Raum und A C M abgeschlossen. Dann ist auch A kompakt.
(b) Sei M ein Hausdorff-Raum und K C M kompakt. Dann ist K abgeschlossen.

Beweis. Zu (a): Sei A; C A abgeschlossen, i € I und ;c; A; = ©@. Da A abgeschlossen
— A; C M abgeschlossen in M = Jiy,...,i, € I : ﬂ]’?:l Ai]. = @, also A kompakt.

Zu (b): Sei p € CK = M\ K. Zu x € K wihle offene Mengen U, € 2(x), V, € A(p) mit
U NVy = @. Weil K = UyexUy = 3x1,...,x, € K: KC Uy, U...UUy,. Setze V :=
Vi, N...NVy, =V €2A(p) und VN K = @ = (K ist offen, also K abgeschlossen. O

(1.53) Kommentar. In einem kompakten Raum ist eine Teilmenge also genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen ist.

(1.54) Proposition. Sei M ein kompakter Raum und N hausdorffsch. Ist dann ® : M — N
stetig und bijektiv, so ist ® bereits ein Homdomorphismus.

Beweis. Zeige: A C M abgeschlossen impliziert ®(A) abgeschlossen (= YU C M offen:
®(U) C N offen = ®~! ist stetig, also ® Homdomorphismus). Sei A C M abgeschlossen.
Mit (1.51,a) ist A kompakt und mit (1.50) folgt, dass auch ®(A) kompakt. Mit (1.51,b) gilt,
dass auch ®(A) C N abgeschlossen ist. O

(1.55) Definition. Sei M ein topologischer Raum und (x,),en eine Folge in M. Ein Punkt
p € M heifit Hiufungspunkt von (x,), wenn in jeder Umgebung von p unendlich viele
Folgenglieder liegen.

(1.56) Lemma. Ein Punkt p € M ist Hiufungspunkt von (x,,) genau dann, wenn er im Abschluss
aller Endstiicke der Folge liegt.

Beweis. Sei E, = {x,x,41,...} € M (n € IN) Endstiick.

,=—": Sei p Haufungspunkt und S € 2(p) beliebig. = SNE, # @. = p € E,, Vn €
N = peNE,

,<=":Seip € Ny E,und S € A(p) = SNE, # @ = SN E; hat unendlich viele
Folgenglieder, d.h.: p ist Haufungspunkt. O

(1.57) Proposition. Sei M ein Hausdorff-Raum mit abzihlbarer Topologie. Dann gilt: M ist
genau dann kompakt, wenn jede Folge in M einen Hiufungspunkt hat.

Beweis. ,—": (x,) sei Folge, E, = {4, Xy+1, ...} Endstiick. Fiir endlich viele ny, ..., ny €
N ist stets ﬂ;{:l E, # @, erst recht ﬂ;‘:l Ey # @ = (Kompaktheit) N,en En # @ = 3
Haufungspunkt von (x,).

,<=":Sei (U;);e] offene Uberdeckung von M. Sei (B,)%_, Basis der Topologie von M. Sei

= {kGNZ dip el Bkguik}, ]:{1’11,1’12,1’13,...}.

11



KAPITEL 1. MENGENTHEORETISCHE TOPOLOGIE

= M = Ujer Ui = Ukej By, erst recht: M = Uy U;, = U;il Ui,,j. Also: Es existiert eine

abzdhlbare Teiltiberdeckung. O.B.d.A. sei daher: M = |J;_; U,, U, C M offen. Setze
Vn = ulu...Uun.

Angenommen: Es gibt keine endliche Teiliiberdeckung = CV,, # @; wihle x, € CV,,.
Sei p Haufungspunkt von (x,) = Im ¢ N: p ¢ U, C V,, = V,, € A(p), aber
Xy & Vin, YV > m, also p kein Haufungspunkt von (x;) ¥ . Es muss also doch eine endliche
Teiltiberdeckung existieren, also: M kompakt. O

(1.58) Proposition (Tychonoff). Sei I abzihlbar (oder endlich) und (X;)ic; Familie von
Hausdorff-Riumen mit abzihlbarer Topologie. Das Produkt M = [];c; M; ist kompakt genau
dann, wenn M; kompakt ist, Vi € 1.

Beweis. My Hausdorffsch und hat abzahlbare Topologie. Also ist auch [] My Hausdorff-
Raum mit abzdhlbarer Topologie.

»=—": M kompakt. Die kanonische Projektion 7, : M — Mj ist stetig und surjektiv.
Damit ist auch 71(M) = My kompakt.

=" Sei (xO)) _ Folgein M —> (xgo’")) Folge in M; = 3 Teilfolge (x()

von (x(o'”))
(x(lfn))neN: (x(z’")) konvergent in My, sagen wir pp usw. Ist I endlich, I = {1,...,N}, so

konvergiert (x(N) _ in M (gegen p = (p1,p2,...,pn)- Ist I = N, so konvergiert die

nelN

(1) in My gegen pi konvergent. —> 3 Teilfolge (x()) _ von

nelN : nelN

Folge (X("") _ in M gegen (p1,pa,...). Also ist M kompakt. O
(1.59) Beispiel.

(a) Sei M = [a,b] C R. Nach Bolzano-Weierstra hat jede Folge in M einen Haufungspunkt
ist also kompakt.

(b) Sei Q = [-R,R]" C R". Wegen Tychonoff ist Q kompakt.

(1.60) Proposition (Heine-Borel). Eine Teilmenge K C R" (n € IN) ist kompakt, genau wenn
sie abgeschlossen und beschriinkt ist.

Beweis. ,—": R" hausdorffsch, K C R" kompakt. Mit (1.51,b) ist K abgeschlossen.
K C R" = Upen B(O;n) = 3ng,...,nx : K C K C B(0;n1) U...UB(0;ng). Setzte
R := max{ny,...,ny} = K C B(0; R) = K ist beschrankt.

,<=": Sei K beschriankt. Also gibtesein R > 0: K C [-R,R]" = Q und Q kompakt;
K C Q abgeschlossen, also folgt mit (1.52,a), dass K kompakt ist. O

12



Kapitel 2

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

(2.1) Definition. Sei n € IN. Ein Hausdorff-Raum mit abzdhlbarer Topologie M heif3t
eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit , wenn jeder Punkt p € M eine offene
Umgebung besitzt, die homdomorph zu einer offenen Teilmenge des IR" ist.

(2.2) Kommentar.

(a) Man kann also eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n (manchmal auch mit
M" notiert) mit einer Familie (U;);c; offener Teilmengen iiberdecken, die homdomorph
zu offenen Teilmengen V; C R" sind, U; >~ V;,

M=JU.
iel

Man nennt dann eine Familie von Homéomorphismen

A= (¢;: U — Vi)

iel

einen (topologischen) Atlas fiir M. Die Mitglieder ¢; : U; — V; heiflen Karten und ihre
Umkehrungen (pi’l : V; = U, heifien lokale Koordinatensysteme auf M.

(b) Ist M" ein topologische Mannigfaltigkeit und 2% = (¢; : U; — V;);e; ein topologischer
Atlas, so nennt man fiir jedes Paar (7,j) € I x I (mit U; N U; # @) die Abbildung

Pij (P]'(ul' M Uj) — goi(lli N u]'), qoij(x) = ;0 go].*l(x),
eine Ubergangsfunktion des Atlas .

(c) Lokal ist also eine topologische Mannigfaltigkeit etwas Wohlbekanntes, global kann M"
sehr kompliziert sein. Ist %4 = (¢; : U; — V;) ein topologischer Atlas mit Ubergangs-
funktionen (¢;;), so kann man sich M" als (zunéchst disjunkte) Vereinigung der offenen
Mengen V; C R" vorstellen, bei denen man die Teilmengen Vj; := ¢;(U;NU;) C V;
vermoge ¢;; : Vji — Vj; ,zusammenklebt”:

(2.3) Bemerkung. Sei M" eine topologische Mannigfaltigkeit, A = (¢; : U; — V;)ies ein
topologischer Atlas mit Ubergiingen (@ : Vii — Vij). Auf der topologische Summe Q := Y1 Vi
definiere man eine Aquivalenzrelation durch

i(xi) ~ 1i(x)) = x; = ¢ii(x;))

(fiir iy © Vx — Q die kanonische Inklusionen, xy € Vi, k € I). Dann gilt, dass der Quotientenraum
Q := Q/ ~ homdbomorph zu M ist.

13



KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Beweis. Sei ji : Uy — M die Inklusion k € I. Dann induzieren die Abblldungen jko !
Vi — M eine (eindeutig bestimmte) Abbildung & : Q — M mit

® o1 = jx o ¢; *, welche nach der universellen Eigenschaft der Sum- jio / X

mentopologie stetig ist. Ist nun ¢;(x;) ~ ¢;(x;), so ist

D(1i(x;) = jio gy (xi) = ¢; ' (xi) =
. ) A \ /

o7 (@iogi (%) = 97 (%)) = (o g; 1) (%)) = @(1(x))).-

Ist daher Q = Q / ~ und 7 : Q — Q die kanonische Projektion, so gibt es Q M
eine eindeutig bestimmte Abbildung ¥ : Q — M mit ¥ o r = ®, welche nach o

der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie stetig ist. Man priift i %
nun leicht nach, dass ¥ surjektiv, injektiv und auch ¥ ! stetig ist (Ubung). Q

Also ist ¥ ein Homdomorphismus. O

(2.4) Beobachtung. Ist M" eine topologische Mannigfaltigkeit, f : M — R und p € M, so
ist offenbar f genau dann stetig in p, wenn f|yo @' : V — R stetigin xg = ¢(p) € V C R”
fiir eine Karte ¢ : U — V um p ist, denn:

f stetig in p <= f|y stetig in p
<= f|u o ¢! stetig in x (denn ¢ ist ja Homoomorphismus).

Ist nun 2 = (¢; : U; = Vj)e; ein topologischer Atlas, p € U; N U; und ¢;; der Ubergang
ngl (Z,]), 8o ist fiir x € V]'l' = GD](UZ N U])

fop'(x) = fog opiog (x) = (Fop ) ogy(x),

und deshalb (natiirlich) f|y, o goj’l Vi - R stetig in x; = @j(p) genau dann wenn

flu, o golfl : Vi = R stetig in x; = ¢;(p) ist, denn g@;; : Vj; — Vj; ist ja Homdomorphismus.
Beachte nun: Fiir f|y, 0 ¢; ' : V; = R macht es auch Sinn daruber zu sprechen, dass
diese Abbildung differenzierbar in x; ist und diese Beobachtung wére bei Vorgabe von 2
unabhingig von der Wahl der Karte, in der p liegt, wenn alle Ubergange (pij: Vi = Vjj)
nicht nur Homdomorphismen wiren, sondern sogar Diffeomorphismen sind! Deshalb

(2.5) Definition. Sei M" eine topologische Mannigfaltigkeit.

(a) Man nennt einen (topologischen) Atlas 2 = (¢;) von M differenzierbar, wenn alle seine
Uberginge ¢;; differenzierbar sind.

(b) Zwei differenzierbare Atlanten 2 = (¢;)ic; und B = (¢;);c; auf M heiflen dquivalent,
wenn auch 2 + B := (¢;, §;)ic1,jej ein differenzierbarer Atlas ist.

(c) Eine Aquivalenzklasse c = [2] differenzierbarer Atlanten auf M heif3t eine differenzier-
bare Struktur auf M. Ein Paar (M, c) heifit eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

(2.6) Kommentar.

(a) Auf einer topologischen Mannigfaltigkeit kann es sehr viele verschiedene differenzier-
bare Strukturen geben. Z.B. ist M = RR sicher eine topologische Mannigfaltigkeit (der
Dimension 1) und folgende beiden Atlanten sind sicher differenzierbar:

=(¢: R—=R,px)=x), B=(:R—=R,px)=x>.
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Denn: 2l ist differenzierbar, denn der einzige Ubergang ist po ¢! =1: R — Rund 1
ist sicher differenzierbar. Ebenso ist 8 differenzierbar, weil auch B aus nur einer Karte
besteht. Es ist aber 2 + B = (¢, ¢) nicht mehr differenzierbar, denn p o p~1 : R — R,

poy~(x) =V,

ist nicht mehr differenzierbar (im Nullpunkt). Fiir die differenzierbare Strukturen
c1 = [A] und ¢, = [B] gilt also: ¢1 # c.

(b) Wir werden aber bald sehen, dass (R, ¢1) = (R, ¢2) , diffeomorph” ist, ndmlich vermoge
x — /x. (siehe 2.12)

(2.7) Beispiel.

(a) M = R" tragt die Struktur einer n-dimensionaler Mannigfaltigkeit. Man nehme den
Atlas 2 = (¢) mit ¢ : R" — R", ¢ = 1 (und setze ¢ = []). Das ist die Standard-
Struktur auf R".

(b) Ebenso wird jede offene Menge U C R" mit V:=Uund g =1: U — V (und A = (¢)
sowie ¢ = [2]) zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension n.

(c) Ist M" eine Mannigfaltigkeit und N C M offen, so trdgt N in natiirlicher Weise die
Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension n: Ist ndmlich 2 =
(¢; : U; — V;)ies ein Représentant der differenzierbare Struktur ¢ auf M, so betrachte
man einfach B := (¢; : U; — Vi)ie; mit U; := U;NN, V; := Im(¢;) C V; € R"
und ¢; := @j|g. Dann wird N zusammen mit ¢ := [B] zu einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit der Dimension 7 (und diese Struktur hingt nicht von der Wahl 2l € ¢
ab).

(d) Sei V ein (abstrakter) reeller Vektorraum der Dimension n. Sei dann (vy,...,v,) eine
Basis von V und ¢ : V — IR" der zugehorige Koordinatenisomorphismus, also

o) =x=(x},...,x") <= 0v=Y xv.

n
i=1

(Beachte: Komponenten eines Vektors x € IR” werden mit “Exponenten” bezeichnet:
L, x".) Versehe nun V mit der Topologie, so dass : ein Homdomorphismus wird,
d.h.: U C V sei offen, genau wenn ((U) C R”" offen ist. Damit ist V zunidchst eine
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. (Ubung: Diese Topologie hangt nicht
von der Basiswahl ab, weil lineare Isomorphismen S : R" — R" (S e Gl, (IR)) Homoo-
morphismen sind.) Definiere schlieflich (wieder) 2 := (1) und ¢ = [2]. Dann héngt
auch c nicht von der Basiswahl ab, weil lineare Isomorphismen sogar Diffeomorphismen
sind.

(2.8) Beispiel. Betrachte die n-Sphire (1 > 1)
"= {x c R"™: ||x|| =1}

(mit ihrer von R"*! induzierten Teilraumtopologie). Da R"*! (mit der Standard-Topologie)
hausdorffsch und von abzdhlbarer Topologie ist, ist 5" hausdorffsch und von abzédhlbarer
Topologie.

Ubrigens ist $” auch zusammenhingend (Ubung) und kompakt (nach Heine-Borel). Daher
kann man S" sicher nicht mit einer einzigen Karte ¢ : 5" — V C IR” {iberdecken, denn eine
nicht-leere offene Teilmenge V C IR" ist niemals kompakt.
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KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Betrachte nun N := (0,...,0,1) € " und S := (0,...,0,—1) € §" und die stereographi-
schen Projektionen

n n 1 n
"\ {N} >R ,p>—>71_pn+1(p1,...,p ),
n n 1 1 n
§"\{S} - R ,p>—>71+pn+1(p,...,p ).

Es sind ¢ und 1 stetig (weil Einschrankungen stetiger Abbildungen stetig sind) und auch

Abbildung 2.1: stereographische Projektion der 52

bijektiv, denn

1

1 n
o ) s —
( )2 TP

(2x',...,2x", =1+ [|x[[), R* = §"\ {N}

bzw.
1

_ —
1+ [|x|[?

sind Inverse fiir ¢ und ¥ (Ubung). Sie sind offenbar auch stetig und schlieflich ist

5" = (8" \ {N}) U (5" \ {5}).
Damit ist S" eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 7.

Es ist aber 2 = (¢, ) auch differenzierbar, denn fiir die Ubergénge ¢ o ! bzw. o ¢!
von R" \ {0} nach R"\ {0} gilt (Ubung)

(x%, ..., 2" (2x!, ..., 26", 1 — ||x|?), R" — S"\ {S}

- _ x
poypl(x) =ypog (x) = =
Also ist (8", [(¢,9)]) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension .

(2.9) Definition. Sei (M, c) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, p € M. Eine stetige
Funktion f : M — R heifst differenzierbar in p, wenn fiir ein A € ¢ und eine Karte
@: U—V CR"ausAmitp € Ugilt: foe!: V — Rist differenzierbar in xo = ¢(p). Es
heifst f differenzierbar, wenn f differenzierbar in allen Punkten p € M ist.

(2.10) Kommentar. Wie in der Definition fiir den Begriff der differenzierbaren Mannig-
faltigkeit bereits vermerkt, ist diese Definition nun unabhdngig von der gewdhlten Karte
um p, denn fiir zwei Karten @1 : Uy — Vi und ¢y : Up — Va2 in p € Uy N Uy ist ja nun

fopy' = (fopr")o(piop,!) auf go(Uh N),

also differenzierbar in x, = ¢(p), genau dann wenn f o ¢; ' differenzierbar in x; = ¢;(p)
ist (mit ¢ Karte aus 2y, ¢, Karte aus 2, und 2(4,2(, € ¢).
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(2.11) Definition.

(a) Seien (M",[2]) und (N’,[B]) differenzierbare Mannigfaltigkeiten und p € M. Eine
stetige Abbildung ® : M — N heifst differenzierbar in p, wenn fiir eine (und dann
jede) Wahl von Karten ¢ : U — V C R*um pund ¢: U — V C R um ®(p) = q gilt,
dass

podogp l: R'De(UN® (U)) - VCR

differenzierbar in xg = ¢(p) ist.
(b) Es heifst & differenzierbar, wenn & differenzierbar in allen Punkten ist.

(c) Ist ®: M — N differenzierbar und bijektiv, so dass auch @1 : N — M differenzierbar
ist, so nennt man ® einen Diffeomorphismus. Es heifst M diffeomorph zu N, M = N,
wenn es einen Diffeomorphismus zwischen M und N gibt.

(2.12) Beispiel. Wir wissen bereits, dass ¢; = [(¢)] und ¢ = [(¢)] mit9g =1: R - R
und p: R - R, x — x3, zwei verschiedene differenzierbare Strukturen auf R liefert. Es ist
aber (R,c1) = (R, c2) vermoge @ : (R,c1) — (R,c2), p = /p, denn in den Karten lautet
diese Abbildungija po®ogp~!l: R — R,

, 3
po®ogi(x) =pod(x) = p(Vx) = (V¥) ==
und das ist sicher differenzierbar und auch ¢ o @1 oyp~! = 1. Also ist ® Diffeomorphismus.

(2.13) Kommentar.

(@) Ist f : M — R eine differenzierbare Funktion im Sinne von Definition (2.9), so ist f
offenbar differenzierbar im Sinne von (2.10), wenn man R mit seiner Standard-Struktur
(c = [(1)]) versieht und umgekehrt, denn fiir eine Karte ¢ auf M ist

fogp_lz]lofogo_l.

(b) Jede Karte ¢ auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist selbst ein Diffeomorphismus

(Ubung).

(c) Es ist tibrigens durchaus moglich, dass eine topologische Mannigfaltigkeit keine dif-
ferenzierbare Struktur tragt und auch, dass sie paarweise nicht diffeomorphe Strukturen
tragt. Ein spektakulédres Ergebnis von J. MILNOR (1956) ist, dass auf der S7 neben der
Standard-Struktur weitere (sogenannte exotische) Strukturen existieren (genau 27 Stiick
(Kervaire/Milnor 1963)).

(d) Ist M" eine Mannigfaltigkeit und N C M offen, so gilt offenbar fiir die induzierte
Struktur von (2.7,c), dass die Inklusion i : N < M differenzierbar ist.

(2.14) Konstruktion. Seien (M]?,c1) und (M52, c;) differenzierbare Mannigfaltigkeiten
und M := M X M, ihr cartesisches Produkt versehen mit der Produkttopologie.

(i) Esistdann M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 71 + 115, denn zunéchst
ist M hausdorffsch und von abzihlbarer Topologie, weil M; und M; es sind. Ist nun
p = (p1, p2) € M, so gibt es offene Umgebungen U; C M; von p;, U C M, von p;
und offene Mengen V; C R™, V, C R™ sowie Homdomorphismen ¢; : U; — V;
und ¢, : Uy — V,. Esist dann U := U; x U € M offene Umgebung von p, es ist
Vi=VixV, CR" xR™” =R"™ offenund esist p := @1 x o : U —V CR", n:=
ny + ny ein Homdomorphismus.
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KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

(i) Istnun 4 € 1, Ay = ((le : Ui — Vli C R™);¢s ein Repréasentant fiir die differenzier-
bare Struktur ¢; auf M; und 2, = (go]2 : Ué — V2]) jeJ, 80 betrachten wir

A= (¢ x @h: Up x Uy = Vi x V) CR");iyery

und stellen fest, dass 2 ein differenzierbarer Atlas auf M ist und ¢ = [2] nur von c;
und c; abhédngt (nicht von Reprasentantenwahl 2(; € ¢; und 20, € c3). Damit ist dann
(M, c) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n = ny + ny.

(iif) Sind 711 : M — M und 7, : M — M, die kanonischen Projektionen, so gilt fiir eine
Karte(pl: u; — V; von M, @2 : U, — V, von M, und Q1 X @2 Uy xU - Vi x VW,
von M, dass z.B.

@107 0 ((p1 X (pz)fl : R"” 2 V1 X Vz — V1 g an], (xl,X2) — X1,
welches differenzierbar ist. Also sind 711 und 71, differenzierbar.
(2.15) Beispiel.

(a) Betrachte fiir M = S" den folgenden 2 - (1 + 1)-seitigen Atlas (der dem 2-seitigen Atlas
der stereographischen Projektion aus Nord- und Siidpol heraus dquivalent ist (Ubung)).
Sei

Ut :={peS": +p' >0}

und 17ii = IR". Betrachte nun die Zentralprojektion aus dem Nullpunkt heraus von Clii

auf
Hf={peR": p=+1} =R =V":

~ 17 17 n n 1 i— i n
@i : Uii—ﬂ/ii:]R , (L.t Hiﬁ(pl,...,p L™ pm

1

i1 i+1 1
plop et et

i
-1 1 P
. /|
gn P *9; (p)
yas
ui
Hf =R"

;- ist bijektiv und fiir die Umkehrung (¢7°)~"' : V¥ — U gilt:

- 1 . )
((Pft)_l (x) = 7(9(1,...,xl_1,1,xz,...,x”)

VI |lx]?
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(b) Setze nun fiir den projektiven Raum P" = 5"/ £:
U= {(p':...:p"tH) e P": p' £ 0}.

Weil l:vlljE kein Antipodenpaar enthilt, gilt fiir die kanonische Projektion 7w : §" —
IP", p + [p], dass 7|+ : U;" — U; ein Homdomorphismus ist. Man setzt nun als Karte
Q;: u, —» v, =R"
gi =t o (nlg ),
also
1
Pilp s =

Fiir die Uberginge ¢;; erhilt man dann bei i < j, dass

i-1 i+l n+1
Lo, PP ).

1 o - .
ij(x) = ;(xl,...,xZ Lttt 71,4, )

(Ubung, u. 4. bei i > j), also differenzierbar. Mit 2 = (g1, ..., ¢,+1) wird daher P" zu
einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit (Ubung: IP" ist hausdorffsch
und von abzdhlbarer Topologie). Die kanonische Projektion 7 : §" — IP" wird mit dieser
Struktur zu einer differenzierbaren Abbildung, sogar zu einem lokalen Diffeomorphis-
mus, d.h.: zu jedem Punkt p € §" gibt es offene Umgebungen U C §" von pund V C P"
von [p] = m(p), so dass r(U) = V ist und 7|y : U — V ein Diffeomorphismus ist. Fiir
p € U ist namlich mit den Karten ¢ von S” um p und ¢; von IP" um [p]

piomo (3)7 () = 3 o (nlg) Moo (57) 7 (x) = x,
also 7t|z+ : L~IZjE — Uj; ein Diffeomorphismus. O

(2.16) Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und I' eine Gruppe. Eine
Operation von I' durch Diffeomorphismen ist gegeben durch eine Abbildung ®: I' x M —
M,

(v p) = 7P
so dass gilt:

(a) Fiir jedes y € T ist die Abbildung ®.: M — M, p — .p, differenzierbar;
(b) fiir alle p € M gilt: 1.p = p;

() firalle y1,72 € T und p € M gilt: (1172).p = 711.(72.p)-

(2.17) Kommentar.

(a) Jedes ®,: M — M ist tatsédchlich ein Diffeomorphismus, denn fir ®,-1: M — M gilt:

D 0@ (p) =7 "(rp) ="y p=Lp=p=1(p)

und ebenso
@ry O q),\'/—l = ]l.

Also ist @, bijektiv und (®,) ' = @, 1.
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(b) Bezeichnet man mit
Diff(M) := {®: M — M : & ist Diffeomorphismus},

so wird Diff(M) mit der Verkettung von Abbildungen zu einer Gruppe. Ist ®: I' x M —
M eine Operation durch Diffeomorphismen, so ist die Abbildung

I' — Diff(M), v — ®,,

ein Gruppenhomomorphismus. Man spricht daher auch von einer Darstellung von T’
als einer Transformationsgruppe von M. (Man beachte aber, dass I' — Diff(M) nicht
notwendig injektiv sein muss.)

(2.18) Beispiel.
(@) Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension 7. Sei nun
I'=Aut(V):={T: V — V : T ist linearer Automorphismus}.
Dann operiert I' durch Diffeomorphismen auf V durch

T.v:=To.
(b) Sei
Ir=0(n+1)={A€Mat,;1(R) : A" A=1}
die orthogonale Gruppe. Dann operiert I' auf S” durch Diffeomorphismen vermoge
A.p:= Ap,

denn fiir A € O(n + 1) ist (Ax, Ay) = (x,y), fiir alle x,y € R""! und dem kanonischen
Skalarprodukt (x,y) = Y"; x'y/, also ist mit (p, p) = 1 auch (Ap, Ap) = 1.

(2.19) Definition. Sei I' eine Gruppe und M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Es
operiere I' auf M durch Diffeomorphismen.

(a) Fir p € M heifit dann
Ip={ypeM:yel}CM

die Bahn (oder der Orbit) von p unter I

(b) Fiir p € M heifit
Iy:={yel:yp=p}CT

die Standgruppe in p.
(2.20) Kommentar.
(a) Operiert I' auf M, I ~ M, so ist M disjunkte Vereinigung seiner Bahnen, denn
p~qgi=—=qel,
ist eine Aquivalenzrelation (p = 1.p; g =vp =7 'q=pg=mpr= 149 =

r = (7172).p). Besteht M aus nur einer Bahn, d.h.: T'p = M, fiir ein (und dann fiir jedes)
p € M, so sagt man, dass I transitiv auf M operiert.
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(b) Zunéchst priift man ohne Miihe nach, dass I', C I eine Untergruppe ist (Ubung). Fiir
jede Bahn I'p C M erhélt man dann eine bijektive Abbildung durch

op: T/ Ty = Tp, 0p([7]) = 1P, "i /
Qp

r/T,
denn fiir zwei Reprasentanten 1, y» der gleichen Linksnebenklasse gibt es offenbar ein
6 €T, so dass yp = 16 ist und daher ist

T2p = (Mé)p =m.0.p) = 1p,
——
=P
also ist ¢, wohldefiniert. Es ist ¢, nach Konstruktion surjektiv und auch injektiv. Ist
I', = {1} fiir alle p € M, so sagt man, dass I frei (oder fixpunktfrei) operiert. Alle
Bahnen sind dann (vermoge ¢,) Kopien von I'.

(2.21) Beispiel.

(a) Die Operation von Aut(V) auf V fiir einen (endlich-dimensionalen) reellen Vektorraum
V hat offenbar genau zwei Bahnen, namlich {0} und V' \ {0} (Ubung).

(b) Es operiert O(n + 1) offenbar transitiv auf 5", denn sind p, g € S" beliebig, so erginze
man p =: e; zu einer Orthonormal-Basis (e, ...,e,4+1) von (IR”“, (—, —)) und g =: fi
zu einer Orthonormal-Basis (fi,..., fu+1) und betrachte gerade das A € O(n + 1),
welches durch Ae; = f; (i =1,...,n 4 1) gegeben ist. Insbesondere ist

Ap=Ae = fi=4g.

(c) Die Standgruppe von O(n +1) auf S” im Nordpol N = (0, ...,0,1) ist (offenbar) gegeben
durch

Es ist also (zundchst als Menge):

"~ O(n+1)/0(n).

(2.22) Definition. Sei ®: I x M — M eine Operation einer Gruppe I' auf einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit M durch Diffeomorphismen. Man sagt, dass I' eigentlich
diskontinuierlich auf M operiert, wenn es zu jedem Punkt p € M eine offene Umgebung
U € M von p gibt, so dass fiir alle 7,9 € T mit ¢y # 7/ gilt:

@, (U) NP, (U) =D.
(schreibe: ¢ (U) := @, (U) = {y.x : x € U}.)

(2.23) Bemerkung. Ist I' endlich und operiert T frei auf M, so operiert I eigentlich diskon-
tinuierlich.
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Beweis. Sei p € M. Dann ist v.p # o.p fir v # ('yp Yp = (Y ly)p =
7Y rp) =) = () p=1p=p ="y =1=17=1).DaM
hausdorffsch ist, existieren offene Umgebungen U, C M von +.p, die paarweise disjunkt
sind, U, N U, = @ fiir v # v (da T endlich ist). Sei nun

—N~!

yerl

Dann ist p € U, U ist offen (da I' endlich) und

y(U) € vy Y (U,) C U,

also
YU) Ny (U) CU,NU, =@ fiir v # 7.

Also operiert I' eigentlich diskontinuierlich. O]
(2.24) Beispiel.
(@) T =2Z,(=2Z/2Z) = {£1} operiert auf 5" durch Punktspiegelung im Zentrum,
+1.p:= Lp,
also eigentlich diskontinuierlich.

(b) I' = Z" operiert auf M = R" durch Translationen eigentlich diskontinuierlich vermoge
TPi=pt
Ist namlich U := B(p; 3), so ist
y(U) Ny (U) =2

fir v # o' (Ubung).

(2.25) Definition. Sei I' ~ M eine Operation einer Gruppe I' auf eine differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M. Fiir p,q € M sei p ~ g, wenn es ein y € I mit g = v.p gibt. Man nennt
dann den Quotientenraum M/~ den Bahnenraum von M (unter I') und schreibt auch M/T.

(2.26) Satz. Es operiere T auf einer Mannigfaltigkeit M eigentlich diskontinuierlich. Sei rt: M —
M/T die kanonische Projektion und sei M := M/ hausdorffsch. Dann gibt es auf ¢

M die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so dass folgende universelle Por
Eigenschaft erfiillt ist: Ist N differenzierbare Mannigfaltigkeit, so ist eine stetige Abbil- nl \
dung ®: M — N genau dann differenzierbar, wenn ® o 7t: M — N differenzierbar M —> N
ist.

(2.27) Kommentar. Da ® = 1: M — M differenzierbar ist, ist insbesondere 7t differen-
zierbar.

Beweis

(i) M ist topologlsche Mannigfaltigkeit: M ist nach Voraussetzung hausdorffsch. Weiter
ist 1: M — M eine offene Abbildung, denn fiir ein offenes UcM gilt

@)= @)
rer offen, weil
D,: M—M Homoo.
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(iii)

Sei (B,,) eine abzahlbare Basis von M. Setze dann B, := 71(B,). Dann gilt (Ubung)
(Bu)nen ist eine Basis der Topologie auf M. Also hat auch M abzihlbare Topologie.
Sei weiter p € M und p € 7 !(p) also p = [p], p = p(p). Dann gibt es eine offene
Umgebung Uj, so dass gilt

1(Up) Ny (Up) =@ fiir y # . (2.1)

Nach eventueller Verkleinerung von fli; existiert nun eine Karte cﬁﬁ: ﬁﬁ — \7]3 C R"

von p. Setze nun U, := 7r(U;) € M. Da 7 offen ist, ist U, C M offen und wegen (2.1)

ist 77| : ljlf, — U, zunidchst injektiv. Aber surjektiv ist es sowieso, stetig auch und
P

wegen der Offenheit damit sogar ein Homoomorphismus. Setze schliefllich

Qp: Uy = V= Vf; CR", ¢, := 5;70 (n‘ﬁﬁ)_l’

Damit ist also M eine topologische Mannigfaltigkeit (der Dimension n = dim(M))
und 2 = (¢,: U, — V,)pem ein topologischer Atlas.

Behauptung: 2 ist sogar differenzierbarer Atlas. Seien nun py,p» € M, so dass
U() = llpl N llpz 75 @ und pPo € U,,l N Upz. Sei U1 = Uﬁl N 7'[_1(UQ), UZ = uﬁz N
7 (Uo), po := (7tluy,) " (po), Po := (7lgg,) " (po). Da 7t(Po) = po = 7(p,) ist, existiert
ein v € I'mit py = 7.po. Es ist nun 71|, o v = 7|y, (in einer Umgebung von po) und
mit g1 := @y, P2 1= Pp,, P1:= @5, und @z := @5, gilt dann
- ~ - ~ 1y -1
@209, (x) =(20 (nlg,) o (gro(nlg) ™) (¥
=20 (7t]g,) "o (7lg,) 097 ' (2),

=Y

fiir alle x aus einer Umgebung von py. Also ist ¢, o ¢; ' differenzierbar in xo = ¢1(po),
weil ¢1, 9> und vy Diffeomorphismen sind. Also ist 2 ein differenzierbarer Atlas.

Noch zu zeigen: ®: M — N differenzierbar <= ® o 71: M — N differenzierbar.
“—" Mit der eben definierten Struktur ¢ = [2] wird 71: M — M differenzierbar, denn

fiir p € M und p := 71(p) € M existiert ein v € T, so dass p = 7.5 (wo p = p(p)). In

den Karten ¢ um p, $ um p und §o ! =: ¢ um p wird die Abbildung 7 bzgl. ¢
und ¢:
pomof  =gomo(goy )
= (¢o(nlg) ) omoyog ' =1,
\;;[./
also differenzierbar. Da Kompositionen von differenzierbaren Abbildungen wieder

differenzierbar sind (Ubung), folgt, dass mit einem differenzierbaren ® auch ® o 7t
differenzierbar ist.

“<="Ist &: M — N stetig, so dass ® o 7t differenzierbar ist und p € M, so ist ®
in p differenzierbar, weil fiir die Karte ¢ := ¢, um p, eine beliebige Karte i um
q:= ®(p) € N und der Karte g5 um p = p(p) € M gilt:

Ppodo gofl =gpodo (7‘[0 (7‘[|L~I)71) Oqt)f1
T-/

-1 ~_
=po(Pomo(go(nly)) =yo(@omog
denn @ o 7t ist in p differenzierbar. O
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(2.28) Beispiel.

(a) Fir M = 8" und T = Z,, sowie der natiirlichen Wirkung von I' auf M, erhilt man
tir M/T gerade den projektiven Raum P" (Vergleiche die Konstruktion in (2.15) und
(2.26)).

(b) Sei M =R" und I = Z" operiere durch Translation. Dann ist also R" /Z" eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit und vermoge

Q:R"/Z" - T" =8 x... xS CC", [(tr,...,t)] = (&7, e70),
ist T" = R"/Z" (Ubung).

(2.29) Motivation. Eine Untermannigfaltigkeit M" C R"** der Dimension 7 ist eine
abgeschlossene Teilmenge M C R"*k, so dass jeder Punkt p € M eine offene Umgebung
U C R"*¥ besitzt mit einer differenzierbaren Abbildung F: U — R, so dass gilt

(i) F1(0)=MnU,
(ii) DF,: R"** — R hat den Rang k.
Es heifit dann TM,, := ker(DF,) C R"** der Tangentialraum von M in p und es war
TM, = {&(0) € R"™* : a: (—¢,e) = M" glatt (C*), a(0) = p} C R**

der Raum der Tangentenvektoren an Kurven auf M durch p.

Problem: Wie soll man “TM,,” an eine abstrakte Mannigfaltigkeit definieren?

Idee: Fasse jeden Tangentialvektor § = &(0) € TM,, C R"** als eine Richtungsableitung
von Funktionen f: W — R auf, die auf einer offenen Umgebung W C M von p definiert
sind,

£() = | (e

Beachte: ¢ ist R-linear und eine Derivation, d.h.

¢(fg) =¢(f)-g(p)+ f(p)-¢(g),

denn mit LEIBNIZ ist

Sl WUgenw=5| ((en @m0
= (Fou)(0) - (320)(0) + (f 02)(0) - (3 02)(0)
= 8(f)g(p) + f(p)E(8)-

(2.30) Definition. Sei M" eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 7. Ein dif-
ferenzierbarer Atlas A = (¢;: U; — V;);cr heist C®-Atlas, wenn alle Ubergéinge @i C-
Abbildungen sind. Zwei C*-Atlanten 2 und B heiflen dquivalent, wenn 2 + 5 auch noch
C*-Atlas ist. Eine Aquivalenzklasse ¢ = [2l] ist eine C*-Struktur auf M. Ein Paar (M, c)
heifit dann eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n.

(2.31) Kommentar.

(a) In offensichtlicher Weise definiert man nun glatte Funktionen f: M — R und glatte
Abbildung ®: M — N fiir glatte Mannigfaltigkeiten M und N.
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(b) Fiir jede offene Teilmenge U C M, M eine glatte Mannigfaltigkeit, schreiben wir:
EU):={f:U—R: fistglatt} (auch C*(U)=E(U)).
Es ist £(U) eine R-Algebra vermoge:

(f+8)p):=f(p)+g(p), (f-8)p):=f(p)- 8p),
(Af)(p) =Af(p), f,gc &), AER.

(2.32) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Auf der mengentheo-

retischen Summe Y eq () €(U) definieren wir folgende Aquivalenzrelation: Fiir f € £(U)
_ U offen ~
und ¢ € £(U) sei f ~ g, wenn es ein offenes W € (p) mit W C U N U gibt, so dass

flw = glw ist. Die Quotientenmenge £,(M) := (L E(U))/~ heift der Raum der glatten
Funktionskeime von M in p.

(2.33) Kommentar.

(a) Fiir einen Funktionskeim s € £,(M), der von f € £(U) reprasentiert wird, schreiben wir
s = fp = [f] € Ex(M). £,(M) erbt von £(U), U € A(p), die Struktur einer R-Algebra,
in dem man diese reprdsentantenweise definiert:

fr+8p= <f+g>p/ Afp = (/\f)p/ fr-8p:= (f‘8>p fir f e E(U), g € 5(ﬁ)

(und f +g,fg € E(UNU)), A € R und priift (leicht) nach, dass dies wohldefiniert ist
und &,(M) zu einer R-Algebra macht.

(b) Die R-Algebra A := EP(M), p € M, kommt zudem mit einem Auswertungshomomor-
phismus ¢: A — R, namlich f, — f(p) =: f»(p) was offensichtlich auch wohldefiniert
und ein Homomorphismus ist. Man beachte, dass man einen Keim s € £,(M) nicht in
Punkten g # p auswerten kann.

(2.34) Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und &,(M) die R-Algebra
der glatten Funktionskeime in p.

(a) Ein R-Vektorraumhomomorphismus §: £,(M) — R heif3t eine Derivation auf £,(M),
wenn fiir alle f,, g, € £,(M) gilt:

¢(frgp) = S(fp)8p(P) + fr(p)E(8p)

(oder: &(st) = &(s)o(t) + 0(s)E(t), Vs, t € E,(M)).

(b) Ein Tangentialvektor an M in p ist eine Derivation auf £,(M). Die Menge aller Tangen-
tialvektoren

TM, := Derg (§,(M),R) := {Z: £,(M) — R : ¢ ist Derivation}
heifit der Tangentialraum von M in p.

(2.35) Kommentar. Fiir jede R-Algebra A mit einem Algebra-Homomorphismus ¢: A —
R ist

Derg(A,R) = {¢: A — R, ¢ ist R-linear und derivativ,
d.h.: &(ab) = &(a)o(b) + o(a)i(b), Va,b € A}
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ein R-Vektorraum vermoge

(61 +G2)(a) := Ga(a) + a(a)
(A-8)(a) :==A-&(a)
Es ist also TM,, = Derg (£,(M), R) ein R-Vektorraum.

(2.36) Beispiel. Ist ¢ > 0 und a: (—¢,¢) — M eine glatte Kurve auf M durch p, d.h.
«(0) = p, so wird durch §: £,(M) — R,

2= 5| (Fem)

ein Tangentialvektor definiert, denn ¢ ist offenbar linear und auch derivativ (siehe (2.29))
und auch wohldefiniert. Wir schreiben &(0) := ¢ € TM,, und nennen dies den Tangenten-
Ivektor der Kurve « an p.

(2.37) Beispiel. Sei M" glatte Mannigfaltigkeit, p € M und ¢: U — V C R" eine Karte
um p mit ¢(p) =: xo € V. Firjedes j € {1,...,n} definiert man:

)

: 9 -1
@Ig-gp(]\/l)—HR/JCID’_> @x:xo (foo )(x)
Es ist %‘p offenbar R-linear (denn (f +g)o¢ ! = fop ' +gogtund (Af)og ! =

A(f o ¢~1)) und auch derivativ, denn mit LEIBN1Z ist

aax]- (fp-gp)=ai]- (fgoqfl):aax]- (fog ' -gog™)(x)
p X=xp X0
= 2] (Fop ) gop )+ (fop D) o] (g9 )
= 3u, ) 8D ) 5] ()

und wohldefiniert sowieso, weil man bei solchen Ableitungsoperatoren, dhnlich wie in
Beispiel (2.36), die Funktion f nur in einer ,infinitesimalen” Umgebung von p zu kennen
braucht, d.h. nur den Keim f,,.

Wir nennen %hﬂ € TM den j-ten Koordinatenvektor bzgl. der Karte ¢. Beachte: Ist
a: (—g€) — M die Kurve a(t) = ¢~!(xo + tej) (¢ > 0 klein genug), so ist gerade % , =
@(0), denn

0

3], o000 = g (Feo bt

(wo (e, ..., e,) die kanonische Basis von R" ist).

(2.38) Bemerkung. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und ¢: U — V C R” eine
Karte um p. Dann ist die Familie der Tangentialvektoren (a%l lps--s % |) linear unabhéngig.

Beweis. Sei x/: V — R die j-te Koordinatenfunktion x — x/ und 7/: U — R, 7/ := xJ/ 0 ¢.

Dann gilt fiir %|p: Ey(M) — R:
w 0 firi#j)

oxi

0

ox’
] e — —_
. (75) ox’

(7 09 )(x) = ==

X0
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Ist also

d

1
A ox"

=0
p

+.. .+ A"
P

ox!
so insbesondere

n
_ 7y i
0=0(m)) = i;)\ o

. noo. _
(7[;7) = 2/\15{ =M,
p i=1

also ist (% lpreees % p) linear unabhiangig. O

(2.39) Vereinbarung. Wir vereinbaren ab hier die Einsteinsche Summenkonvention, die
besagt, dass falls in einer Formel ein Index doppelt auftaucht, und einmal oben und unten
steht, so wird tiber diesen (von 1 bis n = dim M) summiert.

(2.40) Problem. Wenn TM,, = Der (£,(M), R) wirklich ein adequates Konzept fiir den

Tangentialraum von M an p sein soll, muss (%\p, eeey, % p) auch Erzeugendensystem sein,

also dimg TM,, = n. Auf den ersten Blick wirkt dies vermessen. Man beachte aber, dass die
Derivations-Eigenschaft folgendes liefert:

(a) Ist A € Rund A, € £,(M) der von der konstanten Funktion M — R, p — A, induzierte
Funktionskeim, so ist fiir jede Derivation ¢: TM, — R

c(Ap) =E(A-1p) = A6(1p)
wegen der R-Linearitdt und
g(lp) = é(lp : 1p) = é(lp) : 1p(P) + 1p(P) -@(1;7) =2- é(lp)
Y
folgt, also

E(Ay) =0, VA €R.

(b) Sind f,,gp € (M) mit f,(p) = 0= gp(p), so ist

g(fpgp) =C(f) '8P(P) ‘|‘fp(P) “3(8;7) =0.
—— N~

=0 =0

Eine Derivation ¢ ermittelt also gewissermafien nur, was ein Keim ,,in 1.0rdnung” (bei
p) macht.

(2.41) Lemma. Sei V C R" ein sternformiges Gebiet bzgl. p = 0, d.h.: mit jedem x € V ist auch
die Strecke {tx € R" : t € [0,1]} in V. Sei g: V — R eine glatte Funktion. Dann gibt es glatte
Funktionen hy, ..., h,: V — R, so dass fiir alle x € V folgendes gilt:

g(x) = (0) + hy(x)¥.

(2.42) Kommentar. Man beachte, dass nach der Produktregel

)
25.(0) = hy(0)

ist.
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Beweis von (2.41). Man setze hj: V — R,

y(x) = /0 1 ;fj(tx)dt.

Dann ist i1 auch glatt und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist:
1/4 1 9g ,
g(x) g(O) /0 <dtg(tx)> dt Kettenregel /0 axf (tX) X dt

= </01 sxgj(tx)dt> ) = hj(x)x.

(2.43) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann ist fiir jedes p € M der

Tangentialraum TM, an M in p ein reeller Vektorraum der Dimension n. Ist ¢: U — V C R" eine

Karte in p und % |p der induzierte j-te Koordinatenvektor, so ist (% lps o) % p) eine Basis.

O]

Beweis.
(i) Lineare Unabhéngigkeit: (2.38)

(ii) Erzeugendensystem: Sei { € TM,, beliebig, ¢: U — V C R”" eine Karte um p, ¢(p) = 0
und V sternformig bzgl. 0 € R". Das kann man nach einer eventuellen Translation mit
der Karte und einer eventuellen Verkleinerung der Karte (z.B. auf einen Ball V = B,(0)
(mit & > 0)) immer annehmen (Ubung). Seien 71/ € &y(U) die j-te Koordinatenfunktion

bzgl. ¢, also 77/ = x/ o ¢. Wir setzen A/ := &(7},) und behaupten:

C:Ajaaj
lp

Sei dazu s € £,(M) beliebig, f € £(U) ein Représentant und ohne Einschrankung nach
eventueller Verkleinerung von U bzw. U sei U = U, also s = f,. Sei g := fogp™ ! €
E(V). Mit (2.41) gibt es glatte Funktionen hy, ..., h, € £(V) mit
g(x) = g(0) + hj(x)x/, Vx € V.
Also ist: 4 ,
f=g09=gog(p)+(hioe)x og)=f(p)+Hnl
mit H; := hjo ¢ € £(U). Wegen 7/ (p) = x/(0) = 0 folgt nun:

2(f) =& ((F(p)), + (Hp)y - 7))

= &(fo(p)) +&((H))p) - mh(p) +(H)y(p) - E(71))
~—— ~——

N
=0 =0 =\

und andererseits:

2.42 a a
Hi(p) = Iy(o(p) = 14(0) " 550 = 55| (£
Fiir alle f, € £,(M) gilt also:
.9
‘:(fp) =N o ) (fp)
also 3
¢= ]@-
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(2.44) Kommentar.

(a) Die Dimension einer Mannigfaltigkeit M # @ ist also eindeutig bestimmt:
dim M = n = dimr TM,, Vp € M.

(Es ist auch richtig, dass die Dimension einer topologischen Mannigfaltigkeit eindeutig
definiert ist, weil fiir zwei offene Mengen V C R” und V' C R" gilt: Sind V und V'
homdomorph so ist n = n’. Das ist ein Resultat der , Algebraischen Topologie”, siche
z.B. [SZ])

(b) Jeder Tangentialvektor taucht als Tangentenvektor einer geeigneten Kurve auf. Ist
ndmlich ¢ € TM, beliebig, ¢: U — V C IR" eine Karte und M, ...,A" € R so, dass

c=MN % ist, so betrachte die Kurve a: (—¢,¢) — M,
P

a(t) = 97 (t1)

(A:=(Al,...,A") € R"). Es ist dann fiir alle f, € £,(M):

O = G| Femt = G| (Foelt)E T (Fop ) G| )
=V 5| 0
also
a(o):ﬂaaxj p:g.
Also:

TM, = {&(0) € Derg (£,(M),R) : a: (—¢,€) — M glatte Kurve mit a(0) = p (¢ > 0)}

(2.45) Vereinbarung.

(a) Ist ¢: U — V C R" eine Karte auf einer glatten Mannigfaltigkeit, so schreiben wir ab

", 7

jetzt oft nur noch x: U — V, wo “x” auch die Koordinate fiir V bezeichnet.

(b) Sind x: U — V C R" und y: U — V C R" zwei Karten und U N U # @, so schreiben
wir fiir den Ubergang yox ': x(UNU) — y(UNU) ebenfalls nur kurz y (oder

y=y(x)).

(c) Ist z.B. f: M — R eine glatte Funktion und x: U — V eine Karte von M, so schreibt
man fiir die lokale Beschreibung f o x~!: V — R oft ebenfalls nur f (oder f(x)) und
benutzt keinen neuen Buchstaben.

(2.46) Bemerkung. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und seien x und y zwei
Karten um p, xo = x(p), yo = y(p). Dann gilt fur allei,j =1,...,n:

9
ay/

.9
o ax!

d

[
p ox

.9
ay

B ox!

o' _
p Y

= 3
pax

X0 14
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Beweis. Nenne (nochmal einmal) ¢ = x: U — V, ¢ =y: U — ‘7~und ohne Einschrankung;:
U=Uundt=gog :V = V.Seis € £(M), f € £(U) mit f, = s und ohne
Einschrinkung: U = U. Dann ist (ohne Einschrankung ¢(p) = 0 = ¢(p), also 7(0) = 0):

d d -1,
3], U9 = | o970 = 5| ovtem,
weil T o ¢ = ¢ ist = (Kettenregel)
) ot/ ot/
], U7) = 2| o) S| = 5 ay, ().
also ,
o _9U) 9
axt|, oxt[y ayl|,

O]

(2.47) Kommentar. Ist M glatte Mannigfaltigkeit, p € M und hat ¢ € TM, bzgl. einer

Karte x die Darstellung (A!,...,A") € R", d.h.: & = Al = |p, und bzgl. einer Karte y die

Darstellung & = /- aiyf |, so transformieren sich die Koordinaten A, u € R" so:
e .
oy == (Yo',
denn:
. 0 0 ox’!
p VI R S N R 7
ox! » ¢ dy/ ¥ ay/ (vo) oxt’
also nach Koeffizientenvergleich
. ax .
1
=3y = (o).

(2.48) Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M.

(a) Der Dualraum des Tangentialraums ist der Cotangentialraum von M in p:

TM,, := {n: TM — R : 7 linear}.

(b) Ist x: U — V C R” um p und ist (%|p,..., 2:1,) die zugeordnete Basis von TM,
aus Koordinatenvektoren, so wird mit (dx!|,,...,dx"|,) die dazu duale Basis von T™M;

bezeichnet, also:
: d
dx? —
“r (ax] p

):5;1 (1<i,j<n).

(2.49) Kommentar.

(a) Sind x und y zwei Karten um p, xo = x(p), yo = y(p) mit Ubergéngen y = y(x) bzw.
x=ux(y), sogiltfurallei,j=1,...,n

i

oy - ox ,
dy]\p— ( 0) - dx'|p, dxl|p:a—y].(yo)-dy]]p,
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(b)

(©)

denn
- d
] _

dy ‘P (axi )

(und dhnlich fir dxi|p).

: oy* 0
> dy ’P <8xi (x()) ayk

Ist 7 € TM,, ein Cotangentialvektor mit Komponenten (A1,...,An) bzgl. einer Karten
x und Komponenten (y, ..., u,) bzgl. einer Karten y, so transformieren sich diese
(vergleiche (2.47)):

oy
A= 5 (o)
denn aus .
i j ay/ i
M|y =1 = pdy'lp = pj5 5 (x0) - dx'l
folgt:

ay/ ,
A= yja—};(xo) (i=1,...,n).

Man beachte die Feinheit mit der Schreibweise der Indizes oben und unten: In Matrix-
Schreibweise transformieren sich die Koordinatenvektoren A, 4 € IR" von Tangentialvek-
toren (kurz: Vektoren) ¢ € TM,, bzw. Cotangentialvektoren (kurz: Covektoren) 7 € TM;

so:
(oY _[ox
Sei A = (W<X0)>i,j und B = (8yf(y0)>

ij

Dann ist B = A~!, denn fiir den Koordinaten-Wechsel y = 7(x) ist

Jac(2) o) = (35 )

ox/
und oy
Jac(t™1) (y0) = (a;wo))
und

Jac(x ") (yo) = (Jac()(x0))

wegen To 7! = 1 und der Kettenregel. In Index-Schreibweise liest sich das so:

oy’ oxk ;
i (10) 55 (40) =
Also ist:
i o j -1
M=o W=A=Bu=A"p (247)
y yo
oy

A (xo)pj =N ="p A= A="Ap = ‘Bl u (2.49)

T oxd

Die Tatsache, dass man die Transformationsmatrix A (bzw. B) nicht nur invertieren,
sondern auch noch transponieren muss, ist in der Indexschreibweise , versteckt”.
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(2.50) Motivation. Also nichstes sollen “Felder” von Tangentialvektoren und Covektoren
eingefiihrt werde: Setze dazu

T™M:= Y TM, TM":= Y TM;,
peEM peM

sowie
m:TM — M, n(¢) = p <= € TM,

bzw.
m: TM — M, () = p =15 € TM,,

Es heifst 7: TM — M das Tangentialbiindel von M und 7r: TM* — M das Cotangential-
biindel von M. (TM und TM* sind hier zundchst nur Mengen.)

(2.51) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M offen.

(a) Eine Abbildung X: U — TM heifit Vektorfeld auf U, wenn fiir alle p € U gilt, dass
X(p) € TM, ist, also 7o X = 1y ist.

(b) Eine Abbildung w: U — TM* heifst Differentialformen auf U, wenn fiir alle p € U
gilt, dass w(p) € TM;; ist, also:
mow = 1.

(2.52) Beispiel. Sei M glatte Mannigfaltigkeit, U C M offen und x: U — V C R" eine

Karte. Man definiert dann die Koordinatenvektorfelder % :U—>TM (G =1,...,n) durch

d d
Q(P) = o ,

und die Koordinaten-Differentialformen dx’: U — TM?*,
dx'(p) := dx'|,.
(2.53) Kommentar.

(@) Ist x: U — V C R" eine Karte auf M und X ein Vektorfeld auf U, so gibt es wegen
Satz (2.43) eindeutig bestimmte Funktionen &',...,&": V — R, so dass gilt:

(Genau genommen bedeutet das mit der Kartenbezeichnung ¢:

i 0 i 9
X={logg g, also X(p) =oglp) 551 )
P

(b) Entsprechend gibt es fiir eine Differentialform w auf U, wenn x: U — V C R" eine
Karte ist, eindeutig bestimmte Funktionen 74, ...,%,: V — IR, so das

w = n;(x)dx
ist.
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(c) Seien X: U — TM bzw. w: U — TM* ein Vektorfeld bzw. eine Differentialform auf U
und x und y Karten auf U, x: U = V, y: U — V C R", sowie

d

9 ‘
= & )
X=Caa K=,

mit &: V — R und #/: V — R. Dann ist wegen (2.47)

.ooxt
i 9%
¢ 3y U
(streng genommen: ¢’ o T(y) = g—;(y) -1/ (y), wenn x = 7(y) der Kartenwechsel ist).
Ahnlich ist fiir ' ‘
w = &i(x)dx" = 1;(y)dy’
nach (2.49): ‘
oy’
Gi = 5l

(2.54) Definition. Sei M glatte Mannigfaltigkeit und U C M offen.

(a) Ein Vektorfeld X: U — TM auf U heifst glatt, wenn fiir alle Karten x: U—VCR"
(mit UNU = Q) gilt: ist X| ;g = gi% mit &: x(UNU) — R, so muss & glatt sein fiir
i=1,...,n

(b) Eine Differentialform w: U — TM* auf U heifst glatt, wenn fiir alle Karten x: Uu—vc
R" (mit UNU = Q) gilt: ist w7 = 7:dx’ mit 7;: x(UNU) — R, so muss 7; glatt sein
furi=1,...,n.

(2.55) Kommentar.
(a) Sei U C M offen. Wir bezeichnen

X(U) :={X: U — TM : X glattes Vektorfeld auf U}

und
Q(U) :={w: U - TM" : w glatte Differentialform auf U}.
(b) Man beachte, dass X(U) bzw. Q(U) vermoge
(X1 + X2)(p) := Xa(p) + Xa(p), (AX)(p) := A - X(p),
(w1 +w2)(p) == wi(p) + wa(p), (Aw)(p) := A - w(p)
nicht nur zu einem R-Vektorraum wird, sondern mit
(f-X)(p) := f(p)- X(p) bzw. (f-w)(p):= f(p)-w(p),
mit f € £(U), sogar zu einem & (U)-Modul.

(c) Ist x: U — V C R” eine Karte, so gilt X(U) = £(U)" bzw. Q(U) = £(U)" als £(U)-
Moduln, in dem man X € X(U) gerade seine Komponentenfunktionen ¢*,...,&" € £(U)
(genauer &' ox,...,&" o x) zuordnet,

d

¢ dx!
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(dhnlich fiir Q(U)). Ist U C M kein Kartengebiet (z.B. wenn M kompakt und U = M
ist), so kann die (Modul-)Struktur von X(U) bzw. Q(U) sehr viel komplizierter sein
als £(U)". Zum Beispiel kann fiir die 2-Sphire $? der £(5?)-Modul X(S?) nicht frei
vom Rang 2 sein, d.h.: X(S?) % £(S?)?, denn sonst gibe es eine Basis (X;,X»), d.h.
(X1(p), X2(p)) miisste in jedem Punkt p eine Basis von TM,, sein (Ubung). Nach dem
Igelsatz (vgl. Analysis IV oder Algebraische Topologie) hat aber jedes glatte Vektorfeld
auf S? eine Nullstelle.

(2.56) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, U C M offen und f: U — R eine
glatte Funktion. Fiir jedes p € U definieren wir das Differential von f in p durch

dfp: TMp = R, dfy(¢) == ¢(fp),
und das (totale) Differential durch
df: U — TM*, df(p) := df,.
(2.57) Bemerkung. Sei M glatte Mannigfaltigkeit, U C M offen und f € £(U).
(a) Esist df eine glatte Differentialform, df € Q(U);

(b) Ist x: U — V C R" eine Karte auf M und bezeichnet f € £(V) mit V := x(UNU) C
V C R" auch die lokale Beschreibung von f (genauer f o x~1), so gilt fir df die
Koordinatenbeschreibung;:
of ~Ldx.

df’llﬁlj ox i

Beweis. Offenbar ist df,: TM, — R, § — &(fp), linear, also df, ein Covektor in p, also df
eine Differentialform auf U. Ist x: U — V eine Karte, p € UN U, so ist mit xp = x(p) €

V=x(UNU)CV.
_ 9
|, GRS

also df, = ax, (xo)dxl|p, also: df | ;g = aj{, dx’. Insbesondere ist df glatt, df € Q(U). O

o of
(fox™) = 2L (x),

(2.58) Kommentar.

(a) Fiir eine offene Menge U C R” und eine glatte Funktion f: U — R betrachtet man
haufig den Gradienten von f,

grad(f) = (;}{1 §f> U—R"

als ein Vektorfeld auf U. Bemerkung (2.57) (oder die Kettenregel) zeigt aber, dass
bei einem Koordinatenwechsel x = 7(y) sich die Komponenten des Gradienten der
Funktion ¢ = f o T wie die Komponenten einer Differentialform (und nicht wie die
eines Vektorfeldes) transformieren:

9g _ 9of |

oyl " oxi ayf
also mit

of of ox’
szafyilgizﬁi ’7]‘:87]/14511
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Auf einer glatten Mannigfaltigkeit hat man daher keinen Gradienten im Sinne einer
Abbildung ,grad: £(U) — X(U)", sondern nur ein totales Differential

d: £U) — QU), f— df.

(b) Ist x: U — V C IR" eine Karte auf M, so hat man insbesondere die Koordinatenfunktio-
nen f = x' (frither mit 7’ € £(U) bezeichnet) und daher nun zwei Definitionen fiir die
Ausdriicke dx' € Q(U) (einmal ist (dx|,,...,dx"|,) duale Basis zu (%]p,..., 2i10),

ein anderes Mal ist nach (2.56) dx;,((j) =¢ (x;)), die aber tibereinstimmen wegen
(x0 = x(p)):
[ 0 d i\ ox! il d
dxrﬂ(axjp) = @p( b @(XO) 5j_dx’p<axjp>rV1<lr]§”

(2.59) Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, ®: M — N eine glatte
Abbildung, p € M und q := ®(p). Wir definieren das Differential von ® in p durch

D®,: TM, — TN,, D®,(&)(g,) == &((go @),),

e TMy, g, € E(N) (und g € £(U), U C N offene Umgebung von ¢, g ein Représentant
vons = g, € E(N)).

(2.60) Kommentar.

(a) D®,(g) ist wohldefiniert, denn reprasentiert ¢ € £(U) und g € & (U) den gleichen
Keim in g, §; = §;, so reprasentieren auch go ® € £(®~1(U)) und go @ € £(P1(U))
den gleichen Funktionskeim in p, (g0 ®), = (g0 P@),.

(b) Esist D®,: TM, — TN, eine lineare Abbildung:

DCDP(€1 + 62) :Dq)p(él) + DCDP(CQ), ¢1,Cr € TMP
Dq)p()u;") :A-DqDP((:), AE]R,@ETMP.

(2.61) Bemerkung. Seien M", N" glatt, ®: M — N glatt, p € M und q = ®(p) € N.
Seien x: U - V C R"und y: U — V C R’ Karten um p bzw. g, xo = x(p), vo = v(q)
und ®(U) C U. Sei schlieSlich ®: V — V die Koordinatenbeschreibung von ® bzgl. x
und y (also genauer y o ® o x~1). Die Matrix der linearen Abbildung D®,, bzgl. der Basen
(%]p, ey %\p) von TM, und (a;;lhi' e, aiyr‘q) von TN, ist dann die Jacobi-Matrix von ®

0 oD/ d

Beweis. Zwei Tangentenvektoren 7,7 € TN, sind bereits dann gleich, wenn sie auf den

in xg, also:

q

Keimen der Koordinatenfunktionen tibereinstimmen, n(yé) =17 (y{,) (j=1,...,r) (vgl Satz
(2.43)),
i\ 0
— J
=1l 5 -
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Esistaber firk=1,...,r:

D® i (yk):i ((ykodD))—f ykoéox*1—8®k( 0)
P\ oxi ,) 71 o, Pl o] S Ox!
=Pk
0P/ L oy~ 0P/ 0 ‘
= axj <x0> (5] = axi X()) ’ aiy] - (axi (XO) BT// ) (yQ)
q
d od/ Jd

(2.62) Beispiel.

(a) SeiV ein endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum mit seiner nattirlichen Mannigfaltigkeit-
Struktur. Dann ist fiir jedes v € V der Tangentialraum TV, kanonisch isomorph zu V
vermoge

Ap: V= TV, Ap(w) = élit (v+ tw)
t=0

(d.h.: Ay(w) = &(0) fiir a(t) = v + tw, t € R).

(b) Identifiziert man insbesondere R mit TIR; vermoge A¢: R — TIR, fiir jedes t € R, so gilt
fur eine glatte Funktion f: M — R (M glatte Mannigfaltigkeit), dass

Dfy = Ag(p) o dfy
(kurz: Df, = df,), Ubung.

(2.63) Bemerkung. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, ®: M — N glatt, p € M
und D®,: TM, — TN; ihr Differential in p, g := ®(p). Ist = &(0) € TM,, fiir eine glatte
Kurve a: (—¢,€) — M durch p, so ist:

D®, (i(0))= (P o a)(0).

Beweis. Seis = g; € £;(N) beliebig, ¢ € £(V) ein Vertreter, V € 2(q) offen. Dann ist mit
B:=doa:

D@ (4(0)) (39) = €0) (32 @),) = 5| ((go@)oa)(t)

_ jt 0 (g0B)(t) = B(0)(gy),

also D@, (4(0)) = B(0). O

(2.64) Definition. Sei M"* eine glatte Mannigfaltigkeit und N" C M abgeschlossen. Es
heifit N" eine Untermannigfaltigkeit der Codimension k von M, wenn gilt: Fiir jedes
p € N gibt es eine offene Umgebung U C M von p und eine glatte Abbildung F: U — R¥,
so dass gilt:

(@@ NnU={xeU : F(x) =0}

(b) Rg(DF,: TM, — TRE, . = RF) = .

(p)
36



DIFFERENTIALGEOMETRIE 1

Ist k = 1, so spricht man von einer Hyperflache.

(2.65) Satz. Sei N* C M"** eine Untermannigfaltigkeit der Codimension k in M"** und
i: N — M die Inklusion. Dann ist N (zusammen mit seiner Teilraumtopologie) eine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension n und es gibt genau eine glatte Struktur auf N, so dass fiir eine
beliebige stetige Abbildung ®: P — N (P glatte Mannigfaltigkeit) gilt: ® ist glatt genau dann,
wenn io ®: P — M glatt ist (universelle Eigenschaft).

(2.66) Kommentar.

(a) Insbesondere zeigt das Beispiel ® = 1: N — N, dass die Inklusion i: N — M selbst
glatt ist.

(b) Fir den Beweis erinnern wir an den impliziten Funktionensatz: Ist U C Rk =
R" x RF offen, F: U — RF glatt, (xo,y0) € U, xg € R", yo € R¥, mit F(xo,y0) = 0 und

oF!
det (> (x0,40) # 0,
oY ) 1<ij<k

so gibt es offene Umgebungen V C R" von xo, W C IR¥ von y, so dass V x W C U ist
und eine glatte Funktion hi: V — W, so dass fiir alle (x,y) € V x W gilt:

F(x,y) =0 <=y = h(x).

Beweis von (2.65).

(a) Sei N C M versehen mit der Teilraumtopologie, p € N und U C M offene Umgebung
von p, sowie F: U — RF mit U NN = F~1(0) und Rg(DF,) = k.

Sei (nach eventueller Verkleinerung von U) ¢: U — U C R"** eine Karte um p. Dann
gilt fiir G:=Fogp 1: U — R¥: G(x0,y0) = 0, wo (x0,v0) = @(p) sei, und

oG!
det (ay]. (X(),yo)> #0,

1<i,j<k

1

wenn die Anzahl der Koordinaten yl, .. .,yk (aus x1, ..., x"tk) geeignet ist, denn die

volle Funktionalmatrix

i
(E;Gj ) et (x0,40) hat vollen Rang k.
REEE

Wir nehmen o.E. an, dass yl, ., yk die letzten k Koordinaten von x!, ..., x ist, yi =
x" (i =1,...,k). Nach dem impliziten Funktionensatz gibt es also offene Umgebungen
V C R" von x9, W C RF von yo mit V. x W C U und ein glattes h: V — W mit

G(x,y) =0<=y=h(x), V(xy) €V xW.
Setze nun
V:i=Nne¢ Y(VxW)
und

p: V> VCR", p:=mog
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(b)

(©)

wo 7: R"™* — R" die Projektion auf die ersten n Koordinaten xl, ..., x" ist. Es ist
V C N offene Umgebung von p, V C R" offene Umgebung von xp und ¢: V — V ein
Homoomorphismus, denn

V=V, x ¢ (x,h(x))

ist sein stetiges Inverses. Als Teilraum von M ist N hausdorffsch und von abzédhlbarer
Topologie. Also ist N topologische Mannigfaltigkeit der Dimension #.

Man versehe nun N mit dem Atlas
($p: Vo = Vp)pen

wie oben beschrieben. Dann sind die Ubergange i, 0, : (VN V) — ¢, (V, N V)
alle glatt, denn: Sei o.E. \7,, = ‘7{1 =:V C Nund V = NN U. Esist dann Pgop: Vy =V,
gegeben durch

P40 1/’;;1(35) =140 4’;1 (x,hp(x)) =Tgo¢q0 90;71 (x,hp(x)),

wo 711 R"** — R" die Projektion auf die Koordinaten ist, mit der die Karte i, gebaut
ist. Da h), glatt ist, ¢, o (pq*1 glatt ist und 71, glatt ist, ist ¢y o ¢, ! glatt. (Man setze dann
c=[2A.)

Die universelle Eigenschaft folgt aus der Tatsache, dass eine stetige Abbildung ®: U —
V CR", U C R™ offen, genau dann glatt ist, wenn mit einer glatten Funktion h: V —
W C R* die Funktion ¥: U — V x W C R"™, z — (®(z),h o ®(z)) glatt ist (denn
d=rmo ‘I’)

O]

(2.67) Kommentar.

(a)

(b)

38

Man beachte, dass i: N < M nach Definition der Teilraumtopologie ein Homdomorphis-
mus auf sein Bild ist (klar), dass i injektiv ist (ist auch klar) und dass i eine Immersion
ist (Ubung), d.h.: Di,: TN, — TMp injektiv ist, denn bzgl. der obigen Karten i von N
um p und ¢ von M um p ist

poioyp ! (x) = (x,h(x)),
also

Jac(poiop 1) (x) = (]ac(%(x))

und damit
dim(ker Di,) = n — Rg(Di,)
=n—Rg(Jac(poioyp™))(xo)

=n—-—n=020.

Allgemein nennt man eine glatte Abbildung ®: N — M eine Einbettung, wenn &
e injektiv,
e immersiv,

e Homoomorphismus auf das Bild ist.
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Es gilt dann, dass ®(N) C M eine (nicht notwendig abgeschlossene) Untermannig-
faltigkeit von M ist (siehe (3.40)).

(2.68) Definition. Eine glatte Abbildung ®: M — N heifit eine

(a) Immersion, wenn D®,: TM,, — TN¢(p) injektiv ist, fiir alle p € M;
(b) Submersion, wenn D®,,: TM, — TNy, surjektiv ist, fiir alle p € M.
(2.69) Vorbereitung.

(a) Sind M, N und P glatte Mannigfaltigkeiten, ®: M — N und ¥: N — P glatte Abbil-
dungen, so ist auch ¥ o ®: M — P auch glatt und fiir alle p € M gilt (mit g = ®(p)):

D(Yo®), = DY,0D®,
(Kettenregel, Ubung).

(b) Es folgt insbesondere fiir jeden Diffeomorphismus ®: M — M, dass fiir jedes p € M
das Differential D®),: TM;, — TMg(y) ein Isomorphismus ist, denn D(1m), = L1,
und aus @1 o ® = 1 folgt:

I, = D(1m)p = D(@ ) g(p) 0 DDy,

also D®, Isomorphismus mit:

(DD,) ! =D(D (-

(2.70) Satz. Seien M"** und P* glatte Mannigfaltigkeiten und ®: M — P eine glatte Abbildung.
Seiq € P, sodass N := ®~1(q) # @ ist und D®,,: TM,, — TP, surjektiv ist, fiir alle p € N (g
heif$t dann ein regulirer Wert von ®). Dann ist N C M eine Untermannigfaltigkeit der Codimension
k.

Beweis. N = ®~1(gq) C M ist abgeschlossen, da ® stetig. Sei p € N und ¢: U — V C RF
eine Karte um g € P mit ¢(q) = 0 € V. Dann gilt fiir die Abbildung F: ®~'(U) — R¥,

F := gDO(D’q)—l(u).
Fist glatt, F~1(0) = NN®~}(U) und
DF, = D(g 0 ®), = Dg, 0 D®,.

Da ¢: U — V ein Diffeomorphismus ist, ist Do, : TP; — TR} = R* ein Isomorphismus. Da
D®, surjektiv ist, ist daher auch DF,: TM, — R¥ surjektiv. Also ist N C M Untermannig-
faltigkeit der Codimension k. O

(2.71) Beispiel.

(a) Ist f: R"! — R glatt, M = f1(0) # @ und grad(f)(x) # 0, fiir alle x € M, so ist
M C R"*! also eine Hyperflache. Z.B. gilt das fiir M = S", denn fiir

fx) = llx]* -1

ist grad(f)(x) = 2x # 0, Vx € §". (Dies gibt dann eine glatte Struktur auf ", die mit
der bekannten tibereinstimmt (Ubung).)
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(b) Betrachte ®: Mat, R = R" — Sym, R = R27(n+1), ®(A) ='A- A, wo Mat, R der
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Vektorraum aller (1 x n)-Matrizen (mit reellen Eintrdgen) und Sym, R den Unterraum
der symmetrischen Matrizen bezeichnet. Wir behaupten, das 1 € Sym, R ein reguldrer
Wert von @ ist. (Ubung: Berechne D®; : Mat,(R) — Sym, (R), B — B + B, D®y(B) =
41,0®(1 +tB).) Es folgt:

O(n) = @~'(1),

die orthogonale Gruppe, ist eine Untermannigfaltigkeit der Codimension %n(n +1)
und daher nach (2.67) eine Mannigfaltigkeit der Dimension

1 1 1 1
2 _ — 2 I’ = —
n 2n(n—l—1) n = on n(n—1).



Kapitel 3

Dynamische Systeme

(3.1) Motivation. Ein dynamisches System auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ordnet
jedem Punkt p € M ,,seine Dynamik” ¢(p): I(p) — M zu, dass ist eine glatte Kurve

t— ¢(p)(t) = ¢'(p),
wo I(p) = (t—(p),t+(p)) ein offenes Intervall in R ist mit 0 € I(p), also
t-(p) € [-0,0), t; € (0,09

und ¢°(p) = p ist. Dabei verlangt man die Vertriglichkeitsbedingung: Fiir alle p € M und

teI(p) gilt:
s€I(¢'(p)) <= s+tel(p)

und

s+t(p)'

9 (9'(p) = ¢
Auflerdem soll die Zuordnung p — ¢(p) ,glatt” sein.

(3.2) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein dynamisches System auf M ist
gegeben durch eine glatte Abbildung ¢: () — M, so dass gilt:

(a) O C M x Rist offen, M x {0} C Q und fiir jedes p € M ist I(p) := m(QN ({p} x R))
zusammenhdngend (wo 7;: (2 — R die Projektion auf den zweiten Faktor ist);

(b) Fiiralle p e Mund t € I(p) ists € I(¢'(p)), genau wenn s + t € I(p) ist und dann gilt:

S+t(P)-

P’ (¢'(p) = ¢
(3.3) Kommentar.

(a) Da die Projektion 12: () — R eine offene Abbildung ist, ist also I (r) € R offen und
zusammenhingend mit 0 € I(p), also I(p) ein offenes Intervall

I(p) = (t-(p),t+(p))
mit
t_(p) =[~00,0), ti(p) € (0,00].

t_(p) heist der Anfang von p, t.(p) das Ende von p.
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(b) Beachte, dass fiir p,q € M die Kurven

¢y =Im(g({p} xI(p))) =M

und C, entweder gleich sind (falls es ein t € I(p) gibt mit ¢'(p) = q) oder disjunkt,
C,NCy =@, dennistr € C, NCyalsor = ¢'(p) = ¢°(q), so ist

g=9¢"q) =9 "(q) = ¢ (¢°(q)) = (1)

also g € C, und damit C; = C,,.
(c) Da () € M x R offen ist, ist auch fiir jedes t € R
Diy:={peM:tecl(p)}

offen, denn ist (p,t) € Q, so gibt es offene Umgebungen U C M von p und | C R von ¢,
so dass U x ] C ) und damit (g,t) € Q, fiir alle g € U, damit ist: ¢ € D; = U C D;.
Definiert man dann

¢': D — M, p = ¢'(p),

so ist gerade das ¢'(p) € D_y C M, denn 0 € I(p) und damit —t € I(¢'(p)), also
Im(¢') C D_t,und ist g € D_4, so ist p := ¢~ '(g) ein Urbild von g unter ¢'.

(3.4) Bemerkung. Esist Dy = M und fiir jedes t € R ist ¢': D; — D_; ein Diffeomorphis-
maus.

Beweis. Da 0 € I(p), fur alle p € M, folgt: Dy = M. Da ¢ glatt ist und die Inklusion
it: D= M, p~ (p,t), auch, ist auch ¢' = ¢ o i’ glatt. Schlielich ist wegen ¢° = 1,; und

Vertrdg.Bed. ;.
4

9 o9 (p) =9 (¢'(p)) (r)=¢"(p)=p

und

gop ' (p)=p
¢! invers zu ¢'. O
(3.5) Kommentar.

(@) IstI =R, fiiralle p € M, also QO = M x R, so nennen wir das dynamische System
4 p y y
global. In diesem Fall ist also D; = M, fiir alle t € R, und

0: R — Diff(M), t — ¢'

ein Homomorphismus, d.h. die Gruppe (IR, +) operiert auf M durch Diffeomorphismen
vermoge

O:RxM— M, (t,p) — t.p=9¢'(p)

Beachte aber, dass hier nicht nur fiir jedes feste t € R die Abbildung ¢': M — N glatt
ist, sondern sogar ,, das ganze ®“ (IR ist eben nicht nur eine Gruppe, sondern zudem

eine Mannigfaltigkeit). Man nennt dann die Familie (¢');cRr eine 1-Parametergruppe in
Diff(M).
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(b) Im Allgemeinen (auch wenn das System nicht global ist), nennt man die Familie
(¢': Dt = D_t)ser
von Diffeomorphismen den zugeordneten Fluss von ¢.

(3.6) Definition. Sei ¢ ein dynamisches System auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Dann
nennen wir X: M — TM,

X(p):= 5| ¢'(p) €TM,
das zugehorige Vektorfeld auf M.
(3.7) Bemerkung. X ist glatt, X € X(M).

Beweis. Sei p € M und x: U — V C R” eine Karte um p. Da ¢ stetig ist und ¢°(p) = p,
existiert ein ¢ > 0 und eine Umgebung U C M von p mit ¢'(q) € U, fiir t € (—¢, &) und
g € U. Ohne Einschrinkung: U C U. In der Karte ¢(x,t) von O C M x R und x um p von
M sei dann beschrieben durch

e(x,t) = (@' (x,t),..., 9" (x,1)) €V, Vi=x(U) CV, ¢/ € E(V x (—g¢))

Fiir die Kurven t — ¢'(q), g € U, t € (—¢,¢), folgt dann in Koordinaten, dass

09! 0 29" 0
Xy =—.(4,0) 3l q+""|‘ 9t (4,0) 3t

q

ist (Ubung). Da aa—‘ij(—,O) € £(V) ist, ist also X glatt auf U, insbesondere um p. Da p beliebig
war, folgt: X € X(M). O

(3.8) Bemerkung. Sei ¢ ein dynamisches System auf M und X € X(M) sein zugeordnetes
Vektorfeld. Dann gilt fiir alle p € M und sogar fiir alle t € I(p):

d al .
Xot(p) = aq)t(lﬂ) (Z |l @ (P))

s=t
Beweis. Sei p € M und t € I(p). Dann gilt wegen der Flusseigenschaft ¢°*' = ¢° o ¢':

d d
Xpi = == ¢ (¢'(p) = 0" (p)| oy = ¢’ ()= = = ¢' (p).
ds|._, dt

(3.9) Kommentar.

(a) Istx: U — V C R" eine Karte auf M und X|y; bzgl. dieser Karte durch
Xlu=&-2 mitd € £(V),j=1,...,n
ox/
gegeben, und ¢|;, (—e,) (mit eventuell verkleinerten U und ¢ > 0 klein genug) durch

p(x,t) = (gol(x,t),...,q)"(x,t)) und ¢/ € E(Vx(-g¢),j=1,...,n
gegeben, so losen also die Kurven

(—ge) > VCR", t— (9'(x,t),..., 9" (x,1))
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die gewohnliche Differentialgleichung auf V, die durch
#=¢l(x)

: , kurz: x = ¢(x)
" =g"(x)

gegeben ist, zum Anfangswert x, denn

dg/ 8) 4 ,
d—(i(x,t) EAY (p(xt),j=1,...,n

und
¢(x,0) = x.

(b) Man hat deshalb gute Chancen das dynamische System ¢ auf M durch Integration der
gewohnlichen Differentialgleichungen.

p=X(p)
auf M, d.h.: durch Losen der gewohnlichen Differentialgleichung in den Karten x von

M,
&= g(x)

(wog=(¢',...,¢")und X = Cf% ist) zuriick zu gewinnen.
(3.10) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X € X(M).

(a) Man nennt eine glatte Kurve a: I — M, I C R ein offenes Intervall eine Integrallkurve
(oder auch eine Losungskurve) fiir X, wenn fiir alle t € [ gilt:

a(t) = Xopp)

(b) Sie heifst maximal, wenn fiir jede Integralkurve f: ] - M von X mitI C J, ] C R
offenes Intervall in R, und B|; = a gilt ] = L.

(3.11) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, X € X(M) und p € M. Dann gibt es genau eine
maximale Integralkurve a: I — M von X mit 0 € I und «(0) = p.
(3.12) Vorbereitung. Istx: U — V C R", X|y = éf% und &f,-1qpy: 1 (U) — U gegeben
durch x(t) = (x!(t),...,x"(t)) dort, so ist a Integralkurve, wenn t — x(t) die gewdhnliche
Differentialgleichung

x=¢(x)auf V

(fir alle Karten x von M) 16st. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-
Lindeldf existiert eine solche Losung zundchst auf dem Definitionsgebiet U einer Karte
x: U — V um p (und dort auch maximal). Es ist aber nicht so klar, wie man diese Losung
dann (sozusagen tiber etliche andere Karten Hinweg) zu einer maximalen Losung auf M
fortsetzt.

Beweis von (3.11). Wir notieren eine Losung «: I — M von

q:Xq
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auf M mit Anfang «(0) = p mit (I, «). Es ist dabei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I.
Nach dem Existenzsatz von Picard-Lindelof existiert wenigstens eine solche Losung (Io, ao),
in dem man auf einer Karte x: U — V C R" das System

x=¢(x), x(0) = xo
)

mit xop = x(p) und X|y = Cia—x,, 16st. Seien nun (I,«) und (J, ) zwei Losungen. Dann
ist I N | wiederum offen und zusammenhidngend mit 0 € I N ], also ein Intervall um 0.
Betrachte die Teilmenge

K:={telIn]:a(t)=p()}
Dann ist zundchst K # @, denn 0 € K, da «(0) = B(0) = p ist. Es ist weiter K C I N ]
abgeschlossen, denn die Diagonale

A={(pg)eMxM:p=q} CMxM
in M x M ist fiir einen Hausdorff-Raum abgeschlossen (Ubung) und die Abbildung
(,B): IN] = MxM, t— (a(t),B(t))

ist stetig. Deshalb ist auch
K= (a,B) 1 (A)CIN]J

abgeschlossen. Es ist K C I N ] aber auch offen, denn ist t; € K, so wéhle eine Karte
x: U — V (diesmal) um g = a(ty) = B(tp). Dann gibt es eine Umgebung Iy C I N ] von
to, so dass a(lp) € U, B(Ip) C U ist, und, wenn a|;, durch x(t) = (x!(t),...,x"(t)) und
Bli, durch (y'(t),...,y"(t)) beschrankt werden, x,y: Iy — V die gewdhnliche Differen-
tialgleichung ¥ = ¢(x) auf V zum Anfangswert x(fo) = xo (mit xp = x(g)) 18sen (wo
E=(eY...,&8M:V - R" mit X|y = g% ist). Nach dem Eindeutigkeitsteil im Satz von
Picard-Lindelof ist damit x(¢) = y(t), fir alle t € Iy, d.h.: [y C K.

Da I N ] zusammenhingend ist, folgt: K = I N J (also a|in; = Bliny)-
Sei nun (I;, a;);c; die Familie aller Losungen von X zum Anfang p (] eine Indexmenge). Man
setze

Tmax 1= U I,  amax: Imax = M, &max(t) := a;(t)
j€J

firein j € | mit ¢ € [;. Dann ist Imax tatsdchlich offen, 0 € Imax, und amax wohldefiniert
in dem Sinne, dass die Definition nicht von der Auswahl von j € | abhdngt, denn je zwei
Losungen aj : [;, - M und aj,: [;, - M mit t € I; N [;, stimmen in ¢ {iberein. Ist daher
to € Imax und jo € ] mit fg € [, so stimmt amax auf ganz I;; mit a;;: [;, — M tberein und
ist deshalb dort Losung von § = X;. Also ist amax (liberall) Losung.

Nach Konstruktion von (Imax, max) ist klar, dass (Imax, #max) maximale Losung ist und
auch, dass sie die einzige maximale Losung ist. O

(3.13) Kommentar.

(a) Wir nennen ein dynamisches System ¢: () — M auf einer glatten Mannigfaltigkeit
maximal, wenn gilt: Ist ¢: () — M ein weiteres dynamisches System auf M,Q) 2 Q)
und Y|n = ¢, so ist QO = Q.

(b) Ist nun X € X(M), so fassen wir alle maximalen Integralkurven (Imax(p), &max(p)) nun
wie folgt zusammen: Setze zunéchst

Q:={(pt) e MXR : t € Imax(p)} SMxR

und dann ¢: QO — M,
o(p,t) = ¢'(p) := amax(p)(t).
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(3.14) Bemerkung. Sei X € X(M) und ¢: Q) — M wie unter (3.13, b) definiert. Dann ist ¢
ein maximales dynamisches System auf M.

(3.15) Vorbereitung.

(a)

(b)

46

Ist V C R" offen und ¢: V — R” ein glattes Vektorfeld, so gilt, dass die maximalen
Losungen

x=¢(x) auf V (3.1)

auch glatt von den Anfangswerten abhangen (vgl. Analysis III), genauer: Ist xg € V,
so gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung W C V von xy, so dass fiir alle x € W
die maximale Losungskurve von (3.1) zum Anfangswert x € W, t — ¢'(x), mindestens
auf den Intervall (—¢, ¢) existiert, und die Abbildung W x (—¢,¢) = V, (x,t) — ¢'(x),
glatt.

Beweis von (3.14). Wir priifen zunéchst die Flusseigenschaft (3.2, b): sei also p € M
und t € I(p) := Imax(p). Betrachte dann die Kurven

a: I(g'(p)) = M, s ¢°(¢'(p))

und
B: (t-(p)—tti(p)—t) = M, s ¢ (p),

wobei nun I(p) = (t—(p),t+(p)) mit t_(p) € [—00,0) und t;(p) € (0,00] und wir
—o0 —t:= —ocound 400 — t := 400 fiir alle t € R verstehen wollen. Es sind nun beide
Kurven Integralkurven zu X zum gleichen Anfangswert g = ¢(p), denn

d . d
W(s) = 59" (0) = g50max(0)(5) = Xep (1) = Xgr(g) = Xut)

und

s+t(

d
Bl(s) = 52 (1) = @7(Plomssr = Xpri(p) = Xpe)

Es sind auch beide Kurven maximal: &« nach Definition, weil es die maximale Inte-
gralkurve zum Anfang g = ¢'(p) ist, und B, weil es die in der Parametrisierung mit
verschobene Integralkurve zum Anfang p ist. Nach (3.11) folgt: « = j, also:

I(g'(p)) = (t-(p) —t,t4(p) — 1)
und fiir alle s aus diesem Intervall gilt:
9 09 (p) = ¢ (p)-
O

Wegen der glatten Abhéngigkeit der Losung der Differentialgleichung ¥ = ¢(x) auf
einer offenen Menge V C R" (und einem glatten Vektorfeld ¢ auf V) ist nun () zunédchst
offen, dann ist (po, t9) so wihle man eine Karte x: U — V C R" um g := ¢"(py) € M.
Wéhlt man um € > 0 und eine offene Umgebung W C V von xg := x(gq), so dass

x=¢(x)auf V
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fur alle x € W Losungen zum Anfangswert x mindestens auf dem Intervall (—¢, ¢)
hat, so zeigt die Konstruktion der maximalen Losungskurven amax(q), dass mit U :=
x~1(W) C U die offene Umgebungen ¢ (U) x (—¢, &) noch ganz in Q liegt, denn

o) Lo ghp) )

eu fiir pe~to(U)
Schlielich ist nach Konstruktion I(p) = Imax(p), also zusammenhingend mit 0 € I(p).

(c) Da sich ¢ in lokale Koordinaten durch die Losung einer gewohnlichen Differentialgle-
ichung % = {(x) beschreibt, t — ¢'(x), W x (—¢,€) — V (vgl. (3.15)), ist 9: Q — M
eine glatte Abbildung.

(d) Istnun ¢: QO — M ein weiteres dynamische System mit QD Qund ¢¥|q = ¢, so hat ¢
das gleiche zugehorige Vektorfeld X wie ¢, denn fiir X, braucht man ¢ nur auf einer
Umgebung U x (—¢,¢) von (p,0) € Q zu kennen und dort stimmen ¢ und ¢ tiberein.
Ist nun p € M und I(p) das Definitionsintervall von ¢ — 9(t, p), so ist auch diese Kurve
Integralkurve von X (siehe (3.8)) zum Anfangswert p, also ist I(p) C I(p). Das gilt fur

alle p € M und damit O C Q, also Q = Q. Also ist ¢ auch maximal.

(3.16) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es eine bijektive Zuordnung zwischen
allen maximalen dynamisches Systems und allen glatten Vektorfeldern auf M, die wie folgt gegeben
ist:

1:1

{maximales dynamisches System } — X(M)
Dﬁematzon X, mit (X,)p = g o' ()
dt]i_g

(P;(p) = “max(p)(t) mit Px Int(eiﬂt‘ion X
Beweis.

(i) ¢x, = @, da mit (3.8) fiir festes p € M die Kurven ¢t — ¢'(p) Integralkurven von
j = Xe(q) sind und maximal miissen sie auch sein, da ¢ maximal ist (sonst ware
P := ¢x, eine Erweiterung von ¢).

(i) Xy = X, da ¢x aus den (maximalen) Losungskurven von p = X, bestehen, insbeson-

dere
d
Xoulp) = . Px(P) = Xgqp) = Xp VP EM.

O]

(3.17) Kommentar. ,Differentiation ist einfach, Integration ist schwer.” Wiahrend der
Ubergang von ¢ zu X in der Regel eine einfache Rechnung ist, ist der Ubergang von X
zu ¢ haufig sehr schwer, ja in gewisser Weise gar nicht explizit moglich, sondern nur von
theoretischer Natur. In der Theorie der Dynamischen Systeme befasst man sich daher nur mit
qualitativen Fragen, z.B.:

(i) Fir welche Punkte p € Mist I(p) = R?

(i) Gibt es periodische Bahnen, d.h. gibt es ein p € M mit I(p) = R und T > 0, so dass fiir
alle t € R gilt: ¢! T (p) = ¢'(p)?
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(iii) Welche Gleichgewichtslagen (das ist ein p € M mit I(p) = R und ¢'(p) = pVt € R)
sind stabil, d.h. fiir jede Umgebung U C M von p, gibt es eine Umgebung V C U von
p mit £ (p) = oo, fiiralle g € V und ¢'(q) e UVt >0

(3.18) Beispiel.

(a) Sei M = R?> und ¢ € X(IR?) gegeben durch &(x,y) = (—y, x). Das zugehorige maximales
dynamisches System ¢ ist dann global und ist gegeben durch ¢: R* x R — IR?,

@(x,y;t) = (x-cos(t) —y-sin(t), x - sin(t) +y - cos(t))

(b) Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz bewegen sich N punktférmige Teilchen
(N € IN) mit Massen my, ..., my > 0 auf den Bahnen x;: I — R3(j=1,...,N) die der
Differentialgleichung

. Xi — Xj .
mix; = —) mimj———— (j=1,...,N)
A M e
geniigen. Die zugehorige Mannigfaltigkeit ist also hier M = (R*" \ A) x R3N mit
A= {(x1,...,xn) € (R*)N : x; = x; fiir ein Paar (i,j) miti # j}
und das ,,Gravitations-Vektorfeld” ware
Xi — Xj
X(x,y) = (Y1, YN, ooy — Yy Mj——— .
< 1;] ! Hxi — x]H )

j-te Stelle

(mit X; = y;). Schon das dynamische System des 3-Korper-Problems ist nicht bekannt.
Man weifs nicht einmal, fiir welche Anfangslagen p = (x1,x2,%3,Y1,Y2,Y3) p € M kein
,Zusammensto3” t(p) < oo stattfindet.

(3.19) Vorbereitung. Sei V C R” offen und ¢: V — R”" ein glattes Vektorfeld. Ist xo € V
und r, M > 0, dass B,(xp) C V und ||¢(x)| < M, fir alle x € B,(xp), so zeigt der Beweis
des Satzes von Picard-Lindelof, dass die maximale Losung a: (t—,t4) — V von % = {(x)
mit «(0) = xo mindestens auf den Intervall (—J,4) mit ¢ := 57;, existiert, also: t, > 7.

(3.20) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und ¢ ein maximales dynamisches System auf
M. Sei weiter p € M mit t(p) < oo und K C M ein beliebiges Kompaktum. Dann existiert ein
T € (0,t4), sodass fiiralle t € (T,ty) gilt:

¢'(p) ¢ K.

Beweis. Angenommen es gdbe ein Kompaktum K C M, wo das nicht der Fall ist. Dann gibt
es eine Folge (t,) in I = (t_(p),t4+(p)) mit

(t) Sty =ty (p)

und
qn := ¢"(p) € K.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge von (t,), die wir wieder mit (t,) bezeichnen, kénnen wir
annehmen, dass (¢,) gegen einen Punkt g € K konvergiert.
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Nun wihlen wir eine Karte x: U — V C R” um g, setzen xo = x(g) und x, := x(g,) fiir
n > ng (mit ny grof genug). Ist X|; = Ci% mit & € £(V), so wahlen wir 7 > 0 und M > 0,
so dass By(xg) € V und [|¢(x)||< Mist, fiir x € By(xg) (und ¢ = (¢,...,¢"): V — R"). Sei
n1 € N so grof, dass einerseits x, € B,,(xg) fiir n > ny (das geht, weil (x,) — xo) und

andererseits, dass

by =ty < 8i= —
oM
Ist nun n, > n; beliebig und g, := ¢'™(p), so miisste die Losungskurve t — ¢'(q2)

mindestens fiir 0 < t < J existieren, denn fiir x; := x(q2) ist xo € B,/,(xp) und damit

Da ||&(x)|| < M fiir x € B,, ist, lebt nach (3.19) die Kurve t — ¢'(g,) mindestens auf (0, 5)
mit
/2 r

0= = (& ti(q2) = 9)

Andererseits lebt sie aber nur bis

t+(6]2) = t+ — tnz < (S,
und das ist ein Widerspruch. ]

(3.21) Korollar. Ist M ein kompakte glatte Mannigfaltigkeiten, so ist daher jedes Vektorfeld
X € X(M) vollstindig, d.h.: das zugehdorige dynamische System ist global, also I(p) = R, fiir alle
p € M.

Beweis. Nach (3.20) verlasst t — ¢'(p) das Kompaktum K = M sicher nie, also ist t4(p) =
+00. Ahnlich sieht man (z.B. durch Ubergang von X zu —X), dass auch t_(p) = —oo sein
muss, fiir alle p € M. O

(3.22) Definition. Sei L ein reeller Vektorraum. Eine bilineare Abbildung [-, -]: Lx L — L
heifit eine Lie-Klammer auf L, wenn gilt:

(i) [a,b] = —[b,a], Va,b € L (Schiefsymmetrie)

(ii) [a,[b,c]] + [b,[c,a]] + [c,[a,b]] =0, Va,b,c e L (Jacobi-Identitt)
Das Paar (L, [+, -]) heit dann eine (reelle) Lie-Algebra.
(3.23) Beispiel.

(@) [+, -] = 0 ist stets eine Lie-Klammer auf einen reellen Vektorraum. Man nennt L dann
abelsche.

(b) Auf L = R® setzt man fiir x,y € L:
[y = x xy = (X’ = %, 2y — 2y, xly? - Xy
Dann ist (L, [, ]) = (R3, x) eine Lie-Algebra (Ubung).
(c) Sein € N und L = Mat, R. Setzt man
[A,B] = AB—BA, YA,Bel,

so erhilt man eine Lie-Klammer auf L (Ubung).
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(d) Sei A eine R-Algebra. Setzt man fiir a,b € A
[a,b] = ab — ba,
so wird dadurch eine Lie-Klammer auf A definiert.
(e) Sei V ein R-Vektorraum und A = End(V). Dann ist also L = End(V) mit
0,6] =wop—pon
eine Lie-Algebra.
(3.24) Kommentar.

(a) Ist (L, [-, ]) eine Lie-Algebra, so heifit ein Unterraum L’ C L eine Lie-Unteralgebra
von L, wenn fiir alle 4,b € L’ auch [4,b] € L’ ist. L' wird dann mit [ -, - ||/« selbst zu
einer Lie-Algebra.

(b) Ist z.B. L = Mat, R mit |-, - | wie unter (3.20, b), so betrachte
L''={AcL: A'+A=0}
die schiefsymmetrischen Matrizen. Dann ist L’ C L eine Lie-Unteralgebra (Ubung)
(3.25) Bemerkung. Sei A eine R-Algebra und
Derr(A) := {¢ € End(A) : ¢(ab) = ¢(a)b+ap(b), Ya,b € A}

Dann ist Derg(A) C End(A) eine Lie-Unteralgebra. (Sie heifit die Lie-Unteralgebra der
Derivationen auf A.)

Beweis. Fiir ¢, € Der(A) und allen a,b € A gilt:
[, 9](a,b) = poyp(ab) — o p(ab) = @(Y(a)b+ap(b)) — y(g(a)b + ag(D))
=¢oy(a)- b+llf(ﬂ)90( )+ ¢(a)p(b) +a-goy(b)
)

—pog(@a)-b—ga)p(b) —¢(a)p(b) —a-pog(b)
= o, 9l(a) - b +a-[o, ] (D),

also auch [¢, ] € Der(A). O

(3.26) Definition. Sei n € N und r > 0. Dann sei B(r) = {x € R" : ||x|| < r}. Wir nennen
eine glatte Funktion o: R"” — [0, 1] eine Abschneidefunktion, wenn gilt:

M olgmy =1
(i) olrmp(2) =0

(3.27) Kommentar. Es gibt Abschneidefunktionen. Man setze etwa f: R — R, f(t) :=
e~V fur t > 0 und f(t) = 0 fiir t < 0, und zunéchst dann ¢: R — R,

0
SO = faon

Setzte dann 0: R" — R, o(x) := g(2 — ||x||), so ist ¢ eine Abschneidefunktion.

(3.28) Lemma. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und s € £,(M). Dann gibt es ein
f € &EM) mit f, =s.
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Beweis. Sei x: U — V C R" zunichst irgendeine Karte um p und xp = x(p) € V. Indem
ich x mit der Translation t: V — V' :=V — x, x — x — x, verkniipfe, erhalte ich eine Karte
x'=tox: U— V' CR"mitx'(p) =0 (Solche Karten heiflen zentriert).

Als néchstes wiahlt man ein ¢ > 0, so dass B(e) C V' ist, setzt U’ := x’~!(B(¢)) und erhalt
mit x”/: U"” — B(e) = V" eine zentrierte Karte, so dass V" = B(¢) ist.

Nun verkniipft man diese Karte noch mit der Dilatation d: B(¢) — B(3) x — 2x,
und erhalte mit x"”': U” — B(3), " = d o x”, schliefllich eine zentrierte Karte um p mit
Wertebereich B(3) (Das kann man also stets machen). Sei nun s € £,(M) und s von einem
g € £(U), U € Y(p) offen, reprasentiert, s = g,. Nach eventueller Verkleinerung von U
(und Einschrankung von g) diirfen wir annehmen, dass es eine ¢: U — V C R" auf U gibt.
Nach eventueller Verkleinerung darf man nun nach obiger Manipulation annehmen, dass ¢
zentriert und V = B(3) C R" ist.

Sei nun ¢: R" — [0, 1] eine Abschneidefunktion. Wir setzen dann g: U — R,

3(q) == a(e(q)) -8(q) (alsokurz:g=ogo0¢-g).

Auf U; := ¢ 1(B(1)) € A(p) stimmt dann § mit g iiberein, also ist g, = s. Auf U \ U, mit
U := ¢~ (B(2)), gilt dagegen

Sl =0
und deshalb kann ¢ mit f: M — R,

0 sonst

£q) = {g(q) furg e U,

trivial in glatter Weise auf ganz M fortgesetzt werden. Es folgt:

fr=8 =s.

(3.29) Kommentar.
(a) Da dimg £,(M) = oo ist, ist insbesondere
dim]R & (M) = 0,

denn £(M) — £,(M), f ~ f, linear und nach (3.28) surjektiv. Ahnlich sieht man auch,
dass
dimR% = 0o, dimR Q(M) = 0

ist (Ubung).
(b) Die glatten Vektorfelder X(M) , operieren” nun auf £€(M) wie folgt: Betrachte
V:X(M)xEM) - EM), (X,f)— Xf
mit
(XF)(p) := Xp(fp)
Wir nennen Xf € £(M) die Ableitung von f in Richtung X. Xf ist tatsdchlich glatt,
denn wird bzgl. einer Karte x: U — V f|; durch die glatte Funktion f: V — R und

X|u durch die glatten Funktionen &, ...,&": V — R beschrieben, X|; = @’i%, so wird
Xf|u durch die glatte Funktion
1
e €€V)
beschrieben.
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(c) Wir konnen nun jedes glatte Vektorfeld X € X(M) als eine Derivation der R- Algebra
E(M) auf sich selbst auffassen:

(3.30) Proposition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 1: X(M) — Der(E(M),E(M))
wie folgt gegeben:
(X)(f) = Xf.

Dann ist 1 ein R-Vektorraum-Isomorphismus, sogar ein € (M )-Modul-Isomorphismus.

Beweis.

(a) Zunichst ist fiir X € X(M), 1(X): E(M) — E(M) tatséchlich eine Derivation, denn /(X)
ist linear, d.h.

X(fitfo) =X+ Xfa
X(Af) = AXF,

f e &(M), A € R, unmittelbar aus der Definition und auch

X(fg)=Xf-g+f-Xg, Vfge&M),
denn X, ist ja fiir jedes p € M eine Derivation, X, € Der(£(M),R).

Ebenso leicht sieht man, dass ¢ (sogar £(M)-) linear ist,

L(X1 + Xz) = I(Xl) + l(Xz), also <X1 + Xz)f = le + X2f, Vf
(fX) = fu(X), also (fX)g = f(Xg), Vg

(b) Injektivitit. Ist 1(X) = 0, so ist Xf = 0, Vf € £(M). Sei p € M beliebig und s € £,(M).
Nach Lemma 3.28 gibt es f € £(M) mit f, = s. Es folgt:

Xp(s) = Xp(fp) = (Xf)(p) =0,
also X, =0, also X = 0.

(c) Surjektivtit. Sei 6: E(M) — E(M) eine beliebige Derivation. Nach dem folgenden
Lemma hingt dann fiir f € £(M) und p € M die Zahl §(f)(p) € R nur von f, € £,(M)
ab. Wir setzen dann X: M — TM fest durch

Xp(s) :=08(f)(p), firseEy(M),

wenn s = f, ist. Dann ist X wohldefiniert, hingt glatt von p ab, denn ein Vektorfeld
X: M — TM ist genau dann glatt, wenn X f glatt ist, fiir alle f € £(M) (Ubung), und es
gilt:
(X)f(p) = Xf(p) = Xp(fp) = 0(f)(p), Vpe M, Vfe&M),
also ist
(X) = 6.
O

(3.31) Lemma. Sei 6: E(M) — E(M) eine Derivation, f € E(M) und p € M. Dann hiingt
5(f)(p) € R nur von f, € E,(M) ab.

Beweis.
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(a) Seig € £(M) mit g|yy = 0 auf einer offenen Umgebung U von p. Behauptung: 5(g)(p) = 0.
Dazu: Ahnlich wie in (3.28) kann man nach evtl. Verkleinerung von U annehmen, dass
es offene Umgebungen

pelUi CUCU

gibt und eine glatte Funktion i: M — R mit h|y, = 1 und hlypy, = 0. Es ist dann
h- g = 0 auf ganz M. Weil § Derivation ist, folgt:

0=10(0) = é(hg) = (6h)-g +h- (5g)

also in p:
0= (oh)(p) - g(p) +h(p)(3g) (p)-
=0 =1

(b) Ist nun fi, f, € E(M) mit (f1), = (f2)p, so gilt fiir g := fo — f1 € E(M):
0p =0="(f2)p = (fi)p =8

also ist ¢ = 0 auf einer Umgebung U C M von p. Es folgt:

0=106(8)(p) = 6(f2)(p) = 6(f1)(p). = 6(f1)(p) = 6(f2)(p):
O

(3.32) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und ¢: X(M) — Der(E(M)), (X(f) =
Xf.Man setzt dann [, - ]: X(M) x X(M) — X(M),

(X, Y] == (X, 0Y]).
(3.33) Kommentar.

(a) Wegen (3.30) kann man den &£(M)-Modul X(M) mit dem &(M)-Modul Derg (£(M))
(vermoge 1) identifizieren. Nun ist aber A := £(M) eine R-Algebra und daher tragt
Der (£(M)) -neben seiner £(M)-Modul-Struktur- auch eine Lie-Algebra-Struktur nach
(3.23). Deshalb tragt auch X(M) in natiirlicher Weise eine Lie-Algebra-Struktur gemas

(3-32).

(b) Ist dim M > 1, so ist X(M) (auBer ein £(M)-Modul) zusammen mit |-, -] eine un-
endlich dimensionale Lie-Algebra. Unterdriickt man den Isomorphismus ¢ (und das tut
man nach einer Weile), so ist die Lie-Klammer auf X(M) also gegeben durch

X,Y]=X-Y-Y-X
Praziser bedeutet dies fiir jedes p € M, s € £,(M) und einem f € £(M) vons, s = fy:
[X,Y]p(s) = Xp((Y£)p) = Yp((Xf)p)-
denn

[X,Y]p(s)

~—

(7 (ECO)) ()
= X, Y]()(p)
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(c) Man beachte, dass [, -|: X(M) x X(M) — X(M) in keinem der beiden Argumente
E(M)-linear ist. Vielmehr gilt:

(3.34) Bemerkung. Sei M glatte Mannigfaltigkeit, X,Y € X(M) und f,g € £(M). Dann
gilt:

[fX,8Y] = fg[X, Y|+ f(Xg)- Y —g(Yf) - X

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass das Bild beider Seiten unter :: X(M) — Derg (£(M))
ubereinstimmt. (Ubung) O

(3.35) Bemerkung. Sei M glatte Mannigfaltigkeit, X,Y € X(M) und sei x: U — V C R"

eine Karte. Ist nun 0; : ail

Xlu= ¢, Ylu=n/9; mitg,y € E(V),
so gilt

XXy <¢l E)x]: gibak

Beweis. Ist f € £(U) (und die Darstellung von f bzgl. x sei wie iiblich ebenfalls mit f
bezeichnet), so gilt mit (3.29, b) und (3.33, b):

XY lu() = Xlu(r'sL) - |(giif)

ox/
- Ciaacl‘(”]ga{f) Zaxf <gla£) 2
-¢ 32@ S s S~
k
i (8
— [X,Y)lu = (53’97: - nfgf;)ak

O

(3.36) Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ®: M — N eine glatte
Abbildung. Man nennt zwei Vektorfelder X € X(M) und Y € X(N) ®-bezogen aufeinan-
der, wenn fiir alle p € M gilt:

D®,(Xp) = Yo(p), kurzz Ddo X =Y o d, M—2>N
wenn man D® als eine Abbildung zwischen TM und TN auffasst, XJ/ iy
D®(¢) := D®,(&), wenn ¢ € TM,, ist. ™ 22 TN

(3.37) Bemerkung. Ist ®: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten M und N und sind X;, X, € X(M) und Y;,Y> € X(N), so dass X; und Y;
bzw. X und Y, ®-bezogen sind, so sind auch [X;, Xp] € X¥(M) und [Y;,Y2] € X(N) ®-
bezogen.
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Beweis. Seip € M, q:= ®(p), s € £;(N) mits = g, und g € £(N). Dann ist:
Do, ([XLXZ]p) (s) = [X1, Xz]q((g o ‘I))p) (Def. von D®,)

= (X1)p((Xa(30®)),) — (X2)p((Xa(go®))  (Def.von |-, -])
= (X1), ((D2(X2)(2)) ) — (X2), ((DO(X1)(g)),)  (Def. von D@)
= (X0, ((2°2)(g),) - 2 (12 )(g)), )

=Y,g0d =Y180P

= D®, ((X1),) ((Y28)q) = DP((X2)p) ((V18)4)

O]

(3.38) Lemma. Sei ®: M — N glatt, p € M und D®,: TM, — TNg,) injektiv. Dann
existieren offene Umgebungen U C M von p und V. C N von q = ®(p), so dass ¢(U) C
V, ®|y: U — Vinjektiv ist und ®(U) C V eine Untermannigfaltigkeit der Codimension dim N —
dim M ist.

Beweis. Sei zunéchst n = dim M, n +k := dim N (also k > 0, da aus D®, injektiv folgt:
dim M < dimN). Seien x = (x!,...,x"): U - U CR"undy = (y',...,y"*): V= V' C
R"+k Karten um p bzw. g, so dass ®(U) C V ist. Sei ¢: U’ — V' die Beschreibung von ®
bzgl. x und y, ¢ = (¢!,..., " F). Ist xo = x(p) € U’, so folgt:

Jac(@) (x0) = (a"’ (x0)

axj>1§j§n+k
1<j<n

hat den vollen Rang 7. Es gibt also
1<ii<ip<---<ip<n+k,

invertierbar ist. Nach evtl. Koordinaten-Vertauschung 7: R"** —

9 iy
so dass ( aq) ; )
X/ 1<v,j<n

R"*k, ¢' = T 0 ¢, diirfen wir i, = n annehmen. Bezeichnet 7: R"** — R" die Projektion
auf die ersten n Koordinaten,

y=(wz)—w, welR'ze RK,

so ist nach dem Umkehrsatz die Abbildung to ¢: U — (V') C R" lokal um xy bzw.
wy = 1o ¢(x9) = y(q) umkehrbar. Nach Verkleinerung von U und V diirfen wir die
Existenz eines glatten ¢: 71(V') — U’ annehmen mit

pomog =1y, mogop =Ty,

Insbesondere ist nun ¢ injektiv und damit auch ®|; =y o gox.
Es ist ®(U) C V auch eine Untermannigfaltigkeit der Codimension k, denn auf V setzen
wirnun F: V — RF, F = Goy, mit G: V' — R,

G(w,z) = (1 = " (p(w),.... 2" = " (p(w))).
Wegen 7t o ¢ o p(w) = w, also

¢ (p(w)) =w/, firj=1,...,n,
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ist:

G(w,z) =0<=z = ¢""oyp(w) (i=1,...,k)
= (w,2) = ¢ op(w)
< (w,z) = ¢(x) fireinx € U’
<~ (w,z) € Im(g),

also: F(q) = 0 <= q € Im(®|y1), und wegen

]aC(G)(ZUo,Zo) = ( ES ‘ ]lk )

(mit (wo,z0) = y(q)) ist auch Rg(DF;) = k. ®(U) C V ist also eine (abgeschlossene)
Untermannigfaltigkeit der Codimension k. ]

(3.39) Erinnerung. Ist M C N eine (nicht notwendig abgeschlossene) Untermannig-
faltigkeit der Codimension k, so ist die Inklusion i: M — N (mit der induzierten Mannigfaltigkeit-
Struktur) eine Einbettung, d.h.:

(a) 1 injektiv

(b) i immersiv

(c) i: M — i(M) ist ein Homdomorphismus
Umgekehrt gilt nun:

(3.40) Satz. Sei ®: M — N eine Einbettung (also injektiv, immersiv und Homdéomorphismus auf
sein Bild). Dann ist ®(M) C N eine (nicht notwendig abgeschlossene) Untermannigfaltigkeit der
Codimension dim N — dim M.

Beweis. Seigq € ®(M) und ®(p) = g. Nach dem Lemma gibt es offene Umgebungen U C M
von p von V C N von g, so das ®(U) C V und ®(U) C V eine Untermannigfaltigkeit der
Codimension k. Andererseits ist &: M — ®(M) ein Homdomorphismus, also ® offen und
damit ®(U) offen in ®(M). Deshalb gibt es ein offenes V' C N mit

d(M)N V' = o(U).

Verkleinert man die obigen U C M bzw. V C N gegebenenfalls so, dass V C V' ist
(Ubergang zu VN V' und U’ = @~ 1(VNV’)), so zeigt dies, dass

O(M)NV = F10)

mit einem glatten F: V — RF und DF;: TN; — RF (k = dim N — dim M) von vollem Rang,
d.i.: @(M) C N ist Untermannigfaltigkeit der Codimension k. O

(3.41) Kommentar.

(a) Sind M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ®: M — N nur injektiv, so ist ® i.a.
nicht immersiv (geschweige denn eine Einbettung). Z.B. ist mit M = R, N = R? und
d: M — N,
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(b)

()

O(t) = (12,1%) 2

injektiv, aber nicht immersiv (bei ¢y = 0), denn i
1+

&(0) = (2t,3t%)|1=0 = (0,0) 05 |

> 0

also D®g: TMy — TN(op) nicht injektiv. Das Bild o5 |
C=®(R) C R?ist 1t

15 |

C={(xy) eR*: y* =2}

2

-2 -1“5 ‘1 -OI‘5 O 015 ‘1 lj5 2
und heift die Neillsche Parabel (Ubung). .
Ist ®: M — N immersiv, so braucht ® nicht (global) injektiv zu sein (geschweige

denn eine Einbettung). Betrachte z.B. wieder M = R und N = R? und dieses Mal das
Cartesische Blatt

C={(1y) €R : = ¥(x + 1)}
Es ist dann @: R — IR?,

O(t) = (P —1,8 —t) 15 |

immersiv, denn

d(t) = (24,32 1) #£0, VtER, g oo
aber nicht injektiv, denn 2l
®(1) = (0,0) = (~1) G T B EEE R ER

t72-1

(und ®(R) = C, Ubung)

Eine injektive Immersion ® muss i.a. auch keine Einbettung sein. Die von der Teilraum-
topologie auf ®(M) induzierte Topologie auf M induzierte Topologie auf M (via des
bijektiven ®: M — ®(M)) ist dann echt grober, denn ¢ ist ja stetig. Ist z.B. wieder
M =Rund N = R?> und ®: M — N (ohne explizite Vorschrift) durch folgende Skizze
gegeben:

Y
oH(U)
7N
0 R N v X
u

injektiv, immersiv, aber keine Einbettung! Ist namlich T die von ®(R) C R? induzierte
Topologie auf R, so ist die Menge (—¢,e) C R (fiir irgendein ¢ > 0) nicht offen (d.h.
®(—¢,¢) ist in (IR) nicht offen und damit ®: R — ®(R) kein Homdomorphismus),
weil jede offene Umgebung U € T von o ein Endstiick («,00) mit « > 0 enthalten muss.
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(d) Teilmengen C einer Mannigfaltigkeit N konnen also die Struktur einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M via einer injektiven Immersion ®: M — N mit C = ®(M) tragen,
obwohl sie keine Untermannigfaltigkeit, und damit ,,sehr wild” aussehen. Ihre Topologie
ist dann nicht mehr die Teilraumtopologie, sondern feiner (Ubung). Eine gegebene
Teilmenge kann auch mit verschiedenen Topologie Mannigfaltigkeiten-Strukturen tragen,
wie das folgende der Figur ,,Acht” C C R2 zeigt:

Y d, o, Y
v O\ TN

1 : ,
X 0 R T X

Die Abbildung @, ! o ®;: R — R ist dabei nicht stetig (in 0), weil das von (—¢, &) C R
vom Typ (—oo, —a) U {0} U (a,00) mit einem a« > 0 ist und damit nicht offen.

(3.42) Definition. Zwei injektive Immersionen ®;: M; — N und ®;: M, — N heilen
dquivalent, wenn @1 (M;) = ®,(M;) und die Abbildung ¢: M; — M, mit $; 0 p = P, ein
Diffeomorphismus ist (sei C := ®(M;) = ®(M,) C N).

M;

NS

MZ?C

(3.43) Lemma. Sei ®: M — N eine injektive Immersion. Sei weiter ¥: P — N glatt mit
¥ (P) C ®(M) und ¢p: P — M gegeben durch ® o =Y. Dann gilt: Ist ¢ stetig, so ist 1 bereits
glatt.

P—rs~N
AN

L
M

Beweis. Seip € P, q:= ¢(p) € M, r := ®(q) € N. Wir wihlen Karten x um p, y um g und
z um r der Mannigfaltigkeiten P, Mund N, x: U — U', y: V — V', z: W — W', Es reicht
zu zeigen, dass

Plyay: v (V) =M

glatt um p ist, denn (V) C P ist offen, da ¢ stetig ist.

Da ®(V) C W eine Untermannigfaltigkeit nach Lemma (3.38) ist (fiir V und W klein
genug), ist @|y: V — &(V) C W ein Diffeomorphismus und man kann als Karte um g die
Komposition 77 o0 z o ®|y verwenden, wo 7: R*"k - R" (n = dim M, n + k = dim N) eine
geeignete Koordinaten-Projektion ist. Bzgl. dieser Karte um g und der Karte x um p wird
dann ¢ beschrieben durch

(mozo®|y)opox ' =mo(zo®|yop)ox ! = no(zo‘ﬂwq(v)ox_l)
—_——

‘Y|¢—1 W) glatt, weil ¥ glatt ist

und damit glatt. O
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(3.44) Satz. Sei N glatt Mannigfaltigkeit, C C N eine Teilmenge und T eine Topologie auf C.
Dann kann es bis auf Aquivalenz hichstens eine Mannigfaltigkeit-Struktur auf C geben, die von
einer injektiven Immersion ®: M — C C N kommt.

Beweis. Seien also ®1: M; — C € N und ®,: M, — C C N injektive Immersionen
mit ®1(M;) = C = $y(M,), so dass ®; und ¥, Hombomorphismen sind, falls man C
mit T topologisiert. Ist dann ¢: My — M, durch ®; oy = Py gegeben, so ist sowohl
i = @, o @ stetig als auch p~! = &, ! o &, und damit nach Lemma (3.43) glatt. Also ist
y Diffeomorphismus. O

(3.45) Motivation.

(a) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X € X(M) ohne Nullstellen, X, # 0, Vp € M.
Wir betrachten dann das Linienfeld L = (L,),ecp mit

L, = (X,) =R-X, C TM,.

Ist dann p fixiert und ¢ = a(p): I = I(p) — M die maximale Integralkurve von X zum
Anfangswert p, also

¢(t)
¢(0) =

X‘P(t)’ Vtel
0

so ist also ¢: I — M eine injektive Immersion (denn ¢(t) # 0, Vt € I) mit
Dth(Tlt) = qu(t)/

denn TI; wird von %h und L, ;) von X, ;) erzeugt und

d ,
Do <at t) = ¢(t) = Xop)

Beachte auch, dass ¢ i.a. keine Einbettung zu sein braucht.

(Beispiel: M = T? = R*/Z? und X(p) = (1,&) mit « € R\ Q, wenn man TM,
kanonisch mit R? identifizieren (Ubung))

(b) Wir wollen nun auch , héherdimensionale Felder” D = (Dy),cpm mit D, € TM,, einem
Unterraum der Dimension k mit 1 < k < n = dim M, vorgeben und fragen, ob es auch
dann , Integralmannigfaltigkeiten” gibt, die tiberall tangential an D sind.

(3.46) Definition.

(a) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n und 1 < k < n. Eine Distribution
vom Rang k auf M ist eine Familie D = (D)pem von Unterraumen D, C TM, mit
dim D, =k, fiir alle p € M.

(b) Eine Distribution D = (D,) vom Rang k heifst glatt, wenn es zu jedem py € M eine
offene Umgebung U C M von py gibt und glatte Vektorfelder X, ..., X, € X(U), die in
jedem Punkt p € U eine Basis von D, bilden,

Dy = ((X)ps---, (Xe)p)
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(c) Eine glatte Distribution D = (Dj),cpm vom Rang k auf einer glatten Mannigfaltigkeit
M heifst integrabel, wenn es zu jedem py € M eine glatte Mannigfaltigkeit N der
Dimension k, ein g9 € N und eine injektive Immersion ¢: N — M mit ¢(q0) = po gibt,
so dass fiir alle g € N gilt:

D(pq (TN) = D(P(P)'

(3.47) Kommentar.

(a) Ist D = (D,) eine glatte Distribution auf M, so nennen wir eine injektive Immersion

@: N — M mit Dy(TN;) = Dy, eine Integral-Mannigfaltigkeit fiir D.

(b) Fiir das Differential einer glatten Abbildung ®: M — N (in einem Punkt p € M)
notieren wir auch kurz: ®, := D®,. Eine injektive Immersion ¢: N — M ist also etwa
integral fiir D, genau wenn

@«(TN) = D|y(n)

ist.

(c) Ist Rg(D) = 1, so haben wir schon gesehen (vgl. (3.45)), dass D integrabel ist. Fiir glatte
Distributionen von hoheren Rang gibt es ein Hindernis:

(3.48) Proposition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und D eine glatte und integrable Dis-
tribution auf M. Sind dann X,Y € X(M), so dass X,,Y, € D, ist, fiir alle p € M, so gilt
auch:

[X,Y], € D, Vp € M.

(3.49) Kommentar.
(a) Ist D eine Distribution auf M, so notieren wir die glatten Vektorfelder mit Werten in D
mit
I[(D):={Xe€X(M) : X, € Dy, Vp € M}
Dann ist I'(D) C X(M) ein £(M)-Untermodul, insbesondere ein R-Unterraum, von

X(M). Eine notwendige Bedingung fiir die Integrabilitdt von D ist dann nach (3.48),
dass I'(D) eine Lie-Unteralgebra von X(M) ist,

[T(D),T(D)] € T(D).

(b) Beachte, dass auch I'(D) stets ein unendlich-dimensionaler Unterraum von X(M) ist

(Ubung).

(c) Ist rg(D) = 1, so ist die Bedingung, dass I'(D) C X(M) eine Lie-Unteralgebra ist,
offenbar ist stets erfiillt, denn lokal kann man D mit nur einen Vektorfeld Z € X(U)
erzeugen, D, = (Z,), Vp € U, so dass jedes Vektorfeld X € I'(D|y) € X(U) von der
Form X = fZ mit f € £(U) ist. Fur Y = ¢Z, g € £(U), ist dann aber

(XY, =f2.82]=f-8|Z,Z| +(f - 28)-Z—(g- Zf)- Z
—
=(f-2¢—g-2f)Z € I(D|u).

Fiir Distribution von hoherem Rang ist diese Bedingung i.a. nicht erfiillt (Beispiel:
M=R’D=(XY), X=2,Y=g+xZ (Ubung))
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Beweis von (3.48). Seien also X,Y € I'(D) und py € M beliebig. Sei weiter ¢: N — M eine
Integralmannigfaltigkeit fiir D durch pp und g0 € N mit ¢(q0) = po. Da ¢ immersiv ist,
konnen wir Vektorfelder X, Y auf N wie folgt definieren:

Xg:= (Dgg) " (Xp(p))

und analog fiir Y, denn Dgg: TNy — D,y € TM, () ist ein Isomorphismus.

()

(b)

Behauptung: X und Y sind glatt. Dazu: Sei x: V — V' C RF eine Karte von N um g
und y = (y',...,y"): U — U’ C R" eine Karte um py von M. Notieren wir dann bzgl.
dieser Karten mit T, T = y o ¢ o x !, s0 ist mit einer geeigneten Projektion 7r: R" — R¥
die Abbildung moy = y': U 2 ¢(V) — m(U’') C R* eine Karte fir ¢(V) C U, weil
i = 7o T um g ein Diffeomorphismus ist (siehe (3.38)). Insbesondere ist
D — ~ Rk

Dy,,: Dp = Dyq)(TNy) — T(n(u’))y,(p) ~ R
ein Isomorphismus. Mit X[y € X(U) ist nun X[,y glatt (da ¢(V) € U Unterman-
nigfaltigkeit ist), X|,) € X(¢(V)) und ist X|,y) bzgl. y' durch glatte Funktionen
nl,...,qF € £(U") gegeben, U" := (W),

;9
Xlow) =130

so ist wegen der Kommutativitit des folgenden Diagramms X|y: V — TV durch die
Funktionen &,...,&%: V' - R,
- 9
X — 17.
‘V g axl 4
mit ¢ := (¢1,...,&%) durch

&) =Dy(x) M (y(p(x))  (mity = (")

gegeben ist

% p(V)CUu
: |
]Rk D V! i u” C IRk

denn:

&(x) = Dxy(X,) = Dx; (D (X,(5))) = Dxg 0 Doy o Dyl (17 (' 0 0(9)) )
—pox(q)=y(x)

nach der Kettenregel. Mit # (und ) ist deshalb auch & glatt (und damit X).

Nach Definition sind nun X und X bzw. Y und Y p-bezogen aufeinander,
Dgoo)N(:Xogo, D(pof/:Yoq)

und daher nach (3.37) auch ihre Lie-Klammern. Es folgt:

X, Y]y = X, Y] g = (X, Y]0.9) (d0) °Z Dapy, ([X, Ygy) € Im(Depg,) = Dy = D

#(q0) Po

also tatsichlich [X,Y] € T'(D).
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O

(3.50) Definition. Wir nennen eine glatte Distribution D auf einer glatten Mannigfaltigkeit
involutiv, wenn gilt:
[[(D),T(D)] € T(D).

(3.51) Kommentar. Integrable Distributionen sind also involutiv. Aber gibt es weitere
Hindernisse als die Involutivitit gegen die Integrabilitat?

(3.52) Theorem (Frobenius). Eine glatte Distribution D auf einer glatten Mannigfaltigkeit ist
genau dann integrabel, wenn sie involutiv ist.

(3.53) Proposition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit, X € X(M) und p € M mit X, # 0.
Dann gibt es mit W := {x e R", |x'| <1 (i=1,...,n)}, eine zentriert Karte 9: U — W C R"
um p, ¢(p) = 0, so dass gilt:
0
T ox!

Beweis. Da das Problem lokal ist, diirfen wir gleich U C R" offen, p = 0und X = ¢ =
((;‘1, ...,¢"): U — R" annehmen. (Nehme halt irgendeine zentriert Karte y um p, so dass
Xlu = éiaiyf ist.) Gesucht ist nun ein Diffeomorphismus 7: W — U’ mit 7(0) = 0 auf eine
offene Umgebung U’ C U von o, so dass

Ty <aaxl> =,

D, (e1) = &((x)), Vx € W.

also

Dazu konnen wir zunichst eine lineare Koordinaten-Transformation wihlen, so dass nach
dieser

£0) = e = (1,0,...,0),

also ohne Einschrankung:

5(0) = Il

X lx=0 .
Sei nun i = (¢') der lokale Fluss zu dem Vektorfeld ¢ auf U, also

dy' _
P =@ @) ¥ =x

Es gibt nun ein ¢ > 0, so dass fiir alle [t| < e und x € U mit |x'| < ¢ (i = 1,...,n) definiert
ist:
O: W, = U, W,:={xeR": |x| <e},
CD(xl,xZ,...,x”) =™ (0, xz,...,x”)
Dann gilt ®(0) = ¢°(0) = 0 und mit (x!,x) := x:
0P d
@(x) = alljt(o/ x') =3(¢'(0,4")|,_y = S(®(x)),

t=x1

also @, (e;) = & Andererseits ist ®(0,x") = ¥°(0,x’) = (0,x'), also
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also D®(0) = 1, und damit invertierbar. Nach dem Umkehrsatz gibt es daherein 0 < ¢’ < ¢,

so dass @[y, : W — ®(Wy) =: U’ ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung
U’ C U von o ist. Schaltet man noch die Dilatation /: x — %x davor, T := q>|wg, o1, so erhilt
man den gesuchten Diffeomorphismus. ]

(3.54) Kommentar.

(a) Ist D eine glatte Distribution vom Rang k und py € M, so wollen wir eine Karte
P: U — W CR" um pg ein Frobenius-Box um py, wenn fiir alle p € U der Unterraum

D, € TM, gerade von %\p, e, E)%‘P aufgespannt wird,

Jd
DP:<ax1

(b) Hat jeder Punkt py € M eine solche Frobenius-Box, so ist D offenbar integrabel, denn
mit N = Wk:= {x e RF : |x/| <1 (i=1,...,k)} ist dann fiir jedes c € W"~* offenbar

d

W
p ox

> CTM,, Vpel.
p

WK S UCM, xw— ¢ (x0)

eine integrable Mannigfaltigkeit, insbesondere geht ¢° durch py = ¥ ~1(0). Theorem
(3.52) folgt also aus folgendem Satz:

(3.55) Satz. D involutiv, py € M, dann existiert eine Frobenius-Box um p.

Beweis. Induktion tiber k = rg(D).
k = 1 Proposition (3.53).
k—1+ k:Seip € Mund U C M Umgebungen von p mit Xy, ..., Xy € X(U), so dass

Dy = ((X1)g,...,(Xx)q), VqeU.

Nach (3.53) kann man nun eine zentriert Karte (nach evtl. Verkleinerung von U) y: U — R"
(n = dim M) wiahlen, so dass X; = % ist. Ist

d

R B
Xi —Wiay]'

(i=2,...,k),
so diirfen wir nach Ubergang von X; zu X; — 771-18% annehmen, dass 171.1 =0,firi=2,...,k.
Betrachte nun die Scheibe

Si={ycW:yl=0}CW
und setze Y; := X|s fiir i = 2,...,k. Da X; keine aa?—Komponente hat, ist Y; ein Vektorfeld
auf S.

Y; =71(0,y) (i=2,...,k),

oyl
wo nun die Summation nun von j = 2,...,n lduft, (' = (y%...,y") ist Koordinatensystem
fiir S ) Wiederum weil X; keine aa?—Komponente hat, hat auch [X;, X;] keine %—Komponente
fur 2 <1i,j < k. Wegen der Involutivitit gibt es daher cij e EW) 2<1i,j,I <k)mit

[Xi, Xj] = ;X

Ist 1: S — W die Inklusion, so sind Y; und X; i-bezogen, .(Y;) = X; o, also auch [Y;, Y]]
und [X;, X;] und daher ist
D' ={(Ys,...,Y;)
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auf S eine involutive Distribution vom Rang k — 1,

L([Y3, YY) = [Xi, Xjl o = cfj ouXjot)=chor 1.(Y)),

]

also
Y5, Y] = cijoi-Y,

(da ¢4 injektiv ist). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es deshalb eine Koordinatentransfor-
mation w — y'(w), W — S C R*~! (mit W’ := W"~1), so dass

/9 d ,
<Y2,...,Yk>—<aa)2,...,aa)k>, VZUEW

ist. Sei nun 7: W — W', (y},y') =y — v/, die Projektion auf die letzten n — 1 Koordinaten
und y — x(y) der Koordinaten-Wechsel

und x — y(x) seine Umkehrung, denn y — x(y) ist umkehrbar, da

1o -~ 0
ox 0
0= - € GlL,(R)
y . 55(0)
0

(Die Wiirfel W und W' miissen jeweils evtl. verkleinert werden.) Dann gilt fiir X, ..., Xy in
den neuen Koordinaten

9 a9 A
Xi= 57 = 51 ow a4 Xi=iig;
~—

=4

g 2 (20
_@L oyl ox! ox2" " oxn )
=0 fiir j=1 ~

=0 fiir /=1 und j#1

also
X =E(x)
bR 9y
mit
E(x)=0 furi=2,...,k
und
d(O,x’):O firi=2,...,k undj=k+1,...,n (3.2)
da entlang S die Felder Xj, ..., Xj gerade von a%, ceey % aufgespannt sind.

Behauptung: é{(xl,x’) =0firi=2,...,kund j =k+1,...,n sogar fiir alle x! € (—1,1)!
Dazu: Wegen der Involutivitdt von D gibt es namlich dﬁ ceEW)(i=2,....k,1=1,...,k
mit
(X1, X;] = d'X;
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und deshalb gilt firallej =k+1,...,n, i =2,...,k:
0

S ) =X (X)) = X0 Xy (o
ax1< é’z ) 1( ( >) © 1( ),
=Xi(x/) =0

= [Xy, X;] () = diX; (a) Zlel ) (3-3)

=2

£ 1

=) di(x)g
1=2

da
 ow
X) =g =

ist. Nun fixiere x’ € W’ und erkenne, dass (3.3) fiir festes j = {k+1,...,n} ein System
linearer gewdhnlicher Differentialgleichungen auf I x RF1 (I = (—1,1)) ist:

E= AWML (€= (@t
(mit A(t) = (di(t,x")),.,,-, und deshalb auf ganz I eine eindeutig bestimmte Losung hat

zu gegebenen Anfangswert ¢(0) = ¢o (Ubung)) Aber (0) = 0 wegen (3.2) und damit ist
¢(t) =0, fur alle t € I, da ¢ = 0 offensichtlich eine Losung ist. Es ist damit

gt y)=0, Vxlel V¥'e W, Vi=2,...,k Vi=k+1,...,n
und damit (3.55) (und also (3.52)) bewiesen. O

(3.56) Kommentar. Bisher haben wir, dhnlich wie beim lokalen Existenz- und Eindeutig-
keitssatz von Picard-Lindeldf, nur die Existenz von lokalen Integralmannigfaltigkeiten bei
involutiven Distributionen bewiesen. Nun wollen wir auch noch (vgl. (3.11)) die Existenz
einer maximalen Integralmannigfaltigkeit und deren Eindeutigkeit.

(3.57) Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und D eine involutive Distribution
auf M. Wir nennen eine Integralmannigfaltigkeit ¢: N — M maximal, wenn N zusammen-
hingend ist und folgendes gilt: Ist ¢: N — M eine weitere Integralmannigfaltigkeit, N
zusammenhingend und ist $(N) O ¢(N), so ist bereits

§(N) = p(N).
(3.58) Lemma. Sei D eine involutive Distribution vom Rang k auf einer glatten Mannigfaltigkeit
Mund x: U — W C R" eine Frobenius-Box fiir D. Seit weiter ¢: N — U C M eine Integralman-
nigfaltigkeit fiir D und N zusammenhingend. Dann gibt es genau ein ¢ € W', so dass ¢(N) in
der Scheibe _ .
Ne:={pelU:dp) =d,j=k+1,...,n}
liegt.

, also

Beweis. Fiir jedes q € N liegt Do, (TN;) = D, ;) im Aufspann von %hp(q)’ ceey %Lﬁ,(q)

im Kern von dxf]q,(q) € TM;‘)(q) (j=k+1,...,n). Esistalso
d(x/ 0 9), = dxj|q,(q) oD¢l; =0

und damit ,weil N zusammenhingend ist, ist ¥/ o ¢ konstant (Ubung), sagen wir ¢/ € I
(j=k+1,...,n).Es folgt: ¥/ (¢(N)) = ¢, also: ¢(N) C N°. O
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(3.59) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, D eine involutive Distribution auf M und p € M.
Dann existiert eine maximale Integralmannigfaltigkeit ¢: N — M durch p und fiir jede andere
Integralmannigfaltigkeit : N — M durch p mit zusammenhingende N, gilt:

p(N) C o(N).

Beweis. Wir definieren die Teilmenge

C:= {P eM - 3 (stiickweise) glattes y: [0,1] — M mit y(0) = pp und (1) :}

p und ’)’(t) € D’y(t)/ Vt € [0, 1]

und wollen nun C mit einer Topologie versehen und Mannigfaltigkeit-Struktur versehen,
die die Inklusion i: C < M zu einer Integralmannigfaltigkeit von D macht.

(a) Dazu tiberdecken wir gemaf3 (3.55) mit Frobenius-Boxen x,: U, — W C R" und diirfen
wegen der abzédhlbaren Topologie von M annehmen, dass wir davon nur abzédhlbar viele
brauchen, « € N (Vgl. Beweis von (1.56)). Fiir jedes p € C wahlen wir nun, ein fiir
allemal fest, ein a(p) € N mit p € U,(p), auf der p liegt, Sp:

Sp = {17 S uzx(p) : x{X(Q) = X{X(P), j= k+1""’n}

(wo k = rg(D) ist). Da jede glatte Kurve in S, integral ist (die ganze Scheibe S,, ist ja
integral) und S, (weg-)zusammenhingend ist (denn S, = WK C R¥), ist mit p € C auch
SpinC, Sy, C C. Es ist also

C= U Sp

peC

Wir betrachten nun jede Scheibe S, vermége x4(,)ls,: Sp — WK C R als bijektiv zum
(offenen) Einheitswiirfel W¥ und versehen S, mit der Topologie 7, die Xa(p) | s, zu einem
Homoomorphismus macht (d.i. die Relativtopologie von S in M). Dann setzen wir

B:= )1 CPBC)

peC

und behaupten, dass 9B eine Basis der von ihr erzeugten Topologie T auf C ist.

Ist ndmlich V,, € S, von V) C S, offen (p,p’ € C), so muss Vy, NV Vereinigung
von Elementen aus B sein. Ist g4 € V, NV}, so gibt es wegen der Offenheit von Uy,
zunéchst einen offenen k-Ball B C V, um g (via Xa(p) |5F), so dass B C Uy (pr) ist. Weil
aber q € B ist, B integral (und zusammenhéngend) ist damit nach (3.58) auch B C S/
und damit, nach evtl. Verkleinerung, auch in V). Jedes g € V, N V), liegt also in einem
B € B und damit ist V,, N V}; Vereinigung von Elementen aus B. Insbesondere: Die von
T auf jedem S, induzierte Topologie ist damit 7, (und nicht feiner).

(b) Diese Topologie ist hausdorffsch, denn sind p,q € C mit p # ¢, so wiahle man zunéichst
offene Umgebungen U, € A(p), U, € A(g) in M, die disjunkt sind, U, N U,; = @. Dann
schneide man diese mit den zugehorigen Scheiben,

Dann sind V), V; C C offene Umgebungen von p bzw. g und disjunkt.

C ist mit T auch lokal euklidisch ist (von der Dimension k), denn zu p € C ist offenbar
Sp C C eine offene Umgebung eine offene Umgebung, die via x,(p)[s, homdomorph zu
Wk C R¥ ist.
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(©)

(d)

Behauptung: (C, 7) hat abzdhlbare Topologie.

"In jeder Box U, konnen sehr viele Scheiben N,ff C U, zu C gehoren. Es ist gewisser-
mafien das Hauptproblem etwa auszuschliefien, dass nicht alle dazu gehoren konnen
und damit etwa (= M unmoglich wird). .

Da jedes S, C U,x(p) eine abzihlbare Basis hat und es nur abzihlbar viele Boxen U,
gibt, reicht es zu zeigen, dass aus jeder Box U, nur abzahlbar viele Scheiben Nt zu C
gehoren konnen.

Sei also U, fest und p € U, N C. Dann gibt es also eine Integralkurve «: [0,1] — M von
po nach p. Wegen der Kompaktheit von [0, 1] gibt es dann ag, a1, ..., 4, € Nund 0 = t5 <
t1 < ---<t, =1,s0 dass ’V|[t,;1,ti] C Uy, ist. Da [tj_1,t;] zusammenhingend ist, muss
'y([ti,l, ti]) in nur einer Scheibe von U,, enthalten sein. Da es nur abzdhlbar viele Folgen
Uy, € Uy C -+ C U, = U, gibt, reicht es zu zeigen, dass es fiir jede solche Folge nur
abzdhlbar viele Scheiben in U, gibt, die man beim Durchgang durch U,, (i =0,...,7)
erreichen kann. Dazu reicht es, dass beim Ubergang von Uy zu Up (mit a = a; 1, B = a;)
jede Scheibe S C U, an nur abzdhlbar viele Scheiben von Ug ankoppeln kann. Aber SN
Up ist selbst eine Mannigfaltigkeit und daher von abzéhlbarer Topologie. Sie hat damit
nur abzdhlbar viele (Weg-)Zusammenhangskomponente (Ubung). Jede Komponente
von § N Uy ist also zusammenhéngend und integral in Uz und muss deshalb nach (3.58)
in nur einer Scheibe von Uy liegen. Damit koppelt S an nur abzédhlbar viele Scheiben
von Uy an und damit ist C von abzéhlbarer Topologie und somit eine k-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit, die nach Definition auch (weg-)zusammenhéngend ist.

Als glatten Atlas fiir C wahlt man nun die Karten x,()[s,: Sp — Wk C RF. (deren
Ubergange glatt sind, weil sie Einschrankungen von den Ubergéngen von x,: U, — W
sind.) Die Inklusion i: C — M ist nun offenbar eine injektive Immersion (weil WK —
W", x — (x,0) immersiv ist). SchlieBlich ist wegen

TC, = T(Sp)p = Dy,
also auch Di,(TC,) = Dy, i auch integrale Mannigfaltigkeit.

Ist 9: N — M irgendeine andere Integrale Mannigfaltigkeit durch py mit zusammen-
hingenden N, so sei p = ¢(q) € ¢(N) beliebig und ¢(q0) = po. Dann gibt es einen
(stiickweise) glatten Weg B: [0,1] — N von go nach g (denn N ist auch wegzusammen-
héngend und wenn es einen stetigen Weg von go nach g gibt, so auch einen stiickweise
glatten (Ubung). ) Die Kurve 7y := ¢ o § ist dann stiickweise glatt und auch integral,
weil
7(t) = Dogr) (B(t)) € im(Dgg(y) = Dy

ist und damit liegt p auch in C. Das zeigt, dass i: C — M maximale Integralmannig-
faltigkeit ist und das Bild jeder anderen zusammenhé&ngenden Integralmannigfaltigkeit
in C enthalten ist.

O

(3.60) Kommentar. Was jetzt noch fehlt, ist die Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie), denn:
isteben i: C < M auch ¢: N — M eine maximale Integral-Mannigfaltigkeit durch einen
Punkt pg € M, so ist zwar ¢(N) = C nach (3.59), weil zundchst ¢(N) C C ist, aber wegen
der Maximalitdt von ¢ dann gleich C sein muss. Es konnte aber sein, dass C vermoge ¢ mit
einer anderen Topologie versehen ist als vermoge i: C — M, so dass die Mannigfaltigkeit-
Strukturen auf C vermoge i und ¢ verschieden sind. Dass das nicht passiert besagt nun:
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(3.61) Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, D = (D) yem eine involutive Distribution auf
M und py € M. Dann gibt es eine (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmte maximale Integral-
Mannigfaltigkeit durch po.

Beweis. Seii: C — M die maximale Integral-Mannigfaltigkeit durch py nach (3.59) und
¢: N — M eine beliebige andere. Wir wissen schon (vgl. (3.58)), dass ¢(N) = C ist, also
gibt es ein eindeutig bestimmtes : N — C mitio = ¢ (ndmlich ¢ =i ! o ¢, wenn i als
Bijektion von C auf C C M betrachten).

P

N—M

AN

A i

4)\§T
C

(a) Behauptung: 1 ist stetig.

Sei p € N beliebig, g := ¢(p) € C und sei V C C eine offene Umgebung. Zu zeigen:
p~1(V) ist Umgebung von p (= ¥ ist stetig in p).

Sei dazu x: U — U’ C R" eine Frobenius-Box um g und S C U die Scheibe in
U, die g enthélt. Dann sei 0.E. V C S. Da ¢ stetig ist, ist ¢~} (U) C N offen. Sei
W C ¢ 1(U) die Wegkomponente, die p enthilt. Dann ist auch W offen (da N lokal
wegzusammenhingend ist). Da nun ¢|w: W — U C M Integral-Mannigfaltigkeit ist
mit g € im(¢|w), gilt nach (3.58), dass ¢(W) C S sein muss. Aber

4)|WZ W —S
ist stetig und damit (¢|w) 1 (V) C W offen. Also ist
pLV)OW = (plw) (V)
eine Umgebung von p.

(b) Behauptung: ¥ ist sogar Diffeomorphismus.
Dazu: Nach (3.43) ist i nicht nur stetig, sondern sogar glatt. Es ist aber auch

Dy, = Di; ' o Do,

(wo man D1, als Isomorphismus von TC,; nach D, € TM, betrachtet) ein Isomorphismus,
fiir alle p € N. Nach dem Umkehrsatz ist damit ¢ ein lokaler Diffeomorphismus. Aber
1 ist bijektiv und damit ein (globaler) Diffeomorphismus.

Also sind ¢ und i 4quivalent und damit die maximale Integral-Mannigfaltigkeit i: C —
M eindeutig bestimmt.

O]

(3.62) Beispiel. Sei M = T? = R?/Z?. Identifiziere nun zunéchst T(T), kanonisch mit
R? vermoge
Dr,: R* = T(R?); — T(T?),

(unabhéngig von der Wahl des Urbildes p € R? unter der kanonischen Projektion 77: R? —
T?) und betrachte dann X, € X(T?), « € R\ Q,

Xo(p) = (1,&) € R* 2 T(T?),,.
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und D = (D,),

Dann ¢: R — T2,

12

(P(t) = [(t, D‘t)]

die maximale Integral-Mannigfaltigkeit durch pg = [(0,0)] und C = ¢(R) C T? trégt nicht
die Relativtopologie von T? (wenn man C die Mannigfaltigkeit-Struktur von R gibt). C liegt
namlich dicht und die von der Teilraumtopologie von C induzierte Topologie auf IR ist nicht
mal lokal wegzusammenhangend.
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