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Kapitel 1

Etwas Aussagenlogik

1.1 Mathematische Aussagen

mathematische Aussage = Aussage, die eindeutig wahr (w) oder falsch (f) ist
Verbindung mathematischer Aussagen durch Junktoren, die durch ihre Wahrheitstafeln definiert

werden.

1.2 Einstellige Junktoren

(i) Die Negation (non-Junktor, in Zeichen: — )

Al -A
w| f A: mathematische Aussage
f | w

(ii) Die anderen (weniger wichtigen) sind:

A H x1 A ‘ x9 A ‘ x3 A
w w w f
f w f

x1 - Verum, %o - Affirmation, *3 - Falsum

1.3 Zweistellige Junktoren

Wir schreiben J(A, B) oder AJB, wenn wir den Junktor J auf die Aussagen A und B anwenden.

(i) Die Konjugation (Und-Junktor, in Zeichen: A)

A|B| AAB
w | W w
w | f f
flw f
f|f f

“Aund B* ist also genau dann wahr, wenn A und B wahr sind.

Beachte. Ist in Ubereinstimmung mit der Umgangssprache.
(74) Die Disjunktion (Oder-Junktor, in Zeichen: V )
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(iid)

(iv)

1.4

f|f f

“A oder B“ ist also genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A oder B wahr ist.

Beachte. Nicht unbedingt im Einklang mit der Umgangssprache.
Die Implikation (Wenn-Dann-Junktor, in Zeichen: —)

A|B|A=B
w|w w
w | f f
f|w W
f|f w

“Aus A folgt B“ oder “A impliziert B¢

Beachte. Abweichung von der Umgangssprache. “A folgt B “ ist z.B. stets richtig, wenn A falsch
15t.

Beispiel 1.3.1. “Wenn Fortuna Diisseldorf in der Saison 13/14 deutscher Meister ist, ist 5 eine
gerade Zahl® Ist eine wahre mathematische Aussage.
Die Aquivalenz (in Zeichen: <)

A|B| A+ B
w|w A4
w | f f
f|w f
f|f A

“A aquivalent zu B* oder “A genau dann wenn B*“ oder “A wenn, und nur wenn B“.

Aussagenlogische Formel

Aussagenlogische Formel = Aneinanderreihung von Aussagen vermége von Junktoren.

Tautologie: Aussagenlogische Formel, die stets den Wahrheitswert wahr (w) annimmt, egal welche
Wahrheitswerte die Eingangsaussagen haben.

Beispiel 1.4.1. —=(—A) <+ A (beachte: Klammersetzung)

Beachte. Auch die doppelte Verneinung kann umgangssprachlich etwas anderes bedeuten, zum Bei-
spiel: “Da ist nirgends nichts gewesen aufler hier® (zum Mdassinger Generalstreik am 31.03.1933)

Beweis. Zu 1.4

| -

(=4) | =(-4) & A
f

W

A |
w
f

£ W
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1.5 (A< B)«< (A= B)A(B—A))
Behauptung: Auch (A<« B) <> (A — B)A (B — A) gilt.

Beachte. Einfiihrung von < wdre gar nicht nétig gewesen. Wir hitten ihn auch durch
(A— B) A (B — A) beschreiben konnen

Beachte. Selbst den Implikationsjunktor“— < hdtte man nur mit “=“ und “V“ beschreiben konnen,
denn (A — B) <> (WA V B) (ohne Beweis). Auflerdem gilt (ohne Beweis): (AN B) <> =(=AV —B)

Beweis. Zu 1.5

A|B||A+B|A—-B|B—-A|(A-BAB—=A) | (A< B)< (A= B)A(B— A)
w|w w w w w w
w | f f f w f W
flw f w f f w
f|f w W w w W
O
1.6 Satz: Beweisprinzip Kontraposition
Satz 1.6.1. Die folgende aussagenlogische Formel ist eine Tautologie:
(A— B) < (-B — —A)
Beweis. Durch Wahrheitstafeln:
A|B|A=B|-A|-B|-B—-B| (A= B)+ (-B— A)
w | W w f f w w
w | f f f w f w
flw w w f w w
f|f w w w w w
O



Kapitel 2

Mengen und Abbildungen

2.1 Axiomatische Mengenlehre

Die axiomatische Mengenlehre stellt ein Axiomsystem auf, welches u.a. folgendes gewéhrleistet:

e Existenz von Mengen, z.B. leere Menge ()

e Existenz von unendlichen Mengen, z.B. N = {1,2, 3, ...} (die natiirlichen Zahlen)

e erlaubt aus gegebenen Mengen neue konstruieren zu kénnen.

Fiir uns geniigt ein naiver Zugang:

Menge = Zusammenfassung von wohlbestimmten Objekten zu einem Ganzen
Diese heiflen Elemente der Menge und wir notieren:
x € M M ist eine Menge

Angabe von Mengen geschieht héufig so:

o M = {1,2,3} (vollstdndige Angabe der Elemente von M falls M endlich)

o M =1{1,2,3,...} (,,drei Piinktchen*, wenn klar ist wie es weitergeht, (M unendlich))

e sei M eine Menge. Dann heifit eine weitere Menge N Teilmenge von M, wenn gilt:

xreN = zeM (:>: umgangssprachliche Implikation)

Notation: N C M, wenn N Teilmenge von M. Sei ¢ eine Eigenschaft, die die Elemente von M
entweder haben oder nicht haben (Notation: € M hat die Eigenschaft ¢ <: e(x))
Die Axiomatische Mengenlehre muss gewéhrleisten, dass bei Vorgabe von e

N ={z € Mle(x)}

wieder eine Menge (und damit Teilmenge von M) ist.

Beispiel 2.1.1. M =N, ¢ = gerade sein

N = {z € N|z ist gerade} = {2,4,6, ...}



Analysis 1 Prof. Dr. Frank Loose

2.2 Russellsche Antinomie

Beachte, dass ich FEigenschaften nur von Elementen einer gegebenen Menge betrachte, nicht aber
aller Mengen. Denn das wiirde zu Widerspriichen fithren, was folgendes Beispiel von B. Russell zeigt
(“Russellsche Antinomie®):

Sei ¢ die Eigenschaft: x ¢ x. Dann kann:

N = {z|z ¢ x}
keine Menge sein, denn

LFall: N¢ N Nen

2. Fall Ne N & ' N¢gN

Dies fiihrt in zu einem Widerspruch.

Notation zu Teilmengen: Sei M eine Menge. Dann muss das Axiomensystem liefern, dass die
Potenzmenge von M
P(M) := {N C M} = {N|N C M}

deren Elemente alle Teilmengen von M sind, wieder eine Menge ist. Beachte also:
NCM<«+ NePB(M)
Insbesondere hat B die folgenden Elemente:
o (
e M und ) # M, falls M # 0 ist.
Beachte. P(0) = {0} ist nicht leer.

2.3 Operationen auf Teilmengen

Wir betrachten folgende Operationen fiir Teilmengen einer gegebenen Menge M. Seien Nj, No C M.
() Dann heifit
N1 U Ny = {IL‘EM|IL‘EN1\/$€N2}

Vereinigung von Ni und Ns.
(7i) Dann heif3t
N1N Ny = {SUEM|$EN1/\I€N2}

der Durchschnitt von N; und Ns.
(747) Dann heifit
Nl\NQ = {I‘ € M‘l‘GNl/\JZ'Q_ENQ}

Differenzmenge von N; und N,. Insbesondere notieren wir mit CN := M \ N fiir N C M die
Komplementmenge.

Es gibt nun eine Reihe von Rechenregeln, die wir immer wieder brauchen, aber nicht alle so genau
bewiesen werden wie z.B. die folgende:

N U (NQ N N3) = (N1 U NQ) N (Nl U Ng) (*)

Um das zu beweisen, zeigt man

(i) N1 U (NQ ﬂNg) - (Nl UNQ) N (N1 UNg)
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(11) Ny U (NQ N Ng) D) (Nl U Ng) N (N1 U Ng)

Beweis.
Zu (i): Sei x € N1 U (N2 N N3), also x € Ny oder x € Ny N N3

1. Fall: € Ny = z€ NfUNy und x € Ny U N3
:>$€(N1UN2)Q(N1UN3)

2. Fall: x € NoN N3 = € Nyund x € N3
:>x€N1UN2undeNluNg:>x€(N1UN2)ﬂ(N1UN—3)

= (i)
Zu (ii): Seixz € (N1 U Ng) N (N1 U Ng) = T € (Nl UNQ) und z € (N1 UNg)

1. Fall: {L‘ENlé.fENlU(NgmNg)
2. Fall: $EN2undl‘€N3:>l‘EN2ﬂN3:>$EN1U(NQQN3)

= (ii) = ().

2.4 Relationen

Seien M7 und My Mengen. Dann betrachten wir die geordneten Paare
(z1,22) mit 1 € My, 9 € Mo

Beachte.
(i) (z1,z2) ist i.A. etwas anderes als (xa,x1)

(i) (x1,x2) ist auch etwas anderes als die Menge {x1,x2}. Bei einer Mengenangabe kommt es nicht
auf die Reihenfolge an, und Elemente diirfen mehrfach erwdhnt werden.

{r1, 22} = {29, 21} = {71, 72, 72}
Die axiomatische Mengenlehre, die wir verwenden, muss so reichhaltig sein, dass
My x My = {($1,l’2)|$1 € My, x9 € MQ}

wieder eine Menge ist. Wir nennen sie das kartesische Produkt von M; und M>.

Eine Relation zwischen M; und My ist eine Teilmenge R C M; x Ms. Notation: (z1,x2) € R
schreibe x1 Rzs.

Definition 2.4.1. Sei M eine Menge. Eine Relation A C M x M heifit Aquivalenzrelation auf M,
wenn folgendes gilt (wir notieren dabei A =~):

(a) Fiir alle z € M gilt: x ~ x (Reflexivitét)

(b) Fur alle z,y € M gilt: x ~y =y~ z (Symmetrie)

(¢) Fir alle z,y,z € M gilt: x~y, y~ 2z = x ~ z (Transitivitit)

Haufig werden Aussagen iiber Elemente einer Menge getroffen, iiber die quantifiziert werden muss.
Die mit Abstand wichtigsten Quantoren sind dabei:

e fiir alle z € M, Notation: Vz € M (Allquantor)

e cs existiert ein x € M, Notation: 3x € M (Existenzquantor)
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Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann heiBt
[z] :={y e Mly ~a} C M
Aquivalenzklasse von z € M
= [2] € (M)
Beachte. [z] # 0, da = € [z] (aufgrund der Reflexivitit)

Bemerkung 2.4.2. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M und x,y,z € M. Dann gilt:
Entweder ist [x] = [y] oder [z] N [y] = 0

Beweis. Sei [x] N [y] # 0. Z.z.: [x] = [y]. Zeige also: [z] C [y]
Sei z € [x] N [y]

=z € [z], also z ~ x

=z € [y|, also z ~y

Symmetrie Transitivitéat
= r~zZ,zAy = T~y
Transitivitéat
=

Sei w € [z] beliebig, also w ~ x w~y=we [y = [z] C [yl
Aus Symmetriegriinden (Vertauschen der Rollen von z und y) = [y] C [z] = [z] = [y]

[2]

Abbildung 2.1) Menge M mit Aquivalenzklassen

Seien (B;);es die paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen von ~ in M, d.h.
(i)
BiﬂBjZQfﬁI‘i#j

U&:M

il

(i)

Hier bedeutet x € |J,c; Bi < 3j € [ : x € B
Man erhélt eine Partition der Menge M.

Definition 2.4.3. Sei M eine Menge. Eine Familie von nichtleeren Teilmengen B; von M, P = (B;);er,
heifit Partition von M, wenn gilt:

(a) Vi,jel,i#j: BiNB; =1

(b) Uie[ Bi=M )

Schreibweis: Disjunkte Vereinigung: | J;.;B; = M bedeutet (a) und (b).
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Also: Aquivalenzrelation auf M ~ Partition auf M.
Frage: Kommt jede Partition auf M so zustande und wenn ja, ist die Aquivalenzrelation, die zu P
fithrt auch eindeutig?

Satz 2.4.4. Sei M eine Menge und P = (B;);er eine Partition auf M. Dann gibt es genau eine
Aquivalenzrelation ~ auf M, sodass B; (i € I) gerade die Aquivalenzklassen von ~ sind.

Beweis.

(a) Eindeutigkeit von ~:
Sucht man nach einer Aquivalenzrelation ~ auf M, sodass (B;);ec; genau die Aquivalenzklassen
von ~ sind, so gibt es dafiir nur einen Kandidaten

r~y:=diel:xeBL,ye B (x)

Denn fiir [z] € M muss es genau ein ¢ € I geben mit: [x] = B;
Es ist dann also:
y~zeyElz] =B,
also z,y € B;.
Es gibt also hochstens eine solche Aquivalenzrelation
(b) Existenz von ~:
Priife nun, ob durch (x) wirklich eine Aquivalenzrelation auf M gegeben wird.
(i) Reflexivitdt: .
Seiz e M. Da M =]
(ii) Symmetrie:
Seien z,y € M mit x ~ y.
Def.
=

;e existiert (genau) ein i € I mit x € B;. = = ~ x.

Jiel:xz e BNy € B; (Da der A-Junkor symmetrisch ist)

= diel:y€ BNz € B;

Def.
:e>fy~x

(iii) Transitivitdt:
Seien z,y,z € M mit x ~y, y ~ 2
= diel:x € B, ANy € B;
= djel:ye BjANz€ B
DaBiﬁBj=®fﬁri7éj:>é:j
Also: Jiel:x € BiANze€B;, =z ~z
O

Definition 2.4.5. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Dann fasst man die Aquivalenzklassen

von M zu einer neuen Menge wie folgt zusammen:
Q = {[z] e B(M)|z € M} C B(M)
Q heiBt Quotientenmenge von M nach der Aquivalenzrelation ~ und wird auch so notiert:
Q:=M,

Ist B € Q eine Aquivalenzklasse, so nennt man jedes Element z € B einen Représentanten von B,
B = [x]

Im folgenden wird ein naiver Umgang mit der Addition und der Multiplikation der ganzen Zahlen
Z=A.,-2,-1,0,1,2,...} benutzt.

Beispiel 2.4.6. Sei n € N. Wir definieren fiir z,y € Z:
ey e n|ly—z) (%)

Hier benutzen wir fiir a,b € Z:
alb = ImeZ:am=>

(’a teilt b’ oder ’b ist ein Vielfaches von a’)

10
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Behauptung : ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(i) Reflexivitit:
x~zx,denn n|0 =z —x, weil n-0=0
(ii) Symmetrie:
Sei z,y € Z mit z ~y

= nl(ly—x)=Ir€Zn-r=z—x Setze s = —r.

>n-s=n-(—r)=-n-r=—(y—x)=x—y
= n|(z —y)
= Yy~

(iii) Transitivitdt:
Seien z,y,z € Z mit x ~ y und y ~ z.

= 3dreZ:n-r=y—=x
ds€Z:n-s=z—y.Setzet:=r+s€Z

=n-t=n(r+s)=nr+ns=y—zr+z—y=z—2x
= nl(z —x)

= T~z
Die Aquivalenzklassen von ~ sehen also so aus:

{..., =2n,—n,0,n,2n, ...}
={.,-2n+1,-n+1,1,1+n,1+2n,..}

m': {=2n4+(n-1),-n+(n-1),n—1(n—-1)+n,(n—1)+2n,..}

Die Quotientenmenge () = Z _, sieht also so aus:

2.5 Abbildungen

Einer der wichtigsten Begriffe in der Mathematik ist folgender:

Definition 2.5.1. Seien A und B Mengen. Dann nennen wir eine Relation R zwischen A und B,
R C A x B, eine Abbildung von A nach B, wenn es zu jedem Element a € A genau ein Element
b € B gibt mit (a,b) € R.

A xB

11
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Wir fassen dann R als eine Zuordnung von A nach B auf und schreiben
fR :A— B
indem wir jedem a € A genau das b € B zuordnen, sodass (a,b) € R ist. Wir schreiben dafiir:

b= f(a)
f:ra—b
Ist f: A — B eine Abbildung, so nennt man
Gr:={(a,;b) c AxB:b=f(a)} CAxB

den Graphen von f.
(Es hat traditionelle Griinde, f als Zuordnung aufzufassen. Beachte, dass bei uns Gy mit R iibereinstimmt. )

Beispiel 2.5.2. (a) Sie A eine Menge. Dann heifit
f=id,: A— A, f(a)=ua

die Identitét auf A
(b) Sei A eine Menge und B C A eine Teilmenge. Dan nennt man

f:iB7A:B—>A, f(b):b (bEB)

die Inklusion von B in A.
(c) Seien A und B Mengen. Dann heiflen

f=pr, :AxB—A, f((a,b)=a

g=prs : AXB—= B, f((a,b)) =b

die Projektionen auf A bzw. B.
Sind A, B und C Mengen und ist f : A x B — C eine Abbildung, so kiirzen wir wie folgt ab:

f((a,b)) =: f(a,b). 5
(d) Sei A eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf A, sowie Q = A ,_ die zugehodrige Quotien-
tenmenge. Dann heifit:

f=m:A=Q, fla)=]q]

die kanonische Projektion von A nach @

12
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2.6 Eigenschaften von Abbildungen
Sei f: M — N eine Abbildung. Sei weiter A C M eine Teilmenge. Dann heif}t
flA):={f(zr) e N:z € A} CN

das Bild von A unter f

Sei ebenso B C N. Dann heif}t

fYB):={xecM: f(z) € B}

das Urbild von B unter f

Bemerkung 2.6.1. Sei f: M — N eine Abbildung und By, Bs C N. Dann gilt:

(a) f~H(B1UBy) = f~HB1)U f1(By)
(b) f7H(BiNBy) = f~1(B1)N f~(Ba)

Beweis.  Zu (a). Sei x € M

Sei x € f_l(Bl U BQ)

Deﬁ':tl f(z) € By U DBy

DAY f(2) € By v f(z) € By

Debf ™ e fYB)vee f1(B)

B ae [ BV (B

13



Analysis 1 Prof. Dr. Frank Loose

Also:
f_l(Bl U Bg) = f_l(Bl) U f_lBQ

(b) &hnlich O
Achtung: Bildnehmen ist nicht ganz so optimal, denn:

Bemerkung 2.6.2. Sei f: M — N eine Abbildung und A1, As C M eine Teilmenge. Dann gilt:
(a) F(A1UAg) = f(A1) U f(A2)
(b) F(A1N Ag) C f(A1) N f(A2)

Beweis. Zu (a). Sei y € N.
Dann ist: y € f(A1 U Ag)

DL 30 € AU Ay flx)=y

Dk dJreM:xcAvVre Ay und f(z) =y

Py e p(A) vy € f(A2)

PEY F(A) U f(A42)

Zu (b). Seiy € N und y € f(A; N Ag)

Def':;gﬂd Jre AinNAy: fx)=y

= Jdzp € A1 : f(z1) =y (nmlich 1 = x) A Jzg € Az : f(z2) = y (némlich 29 = x)
= y € f(A1) ANy € f(As)
= y € f(A1) N f(A2)
= f(A1NAg) C f(A1) N f(A2)
]

Beachte. Den zweiten Pfeil im Beweis kann man i.A. nicht umkehren, da man i.A. nur zwei Urbilder
x1 € Ay und 9 € Ay von y € f(A1) N f(As2) finden kann, die nicht notwendigerweise tibereinstimmen
miussen.

Beachte. Die Inklusion C in Bemerkung 2.6.2 (b) kann wirklich echt sein, d.h. ,C“ soll heifien: ,C“

»=

aber nicht ,=*.

Beispiel 2.6.3. M = {1,2}, N = {1} Sei f : M — N die (einzige) Abbildung

) =72)=1
Sei weiter: Ay = {1}, Ay = {2}
=A1NAy=0
=f(A1NA) =0
Aber
f(A1) = N = f(A2)
=f(A1) N f(A2) =N
Also:
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Definition 2.6.4. Sei f: M — N eine Abbildung. Dann heif}t f
(a) injektiv, wenn gilt:
Vxl,xg cM: 1 7é Tro = f(ml) 7é f(.iL'Q)

(b) surjektiv, wenn gilt:
Vye NIz e M : f(z)=y (& f(M)=N)

(c) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv

Vye Nz e M: f(x)=y

X X
X X X
X X X
X\1~ X

X
M N

Abbildung 2.2) injektiv - alles was getroffen wird wird genau einmal getroffen

M

Abbildung 2.3) surjektiv - alles wird getroffen (auch doppelte Treffer moglich)

15
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\%

M N

X X X X X
X X X X X

Abbildung 2.4) bijektiv - alles wird genau einmal getroffen

Beachte. (a) beweist man oft durch Kontraposition:
Ve, 0 € M : f(x1) = f(z2) = 21 = 22
Beachte. Ist f: M — N injektiv, und sind Ay, Ay C M Teilmengen, so gilt:
f(ALN Ag) = f(A1) N f(A2)
Weil man dann auch den zweiten Pfeil umkehren kann: x1 = x9 =: x

Sei nun f : M — N eine bijektive Abbildung. Dann definiert man die sog. Umkehrabbildung
oder das Inverse von f durch

Also f~1(y) ist das eindeutig bestimmte Urbild von y unter f.

Beachte.
) =)

Ist f nicht bijektiv, so kann f~'({y}) leer sein (weil y ¢ f(M)) oder es kann mehrelementig sein
(wenn f nicht injektiv ist).

2.7 Die Verkettung

Eine wichtige Operation zwischen Abbildungen ist die folgende:

Definition 2.7.1. Seien f: A — B und g : C — D Abbildungen und B C C' eine Teilmenge. Dann
heif3t

gof:A—D
go fa):=g(f(a))

Verkettung von g und f und wird gesprochen: ,,g nach f* oder ,,g komponiert mit f“ oder ,,g ver-
kettet mit f“ o.4.
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fog

Abbildung 2.5) Komposition von Abbildungen

Warnung: ist B C C, so kann man i.A. f o g gar nicht bilden und selbst wenn D C A ist, ist
fog:C — B etwas anderes als go f. Es macht also i.A. gar keinen Sinn nach fog = go f zu fragen.
Selbst wenn A = B = C' = D ist, gibt es keinen Grund fiir die Annahme

fog=gof:A— A

Einfaches Gegenbeispiel: A = {1,2} und f,g : A — A mit f(1) = f(2) = 1 und ¢(1) = ¢(2) = 2
= go f(1) =1 und fog(l) =1 Beachte aber: sei f : A — B eine Abbildung

=idpof=/f, foida=/f

Satz 2.7.2. FEine Abbildung f : A — B ist genau dann bijektiv, wenn es eine weitere Abbildung
g: B — A gibt, so dass gilt:
gof=idy, fog=ridp

Beweis.

,=“: Sei f: A — B bijektiv. Setze g := f~!. Dann gilt:

go f(@) = [ (f(@) = = ida() Vo € A

= go f=1idy
fogly)=f(f"'(y) =y=1id(y) ,Vy € B
= fog=1idp

»=“ Seig: B= Aalsomit go f =idy, fog=1idp.

— Zur Injektivitat von f:
Sei go f(z1) = go f(z2), 1,22 € A.

= r1 = ida(21) = g(f(z1)) = 9(f(22)) = ida(z2) = 72

— Zur Surjektivitét:
Sei y € B. Setze z := g(y)

17
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2.8 Groflenvergleiche von Mengen

Injektive und bijektive Abbildungen sind auch geeignet, Groflenvergleiche zwischen Mengen anzustel-
len. Zum Beispiel gilt fiir zwei endliche Mengen A und B

(a)
|A| <|B| < 3f: A— B injektiv

(b)
|A| =|B| < 3f: A— B bijektiv

Wobei hier gilt: |A| := Anzahl der Elemte von A.
Zu (a):
Sei |[Al=n,neN=3f:{1,2,...n} > A={ a1 ,..., ap } bijektiv

T~~~
=f1)  =f(n)

Betrachte nun fiir n < m die Inklusion

i:{1,..,n} = {1,...,m} = i ist injektiv (klar)
Sei g: {1,...,n} — B bijektiv. Setze h: A — B, h:=goio f~L

h

A

Abbildung 2.6) Kommutatives Diagramm mit ho f =go1

Da die Komposition von injektiven Abbildungen injektiv ist, ist auch h injektiv.

Die Riickrichtung ,,<=“ aus (a) und (b): Ubung

Definition 2.8.1. Seien A, B Mengen. Dann sagen wir,
(a) B ist méchtiger als A (eigentlich besser: ,méchtiger oder gleichméchtig®) , in Zeichen:

AS B,

wenn eine injektive Abbildung f : A — B gibt.
(b) A ist gleichméchtig zu B, in Zeichen
A~ B,

wenn es eine bijektive Abbildung f : A — B gibt.
Beachte.

o < ist reflexiv, A< A, denn idg : A — A ist bijektiv

° st auch symmetrisch, denn ist A < B, so gibt es also ein bijektives f : A — B. Dann ist aber

=~ 1
= : B — A auch bijektiv, also ist auch B < A.

18
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e < ist auch transitiv, denn

A = B vermdge bijektives f : A — B,
B =< C vermdge bijektives g : B — C,
=go f:A— C ist bijektiv
=A< (C
Beachte. < ist auch reflexiv und transitiv, aber i.A. nicht symmetrisch.

Frage: Ist < vielleicht antisymmetrisch, d.h.
A<SB,BSA= A<B?7
Die Antwort darauf liefert der berithmte Satz Schroder-Bernstein

Satz 2.8.2. Ist B mdchtiger als A und ist A mdchtiger als B, so sind A und B gleichmdchtig.

f

A g B
Abbildung 2.7)  f, g i.A. nicht surjektiv

Frage: Wie soll ich daraus ein bijektives h : A — B konstruieren?

Beachte. Ist f : A — B injektiv, so setze C := f(A) C B. Dann ist
f:A=C, fz):= f(z)

biyjektiv, erlaubt also eine Umkehrabbildung

7oA
Man notiert dann (etwas nachlissig) f bzw f71 meist doch wieder mit f bzw. f~1.

Beweis. Wir zerlegen A in drei paarweise disjunkte Teilmengen A, A_ und A, also A = A, UA_UA,
wie folgt:

Fiir jedes x € A priife, ob x € g(B) ist. Wenn ja, bilde y = ¢~ '(z) = g~ () und priife dann, ob
y € f(A) liegt. Wenn ja, bilde f~(y) = f_l(y) und fahre so fort. Auf diese Weise erhalte folgende
Folge von Elementen:

2,9 Y (2), (g (@), ...

Nun unterscheiden wir drei Falle:
(i) Die Folge bricht nach einer ungeraden Anzahl von Schritten ab, d.h.: z ¢ g(B) bzw. f~1(...) liegt
nicht in g(B) ~ A4
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(ii) Die Folge bricht nach einer geraden Anzahl von Schritten ab, d.h. g71(...) ist nicht mehr in f(A)
~ A_
(iii) Die Folge briecht nicht ab: Ihre Mitglieder sind stets in f(A) bzw. g(B).
Und wir setzen nun

h:A— B

f(z), fir v € Ay
h(z):=< g Y(x) firx € A_
f(x), (oder g(z)) firxe Ay

Behauptung: h ist bijektiv. Dazu zerlege B ganz entsprechend
B = B,UB_UB4
entsprechend dem Verhalten von

v f ) g W) ()

Beobachte nun h bildet die Teilmenge A, bijektiv nach B_ ab, denn z € Ay = y = f(z) € B_
Die Folge () von y sieht ja jetzt so aus:

y, [N y) = z,97 (2), g (@), ..

Jedes Element y € B wird auch so getroffen, denn f~1(y) ist offenbar ein Urbild: y = f(x) = h(z).
Da hla, : Ay — B_ in der Vorschrift mit f iibereinstimmt, folgt: h|4, ist injektiv.

= hla, : Ay — B_ ist bijektiv

Ahnlich sieht man, dass h(A_) C B, und dass h|4_ : A_ — By auch bijektiv ist.
SchlieBlich gilt auch: h(As) = Boo mit hla_ : Asc — B ebenso bijektiv ist.
= h ist insgesamt also bijektiv

= A~<B

Bemerkung 2.8.3. Sei A eine unendliche Menge. Dann gilt:
N<A
Mit anderen Worten: N ist die ,kleinste” unendliche Menge.

Zum Beweis muss man also ein injektives f : N — A angeben, also eine Folge in A,

a; = f(i),
sodass die Mitglieder a; (i € N) paarweise verschieden sind:
iF] = aiFa;
Solche gibt man oft rekurvisv an, d.h.:

(i) man bestimmt a; = f(7)
(ii) nehme an, dass fir n € N ay,...a, € N schon bestimmt sind. Gebe dann

ant1 = f(n+1)

aus at, ..., an an.
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Dem liegt das Beweisprinzip der vollstidndigen Induktion zugrunde, das man h&ufig benutzt, um

Aussagen iiber natiirliche Zahlen zu beweisen. Es besagt:

Ist € eine Eigenschaft natiirlicher Zahlen (wir schreiben £(n), wenn ¢ fiir n € N gilt), so gilt. Ist:

(i) e(1), also 1 erfiille die Eigenschaft ¢ (Induktionsanfang)
(ii) e(n) = e(n+1), Vn € N (Induktionsschritt)
so haben alle natiirlichen Zahlen die Eigenschaft e,

{neN:e(n)} =N

Beweis. Zu Bemerkung 2.8.3: Rekursive Definition einer Folge (a;);er in A.
(i) Da A unendlich (c0) ist, ist insbesondere A # (). Wihle ein Element a1 € A.
(ii) Seien ay,...,a, € A schon erklért mit a; # a; fir 1 <i < j <n.Da A oo ist, ist A\{a1,
(sonst wire A endlich). Es gibt deshalb a,, 1 1ca\{a,,....an}

= apy1 #a; (i=1,...,n)

= die Folge (a;);es hat daher paarweise verschiedene Mitglieder und deshalb ist
N> Ai—q;

injektiv und damit N < A

In dem Sinne ist also N , die kleinste unendliche Menge*.
Bis hierher ist nicht klar, ob es iiberhaupt (unendliche) Mengen A gibt mit

N < A, aber N

vy ant £ 0

Definition 2.8.4. Eine Menge A heifit abzihlbar, wenn sie endlich oder gleichméchtig zu N ist,
A = N. Ist A unendlich und abzihlbar, so heiit A abzdhlbar unendlich. Falls A unendlich und

nicht abzahlbar, nennt man A iiberabzihlbar unendlich

Korollar 2.8.5. (Aus dem Satz von Schrider-Bernstein.) Eine unendliche Menge A ist genau dann

abzihlbar, wenn es eine surjektive Abbildung m : N — A gibt.

Beweis. ,,<=*: Da m surjektiv ist, gibt es zu jedem a € A ein g(a) € N mit 7(g(a)) = a Man erhélt

so eine Abbildung g : A — N mit mo g =ida (x) (g heiit ,,ein rechtsinverses von 7). Da id4

injektiv ist wegen (x) auch g injektiv. Also:
A<N

Beachte. N < A, da A unendlich ist. = A=< N
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,=“ ist trivial, da bijektive Abbildungen insbesondere surjektiv sind.

O
Es ist gar nicht einfach {iberabzihlbare Mengen zu konstruieren. Z.B. gilt:
Bemerkung 2.8.6. Sind Bi, By C M abzdhlbar, so ist auch By U By abzdhlbar
Beweis. Es reicht ein surjektives 7 : N — B; U Bs anzugeben. Sei
A1 :={n e N:nist gerade } CN
Ay :={n € N: n ist ungerade } C N
= N= A]_UAQ
Da A; und As unendlich sind, gilt:
N S./ A17 N g A2
Ebenso, da A1, A> C N sind und die Inklusionen i1 : Ay — N, 45 : As — N injektiv sind:
AL SN, A SN
Also ist nach Schréder-Bernstein:
A1 ~ N, A2 ~N
(Hier kann man bijektive Abbildungen
f1 N — A1
f2 N — A2
auch direkt z.B. durch
fi(n) =2n
fz(n) =2n—-1
angeben)
Da B; = N und By =~ N, existieren bijektive Abbildungen
m N — By
9 : N — BQ.
Setze nun:
m:N— B1UB>y
T 0 ffl falls n € Ay
m(n) = )
T 0 fy falls n € As
= 7 ist surjektiv (sogar bijektiv, falls By U By = 0)).
= Bj U By ist abzihlbar. ]

Bemerkung 2.8.7. Abzihlbare Vereinigungen von abzdihlbaren Mengen sind wieder abzdhlbar:

M D B, abzdhlbar ,n € N

= U B,, ist abzahlbar
neN
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Beweis. Zerlege dazu die natiirlichen Zahlen N in abz#&hlbar viele unendliche Teilmengen A, C Nn € N

N:UAn

neN

Das kann man z.B. so machen (nach G. Cantor):

2
2 4 7 11 16
5 8 12 17 23
9 13 18 24

S TR W N
=
(an}
=
S
—_
Nej
[\]
ot

Sei 0 : N — N mit o(k) = die Zeile in der k € N steht. Z.B.: 0(3) =2, 0(4) =1
Sei nun A,, die Teilmenge von Elementen in N, die in der n-ten Zeile dieses Tableaus stehen. Also:

Ap ={1,2,4,7,11,16, ...}

Ay = {3,5,8,12,17,23, ...}
Ag = {6,9,13,18,24}

= Jedes A, ist unendlich, also A, =~ N, sei f,, : N — A, eine Bijektion.
Da B,, abzdhlbar ist, gibt es eine Surjektion m, : N — B,,. Setze nun:

Tm:N— U B,
neN
m(k) =7y o fa_(}g) fallsk € A,y

Wo A, die Teilmenge ist, die k enthélt, k € A,y (siehe Tableau auf Seite 23) = 7 ist dann surjektiv
= U,en Bn ist abzihlbar. O

Beachte auch, dass daraus folgt:
Sind A und B abz#hlbar, so ist auch A x B abzéhlbar, denn:

Ax B= U A x {b}
N——
b€B  byahlbar

abzahlbar

/

= abzahlbar
Der folgende bekannte Satz liefert die Existenz iiberabzéhlbarer Mengen:

Satz 2.8.8 (Satz von Cantor). : Fir alle Mengen A gilt, dass die Potenzmenge B(A) von A echt

mdchtiger als A ist,
A SB(A), aber A% P(A)

Also gilt z.B.: B(N) ist iiberabzéhlbar und
N5 BN £ PAN) == P(PN) £ B (N)
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Beweis des Satzes von Cantor.

A <SPB(A), denn
f:A—=B(A)
f(x) = {z}
ist injektiv
Wire aber A =~ PB(A), giibe es aber ein bijektives

m:A—P(A).

Diese Abbildung kann aber nicht surjektiv sein. Ist ndmlich 7 : A — P(A) eine beliebige Abbildung,
So setze
B:={zecA:x¢n(x)}
Dann ist B nicht im Bild von 7 (B ¢ 7(A)), denn wire B = 7(zg) (fiir g € A), so wére
(i) rg € B = .’L’o%ﬂ'(‘%‘o):B
(ii) o ¢ B = =9 € m(xo) = B,
was in beiden Fillen zu Widerspriichen fiihrt. O
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Kapitel 3

Die reellen Zahlen

3.1 Algebraische Strukturen
Definition 3.1.1 (Verkniipfung). Sei M eine Menge. Dann heifit eine Abbildung

x: MxM-—M
x(a,b) =:ax*b
eine Verkniipfung auf M

Definition 3.1.2 (Kérper). Ein Tripel (K, +,-) bestehend aus eine Menge K mit mindestens 2 Ele-
menten und zwei Verkniipfungen + und - auf K heifit ein Kérper, wenn folgendes gilt:

Fiir die Verkniipfung “+“ (Addition):

(a1) Vz,y,z € K:
(x+y)+z=x+ (y+2)

Assoziativgesetz der Addition.

(a2) Vz,y € K:
rT+Y=y+zx

Kommutativgesetz der Addition.

(az) Es existiert ein Element 0 € K, sodass gilt: Vy € K:
r+0==2x
Existenz eines neutralen Elements der Addition (Nullelement).

(ag) Yz € K3y € K, sodass gilt:
z+y=0

Existenz des Inversen der Addition (das Negative).

Fiir die Verkniipfung “-“ (Multiplikation):

(b1) Vx,y,z € K:
(@-y)-z=z-(y-2)

Assoziativgesetz der Multiplikation.
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(be) Va,y € K:

Kommutativgesetz der Multiplikation.

(bs) Es existiert ein Element 1 € K, sodass Vo € K:
z-l=x
Existenz des neutralen Elements der Multiplikation (Einselement)

(by) Vo € K* := K~ {0} Jy € K*:
rz-y=1

Existenz des Inversen der Multiplikation. Im folgenden wird das multiplikativ inverse Element
mit 27! bezeichnet:
r-x =1

(¢) Va,y,z € K gilt:
z-(y+z)=(r-y) +(z-2)
Distributivgesetz

Bemerkung 3.1.3 (Eindeutigkeit von Nullelement, Einselement und der inversen Elementen).
(i) Das so genannte Nullelement ist eindeutig bestimmdt.
(ii) Das so genannte Einselement ist eindeutig bestimmit.

(7i1) Das inverse Element der Addition ist eindeutig bestimmdt.

(iv) Das inverse Element der Multiplikation ist eindeutig bestimmt.

Beweis. (i) Sei 0 € K das bekannte Nullelement und 0/ € K ein weiteres. Dann gilt:

(a2) (*x2)

Wy i@y @y

o
(%1) gilt, da 0 neutrales Element ist. (x2) gilt, da 0" neutrales Element ist.
(77) Sei 1 € K das bekannte Einselement und 1" € K ein weiteres. Dann gilt:
@y @y

(x1) gilt, da 1 neutrales Element der Multiplikation ist. (x2) gilt, da auch 1’ neutrales Element
der Multipliaktion ist.

(13) Seien x,y1,y2 € K mit:
r+yr=x+y2=0 (%)
Dann folgt:

i @0yt @) Y gt ) e 2 @)+ ) L0 2y 02y,

(iv) Seien z,y1,y2 € K mit
Ty =x-y2=1 (%)
Dann gilt:

b * b b * b b
n 21y @) R n2) e Z ) e Dl By 12y,
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Definition 3.1.4 (Division). Fiihre nun die Division auf K wie folgt ein: Vz € K,Vy € K*

Vereinbarung: Punktrechnung geht vor Strichrechnung und der Punkt fallt oft einfach weg. Z.B
liefit sich das Distributivgesetz dann so:
x(y+2)=xy+axz
Bemerkung 3.1.5. Sei (K, +,-) ein Kérper und 0 das Nullelement von K. Dann gilt fiir alle v € K :

z-0=0

Beweis. Vr € K ist:
$'0(2)$(0+0)(=C)x'0+$-0 (%)
0% 04 (—z-0)
(2 04+2-0)+ (—x-0)
L2.0+(x-0+(—x-0)
@ o 0+0=2-0
L]

Beachte, dass deshalb die 0 und die 1 in einem Korper verschieden sein miissen, denn wére 1 = 0

so gilte Va,y € K:
a;(bzl)a;-lzx-():O

= Es gibt nur ein Element in K
Dies steht aber in Widerspruch zur Voraussetzung, dass K mindestens zwei Elemente haben muss.

Vorstellung der reellen Zahlen:
Reelle Zahlen stehen in 1:1-Beziehungen zu Punkten auf einer Geraden, auf der zwei Punkte 0 und

1 ausgezeichnet sind. Die reelle Zahl, die zum Punkt z gehort, soll dann den gerichteten Abstand
zum Punkt 0 in der Einheit, die durch 1 gegeben ist, wiedergeben. Die 0 und die 1 sollen dann die
Funktion des Null- und des Einselements in R als Korper einnehmen. (R, +, -) soll also ein Kérper sein.

Man definiert dann (wenn man R = {reelle Zahlen} hat)
N:={1,2,3,.}CR
wobei 2:=1+1,3:=1+1+1, usw
die natiirlichen Zahlen

Z:={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,.} CR
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die ganzen Zahlen

Q:= {SGR:pGZ,qGN}QR
die rationalen Zahlen.
Damit erhalten wir:
spéter C
NCZCQ C
Beachte. Q ist selbst ein Korper, Z und N nicht.

Beispiel 3.1.6. Der Korper Fo mit zwei Elementen wird so definiert:

F2:{1a2}
Blo 1 @01
00 1 0[o0 o
11 0 10 1

Beachte. Hier gilt:2=1+1=0

Beispiel 3.1.7. Der Korper C der komplexen Zahlen (C, +, ) wird so definiert: (wir gehen davon aus
die reellen Zahlen schon zu haben)

C=RxR

Definiere nun: mit z := (x1,x2),y := (y1,¥2), 2 := (21, 22) € C.

Fiir die Addition auf C gelte:

z+y = (21,22) + (Y1, ¥2) = (¥1 + Y1, 22 + 2)
Fiir die Multiplikation auf C gelte:

z-y = (21,22)(Y1,42) = (2152 — T2y2, T1Y2 + T2y1)
Beachte: i := (0,1)

i =(0,1)(0,1) =(0-0-1-1,0-1+1-0) = (~1,0) = —(1,0) = —1¢

Dadurch kann man Multiplikation zuriickgewinnen:

(2,9) = (@,0) + (0,y) = (1,0) + y(0,1) = x + iy

. NG . . 9
= (21 +iy2)(v2 + 1y2) = @122 + T11Y2 + Y122 + Y12
= (2172 — Y1y2) +i(T1Y2 + Y122)
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3.2 Ordnungsstruktur auf R

Bisher sind die algebraischen Strukturen “+“ und “- “ auf den reellen Zahlen eingefiihrt. (R, +, -) ist ein
Korper. Das reicht nicht, Analysis auf R zu betreiben. Wir brauchen noch eine Ordnungsstruktur,
die folgendermaflen axiomatisiert wird:

Definition 3.2.1. Sei (K, +,-) =: K ein Korper. Dann heifit eine Teilmenge P C K eine Anordnung
auf K, wenn folgendes gilt:
(a) Fiir jedes x € K gibt es genau eine der folgenden Mdglichkeiten:

xeP, =0 —x€P
D.h.: Wenn wir —P folgendermaflen bezeichnen

—P={-ze€K:xecP}

so gilt:
K = PU{0}U(—P)
(b) Vx,y € P:
r+yecP
(¢c) Vz,y,e P
r-yeP

Dann heifit (K, P) ein angeordneter Korper. Die Elemente von P heiflen positiv, die von (—P) heiflen
negativ.

Bezeichungen: Fiir z,y € K setze
r<y:&y—xeP
r<y:Szr<yoderz=y
T>Yy . =>yY<x
z>y:y<cx

Es folgt dann:

P={zreK:0<uz}
(=P)={re K:z<0}
Bemerkung 3.2.2. Sei (K, P) ein angeordneter Korper. Dann gilt:

(a) Vz,y,a € K
r<y=crta<yta

(b) Vz,y,a € K
z<y,a>0=ar <ay
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()

Va,y,a € K* = KN\{0}

22 =x-2>0 Insbesondere: 1> 0

Beweis.

(a)

Beachte. Vz,y € K
—(z+y)=-2-y
denn:
@ty +(e—y=@@+(2)+y+(-y)=0+0=0=—z—-y=—(z+y)

Sei nun x < y

=(y+a)—(z+a)=y+a—-z—a=y—ax+(a—a)=y—xz>0
=z+a<y+a

Beachte.
(@) =a(~a)

denn:

ar +a(—z) =a(z+(—x)) =a-0=0

= a(—z) = —azx
= a(y —x) =a(y + (—z)) = ay + a(—x)
=ay —ax

Sei nun x <y, a >0

=ay—ar=_a (y—x)>0
>0 >0

= azr < ay

Beachte.

denn:

Daraus folgt:

Fallsz >0=22=2z-2>0
Falls z <0 =(—z) >0
= 22 =(—z)- (—z) >0
O

Vorstellung bei reellen Zahlen als Punkte auf einer Zahlengeraden L mit ausgezeichneten Punkten

0 und 1: Nehme fiir P alle Elemente, die auf der gleichen Seite von 0 liegen, wie die 1.
Aziomatisch: (R, 4+, ) ist ein angeordneter Korper.
Damit sind alle Strukturen auf R eingefiihrt. Es fehlen noch zwei weitere Axiome fiir (+, -, P).
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_o4
[

Beispiel 3.2.3.
(a) (R,+,-, Pr) ist angeordneter Korper. Setzt man fiir Q C R:

P@ =FPRNQ

so ist auch (Q,+, -, Pg) ein angeordneter Korper.
(b) Auf Fy = {0,1} gibt es keine Anordnung, denn

1=-1,

also kann man Punkt (a) der Definition 3.2.1 (Seite 29) nicht erfiillen.
(¢) Auch die komplexen Zahlen C = (R?, +,-) kann man nicht anordnen, denn:

(*1)
Wire i >0 = —1 = i? >1 0. Das steht aber im Widerspruch zu 1 > 0, was auf R gilt.
(%1) gilt nach Vorlesung fiir angeordnete Korper
Wire i < 0 = (—i)? = —1 > 0. Das steht aber im Widerspruch zu 1 > 0, was auf R gilt.

Wir stoflen also in beiden Féllen auf einen Widerspruch und kénnen also keine Anordnung von 0
und ¢ feststellen. Damit ist aber schon ganz C nicht angeordnet.

Definition 3.2.4. Sei (K, P) ein angeordneter Korper. Fiir jedes x € K setzt man

2] T fallsz > 0
x| =
—x fallsz <0

den sogenannten (Absolut-) Betrag von x.

Beachte. Vz € K
x<l|z| und |—z|=]|z|

Beachte. Direkt aus der Definition des Betrags folgt:
|a - b] = lal - [b]

Satz 3.2.5 (Dreiecksungleichung). Sei (K, P) ein angeordneter Korper. Dann gilt fir alle x,y € K :
[z +yl <zl +y

Bewess.
(1) Ve,y e K
z+y < |z|+ |yl

(7) Ebenso ist:
—(@t+y)=—z+(-y) <|—z[+] -yl = [z +]y|

= |z +y| < |z|+ [y
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3.3 Elementare Funktionen
Sei R der Korper der reellen Zahlen. Wir fithren folgende reelle Funktionen
f:R— R

ein:

(a) Sei ¢ € R. Dann heifit

f:R—R
fz)=c VzeR

die konstante Funktion. (Fiir ¢ = 0 spricht man auch von der Nullfunktion.)
Ihr Graph Gy = {(z,y) € R? : y = f(x)} sieht so aus:

A
Y

B

(b) f=id:R — R, f(z) = = heifit Identitit auf R

A
y
3.1

(¢) Sei a € R. Dann nennt man

f:R—R
f(x) =ax

eine lineare Funktion.
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Gy

(d) Seien a,b € R. Dann heifit

eine affin-lineare Funktion.

S

(e) Sei n € Ny. Dann heifit

pot,=f:R—R

flz)=az"=g -2 ... -1

—

n mal

(n=0:2"=1Vz € R, auch 0° = 1)

n-te Potenzfunktion.

Fiir n gerade, n # 0:
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Fiir n ungerade, n # 1:

S

(f) Alle bisherigen Funktionen sind Spezialfille der folgenden Funktionenfamilie:

Sei n € Ny und aq, ao,...a, € R mit a, # 0.

f:R— R

f(l') = an.%'n + an_lx”_l +...+a1x+ ag

Dann nennt man

eine Polynomfunktion vom Grad n. Die Nullfunktion f = 0 z#hlt auch als Polynom(-funktion).

Fiir a, < 0 und n ungerade:

Fiir a,, > 0 und n gerade:

34
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Oft ist der Definitionsbereich D reeller Funktionen f : R — R nur eine Teilmenge der reellen Zah-
len, D C R. Oft ist dabei D ein (offenes oder geschlossenes) Intervall, (oder eine endliche Vereinigung
von Intervallen):

Definition 3.3.1. I C R heifit offenes Intervall wenn gilt:

a,b) :={xr eR:a <z <b}
a, o) :{xeR'a<x}

Beachte. Auch die leere Menge O = (a,b) fiir a > b gilt als offenes Intervall.

I C R heifit abgeschlossenes Intervall, wenn gilt:

i) =la,b]:={zre€R:a<z<b}
i) [ =[a,00) :={zeR:a <z}
i1i) I = (—o0,b] :={zx e R: 2 <b}
ivw) I = (—o00,00):=R

Beachte. Auch die leere Menge ) = [a,b] fiir a > b und die einelementige Menge {a} = [a,a] gelten
als abgeschlossene Intervalle.
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Kapitel 4

Folgen reeller Zahlen

4.1 Das Induktionsprinzip

Um Aussagen iiber natiirliche Zahlen A, zu beweisen, kann man das Prinzip der vollstindige In-
duktion benutzen.

e Induktionsanfang: Zeige, dass (A1) richtig ist.
e Induktionsschritt: Fiir alle n € N gilt: A(n) = A(n+ 1)

Beispiel 4.1.1. (a)
14345+...4+(2n—1)=n?

(b) Vo € R\{1}

anrl -1
14+ +23+. 42" ="——=
z—1
Schreibweise: Ist n € N und sind aq,...,a, € R, so kiirzen wir ab:

(4)
n
Zak::a1+a2+...+an (n>1)

k=1
und:
0
Z =0 (wenn n = 0, egal was in der Summe steht.)
k=1
(12)
n
Hak::al-a2~...-an (n>1)
k=1
und:
0
H =1 (wenn n = 0, egal was in der Summe steht.)
k=1

Beweis. (a) I.A. Mit A(1)
1

sz—1 —2.1-1=1=12
k=1

LS. A(n) — A(n+1)
n+1 n

Sk-1)=Y@k-D+Q2n+1)-1) T+ @2n+1) - 1) =n’+2n+1=(n+1)
k=1 k=1
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(b) Ubung
O
Definition 4.1.2. (a) Fiir alle n € N setze:
nli=1-2-3.....n=]]k
k=1
und spreche ,,n-Fakultat*
(b) Fiir alle k € {0,...,n}, n € N, setze:
n\ n! _(n—=k+1)-(n—k+2)-...-n
k)" Kl(n—k)! 1-2-...-k
gesprochen: ,n iiber £“ und heiffit Binomialkoeffizient
Bemerkung 4.1.3. Fliir allen € N gilt:
n n
(5)- ()~
und fiir alle k € {0,...,n} bein > 2
n—1 n n—1\ [(n
k—1 k \k
Beweis.
A_ w11
0) o-(n)! 1-1 1
und
n\ nl 1 ]
n) al-0) 1
auflerdem:
n—1 . n—1\ (n—1)! n (n—1)!
k—1 k) k-1l (n—1)—(k-1) Kk -(n—1—k)
=(n—k)!
_n=DlkE+n-1-(n—k) (-1 (k+n—k)
B kl-(n—k)! kl-(n—k)!
B n! _(n
Ckl-(n—k) \k
O

Satz 4.1.4 (Binomischer Lehrsatz). Vn € No, z,y € R gilt:

=3 (1)

k=0

Beweis. Vollstandige Induktion iiber n:

I.LA.: n=0:
0 0 0

k=0
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I.S::n—n+1:

Zeige:
n+1
(z+y)"* = Z (n Z 1> gtk R
k=0
Also:

+
_ nY\ n—k+1,k n n—k+1, k—1+1
k=0 k=1

n
:xn+1y0+2(k) n+1kk+Z( ) nk+1k1+1+xyn+1
k=1

s 0 n n+l—k, k n+1,.0
() ()t s

+1 -
— " Hy0 4 Z (n >xn+1 Rk 4 yntl0
k=1 K

+1
— nz: <”‘|‘ 1) ntlokk

Satz 4.1.5 (Bernoullis Ungleichung). Sei x € R mit © > —1. Dann gilt Vn € Ny
(1+2)">14nz

Bewers. Vollstdndige Induktion nach n
ILLA:n=0
1+2)°=1>140-2=1 v

I.S:n—n+1

(42 = (1+2)"(1+2) > (1 +na)(l+a2)

:1+nx—|—az+nx221+nx—|—:c
=1+ (n+1x

4.2 Reelle Zahlenfolgen

Erinnerung: eine reelle Zahlenfolge ist eine Abbildung:
fN—R,
die aber iiblicherweise (wenn a,, = f(n)), mit
(an)neN

notiert wird.
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Beispiel 4.2.1.

(a) an =mn

(c) cp =nl!

(d) d, =c" (fir c € R)
(e) en =n'"

(f) fo=(=1)"

Definition 4.2.2. Eine Folge reeller Zahlen (a,) heiit konvergent, gegen eine reelle Zahl a, wenn
folgendes gilt:
Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt:

lan, —al > €
In Quantorenschreibweise:
Ve >03dno€N: |a, —a| <eVn>ng,neN
Notation:
(an) o @
Jim (o) =
Wir nennen a € R dann den Grenzwert von (ay,)

Wir vereinbaren fiir unseren angeordneten Korper der reellen Zahlen folgendes Axiom:

Archimedisches Axiom:
Fiir jedes z € Rgibt eseinn € Nmit n >z (Vz € R In € N: n > x)

Bezeichnung:
(] :==max{n € Z:n <z}

Spreche: ,, GauB3klammer z*
1

Bemerkung 4.2.3. Sei a, = —, n € N. Dann ist (a,) eine Nullfolge. D.h.:
n

lim (a,) =0

n—oo

1 1
Beweis. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es fiir x = — € R nach Archimedes ein ng € N mit ng > —.
€ €
1
= —<ec€
ng
Dann gilt fiir alles n > ng:

1 1
—e<0<-<—<e¢
n no

1
:>‘—0’<5 Vn > ng
n

= lim (a,) =0

n—oo
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Beispiel 4.2.4. (a)

Beh.: (a,) — 0.
Bew.: Sei € > 0 beliebig.

0 1 () 1 <
—<e
nd+n2+1 " n
(x) dan®+1> 0.
; 1
Firn > ng := [] +1
€
= (ap) = 0
()
_ n?+1
=08 9
Beh.:(a,) — 0
Bew.: Sei € > 0 beliebig. Vn > 2:
n2+1 ¢ n24n?2 202 4

1 1
(*),da1<n2und§n32§8:4>2

fﬁrnZnO:max{[4] —1—1,2}
€

= (ap) — 0
(¢)
an = (=1)"
Beh.: (a,) ist divergent, d.h. nicht konvergent.
Bew.:
i) Ist a # %1, so setze € := min{|a — 1|,|a + 1|} > 0
=VneN:
lan, —al > ¢
= a nicht Grenzwert.
i1) a = 1. Setze € = 2
=VneN
lagn-1 =1 = |(-1)*"" 1= | -2[=2>¢

ii1) a = —1 dhnlich.

Satz 4.2.5. Seien (ay), (by,) Folgen mit (a,) — a und (b,) — b. Dann gilt:
(a) Dann konvergiert auch die sogenannte Summenfolge (c,), d.h. ¢, := an + by, und zwar gegen
a+b, kurz:
lim (a, +by) = T}Lngo(an) + lim (by)

n—oo n—o0

(b) Dann konvergiert auch die Produktfolge (d,), d.h.: d,, := any, - b,, und zwar gegen a - b, also

nyge O Bn) = g (an) - g (Bn)
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(c) Sei nun weiter b # 0. Dann gibt es ein ng € N, sodass by, # 0 ¥n > ng (n € N), und dann gilt,
dass auch die Quotientenfolge (eyn)n>n,, d.h.: €, = ‘;—Z, konvergiert, und zwar gegen §. Also:

(an>  Timy o0 (an)

li — | =

n—00

bn

Kommentar 4.2.6. Konvergiert eine Folge (a,,) gegen a € R, so konvergiert auch (—a,), und zwar
gegen —a. Es folgt, dass auch die Differenzenfolge (a, — b,) fiir konvergente Folgen (a,) und (b,)
konvergiert, und zwar gegen:

lim (a, — b,) = lim (a,) — lim (by)

n—oo n—oo n—oo
denn:
lim (ay — bp) = Hm (an + (=bn)) Z° lim (an) + lim (—by)
n—o0 " n n—o0 " n n—o0 " n—o0 "
= g (an) (= g (bn)) = Jig (am) = g, (Bn)
Beweis des Satzes 4.2.5. (a) Sei e > 0. Dann gibt es n; € N, Vn > ny:
€
lan, —al < 5
Es gibt auch ein ny € N, Vn > ns:
€
|b, — b| < 3
Sei ng := max{ni,na} = Vn > ny
€
lan, —al < 5 |br, — b <3
¥n > ng
|(an +bn) = (a +b)| = [(an — a) + (bn — )]
A -ungl. € c
< lan —al + b, — b <§+§:€

(b) Da (b,) — b, existiert ein n; € N, sodass fiir alle n > n; gilt:
b, —b] < 1
= |bp| = |bn =0+ < |bp — b+ b <1+ 1[b] Vn>mn

Setze:
¢ :=max{|bi|, [ba|,. .., |bn,—1],1 + |0}

=VneN
|bn| < ¢

Sei nun € > 0

= lan b —a-bl=lap by —a-by+a-b,—a-bl <|(a, —a)by|+ |a(b, — b)|
= lan —al - |ba| + |af - [bn — 0]

Waihle jetzt ng € N, Vn > ng:
€

b, — b
o b=t <

lan, —al < fiir|a| # 0

<
2|al
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= n>n
€

2]l :

€ € €

‘anbn_ab’§%0+‘a| :54—5:
Fiir a = 0 wihle ng € N so, dass Vn > ng

€

lan, —a| < 3

= (an -by) —a-b

14

(c) Setze ¢ := 5> 0. Dann 3ng € N Vn > ng:

b
6] < [b— bl +1bal < 2 4 [
—— 2
<e
o
bo| > b — 0 =
= |b,| > |b] 5 2>0

Insbesondere gilt: b, # 0 Vn > nyg.

Sei € > 0. Dann gilt Vn > ng

by — b &) b, —b] 2
= < = = b, — b|
|| - [B] Bl 1ol?

11| bt
b, b | bpb

() gilt, da [b,] > 2.

Sei nun n; € N so, dass fiir alle n > n; gilt:

|bl%e
|bn, — b| < 5

Setze schlieflich: ng :=max{ng, n1}. Dann gilt fiir alle n > no:

Loz e
bn, PR

1
Also konvergiert <b> —

Also gilt insgesamt:

O

Kommentar 4.2.7. Eine Folge (a,) heifit beschrinkt, wenn es ein ¢ > 0 (¢ € R) gibt, sodass gilt:
lan| < ¢

Beweisteil zu b) zeigt:
(an) konvergent = (a,) beschrankt
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Beispiel 4.2.8. Sei 0 <r < s, r,s € Ng und ag,a1,.-.,ar, by, b1,...,bs in R mit a, # 0 und by # 0.
Dann hat das Polynom
bsa® + bs_12° ...+ by
in R hochstens s Nullstellen (Euklids Algorithmus). Wéhle deshalb ng € N mit
bsn®+...+bg#0 Vn>nyg
Betrachte nun die Folge (25)n>n,

an” + ...+ an+ ag

T e .+ b+ by
Dann ist (z,) — 0
Denn:
—0 —0 —0
~ = ~ = =

an S+ . +an " +agn"®

o T+ b Ty 4+byn®
s s—l&/ OQ/
—0 —0
0
= —=0
bs

Definition 4.2.9. Eine reelle Zahlenfolge (ay)nen konvergiert (uneigentlich) gegen unendlich, und
wir schreiben:

1i_>m (an) =00 oder (a,)— oo,

wenn folgendes gilt:

Fiir alle ¢ > 0 existiert ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt:
an > C

Beispiel 4.2.10.
(@) ap=n
= (ay) — oo, denn: Sei ¢ > 0 beliebig, dann folgt mit Archimedes:

dng e N:ng > ¢

= Vn > ng:
n>ng>c
2
n°+1
b =
(b)  an n+ 2
= (a,) — 00, denn: Sei ¢ > 0
n2+1 & n? n? 1

> =— =n>
nt2 n+n o2m 2°7°€

(*) gilt fiir n > 2
Fiir n > ng := max {2, [2¢] + 1}

(¢) Sei ¢ € R mit ¢ > 1. Dann gilt fiir
an = q

(an) — 00, denn: Sei ¢ >0 und h:=q—1

(%)
=q¢"'=(14+h)">14n-h>n-h>c

(*) gilt aufgrund der Bernoulli-Ungleichung
mit n > ng := [£] +1
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Bemerkung 4.2.11. Sei (ay,) eine Unendlichkeitsfolge (d.h.: (a,) — o0). Dann gibt es ein ng € N,
so dass fir alle n > ng gilt: a, # 0. Die Folge (bp)n>n, mit b, = i ist dann eine Nullfolge.

Beweis. Zu ¢ =1 wihle ein ng € N, so dass a,, > 1, also insbesondere a,, # 0 ist, fiir alle n > nyg.
Sei € > 0. Setze dann ¢ := % >0

1
=dngeN,Vn>ng:a, >c=—

g
1
=b,=—<¢
Qn
= (b,) — 0

O]

Beispiel 4.2.12. Sei g € R mit |g| < 1. Dann ist (¢") eine Nullfolge. Sei o0BdA (,,ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit“) 0 < g < 1. Setze h := % > 1

g(h”)—)oo
4211 , 1
= q —hn—>0

Kommentar 4.2.13. Fiir zwei Unendlichkeitsfolgen (a,) und (b,) sagt man, dass (a,) schneller als
(by,) wichst, wenn auch die Quotientenfolge

<an> (fiir ein ng € N)
bn n>ng

gegen oo konvergiert. (Mit b, # 0 Vn > ng)

Beispiel 4.2.14.
(a) (n?) wichst schneller als (n) ist klar.

(b) Seien p,q Polynome mit den Graden: grad(p) = r und grad(q) = s (s, € N), und es sei r > s.
Dann wéchst die Folge (p(n))nen schneller, als (¢(n))nen.
Ubung.

(¢) Sei ¢ > 1 und k € N. Dann wiichst (¢")nen schneller als (n*),cy, denn:
Ist hi=qg—1>0

>0
" ()
n _ n 414 ny g ; n k+1
e S (0 ()
7=0
(%) gilt fir n > k+1
k+1 Faktoren
1 Y (n—KY(n—k+1)-...-n
—=—(1+hn">
T nF nk( +h)" 2 nk (k+1)!
_ hRH nk+1+akn’f+...+a0@m
(k+1)! nk
Mit ag,...,a; € R unabhéingig von n.
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4.3 Vollstindigkeit von R

Problem: Auch Q ist ein archimedisch angeordneter Koérper. Man braucht also (mindestens) ein
weiteres Axiom, um die reellen Zahlen zu charakterisieren. Was fehlt ist, dass Liicken gestopft werden
miissen.

Beispiel 4.3.1. Die Babylonische Zahlenfolge ist rekursiv so definiert:
1 2
ap=1, apy1 =z (an+—

2 QA

Also:

ap=1, a —§ a —1—7
0o— 4, 1_27 2—12,

Beachte: 1 <a, <2,denn: n > n+1

1 2 1
antr = 5((n + = ) 52+2) =2

<2 ~~
>1
1 2 1
_ - ) <1+ =1
Int1 2<\a",/+ an>_2( +1)
>1 ~—
<2

Angenommen, (a,) wire konvergent gegen ¢ € R. = ¢ € [1,2], insbesondere ¢ # 0. Mit den Grenz-
wertsétzen folgt dann:

fr i (Mo 2V 2 (a2
c= nl_{go(anﬂ) =g | On an 9 ke limy, 00 (an)

1 +2
2 ¢ c
1

1 1
02:§(CZ+2)2502+1 = 502:1 = 2 =2

Satz 4.3.2 (Satz des Euklid). Es gibt keine rationale Zahl ¢ mit ¢* = 2

Beweis. Angenommen doch: Sei oBdA ¢ > 0 (sonst gehe zu —c iiber) mit ¢ = ™ mit m,n € N, n # 0.
Nach Kiirzen kénnen wir annehmen, dass nicht m und n gerade sind.

2

9 m\2 m
oo (MY =™
n n
=m? = 2n? = m? ist gerade = m ist gerade
=Jk e N:m =2k
=2n% = m? = (2k)? = 4k*
=n? = 2k? = n? ist gerade = n ist gerade 4
Es ergibt sich also ein Widerspruch zu der Annahme, dass nicht m und n gerade sind. ]

Idee: Es muss ein Axiom her, welches z.B. sicherstellt, dass die Babylonische Folge konvergiert.

Frage: Wie kann ich Konvergenz einer Folge ausdriicken, ohne den Grenzwert zu erwdhnen?

Definition 4.3.3. Eine Folge reeller Zahlen heiffit Cauchy-Folge, wenn folgendes gilt:
Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n,m > ng gilt:

lan, —am| < €

Mit anderen Worten:
Ve >03ng e NVn,m > ng : |an —am| < e
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Bemerkung 4.3.4. Ist (a,) konvergent, so ist (a,) eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei € > 0 und a := lim,_,o(a,). Dann gilt:

=dng € NVn > ng :

O]

Wir vereinbaren ab hier das folgende Axiom (welches in Q nicht gilt, da z.B. die Babylonische
Folge eine Cauchy-Folge ist, aber dort nicht konvergiert):

Vollstandigkeitsaxiom: Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent.

Das Axiomensystem der reellen Zahlen ist damit abgeschlossen. (R, +, -, P) ist also ein archime-
disch und vollstindig angeordneter Kdorper.
Es ist damit im wesentlichen eindeutig bestimmt, d.h.: Ist (K, +, -, Px) ein beliebiger (anderer) archi-
medisch und vollsténdig angeordneter Kérper, so gibt es einen (sogar eindeutig bestimmten) Isomor-
phismus
f:R—R

D.h.:
o [ ist bijektiv
o f(z1+a2) = f(x1) + f(22)
o f(z1-x2) = fa1) - flx2)

e r € Py <:>f($)EPK

4.4 Reihen

Definition 4.4.1.
(a) Sei (an)nen eine Folge (reeller Zahlen). Dann nennt man die Folge (z,,)nen

n
Tn = E Qg
k=1

eine unendliche Reihe

(b) Konvergiert eine unendliche Reihe

gegen ein s € R, so schreiben wir

s :nh—>Holo< ak> =: <Z ak>
k=1 k=1
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oft notiert man die unendliche Reihe

selbst mit

auch wenn sie nicht konvergiert.

Beispiel 4.4.2.

also

Dann ist

folgt aus dem folgenden Satz.

Satz 4.4.3 (Geometrische Reihe). Sei ¢ € R mit |q| < 1. Dann konvergiert die folgende Geometrische
Rethe, und zwar gegen ﬁ

k=0
Beispiel 4.4.4.
SR e
- 9 1
o \2 im0 \2 =3
(*1) Erweitere hier den Index bis k = 0 und ziehe diesen nullten Summanden wieder ab (3)° =1

(*2) Nutze hier die Geometrische Reihe.

Beweis. Nach der Geometrischen Summenformel gilt fiir x € R\{1}
1 — gntl
Z o=
Da (¢"*!) — oo ist folgt mit den Grenzwertsitzen:
n—o0
n
1 — gntl 1
St L
— 1l—q n—ooocl—gq

(da ¢"*1 — 0) O

n—oo
n
(@n)nen = (Z ak)
k=1 neN

Bemerkung 4.4.5. Ist
(ak)ken

eine konvergente Folge, so muss

eine Nullfolge sein.
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Beweis. Sei e > 0. Wenn (D_}_; ar)nen konvergiert, so ist sie Cauchy-Folge.

= 3dny e NVn,m >n; (n >m):

n m
PRSI
k=1 k=1

n

>

k=m+1

=z, —Tm| <€

Insbesondere gilt fiir n = m + 1:

lan| = <e

n
D> ax
k=n

firn>n1+1=:ng
= (ap) — 0

Achtung: Ist (ay) eine Nullfolge, so konvergiert die Reihe

().

i.A. nicht.
Beispiel 4.4.6 (die harmonische Reihe).
1
-
n=1 n
d.h.
"1
k
k=1 neN
konvergiert uneigentlich gegen oo.
Beweis. Fiir jedes j € N ist mit ap = %
27
, 41 1
j—1lg. . —9i—1 = _ =
Z ap > 2" "ag =2 % =3
k=27-141

Die Summe hat 2/~! Summanden: 2/ — 2971 = 2971(2 — 1) = 2/~1. Betrachte in der Ungleichung 27~1-
mal den letzten Summanden, der ja der kleinste aller Summanden ist. Daher gilt die Ungleichung.

n 27

on
1 n
k=1 =1 \k=2-141

1
Z3
Z -
k
k=1
Die Summenzerlegung funktioniert. Man muss nur fiir j die Werte 1,2, 3, ... einsetzen um sich davon zu iiberzeugen.

Die Summe erhoht sich immer um 2er-Potenzen.
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Definition 4.4.7. Seir € Nund (ay,),>—, eine Folge mit Ziffern a,, € {0,1,2,...,9}. Die Ziffernfolge:
:|:a7TCL7T+1 ...ap,aiaza3ay . . .

heifit ein Dezimalbruch und bezeichnet die unendliche Reihe

<i Z ak10k>
k=—r neN

Satz 4.4.8. Jeder Dezimalbruch
ta_ra_pq1...00,01020304 ...

konvergiert gegen (genau) eine reelle Zahl x.

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen (x,,),>_»
(o]
rn=% Y a;107F
k=—r

eine Cauchy-Folge ist, und damit (nach dem Vollsténdigkeitsaxiom) konvergiert.

Sei also € > 0, ng € N und n,m > ng, (n,m € N). Sei oBdA n > m

n n—m—1

n
9
_ —k -k _ -k
= lan —am[ = Y @107 < Y9107 = Y 010
k=m-+1 k=m+1 k=0

o0

9 L9 1 1 1
< fgr 22 107 = - L 1om ~10m - °
k=0 10
]
Kommentar 4.4.9. Sei n € N, b > 2 beliebig. Sei r € Ny und a,, € {0,1,2,...,b — 1}. Man nennt
dann

(£a—r@_ry1...ap,a1a2a3a4 .. .)p

= <:|: i akb_k)
k=—r neN

einen b-adischen Bruch. Wie im obigen Satz beweist man:

Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen eine reelle Zahl:

r ==+ i akbfk

k=—r

Kommentar 4.4.10. (a) Man beachte, dass der b-adische Bruch, der gegen eine reelle Zahl konver-
giert, nicht eindeutig zu sein braucht. Z.B. hat fiir b = 10 die reelle Zahl 1 sicher die Dezimaldar-
stellung

1,0000000000.. ..
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Aber sie hat auch die Darstellung
0,9999999999. . .

010k o [N~ qok ) @ 1 (10
> 910 9(210 —1)9((1_1>_1>9(9_1 -1
k=1 k=0 10

(%) nutze hier die geometrische Reihe.

(b) Lésst man jedoch iiberfliissige Nullen vor dem Komma weg und vermeidet ,Neuner-Enden® (bei
b = 10, sonst ,(b — 1)er-Enden*). So zeigt die Inspektion des folgenden Beweises, dass die Dar-
stellung als b-adischer Bruch eindeutig ist.

Satz 4.4.11. Sei b € N, b > 2. Fiir jedes x € R gibt es einen b-adischen Bruch )
gegen x konvergiert.

Beweis. oBdA: x > 0. Da b > 1 ist, gilt

denn:

oo

—-n
ne—y anb™", der

(b°)gey —> 00 und (b_s)seN — 0

Es existieren deshalb
r:=min{s € Z: b >z}

(ist r < 0 so setze ag = ... =a_,_1 :=0)
Schritt 1: (Anfang): Unterteile jetzt [b",5"!) in (b — 1) gleich groBe Intervalle
(b7, 267 U207, 3b")U. .. [(b — 1)b7, 6" )
Nach Def. von r ist
bo< g < bt

Also existiert (genau) ein
a_r€e{l,...,b—1}
mit z € [a_,.b", (a_, + 1)b"). Setze dann: x_, := a_,b". Dann ist also:

T, <z<z_. +b

Schritt 2: Seien nun a_, ..., a, (n > —r) schon bestimmt und
n
T <zxz<x,+b " mit z, = Z aph™*
k=—r

Unterteile nun [z, z, + b~") in b Teilintervalle (jetzt wird die Null zugelassen)
[0, 2n + b~ TNz + 07D 2 + 207N L U2 4+ (b= Db~ 2 4577
und bestimme
An+1 S {0,,[)—1}

dadurch, dass
2 € [Tn + ans1d” T 2y + (angq + 1)b7 ")

Setze
n+1

Tpyl = Z arb™F =z + apy b
k=—r

Es konvergiert dann der b-adische Bruch ) 72 arb™*, also die Folge (z,)n>_, gegen z, denn
|z, —2z| <" <e

bei € > 0 und n grof} genug. Also:
(xn) —
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4.5 Q liegt dicht in R

Erinnere:

(a) Eine Menge M ist abzdhlbar
< M endlich oder 3 f : N — M bijektiv
< 3 f: N — M surjektiv

(b) Die Vereinigung zweier (oder endlich vieler, sogar abzéhlbar unendlich vieler) abzéhlbarer Mengen
ist wieder abzéhlbar.

Satz 4.5.1 (G. Cantor).
(a) Q ist abzdhlbar
(b) R ist dberabzdihlbar

Beweis.
(a) Es reicht zu zeigen, dass Q4 := {z € Q : > 0} abzdhlbar ist. Wir suchen also eine Surjektion

f:N—>@+.

° 1 2 3 4 5
1| 1/T 1/2 1/3 1/4 1/5
2| 2/1 2/2 2/3 2/4 2/5
313/1 3/2 3/3 3/4 3/5
4| 4/1 4/2 4/3 4/4 4)5
515/1 5/2 5/3 5/4 5/5
Setze:
fy=1=1
e i
1
f(3):§
1
f(4):§
=5 =1
76)=>=3

Also ist f surjektiv.

(b) Angenommen: R ist abzéhlbar. Dann ist auch das Intervall [0, 1) abzdhlbar.
Sei also f: N — [0,1) surjektiv.
Behauptung: Das geht nicht.
Sei x, = f(n) und
Tp =0, a}za%aiai e

die Dezimaldarstellung von z,, (eindeutig, wenn man auf 9er-Enden verzichtet).
Setze nun

Yy = O, b1b2b3b4b5 e
mit

b '_{5 fiir a #5

7 fiira) =5

o1
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Behauptung: y # x, ¥Yn € N. Denn wére y = x,, fiir ein n € N, so wiirde mit der Eindeutigkeit
der Dezimaldarstellung folgen:

n
b, = a,,

Dies steht aber im Widerspruch zur Konstruktion.

[
Korollar 4.5.2.
(a) Es gibt iberabzdihlbar viele irrationale Zahlen
(b) In jedem Intervall (a,a+¢€) (a € R, € > 0) liegen tberabzdihlbar viele reelle Zahlen.
Satz 4.5.3. Zwischen je zwei reellen Zahlen liegt stets eine rationale Zahl.
Beweis. Seien z,y € R, x <y
1
= dn > —— Archimedes
y—z
1
Also: — <y —ux.
n
Sei nun m := min{k € N: k > n-z}. Dann gilt:
m—1 m
fr<—
n n
m—1 1 m
>y>r+— = - = —
n n non
Also:
m
r< — <y
n
O

Kommentar 4.5.4. Wiederholte Anwendung des Satzes zeigt: Zwischen je zwei reellen Zahlen liegen
sogar unendlich viele rationale Zahlen.

4.6 Haiufungspunkte

Erinnere: (a,) — a, wenn in jeder e-Umgebung (a — €, a + ¢) fast alle Folgenglieder liegen.

Definition 4.6.1. Sei (a,) eine Folge. Dann heifit a € R ein Hiufungspunkt von (a,), wenn gilt:
Zu jedem e > 0 gibt es unendlich viele Folgenglieder a,, mit |a,, — a| < e.

Kommentar 4.6.2.

(a) Es diirfen auch noch unendlich viele Folgenglieder auerhalb von (a — ¢, a + ¢) liegen.

(b) Eine Folge braucht gar keinen Haufungspunkt zu haben. (z.B. (a,) = (n)).
Sie kann genau einen haben (z.B. wenn sie konvergiert).
Sie kann aber auch mehrere Hiufungspunkte haben. Z.B. (a,) = ((-1)") = (-1,1,-1,1,—-1,1,-1,1,...)
hat die Haufungspunkte —1 und 1.

Definition 4.6.3. Sei (a,,) eine Folge und
ng<ng <ng<mng<...

Dann heif3t
(ank )kEN

eine Teilfolge von (a,).
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Bemerkung 4.6.4. Sei (ay,) eine Folge. Dann ist a € R Hdiufungspunkt von (ay), genau dann wenn
es eine Teilfolge (an, )ken von (ay) gibt, die gegen a konvergiert,

(any )ken — a
Beweis. “<=* Sei € > 0. Aufgrund der Konvergenz der Teilfolge gilt:
Jko e N:VE> ko : |ap, —a| <e¢

Also gibt es unendlich viele Folgenglieder

ngg > Ong 1)1 g2y g3y - -
die in das Intervall (a — ¢, a + ¢) fallen

“=« Ubung

Satz 4.6.5 (Bolzano-Weierstrafl). Jede beschrinkte Folge hat einen Hdufungspunkt.

Beweis. Sei (x,,) eine beschrinkte Folge
=3Jc>0: |z, <c

Definiere nun rekursiv Intervalle [ag, bx] C [—¢, | (k € N) mit
(7) [ag,bx] enthédlt unendlich viele Folgenglieder x,,,
(@) [ap41, brsa] C [an, b
(iii) bry1 — aps1 = 5(br — ax)
k=1:Setze a; = —c¢, by =c
k—k+1:Sei M = %(ak+bk)
= [ak,bk] = [ak,M] U [M, bk]

Falls [aj, M] unendlich viele Folgenglieder enthilt, setze:
g1 = ag , bgyr:=M

sonst:
agt1 =M, bpi1:=by
= (1), (i1), (¢31) sind erfiillt.

Vollstindigkeit von R: Die Intervallschachtelung ([ak, bx]) hat einen Kern, d.h.: es gibt ein z € R
mit = € [ag, by], Vk € N, denn: (ay) (oder auch (by)) ist eine Cauchy-Folge, dann ist ¢ > 0, n > m

= |an — am| < b —am| — 0

m—o0

ist x dann der Grenzwert, so gilt
lim (ax) ==
k—o0

x ist tatsdchlich ein Haufungspunkt, denn
ap < v < by

Wiéhlt man zu € > 0 k so grof}, dass © — e < ap < x < b < x + ¢. Dann folgt, dass unendlich viele
Folgenglieder von x,, liegen in (ag, bg), also in (z — e,z + ).

=z ist ein Haufungspunkt
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Bemerkung 4.6.6. (z,) ist konvergent, genau dann wenn (x,) beschrdinkt ist, und genau einen
Hiufungspunkt hat.

Beweis. “=“ Aus der Konvergenz von (z,) folgt direkt, dass (x,) beschrénkt ist.
Nun gilt also (x,,) — a (da konvergent). Dann ist a € R ein Hiufungspunkt. Angenommen b € R

wire ein weiterer Haufungspunkt. OBdA: b > a. Wihle ¢ := (’_Ta

=3n, e NVn >ng : |z, —a| <e
sr,<ate=b—c¢

=z, ¢ (b—e,b+¢e) Vn>ng

=b ist kein Haufungspunkt von (x,) 4

Dies steht im Widerspruch zu der Annahme, dass b ein Hiufungspunkt wiére, und somit ist a
der einzige Haufungspunkt.

“«<“ Sei a ein Haufungspunkt von (z,). Beh.: (z,) — a.
Annahme: (z,,) - a.

= Dann existiert ein 9 > 0 und eine Teilfolge (x5, ) von (z,), sodass
|xnk - a’ > €0

Aber (xy,) ist immer noch beschrankt. Also folgt mit Bolzano-Weierstrafl 4.6.5 (auf Seite 53),
dass (xp,) einen Hiufungspunkt hat. Nenne diesen Haufungspunkt b € R, dann gilt: b ¢ (a —
€o,a + £p), da (xnk) ¢ [a —eo,a + £o].
Also folgt, dass b auch ein Haufungspunkt von () ist. 4
Dies steht aber im Widerspruch zu der Voraussetzung, dass es nur einen Haufungspunkt gibt.
Also ist (z,,) konvergent.

O

Definition 4.6.7. Eine Folge (z,,) heiit monoton wachsend, wenn gilt:
n<m=x, < Ty,

Beispiel 4.6.8. Sei (ay)nen, eine reelle Zahlenfolge mit a, > 0. Dann ist
n
k=0 n€Np

Satz 4.6.9. Ist (z,,)nen monoton wachsend und beschrinkt, so ist (x,) konvergent.

die unendliche Reihe monoton wachsend.

Beweis. Nach Bolzano-Weierstraf$l (4.6.5 auf Seite 53) hat (z,) einen Haufungspunkt, sagen wir a € R.
Beh.: (z,,) hat nur einen Haufungspunkt.
Angenommen: b ist auch Hiufungspunkt und es gilt: b # a. Sei o0BdA: a < b. Da a Haufungspunkt
ist, existiert eine Teilfolge (2, )ken mit

(Tn,) = a

Auflerdem existiert eine Teilfolge (xy,,)icn mit

(Tm,) = b
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: .__b—a
Sei ¢ := 5
=dko e NVE > ko : 2, <a+e

=dlp e NVI>lp: 2y, >b—c=a+c¢

7

wihle nun k£ > kg so, dass n; > my,
Tpy <at+e=b—e< Ty,
Hier entsteht ein Widerspruch, da die Folge monoton wachsend ist.
= (x,) hat genau einen Héufungspunkt.

Dann folgt mit Bemerkung 4.6.6 (Seite 54), dass (z,,) konvergent ist

Beispiel 4.6.10.
ii_1+1+1+}+7+
nl 1 1 2 6 24 "7
n=0
ist konvergent, denn
o0
1
(>4
k=0
ist offensichtlich monoton wachsend und ist auch nach oben beschrinkt, denn:
|
k=0
Beachte nédmlich:
kl=1-2- 3 - 4 ... k >2F1 vk>1
—~— ~~ —~—
>2  >2 >2
1 1
S g
n 1 n n 1 n—1 1
Hzl‘FZHSl-F Fﬁlﬁ- ok
k=0 k=1 k=1 k=0
< /1\* 1
<1+kzo(2> :1+1_% =3 VneN

[e.9]

Definition 4.6.11. Die Eulersche Zahl ¢ € R wird definiert durch:
1
ei=> — (= 2.718281828450045....)

n=0

Notation: Ist a, > 0, so schreibt man h&ufig auch suggestiv

oo
E ap < 00
n=0

falls
k=0 neN

nach oben beschrénkt ist, und damit konvergent.
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Beispiel 4.6.12 (Riemansche ¢-Funktion).

o0

1
ZE<OO

n=1

Spéter wird die Riemansche Zeta-Funktion folgendermaflen definiert:
1
() =3 (s> 1)
n=1

also: 1
> 5 =C2

Zeige:

ist beschrankt.

Kniff:

Beachte:

ist “Teleskopsumme®, denn

(D=0 G- ()

PG
n—1 n

k=2
1
=1—--<1 VYneN
n
Sy mme Y m i) (o) <
n=1 n=2 n=2
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Kapitel 5

Funktionen

5.1 Stetigkeit

Definition 5.1.1. Sei I € R ein Intervall, ¢y € I und
f:I\{xo} — R

eine Funktion. Dann sagen wir, dass f fiir z gegen xg gegen eine reelle Zahl ¢ € R konvergiert und
schreiben dafiir:

lim f(x)=c¢ oder f(z) — c,
T—x0 T—T0

wenn folgendes gilt:

Fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir alle x € I \ {zo} mit |z — zo| < ¢ gilt:

[flz) —cl <e
RA
ct+e T~ 7 - -
c +
| |
¢ : . : S
Tg— 0 X0 T+ 0 I

Definition 5.1.2. Sei I C R ein Interall und f : I — R eine Funktion:
(a) Sei zp € I. Dann heifit f stetig in z(, wenn gilt

lim f(z) = f(zo)

Tr—xTQ

Also der Limes limg 4, f(z) muss also existieren und gleich f(zo) sein.
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(b)

f heifit stetig, wenn f stetig ist, fiir alle x € I

Beispiel 5.1.3.

(@)

Sei c € R, und f die konstante Funktion mit

fiR—R
flz)=c¢ VzeR

Dann ist f stetig, denn zu € > 0 gilt fiir alle x € R:
f@) —cl=le—c=0<e
Wihle 6 > 0 beliebig, z.B. § =1

= lim f(z) = c = f(2)

= f stetig in zg (und z¢ € R beliebig.)

Auch die Identitit

ist stetig.

Denn ist zy € R beliebig und € > 0, so gilt fiir 6 := ¢ und alle x € R mit 0 < |z — zo| < ¢

|f(x) = f(zo)| = |z —20| < I =¢

= lim f(z) = f(zo)

Tr—xTQ

Sei f eine Funktion, gegeben durch:

f:R—R
)0 firx#0
f(x)_{l firz=0

dann ist f nicht stetig in 9 = 0, denn lim,_,,, existiert zwar, ist aber nicht gleich f(0) = f(xo) =

lim f(x) =0+ 1= f(xo)

T—T0

Die Vorzeichenfunktion

f=sgn:R—R

1 fiir x > 0
sgn(z) = f(z) =<0 firx =0
-1 firz<0

ist nicht stetig in zg = 0, denn lim,_,,, existiert schon nicht. Ist ndmlich ¢ € R mit ¢ > 0, so gilt

fir alle z < 0
lsgn(z) —c|=|—1—¢/>1

und daher kann sgn(x) —c nicht gelten.
T—r

Ahnlich sieht man: Auch ¢ < 0 kommt nicht als Limes in Frage.
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Bemerkung 5.1.4. Sei I C R ein Intervall, f : I — R und a € I. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

i) Die Funktion f ist stetig in a

i1) Fir jede Folge (xp)nen in I mit limy, o0 p = a gilt lim,— f(zn) = f(a)

Bewess.

i) = ii) Es gilt: f ist stetig in a. Sei nun (z,,) eine konvergente Folge in I mit lim, . = a. Da f in
a stetig ist gilt

Ve>036>0Veel\{a}:|z—a|<d:|f(z)— fla)] <e
Aufgrund der Konvergenz von (z,,) gilt:
Ve>03dng e NVYn>ng (neN): |z, —al <e
Setze nun £ =: §. Dann gilt fiir alle x,, mit n > ng und x,, € I\ {a}:
|xn —al < d
Aufgrund der Stetigkeit von f gilt dann:

[f(zn) = fla)] <e

Insgesamt folgt also:

lim f(zn) = f(a)

n—o0

Damit ist die Hinrichtung bewiesen.

i1) = i) (Kontraposition). Angenommen f ist nicht stetig. Dann existiert ein €9 > 0, sodass fiir alle

d > 0 ein z € I existiert mit |« — a| < d, sodass |f(z) — f(a)| > o ist. Insbesondere soll dies fiir

o := 1 gelten. Wihle z,, mit |2, — a| < do = L (da (z,,) — a laut Voraussetzung.). Nun gilt

n
aber

|f(xn) - f(a)’ > €0

Also konvergiert (f(x,)) nicht gegen f(a).
Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss f schon stetig sein. Damit ist die
Aquivalenz gezeigt.

O]

Satz 5.1.5. Sei I C R ein Intervall, sei xg € I und seien f,g: I — R stetig in xg. Dann gilt:
(a) Die Summenfunktion

f+g:1—R
(f +9)(=) == f(z) + g(x)

ist auch stetig in xg.

(b) Die Produktfunktion

frg:1—R
(f-9)(=) = f(z) - g(z)

ist auch stetig in xg.
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(c) Sei g(xo) # 0. Dann ezistiert ein § > 0, sodass g(x) # 0, fir alle v € I mit |z — xo| < 6. Die

Quotientenfunktion

f

“:{zel:|lz—z<d} —R
9

(- 23

ist auch stetig in xg.

(d) Seien nun I,J C R Intervalle und f : 1 — J, g:J =R, zy € I und yo € J, f(xo) = yo. Seien

weiter [ stetig in xg und g stetig in yo. Dann ist
gof:I—->R

auch stetig in xgq.

Bewets.
(a) Sei (z;,) eine Folge in I mit (z,) — xo.

= (f(zn)) = f(zo) und (g(zn)) — g(z0)
= (f(xn) + g(zn)) — f(x0) + g(xo) mit Satz 4.2.5

=(f+9)(zn) (f+9)(z0)
= f + g ist stetig in xo.

(b) Gleicher Beweis. Ersetze “+¢ durch “-“.

(c) Seieg := 3|g(wo)| > 0.

=36>0:|z—x9| <0 = |g(x) — g(xo)| < eo

=|g(z)| > |g(z0)| — 0 = €0

Insbesondere:
g(x) #0Ve el : |z —xo| <0

Jetzt benutze wieder den Folgensatz (4.2.5):

(n) =20 = (f(2n)) = f(20) , (9(2n)) = g(20)

wobei ng so grofl gewéhlt ist, dass
ZTn € (xo — 4,0+ 9), Vn > nyg

(d) Ubung

Beispiel 5.1.6.
(a) Sei f: 1 — R stetig in g € I und A € R. Dann ist auch

A-fI—=R
(A f)@) ==X f(x)

stetig in xg, wegen (b) des Satzes (5.1.5). (Mit g(x) = A Vx € R, die Konstante Funktion)
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(b) Deshalb ist auch fiir f,g: I — R die Differenzenfunktion

f—g: I —-R
(f = 9)(z) := fz) — g(x)

stetig in zg, wenn f, g stetig in x( sind, denn
f=g9=r+(-1yg

Achtung: f(I) := {f : I — R Funktion} =: Abb(I,R) ist mit ”+* und “-“ kein Kérper (nur ein
Ring), da man nicht durch Funktionen g # 0 dividieren kann, die Nullstellen haben.

(¢) Sein € Ny und ay,...,a; € R sowie p : R — R die Polynomfunktion
p(x) =apx™ + ...+ a1z + ag

Dann ist p stetig.

(d) Seien p und g Polynomfunktionen, ¢ # 0. Sei weiter
D:={zxeR:q(x)#0}

(Dann ist D endliche Vereinigung von Intervallen, da ¢ hochstens endlich viele Nullstellen hat
(Division mit Rest)). Dann heift

f:D—R
_p(@)
f(x)_Q(x)

eine rationale Funktion. Sie sind also auch alle stetig. (Da, wo sie definiert sind!)
Lemma 5.1.7. Sei (z,) eine Folge mit x,, > 0, Vn € N und (z,,) — a. Dann ist a > 0.
Beweis. Angenommen a < 0. Setze € := |a| > 0

= dngeN: |z, —al<e
= Tpy =Tpy —a+a<l|a|+a=—-a+a=0 }
Hier kommt es zu einem Widerspruch, da x,, < 0 nach Voraussetzung falsch ist.
=a>0
O

Satz 5.1.8 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig (a < b) sowie f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann
gibt es ein & € (a,b) mit
f(§) =0

Beweis. Intervalle I, = [ay, b,] mit den Eigenschaften
() Iny1 C I, Vn € N
(i1) by — an = 5= (b —a)

(i) f(an) <0, T(bn) >0
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durch Intervallschachtelung

n—n+ 1: setze M := L(an + by).
Falls f(M) > 0 ist, setze
Apy1 = Qp, bpyr = M

Falls f(M) < 0 ist, setze
Qp+1 = M7 bn+1 = bn

1), i1), #41) sind nach Konstruktion erfiillt.
= (I,) ist eine Intervallschachtelung.

Vollstandigkeit von R
= I, hat einen Kern &, d.h.:

oo
RS
n=0

und es folgt:
0<é—ap<b,—a, — 0

= (an) = ¢
und
= (bn) = &

Da f stetig in & folgt: (f(an)) = f(£), (f(bn)) = f(£)-
Mit dem Lemma( 5.1.7):

fbn) 2 0= f(§) 20
= f(§) =0
Beispiel 5.1.9. Betrachte
f:L,2] —R
f(@) = a2 -2
Dann ist f sicher stetig und
f)=1-2=-1<0
f(2)=4-2=2>0

Also gibt es ein ¢ € (1,2) mit f(£) =0 & £2=2

Beachte. f:[1,2]NQ — R hdtte keine Nullstelle in [1,2] N Q, d.h. iber Q gilt der Zwischenwertsatz

nicht (da Q nicht vollstindig ist).

Definition 5.1.10. f : I — R streng monoton wachsend < Vz1,22 € [ : 21 < 23 = f(x1) < f(x2)

= f ist injektiv.
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Satz 5.1.11. Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Sei a := f(a) und g := f(b). Es
st dann

Bild(f) = f(la,b]) = {f(z) € R:x € [a,b]} = [a, f]

die Abbildung g : [a,b] — [a, B] mit g(x) := f(x), ist bijektiv und ihre Umkehrung, g~ ' : [o, 8] — [a, ]
ist wieder stetig und monoton wachsend.

Beweis. Injektivitat von f ist klar.
Beh.: Bild(f) = [«, f]

Aus der Monotonie folgt: Wenn a < x < b:

Z.z.: |, B] CBIild(f).
Sei 7 € (a, B) beliebig. Betrachte

= h ist stetig (mit Satz 5.1.5).

= € Bild(f)
=Bild(f) = [a, ]

Damit folgt, dass g : [a,b] — [«, 8] bijektiv ist.

Beh.: g7, B] — [a, b] ist stetig (und monoton wachsend).
Sei also yo € [, 8] und (y5) = yo und @y, := g~ (yn)

Beh.: (zn) = g ' (y0) =: 0
Da (zy,) € [a,b] liegt, folgt, dass es einen Hiaufungspunkt zy gibt.
Mit dem Lemma 5.1.7 folgt: #y € [a, b]. Dann gilt mit der Stetigkeit von f:

F(@o) = f ((Jim (#0)) = lim (f(n)) = lim (yn) = vo

n—0o0 n—oo

da f injektiv ist und f(zg) = yo folgt:
T = Zo

= (z,,) hat genau einen Haufungspunkt. Da sie auch beschrinkt ist, folgt:

(zn) — o
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Beispiel 5.1.12. Sei k € N. Dann ist
poty, : [0700) — [0,00)
poty (¢) = o+
streng monoton wachsend, stetig und bijektiv, denn:
Sei ¢ > 0 beliebig. Wihle dann b > 1 mit b* > ¢ (funktioniert, da limp o, b* = 00). Weil f : [0,b] —
[0, bF] stetig, streng monoton wachsend folgt:
3Ee[0,0]: f(§) =c
Definition 5.1.13. Sei k € N. Die Umkehrung von poty, : [0,00) — [0, 00)
Y= pot, ! : [0,00) — [0, 00)
heifit k-te Wurzel.

Kommentar 5.1.14. (a) Es ist also
Y 1 [0,00) — [0,00)

monoton wachsend und auch stetig.

(b) Man beachte, dass wir nun bewiesen haben:
Zu y > 0 existiert genau ein z > 0 mit ¥ = y, nimlich = = ¥y.

5.2 Supremum und Infimum

Definition 5.2.1. Sei D C R, D # (). Es heifit b € R Supremum von D, wenn folgendes gilt:
(1) Ve e D:x <b
(73) Ist ce Rmit x <¢,VzeD =b<c

Kommentar 5.2.2. (a) Bedingung (i) bezeichnet man als obere Schranke fiir D. Sind (¢) und (%)
erfiillt, so spricht man von einer kleinsten oberen Schranke.
(b) Ahnlich definiert man ein Infimum von D als gréBte untere Schranke von D.
(¢) Im Falle, dass D C R ein Supremum b besitzt, ist es eindeutig bestimmt (folgt sofort aus (i7)).
Wir notieren es dann mit
b =: sup(D)

Entsprechend:
a =: inf(D)

(d) Ist D nach oben unbeschriankt (d.h.: Ve > 03z € D : x> ¢), so vereinbaren wir:
sup(D) := +o0

Im Falle D = () vereinbaren wir
sup(D) := —o0

Beispiel 5.2.3. Sei
D={zcR:2*<2}

und b := /2
Beh.: sup(D) = /2 = b.
Bew.: Dies gilt, denn:
(i) Firz e Dund . > 0ist 22 < 2=0%2 = 2 = Va2 < Vb2 =b (Monotonie von )
Also ist b obere Schranke fiir D.
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(ii) Sei nun ¢ € R mit ¢ < /2. Wihle € > 0 mit £ < v/2 — c.

=ct+e<V?2
=(c+¢)? < (vV/2)2 =2 (Monotonie von pot;,)
=c+eeD

und damit ist ¢ keine obere Schranke von D (= i)

= sup(D) = V2

Satz 5.2.4. Jede nach oben beschrinkte nichtleere Teilmenge D C R hat ein Supremum.

Beweis. Da D nach oben beschrankt ist

=3ddeR:VeeD:z<d

Definiere nun durch Intervalhalbierung rekursiv eine Intervallschachtelung (I,)nen, In = [an, by, mit

(i) <b,VreD
(i) 3z € D: x> ay
n = 1: Setze
bllzd.

Da D # () ist, existiert ein zg € D. Setze
a1 :=x9— 1

n — n+ 1: Setze )
M = i(an +bn)

1. Fall: Ist nun x < M Vx € D, so setze

Qntl = Gn, by =M

2. Fall: Es existiert ein x € D mit x > M, so setze

Ont1 =M, bpi1:=by

Offenbar ist (I,)nen eine Intervallschachtelung, also I, 11 C I, Vn € N und lim,, o (b,

nun b € R der Kern von (Ip,)nen:

(Vollsténdigkeit von R.)
Es folgt:

Dann ist:

i) 5
by—2>0=b—z =" lim (by—2)>0 VYoeD

n—oo
=b>x VzxeD
Andererseits: Ist c€ Rmit ¢ < b
=3dneN:c<a,<b (da(a,) — )

(i:QHl‘EDZJZ>CLn>C

= ¢ ist keine obere Schranke
= b =sup(D)
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Kommentar 5.2.5. (a) Man beachte, dass der Satz die Vollsténdigkeit von R wesentlich benutzt.

7.B.: hat
Dg:={recQ:2*<2}

kein Supremum in Q.
In vielen Biichern wird obiger Satz als Vollstdndigkeitsaxiom gefiihrt. Er ist Aquivalent zu unserem
Vollstandigkeitsaxiom zusammen mit dem Archimedischen Axiom.
Mit diesem Satz und den vorherigen Vereinbarungen hat nun jede Teilmenge D C R ihr Supremum
in [—o0, +o00] = RU {£o0}
sup(D) € [—o0, +0]
Entsprechend
inf(D) € [—o0, +0]
Beachte auch:
inf(D) = —sup(—D)
fiir

—D={-zeR:2e€ D}

Man beachte auch, dass das Supremum einer Menge D C R Element von D sein kann oder auch
nicht. Im Beispiel
D={zcR:2*<2}

ist /2 =sup(D) ¢ D, da (v/2)? = 2.
Andererseits gilt fiir
D={recR:z*<2}

dass sup(D) = v/2, und hier gilt: ) )
sup(D) € D

Im Falle, dass sup(D) € D ist, bezeichnet man sup(D) € R auch als Maximum von D und
schreibt:
max (D) = sup(D), falls sup(D)e€ D

=z € D:x <max(D)
Achtung: Nicht jede nach oben beschriankte Teilmenge D C R hat ein Maximum!

Entsprechend:
min(D) := inf(D) falls inf(D) € D

Satz 5.2.6 (Weierstraf). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert ein € [a, b], sodass fiir alle x € [a, b]
qgilt:

flx) < f(€)

Beweis. Sei

c:=sup{f(z) e R:z € [a,b]} € (—o0, +0]

= 3 Folge (z,,) in [a, b] mit

f(xy) = ¢ firn — oo

(Maximalfolge)

4&5 (

xy) hat einen Haufungspunkt £ € R

= 3 Teilfolge (n, )ken von (x,) mit
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Mit der Stetigkeit folgt dann:

) =1 (Jm (e0)) = Jim flan) =

k—00

Da ¢ obere Schranke von Bild(f) ist folgt Vz € [a, b]:
flx) <e=f(©)

Kommentar 5.2.7.
(a) In diesem Fall hat also
Bild(f) = {f(z) e R:z € [a,b]}

ein Maximum, denn
sup(Bild(/)) = f(€) € Bild(f)
Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt also ihr Supremum an. Natiirlich auch ihr Infimum,
denn
inf(f) = —sup(—f)
Hier bedeutet fiir f: I — R
sup(f) := sup(Bild(f))
(b) Beachte, dass es wichtig ist, dass I = [a,b] beschrinkt und abgeschlossen ist, denn z.B.
(1) I =100,00)= f:I— R, f(z) =2 nimmt ihr Supremum (+o00) nicht an.
(i) I=(0,1 = f:I—R, f(z) =L nimmt ihr Supremum (4oc) nicht an.
Auch f: I = R, f(x) =1 — 2 nimmt ihr Supremum sup(f) = 1 nicht an.

(747) Insbesondere ist also ein stetiges f : [a,b] — R stets beschrinkt.

5.3 Gleichmiaflige Stetigkeit

Definition 5.3.1. Sei I C R ein Intervall. Dann heifit eine Funktion f : I — R gleichmiBig stetig,

wenn folgendes gilt:
Fiir alle £ > 0 exisitiert ein § > 0, sodass fiir alle x1,z9 € I mit |xe — z1| < 0 gilt:

|f(z2) — f(z1)] < ¢
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Kommentar 5.3.2. Bei Stetigkeit von f : I — R braucht man zu gegebenem ¢ > 0 und z nur ein
d > 0 zu finden, welches von € und x abhéngen darf, 6 = (e, z), sodass fiir alle y € I mit |y — x| < 4
gilt:

) — F@) < e

Bei gleichméfBiger Stetigkeit muss man zu € > 0 ein 6 > 0, welches nur von £ abhéngen darf, 6 = (¢),
suchen, sodass fiir alle z,y € I mit |y — x| < J gilt:

[f(y) = fl@)] <e

Mit anderen Worten:
Ve>036>0VeelVyel:|y—x|<d:|fly)— flz) <e

Beispiel 5.3.3. (a) Betrachte f = poty : R — R, f(x) = 22 ist stetig, aber nicht gleichmiBig stetig,
denn ist € > 0, so existiert zwar zu jedem xo € R ein 6 = d(e, zp) > 0, sodass fiir |z — xg| < J gilt,
dass |f(z) — f(zo)| < € ist, aber:

Man kann § nicht unabhingig von x¢ wihlen! (Ubung.)

(b) Sei R > 0 fest und f : [-R,+R] — R, f(z) = 2. Dann ist f gleichméBig stetig, denn ist & > 0,
so ist
|[f(w2) = flan)| = |23 — 21| = |21+ x2| - |22 — 21| < (|21] + |22]) - w2 — 21| S2R - |2a — 31| <€
falls |xg — 21| < 6 := 55
(c) Natiirlich ist eine gleichméfig stetige Funktion immer stetig.

Satz 5.3.4. Sei
fia,b) = R
stetig. Dann ist f auch gleichmdflig stetig.

Beweis. Angenommen nicht.

=Jep>0Y0>03x,y €a,b]:ly—z|<d=|f(y) — f(z)] >¢€

Insbesondere fiir §,, := % existieren also x,y, € [a,b] mit |z, — y,| < % (also limy, 00 (yn — ) = 0)

aber [f(y) — f(x)] = &0
4.6.5

= (zp) hat Haufungspunkt & € [a, b]. Sei also (x,, ) eine Teilfolge mit
lim (z,, ) =¢.
k—o0
Dann gilt auch
lim (yn,) — &,
k—oo

denn

lim
k—o00 k—o0

(vme) = i ( (o~ ona) + (o))

—0 —¢&

Aber dann ist wegen der Stetigkeit von f in £
0=£(&) = £(&) = £( Jim (@) — £( Jim (3,))
= Jm (f(x"’“)> ~ (f(y"’“))
>e0 4

Dies steht aber im Widerspruch zu g9 > 0.

= f ist gleichméifig stetig! O
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Kapitel 6

Integrierbare Funktionen

6.1 Integrieren

Motivation: Es soll die Fldche A zwischen dem Graphen einer (positiven) Funktion f : [a,b] — R
und der xz-Achse bestimmt werden.

\///—Sx
s
\\\ / S Gy
7 s 7 Y
.7 / 7 4
Va / / Va 4 ’ A
P 2 A s p = ,
s/ 7/ Y 7 e
Y /
O RO / 1 7| \
v/ /s /7 4 4 / /s
s 4 7 - 4 P A Z /
’ 7 s / s [ % Y s s s
% 1 s O 4 4 s s v A - s
7 . 7 4 / v / / s Y 7
4 4 7 s 7 / ’ s s s s s
/ 7 7 / 7 /s Y v Y s v
/ v / V Va 7 7/ / / / / 7 7
/7 7 s / v/ / / / / ¥ v 7
7 s v 7 7 s / v s / s,
, s , v s/ s s s s v s ,

a==Ty X1 Z2 L3 Iq Is Le X7 xs Z9 T b=1xn

Idee: Approximiere A durch Rechtecke mit immer kleineren horizontalen Seiten.

Definition 6.1.1. Eine Zerlegung von [a, b] ist ein Tupel
Z = (zg,...,xn) (neN)
mit
a=20<x1<T9<23<...<Tp_1<xp=2">

Es heifit dann
0 :=max{x; —z;1 ER:i=1,...,n}

die Feinheit der Zerlegung.
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Definition 6.1.2. Eine Funktion

¢:la,b] = R
heifit Treppenfunktion, wenn es eine (geeignete) Zerlegung Z = (x, . .., z,) von [a, b] gibt und reelle
Zahlen cq,...,c, € R, sodass gilt:
polr)=¢ firz, 1 <z<xz; i=1,...,n
C1+4
, v s s Y
L7 B s . ‘o, s . ,
s s, 7
7 / 7/ Y , 7
C31+ s 7 s T 7 —_—
, ’ [ 7 R s
., s, / 2 / , s’
, s, 7 7/ 4 7 v s
s s, s 7 s , s s
s, s 7, / / s s
S G OGN
7 7 s 4 A
s’ 7, s s 7 , s,
s 7, s s , 2 s
7 s s P s, s
7 ’ z s s s
7 s s 7 sy s /
| 7 7/ 7 7 i | / 7 7 7/ |
i . s Y Y , 7 s h b 1
a = 3:.0 fL’l 7 ’ v v / s x2 - x3
7 s Z s 7 s
Cot

Definition 6.1.3. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Sei Z = (g, ..., x,) eine Zerlegung und
Cly...,cp € R derart, dass p(z) = ¢; ist, fir ;-1 <z <z; (i =1,...,n).
Wir definieren das Integral von ¢ durch

b n
z)dr = ¢ (w; —xi—
| et > o (oo
=1 =p(x) =Azx
Kommentar 6.1.4.

(a) Strengenommen miisste man noch zeigen, dass die Definition nicht von der Auswahl (Z,¢) (¢ =

1,...,cn) abhingt, d.h. ist (Z', ') eine andere Wahl, so muss man zeigen:
n m
>_alwi— i) =3 &) —af)
i=1 j=1
(Ubung)

(b) Beachte, dass dort wo ¢(x) = ¢; < 01ist (z;—1 < < x;) der Flicheninhalt ¢;(z; — x;—1) negativ
gezahlt wird.

Bemerkung 6.1.5. Ist ¢ : [a,b] = R Treppenfunktion, £ € (a,b). Dann gilt:

Cllag  und @l

sind auch Treppenfunktionen und es gilt:

/abgp(m)dz - /jcp(:v)dm - /Ebgp(a:)dx
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Beweis. (Ubung) Einfach die Definition des Integrals der Treppenfunktion anwenden und die Summe auseinander
ziehen. ]

Satz 6.1.6. Seien a <b e R, v, ¢ : [a,b] = R Treppenfunktionen und A € R. Dann gilt:
(a) @+ ist Treppenfunktion und es gilt:

/ (o4 9) () = / " ola)da + / " p(a)da

(b) A - ist Treppenfunktion und es gilt:

(c) Ist o < (d.h.: p(x) < YP(x) V¥V x € [a,b]), so ist auch

b b
/cp(x)darg/ Y(x)dz
Beweis.

(a) Sei Z; eine Zerlegung fiir die Treppenfunktion ¢ und Zs eine Zerlegung fiir die Treppenfunktion
1. Dann gibt es eine gemeinsame Verfeinerung Z von Z; und Zs, d.h.: Die Punkte von Z; und
Zy sind auch Punkte von Z. Sei also Z = (x¢,...,2,) und ¢ = (c1,....cp) und d = (di,...,dy),

sodass @|(y, | 2,) = Ci, also

und Yf(z, 2,y = di, also
Jetzt ist klar, dass auch ¢ + ¢ Treppenfunktion ist, denn

(0 + )(@y1,00) = i + ds

also

Il

|
§
,_.
+
&.

|
§
»a

(b) ahnlich

(C) (Ubung) (Ansatz: Integral als Summe schreiben. Dann sind die Funktionswerte immer durch > abschétzbar.)
O

Definition 6.1.7. Sei f : [a,b] — R beschrénkt.

(a) Das Unterintegral von f von a bis b ist definiert als:

b b
/ f(x)dx :=sup {/ o(z)dx : ¢ ist Treppenfunktion und ¢ < f}

71



Analysis 1 Prof. Dr. Frank Loose

(b) Das Oberintegral von f von a bis b ist definiert als:

b *

a

b
f(x)dx := inf {/ Y(x)dz : 1 ist Treppenfunktion und ¢ > f}

Notation:
F([a,b]) = Fla,b] = {f : [a,b] = R : Funktion} = Abb([a,b], R)
T ([a,b]) = Tla,b] = {¢: [a,b] = R : ist Treppenfunktion}
C([a,b]) =Cla,b] ={f : [a,b] = R: f ist stetig}

a
a

Beachte. Fla,b] ist ein R-Vektorraum und T [a,b] und Cla,b] sind Untervektorriume.
Fiir das Integral von Treppenfunktionen

/  Tla,b] — R
b
w%/qﬂ:/ p(x)dx
gilt laut Satz 6.1.6, dass
/  Tlab] — R

linear ist (und positiv, d.h.: ¢ >0 = [¢>0)

Kommentar 6.1.8.
(a) Da f nach unten beschrénkt ist, gibt es also ein ¢ € R mit

f(x)>e, Vaela,b
Deshalb ist ¢ : [a,b] = R, ¢(x) = ¢ (Vz € [a,b]), in Tla,b] mit ¢ < f. Also ist

D_{/w:wET[a,b},¢§f}
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nicht-leer und [ ¢ = ¢(b—a) € D.

= /f(x)d:v >c(b—a)
Da f auch nach oben beschrankt ist, existiert auch ein d € R mit
flz) <d, Vxc€]a,b
Ist nun ¢ € Tla,b], () =d (Vz € [a,b]), so gilt fiir alle ¢ € Ta, b] mit

VS f, fSe=v<y

[o< [e=dt-a

:»sup{/w:weﬂa,m, wéf} < d(b— a)
Also ist )
f(z)dz

a *

tatséchliche eine reelle Zahl. Und man hat die Abschétzung

c(b—a)S/de(b—a)
co-a< [ 1 <dv-a

Es gibt also stets eine Folge (¢y,)nen in 7 mit ¢, < f und

(Jer) o Lo

Genauso sieht man:

wobei (a,) / a bedeuten moge, dass (a,) — a und (a,) monoton wachsend ist.

Entsprechend gibt es eine Folge (¢, )nen in T mit ¢, > f und

(/wn)neNx/*f
YR

()2 [ (Jo)f

= [ o= [o=m (o) =t ([ )
= ([ [ o)

Es ist stets

denn sind (¢y,) und (¢,) Folgen mit

sowie

6.;6 lim /(% - (Pn) >0
n—oo N———
>0
>0
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= / f= / f
*
Notation: Kiirze hin und wieder ab:

lﬂzl%@ﬂ%tff:Amﬂwm

Definition 6.1.9. Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann nennen wir f Riemann-integrierbar, wenn

folgendes gilt:
/f(ac)d:n:/ f(x)dx

/a ’ f(x)dz = / b* f(z)dz (: ab* f(x)dm)

Rla,b] ;== {f € Fla,b] : f Riemann-integrierbar}

Wir setzen dann

und

Beispiel 6.1.10.
(a) Jede Treppenfunktion ist (Riemann-)integrierbar,

Tla,b] € Rla,b]

denn: Sei f € T und Vo € T mit ¢ < f ist

[e<]1

(wobei [ f hier das elementargeometrische Integral einer Treppenfunktion bedeutet.) Siehe Satz

6.1.6 Teil (c).
:/*fzsup{/goch67780§f}:/f
[r=[s

[
Riemann el. geom. Int.

ebenso sieht man:

Also ist f € Rla,b] und es gilt:

fel eom. Int.
Tla,b] J ! R
Inklusion
fRiemann
Rla, b]
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(b) Nicht alle beschrénkten Funktionen sind Riemann-integrierbar. Die Dirichletsche Sprunkfunk-
tion ist definiert durch

f:00,1] — R

1 fallsz € QNJ0,1]
T —
0 fallsz¢QnJo,1]

Dann ist f nicht Riemann integrierbar, denn fiir jedes ¢ € T[0,1] mit ¢ < f gilt ¢ < 0, denn in
jedem Intervall (z;_1, ;) liegen irrationale Zahlen, also muss ¢|(,, , .,y = ¢; < 0 sein

:>/80:Zci($i—$i1) <0

Ebenso gibt es in (z;-1, ;) aber auch stets rationale Zahlen. Deshalb folgt fiir ¢ € T10,1] mit

Y > fstets ¢ > 1 .
:5Zf:/0:0 =+ /~f:/1:1

Satz 6.1.11. Seien f,g € Rla,b] und XA € R. Dann gilt:
(a) f+ g€ Rla,b], und

b b b
[+ a@dn= [ @+ [ gz
(b) X- f € Rla,b], und
b b
[0 n@ds=x [ s

/abf(:c)dm < /abg(x)dx

Beweis. (a) Seien (¢,) und (¢,) Folgen in T [a,b] mit ¢, < f, 1, < g mit

(Je) 2[5 (Jw) 7 [
:>/(¢n+<ﬂn):/¢n+/<ﬂn

| S —
[ f+].9

(c) Ist f < g, so ist auch

dao, < f, ¥, <g
= on+tUYn < f+yg

= (492 [(on+ v

5$7/*(f+g)2[<f+/*g=/f+/g

Beachte, dass f, g insbesondere beschriinkt sind, damit auch f+ g, und damit ist [, (f+g) erklért.

Ganz dhnlich sieht man, dass
*
[Gra< 1+

= [wvas [+ [os [uros [0
= [Gro= U+

Also (f +g) € Rla,bl und [(f+g)= [+ [g
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(b) Ahnlich
(¢) Zeige: 0 < f = 0 < [ f. Denn dann folgt mit (a) und (b):

f<g=>0<g-—f

s0< [+ 0N = [g+-0 [1=[o- [
i/fS/g
Aber 0 € Ta,b], 0 < f

oz/oglfz/f

Lemma 6.1.12. Sei f : [a,b] — R stetig (f € Cla,b]). Zu jedem £ > 0 ezistiert dann eine Treppen-
funktion ¢ € Tla,b] mit p < fund

O]

f(@) —p(z) <e

fir alle x € [a,b].

Beweis. Weil f : [a,b] — R nach Satz 5.3.4 sogar gleichméBig stetig ist, existiert ein § > 0, sodass gilt:
Ist 2,2’ € [a,b] mit |2/ — x| < 4, soist |f(a') — f(z)] <e.
Wihle nun eine Zerlegung Z = (o, ..., x,) mit Feinheit kleiner als ¢, z.B.

. —a
mit n > T
Setze dann
ci=min{f(z) eR:z € [x;1,2]} (i=1,...,n)
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und wéhle nun &; € [z;—1,z;] mit f(&) = ¢ (Satz von Weierstrafl 5.2.6).
Setze ¢ € T|a,b]
o(z):=¢ fir z, <z <z

(o(b) == f(b)) i=1,....n

Dann gilt ¢ < f und fiir x € [a, b) beliebig
=3Jdie{l,...,n}:x € [ri1,1;)
= f(x) —(x) = f(x) —ci = flz) - f(&) <e
mit |z — &| < x; — a1 < 9.
Satz 6.1.13. Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f integrierbar,
Cla,b] C R]a,b]

Beweis. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt mit Weierstral (5.2.6), dass f beschrinkt ist. Sei ¢ > 0.

Dann folgt mit Lemma 6.1.12, dass ¢, € Tla,b] mit ¢ < f < mit
€

0 < (@) ~ p(@)] < 5

(Wende Lemma 6.1.12 fir f und — f mit ﬁ an.)

:>0§/*f—/f§/w—/¢=/(¢—s0)S/abbfad:vzbfa(b—a) :

Ve >0 !l (Wihle € klein genug, dann folgt:)

[1- 5=

=f € Rla,b]
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6.2 Riemannsche Summe

Definition 6.2.1. Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Sei weiter Z = (zy,...,z,) eine Zerlegung von [a, b]
und § = (&1,...,&,) mit & € [x-1,24], i = 1,...,n. Dann heifit

n

S(£,2,6) =Y (&) (@i —wi1)

=1

die Riemannsche Summe von f zur Zerlegung Z und der Zwischenstellenwahl &.

A

Lemma 6.2.2. Ist f € R[a,b], so ist |f| € Rla,b] und es gilt:

/a ’ f(z)dz

< [ V@i

Beweis. Fiir f € Fla,b] setzt man

Dann gilt:

f=f—f
Ifl=fr+f-

Ist f € Rla,b], dann gilt: f., f- € R[a,b] (Ubung)

= |fl = f+ + f- € Rla, b]
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und es gilt:

/f—/(f+—f—)—/f+—/f—é/f++/f——/(f++f—)—/\f|
~[i=[s /f+ /f++f) i
=|[1]< i

Satz 6.2.3. Sei f : [a,b] — R stetig. Sei weiter (Z)),cn eine Folge von Zerlegungen und (£ )reN
eine Folge von Zwischenstellen €7 fiir Z("). Sei schlieflich 6, > 0 die Feinheit von Z") und (0,) —
Dann gilt:

O]

b
i S(£,20,60) = [ f(o)ds

Beweis. Sei € > 0. Dann gilt mit Satz 5.3.4:

1
35>0Vax, 2 €la,b] mit |2/ —z| < = |f(@) - f(2)| < S
Da (0,) 0,30 e NVr>rg:6, <9
Vi=1,...,n, gilt: Ist x € [xl(T_)l,azgr)L S0 ist
_ f(e™ <
(o) — £ <
(r) (r)
i . 6.2.2 [T .
[ (t@ = r€M)ael "< [ 115 - 6o
Tl T,
D £
' _ ) _ )
= Jo b — P (96Z xz*)
o)
:fz(lr) f(&lm)dm
b nr o gl") nr —
= / f(@)dz = ;| = |Z / o, J)da - ;f(ﬁfr))(wf” )
Ny .’I7(T) Ny c c
<Y [ 1@ =1 do <3 5@ —al) = - a) =<
i=1 i—1 =1

79



Analysis 1 Prof. Dr. Frank Loose

Kommentar 6.2.4.
(a) Es ist also

b nr
[ t@de= i 3" €6 -2 (9
@ i=1

.. . . g, . . o b—
Wihlt man die Zerlegung Z") dquidistant (mit Feinheit *—%)

so schreibt sich (etwas schlampig) die rechte Seite von (x) so: (beachte: 7 — oo < Az(") — 0)
lim Z fz)Az = /f(x) dx  (Physiker)

(b) Der Satz ist auch richtig fiir alle f € R]a, b]
Beispiel 6.2.5. (a) Seib>0,a=0und f:[a,b] - R, f(z) = =, die Identitat.

Wihle zur Berechnung von f; xdx jetzt die sogenannte dquidistante Zerlegung

b
(t=0,...,7) Feinheit —
,

mit Feinheit g =6, (= (6r) — 0). Wihle weiter

(r) (m_t :
. . 1,...
fz T r (Z ’ ,7’)

:>Sr.—2f a:—x)l)

ib b _ b <
= — Z —r(r+1)
=1
_ﬁ r2 +r _)g
2 r2 r—oo 2

—1 fiir r»>o0

Fiir 0 < a < b folgt dann aus

Vereinbarung: Fiir a < b:
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(b) Fiir b > 0 ist

b 1
/ 22 dr = =b3
0 3

Wihle Z(") wieder dquidistant mit Feinheit 8, = £

r

T b2b b3 'r“
&:Z<D'fﬂ3 27

i=1 =
~——
=5r(r+3)(r+1)
_ P4+
r3 r—oo 3

—_—
—1 fiir r—oo

b 1
= 22 dr = =3
a 3
)

(c) Sein € Ny, a,b € Rund f:[a,b] = R, f(x) =2"

Beh.: )
/ 2" dr = 1 (bn-‘rl _ an-‘rl)
a n+1

Nur fiir a = 1, b > 0 (Die anderen Fille: Ubung)
Wihle nun nicht die dquidistante Zerlegung (arithmetische Progression), sondern die geome-
trische Progression

)

2" = (%)Z (i=0,...,7)
Dann folgt: (Ubung)

bn+1_1 bn+1_1
g _
Tl Vb4 o+ Ve ntl
~—~ ~—~
—1 —1

Satz 6.2.6 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein £ € [a, b],
sodass gilt:

b
[ 1@ de = )0~ a)
Beweis. Sei m := min{f(z) : x € [a,b]}, M = max{f(z) : x € [a,]]}

Es ist also dann
m< f(xr) <M Yz€lal]
und damit

b b b
m(b—a):/ mda:g/ f(x)dmg/ M dx = M(b—a)
Setze

1 b
pim s [ ) de

alsom < u < M.
Ist nun Zpin, Tmax € [a, b] so, dass

f(@min) =m, f(Tmax) =M (Weierstral 5.2.6)

"2 Es existiert ein € € [, b] mit Tmin < & < Tmax, sodass £(€) = 4

b
:w—@ﬂ@:w—@u:/fuwx
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Kapitel 7

Differenzierbare Funktionen

7.1 Ableiten

Motivation: Sei f: R — R affin-linear, also f(z) = mz + b mit m,b € R, so ist m € R die Steigung

flx2) = fla1) = Af

|
T

]t+—----
[\

1

von f (in jedem Punkt), denn fiir z; < x2 beliebig:

f(x2) — f(w1)  (ma2+0b) — (mxy +b)  m(z2 —x1)

T2 — a1 T2 — 21 T2 — I

Ziel: Auch fiir nicht affin-lineare Funktionen f : I — R (I = [a,b] C R Intervall) soll fiir jeden
Punkt xy € I die Steigung von f definiert werden.

Af
Gy Tangente von Gy in (zo, f(x0))
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Idee: Nehme Steigung der affin-linearen Funktion, deren Graph die Tangente an Gy in (o, f(z0))
ist.

Problem: Wie erkldrt man die Tangenten(steigung)?

Ansatz: Nehme Grenzlage von Sekantensteigungen:

A,

7 Ax Az—0 dx

Definition 7.1.1. (a) Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine Funktion und zp € I. Es heiit f
differenzierbar in z(, wenn der Grenzwert

o J@) — ()
T—T0 Tr — X0
existiert.
(b) Die Funktion f heifit differenzierbar (schlechthin), wenn f diffbar in x ist fiir alle z € I.
Kommentar 7.1.2. (a) Falls f : I — R diffbar in xy € I ist, bezeichnet man den Grenzwert mit
d d
f'(xo) oder %(3}0) oder auch d—f . Er heiit die Ableitung von f in z.

X lxg
(b) Bezeichnet man h := x — x¢, so ist f in xp also genau dann diffbar, wenn der Grenzwert

lim f(zo+ h) — f(zo)
h—0 h

(= f'(x0))

existiert.
(¢) Erinnere: D.h.: Fiir alle Folgen (h,,) mit xo + hy, € I, hy, # 0 und (hy,) — 0 konvergiert auch die
Folge

(3 7o+ 1) = e

neN

und zwar alle gegen den gleichen Grenzwert (némlich f(xg)).

(d) Der Ausdruck (@) = f(wo) heifit Differenzenquotient.
x — 1z

Beispiel 7.1.3. (a) Ist f : R — R affin-linear, also f(x) = mz+0b, (m,b € R), so ist f differenzierbar
und f'(x) =mVaxeR.

Denn:

%(f(xo +h) = f(zo0)) = %(m(wo +h)+b— (mxo+b) = %mh =m

Insbesondere

tiy (oo 1) = fGa)) = m

Beachte. Insbesondere gilt fiir konstante Funktionen

f:R—R
flz) =c
mit ¢ € R. (Es gilt also m = 0 aus Bsp. (a))

f'(x)=0 Vaz
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(b) Sein € Nund f =pot, : R - R, f(x) = 2™ Dann gilt mit € R beliebig:

((z+ h)" — 2™) = % (<a:"+ (Tll) x"1h+...+h"> —x”)

n—1 2
(nl’ h + h p(h)) p(h) ist ein Polynom in h vom Grad n — 2, wobei die Koeffizienten von z abhingen

1

S h) — f(@) =

(T B) = f(@) = na" " b plh) — et

~0 Lp(0)

Also ist f diffbar und es gilt:
fll@)=n-2""" (n21)

Satz 7.1.4. Sei I C R ein Intervall, xg € I und f : I — R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist diffbar in xg
(74) 3meR, Jp: I = R, mit
f(x) = f(xo) +m(x — z0) + ¢(x)

lim (‘0(”5) > =0
T—TQ T — X0

und

Gr

Beweis. ,=*“ Sei f diffbar in 2o und m := f'(x¢) und ¢ : I = R, ¢(x) := f(z) — f(xo) — m(z — x0).

Dann gilt:
o) _ @) —fao)
T — X0 T — X9 T—x0

<= Seien m € R und ¢ : I — R gegeben mit

f(x) = f(zo) + m(z — z0) + ()

lim ( P(@) ) =0
T—T0 Tr — X
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L @) = fwo) _me—m) tol@) el
T — g T — g v To

= f ist diffbar in z¢ (und es ist f/'(xz) =m)

O

Kommentar 7.1.5. (a) Diffbar in z( zu sein, bedeutet also, dass eine Funktion f durch eine affin-
lineare Funktion T so gut approximierbar ist, dass der Fehler, o = f — T fiir x — x( schneller
gegen 0 geht als die Funktion x — x — xy,

f@-Tw
Tr — X T—T0

(b) Der Graph von T' (der eindeutig bestimmt ist) wird als Tangente an den Graphen von f im
Punkt (xg, f(xo)) bezeichnet.
(c) Esist also

f(xo+h) = f(xo) + f'(x0) - b+ ¥ (h)

(Y)Y _
pm (%5) =0
mit ¥ (h) = o(xg + h)

Korollar 7.1.6. Sei f : I — R diffbar in xo € 1. Dann ist f auch stetig in xg.

mit

Beweis. Es ist

f(@) = f(zo) + f'(xo) (2 — m0) + ()

lim < p(2) > =0
T—=T0 \ T — X0

mit

Insbesondere gilt ¢p(z) — 0, denn

@(fﬁ)zmgp_(%(w—xo) =2,0:0=0
= f(z) = f(x0) + f'(z0)(z — 20) + () — f(x0)
— X"
= f ist stetig in xg O

Kommentar 7.1.7. Bezeichnen wir mit

Dla,b] :={f : [a,b] = R, diffbar}
so gilt also:

Dla,b] C Cla, b] C Rla, b] C Fla, b

N——
27 ]a,b]

Beispiel 7.1.8. (a) Sei f: Ry - R, f(z) = é (Ry :=(0,00))

1 1/ 1 1\ 1(z—(z+h)
:*hU@+m‘f@”—h(z+h‘x>—h<<x+mx>
1 b 1 1
B E(z—I—h):L‘_i(x—l—h)a:h——A))i?
= f ist diffbar (in =) und es gilt
, 1
f(x)——ﬁ
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(b) Die Betragsfunktion

f:R—R
f(z) = |z|

ist zwar stetig in g = 0, aber nicht diffbar in xg, denn
Ist (hy) Nullfolge mit h,, > 0 (z.B.: hy,

1), so gilt:

hn =0

ist dagegen h,, < 0 und (h,,) Nullfolge (z.B.: hy, := 1), so gilt

1 h
i ({0) =) = —f2 = =1 2 1
—hn =0

Also ist f in 0 = x( nicht diffbar.

Satz 7.1.9. Seien f,g: I — R diffbar in xg € I und X € R. Dann gilt
(a) Auch f+g: 1 — R ist diffbar in xg, und

(f +9)(x0) =

f'(x0) + g’ (wo)
(b) Auch X- f: I — R ist diffbar in xo, und es gilt

(A ) (o) = A+ f'(0)
Beweis. (a) Sei also (hp)nen eine Nullfolge mit h,, # 0 und xo + h, € I Yn € N

= (f + 9)(@0))
o (F () + gl + ) = () + (20))
(4 ha) = F(@0) + 5 (F (20 + o) = gla0)
— F'(@o) —; ¢/(z0)
=— f'(z0) + g'(w0)
(b) Ubung (einfacher)
Beispiel 7.1.10. Es sind damit alle Polynomfunktionen
fPR=R, f(z)=apz"+...+ a1+ ao
diffbar, und es gilt
fl(x)=an -n-a"" 4a = Zk ap - P71
Also:

Pol(R) € D(R)

86



Analysis 1 Prof. Dr. Frank Loose

7.2 Motivation:

Seien k,l € N und z € R. Dann gilt ja

k+1 k l

X =T -

Will man diese Regel auch bei negativen Exponenten beibehalten, so ist man zu folgender Definition

gezwungen: Wegen
ab = 2F0 = 2% 20 (2 #£0)

und

Sei jetzt x > 0. Will man z — z" mit r = % € Q definierten (p € Z, q € N), so impliziert das

Potenzgesetz (2" = 2™ - z")
AW D P £+ +E q.E
((L'q) =xq.-...-pxda =ga " Tq =gq =P

ya
= xa =
Definition 7.2.1. Wir definieren fiir jedes r € Q die r-te Potenzfunktion
pot, :Ry — R
pot,(z) ="

durch:

Sei r = g (mit p € Z und ¢q € N) die (eindeutig) gekiirzte Darstellung von r. Setze dann

pot, =" := VaP
Kommentar 7.2.2. (a) Auch die Funktion

f=pot Ry —R

x> a”
fiir n € Z ist diffbar (und damit stetig) und es gilt:
f(@) =n-an?

(b) Mann miisste jetzt vielleicht noch priifen, ob die Definition von x — z" fiir r € Q auch fiir
ungekiirzte Darstellungen r = % das gleiche Resultat liefert.

(¢) Tatséichlich kann man nun auch mit dhnlichen Argumenten wie in der Motivation sehen, dass das
Potenzgesetz tatsichlich fiir alle r, s € Q gilt:

r+s r s

T =T T

(und ebenso (z")* = ")
(d) Schliellich werden wir sehen, dass auch f = pot, : Ry — R fiir € Q diffbar ist und es gilt:

fa)=r 2!
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(e) Wir werden spéter die Funktion

pot.: Ry — R

Tz

auch fiir beliebiges ¢ € R definieren und auch dann wird gelten, dass pot, diffbar ist und es gilt:

sowie

pot., = %(azc) =c-2" V>0

Satz 7.2.3 (Rolle). Sei f : [a,b] — R diffbar und f(a) = f(b) = 0. Dann gibt es ein & € (a,b) mit
f(€)=0

Beweis. Falls f(x) = 0 Vx € [a,b], so nehme & € (a,b) = f'(§) = 0. Sei deshalb zy € (a,b) oBdA
so, dass f(xg) > 0 ist. (gehe sonst iiber von f zu —f). Da f insbesondere auch stetig ist, folgt mit
Weierstra$ (5.2.6), dass f sein Supremum annimmt.
= 3 € [a, b]:

f&) = f(x), Vzela,b]

Da insbesondere

f(&) = f(xo) >0

ist, folgt:
€ € (a,b)
Sei nun (hy,) eine Nullfolge mit h,, <0, £ + hy, € [a,b]. Dann gilt:
1
L (e h) = 1(©) 20 wneN
\:L" <0
<0

Dann folgt (5.1.7):
710 = i (- (e ) - 1(€) 20

n—o0 n
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Ahnlich sei (h,) eine Nullfolge und A}, > 0 und & + h!, € [a,b] Vn € N,

= o (fE+ 1)~ F(©) <0
A

Dann folgt (5.1.7):

Also folgt insgesamt:

(Der Satz funktioniert auch fiir f(a) = f(b) = ¢) O

Kommentar 7.2.4. Beachte, dass wir im Beweis folgendes gesehen haben: f : [a,b] — R diffbar und
xo € (a,b) ein lokales Extremum (Extremum im Intervall)

= f,(xo) =0

Korollar 7.2.5 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R diffbar. Dann gibt es ein
¢ € (a,b) mit

g 0= 110
RA
)t ‘
Sekante mit Steigung 71l = % i
Af=f(0)~ f(a)
Gr |
flop = VR J
a | z
Beweis. Sei
)~ S
o b—a

Betrachte die Hilfsfunktion f : [a,b] — R, g(x) = f(z) — (m(x — a) + f(a)) (h ist diffbar mit 7.1.9).
Es gilt:

o) = 10~ LO =L by~ 0 =0

Dann folgt mit dem Satz von Rolle (7.2.3): 3¢ € (a, b):
0=g'(§) =f()—m
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also

O

Korollar 7.2.6. Sei I C R ein Intervall und f : I — R diffbar mit f' = 0. Dann ist f konstant. D.h.
JdceR: f(z)=cVxel.

Beweis. Seien xg,x € I beliebig und ohne Einschrankung x¢ < z.

7.2.5

fl@) = flzo) =" (&)@ — o)

(aus L=1Go) — f(¢))
fur ein £ € (xg,x). Also ist
f(x) = f(xo) =c¢ Vz € la,b
O

Korollar 7.2.7. Sei f : I — R diffbar mit f'(x) > 0 Va € I. Dann ist f streng monoton wachsend.
Riickrichtung gilt nicht!

Beweis. Seien z1,x2 € I mit z1 < x3. Wende nun den Mittelwertsatz (7.2.5) auf f\[m,xz} an:
= 3¢ € (x1,x2):

flx2) = f(z1) = f1(€) (xa —21) >0
N

—
>0 >0
= f(z1) < f(x2)
Also folgt, dass f streng monoton wachsend ist. O
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Kapitel 8

Der Hauptsatz

8.1 Motivation

, F(b)—F(a)=> AF = %Am fomd F'(x)dz”

Definition 8.1.1. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Dann nennen wir F': I — R
eine Stammfunktion von f, wenn F' differenzierbar ist und gilt:

F=f

Bemerkung 8.1.2. Sei f: I — R gegeben und F : I — R eine Stammfunktion von f sowie ¢ € R.
Dann ist auch

G:I—R
G(z)=F(z)+c

eine Stammfunktion von f.
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Beweis. G ist offenbar auch diffbar und es gilt
G'(z) =F'(z) + 0= f(x)
O

Satz 8.1.3. Sei f: I — R gegeben und seien F,G : I — R Stammfunktionen von f. Dann gibt es ein
c € R, sodass fiir alle x € I gilt:
G(z) =F(z)+c

Beweis. Betrachte H := G — F : I — R. Dann ist H diffbar und es gilt:
H=G-F=f-f=0

denn nach Voraussetzung sind sowohl G als auch F' Stammfunktionen von f.
7.2.6
= dceR: H=c

=G=F+H=F+c

O]

Kommentar 8.1.4. Nicht jede (integrierbare) Funktion hat eine Stammfunktion, denn betrachte z.B.

f:R—R
0 firxz<o0
f(x):{l firz >0
f(z)
1

Dann hat f|_, o die Stammfunktionen
F.:(—00,00 — R
F.(z)=c
Ahnlich sind die Stammfunktionen von fl(0,00) gegeben durch
Gy (0, OO) — R
Ge(z)=z+d

Wiére F': R — R Stammfunktion von f, dann folgt:

de € R: Fl(_x0) = ¢ Flo,00) = Gg mit d = ¢, denn F' muss ja insbesondere stetig sein in zo = 0.
Also erhélt man zum Beispiel nachfolgenden Graphen. Dieses F' ist in xg = 0 zwar stetig, aber nicht
diffbar. Also hat f keine Stammfunktion.
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Beispiel 8.1.5. Fiir n € Z, n # 1 haben die Monomfunktionen

f=pot, Ry —R

flx) ="
Stammfunktionen, denn z.B.
F:R—R
_ 1 n+1
(@) =7
ist Stammfunktion, denn:
1

Frage: Hat auch f: R — R, f(z) = % eine Stammfunktion?

Satz 8.1.6. Sei I C R ein Intervall, xo € I und f : I — R stetig. Dann wird durch

F:T—R
F(x):= /xf(t) dt

eine Stammfunktion von f gegeben,
F=f

Beachte. Jedes stetige f: I — R hat also eine Stammfunktion

Beweis. Sei x € I beliebig. Da mit f auch f[, 4], baw. flz.,], stetig ist, ist flizg2), D2W fliz.20]s
integrierbar (Satz 6.1.13) und damit ist F'(x) definiert. Sei weiter (h,) eine Nullfolge mit h, > 0,
(x + hy) € I Vn € N. Dann gilt:

hln (F(z 4 hy) — F(z)) = hln </+h f(t) dt — /m:f(t) dt)

x4+hn T T+hn
xo xo x
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gilt
1 1 fethn
— (F(z + hy) — F(x)) = — / f(t) dt
n x
Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (6.2.6) existiert ein &, € [z,z + hy] (bzw. [x + hy, z])
mit

T+hn
/ ) dt = F(En) (2 + hn) — 2) = B f(E2)

= hln (F(z 4 hy) — F(z)) = hln ha - f(&n) = (&)

Fiir n — oo folgt dann (&,) — x und wegen der Stetigkeit von f in z folgt tatséchlich

hi(F(a:+hn) - F(z)) — f(z)

n n—oo

Also ist F' diffbar und es gilt
F=f

O

Kommentar 8.1.7. Beachte, dass man nun, dhnlich wie bei dem Bilden von Umkehrfunktionen eine
Moglichkeit gewonnen haben, aus bekannten Funktionen evtl. neue, vorher nicht bekannte Funktionen
zu konstruieren. z.B.:

Definition 8.1.8. (a) Wir setzen

IDZR+—>R

ln(:n):/ 1dt
1t

und nennen dies den natiirlichen Logarithmus.

(b) Wir setzen

arctan : R — R

r o1
arctan(x) = —dt
() /0 1+ 2
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Kommentar 8.1.9. (a) Nicht jede Funktion f : I — R, die eine Stammfunktion hat, muss stetig sein.
Anders gesagt: Die Ableitung einer diffbaren Funktion muss nicht stetig sein. (Bsp. f(z) = |z|).
Wir setzen deshalb:

Cl(I)c D) Cc(I) CR()

der Raum der stetig diffbaren Funktionen auf I.
(b) Beachte, dass also
In:(0,00) = R

und
arctan : R — R

stetig diffbar sind und es gilt

1

1
In'(x) = —, arctan(z) = T2

z
Korollar 8.1.10 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig und
F :la,b] — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

b
[ #@) =P )~ F@
Beweis. Nach dem Satz 8.1.6 wissen wir, dass

Fy :la,b] — R

0= [ s

eine Stammfunktion von f ist (Nach Satz 8.1.6 gilt: F' = f).
Nach dem Satz 8.1.3 gibt es ein ¢ € R, sodass gilt:

F=FI+c
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= F(b) = F(a) = Fo(b) + ¢ = (Fo(a) + ¢) = Fo(b) — Fo(a)

/f dt—/ 0
:/Gf(x)dx

96



Kapitel 9

Ausbau der Differential- und
Integralrechnung

9.1 Regeln

Satz 9.1.1 (Kettenregel und Substitutionsregel). (a) Seien I, J C R Intervalle, o € I, yo € J sowie
f:I—=Rmit f(I) CJ undg:J— R. Es sei weiter f(xo) = yo, [ diffbar in xo und g diffbar in
yo. Dann ist die Verkettung

go f I —- R
diffbar in xo und es gilt
(g0 f)(z0) = ¢'(yo) - f'(0)
(b) Es sei f:[a,b] — R stetig und ¢ : [ov, B] = [a,b] stetig diffbar und o(a) = a, p(B) =b. Dann gilt

/:f@:) dx:/jfw(t)-w’(t) at

Beweis. (a) Da f diffbar in xg und g diffbar in yg, existieren Funktionen ¢ : I—x9g —» R, ¢ : I—y9 — R
(wobei gilt: I —xg := {z — zoz € I}), sodass gilt:

f@o+ h) = f(zo) + f'(x0) - h+ @(h)
9(yo +h) = g(yo) + 9 (o) - k + ¥ (k)

Y(k)

plh) _ i Y

lim &——=
hlg%h

k
k

o

= go f(zo+h) = g(f(wo) + f'(x0) - h + p(h))
=:k(h)
= g(f(z0)) +g'(f(w0)) - (f'(w0) - b+ @(h)) + P (f'(z0) - h + p(h))
= go f(zo) + (¢'(%0) - f'(w0)) - h +&(h)

Mit yo = f(zo) und £(h) := ¢'(yo) - ¢(h) +w(k(h)) Zeige noch limy_.q % = 0. Dies gilt aber schon, da

mit ()
+9'(y0) - p(h) = g'(wo) - 2lh) ’/—j 9 (y0)-0=0

Zeige ebenso
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doch auch dies gilt schon, da

k(h) = f'(z0) - h 4 ¢(h) h—_>(>)f/(ﬂfo) 0+0=0

Wegen (x1) ist deshalb

Y (k(h))
k(h)  hoso
Andererseits: k(h (h
B paoy+ 2 pa) 0= f(a)
Insgesamt gilt also:
k(h y
D o iy o

= go f ist diffbar in z¢ und
(g0 f)(z0) = g'(z0) f'(20)
(b) Sei F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f (F' = f).
= Fop:[a,b =R
ist diffbar und es gilt:
(F o) (t)=F'(o(t)p(t) = fop(t) o)

B B d
[ foety s di= [ T(Fo)®) di=Fou(B) - Fou)

* b
=F(b) — F(a) = / f(z) dz
O

Kommentar 9.1.2. (a) Bezeichnet man f: I — J C R einfach mit y(x), wenn x die Variable von I
und y die Variable von J ist und entsprechend z(y) die Funktion g, so liefit sich die Kettenregel

so:
dz _dzdy

" dr  dydx
(b) Ahnlich merkt man sich die Substitutionsregel so:

dx
dr = —dt

(¢) Oftist ¢ : [a, 8] — [a,b] ein sogenannter Diffeomorphismus, d.h.: ¢ ist bijektiv und ¢~*[a, b] —
[a, (] ist auch stetig diffbar. Man spricht dann auch von einem Parameterwechsel.

Beispiel 9.1.3. (a) Wir benutzen, dass ,/~: Ry — R, z — /z diffbar ist mit
d 11
Betrachte nun f: R — R, f(z) = v/1 + 22. Dann ist f diffbar und es gilt mit

gz)=1+2*, hy) =y = f(z) =N () ¢ (=),
dass die Ableitung gegeben ist durch:

1 1

DS S S
@) = = 2= e
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(b) f:(0,00) = R, f(x) = In(x?) X

1

Beobachte auch die Funktion g : Ry — R, g(z) = 2In(x) hat die Ableitung ¢'(z) = 2
Wegen

folgt:

(c) Beh.:

2 1
dr = dt = —dt
:‘/o @t+12 ™ / iz /

Wobei gilt: F(z)|" = F(b) — F(a).
(d) Beh.:

9
1
dr = 21In(2
/1 T+ x v n(2)
Denn: Setze t = \/z, = x = ¢(t) = t2, ¢(t) = 2t, p(1) =1, ¢(3) = 9.

3

9 1 3 C,D(t) 3 1
/ dr= [ dt:2/ g —omE+1)| = 2m@) - 2m(2)
1 l’“‘\/i 1 t +t 1 t+1 1

= 2(In(2?) — In(2)) = 2(21n(2) — In(2)) = 21n(2)

Satz 9.1.4 (Produktregel und partielle Integration). (a) Seien f,g: I — R diffbar in xo € I. Dann
ist auch f-g: 1 — R in xo diffbar und es gilt:

(f - 9)(z0) = f'(z0) - (o) + f(20)g'(x0)
(b) Seien f,g : [a,b] — R stetig diffbar. Dann gilt:

/f 2)do = f (s /f

Beweis. (a) Seien ¢ und ¢ wie im Beweis der Kettenregel mit

.p(h) (k)
pm e = 0=
und
flxo+h) = f(xo) + f'(x0) - b+ o(h)
g(zo+h) = f(zo0) + ¢'(x0) - h+ ¥ (h)
= (g- f)(@o+ h) = f(x0) - g(xo) + (f(x0) - ¢'(x0) + f'(x0)g(x0)) - h + x(h)
mit

xX(h) = f'(w0)-g'(x0) - h*+ f'(x0) - h- b (h) + 9 (x0) - h-p(h) +p(h) - () + f(z0) -9 (h) + g(x0) - o(h)

99



Analysis 1 Prof. Dr. Frank Loose

Fiir X ( ) gilt aber:

O f1ao) - o (o) -t (o) - 9(h) 4 g'Co) - o) + Py 4 ) - P g A0
& a o =

Also ist g - f diffbar in 2y mit

(f - 9) (x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0)g (x0)

(®)
f@)g(e b“”’ / (- 9)(@) do = /b(f’(w)g(vaf(x)g’(w)) da
:/a f(x)g dﬂc—i-/ f(z
= [ @) g de =1 gte /f

Beispiel 9.1.5. (a) f:(0,00) = R, f(z) =z - In(x)
= fl(z) =4/ () - v(z) + u(z) - v'(x) mit u(z) =z, v(z) = In(z). Also

f(z) = 1-ln($)+x-% =In(z)+1
() f:(0,00) = R, f(z) = arctan(In(x)) In(z)

1 1 In(x) + arctan(In(z)) -

_In(z) + (1 + In*(z) - arctan(In(z)))
1 +1n?(x)z

fw) = - 2(1 + In(z))

8|

2
/ x-In(x) de =2-1n(2) — -
1

Denn: v'(z) = z = u(z) = 2%, v(z) = In(z), = v/(z) = 1.

2 1 2 2] 1
= x-In(z) dz = -2% - In(z —/xz~dx
[ o o= 5t m@)] - [ 2

1 2 21
2:):21n()1—/12d:n
=57 (@) - 3

1, 1
=52 In(2) - 0-1+
=2-In(2) — -

(d) Beh.:

r 1
F(z) = / 1 -arctan(t) dt = x - arctan(z) — 5 In(1 — %)
0
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Sei 1 =u(t), = u(t) =t, v(t) = arctan(t), o(t) = ﬁ

F(x) = / 1-arctan(t) dt =t - arctan(t)
0

T ¢t

By
0 0t—|—1
—_————

Substitution

T z 1
—/ b dt
0 0 t+1

=t - arctan(t)

T 2241 {1 _71 1 1
=t - arctan(t) . /1 RS du
T 1 z24+1 1
=t-arctan(t)| — = / — du
0 2 0 u
T 1 x2+1
=t - arctan(t) 0”3 In(u) ,

1
=z - arctan(z) — B In(1 + z?)

Satz 9.1.6 (Quotientenregel). Seien f,g : I — R diffbar in xg € I und g(z) # 0, Vo € I. Dann ist
auch
f

~:IT—-R
g

diffbar und es gilt:

£\ _ f(xo) - g(wo) — f(x0) - g'(20)
<9> (o) = 9%(xo)

Beweis. Sei zundchst f = 1. Erinnere, dass h : R* = R, h(y) = % diffbar ist mit h'(y) = —y%. Beachte
nun, dass

1
“=hogyg
[Y

ist. Nach der Kettenregel (9.1.1) ist deshalb % : I — R diffbar in xo mit

@)I (o) = - ! g'(z0) = — 9'(z0)

(Dies nennt man die Reziprokenregel)

Sei nun f beliebig, so beachte, dass

=f-

Q [~
Q| =

gilt. Also ist g : I — R diffbar in z¢ und es gil

-+

(mit der Produktregel 9.1.4):

(;) (a0) = o)+ (5 ) Gaw) + ) (;) (20)

_ (o) f(=o) - g'(x0) _ f'(x0) - 9(wo) — f(xo) - g' (o)
9(zo) 9%(wo) 9% (o)
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Beispiel 9.1.7. (a) Sei f: Ry =R, f(x) = (@) Dann folgt: f ist diffbar mit

arctan(x)

1. arctan(z) — In(z) - xglﬁ _ (14 2?) - arctan(z) — z - In(x)

/ = =
Jlw) = arctan?(z) z - (1+ 22) - arctan?(x)
(b) Sein € Nund f:R* — R mit f(z) = 2 = 27" Dann ist f diffbar mit
f(z) = I G =-—n-g" M= _p.g!
(zm)?
Also ist mit m = —ne€Z J
%xm =ma™ !
Also gilt:
d

%(az") = na" ! Vn € Z
Satz 9.1.8 (Ableitung der Umkehrfunktion). Seien I und J Intervalle in R und f : I — J sei
bijektiv, monoton und diffbar in xog € I. Dann ist auch die Umkehrfunktion g = f~' : J — I diffbar

in yo := f(xo) und es gilt:
() =
IO o)

Beweis. Zu zeigen:
— 1
tim 9@ —9(p) _ /
=Y Y= Yo f'(xo)
Sei daher (y;,) eine Folge mit (y,,) — yo, Yn 7 yo Vn € N. Setze x,, := g(yn), also f(zn) = yn.
Da g stetig in xg ist (5.1.11), folgt (z,) — o = g(yo). Da g insbesondere injektiv ist, folgt =, # xo,
Vn € N.

9(n) — 9(yo) Tn — T0 1 1
= = = —
Yn — Yo f(zn) — f(x0) %:iém zn—zo f'(20)
Folgt mit dem Satz iiber die Konvergenz von Quotientenfolgen (4.2.5). O

Kommentar 9.1.9. Mit der Leibnitz-Notation y = f(z), x = ¢g(y) wird diese Regel zu
dx 1

duv
dy ¢

Beispiel 9.1.10. (a) Sei n € N und
qg: ]R+ — R+
9(y) = ¥y

Nach Definition ist ¢ = f~! mit f : Ry — Ry, f(x) = 2”. Dann ist f bijektiv, monoton und
diffbar und es gilt:
fllx)y=n-2"1 #£0 VreR,

Deshalb ist g tatsdchlich diffbar und es gilt:
) 1 1 1 _
g y = = — = — = —y n = —yn
flay))  n-(gy)"t  n(yz)m1 n n

Also mit r = % € Q ist
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(b) Sei nun r = % € Q beliebig, p € Z, ¢ € N und

f : R+ — R
f(ﬁ) ::I,‘r = x% = J xp
Dann ist f nach der Kettenregel diffbar und es gilt:
") — 1 2P %*1 o ‘rpfl _ ]Zx%*erp*l — gngl — . l_rfl
f p
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Kapitel 10

Logarithmus und Exponentialfunktion

10.1 Definition

Erinnere:

In:R, — R

ln(x):/ 1alt
1t

i z
In(z)

Also ist In(0) = 0 und wegen In'(z) = 1 > 0 ist In streng monoton wachsend und In’(1) = 1. Also
ist der Graph etwa so:

In(z)

-
/!
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Frage:
lim In(z) =7 lim In(z) =7
T—00 z—0

Definition 10.1.1. Sei f : (a,00) - R und ¢ € R.

(a)
lim f(z)=¢c &= Ve>03dM >0Vaz>M:|f(x)—c|<e

T—r00

(b)

lin%f(a:):oo e Ve>030>0Vz € (a,00): |z —al <d: f(x)>c
r—

(©)
lim f(x) =00 & Ve>03IM >0Ve>DM: f(z)>c

T—00
Ahnlich fiir —oo
Lemma 10.1.2. Ist f : (a,00) = R monoton wachsend, so ist entweder

lim f(z) =00

Tr—r0Q0
oder

S =c
mit ¢ € R.

Beweis. Sei () monoton wachsend mit x,, € (a,o0) und x,, — oo. Dann gilt auch (f(x,)) ist monoton
wachsend (nach Voraussetzung).

1. Fall: (f(=xy)) ist nicht nach oben beschrénkt.
Sei ¢ >0 = Ing € N: f(x,) > ¢ Vn > ng. Also

f(xn) > f@no) >c

= (f(zn)) = o0

Beh.:

o, f@) = 00
Denn: Sei ¢ > 0 und ng € N mit f(x,,) > c. Setze M := zp,
= Vz > M gilt:

(@)Y flong) >

((x) gilt wegen der Monotonie von f)

2. Fall: (f(x,)) sei nach oben beschrénkt.
= (f(zy)) ist konvergent (mit 4.6.9).

Sei

c:= lim f(zn)
Beh.:

ot ) =c
Denn:

(1) Sei z € (a,00) beliebig.
=dngeN:zp, >z = f(x) < f(zn,) <c

= f(z) <c¢ Ve (a,00)
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(17) Seie >0 = dng e N
c—e < flzn) <c

Setze M := xp, = Vo > M ist
c> f(z) > f(xn,) >c—¢

= lim f(z)=c

T—00

Satz 10.1.3. In: (a,00) — R ist streng monoton wachsend und bijektiv.

Beweis. Wegen In’ > 0 ist In streng monoton wachsend und damit insbesondere injektiv. Bleibt noch
zu zeigen, dass In surjektiv ist.
Zeige dazu:

lim In(z) =400 und lim = —o0o0 (%)
T—00 z—0

Denn gilt dies, so ist In tatséchlich surjektiv. Denn ist y € R beliebig, wéihle a,b € R4 mit

In(a) < y < In(b)

A8 ¢ € (a,b):
In(¢) =y
Beweisen wir also (x). Wihle hierzu eine Zerlegung Z = (1,2,3,...,n) von [1,n] und ¢ : [1,n] - R
mit 1
= — fall 1 =1 ooon—1
o(t) ) allst e [k,k+1] k=1,2,3,...,n
= ¢ € T[1,n] und ¢(t) < 1 V¢ € [1,n]
;»m(n)—/ndt >/n ma=Y 1 s (146)
= . ;= 190 _kzlk‘—l—ln—wo 4.
= lim In(z) = 400
T—00
Behauptung: Es gilt:
In(z~!) = —In(x)
Dies gilt aber, da
d 1 1 -1 1 d
Iy=2. 2 =—~=2 (1
dz n(x) % x? x dx (= In(2))
und
In(z™1) =0=—In(z)
=1 =1
Also folgt:
In(z™!) = —In(x)
Daraus ergibt sich:
1
lim In(z) = lim In <) = — lim In(z) = —©
x—0 r—00 € T—>00
Daraus folgt dann:
In:(0,00) — R
ist bijektiv. O
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Satz 10.1.4 (Funktionalgleichung In). Fiir alle x1, 25 € (0,00) gilt:
In(zq - z2) = In(x1) + In(z9)
Beweis. Fiir festes 29 > 0 betrachte die Funktionen

fy9:(0,00) — R

Dann gilt fiir die Ableitungen:

und

Da f(1) = In(z2) = g(1) ist, folgt:

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Kommentar 10.1.5. Aus der Funktionalgleichung fiir den Logarithmus folgt nun leicht, dass
In(z") =7 - In(x)

Definition 10.1.6 (e-Funktion). Die Umkehrfunktion
exp : R — (0, 00)

von
In:(0,00) — R

heifit Exponentialfunktion.

Satz 10.1.7. Die Funktion
exp : R — (0, 00)

st streng monoton wachsend, bijektiv und es gilt:

exp'(x) = exp(a)

Beweis. Die Bijektivitit von exp ist klar, da sie als Umkehrfunktion definiert wurde. Da In’(y) = y #0
fiir alle y > 0 gilt, ist exp auch diffbar und es gilt (mit Satz 9.1.8):

B 1
- In'(exp(2))

= —— = exp()
exp(x)

exp’(z)

Da insbesondere
exp’(z) = exp(x) >0, Vz € R

ist exp auch streng monoton wachsend. O

Satz 10.1.8 (Funktionalgleichung exp). Fiir alle x1,x2 € R gilt:

exp(z1 + x2) = exp(x1) - exp(z2)
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Beweis. Fiir x1, 9 € R setze y; := exp(z1), y2 := exp(x2).

=In(y1) =21, In(y) =

1.4
a1+ 22 = In(y1) + n(yz) =" In(yr - o)
= exp(z1 + 22) = exp(In(y1 - y2)) = y1 - y2 = exp(z1) - exp(x2)

O
Korollar 10.1.9. Setzt man
e :=exp(1l)
(also e > 1 die Zahl, sodass [ 1 dt =1 ist (Vergleich Definition In 8.1.8))
so gilt fiir alle r € Q:
exp(r) =¢"
Beweis. Ist r = % mit p € Z und ¢ € N. Dann gilt:
a. ,
(exp <Z>> 1018 exp g +...+ g = exp(p) —— (exp(1))?
~—_——
q—mal
P\ _wp_ 2 _ r
:>exp(> =Yer=ci=¢" VYreQ
q
O

Kommentar 10.1.10. (a) Wir schreiben deshalb ab sofort auch fiir irrationale z, (z € R):

e’ :=exp(x)

auch wenn dies nichts mehr mit Potenzieren oder Wurzelziehen zu tun hat.
(b) Beachte aber folgendes: Ist = lim,—,00(7y), ™ € Q (gibt es immer, da Q dicht liegt.) so gilt
wegen der Stetigkeit von exp:

e’ = exp(x) = exp ( lim rn> = lim exp(ry) = lim e™
n—oo n—oo n—oo

(c) An dieser Stelle ist noch nicht klar, dass
o0
1
e=2
n=0
(folgt spiter)

Motivation: Damit ist der Ausdruck a® fiir alle x € R wenigstens fiir a = e definiert. Um diesen
Ausdruck auch fiir beliebiges a > 0 zu definieren, gehen wir von dem wiinschenswerten Gesetz

In(a®) =z -ln(a) VxeR

aus, und definieren:

Definition 10.1.11. Sei a > 0 beliebig. Dann definiere die Exponentialfunktion zu Basis a
exp, R — Ry

exp,(z) := exp(In(a) - x)
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Satz 10.1.12. (a) Fir a > 1 ist exp, streng monoton wachsend, bijektiv und diffbar, fir a = 1 ist
exp,(x) =1 fir alle x € R, fir 0 < a <1 ist exp, streng monoton fallend, bijektiv und diffbar.
In allen Fillen gilt:

expq(z) = In(a) - exp, («)
(b) fir alle a > 0 ist exp,(1) = a und fir alle z1,x2 € R gilt:

exp(z1 + x2) = exp(z1) - exp(z2)

Beweis. (a) Offenbar ist exp, : R — R diffbar und fiir alle a > 0 ist

exp,(z) = exp(In(a) - z) - In(a) = In(a) - exp, ()
Es folgt die strenge Monotonie fiir ¢ # 1 und die Konstanz fiir a = 1.
Wegen
400 fira>0
—o0 fir0<a<1

T—00

lim exp,(z) = li_>m exp(In(a) - z) = {

Ahnlich fiir z — —oo.
= Bijektivitit von exp,, (a # 1)
(b) Esist
exp, (1) = exp(In(a) - 1) = a

und fiir alle x1, 22 € R ist:

(In(a)(z1 + x2))
(In(a)zy + In(a)xs)
= exp(In(a)z1) - exp(In(a)z2)

= exp,(71) - exp(72)

exp,(x1 + x2) = exp
exp

0

Kommentar 10.1.13. (a) Wie bei exp sieht man daher, dass auch bei beliebiger positiver Basis a
gilt:
exp,(r) =a"
mit r € Q
(b) Deshalb schreiben wir nun auch fiir alle z € R

a” 1= exp, ()

Da exp, stetig ist, gilt auch wieder, dass a* = lim,,_,o, a’ falls r,, € Q mit r,, —
(¢) Es wird nun auch fir a > 0 und z € R

In(a®) = In(exp,(z)) = In(exp(ln(a)z)) = In(a)z
(d) Wir haben nun auch, dass die Funktion

pot, :(0,00) — R

z — z¢

mit c e R
pot,(z) = exp,(c) = exp(In(z)c)
differenzierbar ist mit

2 (0%) = L (exple- In(x)) = exple-In(a)) - -

8
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Kommentar 10.1.14. (a) Beachte, dass
exp, : R— R

fiir a # 1, a > 0 bijektiv ist und

exp,(z) = In(a) - exp,(z) £ 0
Daher existiert

exp, ' : (0,00) — R

und ist differenzierbar. Diese nennen wir Logarithmus zur Basis a.

log, = exp, ' : (0,00) — R

also:
a¥ =y & x=log,(y)

(b) Insbesondere ist also
exp = exp, , In=log,

und
9 logy(a)) = — = ! _ !
do 5 expllog,(0)) — In(a) exp,(log,(x))  In(a)x
log, ()
a>1
1 T
0<ax<xl1

(c) Beobachte, dass auch

@) = iy o)
die Ableitung -
f/(x) - In(a) T

hat. Es gilt zudem
log,(1) = 0= f(1)
= log, = f(x)
Also ist

log,(x) = Egg Vx>0
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Kapitel 11

Trigonometrische Funktionen

11.1 Motivation

Hypothenuse | ~Gegenkathete

/7]

\ Ankathete

In einem rechtwinkligen Dreieck mit einem Winkel ¢ setzt man bekanntlich:

_ Ankathete
cos(p) = Hypothenuse
) _ Gegenkathete
sin(p) = Hypothenuse

_ Gegenkathete

cos(p) = Ankathete
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Nach den Strahlenséitzen héngen diese Verhéltnisse aber nur von den Schenkeln des Winkels ab. Des-
halb betrachtet man haufig o0BdA die Linge der Hypothenuse als 1 und erkennt damit die Grofien
cos(y), sin(p) und tan(p) wie folgt am Einheitskreis.

tan(y)

cos(yp)

S ={(z,y) eR*: 2? +y* =1}
Problem:
(a) Wir wollen cos, sin und tan als Funktionen (auf Intervallen reeller Zahlen), nicht nur fiir einzelne
Winkel .
Frage: Wie musst man einen Winkel?
(b) Idee: Nehme als Maf fiir den Winkel ¢ die Lénge des Bogens auf dem Einheitskreis zwischen
(1,0) und P (die man bekommt, wenn man die Schenkel von ¢ mit S schneidet).

/

(¢) Neues Problem: Wie misst (oder definiert) man die Linge von (krummlinigen) Kurven C' C R.
Was soll iiberhaupt eine ebene Kurve C' C R? genau sein?
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Definition 11.1.1. Sei I C R ein Intervall. Eine stetig differenzierbare, ebene, parametrisierte
Kurve ist eine Abbildung

a: I -R*=RxR

a(t) = (aa(t), az(t))
sodass a1, a9 : I — R stetig differenzierbar sind.

C := Bild(a) C R?
heifit dann die Spur von «.

T2

k A aalt)

t Oq(t) L1

\

Beispiel 11.1.2. (a) Benutze im folgenden die natiirlichen Vektorraumstrukturen von R?, also
(331) <y1> _ (xl ~|—y1)
+ =
T2 Y2 T2 + Y2
X1 . )\$1
()= ()
mit A € R, <x1) , <y1> € R2
T2 Y2
Seien p,v € R%, v # 0 = <8> Dann wird durch

oa:R— R?
a(t) =p+tv

eine Gerade L C R? parametrisiert.

T2

RQ

I
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(b) Durch

a:(-1,1) —R
a(t) = (t,V1—1t?)

wird der obere Teil des Einheitskreises S parametrisiert.

S = {(z1,22) : 23 + 2% = 1,29 > 0}

alt) = (t,VI— )

(c¢) Einheitshyperbel:

x1

H:={(x1,29) € R* : 2} — 23 =1}

Durch

a:R — R?
a(t) = (cosh(t),sinh(t))

mit
cosh:R— R

cosh(t) := % (" +e %)

114



Analysis 1 Prof. Dr. Frank Loose

und

wird der rechte Hyperbelast

cosh(z) sinh ()

C ={(x1,22) € H:2x1 >0}
parametrisiert, denn:

1 1
Oél(t)2 _ Otg(t)2 _ Z (6233 42T 4 e—2r) _ Z (6250 —2eTTT 4 6—21) -1

Bemerkung 11.1.3. FEine stetig diffbare Parametrisierung der rechten Hdlfte des Finheitskreises wird
durch

a:R — R?

(1) = 1 t
o = \/1+t2’\/q+t2

gegeben
Beweis. Betrachte fiir festes ¢ € R die Parametrisierung des Strahls L; C R? aus (0,0) mit Steigung ¢
At 1 [0, 00] — R?
At(s) =s <1> = (s, st)
Der Schnittpunkt p = A\¢(sg) von L; mit S wird gegeben durch sy > 0 mit

st 4 (so-1)> =1
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Z2 (1,¢

Setzt man daher

a R — R?
a(t) = M(so(t))

B < 1 t )
VIi+2' V1442
so erhilt man eine Parametrisierung der rechten Hélfte des Einheitskreises S. O

Aber wir misst man nun die Linge einer Kurve « : [a,b] — R2. Elementar messbar sind zuniichst
nur geradlinige Strecken pq.

L2

T

Definiere dazu:
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Definition 11.1.4. (a) Wir nennen

I :R* — [0, 00)

|| = y/aF + 3

die (euklidische) Norm auf RZ.

T2

x1

Idee: Setze nach Pythagoras:

L[0p] = y/af + a5 = |]p|

d:R*xR? — [0, 00)
d(z,y) =/ (g1 — 21)? + (g2 — 22)! = [ly — 2|
den euklidischen Abstand auf R2.

(b) Wir nennen weiterhin

x1 Y1 X1

Fiir eine Stecke pq (also ein Element (p, q) € (R?)?) setzen wir die Lénge L[pq] folgendermafien:

Llp,q] = llg — p|l = d(p, q)
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Unter einem Polynomzug verstehen wir stiickweise Kurven P = pg ... p1 und setzen fiir diesen

LIP] = d(pi,pi-1)
=1

Idee: Um nun auch einen Léngenbegriff fiir krummlinige Kurven zu bekommen, approximieren
wir diese durch Polygonziige folgendermafien:

T2 a(a) = p = a(to)
o
/—> a(ty
T
to t1 1o t3 21
' : | a(tz)
a b
%Q(M) =q=a(b)
Betrachte Zerlegungen Z = (to, ..., t,) von [a,b] und approximiere die (zu definierende) Linge von

« durch die Lénge von
Pz(a) = alty) ... a(ty)
Man setzt deshalb:

Definition 11.1.5. Sei I = [a,b] und « : I — R? eine stetige, parametrisierte Kurve (d.h.: a1, as :
I — R sind stetig). Dann heiit o rektifizierbar mit Linge L € [0, 00) wenn gilt:
Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle Zerlegungen Z mit Feinheit kleiner als ¢ gilt:

|L[Pz(a)]| <€

Kommentar 11.1.6. (a) Ist also a rektifizierbar mit Liange L und ist (Z,,),en eine Folge von Zerle-
gungen mit Feinheit d,, > 0 und (J,,) — 0, so gilt also

L= lim L[Pz, ()]

n—oo
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(b) Es gibt stetige Kurven, die nicht rektifizierbar sind, z.B. die sogenannte Schneeflockenkurve,
die so entsteht:

(67} aq

1 1 A
A A

| 1%%?\/5

T \/ES\/

Llag) =3 L[al] =4 Llag] = % - L[ay]

co)—

= g len)

wegen gleichméfiiger Konvergenz (Analysis 2) wiirde bei Rektifizierbarkeit folgen

n—00 n—oo \ 3

L = lim L[ay,] = lim <4>n-L[a0] =00 4
=3

(¢) Es gibt stetige Kurven (so genannte Péano-Kurven) « : [0,1] — [0, 1]?, sie surjektiv sind (nicht
injektiv)

Definition 11.1.7. Die euklidische Norm ||.|| : R? — [0, c0) erfiillt folgende Eigenschaften
(a) Definitheit:
lz| =0=2=0
(b) Multiplikativitét
IX-z|| = |\ |lz]| Yz eR%EVAER
(¢) Dreiecksungleichung
lz +yll < llll + [l Vz,y € R?

Lemma 11.1.8. Sei «a : [a,b] — R? stetig diffbare Kurve. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0,
sodass fir alle t,s € [a,b] mit |t —s| < § gilt:

a(t) = afs)

t—s

- d(t)H <e
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Beweis. Schritt 1: Sei zunichst f := ay, f: I = R, (I = [a,b]). Sei ¢ > 0. Da f : I — R stetig und
damit gleichméBig stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle 7,¢ € I mit |7 —t| < J
f(r) = f() <e
Sei nun s,t € I (oBdA s < t), mit 0 < |s —¢t| < §. Dann gilt mit dem MWS der Integralrechnung (6.2.6):
3¢ € (s,t) mit: .
f&) = f(s) = f(E)(t —s)

j'f(tiif() ‘ ‘f )‘<8

Schritt 2: Sei € > 0. Wahle nun § > 0 so klein, dass Schritt 1 fiir f = a7 und f = as mit % gilt. Fiir
alle s,t € I (oBdA s <t) mit 0 < |s —t| < ¢ gilt dann

2 2 ?
al) —als) _ ;" (M ~an) + (M 0

t—s t—s t—s
2 2
- (8) n (E) _ 2
V2 V2
Satz 11.1.9. Ist o : [a,b] — R? eine stetig diffbare Kurve, so ist o rektifizierbar mit Linge

b
- / (o)) dt

wo &(t) = (di(t), aa(t)) der Geschwindigkeitsvektor von « im Punkt t € [a,b] ist.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir wéhlen zunéchst ; > 0 so klein, dass fiir alle Zerlegungen Z von [a, b] mit
Feinheit kleiner als 6 mit
b
L= [ e d
a

ti)| (ti —ti—1) — L

gilt:

Sei weiter d2 > 0 so klein, dass
alt) —a(s) . €
S Gt
t—s a(t) <2(b—a)
gilt, falls s,t € I (]s —t| < &) (s # t). Dann gilt fiir alle Zerlegungen Z von [a, b] mit Feinheit
0 := min{dy,d2} >0

|LIPz(e)] = L| = lea —aftia)l =L

n
Avngl Norm < | ([lalts) — atin) — &t (t — tiy)l| + [la(t) (6 — tia)) —
i=1
t;) — alt;—
Multipl. (Norm), /\-Ungl. Betrag << Z M — Oz(tl> —ti_ 1 — ti—l) — LH 7777
— ti —ti—1
n
alt;) — alt;— . (x1) e
< Z (;f)—t(ll) —a(ti)|| (L — tim1) + B
i—1 % i—1
9 - £ 9 g
- t:—t. - _ = i
<2(b—a);(l )ty =gtg =
O
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Satz 11.1.10. Sei a : R2 — R die Parametrisierung der rechten Hilfte des Einheitskreises,

dann ist die Linge des Kreisbogens zwischen (1,0) und a(t) gerade der Betrag von

!
arctan(t) = / ds
0

1+ s2
a3 (1,t
a(t)
"
T, "L = arctan(t)

1 aq
R
S
Beweis. Es ist X ) ) ;
art) = = ((1+)77) == 2t = .
(1+)2  (1+2)
und ) ) )
_1
ag(t):d—<t (1+%) 2>:(1+t2) 24t (—2) 52t = 5
(14122 (141£2)3
Zusammen gilt:
—t)? +1 1
a®)||? = d (¢ + aip? :( =
GO = a0 + o) = = T
= e = —
1+ 2

oBdA: t >0

! bods
[co,¢] ; [a(s)]| ds /0 T e an(t)
O

Satz 11.1.11. Es ist arctan : R — R streng monoton wachsend, ungerade (d.h. arctan(—z) =
—arctan(x)) und es gibt ein c € R mit

lim arctan(z) = ¢
Tr—00
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arctan(z)
te

1 1
Beweis. Wegen arctan’(z) = e > 0 ist arctan streng monoton steigend. Da f(t) = e
x

(also f eine gerade Funktion ist), ist arctan ungerade, denn:

Toodt =——s [T —ds T ds
arctan(—z) = = — == —— = —arctan(z)
o 1+¢ o 1+(—s)? 0 1+

Nach dem Lemma 10.1.2 ist

c mit c € R

T—00

lim (arctan(z)) = {

oo

je nachdem, ob die Folge (arctan(n)),en nach oben beschrinkt ist oder nicht.

Es ist aber
no gt n—1 1 n—ll o) 1
arCtan(n):/O m§2m<1+2ﬁ§1+zﬁ<1+2:3
k=0 k=1 k=1
1
142
—

Also existiert

c:= lim arctan(n)
n—oo
(und ist kleiner gleich 3) und damit ist
c:= lim arctan(x)
T—r00
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Kommentar 11.1.12. (a) Statt

xT

lim f(t) dt

T—00 0

o0
/ £(t) dt
0
falls der Limes existiert.
(b) Wegen des Satzes iiber die Linge des Einheitskreisbogens (11.1.10) ist dieser Grenzwert ¢ € R fiir
den Fall f(z) = 1522 offenbar gerade die Lange eines Viertels des Einheitskreises. Will man die

Lénge des ganzen Einheitskreises mit 27 bezeichnen, so sollte man also setzen:

Definition 11.1.13.
R |
Ti= 2/ ——dx
0 1 +.le2

Kommentar 11.1.14. Wegen des Satzes 11.1.11 iiber die Kurvendiskussion von arctan ist nun klar,
dass

schreibt man auch kurz

tan : R — (—L‘,+L‘)
arctan B B

bijektiv ist, sodass wir nun setzen kénnen:

Definition 11.1.15. Die Umkehrfunktion von arctan : R — (—E —i—g) nennen wir Tangens:

2
tan = arctan™ ' : (—E, +E) —R
272
Q
R

tan(z) =t

x

2
0 P = (1,0)
R

Ist ¢ der Winkel zwischen den Schenkeln oP und 0@, o = (0,0), P = (1,0) und Q = (1,t), so ist
x = arctan(t) die Lénge des Bogens (“Arcus*) zwischen P und

1 t
R= )
<\/1—|—t2 \/1+t2>
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Analysis 1
und damit ¢ = tan(z) der Tangens des Winkels ¢ gemessen im Bogenmaf x.
Satz 11.1.16. Es ist tan : (—%,—i—%) — R bijektiv, streng monoton wachsend, diffbar und es gilt fir

alle x € (—5,+7%)
tan’(z) = 1 + tan?(x)

tan(z)

ek

SEE S

Beweis. tan ist als Umkehrfunktion von arctan natiirlich bijektiv und auch streng monoton wachsend

weil arctan es ist.
Da fiir alle t € R gilt:
arctan’(t) = = # 0
ist also auch tan diffbar und es gilt:
1 1
tan’(x) = = =1+ tan?(z)
arctan’(tan(x)) 1+ta112( )
Definition 11.1.17. Wir definieren:
T
in:{——=,+=) =R

cos, sin ( 2,-1—2)

1

cos(e) := 1+ tan?(z)

wie folgt:
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und
tan(x)

/it

Kommentar 11.1.18. (a) Ist x die Bogenlidnge des Einheitskreises zwischen P = (1,0) und R(t) =
(ﬁ, ﬁ), so wissen wir bereits, dass Q(t) = (1,t) die Koordinaten (1,tan(x)) hat, weil
x = arctan(t) ist.
Es ist also nach Definition

sin(z) :=

R(z) = (cos(x),sin(z))

wie gewiinscht.

(b) Es ist deshalb auch:
cost(@) +sin2() = 1, Vae (~2,+7)

denn
1+ tan’(z)

_ -y
1+ tan?(z)

cos?(z) + sin?(x)

(Trigonometrischer Pythagoras)

Satz 11.1.19. Es sind cos, sin diffbar und es gilt fiir alle v € (—%, +%)

cos'(r) = —sin(x)
sin’(x) = cos(x)

Beweis. Als Verkettung von diffbaren Funktionen sind cos und sin wieder diffbar und es gilt:

cos' (1) = jx\/l—k‘:am = —% (1+ tan2(a:))_% -2tan(z)(1 + tan?(z))
_ _ tan(z)(1 + tan?(z)) _ tan(z) — _sin(z)
(1 + tan?)2 (1 + tan2(z))?
und
Sin'x:iﬂ:an’x- angx_% an(x —1 aan_% an(z) - tan'(z
)= i ooy = )1 tan(a) ™ tone) (=5 ) 1t )2 mnte) - o)

1 + tan?(x) B tan?(z)(1 + tan?(x)) (1 + tan®(z)) — tan?(x)
)

(I+tan2(2)?  (1+tan(@)s (1 + tan®(z))}
1
a (14 tan?(z)) = cos(a)

VI

O]

Korollar 11.1.20. Die Funktion sin : (—%, g) — (—1,1) ist streng monoton wachsend, ungerade und
bijektiv.
Beweis. Fiir alle x € (—g, g) gilt:
. 1
sin’(z) = cos(z) = ————= >0
1 + tan?(z)

Damit ist sin streng monoton wachsen.
Da arctan ungerade ist (11.1.11), ist auch tan ungerade und damit gilt fiir = € (—%, g)

_ tan(—x) - tan(z)
V1+tan2(—z) /1 + tan?(z)

sin(—x) = —sin(x)
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Da lim,_, z (tan(z)) — oo gilt (WARUM?), folgt:

lim sin(z) = lim sin(—xz) = — lim sin(z) = —1
T—>—3 T TG

da sin ungerade ist.
Daraus folgt, dass das Bild von sin (—1, 1) ist. Da sin auch streng monoton ist, ist somit

sin : <—z, z) - (-1,1)
2 2

bijektiv.

sin(z)

ol
ol

Definition 11.1.21. Die Umkehrfunktion von sin heifit arcsin (Arcussinus)

1 . T m
- S(-1,1) — (——,—)
sin arcsin : ( ) 53

Kommentar 11.1.22. (a) Ist ¢t = sin(x), so ist also z = arcsin(t) die Linge des Bogens auf der
Einheitskreislinie zwischen P = (1,0) und @ = (cos(z),sin(x)) = (\/ 1+ ¢, t)

sin(x)

cos(x)
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(b) Die Funktin arcsin ist streng monoton wachsend, ungerade, bijektiv (weil sin es ist) und diffbar,
da fiir die Ableitung von sin gilt: sin’(z)cos(z) # 0 Vz € (-3, 5).
Fiir t € (—1,1) mit = = arcsin(¢)

arcsin’(t) = = =
cos(r) \/1—sin?(z) V1-12
arcsin(x)
1 T
2
—I1 I1 x
s
T2

Lemma 11.1.23. Fiir alle z € (0,%) gilt:

tan (g - x) = tanl(x)

Beweis. Sei z € (0,%) und ¢ = tan(z). Dann gilt:

1

1 P , Pl |
arctan | — | = — du = lim du + —— du
t 0 1 + u e—0 € 1 —+ U2 0 1 =+ ’U2
N————

<[5 1 du=e—0

1
(substituiere mit p(v) = )
v

t 1
1 -1 1
= lim - — dv = lim

e=0 [1 1-1-2%2 v2 e=0 J, 1+ 02
£

1
1 t
= lim / ﬁdv —/ dv
e—0 0 1+’U 0 1+’U2

* 1
= /0 1o 2 dv — arctan(t)

dv

T
= ——x

2

tanl(x) = tan (arctan (1)) = tan (g - ac)

Also:
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Satz 11.1.24. Fir alle x € (0, g) gilt:
. T
cos(x) = —sin <x - 5)
sin(z) = cos (:L’ — g)

Beweis. Sei x € (0, g) Dann gilt:

1
tan(z) 1
= — = 7 = cos(z)
1+ tan“(x
\/1 + tan?(x) ( )
I
I
1
| ! :
_z ! T T
2 U 2
/
/
- - ’
= \\ /
\//
47 \
VRN
. \
// \
// \
4 \
/ N
/ > ~
\'I \
/
¥
_z T x
2 2
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Definition 11.1.25. Setze rekursiv fir k € Nund z € ((k— 1), (k+1)3)

ze (—(k+1)

ol

9

—(k—=1)

rolR

sin(z) := cos <x - g)

cos(z) := —sin (:c - g)

sin(s) := — cos (x + g)

cos(z) := sin (:c + g)
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Ordnungsstruktur, 29

Partielle Integration, 99
Partition, 9
Pi, 123
Polynomzug, 118
Potenzmenge, 7
Produktregel, 99
Progression, 81
arithmetische Progression, 81
geometrische Progression, 81
Projektion, 12

130



Analysis 1

Prof. Dr. Frank Loose

Quotientenfolge, 41
Quotientenmenge, 10
Quotientenregel, 101

rektifizierbar, 118
Relation, 8
Reziprokenregel, 101
Riemannsche Summe, 78
Rolle, 88

Schroder-Bernstein, 19
Schranke, 64
grofite untere Schranke, 64
kleinste obere Schranke, 64
obere Schranke, 64
Stammfunktion, 91
stetig, 57
gleichméfig stetig, 67
streng monoton wachsend, 62
Substitutionsregel, 97
Supremum, 64
surjetiv, 15

Tangente, 85

Tautologie, 4

Teilfolge, 52

Teilmenge, 6

Treppenfunktion, 70
Trigonometrischer Pythagoras, 125

Umkehrabbildung, 16
unendlich, 21

iiberabzahlbar unendlich, 21

abzéhlbar, 21

abzédhlbar unendlich, 21
Urbild, 13

Vereinigung, 7

Verkettung, 16
Verkniipfung, 25
Vollstédndige Indunktion, 21
Volltandigkeitsaxiom, 46

Weierstraf3, 66
Wurzelfunktion, 64

Zahlen, 27
Ganze Zahlen, 28
Natiirliche Zahlen , 27
Rationale Zahlen, 28
Zwischenwertsatz, 61
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