Mathematik fiir Physiker I
WiSe 06/07
nach Prof. Dr. Frank Loose
Katharina von Sturm, Vanessa Graber, Pascal Uter,

Konstantin Sering, Christoph Zimmermann, Matthias Korber

email: koerber.matthias@uweb.de

Version: 0.141



Inhaltsverzeichnis

1 Die reellen Zahlen
1.1 Definition: Korper. . . . . . . .. ..o
1.2 Axiome . . . ..
1.3 Vereinbarung: ,Punkt vor Strich* . . . . . ... ... ... ..
1.4 Kommentar: Subtraktion und Division . . . . .. .. ... ..
1.5 Bemerkung: Nullelement . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.6 Kommentar: Einselement # Nullelement . . . . . .. ... ..
1.7 Beispiel: Der Koérper mit zwei Elementen . . . . . . . . . . ..
1.8 Diereellen Zahlen . . . . . . ... ... oL
1.9 Bezeichungen: N;Z, Q. . . . . . . . .. ... L.
1.10 Beispiel: Cist ein Korper . . . . . . . . ... .. ... ... ..
1.11 Vorbemerkung: Ordnungsstruktur von R . . . . . . . . . . ..
1.12 Definition: Anordnung auf K . . . . . . . ... ... ... ..
1.13 Bezeichnung: >, >, <, < . . . . .. ... ...
1.14 Bemerkung: Angeordnete Kérper . . . . . . . ... ... ...
1.15 Die reellen Zahlen als angeordneter Kérper . . . . . . . . . ..
1.16 Beispiele: (nicht-) angeordnete Kérper . . . .. . . ... . ..
1.17 Definition: Der Absolutbetrag . . . . . . . . . ... ... ...
1.18 Satz: Dreiecksungleichung . . . . . . .. ... ... ... ...

2 Funktionen
2.1 Definitionen: Abbildungen . . . . . . ... ... .. ... ...
2.2 Kommentar: Intervalle, Graphen . . . . . . ... .. ... ...
2.3 Beispiele: Funktionen . . . . . . .. ..o
2.4 Definition: injektiv, surjektiv, bijektiv . . . . . . ... ... .
2.5 Kommentar: Bild und Urbild . . . .. .. ... ... ... ..
2.6 Beispiele . . . . . ...
2.7 Definition: Verkettung . . . . . .. .. ..o
2.8 Beispiel . . ...
2.9 Definition: Umkehrabbildung . . . . . . .. ... .. ... ...
2.10 Warnung: Umkehrabbildung . . . . . . .. ... ... ... ..
2.11 Bemerkung: Bijektivitdt/Umkehrabbildung . . . . . . . . . ..
2.12 Beispiel: Quadratwurzel . . . . . . ... ... ... .. ...
2.13 Definition: Monotonie . . . . . . . . .. ... ... ...
2.14 Bemerkung: Monotonie . . . . . . . ... ..o

3 Grenzwerte
3.1 Induktionsprinzip . . . . . . . ... ... oo
3.2 Beispiel: Induktion . . . ... ... .00

10
10
10
10
11
11
11
12
12
13
13
13
14
14
14
14

15
15
15
15
16
16
16
16
16
17
17
17
17
17
18



3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20
3.21
3.22
3.23

Das
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
411
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
417
4.18

Schreibweise: Summe, Produkt . . . . . .. . ... ... .. .. 20

Definition: Fakultat, Binomialkoeffizient . . . . . . . .. . .. 20
Bemerkung: Binomialkoeffizient . . . . . . ... ... ... .. 20
Satz: Binomischer Lehrsatz . . . . . . ... .. ... ... ... 21
Satz: Bernoulli . . . . .. ... .. ... L 22
Definition: Folge . . . . . . . . . ... 22
Beispiele: Folgen . . . . . . .. . ... L 22
Definition: Konvergenz . . . . . . . . .. ... .. ... .. .. 22
Archimedisches Axiom . . . . ... ... ... ... ...... 23
Folgerung: (%) ist eine Nullfolge . . . . . . . .. ... .. ... 23
Bezeichnung: V.3 . . . . .. ..o oo 23
Beispiele: von Folgen . . . . . . . .. ... ... .. 23
Satz: Summenfolge, Produktfolge . . . . . . . .. ... .. .. 24
Kommentar: Differenzenfolge . . . . . . . ... ... ... ... 24
Kommentar: Beschréanktheit . . . . . .. ... ... ... ... 26
Beispiel . . . . .. 26
Definition: Unendlichkeitsfolgen . . . . . . ... ... .. ... 27
Beispiele . . . . . . .. 27
Bemerkung: Unendlichkeitsfolgen . . . . . ... .. ... ... 27
Beispiel . . . . .. 27
Kommentar . . . . . ... ... ... ... ... ... 28
Vollstandigkeitsaxiom 29
Motivation . . . . . . . ... 29
Definition: Intervallschachtelung . . . . . . .. . ... ... .. 29
Bemerkung: Kern einer Intervallschachtelung . . . . . . . . .. 29
Das Vollstandigkeitsaxiom . . . . . . .. ... ... ... ... 30
Definition: Cauchy-Folge . . . . . . . . .. ... ... .. ... 30
Bemerkung: kovergente Folgen . . . . . . . ... ... .. ... 30
Satz: Konvergenz einer Cauchy-Folge . . . . . . ... ... .. 31
Definition: unendliche Reihe . . . . . . .. ... .. ... ... 31
Beispiel . . . . . .. 32
Satz: Geometrische Reihe . . . . . . . . .. .. ... 0. 32
Bemerkung . . .. ..o 33
Kommentar: harmonische Reihe . . . . . . ... .. ... ... 33
Definition: Dezimalbruch . . . . . . . ... ... ... .. ... 34
Satz . .. 34
Kommentar: b-adisch . . . . ... ... ... ... ... 34
Satz . .. 35
Kommentar . . . . . ... ... ... ... ... .. ..., 36
Definition: abzéhlbar, iiberabzéhlbar unendlich . . . . . . . . . 36



4.19 Beispiel: Z ist abzdhlbar unendlich . . . . ... ... ... .. 36

4.20 Kommentar . . . . . ... ... ... 36
4.21 Satz: Cantorsches Diagonalverfahren . . . . .. .. ... ... 37
4.22 Korollar: iiberabzahlbar viele irrationale Zahlen . . . . . . . . 37
4.23 Satz . . .. 38
4.24 Kommentar . . . . . . . . . . e 38
Der Satz von Bolzano und Weierstraf3 39
5.1 Definition: Teilfolge . . . . . . . . ... ... ... ... 39
5.2 Beispiel . . . .. .. 39
5.3 Definition . . . . . . ... 39
54 Kommentar . . . . . . . . . ..o 39
5.5 Satz: Bolzano und Weierstral . . . . . . ... ... ... ... 39
56 Korollar . . . . . . ... 40
5.7 Definition: monoton wachsend . . . . . . . . .. ... ... .. 41
5.8 Beispiel . . . ... 41
5.9 Satz: beschrankt und monoton wachsend . . . . . . . ... .. 41
5.10 Beispiel . . . . . .. 41
5.11 Definition: Euler’sche Zahl . . . . . . . . . ... .. ... ... 42
5.12 Beispiel . . . . . .. 42
Stetigkeit 43
6.1 Definition: Konvergenz . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 43
6.2 Definition: Stetigkeit . . . . . . .. ..o 43
6.3 Beispiel: Stetigkeit . . . . . ... 43
6.4 Satz: lim, oo f(z,) = f(xo) - . -« o o oL 44
6.5 Satz: Summen, Produkte und Quotienten . . . . . . . . .. .. 45
6.6 Beispiele . . . . . ... 46
6.7 Lemma . . . . . . . . . .o 46
6.8 Satz: Zwischenwertsatz . . . . . . . . ... ... ... 46
6.9 Beispiel . . . .. 47
6.10 Satz . . . . . .. 47
6.11 Beispiel: poty(z)=2%. . . . .. ... 48
6.12 Definition: k-te Wurzel . . . . . . . . . . ... ... 48
6.13 Kommentar . . . . . . . . . . . .. .. ... .. 48
6.14 Definition: Supremum . . . . . .. ..o 49
6.15 Kommentar: Supremum, Infimum . . . . . ... ... ... .. 49
6.16 Beispiel: Supremum . . . . . . ... ... 49
6.17 Satz . . . . .. 50
6.18 Kommentar . . . . . . . . . . . . ... .. .. .. 50
6.19 Satz: Weierstrall . . . . . . . . . ... 51



7

6.20 Kommentar . . . . . . . . . . 52

6.21 Definition: gleichméflige Stetigkeit . . . . . . . . . . .. .. .. 52
6.22 Beispiel: gleichméfige Stetigkeit . . . . . . . .. .. ... ... 52
6.23 Satz . . . . .. 53
Integration 54
7.1 Motivation . . . . . . ... 54
7.2 Definition: Zerlegung und Feinheit . . . . . . .. ... ... .. 54
7.3 Definition: Treppenfunktion . . . . . . ... .. .. ... ... 54
7.4 Definition: Integral . . . . . . . .. ..o 54
7.5 Kommentar . . . . . ... ... ... 59
7.6 Bemerkung . . ... ... 55
T7 Satz ... 55
7.8 Definition: Ober- und Unterintegral . . . . . . . . . . ... .. 56
7.9 Notation . . . . . .. ..o o7
7.10 Kommentar . . . . . . .. .. ... ... 57
7.11 Definition: (Riemann-) Integral . . . . . ... ... ... ... 58
7.12 Beispiele: Jede Treppenfunktion ist integrierbar . . . . . . .. 59
TA3 Satz . . . . 59
714 Lemma . . . . . . ..o 61
7.15 Satz: f stetig = f integrierbar . . . . . .. ... 61
7.16 Definition: Riemannsche Summe . . . . . . . . . .. . ... .. 62
TAT Satz . . . . 62
7.18 Kommentar . . . . . ... . . ... ... ... ... ... 62
719 Lemma . . . . . . . oL 63
7.20 Bemerkung . . . ... ..o 64
7.21 Beispiele . . . . ..o 64
7.22 Satz: Mittelwertsatz der Integralrechnung . . . . . . . . . . .. 66
Differentiation 68
8.1 Motivation . . . . . . . ... 68
8.2 Definition: Differenzierbarkeit . . . . . . . ... ... ... .. 68
8.3 Kommentar . . . ... ... o oo 69
8.4 Beispiel . . . ... 69
8.5 Satz: Differenzierbarkeit . . . . . . .. ..o 70
8.6 Kommentar . . . . . ... .. ... .. ... 70
8.7 Korollar: Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit . . . . . . . . 71
8.8 Notation . . . . . . ... o 72
8.9 Beispiel . . .. .. 72
810 Satz . . . . .. 73
8.11 Beispiel . . . . . .. . 73



8.12 Motivation . . . . . . . . . ...
8.13 Definition: Potenzfunktion . . . . . . . . . . . . ... ... ..
8.14 Kommentar . . . . . . . . . . . . . .. ..
8.15 Satz: Rolle . . . . . . . . . . .
816 Kommentar . . . . . . . . . . . . . .. ... ...
8.17 Korollar: MWS der Differenzialrechnung . . . . . . .. .. ..
8.18 Korollar . . . . . . . . .
8.19 Korollar . . . . . . . . . .

9 Der Hauptsatz

9.1 Definition: Stammfunktion . . . . . . . ... ...
9.2 Kommentar . . . . . . . . . .. ...
9.3 Satz . . ...
9.4 Kommentar . . . . . . . .. .. ...
9.5 Beispiele . . . . . ..
9.6 Satz . . . ...
9.7 Kommentar . . . . . . . . . . . . ...
9.8 Definition: In, arctan . . . . .. ..o
9.9 Kommentar . . . . . . . . . ..
9.10 Korollar: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

9.11 Kommentar . . . . . . . . . . . . . .. .o

10 Ausbau der Differenzial- und Integralrechnung
10.1 Satz: Kettenregel, Substitutionsregel . . . . . . . .. ... ..
10.2 Kommentar . . . . . . . . ...
10.3 Beispiele . . . . . . .
10.4 Satz: Produktregel und partielle Integration . . . . . . .. ..
10.5 Beispiele . . . . . . .
10.6 Satz: Quotientenregel . . . . . .. .. oo
10.7 Beispiel . . . .. .o
10.8 Satz: Ableitung der Umkehrfunktion . . . .. . ... ... ..
10.9 Kommentar . . . . . . . . .. .. Lo
10.10Beispiel . . . . . ..

11 Logarithmus und Exponentialfunktion
11.1 Erinnere . . . . . . . . . . ..
11.2 Definition: Limes . . . . . . . . . . .. . ... ...
11.3 Lemma . . . . . . . . . . . .
114 Satz . . . . . .
11.5 Satz: Funktionalgleichung . . . . . . .. ... ... ... ...
11.6 Definition: Exponentialfunktion . . . . . . . . . ... ... ..



117 Satz . . . . o 96

11.8 Satz: Funktionalgleichung . . . . . . . ... ... ... . ... 96
11.9 Korollar . . . . . . . . . . . 97
11.10Kommentar . . . . . . . . . . . ... 97
11.11Motivation . . . . . . . . . . .. 98
11.12Definition . . . . . . . ... 98
11.13Satz . . . . . . 98
11.14Kommentar . . . . . . . . . . . ... 99
11.15Kommentar . . . . . . . . . . . ... 100
12 Trigonometrische Funktionen 101
12.1 Motivation . . . . . . . . ... 101
12.2 Definition . . . . . . . . ... 101
12.3 Beispiele . . . . . . ... 101
12.4 Bemerkung . . . . . ... oL 102
12.5 Kommentar . . . . . . . . . . . .. ... 103
12.6 Definition . . . . . . . . ... 103
12.7 Kommentar . . . . . . . . . . ..o 103
12.8 Definition . . . . . . . . .. 104
12.9 Kommentar . . . . . . . . . . . . .. ... 104
12.10Satz . . . . 104
12.11Satz . . . . e 105
12.12Kommentar . . . . . . . . .. 105
12.13Definition . . . . . . ... 106
12.14Kommentar . . . . . . . . . . ... 106
12.15Definition . . . . . . ... 106
12.16Kommentar . . . . . . . . . . . ... 106
12.17Satz . . . . 106
12.18Definition . . . . . . .. L 107
12.19Kommentar . . . . . . . . . ... 107
12.20Satz . . . .. 107
12.21Korollar . . . . . . .. 109
12.22Definition . . . . . . .. 110
12.23Kommentar . . . . . . . .. . 110
12.24Lemma . . . . . . 110
12.25Satz . . . . . 111
12.26Definition . . . . . . .. 112
12.27Kommentar . . . . . . . ... 112
12.28Satz . . . . 113
12.29Satz (Funktionalgleichungen) . . . . ... ... ... ... .. 114
12.30Kommentar . . . . . . . . . . ... 115



13 Der Satz von Taylor 116

13.1 Motivation . . . . . . . . .. .. 116
13.2 Definition . . . . . . . . .. 116
13.3 Kommentar . . . . . . . . . . . ... ... 117
13.4 Beispiel . . . . . . 117
13.5 Definition . . . . . . . .. 117
13.6 Beispiele . . . . . . . 118
13.7 Satz (Taylor) . . . ... ... .. .. 119
13.8 Lemma . . . . . . . . . .. 119
13.9 Kommentar . . . . . . . . . . . ... ... 120
13.10Korollar . . . . . . . . ... 121
13.11Definition . . . . . . . .. 121
13.12Kommentar . . . . . . . . . . ... 122
13.13Satz . . . . 122
13.14Motivation . . . . . . . . ... 123
13.15Definition . . . . . . ... 123
13.16Kommentar . . . . . . . . . . ... 124
13.17Satz . . . . . 124
13.18Korollar . . . . . . . .. 125
13.19Korollar . . . . . . . .. 126
13.20Kommentar . . . . . . . ... 126
13.21Satz . . . . 127
13.22Korollar . . . . . . . .. 128
13.23Definition . . . . . . ... 128
13.24Kommentar . . . . . . . . . ... 128
13.25Definition . . . . . ... 129
13.26Kommentar . . . . . . . . . ... 129
13.27Satz . . . . . 130
13.28 Kommentar . . . . . . . . . .. ... 130
13.29Lemma . . . . . ... 130
13.30Kommentar . . . . . . . . . ... 132
13.31Satz: Indentititssatz fiir reell-analytische Funktionen . . . . . 132
14 Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen 133
14.1 Motivation . . . . . . . . . L 133
14.2 Beispiele . . . . . . . 133
14.3 Beispiel . . . .. . 133
14.4 Definition . . . . . . . . .. 134
14.5 Kommentar . . . . . . . . . . . ... 134
14.6 Satz . . . . . 134
14.7 Satz . . . . 135



1 Die reellen Zahlen

1.1 Definition: Koérper

Ein Korper ist eine Menge mit mindestens zwei Elementen und zwei
Verkniipfungen + (Addition) und * (Multiplikation), so dass gilt:

1.2 Axiome
al) Fiir alle z,y,z € K gilt: (x +y) +2 =2+ (y + 2z) (Assoziativgesetz)
a2) Fir alle z,y € K gilt:  + y = y + 2 (Kommutativgesetz)

a3) Es existiert ein Element 0 € K, so dass fur alle x € K gilt:
x + 0 =z (Existenz der Null)

a4) Zu jedem z € K existiert ein (—z) € K, so dass gilt:
zr+ (—z) = 0 (Existenz des Negativen)

a) Das Nullelement des Korpers ist eindeutig bestimmt.
Beweis: Seien 0 und 0’ Nullelemente, dann gilt:

0=0+0=0+0"=0
= Die zwei Nullelemente sind identisch, also ist Nullelement eindeutig.

b) Das Negative eines Elementes ist eindeutig bestimmt.
Sei x € K und seien y;,y> € K Negative von x, also: x+1y; = 0 = x+5».
Dann gilt:

i = 0=y +@+y) =@ +2)+p
= (@+y)+y=0+p=p+0=y
= Das Negative ist eindeutig bestimmt.
bl) Fir alle z,y,2 € K gilt: (z*xy) * 2 =z * (y * z) (Assoziativgesetz)
b2) Fir alle z,y € K gilt: z xy = y x 2z (Kommutativgesetz)

b3) Es existiert ein Element 1 € K, so dass fiir alle z € K gilt:
xzx 1 =z (Existenz der Eins)

b4) Fiir alle z € K\{0} (=: K*) gibt es ein Element 7! € K,
so dass gilt: z x 71 = 1 (Existenz des Inversen)



Ahnlich wie bei (K,+) sieht man, dass das Einselement eines Kérpers
eindeutig bestimmt und fiir jedes x € K* das Inverse von z ebenfalls eindeutig
bestimmt ist. Das letzte Axiom verbindet Multiplikation und Addition:

c) Fiiralles z,y, z € K gilt: zx(y+2) = (x*xy)+(x*x2) (Distributivgesetz)

1.3 Vereinbarung: ,,Punkt vor Strich*

,Punktrechnung®“ geht vor ,Strichrechnung* und der Punkt der
Multiplikation kann wegfallen: xy := x x y

1.4 Kommentar: Subtraktion und Division

Subtraktion und Division sieht man in einem Korper (K, +, %) nicht als neue
Verkniipfung an, sondern leitet sie vielmehr aus Addition und Multiplikation
wie folgt her:

Fiir alle x,y € K setzt man ndmlich x — y := 2 + (—y) (Differenz)
und fiir alle z € K und y € K* setzt man ¢ := zy~' (Quotient)

1.5 Bemerkung: Nullelement

Sei (K, 4+, *) ein Kérper und 0 sein Nullelement,
dann gilt fir alle z € K: %0 =0

Beweis:
Firallez € Kistzx0=2%(0+0) =20+ 2 %0

=0 =20+ (—20) = (20 + 20) + (—20) = 20 + (20 + (—20)) = 20 + 0 = 20

OJ

1.6 Kommentar: Einselement # Nullelement

Wegen (1.5) ist in einem Korper sein Einselement 1 stets von seinem
Nullelement 0 verschieden: 1 # 0. Ware namlich 1 = 0,

so wire fiir alle x € K nach (1.5) x =21 =20 =0

= K héatte damit nur ein Element.

&Widerspruch, da K nach Definition mindestens 2 Elemente hat.

10



1.7 Beispiel: Der Korper mit zwei Elementen

Sei K eine Menge mit zwei Elementen. Wir bezeichnen sie mit 0 und 1,
K = {0,1}. Wir definieren nun die Verkniipfungen + und * auf K durch
folgende Verkniipfungstabellen:

+]0]1 «[0]1
0fof1 ofoTo
11]0 101

Es ist dann Fy := (K, +, *) ein Kérper (Ubung). Er heifit der Korper mit zwei
Elementen. (Er ist ,,im Wesentlichen* der einzige Koérper mit 2 Elementen.)

1.8 Die reellen Zahlen

Legt man auf einer Geraden L zwei Punkte 0 und 1 fest, so vereinbaren wir,
dass jeder Punkt x € L einer reellen Zahl entspricht, die den (gerichteten)

Abstand zum Punkt 0 im MaBstab der Strecke 01 misst. Wir wollen hier
nicht definieren, ,was die reellen Zahlen R = {x : x ist reelle Zahl} sind“,
sondern wir wollen vielmehr annehmen, dass es eine Menge ist, die mit
zwei Verkniipfungen 4+ und * ausgestattet ist, die die Axiome eines Korpers
erfiillen (und fiir die der Punkt 0 € R das Nullelement und der Punkt 1 € R
das Einselement des Korpers ist).

1.9 Bezeichungen: N,7Z, Q

Seien (R, +, x) die reellen Zahlen und 0,1 € R ihr Null- bzw. Einselement.
Wir bezeichnen nun weiter mit 2 := 1+1, 3 := 241 (rekursivn := (n—1)+1),
dann bezeichnet:

e N:={1,2,3,...} CR die natiirlichen Zahlen,
o 7Z:={...,-2,-1,0,1,2,...} CR die ganzen Zahlen,
e Q:= {§ ceR:peZ,qe N} C R die rationalen Zahlen.

Man beachte, dass Q mit + und * auch alle Kérperaxiome erfiillt und daher
auch ein Korper ist (N und Z hingegen nicht).
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1.10 Beispiel: C ist ein Korper

Sei K = R* = {(z,y) : =,y € R} versehen mit den Verkniipfungen + und
. Bs ist dann C = (R?, +, %) ein Kérper (Ubung).

)+ (o) = ()

Y1 Ya) Vi +12)

(331) ) <I2> .: <I1$2 _ylyQ)
Y1 Y2) T1Yo + Y12

Wir setzen dann:

und allgemein:

Es ist dann diir alle z = (Zj) e C:

=)0 () oo

Es heifit x = Re(z) der Realteil von z und y = Im(z) der Imaginérteil

von z. Weiter ist:
0 0 —1
P2 = : = =1
1 1 0

und man erhdlt die Multiplikationsregel aus 2 = —1 mit dem

Distributivgesetz zuriick:

(w1 +iy1) (w2 +iya) = (2122 + Cy1ys) + i(T1y + y172)
= (2172 — n1¥p) +i(T1y2 + Y172)

1.11 Vorbemerkung: Ordnungsstruktur von R

Die rein ,algebraische® Struktur eines Korpers auf R reicht noch nicht aus,
um auf R ,, Analysis“ betreiben zu konnen. Eine weitere wichtige Eigenschaft
von R ist ihre sog. Ordnungsstruktur.
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1.12 Definition: Anordnung auf K

Sei (K, +, x) ein Korper. Eine Teilmenge P C K heifit eine Anordnung auf
K, wenn folgendes gilt:

a) Fir jedes z € K gilt genau eine der drei folgenden Moglichkeiten:
x € Poderz=0o0der —xz € P,also K =P U{0}U (—P)

b) Fiir alle z,y € Pgilt x +y € P
c) Firallez,y € Pgilt zxy € P

Das Paar (K, P) heifit dann ein angeordneter Korper.

1.13 Bezeichnung: > > <, <
Sei (K, P) ein angeordneter Korper. Man setzt dann fiir z,y € K:
e y>zxr:&sy—xePlP
e y>xr:<y>xodery=ux
o Y. T >Y
Zum Beispiel ist dann P={x € K : 2 >0} und —P={-z € K : 2 € P} =
{z € K : 2 < 0}. Elemente aus P heiflen positiv, Element aus —P heiflen
negativ.
1.14 Bemerkung: Angeordnete Korper
Sei (K, P) ein angeordneter Koérper. Dann gilt:
a) Sind z,y € K mit z <yund a € K,soist z+a < y—+a.
b) Sind z,y € K mit x < y und a > 0, so ist ax < ay.
c) Fiir alle z € K* ist 2% := 2 x x > 0, insbesondere ist 1 > 0.
Beweis:
a) (r+a)—(y+a)=@-y)+(a—a)=z—y

b) Seia>0undzr<y=y—x>0=ay—ar=a(y—z) >0
=ay=ay —ar+ar >0+ ar =ax

c) Istz>0=a?=x*x2>0,istx <0=(—x) >0
= 2?2 =x*x = (—z)* (—x) > 0. Insbesondere ist 1 =12 > 0.
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1.15 Die reellen Zahlen als angeordneter Korper

Sei (R, +, %) die reellen Zahlen und P = {z € R : z > 0}, d.h. die reellen
Zahlen, die auf der gleichen Seite von 0 liegen, wie 1 € L. Wir nehmen nun
(ahnlich wie bei den Strukturen + und * ohne Beweis) axiomatisch an, dass P
eine Anordnung von R ist. Es ist dann (R, +, %, P) ein angeordneter Korper.

1.16 Beispiele: (nicht-) angeordnete Korper

a) Betrachte den Kérper Q der rationalen Zahlen und P = {z € Q : z > 0}
(= PNQ). Es ist dann (Q, P) ein angeordneter Korper.

b) Auf dem Koérper Fy kann man keine Anordnung finden, denn in Fy gilt:
—1 =1 und (1.12a) kann daher nicht erfiillt werden.

c) Auch C kann nicht angeordnet werden, denn fiir i € C gilt:
Isti >0, s0ist —1 = i*3 > 0im Y Widerspruch zu (1.14c), ist i < 0 so
ist —i >0 und —1 = (—i) * (—i) > 0 (} Widerspruch zu (1.14c)). Also
kann (1.12a) wieder nicht erfiillt werden.

1.17 Definition: Der Absolutbetrag
Sei (K, P) ein angeordneter Korper (z.B. R). Fiir jedes x € K definiert man:

2] x falls z > 0
T =
—x fallsz <0

(Fiir K = R nennen wir |z| den Absolutbetrag von z).

1.18 Satz: Dreiecksungleichung
Fiir alle 2,y € R (oder einem angeordneten Korper) gilt:
|2+ y| < [z +[y|

Beweis: Wegen = < |z| und y < |y| = = +y < |z| + |y|.
Ebenso: —z < [z],—y < |yl = —(@+y) = (—2) + (—y) < |z[ + [y]
also: |z 4+ y| < |z| + |y|.

OJ
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2 Funktionen

2.1 Definitionen: Abbildungen

a) Seien A und B Mengen. Eine Abbildung von A nach B ist eine
Zuordnung f, geschrieben f : A — B, die jedem Element a € A genau
ein Element b € B zuordnet. Schreibe b = f(a) oder auch a — b.

b) Ist speziell B = R, so spricht man von einer Funktion auf A.

2.2 Kommentar: Intervalle, Graphen
a) Ublicherweise ist A ein Intervall in R. Es heifit:
(a,b) = {xr €R:a <z <b} ein offenes Intervall und

la,b] = {z €R:a<x <b} ein abgeschlossenes Intervall.

Hier sind a,b € R, a < b. Man fiihrt auch unendliche Intervalle ein:

(a,00) = {x€eR:z>a}
(—o0,b) = {xeR:z<b}

Entsprechend definiert man z.B. [a,b), (—o0, b], usw.
Ein Intervall bezeichnet ab sofort immer eines dieser Beispiele.

b) Veranschaulicht werden Funktionen f : [a,b] — R durch ihren Graphen,

Gr={(z,y) eR*:w € [a,b],y = f(x)} .

2.3 Beispiele: Funktionen
a) Sei ¢ € R. Die Funktion f: R — R, x — ¢, heifit konstante Funktion.

b) Die Funktion id : R — R, x +— z heifit Identitéit (auf R).
c) Sei a € R. Die Funktion f: R — R, z +— a -z heifit lineare Funktion.

d) Sei n € N. Die Funktion pot,, : R = R, z + 2" := -z - ... - & (n-mal)
heifit Potenzfunktion. Fiir n = 0 vereinbaren wir: z° := 1 (auch fiir

z =0).

e) Sei n € N, ag,a1,as, ...,a, € R, a, # 0. Die Funktion
p: R — R, p(x) = ag+a1r+ax®+...+a,r" heit Polynomfunktion
vom Grad n.
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2.4 Definition: injektiv, surjektiv, bijektiv

Eine Abbildung f : A — B heifit

a) injektiv, wenn aus a; # ag auch f(ay) # f(ay) folgt.

b) surjektiv, wenn es zu jedem b € B ein a € A mit f(a) = b gibt.

c) bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

2.5 Kommentar: Bild und Urbild

a) Ist f(a) = b, so nennt man b das Bild von a unter f oder auch a ein
Urbild von b unter f. Man setzt:

Bild(f) := {b € B : es existiert ein a € A mit f(a) = b}
das Bild von f.

b) Es ist also f surjektiv, wenn es zu jedem b € B mindestens ein a € A
gibt mit f(a) = b; es ist f injektiv, wenn es zu jedem b € B h6chstens
ein a € A gibt mit f(a) = b. Also ist f bijektiv, wenn es zu jedem
b € B genau ein Urbild gibt.

2.6 Beispiele

a) f:R — R, x— 2?2 ist weder injektiv noch surjektiv, denn f(—1) = f(1)
und es gibt kein # € R mit f(z) = —1.

b) Fiir a # 0, b € R ist die affin-lineare Funktion
f:R =R, f(zr) =azx+0D, bijektiv, denn fiir jedes y € R gibt es genau

eine Losung x € R fiir die Gleichung ax + b = y , ndmlich x = yT_b

2.7 Definition: Verkettung

Seien f: A — B und g: B — C Abbildungen. Es ist dann ihre Verkettung
(oder auch Komposition) go f : A — C definiert durch go f(a) := g(f(a))

2.8 Beispiel

Seien a,b € Rund f : R — R die lineare Funktion f(z) =ax und g : R — R
die Funktion g(x) = x + b. Es sind dann go f, fog: R — Rund go f(x) =
g(ax) = ax + b, hingegen ist fog(x) = f(x +b) =a- (x+b) =ax + ab

= Die Verkettung zweier Funktionen ist nicht kommutativ!
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2.9 Definition: Umkehrabbildung

Sei f: A — B eine bijektive Abbildung. Man nennt dann g : B — A die
jedem b € B sein eindeutig bestimmtes Urbild a € A unter f zuordnet, die
Umkehrabbildung (oder das Inverse) von f und schreibt g = f~1.

Es ist also:

flo)y=yez=[1"(y) .

2.10 Warnung: Umkehrabbildung

Man kann also eine Abbildung f : A — B nur dann umkehren, wenn f
bijektiv ist. Im Gegensatz dazu kann man fiir beliebige Abbildungen
f A — B und Teilmengen V' C B das Urbild von V unter f definieren
durch:

FUV) ={a€ A: fla) €V}

Urbilder von Mengen sind immer mdoglich, Umkehrungen von Abbildungen
jedoch nicht, denn f~!({y}) ist im Allgemeinen nicht einpunktig.

2.11 Bemerkung: Bijektivitit/Umkehrabbildung

Esist eine Abbildung f : A — B genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung
g : B — A gibt, so dass gilt: go f =1idy, fog = idpg. Fiir eine Menge A
bezeichnet id4 : A — A die identische Abbildung id4(a) = a.

(Beweis: Ubung)

2.12 Beispiel: Quadratwurzel

Sei Ry := {z € R: 2 > 0}. Betrache die Funktion f: R, — R, | f(x) = 22,
dann ist f bijektiv (Beweis spéter). Ihre Umkehrung heifit Quadratwurzel
und wird bezeichnet mit v Ry =R,

2.13 Definition: Monotonie
Sei I CR und f: I — R eine Funktion.

a) Es heifit f streng monoton wachsend, wenn gilt:
Ist 21 < @9, so ist auch f(z1) < f(x2).

b) Sie heifit monoton wachsend, wenn gilt:
Ist x1 < x9, s0 ist auch f(z1) < f(xg).

Entsprechend wird (streng) monoton fallend definiert.

17



2.14 Bemerkung: Monotonie

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine streng-monoton wachsende
Funktion.

a) Ist J:=Bild(f) CRund g: I — J, g(z) := f(x), so ist g bijektiv.

b) Es ist dann ¢! : J — I auch streng monoton wachsend.

Beweis:

a) Nach Definition von J ist g jedenfalls surjektiv.
Ist 21,29 € I mit 1 # x5, so sei 0.B.d.A. x1 < 29 =
(strenge Monotonie von f) f(x1) < f(x2), insbesondere f(z1) # f(x2),
also g auch injektiv.

b) Seien yi,ys € J mit y; < yo. Sei 11 = g (y1), T2 = g7 (y2).
Wiire 21 > x5 so wire y1 = g(z1) = f(z1) > f(z2) = g(x2) = 12
(Y Widerspruch) Also ist: g7 (y1) = 21 < 25 = g~ (32), also g~ streng
monoton wachsend.
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3 Grenzwerte

3.1 Induktionsprinzip

Wir vereinbaren, dass folgendes richtig ist: Um eine Aussage A(n) fiir alle
natiirlichen Zahlen n € N zu beweisen, reicht es zu zeigen:

a) A(1) ist richtig (Induktionsanfang).
b) Fiir alle n € N gilt: Ist A(n) richtig, so auch A(n + 1).
(Induktionsschritt)

3.2 Beispiel: Induktion

a) Fir alle natiirlichen Zahlen gilt:

1+3+5+..+2n—1)=n?

Beweis:

e A()=1=1*V
e An)=1+3+..+2n—-1)=n?

An+1) = 14+3+..+2n—-1)+(2(n+1)—-1)
n+2n+1)—1l=n"+2n+1=n+1)> v

b) Fiir jedes z € R\{1} und n € Ny gilt:
xn-i—l -1

1+x+x2+...+x”:2xk:
=0

r—1

Beweis:

o A(0): 1222:0xk:x0:$1_1:%:1\/

r—1
e A(n): 1 ok = %
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n—i—l_l

An+1) : Zxk 4ot = IxT 4 gl
k=0

$n+1 -1 l‘n+1($ _ 1) B l.n—i—l -1 + $n+1(x _ 1)

N z—1 r—1 N z—1
Tt + x(n-i—l)—i—l — gntl x(n-&-l)-ﬁ-l -1

r—1 r—1
3.3 Schreibweise: Summe, Produkt
Sind ay, as, ...,a, € R mit n € N, so schreiben wir:
e a;+ay+..+a, =Y, a und 22:1 =0

—_. T o ._
® ay-as:...-ay,=:][_;arund [[,_; =1

3.4 Definition: Fakultit, Binomialkoeffizient

a) Fiir jedes n € N setzt man:

nl=1-2-3-....-n= H k (gesprochen: Fakultét und 0! := 1)
k=1

b) Fiir jedes k € {0,1,...,n}:
<n)‘_(n—k‘+l)~...-n n!

k 1-2. & = (n—h)! (gesprochen: n iiber k)

3.5 Bemerkung: Binomialkoeffizient

Fiir alle n € N ist:

Beweis:

n\ n! _n!_l_n!_ n! _(n
0) 0 (n—0)! 0n = no alm-n! \n




Beweis:

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
(k—1)+( k ) T D) =R B m—k=1)
m—Ik+mn—-1!(n—k)

k! (n —k)!
(= D)'(k+n—k) n! _(n
B k! (n —k)! Kk (n—k) (k)

O

3.6 Satz: Binomischer Lehrsatz

Fiir alle n € N und alle z,y € R gilt:

Beweis:
en=0: (z4+y)°=1=()z%" v

en—n+1:

(+y)"" = (@+y)"(z+y) = (Z) "y (x4 y)
k=0

n . n n - - n n — n
— x+1+z<k)$ +1 kykJrZ(k_l)x +1 kykerH
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3.7 Satz: Bernoulli
Sei x € R mit z > —1. Dann gilt fiir alle n € Ny:
(I+2)">14+nz
Beweis: Induktion nach n
en=0: (1+2)0°=1=1+0z Vv

en—n+1:

(1+z2)" = 1+2)"(1+2)>1+n-2)(1+2)

= 1l+(n+Dz+nz®>1+n+1)zv

3.8 Definition: Folge

Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung f : N — R.
Statt f notiert man sie iiblicherweise mit (a,)nen, wenn f(n) = a, ist.

3.9 Beispiele: Folgen

a) a, =n
b) a, =2
c) a, =n!

d) fiir ¢ € R setze a, = "
e) a, =n"

£) a, = (=1)"

3.10 Definition: Konvergenz

Eine Folge reeller Zahlen (a,,) heifit konvergent gegen eine reelle Zahl a € R,
wenn gilt: Zu jedem € > 0 exisitiert ein ng € N, so dass fiir alle n > nq gilt:

la, —al <e.
Man schreibt (a,,) — a oder auch lim, . (a,) = a
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3.11 Archimedisches Axiom

Die folgende Eigenschaft der reellen Zahlen kann man nicht aus den
Kérper- und Anordnungsaxiomen der reellen Zahlen herleiten (denn es gibt
angeordnete Korper, die diese Eigenschaften nicht haben). Wir nehmen sie
deshalb in unser Axiomensystem fiir die reellen Zahlen auf:

Fiir jedes € R mit x > 0 existiert ein n € N, so dass n > z ist.

Bezeichnung;:

Sei x > 0. Die kleinste natiirliche Zahl n € N mit n > z wird ab sofort mit
Tz 1 bezeichnet, die grofite natiirliche Zahl n mit n < x wird mit Lz

(oder auch [z], gesprochen: Gaulklammer von x) bezeichnet, also:

27 :=min{n € N:n >z}
Leao="x"-1
3.12 Folgerung: (l) ist eine Nullfolge

n

Sei a, = £, n € N. Dann ist (a,) eine Nullfolge, d.h. lim,,_.(a,) = 0.

Beweis:
Sei € > 0. Wahle nun ng € N derart, dass ng > % (z.B. ng = '—%—' aus
Archimedes Axiom). Fiir alle n > ng gilt dann n > ny > %

:>O<%<6‘v’n2no,alsoz

lim (a,) = 0.

n—oo

3.13 Bezeichnung: V, J

V = fiir alle; 9 = es existiert

3.14 Beispiele: von Folgen

a) ap = oy Behauptung: (a,) — 0.
Denn sei e > 0= 5+— <1 <¢ wennn > 1 ist.
n34+n+1 n €
Wihle daher wieder ng > % Dann gilt fiir alle n > ny:
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b) a, = %55 -+ Behauptung: (a,) — 0. Denn sei € > 0:

n*+1 _n*+n*> 2n* 4
3 < T3 1,3 ., =F¢
n?—27"n3—:nd 5nd n

fiir alle n > ng mit ng := max{'—%—',Q}

c) a, = (—1)" ist divergent, d.h. (a,) ist nicht konvergent, denn ist a # +1
setze € := min{|a — 1],Ja+ 1]} > 0.V n € N: |a, —a| > ¢, also ist a
nicht Grenzwert. Ist a = 41, setze e . =2 = Vn € N: |ag,_ 1 — 1] =
| =1 —1] = 2 > ¢, also ist 1 nicht Grenzwert von (a,). (Ahnlich fiir
—1). Also ist (a,) divergent.

3.15 Satz: Summenfolge, Produktfolge

Seien (a,) und (b,) Folgen reeller Zahlen und (a,) — a und (b,) — b.
Dann gilt:

a) Die Summenfolge (¢,), d. h.: ¢, := a, + b,, konvergiert gegen ¢ = a + b.

Kurz:
lim ¢, = hm (an +b,) = lim (a,) + lim (b,)

b) Die Produktfolge (d,), d. h.: d,, := a, - b,, konvergiert gegen d = a - b.

Kurz:
lim d,, = lim (a, - b,) = lim (a,) - lim (b,)

c) Ist b # 0, so existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt: b, # 0. Die

Quotientenfolge (e, )n>n,, d. h.t €, := §= konvergiert dann gegen e = 3.

3.16 Kommentar: Differenzenfolge

Konvergiert (a,) gegen a, so konvergiert auch (—a,) gegen —a (Ubung).
Deshalb gilt auch fiir die Differenzfolge (a,, — b,) zweier konvergenter Folgen
(a,,) und (by,):

nh_}Iglo(an — bn) - 7}1_{20(@71 + ( ))
- )+ Jm ()
= i ) + (- 1 ()
= lim (a,) — hm( )

n—od
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Beweis von 3.15

a) Sei € > 0, dann existiert ein ng € N, so dass V n > ng gilt:

lan —al < § und |b, —b| < §
= [(an +bn) — (a +b)| = |(an — a) + (by — D)
< lap, —a| + b, —b| < 5+ 5<e, Vn>ny=(a)
<

Dreiecksungleichung

b) Sei ny € N, so dass Vn > ny gilt:
|b, — b <1

= |b,| = |bn—b+ b
< b= b+ [0 < 14 o

Setze:

c:=max{|b|, ..., |bn,—1], L+ |0]} = |bu| < ¢, VR €N

Weiter:

lay, - b, —a-b = |(an —a)b, + (b, — b)al
< lan —al [ba] + la| [bn — 0]

Sei € > 0. Wahle nun ng € N derart, dass fiir all n > ng gilt:

€

2¢’

=Vn>ng : lay b, —abd <2ic+\a]
c

la, —al < |b, — b] < 2i (wenn a # 0 ist)
a
€

2fa]
(ist @ = 0, so ist sogar |a, b,| < §), also (ay - by,) — a - b.

c) Sei € I:@:>E|TLO€N, so dass Vn > ng : |b, — b| < €
Vn > ng gilt nun:

b
< 1= bl 6] < o+ o] =[] > 8]~ co = 2

also b, # 0,Yn > ng. Sei nun € > 0 = Vn > ng gilt:
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Loy bt 2
b [b] ~~|b]?

b
Jbn|> 12

Ibn - b|

Sei nun n; € N, so dass fiir alle n > ny gilt:

by — | < 1L

Setzt man dann ny := max{ng,ny} so ist fiir alle n > ny:

112 e
by b| B2 2

€,

also (%) — % und damit wegen b) auch:
an, 1 1 a
—_— = —_— —_— _ = — .
) \"0.) 00

3.17 Kommentar: Beschrianktheit

Eine Folge (a,) heiBt beschrinkt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle
n € N gilt |a,| < ¢. Der Beweis (3.15) Teil (b) zeigt, dass eine konvergente
Folge auch beschrankt ist.

3.18 Beispiel

Seien r,; s € Ny und r < s. Seien ay, ...,a, € R, und by, ..., bs € R mit a, # 0,
bs # 0. Weil ein Polynom verschieden von Null stets nur endlich viele
Nullstellen hat (Euklidischer Algorithmus), existiert ein ng € N, so dass fiir
alle n > ng definiert ist:

_an'+ .t a-n+ag
by nSH ...+ bon+by

Ln

Behauptung: (z,)n>n, — 0.
Weil nun (a; -nF7%) — 0 fir 0 < k <r < sund (b; - n/~*) — 0
fir j =0,...,s — 1, folgt mit (3.15): (x,,) ist konvergent mit:

lim(mn)zlim< p =M "+ Ay N ):( O+---4+0 ):0

by +bs_y-nt4---+by-n"s by +0+---4+0
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3.19 Definition: Unendlichkeitsfolgen

Eine Folge reeller Zahlen (a,) heift Unendlichkeitsfolge (oder konvergiert
uneigentlich gegen 0o), wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein ng € N, so dass
fiir alle n > ng gilt: a,, > ¢. Schreibweise: (a,) — oo oder lim,, . (a,) = 0o

3.20 Beispiele

a) a, =n,dann (a,) — oo, denn: Sei ¢ > 0:
= (Archimedes) dng € N:ng>c=Vn>ng:n>ng>c

Damit folgt die Behauptung.

b) a, = ’f:; = (a,) — 00, denn: Sei ¢ > 0:

n?+1 n? n?

> > n
n+2 n+ 2=~ 2n 2
n>2

>c  VYn>mng:=max{2,"2c"}

c) Sei ¢ € R mit ¢ > 1 und a, = ¢". Behauptung: (a,) — oo
Denn: Setze h:=q¢—1>0
c

= ¢ =1+h" > 1+n-h>n-h>c Vn>ng=""

Bernoulli

3.21 Bemerkung: Unendlichkeitsfolgen

Sei (a,) eine Unendlichkeitsfolge. Dann gibt es ein ny € N, so dass fiir alle
n > ny gilt: a,, # 0. Die Folge (i)nkno ist dann eine Nullfolge.

Beweis:

Zu ¢y = 1 gibt es ein ng € N mit a, > ¢y, Yn > ng. Insbesondere ist
a, # 0, Yn > ny. Sei nun € > 0 beliebig. Setze ¢ := % >0

= 3Jdny eN,sodassVn>ni: a,>c=1= <€,also<al)eo_

1
Qn

3.22 Beispiel

Sei nun ¢ € R mit |¢| < 1. Dann ist (¢"),en eine Nullfolge.

Denn sei 0 < ¢ < 1 (ohne Einschriankung). Dann ist % > 1 und daher

((%)n) eine Unendlichkeitsfolge nach (3.20 ¢). Nach (3.21) ist deshalb (¢")
eine Nullfolge.
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3.23 Kommentar

Fiir zwei Unendlichkeitsfolgen (a,) und (b,) sagt man, dass (a,) schneller
wéchst als (b,,), wenn die Folge (‘Z—”) (fiir ein ny € N) auch noch eine

™/ n>n
Unendlichkeitsfolge ist. ’

a) Die Folge (n?) wiichst schneller als (n): klar!
b) Ist p ein normiertes Polynom vom Grad r
p(n) =1n" +a,_n" ' 4 - +ag,
und ¢ ein normiertes Polynom vom Grad s
q(n) =n°+a,_n* 4+ +ag,
so wachst p(n) schneller als ¢(n), wenn r > s.

c) Sei ¢ > 1 und k € N. Dann wichst (¢") schneller als (n*),cn,
d.h.: (%) — 0.

n

Beweis:

Setze h := ¢ — 1> 0. Nach dem binomischen Lehrsatz (3.6) ist:

()

J=0

wenn n > k + 1 ist. Daher ist:

hk+1
no> —k —k+1)...
q _(k+1)!(n Jn—k+1)...n
und damit
qn hkz—i—l

k+1 k
ﬁzm(n —+ agn ++CZO)

fiir gewisse ag, . ..ar € R (nur abhéngig von k).

Daher ist (i—:)neN — 00 (wegen 3.23 b).
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4 Das Vollstandigkeitsaxiom

4.1 Motivation

a) Alle bisherigen Axiome von R (Kérper-, Anordnungs- und Archimedisches
Axiom) werden auch von den rationalen Zahlen erfiillt.

b) Es gibt keine rationale Zahl x > 0, so dass 22 = 2 ist, denn: Angenommen
T =7 mit p,q € N. O.E.: Seien p und q teilerfremd, insbesondere nicht
beide gerade (sonst kiirze!). Es ist nun:

2 P 2 2

2=r'="%=p =2 ¢F=2-¢

Y

also ist p? gerade und damit auch p gerade, also p = 2m fiir ein m € N.
:>2-q2:p2:(2-m)2:4-m2:>q2:2-m2,

also auch ¢® und damit ¢ gerade (¥ Widerspruch).
Also hat 2% = 2 keine Losung in Q.

4.2 Definition: Intervallschachtelung

a) Eine Intervallschachtelung (in R) ist eine Folge von Intervallen
(In)nen, In = [an, by), an < by, mit den folgenden Eigenschaften:

e [, 1 CI,,VneN, alsoa, <anpi1 <bpi1 < b,

o lim, (b, —a,) =0

b) Es heifit + € R Kern einer Intervallschachtelung (/,,) wenn gilt:
x € I,, fir alle n € N.

4.3 Bemerkung: Kern einer Intervallschachtelung

Jede Intervallschachtelung besitzt héchstens einen Kern.

Beweis:

Seien z,y € Rund z,y € I,,Vn € N. O.B.d.A.: z <y, also ist

a, <r <y<b,=0<y—x<b,—a, Seifire>0nunn € N mit
b, — a, < € (existiert wegen lim, (b, — a,) = 0). Dann folgt:
0<y—ax<b, —a, <e Ve>0.Das ist nur moglich, wenn

y—r=0=z=y.
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4.4 Das Vollstindigkeitsaxiom

a) Wir vereinbaren nun fiir die reellen Zahlen folgendes Axiom:
Jede Intervallschachtelung in R hat einen Kern.

b) Der Aufbau der reellen Zahlen ist damit abgeschlossen.

R ist also ein vollstdndig und archimedisch angeordneter Korper.
Man kann beweisen, dass R der einzige vollstdndige und archimedisch
angeordnete Korper ist, d.h.: Ist (K, +, -, P) ein angeordneter Korper,
der archimedisch und vollstédndig ist, so existiert eine bijektive
Abbildung f : R +— K mit

f(x1 +32) = fz1) + f(22), f(21-22) = f(21) - f(22)

und z >0« f(x) e P Va,r,15€R

4.5 Definition: Cauchy-Folge

Eine Folge reeller Zahlen (a,) heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0
ein ng € N gibt, so dass fiir alle n,m > ny gilt:

la, — am| < e.
4.6 Bemerkung: kovergente Folgen
Jede konvergente Folge (in R) ist eine Cauchy-Folge.
Beweis:

Sei (a,) — a eine konvergente Folge und ¢ > 0 = 3 ng € NV n > ng :
lan —al < § =V n,m>ng:

‘an—am| = |(an_a>_(am_a)|
< |ap — al + |am — a
- e+e_
2 T2~

also ist (a,) eine Cauchy-Folge.
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4.7 Satz: Konvergenz einer Cauchy-Folge

Jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl.

Beweis:

Sei (a,) Cauchy-Folge. Fiir jedes k € N setze e, := a7

= I n, € Nysodass Vn,m >ny:|a, — apl < e O.B.d. Az ngyq > ny.
Setze nun: [, := [ank—%k, ank+2ik] Es ist dann: Linge (I) = 2.2% = zk—l,l — 0

Weiter: Iiy1 C Iy, denn: |ay,,,, — an, | < 2,9%, V x € Iy, gilt nun:

1 1

T — an,| <2 = apyy |+ |Cny,, — Oy <W+W:ﬁ’

also x € I. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom 3 ein a € R mit a € I, Vk € N.
Behauptung: (a,) — a

Sei dazu € > 0 beliebig. Wahle k£ € N so grof}, dass 2% < € ist. Setze nun
ng := ngy1 (von oben). Vn > ng gilt:

1
[ = Gnya| < €01 = 55 < e

Weil a € [} ist, gilt auch |a,, —a| < Qk—lﬂ Also insgesamt:

’an - CL‘ < ‘an - a‘nk+1| + ‘ank“ - a‘
1 1

< 2k+1 + 2k+1

1
< 2—k<e,Vn2n0.

Also (a,) — a.

4.8 Definition: unendliche Reihe

a) Sei (ay,) eine Folge reeller Zahlen. Die Folge der Partialsummen (s,)nen,
d.h.:

n

Sp,=ai; + ... +a, = E ag
k=1

heif3t unendliche Reihe.

31



b) Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge und konvergiert die Summe der
Partialfolgen (D> 7_, ax)nen gegen s € R, so schreibt man:

n o
s:limg ak::g ak
n—oo
k=1 k=1

(oft wird auch die unendliche Reihe (}7,_, ax)nen selbst - etwas
ungenau - mit Y .- ar bezeichnet, ohne dass sie notwendig
konvergieren muss.)

4.9 Beispiel

Sei a, = 3, also (a,) = (3,3, %, ...). Dann gilt:

4.10 Satz: Geometrische Reihe

Sei ¢ € R mit |g| < 1. Dann konvergiert die geometrische Reihe gegen:

S L

Beweis: )
Nach (3.2.b) ist >, ¢" = L=¢"" Vg € R. Und nach (3.22) ist

1—q ~’
lim,, . (¢") = 0, wenn |¢q| < 1. Nach (3.15) ist deshalb

Y

U
Beweis von (4.9):
S ) = -] - 1=——-1=1
i nl) o X6)
UJ
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4.11 Bemerkung
Ist die Reihe ) 7 | a, konvergent, so muss (a,) eine Nullfolge sein.
Beweis:

Sei € > 0. Weil (>°7_, ag)nen konvergent und damit eine Cauchy-Folge ist,
existiert ein ng € N so dass fiir alle n > m > ng gilt:

n m
PO BL
k=1 k=1

Insbesondere fir m =n — 1 gilt fir alle n > ng : |a,| = | > _, ax| <e,
also (a,) — 0.

n

> o

k=m+1

<€

4.12 Kommentar: harmonische Reihe

Ist (a,) eine Nullfoge, so braucht allerdings -, a, nicht zu konvergieren.
Betrachte z.B. die folgende, so genannte harmonische Reihe: a, = +

n?
also 00 L.

Behauptung: (Em 1 )meN ist eine Unendlichkeitsfolge also:

n=1n

Beweis:
Fiir jedes j € N ist:

271 1
Jj—1 ——
Z ap > 22" ay = 5 3
k=21-141
2n n 27 " q n
SNa=X| X w]rizied =g
k=1 J=1 \k=2i-141 =2

also:
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4.13 Definition: Dezimalbruch

Sei r € Ny und (ay,)p>_, mit Ziffern a,, € {0,1,2,...,9}.
Die Ziffernfolge
+ a_p Q_py1 ... A1 Ag, Q71 A2 ...

heif3t Dezimalbruch und bezeichnet die unendliche Reihe
(:i: Zzozfr aklo_k)nEN-

4.14 Satz

Jeder Dezimalbruch +a,...aq,a;... stellt (genau) eine reelle Zahl x dar. Es
ist ndmlich (i S oh 10"“) eine Cauchy-Folge und konvergiert daher
gegen eine reelle Zahl

neN

x:iiak-l()k

k=—r

Beweis:
Sei € > 0,n90 € Nund n > m > ng. Mit z, = £ >, a,107* gilt dann:

|Zp — Tm| = zn: apl07F < zn: 9. @

k=m+1 k=m+1 107’m71_10'm+17k
mit
9 n—m—1 9 o]
= —m — = & —J —Jj
j=-m—1l+k = - 1om+L Z 107 = 10m+1 210
j=0 J=0
= ) L =100" <107 <
BEETICa I R = =€

10

wenn man nun ng(e) grol genug wahlt. Also ist (z,,) eine Cauchy-Folge.

4.15 Kommentar: b-adisch

Sei b € N, b > 2 beliebig. Sei weiter r € Ny, a,, € {0,1....;b — 1} fiir n > —r.
Man nennt dann:

+ Z arb™ =% (a_, ... ag, ay as...),
k=—r
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einen b-adischen Bruch. (b=2: dyadisch; b=3 triadisch; b=10 dekadisch). Wie
in (4.14) beweist man: Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen eine reelle
Zahl x = £ 77 apb™™.

4.16 Satz

Sei b € N, b > 2. Fiir jedes x € R gibt es einen b-adischen Bruch
S>> a,b™™, der gegen x konvergiert.

n=—r

Beweis:
Sei 0.B.d.A. x > 0. Da b > 1 ist, gilt (b°)sen — 00 und (b *%)seny — 0.
Es existiert deshalb

r:=min{s € Z: b > x}

(ist r < 0, so setze ag = ... = a,_1 = 0).
Definiere (a,) induktiv:

Schritt 1: Unterteile [b",6""!) in b — 1 gleich grofie Teilabschnitte:

b7, 267) U 2067, 367) U ... U [(b — 1)b7, b7+1)

Nach Definition von r ist " < x < b, also existiert genau ein
a, €{l,...,b—1} mit z € [a_,b", (a_,+1)b"). Setze dann z_, := a, b".
Dannist alsoz_, <x <xz_,.+0b".

Schitt 2: Sei nun a_,, ..., a, schon bestimmt und es gelte:

n
g, <x<x,+b " x,= Z apb™* .
k=—r

Um die néchste Ziffer zu finden, unterteile [z,,z, + b™") in
b-Teilintervalle:

[0, T + b~ D) (2, + 0~z 420~ U

U
U [zn+ 0—Db 0 2 45
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und bestimme a,.; € {0,1,..,b — 1} dadurch, dass z € [z, +
U1 b "D 2 4 (a1 + 1D~ FD) st Setze 2,41 = Ziir apb™F =
Ty + Ay b~ Dann gilt 2, < 2 < 2pyq + 0L

Es konvergiert dann der b-adische Bruch > ;7 a;’“ gegen x, denn

|z, —x| <b™" <€,

wenn n grof} genug ist. Die Folge (x,) konvergiert also gegen x.

4.17 Kommentar

a) Man beachte, dass der b-adische Bruch, der gegen z € R konvergiert,
nicht eindeutig zu sein braucht. Z.B. hat fiir b = 10 die reelle Zahl 1
sicher den Dezimalbruch 1,0000... aber auch 0,9999..., denn:

- =/ 1\" 1
0’9999“':29'10”:9'<Z(E) —1>:9<1 - —1):1
n=1

n=0 10

b) Lésst man jedoch iiberfliissige Nullen vor dem Komma weg und vermeidet
,Neuner-Enden® (allgemein ,,(b — 1)-Enden*) so zeigt eine Inspektion
des Beweises von (4.16), dass die Darstellung als b-adischer Bruch
eindeutig ist. (Ubung)

4.18 Definition: abzihlbar, iiberabzihlbar unendlich

Eine Menge M mit unendlich vielen Elementen heifit abzihlbar unendlich,
wenn es eine bijektive Abbildung f : N — M gibt. M heifit iiberabzéhlbar
unendlich, wenn sie nicht abzahlbar unendlich ist.

4.19 Beispiel: Z ist abzidhlbar unendlich

Z ist abzéhlbar, denn f: N — Z mit f(1) =0, f(2n) = n,
f(2n+1) = —n, Vn € N ist bijektiv. Wenn M abzédhlbar ist, kann man die
Elemente als Wertefolge schreiben

(f(1), f(2),f(3),...)=(0,1,-1,2,—-2,3,-3,4,—4,...) .

4.20 Kommentar

Die Vereinigung zweier abzéhlbarer Mengen ist offenbar wieder abzahlbar

(Ubung).
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4.21 Satz: Cantorsches Diagonalverfahren
a) Q ist abzdhlbar unendlich.
b) R ist iiberabzidhlbar unendlich.
Beweis:
a) Esreicht Q) := {z € Q: 2 > 0} abzuzihlen mit
T = B, p,q €N
q

(Cantorsches Diagonalverfahren)

Sei f:N—Q, f(1) =1, f(2) =1L, f(3) =2, f(4) =2, usw.
(wie in der Skizze angedeutet). Ist ein Bruch nicht gekiirzt, so lasse ihn
aus, also nicht etwa f(5) = 2, sondern f(5) = 3. = f ist bijektiv.

‘ Zeichnung fehlt ‘

b) Wenn R abzdhlbar wire, so auch [0,1) C R. Wegen (4.16) gibt es zu
jedem z € [0,1) einen Dezimalbruch x = 0, ajasazas (eindeutig, wenn
Neuner-Enden ausgeschlossen sind). Angenommen nun, dass f :—
[0,1), f(n) =: z,, bijektiv wire. Wir wollen nun eine Zahl konstruieren,
die nicht im Bild von f enthalten ist. Sei dazu z,, = 0,a{” a{” a{” - - .
Setze nun:

5 falls a” #£ 5
Cp = n
7 falls ol =5

und z :=0,¢; c3 c3--- € [0,1). Wire nun z = f(n) =z, fir einn € N,

so wére auch ¢, = a,(fn) V k € N, insbesondere ¢, = al™ , was aufgrund

der Definition von ¢, ein Widerspruch ist. f ist also nicht surjektiv und
damit R nicht abzéhlbar.

O

4.22 Korollar: iiberabzihlbar viele irrationale Zahlen

a) Es gibt iiberabzihlbar viele irrationale Zahlen (z € R heifit irrational,
wenn x ¢ Q ist).

b) Sogar in dem Intervall (a —€,a + €) (mit a € R, e > 0), das noch so klein
ist, liegen iiberabzéhlbar viele irrationale Zahlen.
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4.23 Satz

Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt stets eine rationale Zahl.

Beweis:

Seien z,y e Rundz <y= dneN :n>y%x > 0. Also%<y—:c. Sei nun
m :=min{k € N: k > nz}. Daraus folgt:

m—1 1 m

m 1
<z< —=y>x+— 2> +—=—,
n n n n n

m—1

n

also z < & < y.
n

4.24 Kommentar

Wiederholte Anwendung von (4.23) liefert sogar, dass zwischen x und y
unendlich viele rationale Zahlen liegen.
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5 Der Satz von Bolzano und Weierstrafl

5.1 Definition: Teilfolge

Sei (a,) eine Zahlenfolge und ny; < ny < ng < ... eine aufsteigende Folge
natiirlicher Zahlen. Es heifit dann (a,, Jken = (any, Gny, Gng, - - -) eine Teilfolge
von (ay,).

5.2 Beispiel
a, = (=1)", also (a,) = (—=1,+1,—-1,+1,...).

Sein1:2,n2:4,... ,nk:2k‘

= a,, = ag = (~1)* =1

d.h. (ank)keN = (17 1, 1, 1, .. )

5.3 Definition

Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Es heifit nun a € R ein Haufungspunkt
(H.P.) von (a,), wenn es eine Teilfolge (an, )ren gibt, die gegen a
konvergiert.

5.4 Kommentar

a) Esist (a,) konvergent gegen a € R, wenn in jedem e-Intervall (a—e¢, a+¢)
fast alle Folgenglieder liegen, d.h. alle bis auf endlich viele.
Dagegen ist a € R ein Haufungspunkt, wenn in jedem e-Intervall
(a—e€,a+¢€) unendlich viele Folgenglieder liegen. Insbesondere gilt also,
wenn (a,) — a, dann ist a ein Haufungspunkt von (ay,).

b) Eine Folge (a,) braucht keinen H.P. zu haben (z.B. (a,) = n), oder sie
kann einen H.P. haben (z.B. wenn (a,) konvergiert), oder mehrere H.P.

(2.B. (ay) = (—1)").

5.5 Satz: Bolzano und Weierstraf}

Ist (x,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen, so hat (z,) einen
Haufungspunkt.

Beweis:
Sei ¢ > 0 so, dass —c¢ < z,, < ¢ ist VYn € N. Definiere induktiv Intervalle
Iy, = |ag, br] C [—c, c] mit folgenden Eigenschaften:
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a) Iy enthilt oo viele Folgenglieder von (z,,).
b) I+ C I

c) b1 — ars1 = 5(bp — ar)
Fiir k£ = 1: Setze a1 = —c¢,b; = c.

Firk — ]{Z—i—l Sei Mk = %(ak—i—bk) = Ik = [ak,bk] = [ak,Mk]U[Mk, bk]
Falls nun [ay, M| unendlich viele Folgeglieder enthilt, setze aj, 1 :=
ag, b1 := My, sonst setzte axy1 := My, bry1 := by

= die 3 Aussagen sind erfiillt.

Aus (c) folgt, dass die Lange des Intervalls gegen Null geht:

lim (b — az) = lim (27%2¢) = 0

k—o0 k—o0

Aus der Vollstandigkeit von R folgt: 3z € R : x € [ag,by] Vk € N.

Behauptung: z ist ein Haufungspunkt: Sei dazu ny; < ny < n3 ... so
gewéhlt, dass z,, € I, V k € N (moglich wegen (a)). Sei nun € > 0
beliebig

= |y, — x| <bp —ap = 2 k+190
Wahle daher ky € N so grof}, dass Vk > kg gilt: % < €. Dann ist

Vk>ko: |z, —x| <e, also (z,,) "2

]
5.6 Korollar
Sei (x,) eine beschrinkte Folge. Dann ist (z,) genau dann konvergent,
wenn (x,) genau einen Haufungspunkt hat.
Beweis:
=: Sei (z,) > x, = xist HP.,sei y € R,y # . 0.B.dA. z < y.
Setze € = %(y—x) >0.=dngeNVn>nyg:x, <xr+e=y—c¢, also

sind nur endliche viele Folgenglieder in (y — €,y + €). Daher gilt: y ist kein
H.P. der Folge (x,), x ist der einzige H.P. (Diese Implikation gilt auch ohne
die Beschrianktheit der Folge)

<: Sei z der einzige H.P. von (z,). Angenommen es gébe ein ¢ > 0 und
eine Teilfolge (z,,) mit |z,, —z| > €, Vk € N = (5.5) 3 einen H.P. y von
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(zn,) = y ¢ (x — €,z + €), insbesondere y # x. Natiirlich ist y auch H.P.
von (z,,), y # x (Widerspruch) = In jeder e-Umgebung von x liegen fast alle
Folgenglieder, d.h.(x,) — x.

O

5.7 Definition: monoton wachsend

Eine Folge (z,) heifit monoton wachsend, wenn aus n; < ny folgt:
Ty < Ty

5.8 Beispiel

Ist (an)nen eine Folge mit a,, > 0,Vn € N, so ist die Folge der Patialsummen
(D k1 @x),,cyy Mmonoton wachsend.

5.9 Satz: beschrankt und monoton wachsend

Ist (a,) beschréankt und monoton wachsend, so ist (a,) konvergent.

Beweis:

Angenommen: (a,) hat mindestens zwei Haufungspunkte a, b, € R

o.E.: a < b. Sei (ap, )ken Teilfolge mit (a,,) — a und (ay, )ien eine Teilfolge
1

mit (ap,) — b. Setze nun: € := (b — a). Es gibt dann ko, [y € N, so dass gilt:

ap, <a+e,Vk>ky, an>b—€eVI>I.

Wiéhle nun k£ > kg so gro83, dass ny > my,. Es ist dann:
any <ate=b—e€<dapm, :

Widerspruch zur Monotonie. Also hat (a,) nur einen Haufungspunkt
= (5.6) (a,) ist konvergent.

5.10 Beispiel

oo o = ist konvergent. Denn (377 ) ist monoton wachsend. Sie ist auch

beschrankt, denn:

1
2k—1

1
k!:1-2-...-k22k‘1:g§ ,VE>1
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< 1+Z(§> =1+—5=3,
k=0 2

Vn € N. Also ist (3 _, #;) konvergent. (Man schreibt, wenn a, > 0, auch

suggestiv:
o0
Z ap < 00,
n=1
wenn (Y, ai) beschriankt damit auch konvergent ist.)

5.11 Definition: Euler’sche Zahl

=1 1 1 1 1
6::ZEZ1+1+§+6+Q+1_20+“.

n=0

heif3t Euler’sche Zahl.

5.12 Beispiel

Yt sr <00, demn: 5 < gy, Y 2 2und gy = o - 4
— 1 o101 1
=y <1 ) =14+(1--)<2

Also
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6 Stetigkeit

6.1 Definition: Konvergenz

Sei I C R ein Intervall, zy € I. Eine Funktion f : I\{zo} — R konvergiert
fiir + — x gegen ¢ € R, wenn gilt: Fiir jedes € > 0 existiert 6 > 0, so dass
fir alle z € I mit 0 < |z — x| < 6 gilt: |f(z) — ] <e.

Bezeichung:
f(z) "= coder lim f(z)=c

T—x0

6.2 Definition: Stetigkeit

a) Sei I C R ein Intervall und z( € I. Eine Funktion f : I — R heifit stetig
in xg, wenn f fiir z — xo gegen f(xq) konvergiert.

lim f(z) = f(xo)

T—xo

b) Sei I C R ein Intervall. Es heifit f : I — R stetig, wenn f in jedem Punkt
x € [ stetig ist.

6.3 Beispiel: Stetigkeit

a) Die konstante Funktion f: R — R, f(x) =¢, V z € R, ist stetig, denn:
Zu xp € R und € > 0 gilt sogar fiir alle x € R:

|f(z) = f(zo)|=|c—c]=0<e

b) Die Identitdt f =id : R — R, f(z) = x ist stetig, denn: Zu xy € R und
€ > 0 wihle 6 := e. Dann gilt fiir alle € R mit | — zo| < 4.

|f(x) = f(xo)| = |z —x0| <0 =e.

c) Betrachte: f: R — R

_ JOfirz#0
f(x)_{l firx =0

f ist nicht stetig in o = 0, denn lim, .o f(z) existiert zwar,

aber lim, .o f(z) =0# 1 = f(0).
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d) Die Funktion Signum (=Vorzeichen)

-1 firz<0
f=sgn:R—-R, f(z)=< 0 firz=0 .
1 firz >0

ist nicht stetig in xy = 0, denn lim, .o f(x) existiert gar nicht:
Ist ndmlich ¢ € R mit ¢ > 0, so gilt fiir alle z < 0:

lsgn(z) —c|=]—-1—¢[ > 1.
Fiir alle ¢ < 0 gilt fiir z > 0:
lsgn(z) —c| =11 —¢| > 1.

Fiir jedes ¢ € R gilt also: Zu € = 1 gibt es kein ¢ > 0, so dass aus
0 < |z| < § bereits folgt:

lsgn(z) — ¢ < e.

6.4 Satz: lim, . f(x,) = f(x0)

Es ist eine Funktion f : I — R genau dann stetig in xy € I, wenn fiir jede
Folge (x,,) in I mit (z,) — xo gilt:
T f(2,) = (o)
Beweis:
= Sei (z,,) in I mit (z,) — zo. Sei € > 0. Es existiert dann ein § > 0,

so dass | f(z) — f(xo)| < €ist, wenn |z — | < § ist. Wéhle ny € N jetzt so
grof}, dass V n > ng gilt : |z, — x¢| < 0. Dann gilt fiir n > nyg:

|[f(@n) = f@o)| <€ also (f(zn)) — f(o).

<: Angenommen: Es gibt ein ¢y > 0, so dass fiir alle 6 > 0 ein z € [ mit
|z —xo| < & existiert, so dass | f(x) — f(xo)| > € ist. Insbesondere fiir §, := +
wihle 2, mit |z, — zo| < I, also (z,) — o, aber |f(z,) — f(0)] > €.

Also konvergiert (f(z,)) nicht gegen f(xq). Widerspruch!
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6.5 Satz: Summen, Produkte und Quotienten
Sei I C R ein Intervall, g € [ und seien f,g: I — R stetig in xy. Dann gilt:

a) Die Summenfunktion f+¢: 1 — R,

(f +9)(x) == f(x) + g(x)

ist stetig in xq.
Beweis:

Sei (x,) eine Folge in I mit (x,) — x¢ = (f(zn)) — f(xy) und

(g(2n)) — g(x0) (Satz 6.4) 2 ((f + g)(xa)) — f(z0) + g(w0) = [+ g
stetig in xg.

b) Die Produktfunktion f-g: I — R,

(f - 9)(@) == f(x) - g(x)
ist stetig in xq.
Beweis:
Ahnlich wie in (a).

c) Ist g(xp) # 0, so existiert ein 6 > 0, so dass g(x) # 0 ist, fiir alle x € I mit
|z —x0| < §. Dann ist die Quotientenfunktion: % A{xel:g(x)#0}—
1,
iy 10
g glz)
stetig in xg.

Beweis:

Zu € := 3|g(x)| > 0 existiert § > 0 mit |g(z) — g(zo)| < e,

also |g(z)| > |g(xo)| —€0 = €0 > 0, Vo € I mit |z —x0| < J. Sei nun (zy,)
in I mit (z,) — xo. Dann gilt: (f(x,)) — f(zo) und (g(x,)) — g(zo).
Nach (3.15) ist dann g(z,) # 0, ¥n > ny fir ein ng € N und

(f;g:;) — J;Eig; Es folgt: £ ist stetig in x.
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6.6 Beispiele
a) Sind f,g: I — R stetig in xg, so auch ihre Differenz (f —¢g) : [ — R,

(f = 9)(z) = f(z) — g(z)
(vgl. 3.16).

b) Ist f: I — R stetig in o und A € R, so ist auch A- f : I — R stetig in z,
(A f)(z) := X f(x). Setzt man ndmlich g: I — R, g(z) =\, Vz € I,
soist \- f=g¢g-f.

c) Sei n € N und ay,...,a, € R mit a, # 0. Die Kombination von den
Beispielen (6.3), (6.4a) und (6.6) liefert, dass die Polynomfunktion f :
R — R,

f(x)=ao+ax' +... +a,a"
stetig ist.

d) Jede rationale Funktion f : D — R, f(z) = %, wo p,q : R — R
Polynomfunktionen sind, ¢ # 0 und D = {z € R : ¢(z) # 0}, ist stetig.

6.7 Lemma

Sei (z,) eine konvergente Folge, x = lim,, . (z,) und z,, > 0, Vn € N,
Dann ist auch 2 > 0.

Beweis:
Sei € > 0 beliebig. Wihle n € N so groB, dass |z,, — x| < € ist, insbesondere
iste—x,>—-€=>x>x,—€>—c Alsoist x > —¢, Ve >0 =2 > 0.

O

6.8 Satz: Zwischenwertsatz

Sei I = [a,b] und f: I — R stetig. Ist dann f(a) < 0 und f(b) > 0,
so existiert ein & € [a, b] mit f(£) = 0.

Beweis:
Definiere induktiv Intervalle I,, = [a,, b,] C [a,b] = I mit

1) ]n—i-l g In

ii) b, —a, = 55 (b—a)
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iii) f(an) <0, f(bn) =0
® nzl:h:[

en—n+1: Setze M = %(an +by,). Ist f(M) >0, so setze a,.1 = ap,
bpi1 := M. Ist f(M) < 0, so setze a,41 := M und b,1 = b, = 1), ii)
und iii).

Aus der Vollstandigkeit von R folgt nun, dass die Intervallschachtelung einen
Kern hat == 3¢&el: €1, VneN Ist e >0, so gilt:

|§—an|< (b—a) < €,

€ =bn| < 7z (b—0a) <¢

Qn— on—1
fiir n grofl genug (d.h. dies gilt ab einem ny € N, ¥V n > ng). Also (a,) — &

und (b,) — &. Stetigkeit von f in & (f(a,)) — f(&) und (f(b,)) — f(§) = 6.7
f(€) <0und f(€) 2 0= f(6) = 0.

6.9 Beispiel

Betrachte f : R — R, f(z) = 2% —2. Es gilt: f(1) = —1 und f(2) = 2. Wegen
der Stetigkeit gibt es also ein £ € (1,2) mit 0 = f(§) = & -2 = & =
Beachte: f: Q — Q, x — 2% — 2 hat keine Nullstelle.

6.10 Satz

Sel fla,b] :— R stetig und streng monton wachsend. Sei o := f(a) und

= f(b). Es ist dann:

Bild(f) ={f(z) e R:z € [a,b]} = [, 7] .

Die Abbildung ¢ : [a,b] — [o,f], g(z) = f(x), ist bijektiv und ihre
Umkehrung ¢! : [, 8] — [a, b] wieder stetig.

Beweis:

Wir wissen bereits, dass f injektiv ist (2.13). Es ist klar, dass

Bild(f) C [«, f], denn aus a < z < b folgt mit der Monotonie

a = fla) < f(x) < f(b) = (. Sei daher v = [a,b] beliebig.
Setze dann h : [a,b] — R, h(z) = f(z) — . Es ist dann h stetig,
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h(a) = f(a) —y=a—~<0und h(b) = f(b) —v =3 —~ > 0. Wegen (6.8)
gibt es dann ein £ € [a, b] mit h(§) =0 = f(£) —, also f(§) = ~. Es ist also
g : la,b] — [, B], g(x) = f(z), bijektiv. Sei yo € [, 5] und (y,,) eine Folge
in [ov, B] mit (yn) — yo.

Zu zeigen: (9~ (yn)) = 97 (t0)-

Setze 2o := g7 (Y0), Tn := g~ (yn). Weil (z,,) eine Folge in [a, ] ist, hat (z,,)
einen Haufungspunkt (und dieser ist in [a, b] wegen (6.7)). Sei £ € [a,b] ein
H.P. von (z,). Es gibt dann eine Teilfolge (z,, )reny mit (z,,) — £ Wegen
der Stetigkeit von

ﬁlfolgtt (f(zn,)) = F(E). Aber (f(zn,)) = (9(xn,)) = (Yny), und (Yn,) = Yo
SO ist

f(&) =lim f(z,,) =limy,, =y = (Injektivitdt von f) £ = x¢
Es folgt:(z,) hat nur einen H.P., ndmlich x MY (z,) — wo. Also ist g~*

stetig in yp.
OJ

6.11 Beispiel: pot,(z) = 2"

Sei k € N. Dann ist poty : [0,00) — [0,00), pot,(x) = z* streng monoton
wachsend und bijektiv, denn: Sei ¢ > 0 beliebig. Wahle dann a > 1 mit
a* > c. Weil f : [0,a] — [0,a*], f(z) = a*, stetig und streng monoton
wachsend ist, existiert nach (6.10) ein £ € [0, a] mit £&¥ = pot, (&) = f(&) = ¢,
also ist pot,, bijektiv.

6.12 Definition: k-te Wurzel

Sei k € N. Die Umkehrung von pot,, : [0, 00) — [0, 00):

Y 1[0,00) = [0,00), ¢ = pot; '
heifit die k-te Wurzel.

6.13 Kommentar

a) Nach Bemerkung (2.13) ist also y/ : [0,00) — [0,00) streng monoton
wachsend und nach (6.10) auch stetig.

b) Man beachte, dass wir nun bewiesen haben: Zu jedem y > 0 gibt es genau
ein z > 0 mit 2% = y, némlich z = /7.

48



6.14 Definition: Supremum

Sei D C R, D # @, eine beliebige (nicht leere) Teilmenge. Es heifit b € R
Supremum von D, wenn gilt:

i) z < b fur alle x € D.

ii) Ist ¢ € R, so dass z < ¢ ist, fiir alle x € D, so ist b < c.

6.15 Kommentar: Supremum, Infimum

a) Bedingung (i) bezeichnet man so: b ist obere Schranke von D. Bedingung
(i) und (ii) heifit also: b ist kleinste obere Schranke von D.

b) Entsprechend definiert man das Infimum von D als grofite untere
Schranke von D.

c) Im Falle, dass D C R ein Supremum b € R besitzt, schreibt man
b =sup(D) (denn es ist dann auch eindeutig (folgt sofort aus (ii))).

d) Schreibt man —D = {—z € R: z € D}, so ist also inf(D) = —sup(—D).
Ist D C R nach oben unbeschriankt (also Ve > 03z € D :z > ¢),
so vereinbaren wir:
sup(D) = +o0.

Ist D = @ so vereinbaren wir:
sup(D) = —o0.
Entsprechend fiir D nach unten unbeschrankt:

inf(D) = —o0, inf(&) = +o0.

6.16 Beispiel: Supremum

Sei D := {z € R: 22 <2} und b := /2. Behauptung: sup(D) = b. Denn;
Fiir z € D und z > 0 ist 2° < 2 = b*> = (Monotonie der Wurzelfunktion)
x < b, also ist b obere Schranke von D. Sei nun ¢ € R beliebig mit ¢ < V2.
Withle nun € > 0 so, dass € < v/2—c¢ = ¢+ ¢ < v/2 = (Monotonie von pot,)

(c+e)? < \/52 = 2, also ist c+ € € D, also ist ¢ keine obere Schranke von D.

= sup(D) = V2.
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6.17 Satz

Sei @ # D C R nach oben beschréankt. Dann besitzt D ein Supremum.

Beweis:
Sei d > 0 derart, dass * < d ist, Vo € D. Definiere nun induktiv eine
Intervallschachtelung (I,,), I, = [ay, b,] mit

i) © <b,, Vx e D
ii) 3zeD:x>a,
e n = 1: Sei ¢ € D beliebig. Setze dann: a; :=x¢9— 1, by :=d

e n — n+1: Setze M := L(a, + by,). Ist nun o < M, Vo € D, so setze
(py1 = Qp, byyr = M. Gibt es ein x € D mit x > M, so setze

any1 = M, byyy = b,. Offenbar ist ([,) tatsdchlich eine
Intervallschachtelung und erfiillt (i) und (ii). Sei nun b € R der Kern
von (I,,)

(Vollstandigkeit von R!). Dann ist:

by —x >0, YVre D, YneN

= (6.7) b—x= lim (b, —x) >0 also b>=xz, Vx € D
(weil (b,) — b). Andererseits gibt es keine kleinere obere Schranke,
denn: Ist ce Rmit c<b=3IneN:c<a, <b, daauch (a,) — b.
Sei nun z, € D, so dass x, > a, ist (Bedingung (ii)). = ¢ < z,, also
ist ¢ keine obere Schranke von D.

b = sup(D)

6.18 Kommentar

a) Man beachte, dass (6.17) wieder die Vollstandigkeit von R benutzt.
(Die Menge D N Q mit D aus Bsp. (6.16) besitzt kein Supremum
(in Q) - es gibt zwar obere Schranken, aber keine Kkleinste).
In einigen Lehrbiichern wird auch (6.17) als Vollstéindigkeitsaxiom
eingefithrt. Unsere Version des Vollsténdigkeitsaxiom (4.4) und auch
das archimedische Axiom (3.11) folgen dann daraus.
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b) Mit Satz (6.17) und den Erweiterungen aus (6.15) hat nun jede Teilmenge
D C R ihr Supremum und auch ihr Infimum (siche (6.15)).

sup(D) € [—o0, +0] ,
inf(D) € [—o0, +o0] .

c) Man beachte, dass das Supremum einer Menge D C R Element von D
sein kann oder auch nicht. In Beispiel (6.16) etwa ist sup(D) ¢ D
(und im Fall sup(D) = £oo sowieso nicht). Betrachtet man aber etwa
D = {x € R: 2% <2}, so zeigt eine dhnliche Argumentation wie in
(6.16), dass sup(D) = /2 ist und dieses Mal ist offenbar sup(D) € D.
Im Falle, dass fiir eine Teilmenge D C R ihr Supremum in D liegt,
sup(D) € D, sprechen wir auch vom Maximum der Menge D und

schreiben dann max(D), also
max(D) := sup(D), falls sup(D) € D ist .
Ahnlich fiir das Minimum von D,

min(D) := inf(D), falls inf(D) € D ist .

6.19 Satz: Weierstrafl

Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert ein £ € [a,b] mit f(§) > f(x), fir
alle = € [a, b].

Beweis:

Sei D := {f(z) eR:z € [a,b]} und M := sup(D) € (—o0,+oc]. Es gibt
dann eine Folge (x,) in [a,b], so dass (f(x,)) monoton wachsend ist und
gegen M konvergiert, (f(z,)) — M. Man hat nun nach (5.5) bei (z,) einen
H.P. £ € R, also hat (x,,) eine Teilfolge (z,, )keny mit (x,,) — £ Wegen (6.7)
ist € € [a,b]. Es folgt dann wegen der Stetigkeit von f (in &):

M = limp, oo (f(2n)) = limp—oo (f (20,)) = f(§)

insbesondere also sup(D) € D und damit M < oo, also f nach oben
beschrankt,
sup(D) = max(D) .

Nach Konstruktion ist f(z) < M = f(£), Vx € [a, b].
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6.20 Kommentar

a) Da f(z) < f(¢§) fir alle x € [a, b] ist, nennt man ¢ ein absolutes Maximum
von f. Satz (6.19) kann man daher auch so formulieren:

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt ihr Supremum an
(natiirlich auch ihr Infimum, denn max(—f) = —min(f)).

b) Man beachte, dass es wichtig ist, dass I = [a,b] C R beschrinkt

und abgeschlossen ist. Zum Beispiel ist f : (0,1] — R, f(z) = %

unbeschrankt oder auch ¢ : [0,1) — R, g(x) = z nimmt ihr Supremurfl

nicht an. Auch h: R — R, h(z) = 2 nimmt ihr Supremum nicht an.

6.21 Definition: gleichmiflige Stetigkeit
Eine Funktion f : I — R heifit gleichméfig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0

ein ¢ > 0 gibt, so dass gilt:

Sind z1, xo € I mit |z — x3] < 4§, soist |f(x1) — f(xe)] < €.

6.22 Beispiel: gleichméiflige Stetigkeit

a) f:R — R, f(z) = 2? ist stetig, aber nicht gleichmiBig stetig, denn ist
e > 0 vorgegeben, so existiert zu jedem xy € R ein § = d(€, z9) > 0, so
dass aus |z — xo| < 6 folgt: |f(x) — f(xo)| < € (denn f ist stetig in x).
Es kann aber ¢ nicht unabhéngig von xy gewahlt werden.

b) Sei R > 0 fest und f : [-R,+R] — R, f(z) = 2% Dann ist f gleichméBig
stetig, denn ist € > 0, so ist

|f(z1) — f(z2)] = |ff% - 93§| = |21 + 22| - |21 — 22

< (Joy| + |wa]) - |21 — 22| < 2R|xy — 20| < €

fiir alle z1, 75 € [~ R, +R] mit [z, — 25| < 0, wenn man 0 := 5 wihlt.
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6.23 Satz
Sei f :[a,b] — R stetig. Dann ist f sogar gleichméBig stetig.

Beweis:

Angenommen 3¢y > 0Vd >0 Fz,y € [a,b] mit |z — y| < J, aber

|f(x) — f(y)| > €. Insbesondere fiir 6, := 1 (und n € N) existieren also
T, Yn € [a,b] mit |z, — y,| < L (also lim, () — yn) = 0)

aber | f(z,)— f(yn) > €0. Wegen (5.5) folgt, dass (z,,) hat ein Haufungspunkt
¢ € R hat mit £ € [a,b] (6.7). Sei (x,, ) Teilfolge mit (z,,) — £. Es gilt dann
auch (Yn,) = (Yn, — Tn,) + (zp,) — 0+ & = & Aber dann ist wegen der
Stetigkeit von f (in &) auch:

Widerspruch. Denn |f(z,,) — f(yn, )| > €0, Vk € N. Also ist f doch
gleichméfig stetig.
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7 Integration

7.1 Motivation

Es soll die Flache A zwischen dem Graphen einer (positiven) Funktion

f :a,b] — R und der z-Achse erklirt werden.

Idee: Approximiere A durch Rechtecke mit immer kleineren horizontalen
Seiten!

’ Zeichnung fehlt ‘

7.2 Definition: Zerlegung und Feinheit

Eine Zerlegung Z = (zo,...,x,) des Intervalls besteht aus endlich vielen
Punkten
a=29 <11 <...<Tp_q1 <xp,=0>

Es heifit
0= Hl%X(l'l — SCifl)

i=1

die Feinheit der Zerlegung ~.

7.3 Definition: Treppenfunktion

Es heifit ¢ : [a,0] — R eine Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung
Z = (xg,...,x,) gibt und ¢4, ...,¢, € R, so dass gilt:

o(z) = ¢, falls v, 1 <z <z (i=1,...,n).

’ Zeichnung fehlt ‘

7.4 Definition: Integral

Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion, Z = (xy, ..., z,) eine Zerlegung von
[a,b] und ¢, ..., ¢, € R so, dass ¢|(z;_1,%;) = ¢; ist mit i = 1,...,n.
Wir definieren das Integral von ¢ durch:

n

/abgo(x)dx = cilw - win).

i=1
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7.5 Kommentar

a) Streng genommen muss man noch zeigen, dass die Definition nicht von
der Auswahl der Zerlegungen Z und ¢y, ..., c, abhingt,
d.h.: Ist 27 = (g, ..., x),) eine weitere Zerlegung und sind
di,...,dp € R, s0 dass o|(z)_;,25) =d; (j =1,...,m) ist, so gilt:

n m

Z ci(z; — i) = Z dj(v; — 2 ) (Ubung).

i=1 j=1

b) Man beachte, dass die Definition auch Flichen von Graphen erfasst, die
unter der z-Achse liegen (wenn namlich ¢; < 0 ist fiir ein
i€ {1l,...,n}). Diese werden dann negativ gezéhlt.

7.6 Bemerkung

Ist ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion und & € [a,b], so sind ¢|[a,£] und
©|[€, b] auch Treppenfunktionen und es gilt:

/j o(x)dr + /Eb o(x)dr = /ab o(x)dx

’ Zeichnung fehlt ‘
(Beweis: Ubung)

(Ubrigens: f : A — B Abbildung, C C A. Dann notiert f|C : C — B die
Abbildung (f|C)(z) = f(z),Yx € C.)

7.7 Satz
Seien ¢, : [a,b] — R Treppenfunktionen, A € R. Es gilt dann:

a) Esist auch ¢ 4+ ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion und es gilt:
b b b
/ (¢ +¥)(x)dx = / o(x)dx + / Y(z)de.
b) Es ist auch Ay : [a,b] — R eine Treppenfunktion mit:
b b
/ (Ap)(x)dx = )\/ o(x)dx.
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c) Ist ¢ <, d.h. p(z) < Y(z),Vz € [a,b], so ist auch
b b
[ e < [ i@
Beweis:

Durch Ubergang zu einer gemeinsamen Verfeinerung Z von zwei Zerlegungen
Zy und Z5 (d.h. die Punkte von Z; und Z5 sind enthalten in den Punkten
von Z), diirfen wir annehmen, dass es eine Zerlegung Z = (xq,...,x,) von
[a,b] und ¢ = (¢q,...,¢,) und d = (dy, ..., d,) gibt, so dass gilt:

ol(@ic1, i) = iy Y[(wi1, 25) = d; (i=1,...,n).

a) Es ist dann (¢ + ¢)|(zi—1, %) = ¢ +d; (1 = 1,...,n), also ¢ + 1 eine
Treppenfunktion und es gilt:

/ (p+¥)(x)dr = Z(Cz +d;) (@ — xi-1)

b) &dhnlich.
c) dhnlich. (Ubung)

7.8 Definition: Ober- und Unterintegral
Sei f : [a,b] — R beschrénkt.

a) Man definiert das Unterintegral von f durch

b b
/ f(x)dx = sup {/ o(x)dx : ¢ ist Treppenfunktion mit ¢ < f} :

’ Zeichnung fehlt ‘
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b) Man definiert das Oberintegral von f durch

b*

b
f(x)dx := inf {/ Y(x)dx : 1 ist Treppenfunktion mit ¢ > f} .

’ Zeichnung fehlt ‘

7.9 Notation

a) Wenn die Grenzen a, b des Intervalls klar sind und die Integrationsvariable
keine weitere Rolle spielt, schreiben wir:

b
statt / o(z)dr : /(p

(und dhnlich [ f bzw. [* f (und spéter [ f)).

b) Wir definieren folgende Funktionsrdume:

Sla,b] :=={f : [a,b] — R : Funktion},
Tla,b] := {p: [a,b] — R : ¢ ist Treppenfunktion},
Cla,b] :=={f : [a,b] — R : f ist stetig}.

7.10 Kommentar

a) Da f beschrankt ist, existiert ein ¢ > 0, so dass |f(z)| < cist, V& € [a, b].
Damit ist die Teilmenge

DZ{/wGR,@GT[a,waSf}QR

auf keinen Fall leer, denn die konstante Funktion ¢ = —c liegt in Ta, b]
und erfiillt ¢ < f (und damit ist [, f > —c(b—a)). Es ist auch D nach
oben beschrénkt, denn wegen f < ¢ gilt fiir alle ¢ € ¥[a, b] mit ¢ < f,
dass ¢ < cist und damit die Menge nach oben beschrankt,

/gogc(b—a).
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Es folgt, [, f < c¢(b—a) und damit [, f € R mit

(b—a)(—c)é/féc(b—a)

(dhnlich fir [* f € R).

b) Nach Definition von [ f gibt es eine Folge (¢,,) in T[a, b] mit ¢,, < f und

(for)or Lo

(wobei die Notation (a,) " a bedeuten moge, dass (a,) — a gilt und
dass (a,) monoton wachsend ist).

Entsprechend existiert (¢,,) in ¥[a, b] mit ¢, > f und

(o) T
[i<]1.

denn ist (¢,,) in Tla, b] mit ([ ¢,) /' [, fund (¢,) in T(a, b] mit ¢, > f
und ([ ¢,) \, 7 f, s0ist o, < f <y, also ¥y, — ¢, > 0,Vn € N und
damit (mit (6.7),(7.7)):

fofo = ([ o) (] )
= T}Lfg@(/(%—%)) >0

7.11 Definition: (Riemann-) Integral

c) Es ist stets

Sei f : Ja,b] — R beschrinkt. Es heift f (Riemann-) integrierbar,
Bezeichnung f € R[a, b], wenn folgendes gilt:



Es heifit dann

das Integral von f.

7.12 Beispiele: Jede Treppenfunktion ist integrierbar
(a) Jede Treppenfunktion ist integrierbar,

%la, b] C Rla, b],

denn Vo € T[a, b], die unterhalb von f € Ra, b] liegen, gilt: [¢ < f
(wo [ f das Integral einer Treppenfunktion bezeichnet (7.3)). Also ist

/*fzsup{/wrwef[a,b],wﬁf}Z/f-

Ahnlich sieht man, dass [* f = [ f und damit f € R[a, b] ist und die beiden
Definitionen von [ f ((7.3) und (7.11)) iiberein stimmen.

(b) Die Funktion f:[0,1] — R

~J1 wennx€QnN0,1]
f(x)_{() wenn x ¢ QN [0, 1]

’ Zeichnung fehlt ‘

ist nicht (Riemann-) integrierbar, denn alle Treppen, die von unten kommen,
sind < 0, und alle Treppenfunktionen die von oben kommen sind > 1
(wegen (4.23)). Esist also0 = [ f # [7 f = 1 und damit f nicht (Riemann-)
integrierbar.

7.13 Satz
Seien f, g € Rla,b], A € R. Dann gilt:

(a) f+geRa,b] und
b b b
[ t+o@ie= [ @+ [ g
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(b) Af € Rla,b] und
/()\f)(:c)d:c:)\/ F(a)dz

(c) Ist f <g,soist
b b
/ f(z)dz §/ g(x)dx

(a) Seien (i2,) und () in Tla,b] mit o, < f, ¢ < g und ([ pa) /[ .
(f?ﬁn)/fg Es ist dann: ¢, + ¥, < f 4+ ¢ und

Jear i@ [os [0, [1+ [
/f+/g§/*(f+g)

und #hnlich sieht man, dass [“(f +g¢) < [ f+ [ g. Damit ist
/(f+g)=/<f+g>:/f+/g.

(c) Zeige: Aus f > 0 folgt: [ f > 0. Das reicht, dennist f <g=g—f >0
und damit [g— [f= [(g—f) >0

1< ]

Aber 0 € T[a,b] und 0 < f

w0 fo< [1=[1.

Beweis:

Es folgt:

(b) dhnlich
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7.14 Lemma

Sei f: [a,b] — R stetig. Zu jedem e > 0 existiert ein ¢ € T[a,b] mit ¢ < f,
so dass fiir alle z € [a, b] gilt:

f(x) —p(x) <e

’ Zeichnung fehlt ‘

Beweis:

Sei e > 0. Weil f gleichméBig stetig ist (6.23), existiert ein § > 0, so dass fiir
x,x' € [a,b] mit |z — 2’| < 0 gilt: |f(z) — f(2)] < e. Wihle nun irgendeine
Zerlegung Z = (xy, ..., x,) von [a, b] mit der Feinheit kleiner als d. Setze dann
¢, :=min{f(z) e R:z; 1 <z <x;} und wahle & € [x;_1, z;] mit (&) = ¢
(WeierstraB, (6.19)). Setze ¢ : [a,b] — R, ¢(x) = ¢ fir ;1 < z < z;
((b) := (D).

’ Zeichnung fehlt ‘

Dann ist ¢ € T[a,b] und ¢ < f. Sei nun x € [a, b) beliebig.
=die{l,....,n} 1z, <z <

= f(x) —p) = flz)-q

weil |z — &| < z; —x-q < 6 ist.

7.15 Satz: f stetig = f integrierbar
Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f integrierbar.
Beweis:

f stetig = f beschrinkt (6.19). Sei € > 0 = (7.14) 3 ¢,¢ € Fla,b] mit
¢ < f<¢und

€

Y() = pl) < p—l,

fiir alle x € [a,b]. (Wende némlich (7.14) auf f bzaw. —f mit 55 an.)

b
= [ < t-0 -
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cox [1- 1= o fo= oo

Ve > 0 nur, wenn [ f= [ f,d. h. f € Rla,b] : f ist integrierbar.

]
’ Zeichnung fehlt ‘
7.16 Definition: Riemannsche Summe
Sei f : [a,b] — R beschrankt und Z = (xo,...,x,) eine Zerlegung von [a, b]
sowie &1, ..., &, € [a,b] mit x; 1 <& < x; (i=1,...,n). Man nennt dann

S(f; 2,€) : Zf — 1)

eine Riemannsche Summe von f.
’ Zeichnung fehlt ‘

7.17 Satz

Sei f : [a,b] — R stetig und (Z),cy eine Folge von Zerlegungen von [a, b],
20 = @, 2D)

mit Feinheit 6, > 0 und es sei lim,_,«(9,) = 0.

Sei weiter £ = (&7 &) mit € e 27,27 (6 = 1,...,n,) und

schlieBlich S, := S(f; Z", ¢M) die zugehorige Riemannsche Summe. Dann

gilt:
b
lim S, :/ f(z)dx

7.18 Kommentar

(a) Esist also
b nr
[ Haide = lim 3 €)@l — a0
a i=1
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Wihlt man die Zerlegung Z() #quidistant mit Feinheit 6, = b’T“, also

r r b_ .
Az 1:931()_95531: ¢ (i=1,....,n),
r

so schreibt sich (etwas schlampig) die rechte Seite davon so
(beachte: r — oo < Az — 0):

[ faxde = pim 37 fa)an

(b) Der Satz ist auch richtig fiir alle f € R[a,b] (nicht nur f € €[a,b],
sieche z. B. Forster 1).

7.19 Lemma
Ist f € Rla,b], so ist | f| € R[a, b] und es gilt:

b
/ f(z)dz
Beweis:

Definiere fiir jedes f € ¥[a,b] f4, f- : [a,b] — [0, 00) durch:

< [ i

fr(x) = max(f(z),0)
f-(z) = max(—f(z),0)

Es ist dann:

= fH-7r,
fl = fr+[f-

’ Zeichnung fehlt ‘

Ist nun f € M[a,b], so folgt f,, f— € R[a,b] (Ubung) und

Jr=[on-[r<[r+[r=]n
N Oy P i
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7.20 Bemerkung

Ist f € Ra,b] und £ € (a,b), so ist fl|la,&] € Ra, ], f|[¢,b] € R[E, b] und es
gilt

/f m+/f w_/f (Beweis: Ubung)

Beweis von (7.17):
Seie> 0= (6.23) 30 >0, Va,a’ € [a,b] mit |z — 2’| < §:|f(z) — f(2)] <
7= Weil (4,) — 0 geht, existiert ro € N, so dass fiir r > rq gilt: d, < 9.

Vr >round Vi € {1,...,n,} gilt: Ist z € [z ™zl )), so ist:

Li 1,2

F@) = FE < 5=
(7.19) o
:>|/(r) T))d:v| < /(T) (|f(z) — (5( ))|)dx§ bia(xz(r)_xz(il
:»!/f<x>dx—sr| = |Z/() o d:v—ng(’" 040
< Z\ B "t / el
< b_a (@ —a) = (b —-a) =
also ( f flz
0J

7.21 Beispiele
(a) Sei b > 0. Dann ist

b
1
/ rdr = =b* .
0 2

Denn: Nehme #quidistante Zerlegung (,,arithmetische Progression®) Z(" =

($(()T), . ff")) mit
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also Feinheit

T T b
(57«:%()—%(7)1:— .
r
Wahle weiter die Stiitzstellen
r r b .
{i():xg)zz— (i=1,...,7).
r

=8, = 3 fEN @ -2 mit fz) =2

b2 12471 oo b?
— —

2 r2 2"

Fiir beliebiges 0 < a < b folgt:

/abf(x)dx:/Obf(x)dx—/oaf(a:)da::%(52_(12).

Noch allgemeiner setzt man bei a > b (und f € Ra, b))

[ e = - [ s,

/aaf(:c)d:c ~ 0.

Man erhélt dann fiir alle a,b € R
b 1
/ rdr = 5(62 —a?) .

(b) Fiir b > 0 ist

() _ i gl 0

Denn: Wahle wieder x
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T . 2 3 T
=S, = AN i
—~\r ) r 73 —
o1
= —--r(r+

~
=

1
— — firr—o0.

Wie oben dann: V a,b € R:

b 1

/ v?dr = —(b® —a*) .

“ 3
c) Seinun n € N beliebig, a,b € R. Dann gilt
(c) 8 g

b
/ " dr = ——(b"T — g™t |

Denn: 0.E. a = 1, b > 1. Wihle nun xl(r) = ¢’ mit g, := Vb (,geometrische
Progression®).

i T T
UbungS = it fiir r — o0
’ 1+ b+ Vo2 + ...+ Von
1
—s  —— (V" 1), fiir r — oo.

n+1

(d) Fiir 0 < a < b gilt (Ubung):

/\/_dx—

7.22 Satz: Mittelwertsatz der Integralrechnung

(V3 — Va3) .

C.«DIN)

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein £ € [a, b], so dass folgendes gilt:

/f G

’ Zeichnung fehlt ‘
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Beweis:
Sei m := min{f(z) : z € [a,b]} und M := max{f(z) : x € [a,b]} (vgl
(6.19)). Es ist dann m < f(x) < M, Vx € [a,b] und damit

m(b—a):/abmdxg/abf(x)dxg/abde:M(b—a)

Setze nun:

1 b
pim s [ S

also m < p < M. Ist nun Zyin, Tmax € @, b] mit f(xpm) = m und
F(@max) = M (6.19) = (6.8)

3¢ € a,b (zwischen xpi, und Tpayx)

mit f(§) = p also

FEb—a) = u(b—a) = / F(@)dz.
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8 Differentiation

8.1 Motivation

Fiir eine affin-lineare Funktion f : R — R, f(z) = mz + b (mit m,b € R),
nennt man m € R die Steigung von f (in jedem Punkt), denn:

f(xa) = flw1) _ (mas+b) — (may +0)

To — X1 To — X1

Zeichnung fehlt ‘

Ziel: Auch fiir nicht affin-lineare Funktionen f : I — R soll fiir jeden Punkt
xg € I die Steigung von f in x( definiert werden.

Idee: Nehme Tangente t +— mt + b an Graph(f) bei (zo, f(zo)) und deren
Steigung m.

Problem: Wie bekommt man die Tangente(-nsteigung)?

Ansatz: Nehme Grenzlage der Sekantensteigung

Af az—o df
2J A0 4
" Ax dx

8.2 Definition: Differenzierbarkeit
(a) Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Es heifit f

differenzierbar in g € I, wenn der Grenzwert

lim f(x) — f(wo)
z—zo T — T

existiert.
’ Zeichnung fehlt ‘

(b) Es heit f : I — R differenzierbar, wenn f in jedem Punkt z € I
differenzierbar ist.
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8.3 Kommentar

(a) Falls f: I — Rin z, differenzierbar ist, bezeichnet man den Grenzwert
mit f'(zg) oder %(:pg) (oder auch %‘x:xo).

(b) Bezeichnung: Mit h := x — zg ist f in 2 genau dann differenzierbar,
wenn folgender Grenzwert existiert:

lim ~(f(z + h) — f(x0).

h—0 h

(Erinnere (6.4): D.h. fiir jede Folge (h,,) mit zo+h,, € I, h, # 0und (h,) — 0
gilt:

. 1

—
n—oo n

existiert (und ist fiir alle Folgen dann derselbe).)
’ Zeichnung fehlt ‘

(c) Der Ausdruck
f(z) = f(=o)

T — 2o

heifit Differenzenquotient.

8.4 Beispiel

(a) Ist f: R — R affin-linear, also f(z) = ma + b fur alle z € R (mit
m,b € R), so ist f differenzierbar und f’'(z) = m, fiir jedes = € R, denn:

H(Fa )~ f@) = (et B+ b~ (ma b))
= %(mh):m.

Insbesondere limy, o +(f(z + h) — f(x)) = m, fiir alle z € R.
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(b) Sein € Nund f = pot,, : R — R, f(z) = 2™ Fiir jedes x € R und
h € R, h # 0 ist nun:

(@ +h)" —a")

(?) " Th4 A — :c”>

~(h(n - 2"+ h-p(h)))
= na""' 4 hp(h)

1
(S h) = f(2) =

VRS
—
8

3
+

S= =S

mit einem Polynom p (abhéngig von ) vom Grad n — 2
(p=ao(x) + ar(x)h+ ...+ ap_o(x)h" 2 wenn n > 2 ist (sonst p = 0)).
Wegen limy,_oh - p(h) = 0-p(0) (Stetigkeit von p in 0) gilt also:

d ny\ __ n—1
%(x)—nx Ve e R,Vn e N.
8.5 Satz: Differenzierbarkeit

Eine Funktion f : I — R ist in xy € I genau dann differenzierbar, wenn es
ein m € R gibt und eine Funktion ¢ : I — R mit

lim ()

T—=r0 T — X

=0,

so dass fiir alle x € I gilt:

N S
-~

affin-lineare Funktion Fehler

f(x) = f(zo) + m(z — 30) + () .
N2

8.6 Kommentar

(a) Die Tangente am Graph Gy im Punkt (zo, f(zo)) ist also der Graph
der affin-linearen Funktion 7': R — R

T(x) = f(zo) + m(x — x0)

‘ Zeichnung fehlt ‘

(b) Differenzierbar in xq sein fiir f bedeutet also, dass der Fehler ¢(x) =
f(x) = T(z) zwischen f und einer (geeigneten) affin-linearen Funktion T fiir
x — xo schneller gegen 0 konvergiert als (x — z).
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(c) Man schreibt auch:

f(xo+h) = f(xo) + mh +(h)

mit limy_o 2% =0, (mit ¥(h) := @(zo + h)).

Beweis:
» = “: Sei f differenzierbar in o und m = f’(x¢). Setze ¢ : [ — R,

p(x) == f(z) = f(x0) —m(x — o)
Dann ist f(z) = f(xo) + m(x — x¢) + ¢(z) und

o(7) _ f(x) = f(xo) —m(x — x0)
S O E3 gy
20

, < “:Seialsom € Rund ¢ : I — R derart, dass 2% — 0 konvergiert fiir

T—x0

r — xo und f(z) = f(xg) + m(z — x9) + ¢(z) ist. Dann gilt:

fa) = fw) _ o el)
T — 2o T — Zo
= m4+0=m.

Also ist f differenzierbar in zo (und f'(x¢) = m).

O

8.7 Korollar: Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit

Ist f: I — R differenzierbar in zy € I, so ist f auch stetig in x.

Beweis:

Zu zeigen: lim, ., f(x) = f(xo). Aber

f(@) = f(xo) + f'(wo)(z — m0) + ()

»(x)

mit einem ¢ : I — R mit 2=z 0 fiir x — x(. Insbesondere gilt deshalb
o(x) — 0 fiir £ — xo denn p(z) = f_(—fc)o (2 —29) TF=10-0=0. Also:

f(x) = fzo) + f'(z0) - 0+ 0 = f(w) .
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8.8 Notation

Fiir I = [a, b] bezeichnen wir
Dla,b] :={f : 1 — R: f ist differenzierbar}.

Es gilt dann also:

% [a,b]
al
Db Celabc  Nab  C §lab .
N—— S~——
dif f'bar stetig Riemannintegrierbar  Funktion

8.9 Beispiel
(a) f:(0,00) = R, f(z) = 1 ist differenzierbar und

, 1
f(x) = T2
denn:
1 1 1 1 1 —h h—o —1
#ﬂx+m‘f@”:ﬁ(x+h‘5):z'a;:a‘*;5-

(b) f:R — R, f(x) = |z| ist stetig in xy = 0, aber nicht differenzierbar,
denn: Ist (h,) eine Nullfolge mit h,, > 0

= () = F(0) = G = G =1
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8.10 Satz
Seien f,g: I — R differenzierbar in ¢y € I, A € R. Es gilt:

(a) Esistauch f+g¢g:I— Rin zq € I differenzierbar und es gilt:
(f +9) (o) = f'(20) + g'(20)
(b) Auch A\f : I — R ist differenzierbar in x, und
(Af) (o) = Af'(x0)

Beweis:
(a) Sei (hy,) beliebige Folge mit h,, # 0, 2o + h,, € I und (h,,) — 0.

- hin(f(xo +ha) = f(x0)) = f(w0)
hin(g(xo +hn) = g(x0)) = g'(z0) .
N hin((f +9)(@o + ha) — (f + 9)(x0))
- hin(ﬂxo + hn) + g(x0 + h) = f(w0) — g(20))
= (a0 + hu) = Flao)) + (g0 -+ hn) — 9(20))

— f'(wo) + g'(wo) -

(b) &hnlich .

OJ
8.11 Beispiel
Fiir jede Polynomfunktion f: R — R,
f(x) =ao+ a1+ ax® + ... + a,z" = Zaka:k
k=0
mit (n € N,ag,...,a, € R a, # 0) wissen wir nun, dass sie differenzierbar

1st mit
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n n—1

fla) =Y k-ap® ' =) (k+ Dagpz* .

k=1 k=0
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8.12 Motivation

(a) Seiz # 0und n € Ny. Will man =™ definieren und das Potenzgesetz
af gl = 2F Vk,l€Z

beibehalten, so muss man wegen

2 r=2 =" =l == 20=1

gt = = g0 =
also setzen:
"= — (und 2% :=1) .
(b) Seiz>O0undr= § € Q (sagen wir p € Z,q € N, gekiirzt). Will man

ok gl = 2P Vk,leQ

beibehalten, so muss man wegen

D p p D D P
(air)q - (ZEq)q =ga-.. . xa=ga e =T =gP
—
g-mal
also setzen:
D
€Tra = qxp

8.13 Definition: Potenzfunktion

Sei r = § € Q (mit p € Z,q € N und gekiirzt). Die Potenzfunktion f =
pot,. : (0,00) — R wird definiert durch

flx)=2a" = Var .
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8.14 Kommentar

(a) Mit dieser Definition bleiben dann die Potenzgesetze giiltig
(Ubungsaufgabe): Fiir alle x > 0, r,s € Q ist

xr . 3’)8 — xr+s , (l’T)S — QCTS

(b) Auch f =pot, : (0,00) — R, pot,(z) = 2" mit negativem n € Z ist
differenzierbar und es gilt (Ubung)

fl(x) =na"t .

(c) Sogar pot, : (0,00) — R ist differenzierbar mit » € Q und es gilt (fiir
r = 1 siehe Ubung):

fl(x) =ra"t.

(d) Wir werden spiéter sogar fiir jedes ¢ € R die Potenzfunktion f = pot,, :
(0,00) — R definieren, pot,(x) = z¢, und auch dann ist f differenzierbar mit

fl(z) =ca* .

8.15 Satz: Rolle

Sei f : [a,b] — R differenzierbar und f(a) = f(b) = 0. Es gibt dann ein
¢ € (a,b), so dass f'(§) = 0.
’ Zeichnung fehlt ‘

Beweis:

Ist f(x) =0, Va € [a,b], so nehme irgendein & € (a,b). Es
f(zo) > 0 fur ein 2y € [a,b]. Sei nun £ € [a, b] so, dass f(§)
((6.19), denn f ist insbesondere stetig). Wegen f(§) >
¢ € (a,b) sein. Es gibt daher (h,) mit h, < 0,¢+ h, € [a,

s gelte daher oBdA:

> f(x), YV € [a,b]
f(x ) > 0, muss
b) und (h,) — 0.
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Wegen:

(J(€ + ha) = J(£)) > 0

"

-~

1
D,
~~~ <0
<0

Vn € N 61 f'(€) > 0. Ebenso gibt es jetzt eine Folge (h,) mit h, > 0,
€+ hy, € la,b] und (h,) — 0. Nun ist aber:

€+ he) — F(©) <0
RS

Vn e N= f'(£{) <0 Also: f'(¢) = 0.

8.16 Kommentar

Ist f : [a,b] — R differenzierbar und liegt in x¢ € (a,b) ein lokales Maximum
(bzw. ein lokales Minimum), d.h. es existiert ein § > 0, so dass fiir alle
x € [a,b] mit |x — xo| < I gilt: f(z) < f(zo) (bzw. f(x) > f(xg)), so zeigt
der Beweis von (8.15):

f,(l'()) = O

8.17 Korollar: MWS der Differenzialrechnung
Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Es gibt dann ein £ € (a,b), so dass gilt:

f) = fla) = F(E)(b —a).

’ Zeichnung fehlt ‘

Beweis:
Setze g : [a,b] — R,
g9(z) = f(z) — (m(z —a) + f(a))

(8.15)

mit m = {01 = ga) = g(b) =0 = I € (a,0) : J(€) =0 = 0 =

g€ = f() —m= f(&) =m= Y1
O

77



8.18 Korollar

Sei f : I — R differenzierbar, so dass f'(x) = 0 ist, fiir alle x € I. Dann ist
f konstant.

Beweis:
Seien z,y € I beliebig, 0.E. x < y; weil f|[z,y] differenzierbar ist, gibt es ein
¢ € (x,y), so dass
fly) = flx) = f(Oy—2)=0.
Also ist f(z) = f(y), V x,y € I, also ist f konstant.

8.19 Korollar

Sei f: 1 — R differenzierbar und f’(z) > 0 fir alle z € I. Dann ist f streng
monoton wachsend.

Beweis:
Seien x,y € I mit x <y = 3 £ € (z,y) mit

fy) = f(z)= (&) (y—2z) >0,
I N——

>0 >0

also f(x) < f(y).
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9 Der Hauptsatz

L F(b) = F(a) = Y AF = Y. AEAy 2220 [VdE gy«
‘ Zeichnung fehlt ‘

9.1 Definition: Stammfunktion

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Es heifit dann F': I — R
eine Stammfunktion von f, wenn F' differenzierbar ist und F’ = f ist.

9.2 Kommentar

Ist F} : I — R Stammfunktion einer Funktion f : I — R und ¢ € R, so ist
auch Fy : [ — R, Fy(x) = Fi(x) + ¢, differenzierbar und eine Stammfunktion
von f, denn

Fy(x) = Fi(x) +0 = f(z) .
Umgekehrt gilt:

9.3 Satz
Sind Fi, Fy : I — R Stammfunktionen einer Funktion f : I — R, so gibt es
ein ¢ € R, so dass (fur alle z € 1) gilt:
FQ(%’) = Fl(l') +c.

Beweis:
Setzt man g : I — R, g(x) = Fy(z) — Fi(z), so gilt:

g'(z) = Fy(x) — Fi(z) = f(z) = f(z) =0

= (8.18)dceR:yg(z) =c, Ve el

= Fy(x) = Fi(z) + g(x) = Fi(z) + ¢, Vo eI
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9.4 Kommentar

Vorsicht! Nicht jede Funktion f : I — R hat eine Stammfunktion.
zB. f:R—=R,

ﬂ@:{1mm>o_

0 furx <0

’ Zeichnung fehlt ‘

Denn: f|(0,00) hat die Stammfunktion Fy : (0,00) — R,

Ff(z)==x.

Jede andere Stammfunktion sieht dann so aus: F" : (0,00) — R,

Ff(z)=x+c, ceR.
Ebenso hat f in (—o0,0) — R die Stammfunktionen F; : (—o0,0) — R,

F (x)=d, deR.
Ist nun F': R — R Stammfunktion von f, so muss F' auf (—oo,0) mit einem

F; und auf (0, 00) mit einem F." iibereinstimmen. Da F' stetig in x¢ = 0 ist,
muss ¢ = d sein, also

z+c firz>0
c firz <0

Pla) = Fu(z) = {

’ Zeichnung fehlt ‘

Aber F, ist offenbar nicht differenzierbar in zy = 0.

9.5 Beispiele
Fir alle n € Z mit n # —1ist F': (0,00) — R,

1
F(z) =
(x) e

eine Stammfunktion von f : (0,00) — R, f(z) = 2", denn (8.4b) und (Blatt
9, Aufgabe 3):

n+1

1
F'(z) = n+1(n+1)x”:x”.
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Frage: Gibt es denn auch eine Stammfunktion von f : (0,00) — R

9.6 Satz
Sei f: I — R stetig und xy € I beliebig. Es ist dann F' : [ — R,

Flz) = / F(t)dt

eine Stammfunktion von f.
Beweis:
(Erinnere, dass wir fiir b < a vereinbart hatten:

und auch

und fiir alle z,y, z € I gilt:

z Y z
[=]+]
T T Y
Zunéchst ist mit f fiir alle x € I auch f|[zo, 2| (bzw. f|[z, z¢]) stetig, also F'(x)

immerhin erklért, weil f|[z,zo] integrierbar ist (7.15). Sei 0.B.d.A. z > .
Fiir jede Folge (h,) mit (h,) — 0, h, # 0 und = + h,, € I ist nun:

z+hn x

et —Fe) = | [ - [] s

x+hn

hin / ()t
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Nach (7.21) existiert nun ein &, € [z, x + h,], so dass gilt:

x+hn

‘/f@ﬁ—f@M@+MJ—@—hJ@w-

T

Da (h,) — 0 konvergiert, konvergiert (¢,) — z, weil x < &, < x + h,, ist,
also wegen der Stetigkeit von f in x:

lim - (F(e+ hy) — F(2)) = lim £(6,) = /(@)

n—oo

Es ist also F' differenzierbar in « und F'(x) = f(z).

9.7 Kommentar

Ahnlich wie bei den Umkehrfunktionen (von streng monoton wachsenden,
stetigen Funktionen f : I — R, vgl. (6.10)), erhalt man im Allgemeinen auch
bei Stammfunktionen stetiger Funktionen ,neue Funktionen“ (d.h. solche,
die man vielleicht bisher nicht kannte).

Wir defnieren beispielsweise:

9.8 Definition: In, arctan
(a) In:(0,00) =R,

xT

In(z) = / % dt

1

heifit (natiirlicher) Logarithmus. ’Zeichnung fehlt‘

(b) arctan:R — R,

xT

1

arctan(x) := /— dt
1+t
0

heifit Arcustangens. | Zeichnung fehlt‘
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9.9 Kommentar

(a) Umgekehrt muss aber eine Funktion f : I — R, die eine
Stammfunktion besitzt, keineswegs stetig sein (Gegenbeispiel spéter). Man
setze daher fir I = [a, b]:

¢a,b) := {F € Dla,b] : F ist stetig} ,

den Raum der stetigen differenzierbaren Funktionen auf [a, b].

(b) Es sind also z.B. In : (0,00) — R und arctan : R — R stetig
differenzierbar und (nach Definition) ist:

B 1
o142

1
In'(z) = -, arctan’(z)
T

9.10 Korollar: Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Sei f :[a,b] — R stetig und F': [a,b] — R eine Stammfunktion von f.
Dann gilt:

[ f@de = F®) - Fla) (= P

Beweis: ;
Nach (9.6) ist Fy : [a,b] — R, Fo(z) = [ f(t)dt, eine Stammfunktion von f.

Nach (9.3) gibt es daher ein ¢ € R, so dass fiir alle z € I gilt: F((x) = Fy(x)+c.
Es folgt:

b

F) = Fla) = (i) +0) - (Fa(a) + o) = [ (0 dr.

a

9.11 Kommentar

Der Hauptsatz gilt sogar fiir beliebige Funktionen f € fR[a,b|, die eine
Stammfunktion besitzen, F’ = f.
(Ubung, Blatt 10, Aufgabe 4, vgl. Anfang von §9):
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(Z7)ren Folge von Zerlegungen von [a, b] mit Feinheit (d,) — 0.
MWS = Vre N\Vi=1,...,n, 3 € [z]_4,2]]:
F(af) = Flai,) = FI(&) (@] — xi4)

)

= )~ Fl@) = Y Fal) - Fa)
_ ijF'(f:)(xzf—wz_l)

= S(f, A

vgl. (7.18b) =& /f
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10 Awusbau der Differenzial- und
Integralrechnung

10.1 Satz: Kettenregel, Substitutionsregel

(a) Sei f: I — R differenzierbar in xy € I, sei g : J — R differenzierbar in
yo € J,sei f(I) C Jund f(zg) = yo. Esist dann go f : I — R differenzierbar
in xo und es gilt:

(g0 f)(w0) =g (vo) - f'(w0) -

(b) Essei f:[a,b] — R stetig und ¢ : [a, f] — [a, b] stetig differenzierbar
mit p(a) = a und ¢(F) = b. Dann gilt:
b B
[ tara= [ (ro)0)- ettt

10.2 Kommentar
(a) Ist f: I — Rstetiginzg €I, g:J — Rstetiginy, € J, f(I) CJ
und f(xg) = yo, so ist go f : I — R stetig in xy, denn

lim go f(x) = lim g(f(z)) = g(yo) = g o f(x0)

T—T0 T—x0

weil lim, ..., f(z) = f(xo) = yo und lim,_,,, g(y) = g(yo) ist. Deshalb ist der
Integrand auf der rechten Seite in (b) stetig und damit integrierbar.

(b) Die Kettenregel kann man sich durch die Leibnizsche Notation
fl(x) = Z—g einpriagen, wenn man die Funktionsbezeichnung f durch die
Variable im Zielbereich ersetzt, f(z) = y(x). Mit g(y) = z(y), also ¢'(y) = j—;
lautet sie ndmlich dann:
dz dz dy,
"dr  dy dx

(c) Die Substitutionsregel merkt man sich so: Ist x = ¢(t), also mit Leibniz
() = L so ist mit y = f(z):

dt
dx
dr = —dt “ .
”/yx /yﬁ
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(d) Meist ist ¢ : [a, 5] — [a,b] ein Diffeomorphismus, d.h. ¢ ist bijektiv
und o, o~ ! sind stetig differenzierbar. Man spricht dann bei z = ¢(t) von
einem Parameterwechsel (t = ¢~ 1(z)).

’ Zeichnung fehlt ‘

Beweis:

(a) Da f differenzierbar in xy und ¢ differenzierbar in yo sind, existieren
Funktionen ¢ : I — R, ¢ :J —» R (mit ] = {z—zg e R: 2z € : [—z0} und
J=J— Yo), so dass gilt:

. p(h) . _
pm e =0 e

und

flxo+h) = f(xo) + hf'(xo) +p(h) ,
9o+ k) = g(yo) + kg (o) + v (k)

(siehe (8.5)). Es folgt:

go flxo+h) = g(w f' (o )V ©(h))
= g(yo) + 9 (n)k ( ) 1/)( (h))
g o f(wo) +hg'(yo) f' (xo) + x(R)

mit x(h) = ¢'(yo)e(h) + ¥ (k(h)). Es ist nun:

1 wegen(x)
Egl(yo)w(h) . 9 (%) -0=0
und
Yk(h)) [ U 5 wenn k(h) # 0 st
ho o ,wenn k(h) =0
Aber

k(h) = /(@) + (k) "= f'(20) -0+ 0 =0.
Wegen (x) ist deshalb:




Andererseits:

—— = [(w0) + = = [(wo) + 0 = f'(wo) .
Wegen (x) insgesamt:

U(k(R) 1
SO 0. (a0 =

und damit @ — 0 fiir h — 0. Nach (8.5) ist daher g o f differenzierbar in
zo und (g o f)(xo) = g'(yo) - f' (o).

(b) Sei F : [a,b] — R Stammfunktion von f : [a,b] — R @ ro @ ist
differenzierbar und £ (F o )(t) = F'((t)) - ¢(t) = fop(t)¢(t). Daraus folgt

dann:

B B
| fostotar = [ Lrop@a™ Fou);

:=ﬂn““/F'M—/f

10.3 Beispiele
(a) f:R—=R, f(zr) =1+ a2 ist differenzierbar und

2x T

Se) = 2v/1 + 22 B V1t a2

(b) f:(0,00) = R, f(z) = In(z?) auch mit
, 1 2

(Ubrigens ( (x)) = 2 und auch 2In(z)|,_, =
muss In(z ) = 2In(z) fur alle x > 0 sein (vgl. (9.3)).

/2 dv 2
o (z+1)2 37
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denn: Setze t = x + 1, also p(t) = ¢ — 1 mit ¢ : [1,3] — [0,2] = 4(t) = 1,

also:
/Qd_w_/gm__z?’__zﬂ_z
o (x+12 Sy 2t 3 3
(d) 0
x
= 21n(2
/lﬂﬁ n(2)
denn: Setze t = \/x =z = ¢(t) =t*, ¢ : [1,9] — [1,3], o(t) = 2t
O dx 5 p(t)dt 5 odt 3
Sl & v al) e Rl

= 2(In(2%) — In(2)) = 2(2- In(2) — In(2)) = 2In(2) .

10.4 Satz: Produktregel und partielle Integration

(a) Seien f,g: I — R in z( € I differenzierbar. Dann ist f-¢g: I — R in
xo differenzierbar und es gilt:

(f9) (o) = f'(z0)g(z0) + f(z0)g'(x0) -
(b) Seien f,g: I — R stetig differenzierbar. Dann gilt:

[ rwtads = fg - [ @@

Beweis:
(a) Seien ¢, ¢ mit @ — 0 und @ — 0 fir h — 0 und

flxo +h) = f(xo) + f'(wo)h + @(h)

g(xo +h) = g(wo) + g'(x0)h +(h) .

= (f9)(zo + h) = (fg)(x0) + (f(z0)g'(x0) + f'(z0)g(x0))h + x(h)

mit



= %h) = f(z0) ( +g(xo) wgw + f(w0)g' (o)
- == T3

+ o)) + g o)) + A u(n)

0 ) —

—0

also: @ — 0 fiir h — 0 = fg ist differenzierbar in zy und

(f9) (w0) = f'(z0)g(wo) + f(20)g'(20) -

(@)l ﬁ(/uwmw
b
Q /uwmw+ﬂwﬂmm
_ /fmmwm+/fmﬂmm.

10.5 Beispiele
(a) f:(0,00) =R, f(z) =2ln(z)

= f'(z) = In(z) + :1% =In(z)+1.

(b) f:(0,00) — R, f(z) = arctan(In(z)) - In(x)

, 11
= fl(x) = T () - In(x) 4+ arctan(In(z)) -

8=

In(x) + (1 + In*(z)) arctan(In(z))
z(1 +In’(z))
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2 3
/ zln(z)dr = 2In(2) — — |
1 4

flz)=32*,  g(z) =In(z)
denn mit: o) ==, J(z) = % , st
2 1, ) 21
1 zln(z)dr = 3% In(z)|] — 1 % Ed:v
1

(@) x 1
F(x) := /0 arctan(t)dt = x - arctan(z) — 5 In(1 + 2?) ,

t, g(t) = arctan(t)
=1, 4(t)= 14&:52
t

F(z) =t arctan(t)|; — /0 WP dt .

Setze u(t) = 1+ 2, also u(t) = 2t. Dann ist:

, 1st

o
denn mit: £(t)

F(z) = wzarctan(z) —

= zarctan(z) —

= zxarctan(z) —

= zxarctan(z) —

NN~ N~ N

10.6 Satz: Quotientenregel

Seien f,g: I — R in xg € [ differenzierbar und g(x) # 0 fiir alle x € I. Es
ist dann auch 5 : [ — R in z( differenzierbar und es gilt:

(f), (20) = F'(@0)g(0) — f(x0)g'(z0)

g 9(370)2
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Beweis:
Fiir o : R\0 — R, h(y) = % gilt W' (y) = —y—12 (siche (8.9), gilt auch fir y < 0).
Wegen é = hogund (10.1) ist deshalb é differenzierbar in z( mit:

(3) 0 = W) - ') = - 222

9(wo)?

Wegen (10.4) ist daher auch 5 =f- é in z¢ differenzierbar und
(£) e = st o st () (oo
_ f' (o) _ f(20)g' (o)
9(xo) 9(w0)?

flg—f9g'
2

(o) -

10.7 Beispiel

Fiir 2 > 0 und f(z) = —22)__ st also

arctan(x)

1 arctan(z) — ln(x)ﬁ

flx) =

arctan?(z)
(1 + 2?) arctan(z) — = In(z)
z(1 + 22) arctan?(z)

10.8 Satz: Ableitung der Umkehrfunktion

Seien [ und J C R Intervalle, f : I — J streng monoton wachsend, bijektiv
und stetig. Ist nun f in xy € I differenzierbar und f'(zq) # 0, so ist auch die
Umkehrfunktion g = f~: J — I in yo = f(xo) differenzierbar und es gilt:

, 1
gw) = f(wo)

10.9 Kommentar

Mit der Leibniz-Notation y = f(z),x = g(y) wird dies zu:

dr 1,
w7 du
dy ﬁ
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Beweis von (10.8). Zu zeigen:

i 9@ —9(po) _ 1
v=v Y — Yo f' (o)
Sei als (y,) beliebige Folge in J mit (y,) — Yo, Yn 7# Yo, V1 € N. Setze dann

T = g(yn) (also y, = f(x,)), also (z,) Folge in I, (x,) = (9(yn)) — g(yo) =
xg, denn g ist stetig in yq (siehe (6.10)) und x,, # o, denn g ist bijektiv. Da
f differenzierbar in xq ist, folgt:

9(yn) —9(p) _ _ xn— 0 I e 1
Yn — Yo f(zn) = f(z0) M f(wo)

10.10 Beispiel

(a) Seig: (0.00) — R gly) = g (0 € M) und 5 (0.00) = . (o) =
. Es ist dann f differenzierbar mit f'(z) = nz"~! # 0, Vz € (0, 00), also
1st g differenzierbar in jedem Punkt y € (0, oo) nd

99 = T nl - (g

also mit r := L gilt:
— W) =ry Yy >0 .

(b) Seir==2¢€Q (mitp€ZqgeN)und f:(0,00) — R,

flz)=2a" = Var .

Dann ist f wegen (10.1) differenzierbar und

) = Lty B Dt Dz
q q
Also: y
d—(xT):r:c”’l, Ve>0, VreQ.
x
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11 Logarithmus und Exponentialfunktion

11.1 Erinnere

In: (0,00) — R,

‘ Zeichnung fehlt ‘

Also: In(1) = 0 und In'(z) = 2 > 0. Daraus folgt nach (8.19): In ist streng
monoton wachsend. Daraus:
’ Zeichnung fehlt ‘

Frage:
(1) lim, o In(x)
(i) lim, o In(z) =

?

11.2 Definition: Limes
Sei f: (a,00) — R eine Funktion und C' € R.

(a) lim,_.. f(z) = C (oder f(z) — C fir 2 — oo):
SVe>0 IM>0Ve>M:|f(z)—C|<e
(b) lim,_, f(z) = 0o (oder f(z) — oo fiir z — a):
SVY0>0 36>0 Vo€ (a,00):|z—al<d: flz)>C
(¢) limy .o f(2) = 00 (oder f(z) — oo filr & — co):

VO >0 IM >0Vx > M : f(x) > C

(Ahnlich definiert man lim, . ., f(z) = 400, usw.)

11.3 Lemma

Ist f: (a,00) — R monoton wachsend, so ist entweder lim, .., f(z) = oo
oder es gibt ein ¢ € R mit lim, ., f(z) = c.
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Beweis:
Sei (x,) monoton wachsend und der Grenzwert sei unendlich (x,) — oo
(z.B. 2, =n) = (f(x,))nen ist auch monoton wachsend.

Fall 1: (f(25))nen ist nicht nach oben beschriankt. Behauptung:

lim f(z) =400 .

T—00

Denn: Sei C > 0= 3n e N: f(z,) > C. Setze M :=x,, = Vo > M :
flz) > f(M) = f(x,) > C, also f(zx) — oo, fir z — oc.

Fall 2: (f(zn))nen ist nach oben beschrankt. (5——3) JeeR:lim, .o f(z,) =c.
Behauptung:

lim f(x)=c.

(i) Sei z € (a,00) beliebig =3I neN: z, >z = f(z) < f(z,) <,
also f(z) < ¢, Yz € (a,00).

(ii)) Seie >0. =3dneN: c—e < f(z,) <ec Setze M :=x, = Vo > M ist
flz) > f(M) >c—e. Also: f(z) — c fiir x — oc.

OJ

11.4 Satz

In: (0,00) — R ist streng monoton wachsend und bijektiv.

Beweis:
In'(z) = L > 0 impliziert strenge Monotonie und damit auch Injektivitét.
7 zeigen:

zhjgo In(z) = 400 und }slir(l) In(z) = —o0

(*). Daraus Surjektivitéit: Sei y € R beliebig = 30 < 1 < 29, f(11) <y <
f(z2). Da In|[z1, o] stetig ist = (6.8) I £ € [z1,x9] : f(§) = .

Also zu (*): Wéhle Zerlegung (1,2,...,n) von [1,n] und ¢ : [1,n] — R,
p(t) = 5 firk <t <k+1firk=1,2,...,n=1 (p(n) == ) = ¢ € T[1,n]
und p(t) < $,Vt € [1,n].

n

:>1nn:/—2/g0(tdt: — — 0,
<) 1 t 1 ) k:1k+1
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weil -7, ¢ = oo (harmonische Reihe (4.12)). Daraus folgt nach (11.3):

In(z) — oo fir x — oo.

In G) S

(Beachte: In(z™!) = (—1)In(z); spiter werden wir sehen: In(x¢) = ¢ - In(xz)
fur alle ¢ € R), denn:

()3 (2) -

und In (1) ;21 = 0 = — In(2)|,—1 (wegen (9.3)). Es folgt

Weiter gilt:

1
lim In(z) = lim In (—) = — lim In(z) = —00 .

z—0 T—00 X r—00

O
11.5 Satz: Funktionalgleichung
Es gilt fiir alle 1,22 € (0, 00):
In(zy - 29) = In(x1) + In(z)
Beweis:
Fiir festes 25 betrachte f,g: (0,00) — R
@) =In( - 2),  g(x) = In(x) + In(z)
Dann ist f(1) = In(x) = ¢g(1) und
1 1
/ 4 _ L _
F@) =~ =1 =g
fiir alle z > 0 & f(z) = g(x), insbesondere fiir x = z;.
O
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11.6 Definition: Exponentialfunktion

Die Umkehrfunktion exp : R — (0,00) von In : (0,00) — R heifit
Exponentialfunktion,

exp:=1In""' .

11.7 Satz

Es ist exp : R — (0,00) streng monoton wachsend, bijektiv und
differenzierbar mit

exp'(z) = exp(z)
fir alle z € R.

Beweis:

Da In : (0,00) — R streng monoton wachsend, bijektiv und stetig ist, ist
auch exp : R — (0,00) streng monoton wachsend, bijektiv und stetig (siehe
(6.10)). Da In'(y) = i # 0,y > 0, ist exp auch differenzierbar und es gilt
(siche (10.8)):

1 1
- W'(exp(x)

exp'(z)

’ Zeichnung fehlt ‘

11.8 Satz: Funktionalgleichung

Fiir alle z1, x5 € R gilt:

exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(z2)

Beweis:
Fir z;,22 € R setzt man y; = exp(z;) und yo = exp(xzy), also z; =
In(y1), x2 = In(y2). Dann gilt wegen (11.5):
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115
r1+ 22 = In(yr) +1In(y) (L) In(y1y2)

= exp(x1 +22) = exp(In(y1y2)) = y1y2 = exp(x1) exp(xs) .
O
11.9 Korollar
Setzt man e := exp(1), so gilt fiir alle r € Q:
exp(r) :=¢€" .
Beweis:
Seir ==t (p €Z,q eN)
q
= {exp (—)} (118 exp (g +-+ g) = exp(p) (118) exp(1)P
q-\rr:al
— p g 9 _ T
= exp(r) = exp (5> exp(l)P = ver =e
(]

11.10 Kommentar

(a) Man schreibt deshalb auch fiir irrationale x € R (auch wenn das keine
Bedeutung durch Wurzelziehen und Potenzieren mehr hat):

T

e’ 1= exp(x) .

(b) Man beachte, dass wir hier noch nicht bewiesen haben, dass

ist (vgl.(5.11)).
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11.11 Motivation

Damit ist der Ausdruck a” fiir x € R auch fiir irrationale x € R wenigstens
bereits fiir a = e definiert. Um dies nun fiir alle ¢ > 0 zu tun, nehmen wir
das wiinschenswerte Gesetz:

In(a”) = z - In(a)

welches fiir a > 0 beliebig und fiir z € Q gilt (Ubung) zum Anlass, denn aus
diesem wiirde nun folgen:

a® = exp(z - In(a)) = M@

11.12 Definition

Sei a > 0 beliebig. Man definiert dann die Exponentialfunktion zur Basis a
durch, exp, : R — R,

exp, := exp(In(a) - x) .
11.13 Satz
(a)

o Fiir a > 1ist exp, : R — (0,00) streng monoton wachsend, bijektiv
und differenzierbar.

e Fiir a =1 ist exp,(z) = 1, fiir alle z € R.

e Fiir a < 1ist exp, : R — (0, 00) streng monoton fallend, bijektiv und
differenzierbar.

In allen Féllen gilt fiir alle x € R:
exp,(7) = In(a) - exp, ()
(b) Fir alle a > 0 ist exp,(1) = a und fur alle 1, 25 € R ist:

exp, (1 + x2) = exp,(71) - exp,(w2)

Beweis:
(a) Fiir alle a > 0 ist
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exp, (z) = exp/(In(x) - a) - In(a) = exp(In(a) - z) - In(a) = In(a) - exp,(z) ,

also exp/, > 0 fir a > 1, exp/, =0 fir a =1, exp,, < 0 fir 0 <a <1, also
die Aussagen iiber die Monotonie und die Konstanz. Wegen:

lim (In(a) - z) = 400, lim (In(a)-z) = —oc0
fiir @ > 1 und
lim (In(a) - z) = —oo, lim (In(a)-z) = oo

fir0<a<1
folgen auch die Aussagen iiber die Bijektivitit.

(b) Es ist exp,(1) = exp(In(a) - 1) = a und fiir alle 21,20 € R

exp,(r1 +x2) = exp(In(a)- (21 + x2)) = exp(In(a)x; + In(a)xs)
(aLh) exp(In(a) - x1) - exp(In(a) - z9) = exp, (1) - exp,(x2)

O

11.14 Kommentar

(a) Wiein (11.1) sieht man aus Teil b), dass fiir alle @ > 0 und r € Q gilt:

r

exp,(r)=a" .
Wir schreiben deshalb nun auch fiir irrationale z € R

a® :=exp,(z) .

(b) Es wird dann fiir alle @ > 0 und z € R:
In(a”) = z - In(a)

denn: In(a®) = In(e™®?) = In(a) - z .
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(c) Wir haben nun auch fiir alle @ > 0 und ¢ € R (vgl.(11.14.b)):

d c c—1
—r‘=c-x
dz
d d c
d (28 = —— cln(z)y _ ,eln(z) | =
enn: —— (x€) o (e )=e .
. 1 (rizp) 1
T

11.15 Kommentar

(a) Daexp, : R — (0,00) bijektiv ist, fiir alle fiir alle @ > 0 mit a # 1,
kénnen wir nun auch den Logarithmus zur Basis a durch log, : (0,00) —
R als Umkehrfunktion definieren, log, := exp,!. Nach Definition ist dann
log,(y) =r<y=a" (fira>0, a#1, y>0).

(b) Insbesondere ist also exp = exp, und In = log, und wegen exp,(z) =
In(a) - exp,(z) # 0, fiir alle z € R, ist auch log, differenzierbar mit

1 1 1

log;(y) = exp!,(log, (1)) - In(a) - exp,(log,(y)) - In(a) -y

(c) Man beachte, dass (0,00) — R, y — }Egzg wie log, die Ableitung

y m hat und auerdem bei y = 1 mit log, {ibereinstimmt. Nach (9.3)
ist daher fiir alle y > 0:

log,(y) =
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12 Trigonometrische Funktionen

12.1 Motivation

In einem rechtwinkligen Dreieck mit einem Winkel ¢ setzt man bekanntlich:

) Gegenkathete
sin(p) = Hypotenuse
Ankathete
cos() = Hypotenuse
fan() = Gegenkathete
Ankathete

Nach den Strahlenséitzen héngen dabei diese Verhiltnisse nur von den
Schenkeln ab, zwischen denen der Winkel ¢ liegt. Man kann daher o.E. die
Lange der Hypotenuse als 1 annehmen.

Problem:

a) sin, cos, tan sollen als Funktionen des Winkels betrachtet werden (nicht
nur fiir ein rechtwinkliges Dreieck). Wie ,,misst“ man einen Winkel?

b) Idee: Nehme die Liange des Bogens am Einheitskreis
S={(z,y) eR*:2” +y* =1}

zwischen (1,0) und p (dem Durchschnitt der beiden Schenkel mit dem
Einheitskreis).

c) Neues Problem: Wie misst (definiert) man die Lange einer (krummlinigen)
Kurve C C R?? Was ist iiberhaupt eine ebene Kurve?

12.2 Definition

Sei I C R ein Intervall. Eine stetig differenzierbare, ebene und parametrisierte
Kurve ist eine Abbildiung:

a: I >REZ=R xR, aft)=(u(t), a(t)),

so dass a, s : I — R stetig differenzierbar sind. C' = «(I) C R? heifit dann
die Spur von «. Man sagt: C wird durch o parametrisiert.

12.3 Beispiele
(a) Seien p,v € R?, v # 0. Durch a : R — R?
alt)=p+t-v

wird eine Gerade parametrisiert.
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(b)

v+ as =1, 15>0= 29 = /1 — 27

Durch: a: [-1,1] = R? | a(t) = (t,V1 —12),
wird die obere Halfte des Einheitskreises S parametrisiert.
(c) Betrachte die Einheitshyperbel:
H={(z1,20) e R®: 2] — a3 = 1}.
Mit cosh,sinh : R — R
1 _ ) 1 _
cosh(z) := 5(635 +e7*), sinh:= §(€I —e ),
wird der rechte Ast der Einheitshyperbel wie folgt parametrisiert:
a:R—R?, a(t) = (cosh(t),sinh(t)) .

Denn:

o
— N
—~
~
SN—
|
o
[\ V)
~—~
~
S~—
Il
S
~
—~
—~
o
8
\_/
+
[\'J
('b
8
+
S
Q)
8
no

12.4 Bemerkung

Eine Parametrisierung der rechten Hélfte des Einheitskreises wird durch
folgende Abbildung gegeben: o : R — R2,

at) = ( ! ! )
V14 2’ V1412
gegeben.

Beweis:
Betrachte fiir jedes feste t € R die Parametrisierung \; : [0,00] — R? des
Strahls L; C R? aus (0,0) mit Steigung t heraus,

A(s) = (s,t-s) .

Der Schnittpunkt p = A\;(sg) von L; mit S wird gegeben durch A;(sg), wo
so > 0 erfiillt:
53+(t'30)2:17
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also

1
S0 = :
Vit
Setzt man a : R — R?% at) := M\(sg), so erhilt man nun eine

Parametrisierung von C' = {(x1,22) € S : 21 > 0} und es ist offenbar:

o= <\/11+t2’\/1t+t2>'

12.5 Kommentar

Einen elementaren Langenbegriff hat man fiir Polygone, d.i. stiickweise
gerade Kurven. Dazu benutzt man folgenden Begriff:

12.6 Definition
Es heift || - || : R? — [0, 00)

die Norm von x.
Fiir zwei Elemente x,y € R? heifit

d(z,y) = |ly — zl] = V/(y1 — 21) + (2 — 22)?

der Abstand zwischen x und y.

12.7 Kommentar

(a) Besteht ein Polygon P aus den Ecken py,...,p, € R? wir schreiben
P = pg---pn, so definiert man die Lange von P durch

L [P] = Zd(pi,pz‘—l)

(b) Ist nun @ : I — R? eine stetige differenzierbare, ebene,
parametrisierbare (s.d.e.p.) Kurve, I = [a,b], und Z = (ty,...,t,) eine
Zerlegung von [a, b], so nimmt man die Lénge des Polygons Py = a(ty)...a(t,)
als Approximation fiir die Lénge von C' = «([).
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(c) Man kann nun zeigen (sehen wir in M.f.P. Teil III), dass die Lénge
von Polygonziigen Py gegen eine reelle Zahl L[a] € R konvergiert, wenn die
Feinheit von §(Z) gegen Null geht. Und zwar gegen:

b
Lial = [ llato)lt
Wie setzen deshalb :

12.8 Definition

Sei « : [a,b] — R? eine s.d.e.p. Kurve. Die Linge von o wird definiert durch:
b
Lial = [ llaco)t

12.9 Kommentar

Man kann zeigen (auch spiter), dass L[a] nur von der Spur C' = a(I) C R?
der Kurve abhéngt. Wir schreiben deshalb auch manchmal L[C] statt L[a].

12.10 Satz

Sei o : R — R? die Parametrisierung (der rechten Hélfte) des Einheitskreises
aus (12.4). Die Lénge des Einheitskreisbogens C' zwischen a(0) und «(t) ist
dann arctan(t).

Beweis
Es ist a(t) = ( L ! >, also ist:

d _1 1 3 —t
() = — (1+82) 2=—(1+¢3)"2-2t =
o (1) dt( + %) 2( +t) (1+t2)%7
(1) -1+ —t- YA+ )22t (1462)—¢2 1
o = — —
’ 1+ ¢2 (1+12)2: (1+2)3

S I = G0+ 430 = s =

t t ds
[C] /Olla(S)H s /0 [ o2 = arctan(t)
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12.11 Satz

Es ist arctan : R — R? streng monoton wachsend, ungerade (d.h.
arctan(—t) = — arctan(t) fiir alle t € R) und es gibt ein ¢ € R mit:

lim (arctan(z)) = c .

r—00

Beweis:
Wegen arctan’(x) = H% > ( ist arctan streng monoton wachsend und
ungerade ( ), denn:
rdt
arctan(—z) = = —arctan(z
(=) 4 T+ =~ / L% (@)
ti=—s=dt=—ds
C ceR )
und nach Lemma (11.3) ist lim,_ . (arctan(x)) = N , je nachdem ob
00

(arctan(n)),en beschrankt ist oder nicht. Aber

[y
)_l

3

1 1
<1 —<142=3, VneN.
“14+ k= +§:k * e

Also existiert (vgl. (15.12))

arctan(n) <

i

¢ = lim arctan(zx) .

Tr—00

12.12 Kommentar

(a) Statt lim, .o [ f(t)dt schreibt man kurz

/0 " e

wenn dieser Grenzwert existiert (oder +oo ist).

(b) Wegen Satz (12.10) ist fiir den Fall f(t) = - dieser Grenzwert nun
offenbar die Linge eines Viertels des Einheitskreises. Mochte man 27 als die
Lange des Einheitskreises definieren, so sollte man daher setzen:
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12.13 Definition

o ©dt
r—2. / -
12.14 Kommentar

Wegen (12.11) ist daher nun das Bild von arctan : R — R das Intervall

(—§,+§) und arctan : R — (—%,4—7—;) ist streng monoton wachsend und

bijektiv. Wir kénnen also nun definieren:

12.15 Definition

Die Umkehrfunktion tan : (—g, +7—2r) — R des Arcustangens heifit Tangens,

tan := arctan™ ' .

12.16 Kommentar

Ist ¢ der Winkel zwischen den Schenkeln oP und oQ mit o = (0,0), P = (1,0)
und @ = (1,1),
’ Zeichnung fehlt ‘

so ist = arctan(t) die Lénge des Bogens (,,Arcus®) zwischen P und
R = (ﬁ,ﬁ) und damit ¢ = tan(x) des Tangens des Winkels ¢

gemessen im Bogenmaf z.

12.17 Satz

Es ist tan (—g, +§) — R bijektiv, streng monoton wachsend,
differenzierbar und es gilt fiir alle x € (—%, +§)

tan’(z) = 1 + tan?(x)

Beweis:

tan ist als Umkehrfunktion von arctan : R — (—g, —|—§) natiirlich bijektiv
und auch streng monoton wachsend (weil arctan es ist). Da arctan’(tf) =
i # 0 fiir alle t € R, ist tan auch differenzierbar (siehe (10.8)) und es gilt:
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1 1
tan’(z) = = =1+ tan®(z) .
( ) arctan/(l’) m ( )

’ Zeichnung fehlt ‘

12.18 Definition

Wir definieren cos, sin : (—%, —i—%) — R durch

o 1 sinfz) — tan(zx)
cos(z) = 1+ tan®(z) () 1 + tan?(z)

12.19 Kommentar

(a) Ist also z die Bogenléinge des Einheitskreises zwischen P = (1,0)
und R(t <

Koordmaten 1,t ( )) h at, weil x = arctan(t) ist. Es ist also nach Definition

2), so wissen wir bereits, dass Q(¢t) = (1,t) die

R(x) = (cos(x), sin(x))

wie gewiinscht.
’ Zeichnung fehlt ‘

(b) Es ist deshalb auch

cos®(z) + sin*(z) = 1
fiir alle z € (—g, +

SIS

).

12.20 Satz

Es sind cos, sin : (—5, +g) — R differenzierbar und es gilt fiir alle

2
v € (=5:+3)

cos'(z) = —sin(x) , sin'(z) = cos(z) .
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Beweis:

1 _ ~ tan(x)
cos(z) = HTnQ(x) , sin(z) = N tonl(e)
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Es sind cos und sin als Verkettung von differenzierbaren Funktionen wieder
differenzierbar und es gilt (vgl. (10.1)):

cos'(x) = difc(l +tan?(z)) "2 = —%(1 +tan®(z)) "7 - 2tan(z) - tan'(z)
_ ~tan(a)(1 + tan®(z)) _ tan(z) — sin(2)
(1 + tan2(z))? 1 + tan?(x) 7
., o d tan(z)
sin (ZU) T dr ( 1+ tanz(x)>
1+ tan?(z) (2) _ 1(1+tan’(x)) - 2 tan(z)
1 + tan?(z) 2 1+ taunZ(:iz:)3
1
= m = COS($) .

12.21 Korollar

Es ist sin: (—%,4+%) — (—1,1) streng monoton wachsend und bijektiv.

Beweis:
Da

1
—F>0
V1 + tan?(z)

ist, fiir alle ©z € (—§,+%), ist sin streng monoton wachsend. Weiter ist

lim, .z tan(z) = +oo0 und daher

sin’(z) = cos(x) =

1
lim sin(z) = lim ———==1.
Rk e tan%(m) +1

SchlieBlich ist sin ungerade, d. h. : sin(—z) = —sin(z), fiir alle z € (=3, 47%),
denn tan ist ungerade (weil arctan es ist) und daher

sin(—x) = tan(—z) = tan(z) = —sin(x) .

1+ tan?(—z) /1 + tan?(x)

Daher ist auch
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lim sin(z) = lim sin(—z) = — lim sin(z) = —1 .
T——7 T—3 =3

Daraus folgt, dass |sin(z)| < 1 und sin : (—§,+§) — (1,—1) bijektiv ist
(vgl. (11.4) fiir In und (12.14) fiir arctan).
’ Zeichnung fehlt ‘

12.22 Definition

Die Umkehrfunktion von sin : (—E —i-g) — (—1,1) heiBt Arcus-Sinus,

arcsin : (—1,1) — (—g,—l—g), v

arcsin := sin™' .

12.23 Kommentar

(a) Istt =sin(z), so ist also & = arcsin(¢) die Lénge des Bogens von
P = (1,0) nach Q(x) = (cos(x),sin(x)) = (V1 — t2,t) des Einheitskreises.
’ Zeichnung fehlt ‘

(b) arcsin : (—1,1) — (—%, +§) ist streng monoton wachsend, ungerade
und bijektiv (weil sin es ist) und auch differenzierbar, denn

sin'(z) = cos(z) # 0, fiir alle z € (=%, +%) und es ist:

1 1
./ _ =
arcsin’(z) - sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z))

cos? —|—_sin2 =1 1 1

/1 — sin?(arcsin(z)) - V1—a2

’ Zeichnung fehlt ‘

12.24 Lemma
Fiir alle x € (0, §) gilt:
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Beweis:
Fiir z € (0, %) sei t = tan(z), also x = arctan(t).

1 T odu ) Tody u= lodu==% E— 5
= arctan | — = / = lim / = Y lim —
t o 14+u? e0f 1+u? =0 J1 v3(1 + )

) : v ) v todu
= lim 5 = lim _
e—0 ), v24+1 =0\, v2+1 0 V241

* d
= / v 5 — arctan(t) = T arctan(t)
0 2

I+w
Also ist ) ) )
)~ 7~ tan(arctan(p) = tan(g —2).
O
12.25 Satz
Fiir alle z € (0, 7) gilt:
sin(x) = cos(x — g) , cos(x) = —sin(x — g)
Beweis:
™ cos gerade m 1
cos(x — 5) = cos(§ —1z) =
\/1 + tan*(% — x)
(12.24) 1 _ tan(z) _ sin(x)
/1+m Vtan?(z) + 1
sin ungerade . —t 5=
sin(z — Z) igerad —sm(z —z) = an(s —2)
2 2 \/1—|—tan2(%—x)
1
(12;24) tan(x) _ 1 _ COS(.T)
1+ ey 1 + tan®(z)
0
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12.26 Definition

Setze nun induktiv fiir alle k¥ € Ny und:
ze((k—1% (k+1)%):

sin(z) := cos(z — g) , cos(z) = —sin(z — g)

ve(—(k+1)5,—(k-1)%):

™ ™

sin(z) := — cos(x + 5) , cos(z) = sin(x + 5)
’ Zeichnung fehlt ‘
12.27 Kommentar
(a) Es gilt dann fiir alle z € R:

sin(x) = cos(z — g) , cos(x) = —sin(x — g) :

Weiter sind die Funktionen cos, sin : R — R 27-periodisch, d. h.

sin(x 4 27) = sin(z) , cos(x + 27w) = cos(z) , Vr e R,

denn:
. 3 : 7T :
sin(x 4 2m) = cos(z + 7) = —sin(x + 7) = — cos(x + 5) = sin(z)
und dhnlich fiir cos. Weiterhin gilt fiir alle x € R:

cos®(z) + sin*(z) = 1

und

cos'(z) = —sin(z) , sin’(xz) =cos(z), VreR.

112



(b)  Weiter ist nun cos|(0,7) : (0,7) — (—1,1) streng monoton fallend,
bijektiv und differenzierbar. Wir setzen daher

arccos : (—1,1) — (0,7) , arccos := (cos|(0,7)) " (z)

und finden:

1 -1
/ _ —
arccos () = cos'(arccos(z))  sin(arccos(x))
-1 -1

/1 — cos?(arccos(z)) V1 —22

(und wegen arcsin’(z) = \/1+_17 muss gelten:
arccos(x) = — arcsin(x) + g ) -
(c) SchlieBlich sieht man aus (cosz,sinz) = ( \/Htlan%, \/1T§ai2z)

unmittelbar, dass tan(z) = 22£_fiir alle z € (—%,3). Man setzt daher fiir

cosx’

alle v € R\{5 + k7 : k € Z}:

sin(x)

tan(x) := cos(@)

’ Zeichnung fehlt ‘

12.28 Satz

Sei f: R — R zweimal differenzierbar. Dann gilt: Es ist f” 4+ f = 0 genau
dann wenn es a,b € R gibt, so dass fiir alle z € R gilt:

f(z) =a-cos(x)+b-sin(x)

Beweis:
Es ist cos” = (—sin) = —cos, sin” = cos’ = —sin und damit auch fiir
f=a-cos+b-sin:

f"+f = (acos+bsin)” + (acos+bsin)
= acos” +bsin” +a cos +bsin
= —acos—bsin +acos +bsin
= 0.
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Umgekehrt sei f beliebig mit f” + f = 0. Dann gilt:

(fcos—f"sin) = f'cos—fsin—f"sin—f"cos = —sin-(f + f") =0

und

(fsin+f' cos) = f'sin+f cos+f" cos — f'sin = cos-(f + f) =0 .
Es gibt also a,b € R, so dass Vo € R:

f(z)cos(x) — f'(z)sin(z) = a | - cos(x)
f(x)sin(x) + f'(x)cos(x) = b  |-sin(x)

= f(z) = f(z)(cos*(z) +sin*(x)) = a-cos(x)+b-sin(z) .

12.29 Satz (Funktionalgleichungen)

Fiir alle 1,25 € R:

cos(z1 + x3) = cos(x1) cos(xa) — sin(xy) sin(zs)

sin(xy + z3) = cos(xy) sin(xs) + cos(zy) sin(z1)
Beweis:
Fir y € R und f(x) := cos(z +y) ist f” + f =0, also nach (12.28):

f(z) = acos(x) + bsin(z)

mit zwei Konstanten a,b € R. Fiir x = 0 folgt

also:

cos(z +y) = f(x) = cos(y) cos(x) — sin(y) sin(x)
fir alle z € R (und y € R). Differentation (nach x) liefert:

—sin(z + y) = cos(y)(—sin(x)) — sin(y) cos(x) .
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12.30 Kommentar

Zum Abschluss nun noch einmal die Lénge der Einheitskreislinie, diesmal
berechnet mit folgender Parametrisierung.

a:[0,27] — R?* | at) = (cos(t),sin(t))

Zeichnung fehlt ‘

Erinnere:
27
1is] = 2ol = [ ol
Es ist
a(t) = (—sint,cost)
= [|a(®)]]* = (=sint)? + (cost)* = 1

2m
:>L[S]:/ ldt =27 .
0
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13 Der Satz von Taylor

13.1 Motivation
Ist f: I — R differenzierbar, a € I so ist fiir alle z € I:

f(z) = f(a) + f(a)(z — a) + ¢(2)
mit einer (Fehler-) Funktion ¢ : I — R, die folgendes erfiillt:

lim £&)

T—a T —
Frage: Wenn f auch noch hohere Ableitungen besitzt: Gibt es dann zu n € N
ein Polynom P, , vom Grad < n, so dass fiir alle z € I gilt:

=0.

f(@) = Poa(x) + Ry a(2)
mit einer (Fehler-) Funktion R, , : I — R, die folgendes erfiillt:

Rn a
lim Zmal®)
T—a (Qj — a)n
Man sagt dann: P, , approximiert f um a von besserer als n-ter Ordnung.
7Z.B.:  Welches Polynom vom Grand < n  approximiert die

Exponentialfunktion exp : R — R, z — €%, um a = 0 am besten?
’ Zeichnung fehlt ‘

13.2 Definition

Sei I C R ein Intervall, n € N und f : I — R eine Funktion:

(a) Es heiit f n-mal stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar ist, f’
auch differenzierbar ist - wir schreiben dann f” := (f') - ...usw. f(D .=
(f™=2)) differenzierbar, und f™ noch stetig ist. Wir notieren:

¢(I)={f: 1 — R| f n-mal stetig differenzierbar}

(Fiir n = 0 bedeutet: €°(1) := €(I).)
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(b) Es heifit f oc-oft differenzierbar, wenn f € €"(I) ist, fiir alle n € N.

Wir notieren:
€>(1) = [ ¢"(])
neN
13.3 Kommentar

(a) Zum Beispiel sind alle Polynomfunktionen f : R — R oc-oft
differenzierbar. Wir notieren:

Pol(I) :={f : I — R| f ist Polynomfunktion}

(b) Wir haben also eine Kette von Funktionenrdumen

Pol(I) Ce®(I) Ce"(I)Cce™ (1) C...C (1) C F(I) .

13.4 Beispiel

Sei f: R — R eine Polynomfunktion, also
flx)=ay+a-z+...+a, z"

mit n € Ny fiir alle z € R. Dann approximiert natiirlich P,, = f, die
Funktion f am besten. Klar! Aber wie kann man die Koeffizienten a; € R
durch Ableitungen von f bei a - sagen wir a = 0 - ausdriicken? Natiirlich
durch:

) N (0 N L)

3= T 4

2 7’ 6 > n!

ap = f(0)> ap = f’(O), az

13.5 Definition

Sei I C R ein Intervall und f € €*(I) (mit n € Ny) sowie a € I. Das Polynom
P, R—R:

") (g
Poa() = Y00 oy

f"(a)

n!

"
= @)+ @)+ TPy
heifit Taylorpolynom der Ordnung n von f in a. Es heifit dann weiter

Ry,:I—R:

(z —a)"

R,o(z) = f(x) — Ppau(2)
das Restglied von f der Ordnung n in a.
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13.6 Beispiele
(a) Sei f=exp:R — Runda=0.Esist dann f € ¢°(I) und f™(0) =
f(0) =€ =1, Vn € N. Es folgt:
"1 2 3 n
Poo(x) = —x’“=1+x+x—+x—+...+%

!
£ ! 26

(b) Sei f=In:(0,00) > Rund a=1. Esist f € €>°((0,00)) und

flay = 2=a,
O
f”’(ZU) — —|—2IL"_3 ’
f””(ﬁ(]) — —61’_4,

fP@) = ()" Hn-la

also
f1) = (=) n = 1)

Das Taylorpolynom der Ordnung n in a = 1, also

n R
~ (- (k- 1) p_N-~ (DM h
N Kl (e =1 = PR
k=1 k=1
R

(c) Seif=cos:R—Runda=0
= () = (<1 cosla) , SO () = (1) sine)

also
FER0) = (=1, f(0)=0.
Das Taylorpolynom der Ordnung 2n (und auch der Ordnung 2n + 1) ist also:
_ _ ~ (=1 2% a? ot (=" o,
PQ?’L,0<:C>_P27L+1,0($) _Z (2k>'x _1_?+Z:F+ (2”)'1. .

k=0
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(d) Ahnlich sieht man fiir f =sin: R — R und a = 0:

n 1 k
PZn—i—l,O(x) = P2n+270(.f[}) = Z (;{%mxmﬁ-‘rl

k=0

_ L g, 15 (—1)2n+1 2n41
= S!x +5!x :F"'+(2n—|—1)!x

13.7 Satz (Taylor)

Sei n € N, I C R ein Intervall und f : I — R (n + 1)-mal stetig
differenzierbar, f € €"*(I). Sei a € I, P,, das Taylor-Polynom und R, ,
das Restglied der Ordnung n von f in a. Dann gilt fiir alle x € I:

(a) (Integraldarstellung des Restgliedes):
1 T
Roa(r) = = / FOD@) (= t)ndt
n! J,

(b) (Lagrange-Form des Restgliedes): Es gibt ein  zwischen a und z, so

dass gilt:
FE)

(n+1)! -

R,.(z) =

(x—a

13.8 Lemma
Seien f, g : [a,b] — R differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

F'(©)(g(b) = g(a)) = ' (€)(f(b) — f(a))

Beweis:
Man betrachte die Funktion h : [a,b] — R,

h(x) = (g(b) — g(a)) - f(x) = (f(b) = f(a)) - g(x)
= h(b) — h(a) =0
h ist differenzierbar = 3 £ € (a,b) : A (&)(b—a) = h(b) — h(a).
= (9(b) —g(a)) - (&) = (f(b) = f(a)) - 4'(£) -
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13.9 Kommentar

(13.8) wird manchmal als 2. Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

bezeichnet. Fiir g = id geht er in den MWS (8.17) tiber.

Beweis von (13.7 a)):
Fiir festes x € I betrachte die folgende Funktion S, : I — R,

Sx(t) = Rnt Z f k' - k .

Es ist dann:

Weiter ist:
S0 = - Z %( e Z ! “Zf”k(x SO ()
) Z f (1) (4 Z f(k+1 oy
) _f<n;1!>< >(x .

Nach dem Hauptsatz ist daher:

Rualt) = Sula) = Sulw) = / St

— / FrY () (z — t)"dt .

(a) Fir x € I betrachte g, : [a,2] — R (bzw. [z,a] — R):
Ge(t) i= (x — )"t
= (13.8) es existiert ein £ = &, zwischen ¢ und x mit:

= (n+ 1)z = &"(=1)(0 = Rpa(r)) = ;—!1f(”“)(£)(ﬂf —§)"(0—(z

f(n+1)(§) (x - a)nJrl )

Rna:
= e = 0T
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13.10 Korollar

Sei f : I — R n-mal stetig differenzierbar (n € N), a € I und R, , das
Restglied von f der Ordnung n in a. Dann gilt:

lim Rn’a(z) =

T—a (:E — a)”

Beweis:
Sei P, das Taylorpolynom von f der Ordnung k (k =n—1, k =n) in a.
Nach (13.7.b) gilt nun:

Rpa(z) = f(z) = Pua(z)

™(a
= @)~ Paorale) + T 0y
o
= Ry 1.(z)— f n'( >(Jc —a)"
(n) ™ (a

fiir eine Zwischenstelle £ € (a,z) (bzw. (z,a))

Rna
_, Fual®)

(x—a)

= () ~ f(a)

— 0 fiir z — a,

weil dann &, — a und £ stetig (in a) ist.

13.11 Definition
Sei I C R ein offenes Intervall, d.h. I = (a,b) mit a € [—00, 00),

be (—oo,00], a<bund f:I— R eine differenzierbare Funktion.

(a) Es heiit a € I ein lokales Extremum von f, wenn es ein § > 0 gibt, so
dass f(z) < f(a) ist, fir alle z € I mit |z —a| < J (lokales Maximum), oder
f(z) > f(a) fur alle x € I mit |z —a| < 6.
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(b) Es heifit a € I ein Sattelpunkt von f, wenn f’(a) = 0 ist und es ein
d > 0 gibt, so dass fiir alle € I mit |z — a|] < J gilt:

i) fira—d <z <aist f(x) < f(a),
fira <z <a+dist f(z) > f(a);
i) fira—6 <z <aist f(x) > f(a),
fira<x<a-+0dist f(x) < f(a).

13.12 Kommentar
(a) Ist a € I eine lokale Extremstelle, so ist f'(a) =0 (vgl. 8.16).

(b) Ist a € I derart, dass f’(a) = 0 ist, so braucht a i.A. weder lokales
Extremum noch ein Sattelpunkt zu sein (Blatt 14, Aufgabe 4).

13.13 Satz

Sei I eine offenes Intervall, a € I und f : I — R n-mal stetig differenzierbar
(n € N). Es sei f'(a) = f"(a) = ... = f*Y(a) = 0, aber f(a) # 0. Dann
gilt:

i) Ist n gerade, so ist a ein lokales Extremum.

ii) Ist n ungerade, so ist a ein Sattelpunkt.

Beweis:
Sei 0BdA f(a) = 0 (sonst subtrahiere von f die Konstante ¢ := f(a)) und
f™(a) > 0 (sonst gehe zu — f iiber).

1

= P,.(a) = o ™) (a)(z — a)"
@) 00 Rl
(x—a)»  n! +(x—a)”’ v #

= (13.10) 30 >0 Yz e l:0< |z —a| <§
R4 1 f()
(@) _ _1f")

(x —a)" 2 nl

also

f@) 14"

>0, Vee(a—d,a+9), (x#a).
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1.Fall: n gerade: = (x —a)" >0, Vo # a = f(z) > 0= f(a), Vo € [ mit
0 < |z —a|l <0 = aist (sogar ein striktes) lokales Minimum.

2. Fall: n ungerade: = f(x) >0 fira <z <a+¢d und f(z) < 0 fir
a—0 <x<a= aist (strikter) Sattelpunkt.

13.14 Motivation

Betrachten wir nun ein f : I — R, welches oo-oft differenzierbar ist,
fee€>(l). Sei a € I. Fiir jedes x € I und n € N ist dann:

f(x) = Pra(x) + Rpo(z) .
Frage: Fiir welches x € I ist dann die Folge (R, o(x))nen eine Nullfolge ?
Z.B. fiir f =exp und a = 0 ist
T 1 1 2 1 n
e :1+ﬁx+§x +...+Ex + R, o(x) .
Ist (R, o(x)) eine Nullfolge?

Wenn das so ist, dann gilt:

o £(n) (g
f(z) = lim P,,(z) = Z / '( )(

n—oo n.
n=0

r—a)".

13.15 Definition

(a) Seien a, € R,n € Ny. Der Ausdruck:

P= i a, X"
n=0

heif3t eine formale Potenzreihe mit Koeflizieten in R.

(b) Man sagt, dass eine formale Potenzreihe P = ) ° @, X" in einem

Punkt = € R konvergiert, wenn die Reihe )7  a,2" konvergiert.
(d.h. limy, 0o Y p_g axa® existiert) und schreibt dann:

o0

P(zx) = Zanx” :

n=0
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13.16 Kommentar

(a) Eine formale Potenzreihe P = ) >°  a, X" konvergiert stets in = 0
und es ist P(0) = ao.

(b) Im Allgemeinen braucht es keinen weiteren Punkt = # 0 in R zu geben,
wo ) a,z" konvergiert!
Z.B. ist fiir a,, = n™ und x # 0 beliebig die Folge (a,2")nen,

n n
anx” = (T)
z

keine Nullfolge, denn 1/% konvergiert bereits gegen £oo. Damit > a,z"

konvergiert, ist es aber notwendig, dass (a,z™) eine Nullfolge ist (siehe
(4.11)).

(c) Die geometrische Reihe P = > X™ konvergiert fiir alle z € R mit
|z| <1 (siche (4.10)) und dort ist P(z) = 1=, aber divergiert fiir |z| > 1,
denn dann ist (™) nicht mal eine Nullfolge.

‘ Zeichnung fehlt ‘

13.17 Satz

(a) Die Exponentialreihe Y 7 /L X" konvergiert in jedem Punkt z € R
und es gilt fiir alle z € R:

(b) Die Reithen P = > °° (D 2+l ypnd Q = >, ((;i))TXZn

n=0 (2n+1)!
konvergieren in jedem x € R und es gift fiir alle x € R:

n

(D" a0 — (D" o
cos(z) = Z <(2n;! x*" | sin(x) = Z Lx R

n=0
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Beweis:

(a) Fiir f(x) = e” und a = 0 ist nach (13.7b)

f(nJrl)(f) _ ¢ Prdan
L) iy e 2
(n+1)! (n+1)!

mit einem £ zwischen 0 und z. Aber (%),ey ist eine Nullfolge fiir jedes ¢ € R

(Ubung). Also ist (R, 0(7))neny — O, fiir alle € R und daher

| R o(2)| = |

o

o — ,}LIEO(P”’O(:U) + R, o(x)) = Z o
n=0

xn

(c) Ahnlich wie bei exp ist fiir f = cos bzw. f = sin das Restglied
FU(E)

Rua(o)] = [ g I
o (n+1)! = (n+1)!

denn f(+D(€) = £ cos(€) bzw. fMHD(€) = £sin(€) und |cos(€)] < 1 und
|sin(§)] < 1, also [f*(€)] < 1. Also ist (R, 0(2))nen wieder Nullfolge und

damit

n—oo
0

n n

G AT RN o W G § L
cos:tz% (2n)!$ ) sm(a:)—zmx :

n=0

fiir alle z € R.

13.18 Korollar

Fiir jedes n € N wichst die Exponentialfunktion z — e® schneller gegen oo
als das Monom x +— z",

el‘

lim — = o0 (vel. (3.23)).
r—oo T
Bewelis:
Fir 2 > 0 und n € N fest ist
0 SL’k l,n—i—l T T
e’ = — > — — 00

fiir x — oo.
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13.19 Korollar
Es gilt tatsdchlich (vgl. (11.10 b) und (5.11)):

— 1
e=-exp(l) = Zm
n=0

13.20 Kommentar

Die Abschétzungen fiir das Restglied im Beweis geben nun auch die
Moglichkeit Funktionswerte von exp, cos und sin beliebig genau zu
berechnen, z.B. will man cos(1) und e = exp(1) auf zwei Nachkommastellen
genau berechnen, so braucht man:

a) n so groB, dass |Rano(1)] < 1555 = 1072, also (bei cos):

L1
(2n+1)! ~ 1000

also (2n 4 1)! > 1000, also 2n + 1 > 7, also z.B. bei n = 3.

Also:
cos(l) = 1_%+%_5+R6(1)
= 1—%+i—%0i103
= 0,544+1073
b) Wegen e < 3 ist fiir f = exp:
R < ST o3y

“(n+ 1! (n+ 1)

wenn (n + 1)! > 3000, also n +1 > 7, also

1 1 1 1 1 1

e = 1+ﬂ+5+§+a+a+a+R6<1)

H VI L I LTS
- 1 2 6 24 120 720

= 2,718+1073 .
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13.21 Satz
Die Reihe >~ | #X " konvergiert fiir —1 < x <1 und es gilt dort:

> (_1)n—1 .’I2 LIT3
ln(l—l—m)zg —a" = - —+ =—F....
! n 2 3

Beweis:
Nach der geometrischen Summenformel (31ehe (4. 10)) ist fiir alle t € R:

1+t 1+t P
und daher
Hrae v odt
In(l4+2z) = / =
(1+2) t o t+1
- Tondt
— / Z DFtkdt + (—1)" /
Z o 1+t
( k+1|a /aC t"dt
= t —1)"
Tondt
- Z< o
— o 1+t
T spz. Darstellung de;rRestgliedes beim In,
0 ()
also

Rauol) = (-1)" | s

o 1+t
Fir 0 <z <1lgiltnun firt € [0,z]: 1+t >1

x n+1 1
= |Ry, < [ thdt = < "=R0
| ’°(x>|—/0 ntl-mtl
und fir -1 <z <0gilt firt € [z,0] : 1+t >1+2x
1 1 fa™ 1 _—
= R, < |— t"dt| < . 0
| ’O(x)l_‘l—i—x/o '_x—i—l n+1 =~ (x4+1)(n+1)

Fiir |z| > 1 ist ((_lzln_lm"> gar keine Nullfolge und fiir z = —1 ist
(_1)2n—1 _ 1

(—1)”'_1.1'”
==
n n n

also ist die Reihe auch nicht konvergent (weil harmonisch (4.12)).
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13.22 Korollar
Die alternierende harmonische Reihe erfiillt
1 1 1 = (—=1)"t
1—5—1—5—11...—2——111(2).

n
n=1

Beweis:

13.23 Definition

Sei f: I — R oo-oft differenzierbar und a € I. Die formale Potenzreihe
— f™(a) n
R
heifit Taylorreihe von f in a.

13.24 Kommentar

a) Im Allgemeinen braucht die Taylorreihe einer oc-oft differenzierbaren
Funktion in einem Punkt ¢ € [ (aufler in @ = ) nirgends zu
konvergieren (vgl. auch Blatt 16, Satz 3 von Borel).

b) Selbst wenn sie fiir z # a konvergiert, braucht sie nicht gegen f(z) zu
konvergieren (vgl. (13.28 b))).

c) Wenn es allerdings iiberhaupt eine formale Potenzreihe (um a) P =
Yo gba(z — a)™ gibt, so dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € [
mit |z — a| < ¢ gilt:

f(z)=P(x) =) bulz—a)",
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so muss P die Taylorreihe von f in a sein. (Das folgt daraus, dass man
bei solchen Potenzreihen ,unter dem Summenzeichen“ differenzieren

darf, und daher
@) = Y e - )
dx™ ™ P

= Z %h:a bi(x —a)* =, - n!
k=0

()
Sbo= W ehesia )
n:

13.25 Definition

Eine oco-oft differenzierbare Funktion f : I — R heif3t reell-analytisch, wenn
es zu jedem a € [ ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle z € I mit |z — a| < § gilt:

f(x) =Tya(x)
Wir notieren:

¢“(I):={f : I — R| f ist reell-analytisch}

13.26 Kommentar

a) Jede Polynomfunktion f: R — R, ist reell-analytisch, denn P, , = f fur
n > deg(f) fiir alle « € R und damit

Tro(x) =P, = f(x), Vz € R

b) Ahnliche Argumente wie bei (13.17) (fiir @ € R bzw. a € (0,00) bei In)
zeigen, dass exp, cos, sin : R — R und In : (0,00) — R reell-analytisch
sind.

Pol(I) G C*(I) € C*(I) ,

wobei auch die letzte Inklusion echt ist, wie folgender Satz zeigt!
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13.27 Satz
Die Funktion f: R — R

_ Jexp(—2%) fiirz#0
fle) = { 0 firz =0

ist oo-oft differenzierbar und es gilt fiir alle n € N : f™(0) = 0.
’ Zeichnung fehlt ‘

13.28 Kommentar

a) Die Taylorreihe von f bei a = 0 ist also die Nullreihe, Ty = 0 und damit
konvergent, fiir alle x € R. Es ist aber

fl@) #0="Tro(x) , Vo eR\{0}.
Also ist f € €°(R)\¢¥(R).
b) Die Restgliedfolge (R, (z))nen ist damit fiir alle  # 0 keine Nullfolge, da
R,(x)= f(z) #0, Vn e N
konstant ist (und damit zwar konvergent, aber nicht gegen Null).

c) Es folgt auch, dass g : R — R

(z) e*z%cos% fiir x #0

xr) =

g 0 firx =0

eine €>-Funktion ist mit ¢’(0) = 0, ohne, dass dort ein lokales
Extremum oder ein Sattelpunkt vorliegt (vgl. (13.12)).

13.29 Lemma

Fiir jedes n € Ny gibt es ein Polynom p,, und ein «a,, € Ny, so dass fiir alle
x € R\{0} gilt:
f(n)(I) _ pn(x) -6_:%2

xon

Beweis: von (13.27)
Induktion der folgenden Aussage iiber n: f ist m-mal differenzierbar und

F™(0) =0
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n=0: f(0)=0v
n — n + 1: Dann ist fiir alle h # 0:

n n f"(h) as20) pa(h)
SO = O(0) = == T e e

nach Induktionsannahme und (13.29). Es ist nun limy,_,« pn(h) = p,(0) € R
und mit 3, :=a, +1 € Nund s = % gilt:

lim —exp(—%) = lim —eXP(_SQ)
h—o00 hpBn s—+oo (l)fgn
Sﬁn
= lim =0, (13.18).

Also ist
lim =(f™(h) = f™(0) =0,

damit ist f™ in z = 0 differenzierbar, in = # 0 sowieso (weil auf R\{0} f
eine Komposition von €*-Funktionen ist) und

F(0) = 2ol () 0.

]
Beweis: (13.29)
Induktion iber n:
n=20: )
fla) =
wéhle daher po(z) =1, o = 0.
n—n-+1:
d d (pu(z) _2
(n+1) e () _ n )
P = ) = o ()
—2a / -4 2 -5y
= () pula) e e
—(pu() €75 -y 2
e_x% 3,
= xan+3< Pn(2) + 2pn(2) — anz™pu(z))
— pn—i—l(x) . 6;721
Tr%n+1
mit o, + 3 =: a1 und pryg = (23p) (2) + 2pn(z) — pnx®pa(2))
O
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13.30 Kommentar

a) Eine Polynomfunktion vom Grad n ist bereits festgelegt, wenn man sie
an n + 1 (verschiedenen) Stellen kennt (Ubung). Eine C*°-Funktion
dagegen ist sehr ,flexibel“. Ist z.B. f : R — R oc-oft differenzierbar
und ist f(z) = 0 - sagen wir fiir 0 < x < 1, so kann man i.A. keine
Aussage dariiber treffen, wie sie sich fiir < 0 oder x > 1 verhilt.

b) Ist dagegen f reell-analytisch, so ist f wiederum sehr starr. Aus dem
folgenden Satz geht beispielsweise unmittelbar hervor: Ist f : R — R
reell-analytisch und f|(a—e,a+¢) = 0, fiir ein a € R und € > 0 beliebig
klein, so ist f(z) = 0 schon fiir alle z € R.

13.31 Satz: Indentititssatz fiir reell-analytische
Funktionen

Seien f,g : I — R reell-analytisch, a € I und f™(a) = ¢™(a) fiir alle
n € No. Dann ist f(z) = g(x) fir alle z € I.

Beweis:
Sei I = (o, f) mit o, 5 € R. (Wenn f und ¢ auf jedem endlichen, offenem
Intervall iibereinstimmen, so ist f = g. Sei nun

c:=sup{x €1: fl|la,z] = g|la,z]} € [a, F].

Ist ¢ < 3, soist f™(c) = g™ (c) Vn € Ny, weil f|(c —6,¢c)| = g|(c — J,c)] fiir
¢ > a gilt (falls ¢ = a nach Vorraussetzung).

= Tf,c = Tg,c
= f(@) =Tpe =Ty = g(x)

fiir alle z mit ¢ < 2 < ¢+ 9, bel einem § > 0, weil f und g reell-analytisch
sind. Widerspruch zur Definition von ¢! Also ist ¢ = 3. Ahnlich sieht man,
dassinf{z € I : fl|z,a] = g|[x,a]} = aist, also ist f(z) = g(x), Vz € (a, ).

OJ
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14 Gleichméflige Konvergenz von
Funktionenfolgen

14.1 Motivation

Sei (f,) eine Folge von Funktionen f,, : I — R, n € N. Fiir jedes z € I sei
die Folge reeller Zahlen (f,,(z))nen konvergent. Setzte f: I — R

fl@) = lim (fu(2))

kurz f=1lim, .o fn.
Frage: Welche Eigenschaft von f,, , vererben® sich dabei auf f7

14.2 Beispiele

Sei I =[0,1], fn: I — R, fu(x) =z, fiir n € N. Dann ist fiir 0 < z <
1: (fu(z)) = 0fir n - oo und fiir x = 1: f,(x) =1, Vn € N, also
(fn(1)) = 1. Fiir f: I — R mit

f(gc):{o fir 0<xz<1

1 fir z=1

gilt also (f,) — f.

‘ Zeichnung fehlt ‘

Beachte: f, ist stetig fiir alle n € N, aber f ist nicht stetig (in z = 1), also:
lim (lim f,(x)) =0# 1= lim (lirri fn(x)).

r—1 n—oo

14.3 Beispiel
Betrachte f, : [0,1] — R,

n2x fiir 0§x<%
falz) = —nPz+2n fir 2<az<?2
0 fir %Sxﬁl

’ Zeichnung fehlt ‘
Damn ist mit f: [ — R, f(z) = 0Ve € I (fa(2)) = 0 = f(x), also
(fn) — 0. Beachte nun:

=1, Vn € N,

! 2 1
/0 fn(:n)d:vzﬁ-n-ﬁ

133



aber fol f(x)dz = 0, also:

1

1
lim fo(x)dr =1#0= / lim f,(z)dz.
0 0 n—oo

n—oo

=1 =0

14.4 Definition

Sei I C R ein Intervall und (f,) eine Folge von Funktionen, f, : I — R und
sei f:1—R.

a) Man sagt, (f,) konvergiert punktweise gegen f, (f,) — f, wenn f(x) =
lim,, oo (fn(x)) ist, fiir alle z € I, also:
Fiir jedes € > 0 und fiir jedes x € I gibt es ein ny = ng(e, z), so dass
fiir alle n > ngy gilt:

|[fn(z) = fz)] <e.

glm.

b) Man sagt, (f,) konvergiert gleichméfig gegen f, (f,) — f, wenn es zu
jedem € > 0 ein ng € N gibt, so dass fiir alle n > ny und fiir alle x €
gilt:

[ful2) = f2)] <e.

(Diesmal héngt ng nicht von x ab; ng gilt fiir alle x!)

14.5 Kommentar

a) Jede gleichmifig konvergente Funktionenfolge ist natiirlich punktweise
konvergent, nicht aber umgekehrt (siche Beispiel (14.2) und (14.3)).

b) GleichméBige Konvergenz bedeutet, dass zu einem beliebig kleinen & > 0
fast alle Graphen von f,, im e-Schlauch um den Graphen von f liegen.

’ Zeichnung fehlt ‘

14.6 Satz

Seien f,, f: 1 — R (n € N) Funktionen und f,, sei stetig, fiir alle n € N. Es
konvergiere (f,,) gleichméBig gegen f. Dnn ist auch f stetig.

Beweis: (,5-Argument®)

Sei a € I und € > 0 gegeben. Z.z.: Es gibt ein § > 0, so dass Vz € [ mit
|z —al < 9§ gilt: |f(z) — fa)| <e.
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Da (f,) o f, gibt es ein ng € N, so dass Vo € I gilt: |f,,(z) — f(z)] < 5.
Da f,, stetig in a ist, gibt es ein § > 0, so dass Vz € [ mit |x — a| < 0 gilt:
| frio () — fro(a@)] < 5. Es folgt nun fiir alle 2 € I mit |z — a| < ¢:

[f(2) = fla)] < [f(2) = fao(2)] + | o (2) = Fro(@)] + | o (@) — f(a)]

- 5+5+5
3 3 3
= ¢

14.7 Satz

Seien f,, f : la,b] — R Funktionen, f, stetig fiir jedes n € N und f,
konvergiere gleichméfig gegen f. Dann ist

n—oo

b b
lim fn(m)dx:/ f(x)dz.

Beweis:
Wegen (14.6) ist f auch stetig und damit integrierbar (siche (7.15)). Sei

e > 0. Da (f,) gl f, gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:

€
b—a

| fulz) = f(2)| < . Yzel

Es folgt fiir n > ny:

/ab fo(z)dx — /abf(q:)dq:

also
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