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1 Vektorraume

1.1 Definition: Gruppe

Ein Paar (G, %) bestehend aus einer Menge G und einer Verkniipfung * :
G x G— G, (a,b) — a x b, heifit eine Gruppe, wenn folgendes gilt:

a) Fir alle a,b,c € G gilt: (a * b) *x c=a x (b * ¢) (Assoziativgesetz).
b) Es existiert ein Element e € G, so dass gilt:

i) Va € Gistaxe =a = exa (Existenz des neutralen Elementes)

ii) Zu jedem a € G existiert ein b € G, so dass gilt: a x b=e=b x a
(Existenz des inversen Elements).

1.2 Kommentar

a) Ahnlich wie bei der Korperdefinition (siche Teil I) sieht man, dass das
neutrale Element e € G und auch das inverse Element a € G eindeutig
bestimmt ist. (Ubung)

b) Oft wird die Verkniipfung einer Gruppe G multiplikativ geschrieben (oder
auch der Punkt ganz weggelassen),

In diesem Fall wird das neutrale Element mit e =1 und das zu a € G
inverse Element mit a~! bezeichnet,

(vgl. allerdings 1.4).

1.3 Definition: abelsch

Eine Gruppe (G, *) heifit abelsch (oder auch kommutativ), wenn fiir alle
a,b € G gilt:
a * b=>b* a (Kommutativgesetzt)



1.4 Kommentar: additive Verkniipfung

a) Ist eine Gruppe (G, *) abelsch, so notiert man ihre Verkniipfung meist
additiv:
a*xb=a+ b

Das neutrale Element wird dann tiblicher Weise mit e = 0 und das
inverse Element zu a € G wird mit —a bezeichnet,

a+0=a=0+a,
a+(—a)=(—a)+a=0.

b) Ist (K, +,-) ein Korper, so ist (K, +) eine abelsche Gruppe, auch (K*,-)
mit K* = K\ {0} ist eine abelsche Gruppe und das Distributivgesetz
gilt:

a-(b+c¢)=a-b+a-c,

fiir alle a,b,c € K .

1.5 Beispiele

a) Eine Gruppe G besitzt nach (1.1 b) mindestens ein Element. Die
einfachste aller Gruppen (die triviale Gruppe) ist daher sicher:

G ={0}
(mit der offensichtlichen Verkniipfung "0+ 0 = 0").

b) Jeder Korper K zusammen mit seiner Addition ist offenbar eine abelsche
Gruppe, z.B. K =R, C,Q, F;.

c) Ist K ein Korper, so ist auch K* zusammmen mit der Multiplikation des
Korpers eine abelsche Gruppe, z.B.

R*7C*7Q*7F2*‘

d) G = 7Z zusammen mit der Addition ist eine (abelsche) Gruppe. (Ubung)
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e) Sei X eine beliebige Menge. Auf der folgenden Menge
G :=Bij(X) :={f : X — X]| f ist bijektiv}
betrachten wir die Verkettung
0:GxG—G, (f.g)r fog

als Verkniipfung. Es ist dann G eine (wenn X mindestens drei Elemente
hat nicht abelsche) Gruppe (Ubung). Ist speziell X endlich mit n
Elementen, sagen wir X = {1,...,n}, so wird G mit:

S, = Bij{1,...,n})
bezeichnet. Sie heifit die symmetrische Gruppe in n Eintrdgen und hat

n! Elemente.

1.6 Definition: Untergruppe

Sei G eine Gruppe. Eine nicht-leere Teilmenge H C G heifit eine
Untergruppe von G, wenn gilt:

a) Fir alle a,b € H ist auch ab € H;

b) fiir alle a € H ist auch a™! € H.

1.7 Kommentar: jede Untergruppe ist Gruppe

Ist H C G eine Untergruppe, so enthédlt H nach Definition mindestens ein
Element a € H. Nach a) und b) ist dann aber auch 1 = a-a~! € H. Die
Einschrankungen der Verkniipfung mit % : H x H — H macht dann (H, %)
selbst zu einer Grupppe.

1.8 Beispiel

a) Ist G eine Gruppe so sind H := {1} und H := G offenbar Untergruppen
(die trivialen Untergruppen).

b) Sei G = Z und n € N. Dann ist offenbar
nZ={nk € Z:kel}

fiir jedes n € N eine Untergruppe von Z.
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1.9 Definition: K-Vektorraum

Sei K ein Korper. Ein Tripel (V, +, -) heifit ein K-Vektorraum (Vektorraum
iiber K), wenn V eine Menge, + : V x V. — V eine (innere) Verkniipfung
und - : K x V — V eine (duBere) Verkniipfung, so dass gilt:

a) (V,+) ist eine abelsche Gruppe;
b)
i) Fir allev e V gilt: 1-v = v;
ii) fir alle v,w € V, und X € K gilt:
A (04 w) = () + ()
iii) fir alle v € V und A, p € K gilt:
A+p)-v=A-v)+(p-v);
iv) fur alle A\, p € K und v € V gilt:
(Ap) -v = A (- 0).

1.10 Kommentar

a) Ein K-Vektorraum V hat also stets mindestens ein Element: dass
Nullement 0y, welches man nicht mit dem Nullelement des Korpers
0x verwechseln sollte. Der einfachste K-Vektorraum ist deshalb durch:

v ={0}

(und + und - in offensichtlicher Weise definiert) gegeben. Er heifit der
Null-Vektorraum.

b) Die innere Verkniipfung + eines K-Vektorraums (V, +, -) wird iiberlicher
Weise als die Addition in V' und die duflere Verkniipfung - als skalare
Multiplikation in V' bezeichnet. Die Elemente von V heiflen Vektoren
und die Elemente aus dem Korper K nennt man iiblicher Weise
Skalare.

c) Oft spricht man (etwas ungenau) nur von einem Vektorraum V
(unterdriickt also die Verkniipfungen + und - und auch den
Grundkorper K'), wenn klar ist, iiber welchem Korper der Vektorraum
liegt. Der Punkt fiir die skalare Multiplikation wird haufig weggelassen
und Punktrechnung geht wie iiblich vor Strichrechnung, z.B. bedeutet:

AU+ pw = (A -v) + (p-w)
fir \, p € K, vyw eV,

12



1.11 Beispiele
Sei K ein Korper.

a) Fir n € N definieren wir auf dem cartesichen Produkt:
V=K"={(x1,...,2,) 2, € K;ji=1,....,n}
eine innere Verkniipfung 4+ : V x V — V durch
(@1y ey 0) + Y1y s Yn) 1= (1 4+ Y1y oy T + Yn)
und eine dufere Verkniipfung - : K x V +— V durch
ATy ooy @) 1= (AT, ooy ATy,).

Dann wird (V,+,-) zu einem K-Vektorraum, den wir mit K"
bezeichnen (Ubung).

b) Speziell im Fall n = 1 sehen wir, dass jeder Korper ein Vektorraum iiber
sich selbst ist. (Die innere Multiplikation des Korpers % : K x K +— K
von K nun eben als skalare Multiplikation von K auf K = V aufgefasst.)

c) Sei X (irgend) eine Menge. Auf
V= Abb(X,K) :={f : X — K Abbildung}
definieren wir innere und duflere Verkniipfung so:
(f +9)(x) = f(x) + g(x)
(Af)(x) = Af ()

fir A € K, f,g € V, z € X. Es wird dann V damit zu einem
K-Vektorraum (Ubung).
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1.12 Kommentar: geometrische Interpretation

a) Fir K = R und n = 2 bzw. n = 3 bietet Beispiel (1.11.a)
ein Modell fiir die Anschauungsebene und den Anschauungsram. In
ihm kann man die Addition und skalare Multiplikation durch die
folgende ” Parallelogrammregel” und Streckung bzw. Stauchung
(geometrisch) interpretieren.

| Abbildung fehlt

Die Theorie der Vektorrdume (und ihrer linearen Abbildungen) wird
deshalb auch geeignet sein, Probleme der analytischen Geometrie
zu behandeln.

b) Die Axiome (a) und (b) aus (1.9) implizieren nun eine Reihe von
Rechenregeln (&dhnlich wie dies die Képeraxiome fiir das Rechnen in
K tun (vgl. Teil 1)), z.B. gilt:

VUGVZOK'UZOV,

denn aus Oxv = (0g + Ox)v = Ogv + Ogv folgt durch Addition des
Negativen —0gv auf beiden Seiten, dass Oy = Ogv. Im Folgenden lassen
wir den Index 'K’ oder "V’ weg, weil in der Regel klar sein wird, welche
Null gemeint sein wird.

1.13 Definition: Untervektorraum

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Teilmenge U C V
heifit ein Untervektorraum von V' (kurz: Unterraum), wenn folgendes gilt:

a) VowelUgilt:v+we U,
b) VAe K,veUgilt: A-vel.

1.14 Kommentar: Unterraume

a) Jeder Unterraum U C V enthélt das Nullelement von V, denn es gibt ein
v € U. Wegen (b) ist dann auch —v = (—1)v € U und wegen (a) dann
auch 0 =v + (—v) € U.

b) Die Einschrankungen von + und - auf U x U und K x U machen dann
(U,+, ) selbst zu einem K-Vektorraum.

c) U ={0} und U =V sind offenbar Unterrdume. Sie heiflen die trivialen
Unterrdume.
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1.15 Beispiele: Unterrdume

Sei K ein Korper, n € N.

a) Sei v € K™ beliebig. Dann ist
U={\veK": e K} (= Kv)

ein Unterraum von V' (denn Av + pv = (A + p)v und A(uw)) = (Ap)v.
Fiir v # 0 nennen wir U eine Gerade in K".

b) Seien v,w € K" beliebig. Dann ist
U={w+pweK": \puecK}

Unterraum. (Ubungsaufgabe) Fiir v,w # 0 und w ¢ Kv heifit U eine
Ebene in K.

c) Sei V ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V (r € N). Dann ist
U={ v+.+ v, eV NeKi=1,.,r}
ein Unterraum von V (Ubung).
d) Sei X =[0,1] CR und k € N (oder k = oo oder k = w). Dann ist
U=C"X)={f:[0,1] — R : f ist k-mal stetig diff’bar} C Abb(X,R)
(vgl 1.11 ¢) (nach Teil I) ein Unterraum.
e) Sei
KX ={ay+auX+.+a X" :reNy, ;€ K, i=0,....1}

die Menge der (formalen) Polynome mit Koeffizienten in K. Wir
definieren

(a0 + a1 X + ...+ ar X7) + (bo + 01 X + .. + 0, X7)
= (ag + bo) + (a1 + b1) X + .. + (Gmax(rs) + Dmax(r.s)) X )

(wobei a; = 0 fir i > r bzw. b; = 0 fiir j > s sei). AuBlerdem setzen
wir:

Mag+ a1 X + ...+ a, X") := dag + (Ma)) X + ... + (Na, ) X" .
Dann wird K[X] zusammen mit + und - zu einem K-Vektorraum
(Ubung).
f) Sei weiter fiir jedes n € N
K[X]™ .= {P € K[X] : deg(P) < n}

(mit P = >"7_,a; X" und deg(P) = r := r = max{k € Ny : a;, # 0}
sowie deg(0) := —oc). Dann ist K[X]™ ein Unterraum von K|[X].
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1.16 Definition: Familie

Seien I und X Mengen. Eine (/-indizierte) Familie (von Mitgliedern) in
X ist eine Abbildung f: I — X. Ist a; = f(i), fiir i € I, so wird sie iiblicher
Weise mit

a= (ai)iel

bezeichnet. I heift Indexmenge der Familie.

1.17 Kommentar: Familien und Folgen

a) Eine Familie in X ist etwas anderes als eine Teilmenge von X. Ist zum
Beispiel I endlich mit I = {1,...,n}, so ist eine Familie in X indiziert
iiber I ein n-Tupel

a=(ay,as,...,ap,) .

Dabei kommt es durchaus auf die Reihenfolge der Mitglieder an und
es konnen auch Mitglieder mehrfach auftreten. Zu unterscheiden ist
deshalb a von der Teilmenge

A= {al,az, ...,an} - X .

b) Ist I = N, so heiit eine I-indizierte Familie in X eine Folge in X.

Im Folgenden sei K stets ein Korper.

1.18 Bemerkung: Unterrdume

Sei V' ein K-Vektorraum und sei (U;);er eine Familie von Untervektorraumen
von V. Dann ist auch die Schnittmenge der Familie

U:= ﬂUi
i€l

ein Unterraum von V.

Beweis:
Da0eU; Viel, ist 0 €U und damit U # &. Selen v,w € U = v,w €
U, Viel=v+welU, Viel=v+weU. Ahnlich:v e U, A € K =
A-vel.

OJ

16



1.19 Definition: Erzeugendensystem

Sei V' ein K-Vektorraum und a = (v;);e; eine Familie in V. Der kleinste
Untervektorraum, der alle Mitgleider von a enthélt, heift der von a erzeugte
Unterraum und wird mit (a) bezeichnet, also:

(a) := N U .

UCV Unterraum , U>3v; V i€l

Ist W = (a) C V, so heiit a ein Erzeugendensystem von W.

1.20 Bemerkung

Sei V ein K-Vektorraum und a = (v;);c; eine Familie in V. Dann gilt:

(a>:{2)\ivi€v: )\ieKfiirz'el,undAizofﬁrfastalleie[} .
iel

Beweis:

Jeder Unterraum U C V| der alle v; € V enthélt, ¢« € I, muss auch jede
Linearkombination A\, v;, +...+\; v;, enthalten. Setzen wir U := {Ziel )\ivz-}

so ist also: U C (a) Es ist aber U offenbar auch eine Unterraum mit v; €
I,V i€ I. Daher gilt auch U D (a), also:

U= (a).

1.21 Kommentar: Linearkombination

a) Ist I eine unendliche Menge, so bedeutet (wie in Teil 1) "fiir fast alle
1 € I”, dass fiir hochstens endlich viele ¢ € I die Bedingung nicht gilt.
In unserem Fall ist also :

Z )\ﬂ)i = /\i1vi1 + ...+ )\irvir

iel
nur eine endliche Summe (wo i1, ..., 7, € I gerade die Indizies i seien, wo
A; # 0 ist). Damit ist auch erklart, was die Summe ") ., ” bedeutet.

b) Wie in Teil 1 vereinbaren wir, dass fiir [ = &:

Z =0 (in V)

1€

sel.
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c) Sind vy, ...,v, € V und Ay, .., A, € K so nennt man:
'
/\1’01 + ...+ )\TUT = Z Aﬂ)i
i=1
eine Linearkombination von (vy,...,v,) in V.

1.22 Kommentar
Sei V eine K-Vektorraum.

a) Setzt man a = (v),ey mit [ = V, so ist natiirlich (a) = V, also a
Erzeugendensytem fiir V. Oft ist man allerdings interessiert, moglichst
kleine Erzeugendensysteme fiir V' zu finden.

b) Fiir V = {0} ist offenbar die leere Familie (), das heifit (I = @) ein
Erzeugendensystem.

1.23 Beispiel: Erzeugendensysteme
Sei K (wie immer) ein Korper.

a) Firn € Nund jedem i € {1,...,n} setzen wir:

i-te stelle

Setzen wir fiir j, k € N:

J

5 1 wenn j =k
"o wenn j # k ,

das so genannte Kronecker-Symbol, so ist also:

ei:(éli,...ﬁm) (221,,n) .

Es ist dann a = (eq,...,e,) ein endliches Erzeugendensystem fiir

V = K", denn jeder Vektor v = (x1,...,7,) € K" ist offenbar

Linearkombination von ey, ..., e,:
v=(T1,...,2) =T161 + ... F Tpep .

b) Die Familie der Monome (1, X, X2, ...) ist ein Erzeugendensystem von
K[X].
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1.24 Definition: endlich erzeugt

Ein K-Vektorraum heiit endlich erzeugt, wenn es ein endliches
Erzeugendensystem a = (vq,...,v,) von V gibt,

V={(v1,...,0,)) = (v1,...,05) .

1.25 Beispiel: endlich erzeugt
Fir jedes n € N ist nach (1.23) V' = K" endlich erzeugt. K[X] oder

C€H(I) (I =10,1]) (bei K =R, k € NU {o0,w}) sind es nicht (vgl. (1.42)).
1.26 Motivation: sparsame Erzeugung

Um einen Vektorraum ,,so sparsam wie moglich zu erzeugen® fithrt man
folgenden wichtigen Begriff ein:

1.27 Definition: linear unabhingig

Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Familie a = (v, ... v,) bestehend aus
n Vektoren heifit linear unabhéngig, wenn folgendes gilt: Sind A{,..., A\, €
K derart, dass

AMvr+ ...+ A\u, =0

ist, so muss bereits Ay = ... = \, = 0 sein.

1.28 Kommentar: linear abhingig

a) (vy,...,v,) ist linear unabhéngig, genau wenn keines der Mitglieder
Linearkombination der anderen ist,

(% ¢ <U17" '7,Uiflavi+17"'7vn> )

Vi =1,...,n. Ist ndmlich (vq,...,v,) linear abhingig, d.h. nicht
linear unabhéngig, so gibt es also Ay, ..., A, € K mit:

)\11}1+...+)\nvn:0,

und nicht alle \; = 0. Ist etwa A\; # 0 so ist dann:

19



also Linearkombination von wvy,...,v, Ist umgekehrt etwa v, eine
Linearkombination von vy, ..., v,_1,

Up = 101+ ...+ fp—1VUn—1
(mit gy, ..., pn1 € K) so ist
pivr 4 oo+ 11 + (=1)v, =0

also mit
)\1 el ) P An—l = Hn—1, An =—1

auch
)\1U1+...+)\nﬂn:0,

und dabei sind nicht alle \;’s gleich Null.

b) Ist a = (vy,...,v,) linear unabhéngig, so ist insbesondere v; # 0 fiir alle
i =1,...,n, Weiter ist vo & (v1),v3 & (v1,v9) usw., also 0 C (v1) €
<’U1,'U2> g <U1,U2,’U3> e g <’Ul, e ,Un>.

1.29 Beispiel: linear unabhingig

a) Die leere Familie () gelte als linear unabhéngig.

b) Sei V.= K™ (n € N). Dann ist a = (e, ..., e,) linear unabhéngig, denn
ist:
)\1€1+...+)\n€n:0

soist (A,...,A,) =0,also \y =X =...= A, =0.

c) Die Familie (1, X, X? ...) in V = KI[X] ist linear unabhiingig (siche
(1.30), Ubung).

d) Die Familie a = ((1,0),(0,1),(1,1)) in V = K? ist linear abhéingig, denn
1 1 0
=1 1

V3 = U1 + Vo

also

mit v; = (1,0),v2 = (0,1) und vy = (1,1). Beachte aber: Jede der
Teilfamilien (vy, vs), (v1,v3), (ve, v3) ist linear unabhingig.
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1.30 Kommentar: linear unabhingig

a) Fir eine unendliche Familie (v;);e; in V' sagt man, dass sie linear
unabhéngig ist, wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhéngig ist.

b) Wenn Erzeugendensysteme eines K-Vektrorraums V' nicht zu klein
sein konnen, konnen linear unabhéngige Familien nicht zu grof3 sein.
Gewissermaflen optional ist die Situation, wenn Folgendes vorliegt:

1.31 Definition: Basis

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Familie a = (vq, ..., v,) heiit eine Basis von
V', wenn folgendes gilt:

a) a ist Erzeugendensystem,

b) aist linear unabhéngig.

1.32 Beispiel: (kanonische) Basis

a) Die leere Familie () ist also eine Basis des Nullraums.

b) Sei n € N. Dann ist offenbar a = (ey, .., €,) eine Basis von V' = K™. Wir
nennen sie die kanonische Basis von K".

c¢) Auch ((1,1),(1,—1)) ist z.B. eine Basis von R* (oder allgemeiner K2,
wenn 1+ 1 # 0 in K ist, Ubung).

d) (1,X,...,X") ist eine Basis von K[X]™ (Ubung).

1.33 Kommentar: Basis

a) Allgemein sagt man, dass eine Familie a = (v;);e; von Vektoren in V' eine
Basis heifit, wenn sie Erzeugendensystem und linear unabhéngig ist.

b) Zum Beispiel ist (1, X, X? X3 ...) in K[X] eine Basis.

c) Es ist tiberhaupt nicht einfach zu sehen, dass jeder (endlich erzeugte)
Vektorraum eine Basis hat, und dass je zwei Basen jeweils die gleiche
Lange haben, d.h. die gleiche Anzahl von Mitgliedern. Dazu:
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1.34 Lemma

Sei V ein K-Vektorraum, n € Nund 0 < r < n — 1. Seien vy,...,v, € V,
derart, dass (vy,..,v,) linear unabhéngig, aber (vy,...,v,) linear abhingig
ist. Dann existiert ein

pe{r+1,...,n}, so dass gilt:

(U1, Un) = (V14 ooy Up1, U1y oo v, V)

Beweis:
Aus den Voraussetzungen folgt, dass es A;,...,\, € K und ein p €
{r+1,...,n} mit A\, # 0 gibt, so dass gilt:

)\1U1+-"+/\nvn:0

e Api Apit An
= Up —A—Ul—. . .—A—'Upfl—)\—vp+1—. . .—>\—'Un S <’U17 ceey Up—1,Upt1, - - 7Un>
P P P P
= (V1,.. ., V) = (U1, o, Upe1, Uptdy - -« Up) -
0J

1.35 Satz: Basen endlicher Linge

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann besitzt V' eine Basis. Jede
Basis von V' hat endliche Lénge.

Beweis:

Sei a = (vq,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Durch Weglassen
von Mitgliedern konnen wir a gegebenenfalls so verkleinern, dass das
(verkleinerte) a minimales Erzeugendensystem ist (d.h.: jede Teilfamilie
o von a mit o # a ist kein Erz-System mehr). Sei also oBdA: a ein
min. Erzeugendensystem. Nach Lemma (1.34) muss a dann schon linear
unabhéngig und damit eine Basis sein.

Ist (vy,...,v,) eine endliche Basis, (w;);c; eine beliebige Basis, so existiert
eine endliche Teilmenge I’ C I, so dass:

V= (v1,...,0,) C ((wy)ier)

denn jedes v, (k = 1,...,n) ist Linearkombination von nur endlich vielen
w;’s. Dann ist bereits (w;);ep erzeugend und damit Basis, also I’ = I.

O
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1.36 Kommentar: Basis

a) Hier erst sieht man z.B., dass V = K[X] nicht endlich erzeugt ist, denn
(1, X, X2, ...) ist eine unendliche Basis.

b) Auch ist hier erst klar, dass z.B. V' = K" keine unendliche Basis haben
kann.

c) Noch nicht klar ist, dass fiir einen endlich erzeugten Vektorraum V' je
zwei Basen a = (vq,...,v,,) und b = (wy, ..., w,,) gleiche Linge haben,
also m = n ist.

1.37 Satz: Basiserginzungssatz

Sei V' ein K-Vektorraum, vy, ...,v,,wy,...,w, € V derart, dass (vy,...,v,)
linear unabhéngig und (wy,...,w,,) ein Erzeugendensystem ist. Dann
existiert eine Zahl » < n < r + m und paarweise verschiedene 4,,1,...,%, €
{1,...,m}, so dass:

(V1,0 Uy Wiy o Wiy, )
eine Basis von V ist.
Beweis:
Es gibt sicher paarweise verschiedene Indizes 4,41,...,%, (mit r < n < r+
m), so dass (vi,...,0,, W ,,-..,w;,) Erzeugendensystem wird, z.B. wenn
man n :=r +mund i1 = 1,..., 44, = m setzt. Anwendung von (1.34)
liefert wiederrum, dass man durch Weglassen einiger w;,’s erreichen kann,
dass (vi, ..., Up, Wy, ..., w;, ) nicht nur erzeugend bleibt, sondern auch linear

unabhéngig, also eine Basis wird.

0
1.38 Satz: Linge von Basen
Sei V' ein K-Vektorraum und seien a = (vy,...,v,) und b = (wy, ..., wy,)

Basen von V. Dann gilt: n = m.
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Beweis:

Die linear unabhénige Familie (va,...,v,) kann man nach (1.37) durch
Hinzunahme mindestens eines Mitgliedes aus b zu einer Basis von V' ergénzen:
Jiy, .., iy € {1,..., m} paarweise verschieden mit (w;,, ..., w;, vz, . ..., Uy)
ist Basis, r1 > 1. Das gleiche Argument liefert ¢, 11,.... %0 ,4r, €
{1,...,m}, so dass dy,....,9,1r, paarweise verschieden sind mit:
(Wiy, oy Wiy 0 V35, V) it Basis, 75 > 1. Nach n Schritten gibt
es also i1,..., 0ot ar, € {1,...,m} paarweise verschieden, so dass
(Wi, -y wi, ., ) Basis von V ist. Also:

m>r+...+r,>14+....+41=n.
————

n—mal

Aus Symmetriegriinden folgt auch n > m, also n = m.

1.39 Definition: Dimension von V

Sei V' ein K-Vektorraum.
a) Ist V endlich erzeugt und (vy,...,v,) eine Basis und V, so heifit:
dimgV :=n
die Dimension von V (iiber K).
b) Ist V nicht endlich erzeugt, so setzen wir:

dimgV =00 .

1.40 Kommentar: wohldefinierte Dimensionen

a) Man beachte, dass erst Satz (1.38) (und (1.35)) sicher stellt, dass die
Dimension eines Vektorraum wohldefiniert ist (d.h. unabhéngig von
der gewidhlten Basis).

b) Man kann zeigen, dass auch nicht endlich erzeugte Vektorraume stets eine
Basis haben (siehe z.B. Bosch). Jeder Vektorraum hat also eine Basis!
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1.41 Korollar

a) Ist V endlich erzeugt und U C V ein Unterraum, so ist U auch endlich
erzeugt und es gilt:

b) Ist V endlich erzeugt, U C V ein Unterraum mit dimxU = dimgV, so
ist schon U = V.

Beweis a) Sei a = (vy...,v,) eine Basis von V. Sei weiter b = (wq, ..., wy)
linear unabhéngig in U. Wegen (1.37) kann man (wi,...,wy) mit
Mitglieder aus a zu einer Basis von V erginzen. Wegen (1.38) ist
dann £ < n. Insbesondere ist auch U C V endlich erzeugt und

Beweis b) Ist nun dimgU = dimgV und 6 = (wy,...,w,) Basis von U,
so muss b auch Basis von V sein, sonst kénnte man es mit mindestens
einem Mitglied aus a zu einer Basis von V' ergénzen, die aber mehr als
n Mitglieder hétte.

0
1.42 Beispiel: Dimension
a) Sei n € Ny. Dann ist offenbar:
dimg K" :=n ,
weil (eq,...,e,) eine Basis ist. (Fiir n = 0 fassen wir K° als den

Nullvektorraum auf.)
b) Die Polynome vom Grad kleiner gleich n erfiillen offensichtlich:
dimg K[X]™ =n+1,
weil (1, X,..., X™) eine Basis ist.

c) Fasst man V' = C als R-Vektorraum auf, so ist offenbar (1,7) eine R-Basis
von C. (Natiirlich ist (1) eine C-Basis von C.) Es ist also:

dimgC = 2, aber dimcC =1 .
d) Natiirlich ist z.B.
dimg€([a, b]) = oo

(vel. (1.25)), denn die Polynomfunktionen Pol C €([a, b]) sind bereits
ein unendlich-dimensionaler Unterraum (Ubung).

25



1.43 Definition: (direkte) Summe

Sei V' eine K-Vektorraum und U;, U; C V' Unterrdume.

a) Es heifit dann:
Uy +Us :={vy +vg:v1 € Up,vg € Us}
die Summe von U; und Us.
b) Ist zudem U;NU; = {0}, so nennen wir die Summe direkt und schreiben

dann U; @ Us.

1.44 Kommentar: Komplement

a) U; + U, ist offenbar wieder Unterraum von V. Er ist der kleinste
Unterraum von V', der sowohl U; als auch U, enthélt,

U1+U2:<U1UU2>.

b) Jedes Element v € Uy + Us besitzt also eine Darstellung v = vy + vy mit
vy € Uy und vy € Us. Ist die Summe direkt, so ist die Darstellung sogar
eindeutig. Denn ist

V=11 + Vg = Wi + Wy

mit vy, w; € Uy und vy, wy € Uy, so ist
wl—vlzvg—wQGUlﬂng{O},
also v = wy und v9 = ws.

c) Ist V. =U; @& U,, so nennt man Us ein Komplement von U; in V.

1.45 Beispiel: direkte Summe

Sei V = K3 und U; = (e, e5) und Uy = (ey, e3) (wo (ey, €9, €3) die kanonische
Basis von V' sei). Dann ist:

U +U; = (eg,e9,e3) =V,

aber die Summe ist nicht direkt, denn es ist U; N Uz = (e1) # {0}. Dagegen
ist z.B. mit U} := ((1,1,1)):

V=Ua®aU,.
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1.46 Satz

Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und U C V' ein Unterraum. Dann
gibt es ein Komplement U’ C V, also V = U @ U’, und es gilt:

dimV =dimU + dim U’ .

Beweis:
Sei a = (v1,...,v,) Basis von V und b = (wy,...,wy) eine Basis von U
(k <n). Wir ergénzen b nach (1.37) mit Mitgliedern v;,, ..., v;,, paarweise

verschieden, zu einer Basis von V und setzen:
I [p—
U = <'Uik+1,...,1)in>gv.

Dann ist UNU" = {0}, U +U" =V, also V. =U ®U'. Da (vs_,,-..,vi,)
Basis von U’ ist gilt:

dimU +dimU' =k + (n— k) =n=dimV .

1.47 Korollar: Dimensionsformel

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U, U’ C V Unterrdume. Dann
gilt die folgende Dimensionsformel:

dimU +dim U’ = dim(U + U') + dim(U N U") .

Beweis:
Sei W C U ein Komplement von UNU’ in U und W’ C U’ Komplement von
UNnU in U,
U=UnUYe W,
U=UnU)pW".
Es ist dann

U4+U =(UnUYaW)+(UNnUYaW)=UNU)+W + W

und diese Summe ist sogar direkt (d.h. jeder Summgnd geschnitten mit der
Summe der restlichen beiden ergibt den Nullraum (Ubung)). Mit (1.46) ist:

dimU = dim(UNU") + dim W ,
dim U’ = dim(U N U") + dimW’
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und
dim(U 4+ U") = dim(U N U’) +dim W + dim W’ .

= dim(U + U’) + dim(U N U’)

2dim(UNU') 4+ dim W + dim W'
= dimU +dim U".
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2 Lineare Abbildungen

Sei K stets ein Korper.

2.1 Definition: Homomorphismus

Seien V' und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V' — W heifit (K-)
linear (oder ein (K-) Homomorphismus), wenn gilt:

a) Fiir alle vy, vy € V ist:
for+v2) = flv1) + f(v2) ;
b) fiir alle A € K und v € V gilt:
f(w) = Af(v) .

2.2 Beispiel: Homomorphismen

a) Die Nullabbildung: f : V' — W gegeben durch f(v) =0, Vv € V, ist
offenbar K-linear und wird oft mit 0 : V' — W bezeichnet.

b) Ist V = W so hat man stets die Identitit f : VV — V gegeben durch
f(v) = v, fiir alle v € V. Sie ist offenbar K-linear.
Bezeichnung: idy = f.

c) Sei V=W und A € K. Dann ist f : V — V gegeben durch:

f(v) = o,

fir alle v € V, auch K-linear und heiit Streckung (oder auch
Homothetie).

d) Sei V =R% ¢ €[0,27) und f: R? — R?, gegeben druch:
f(@1,2) = (cos(p)a1 — sin(p)az, sin(p)a1 + cos(p)a2) -

Dann ist f R-linear und beschreibt gerade die Drehung um den
Winkel ¢.

e) Die Abbildung f : R? — R?
flar,z2) = (21, —22)

ist auch R-linear. Sie beschreibt die Spiegelung an der x;-Achse .
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f) Die Abbildung f : R* — R%:

f(x1,22) = (21,0)

ist auch R-linear. Sie heifit Projektion auf die z;-Achse (entlang
der xzo-Achse).

g) Die Beispiele (d),(e) & (f) sind offenbar Spezialfille folgender Situation:
Seien a11, a12, 21, A22 € K und

f:K*— K?, f(z1, 22) = (a1121 + @122, a21 71 + ag0xs) .
Das ist K-linear (Ubung).

h) Die Abbildung D : K[X]| — K[X], D(p) = p/, d.h fir p = ap + a1 X +
et ap X7
D(p) =a; +2asX + ... +na, X",

ist K-linear (2:=1+41,...). Sie heiit Ableitung.

i) Sei R([0,1]) € Abb([0,1)],R) der Unterraum der Riemann-integrierbaren
Funktionen auf [0, 1] C R. Dann ist [ : ®([0,1]) — R,

1
10) = [ o
0
auch R-linear.
j) Seien V und W K-Vekorraume. Wir setzen:
Homg (VW) ={f:V — W : fist K-linear}

und nennen dies die Homomorphismen von V nach W. Fiir
f,9 € Homy(V, W) und X\ € K setzen wir:

(f+9)(w) = f(v) +g(v),

(A)(v) == Af(v)

fir alle v € V. Dann wird (Homg(V,W),+,) selbst zu einem
K-Vektorraum (Ubung).
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2.3 Definition: Matrix

Sei K ein Koérper und m,n € N. Seien a;; € Kmit 1 <i:<mund 1 <j <n.
Dann nennen wir das Zahlentableau:

ai; Q2 ... Qip
a1 e ... Qop
admi -+ .. Amn

eine (K-) Matrix (mit Eintrdgen aus K) mit m Zeilen und n Spalten und
schreiben dafiir:
A = (aij)i<i<m, 1<i<n -

2.4 Kommentar: (Mat(m,n, K),+,-) als Vektorraum

a) Etwas préziser ist also eine K-Matrix A = (a;;)1<i<m, 1<j<n €ine Familie
in K, die iiber die Indexmenge I x J mit [ = {1,...,m} und
J ={1,...,n} indiziert ist.

b) Wir setzen
Mat(m,n; K) := {A = (a;;) : A ist K-Matrix mit m Zeilen und n Spalten}
und weiter fiir A = (a;;) und B = (b;;), A € K:
(ai) + (bij) = (aij + bij) ,
Aaij) := (Aay;) -

Dann wird auch (Mat(m, n, K), +, -) zu einem K-Vektorraum (Ubung).

2.5 Definition: lineare Abbildung
Sei A € Mat(m, n; K). Dann setzen wir fs : K" — K™:
fa(ze, ..., 2n) = (@121 + @122+ ...+ Q1T o, G1T1 + - F A Ty)

die zu A gehorende lineare Abbildung (von K™ nach K™).
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2.6 Kommentar: Spaltenvektoren

a) fa ist tatsdchlich K-linear (Ubung).

b) Schreiben wir die Vektoren z € K™ und y € K™ spaltenférmig, d.h.:

L1 Y1
xr = : und y =

Tn Ym

so schreibt sich f4 : K™ — K™ so:

@11 - Adip T
fa(z) = : : : =: Ax

Amp1 - Qmn Ln,

wenn wir die Multiplikation einer Matrix A C Mat(m, n; K') mit einem
Vektor o € K™ so definieren :

Mat(m,n; K) x K" — K™ |

(A, x) — Az
mit
CL11I1+ e +a1nxn
Ax =
11+ ... FOmnTy

c) Matrizen sind ein sehr effizientes Mittel, um lineare Abbildungen zwischen
endlich dimensionalen Vektorrdumen zu beschreiben. Z.B. werden wir
bald sehen (siehe (2.12)), dass jede lineare Abbildung f : K" — K™
von der Form (b) ist, d.h.: es gibt ein A € Mat(m,n; K) mit f = fa
(und A ist sogar eindeutig bestimmt).

2.7 Lemma: eindeutige Darstellung

Sei V' ein K-Vektorraum. Ein n-Tupel a = (v1,...,v,) von Vektoren in V/
(n € N) ist genau dann eine Basis von V| wenn es fiir jedes v € V eine
eindeutige Dastellung:

(%) v=NANuv+ ...+ Ay

(mit Ai, ..., A\ € K) gibt.
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Beweis:

=: Ist a = (vy,...,v,), eine Basis, so insbesondere Erzeugendensystem,
V =< vy,...,v, >. Fiir jedes v € V gibt es also eine Darstellung (x). Ist
nun:

MU+ oo+ AUy =0 = 01+ o U
mit \;, p; € K (j=1,...,n), soist
O=v—v=(A —p)v1+ ...+ (A — ptn)n

Da a auch linear unabhéngig ist, gilt also: \; —pu; =0 (j =1,...,n), also
Aj = pj. Die Darstellung ist also eindeutig.

«: (Ubung).

0
2.8 Bemerkung
Seien V und W K-Vektorrdume, a = (vy, ..., v,) Erzeugendensystem von V'
und f: V — W linear. Dann ist f bereist durch seine Werte auf (v, ..., v,)

eindeutig bestimmt.

Beweis:
Fiir jedes v € V gibt es A\y,..., A\, € K mit v = \jv; + ... + \v,. Da
f K-linear ist, gilt:
f(U) = f(/\1U1 + ...+ )\nvn)

2.1a

( = ) f()\l’Ul) + ...+ f()\nvn>

2.1b

G N F0) o A f ()

Also ist f durch f(vy),..., f(v,) € W bereits festgelegt.

2.9 Satz: eindeutige lineare Abbildung

Seien V und W K-Vektorraume, a = (vy,...,v,) eine Basis von V und
wy, ..., w, € W beliebig. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f:V — W mit

flvj)=w; (j=1,...,n).
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Beweis:
Eindeutigkeit: Nach (2.8) gibt es hochstens eine solche Abbildung. Existenz:
Sei v € V beliebig und Ay, ..., \, € K die eindeutig bestimmten Skalare mit

U:)\1U1—|—...+)\n1}n
(nach 2.7). Wir setzen dann f:V — W,
fv) == wy + ...+ \w, .

Zu zeigen: f ist K-linear. Weil f(v;) = w; fiir 1,...,n ist, erfiillt f dann das

Gewlinschte. Seien
n n
v = E )‘jvjv v = E /\jvj
j=1 j=1

n

=S 0v+0= Z()\j —l—)\j)vj

= f+7) =Y (N +A) Z)\w]+2)\w]— + f(9) .

Ahnlich sieht man:
f(Av) = Af(v)
fir \e K,veV.

2.10 Kommentar

Satz (2.9) ermoglicht es mit Matrizen A € Mat(m,n; K) auch lineare
Abbildungen zwischen (abstrakten) Vektorrdumen V und W zu beschreiben,
wenn man Basen a = (vq,...,v,) von V und b = (wy, ..., w,,) von W gegeben
hat.

2.11 Definition: lineare Abbildung beziiglich zweier
Basen

Seia = (vq,...,v,) eine Basis von V| b = (wy, ..., w,,) eine Basis von W und
A € Mat(m,n; K). Wir setzen dann fi’b V=W,

fz,b()qm + .+ Ay) = Z (Z i ) w;

i=1 \j=1
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2.12 Kommentar

a) fﬂ,’b .V — W ist tatsichlich linear (Ubung). Sie ist die lineare Abbildung,
die die Mitglieder v; von a gerade auf die Elemente

m
@j = Zaijwi (j = 1,...,71)
i=1

abbildet: .
8 8
Tvy) = 15O i)
k=1

m n

== Z (Z aikéjk) w; = ’Uﬂj/j .

i=1 k=1

=aij

b) Sei V = K" und R = (ey,...,e,) die kanonische Basis von K"
(vgl.(1.30 b)). Ist nun A € Mat(m, n; K), so ist mit den Bezeichnungen
von (2.6) und Teil (a).
_ fRR
fA —JA >

denn f4 bildet offenbar e; gerade auf > " a;je; ab.

c) Jede lineare Abbildung f : V' — W ist von der Form in (a): f = fi’b, fiir
ein eindeutig bestimmtest A € Mat(m,n; K)! Ist ndmlich

m

flv) = aiuw;

=1

mit a;; € K (1 <i<m,1<j<mn),so ist
b
fvg) = £ (v;)
und damit f(v) = f%°(v), fiir alle v € V also:

f=1
Wir schreiben fiir diese Zuordnung.
A= M(f;0,0)

und nennen dies die Matrix von f beziiglich der Basen a und b.
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d) Merkregel: Die Bilder (unter f) der Basisvektoren (von a) stehen (in der
Darstellung beziiglich ) in den Spalten der Matrix (A = M(f;a,b)).

e) Die Abbildungen:
® : Mat(m,n; K) — Homg (V, W) ,
o(4) = 137,
U : Homg (V, W) — Mat(m, n; K) ,
V(f) = M(f;0,0)

sind bijektiv und invers zueinander (vgl.(2.21)),

Vod=id, oW =id.

2.13 Beispiel: Abbildungsmatrizen

a) Sei f:R? — R? f(xy,12) = (21, —72) (vgl.(2.2 e)) und R = (e, e) die
kanonische Basis. Weil:

f(el):f(l,()) = (1,0) =€ :1'€1+0'€2

f(ez) = f(O, 1) = (0, —1) = 061 - 162
ist, gilt:

M(f: %, R) = (é _01 ) |

b) Sei wieder f : R? — R?, f(z1,22) = (21, —23), aber diesmal a = (v, vy)
mit v; = (1,1) und ve = (1, —1). Weil:

flor) = f(1,1) = (1, 1) = vy = Ovy + 1uy

und
f(v2) = f(1,—-1) = (1,1) = v1 = 1vg + Ovy

Mo = (4 )

ist, gilt:
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c)Sein € N,V = K[X|™, o« = (1,X,...,X") und D : K[X]|® —
K[X]™, D(p) =p' (vgl.(2.2 h)). Wegen

D(X*) = kX" (k=0,...,n),

st
010 0 0
002 0
Mat(D;a,a)= | = = 0 3 0 1 eMat(n+1,n+ 1K) .
o0 : = o
000 0 n
0 0

2.14 Definition: Isomorphismus

Seien V und W Vektorrdume. Eine lineare Abbildung f : V — W heifit ein
Isomorphismus, wenn f bijektiv ist.

2.15 Kommentar: Isomorphismus

a) Dass f: V — W bijektiv ist, bedeutet, dass es eine Abbildung g : W — V
gibt, so dass g o f = idy und f o g = idy ist (ndmlich g = f~1). Ist
f:V — W ein Isomorphismus so ist g = f~! auch automatisch linear
(also auch ein Isomorphismus), denn sind wq,wy € W und

v1 = g(wy),ve = g(wy), so ist:
f(or +v2) = f(vr) + f(va) = fog(wi) + fog(ws) =ws +ws,

also

g(wi +wz) = go f(vr +v2) = v1 + vz = g(wr) + g(w2) .
Ahnlich sieht man: g(Aw) = Ag(w), fiir A\ € K und w € W.

b) Man sagt, dass zwei Vektorrdume isomorph sind, und schreibt dafiir
V=W,

wenn es einen Isomorphismus f : V. — W gibt. Sie sind dann
im Wesentlichen gleich, denn f ist nicht nur bijektiv (also eine
1:1-Beziehung), sondern respektiert auch die Strukturen + und - der
Vektorraume:

flor+v2) = f(v1) + flv2)
f(Av) =Af(v) ,
fiir v,v1,v0 € V. X\ € K.
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2.16 Bemerkung

Seien V und W Vektorrdume, f : V' — W linear, a = (vy, ..., v,) ein n-Tupel
von Vektoren in V und b = (f(v1)),...,(f(v,)). Dann gilt:

a) Ist f injektiv und a linear unabhéngig, so ist auch b linear unabhéngig.

b) Ist f surjektiv und a Erzeugendensystem, so ist auch b ein
Erzeugendensystem.

Beweis a)

Sei A1, ..., A, € K mit Ay f(v1) + A\ f(v,) =0

T p(Mvr + -+ Aatn) = 0 = (f injektiv) Aoy + . .. + Ayt = 0

= (a linear unabhéngig) A\; = ... = A, = 0. Also ist b linear unabhéngig.

da a Erz.-S.

Beweis b) Sei w € W beliebig Joudektv 3. e v flv) =w =
I, M ERK v= v+ Ao, = w=f(v) = f(Mur+ ...+ \oy)
=M f(v1)+ ...+ A f(vn). Also ist b Erzeugendensystem.

O
2.17 Korollar
Seien V und W Vektorrdume mit V' = W. dann gilt:
dimV = dimW .
Beweis:
Ist dimV =n < oo und @ = (vy,...,v,) eine Basis von V', so zeigt (2.16),

dass fiir einen Isomorphismus f : V. — W gilt: (f(vy),..., f(v,)) ist Basis
von W, also
dimW =n = dimV .

Ist dimV = oo, so zeigt (2.16), dass auch W unendlich-dimensional ist.

2.18 Kommentar: Isomorphierelation

a) (2.17) formuliert man auch so, dass die Dimension eines Vektorraums
cin (Isomorphie-) Invariante ist. Es ist im Wesentlichen die einzige
Invariante, wie wir gleich sehen werden.
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b) Sind V, W und U Vektorrdume und f:V — Wund g : W — U linear, so
ist auch go f : V' — W linear (Ubung). Deshalb gilt auch: Sind f und
g Isomorphismus, so auch g o f. Fiir die Isomorphie-Relation zwischen
K-Vektorrdumen gilt daher Folgendes:
i) V =2V (Reflexivitét), fir alle V', weil idy ein Isomorphismus ist.
il) VW =W =2V (Symmetrie), fiir alle V, W, dennist f : V — W

ein Isomorphismus, so auch f~': W — V.

iil) VW, W=U =V =U (Transitivitit), fir alle VW und U.

Es ist deshalb 2 eine Aquivalenzrelation.

2.19 Satz

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Dann gilt:

VK",
Beweis:
Ist a = (v1,...,v,) eine Basis von V', so wissen wir bereits aus (2.7), dass die
Abbildung:
T : K" =V,

TG(Al,...,)\n) = )\11}1 ++/\n’0n

bijektiv ist. Sie ist offenbar auch K-linear und damit ein Isomorphismus.

OJ

2.20 Kommentar: Koordinatenisomorphimus

a) Unter den endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen V' gibt es nach (2.19)
im Wesentlichen nur K™ (n € N). Man beachte allerdings, dass der
Isomorphismus 7% nicht kanonisch ist, sondern von der Basiswahl a
abhéngt.

b) Man bezeichnet T® auch als Koordinatenisomorphismus. Sind V
und W Vektorrdume gleicher Dimension, ¢ = (vy,...,v,) und b =
(wy,...,w,) Basen von V und W, und f : V — W die lineare
Abbildung, die durch f(v;) = w; (j = 1,...,n) bestimmt ist, so ist
offenbar folgendes Diagramm kommutativ:

| Abbildung fehlt |
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d.h.

foT® = T .
Denn T° bildet die kanonische Basis ‘R von K" gerade auf a ab und
damit f o T® und 7° beide die kanonische Basis auf b ab. Es ist also

f=T o (T

Isomorphismus,

Vew.

c) Bezeichnet man mit E,, € Mat(n, n; K) die Einheitsmatrix, d.h.:

1 0 0
0 1
En: . :(5ij>7
: . 0
0O ... 0 1

so gilt fiir 7% und f aus Teil (b) mit (2.11):

R.a a,b
Ta: E f:fE .

d) Mit den Bezeichnungen von (2.12) ist deshalb nun fiir beliebige
endlich-dimensionale Vektorraume V und W, jeder linearen Abbildung

f:V — W, Basen a = (vy,...,v,) von V und 6 = (wy,...,w,) von
W und der Matrix A = M(f;a,0) € Mat(m, n; K) folgendes Diagramm
kommutativ:

| Abbildung fehlt |

also

foT*=T"0 f4 .
Setzt man ndmlich w; :== >" a;w; (j = 1,...,n), so bilden foT°
und 7% o f4 beide die kanonische Basis & = (ey, ... e,) von K" gerade
auf (wy,...,w,) ab:

foT%es) = flv;) = Zaijwi = wj ,
=1

TbOfA<€j) = T5<A€j> = TB(Z aijei) = Z(ZUTB(GZ‘) = Zaijwi = @j .
i=1 i=1 i=1

Man sagt: A = M(f;a,b) beschreibt die lineare Abbildung f:V — W
in den Koordinaten beziiglich a und b.
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2.21 Satz

Seien V und W Vektorrdume der Dimensionen n und m, a eine Basis von V'
und b eine Basis von W. Dann sind die Abbildungen.

® : Mat(m,n) — Hom(V, W) |
o(4) = f3",
U : Hom(V, W) — Mat(m,n) ,
W(f) = M(f;0,0)
Isomorphismen und invers zueinander.
Beweis a)
Ist a = (v1,...,v,) und b = (wy,..., W), so ist ®(A) : V — W die lineare

Abbildung, die v; auf w; = > a;;w; abbildet. Fiir A,B € Mat(m,n)
bildet also ®(A + B) den Vektor v; aus a auf

@, = Z aij + bij)w Z aijw; + Z bijw;
=1

ab, genauso wie ®(A) 4+ ®(B). Also ist ®(A + B) = ®(A) + &(B). Ahnlich
sieht man: ®(A\A) = AP(A), V A € Mat(m,n), V A € K. Also ist ® linear.

Beweis b)

Ist f:V — W linear und A = M(f;0a,b), so ist f(v;) = > ", ayw;. Ist
B = M(g;a,b) fiir ein g € Hom(V, W), so ist also:

(f + g)(Uj) = f(Uj) + g(vj) ZCLZ]U}Z + Zb”wz = Z Q5 + bw)wl
also A+ B = M(f+ g;a,0). d.h. :
V(f+9) =¥(f)+¥(9) -

Ahnlich:
UAf)=AU(f), V f€Hom(V,W), A€ K .

Damit ist W linear.

41



Beweis c)
Fiir A € Mat(m, n) ist f5°(v;) = 327, a;;w;, also ist

Vod(A)=U(f4h=A4.
Ist f € Hom(V,W) und (a;;) = A = ¥(f), so ist f(v;) = >_,_; a;jw; und
daher fiir jedes j =1,...,n:

© o U(f)(v)) = B(A)(v)) = 5 (v;) = Z%’wi = f(v;),

also ist
Vod=id, PoV¥ =id.

2.22 Kommentar

a) Da Mat(m,n; K) =2 K™ (mit (a;;) — (a11, @12, - .-, Q1n, 21 - - . .Qpy)) ist,
wissen wir, dass dimgMat(m,n) = m - n ist. Es ist also:

dim Hom(V, W) = dimV - dimW
b) Satz (2.21) ist der prizise Ausdruck dafiir, dass man endlich-dimensionale

Probleme iiber Vektorrdume und lineare Abbildungen mit Matrizen
behandeln kann.

2.23 Definition: Kern und Bild
Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann heifit:

a) ker(f)={veV: f(v)=0} CV der Kern von f und
b) im(f):={weW: FveV: f(v)=w} CW das Bild von f.

2.24 Kommentar: Kern und Bild sind Unterrdume

ker(f) C V und im(f) € W sind nicht nur Teilmengen von V und W, sondern
sogar Untervektorrdume. Sind ndmlich vy, vy € ker(f), A, A2 € K, so ist:

f()\ﬂ)l + >\21)2) = >\1f(1)1) + )\Qf(UQ) = )\10 + )\20 =0 R
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also (da 0 € ker(f)) ist ker(f) Untervektorraum. Ahnlich ist offenbar
0 € im(f) und fir wy,wy € im(f) (also gibt es vy, vo € V mit f(v1) = wy
und f(ve) = wy), A1, Ay € K ist:

FOqvr + Agvg) = A f(vr) + Ao f(v2) = Mwy + Aws

also \jw; + Aowy € im(f) und damit im(f) C W ein Unterraum von W.

2.25 Lemma: Zusammenhang Injektivitit und Kern
Sei f:V — W linear. Dann gilt:
a) Esist f injektiv genau wenn
ker(f) = {0} .
b) Ist (v(l,). .., Up) Erz-System fiir V', so ist (f(vy),..., f(vn)) Erz-System fiir
im(f).

Beweis a)

= Sei f(v) =0, also v € ker(f). Wegen f(0) = 0 und der Injektivitét von f
folgt: v = 0. = ker(f) = {0}.

< Seien vy, v9 € V mit f(v1) = f(v2)

= 0= fun) — f(vr) = floa— 1) .

linear

also vy — vy € ker(f) = {0} = v; = ve. Also ist f injektiv.

Beweis b)

Schriankt man den Wertebreich von f auf im(f) C W ein, also

F:V —im(f), f(v) = f(v), so ist f surjektiv. Nach (2.16.b) ist dann
(F(v1), .., f(vp) = (f(v1), ..., f(vy)) Erzeugendensystem von im(f).

0J

2.26 Kommentar: Rang von f

a) Die Dimension von im(f) kann hochstens dim(V) sein, denn ist
(v1,...,v,) eine Basis von V, so ist (f(v1),...,f(v,)) immer noch
erzeugend fiir im( f), also:

dim(im(f)) <n = dimV .
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b) Es kann daher z.B. keine surjektive, lineare Abbildung f : R? — R3
geben. (Nicht lineare surjektive (sogar bijektive) Abbildungen R? — R3
gibt es sehr wohl.)

c) Man nennt:
rg(f) == dim(im(f))
den Rang von f. (Beachte: 0 < rg(f) < min {dimV,dimW}.)

2.27 Satz: Dimensionsformel

Seien V und W Vektorrdume und f : V' — W linear. Dann gilt:

dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dimV " .

Beweis:
Sei dim(ker(f)) =: k < co und dim(im(f)) =: I < co. Sei weiter (vy,...,vx)
Basis von ker(f) und (wyy1,. .., wgy) eine Basis von im(f) C W, n:=k+1.
Wihle dann:

Uktt,---,0p €V mit f(vj) =w; (j=k+1,...,n).
Behauptung: (vy, ..., Uk, Vg1, - - ., Uy) ist eine Basis von V.

a) Lineare Unabhéngigkeit: Seien Ay, ..., A, € K mit A\jv; + ...+ A\v, = 0.

= Mf(v) +. o A f (o) FNesn f (V1) + -0+ A f(0n)
-0 -0

= N1 f(Upg1) +- - ‘T‘ An f(vn)
— U

=Wg41 =Wn
= )\k+1wk+1 + ...+ w, =0
= Mg1=...= A, =0,
weil (wyy1,...,w,) linear unabhéngig ist.
= Mui+...+ v, =0
= AN =...= =0,
weil (vy,...,v;) linear unabhéngig ist. Insgesamt: \y = ... = X, =0
also: (vq,...,v,) ist linear unabhéngig.
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b) Erzeugendensystem: Sei v € V beliebig. Da (wg1,...,w,) Erz-System
von im(f) ist, existieren Agi1,...,\, € K mit f(v) = Appqwpyr + ...+
A’I’l//l'UTl

= [(v) = Aes1 f (V1) + -+ Af (V) = FNrg1Vrg1 + -+ Apvn)
= f(v— Mes1Vs1 — - — Agvpn) = 0.
Da (vq,...,vg) erzeugend fiir ker(f) ist, gibt es Ay,..., A\x € K mit
v — )\k+1vk+1 — ... )\nvn = )\1?]1 + ...+ )\kvk
:>U:)\11)1+...+)\kvk+)\k+1vk+1+...+)\n’0n .
Also ist (vy,...,v,) auch erzeugend und es folgt:
dim(ker(f)) + dim(im(f)) =k +1=n = dimV .

Teil a) zeigt auch, dass fiir den Fall, wo ker(f) oder im(f) unendlich
dimensional sind, es auch V ist. Mit a + 0o := 00, V a € Ny U {00},
gilt (2.27) also auch im oco-dimensionalen Fall.

OJ

2.28 Korollar

Sei dimV = dimW < oo und f : V — W linear. Dann gilt:
a) Ist f injektiv, so ist f bereits bijektiv.

b) Ist f surjektiv, so ist f bereits bijektiv.

Beweis a)
Aus f injektiv, folgt: dim(ker(f)) = 0. Also ist im(f) € W ein Unterraum
mit:

dim(im(f)) = dimV — dim(ker(f)) = dimV = dimW .
Also ist nach (1.41.b) im(f) = W und damit f auch surjektiv.

Beweis b)
Ist f surjektiv, so ist also im(f) = W und damit

dim(ker(f)) = dimV — dim(im(f)) = dimV — dimW =0,
also ker(f) = {0}, und damit f nach (2.25) auch injektiv.
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3 Matrizen

Sei K (wie immer) ein Koérper.

3.1 Definition: Matrizen-Produkt

Das Matrizen-Produkt wird wie folgt definiert: Sind m,n,r € N, so setzt

man:
Mat(m,n; K) x Mat(n,r; K) — Mat(m, r; K)

(A> B) — AB =:C = (Cik)izl ..... m; k=1

.....

a’bl ttt ain e . e — C’Lk’

3.2 Kommentar: Matrizen-Produkt
a) Schreibt man die Spalten von B als Vektoren in K™,
B = (by,...,b,),
d.h.

n
bk = E bjkej,
j=1

so stehen in AB also gerade die Spaltenvektoren Aby,..., Ab. € K"
(vgl.(2.6 b)).

b) Man beachte, dass man zwei Matrizen A € Mat(m,n) und B € Mat(s,r)
nur dann multiplizieren kann, wenn die Anzahl der Spalten von A mit
der Anzahl der Zeilen von B iibereinstimmt, n = s.
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c) Selbst wenn man AB und BA bilden kann, ist dies i.A. verschieden. Ist
z.B. A € Mat(1,n), A = (ai,...,a,), und B € Mat(n, 1),

so ist AB € Mat(1,1) die 1 x 1-Matrix mit dem Eintrag
arby + -+ ayb,
Dagegen ist BA € Mat(n,n) die n x n-Matrix
C = (Cik>1§z’,k§n

mit Eintragen
Cik. = aibk .

d) Selbst im Fall, dass A, B € Mat(n,n) sind, ist i.A. (fiir n > 2): AB # BA
(Ubung).

3.3 Bemerkung: Matrizen und deren linearen
Abbildungen

Seien A € Mat(m,n; K) und B € Mat(n,r; K) sowei f4 : K" — K™ und
fB: K" — K™ die zugehorigen linearen Abbildungen. Dann gilt:

Jap = fao [B

Beweis:
Fiir alle z € K" ist fa4 0 fp(z) = fa(Bz) = A(Bz). Da

ist, folgt:
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Also ist:

und damit

3.4 Kommentar: allgemeines Assoziativgesetz

a) Die Anwendung einer Matrix A € Mat(m,n) auf einen Vektor z €
K™ (siehe (2.6)) kann man als Spezialfall von (3.1) auffassen, wenn
man K" mit Mat(n,1) identifiziert, die Vektoren = € K" also als
Spaltenvektoren auffasst. Die Regel A(Bz) = (AB)z ist dann ein

i=1 7=1 k=1
i=1 \k=1 \j=1
= (AB)z

fAOfB(Z):fAB(Z)> VZGKT,

faofe= fam .

Spezialfall des allgemeinen Assoziativgesetzes

fiir A € Mat(m,n), B € Mat(n,r) und C € Mat(r,s) (Ubung).

b) Das Matrizenprodukt entspricht also dem Hintereinanderschalten von
linearen Abbildungen (zwischen Vektorrdumen K™, K™ und K"). Das
gilt auch fiir (abstrakte) Vektorrdume in folgendem Sinn:

3.5 Satz

Seien V, W U endlich dimensionale Vektorrdume und a,6 und ¢ Basen von
VW und U. Seien f:V — W und g : W — U linear. Dann gilt:

A(BC) = (AB)C

M(go f;a,¢) = M(g;b,¢c) - M(f;a,0)
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Beweis:
Seien A = M(f;a,0), B = M(g;b,¢) und C' = M(go f;a,¢) sowie

a=(v1,...,0,), 0= (wq,...,wy) und ¢ = (uyq,...,u,). Es ist dann
flv) = aiwi
i=1

g(wi) = Z briuy
k=1

go f(v) = crju -
k=1

Es folgt:
Z cejur, = go f(v;) =g(f(vy) =g (Z aijwi) = Z ai;g(w;)
k=1 i=1 i=1
Y (z b> ¥ (z b> w.
i=1 k=1 k=1 \i=1
fir alle 7 = 1,...,n. Koeffizientenvergleich liefert ((uy,...,u,) ist linear

unabhéngig!) fiir alle 1 <k <rund 1 <j < n:

m
Crj = E bkz‘aij )
i=1

also
C =BA.

3.6 Definition: Spaltenrang

Sei A € Mat(m,n; K) bestehend aus den Spaltenvektoren aq,...,a, € K™ ,
A= (ay,...,a,) .

Dann heifit die Dimension des Untervektorraums (ay,...,a,) C K™ der
Spaltenrang von A:

rg (A) ;= dim(ay, ..., a,) .
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3.7 Kommentar: Zeilenrang

Schreibt man A € Mat(n, m; K) als eine Spalte von Zeilenvektoren
ay,...,am € K™, so definiert man analog zu (3.6) den Zeilenrang von A
als Dimension von (ay, ..., a,) C K",

rg,(A) = dim(ay, ..., apn)

Spater werden wir sehen (siehe (3.36)), dass stets der Zeilenrang gleich dem
Spaltenrang ist, also rg,(A) = rg,(A), VA € Mat(m,n), und diese Zahl
(zwischen 0 und min(m,n)) heifit dann einfach der Rang von A,

rg(A) ==1g,(A) (=rg.(A4)) .

Z.B. ist fiir
1 2 3
A—(3 6 g)eMat(Z,ZS,R)
rg,(A) =1,da ((1,2,3),(3,6,9)) linear abhéingig in R? sind, aber rg (A4) = 1,
weil ((1,3)(2,6)) und ((1,3),(3,9)) jeweils linear abhéngig in R? sind.

3.8 Bemerkung: Rang von f

Sei f: V +— W linear, a und b endliche Basen von V und W. Dann gilt fiir
den Rang von f (vgl. (2.26.b)):

rg(f) = rg,(M(f;0,0)) .

Beweis:

Der Rang von f ist die Dimension von im(f) C W.Ist a = (vg,...,0,),
so wird das Bild im(f) von f von f(vy),...,f(v,) C W aufgespannt.
Ist nun f(vy),..., f(v;,) (mit 1 < 43 < ... < 4, < n) ein minimales
Erzeugendensystem, so ist dies eine Basis von im(f), also rg(f) = r.

Ist andererseits f(v;) = Y 1", a;jw;, so ist M(f a0,0) = (a;;) = A, also wird
f(v;) unter dem Koordinatenisomorphismus 7% : K™ + W gerade durch
den Spaltenvektor a; = Z;Zl aje; € K™ beschreiben. Es ist daher auch
(aj,,...a; ) ein minimales Erzeugendensystem von (ay,...,a,) € K™, also
auch r =rg (A).

3.9 Kommentar

Sind V und W Vektorrdume der Dimension n und m und f : V' — W linear,
so kann nicht jede Matrix A € Mat(m,n) als beschreibende Matrix fiir f
auftauchen, wenn man die Basen a von V und b von W variieren lasst. Es
muss namlich stets rg,(A) = rg(f) sein.
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3.10 Satz

Seien V und W endlich dimensionale Vektorraume der Dimension n und m
und f : V — W linear vom Rang r. Dann gibt es Basen a und b von V' bzw.
W, so dass gilt:

E, 0 tr
M(f;a,0) = —r.
(f:a.0) O 0| im—r
Beweis:
Ahnlich wie im Beweis von (2.27) wéhlen wir eine Basis a = (vq,...,v,) von
V so, dass (f(v1),..., f(v,)) eine Basis von im(f) und (v,y1,...,v,) eine
Basis von ker(A) ist. Dann ergéinzen wir (f(v1),..., f(v,)) (irgendwie) zu

einer Basis b von W. Es ist dann:

Flo) = D 0fw) firj=1,..r
k=1
flo;)) = 0 firj=r+1,...,n,

migen = ()= (T D)

3.11 Motivation: verschiedene Umformungen

also

Zum Bestimmen des Zeilenrangs (und damit auch des Spaltenrangs) einer
Matrix (und zu einer ganzen Reihe von Anwendungsproblemen) fiihren
wir folgende Umformungen von einer m x n-Matrix A mit Zeilenvektoren
aiy...,0y, € K" ein:

Typ I: Seiie€ {l,...,m}und A € _K* . Dann multipliziere a; mit A:

=K\{0}
ap ai
— | g,
(07 A
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Typ II: Seien¢,5 € {1,...,m}, i # j und A € K. Dann multipliziere a; mit
A und addiere dies zu a;:

ai ai
a; a;
a; Aa; + a;
U Qm

Typ III: Seien 4,5 € {1,...,m},i # j. Dann vertausche a; mit a;:

ay aq
a; Q;
A
Q; a;
Qm Qm

3.12 Kommentar: Elementarmatrizen

a) Wendet man auf eine Matrix A € Mat(m, n; K') Umformungen vom Typ
I, IT oder IIT an, so hat die neue Matrix B € Mat(m, n; K) den gleichen
Zeilenrang wie A, denn:

i) (a1, . Qi am) = (Qiy ooy Ay ooy Q) fliE A F# O
ii) (al,...,am>:<a1,...,ai,...,)\ai—I—aj,...,am> fir \e K
iii) (a1,....0m) = (@1, .., Qj, .., Q..o Q)

weil a; = $(Aa;) im Fall [ und a; = —Aa; + (Aa; + a;) im Fall I ist. Die
Zeilen von B spannen sogar den gleichen Unterraum von K™ auf wie
die von A.
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b) Die Umformung von A nach B kann man als Multiplikation von links mit
so genannten Elementarmatrizen F;(\) (A € K*), G;;(\) (A € K),
H;; bekommen. Sei dazu fiir 1 <¢<mund 1 <j<n

Ej=1: 1 :
also Eij = (akl)lgkgn’ 1<I<m mit QA — 5ik(sjl- Wir nennen dann

(E11, ..., Eny) die kanonische Basis von Mat(m,n; K). Fiir die
Einheitsmatrix £, € Mat(m,m; K) gilt dann offenbar:

Em:ilEZZ

Nun setzen wir:
i)
0 1
=E,+(AN—1)E; fir A\e K*undie{l,...,m}.

Gij(A) =

0 1

iii)

Hij —

— O
O =

0 1
:Em—E“—EM—i‘Ez]—FEﬂfurl#j
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Es ist dann (Ubung):

i) Typ I: B=F;(\)A, A€ K*;
ii) Typ Il : B =Gy(MA, A e K
iii) Typ III: B = Hy;(\)A .

3.13 Satz: Gau3sches Eliminationsverfahren

Sei A € Mat(m, n; K). Dann kann man A durch endlich viele Umformungen
von Typ I, IT und III in eine Zeilenstufenform B iiberfiihren, d.h.:
B hat folgende Gestalt:

0 -+ 0 |Bix
0 0.0 |Bax -
s | 0---0 |Bs %
0---0 :

mit 0 < r < min(m,n) und Eintrdgen (i,...,5, € K*. Die ersten
r Zeilenvektoren by,...,b. € K™ von B bilden dann eine Basis von
(a1,...,am) € K" wo ay,...,a, € K" die Zeilen von A sind. Insbesondere
ist: rg,(A) = 1.

Beweis a) O.E. A # 0. Suche zunéchst ein minimales j; € {1,...,n}, so

dass es ein ¢ € {1,...,m} mit a;; # 0 gibt und vertausche dann die 1. mit
der i-ten Zeile (falls ¢ # 1 ist). Setze dann [y = a;;, # 0. Benutze dann
Typ II-Umformungen (mit ¢ = 1,7 = 2,...,m ), um in allen Zeilen ¢ =
2,...,m unter (4, eine Null zu produzieren. Erhalte also:

: 0

0 ... 0 AW

Verfahre nun mit A®) so wie vorher mit A. Nach endlich vielen Schritten
erhalte B.
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Beweis b) Nach (3.12 a) erzeugen die Zeilenvektoren by, ..., b, € K™ von B
den gleichen Unterraum von K™ wie die Zeilenvektoren aq, ..., a,, von A. Es
ist dann aber b1 = -+ = b,, = 0 und (by,...,b,) linear unabhéngig, denn
ist Aiby + -+ Nb. =0 fiir A\q,..., N\, € K so ist:

AL =0
A1bij, + Ao = 0

)\1b1j7- + -+ >\7"—1b7"—17jv' + )\rﬁr =0

Wegen 1 # 0 ist dann zunéchst A\; = 0 und sukzessive \y = A\3 = --- =
Ar = 0. Also ist (by,...,b,) eine Basis von (ay,...,a,), insbesondere ist
rg,(A) =r.

3.14 Beispiel: Zeilenrang

1 GGm 122 1
A= 2 126 000 -3
-1 —2 1 1 003 2

122 1

s 003 2

000 -3

Es folgt:
TgZ(A):?’

3.15 Definition: Ring

Ein Tripel (R,+,-) mit einer Menge R und zwei (inneren) Verkniipfungen
: R x R — R heifit ein Ring, wenn gilt:

a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe

b) Fiir alle a,b,c € R gilt
a-(b-c)=(a-b)-c

(Assoziativgesetz);
c) Fiir alle a,b,c € R gilt
(a+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)=a-b+a-c
(Distributivgesetze).
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3.16 Kommentar

a) Wie in einem Korper bezeichnet man das neutrale Element der Addition
+ als Nullelement des Rings. Ein Ring hat also stets mindestens ein
Element, seine Null. R = {0} (mit 040 :=0,0-0 := 0) heifit Nullring.

b) Hat ein Ring (R, +, ) auch ein neutrales Element der Multiplikation so
wird dies als Einselement des Rings bezeichnet. Das Nullelement und
das Einselement (falls vorhanden) eines Rings sind eindeutig bestimmt

(Ubung).

c) L.A. ist die Multiplikation in einem Ring nicht kommutativ. Falls doch,
so heifit (R, +,-) ein kommutativer Ring.

d) Ein Korper (K,+,-) ist also ein kommutativer Ring mit Eins, in dem
jedes Element a # 0 ein Inverses hat, also ein Element b € K existiert
mit ab = ba = 1.

3.17 Beispiele: Ring

a) Natiirlich ist jeder Korper ein Ring.

b) R = Z mit den natiirlichen Verkniipfungen + und - ist ein kommutativer
Ring mit Eins. Man beachte, dass a € Z mit a # +1 kein Inverses
(in Z) hat.

c) Ist K ein Korper, so definieren wir auf R := K[X] eine Multiplikation

(o) (£00) £ (2

i=0 k=0 \i+j=k

Dann wird (K[X],+,) zu einem kommutativen Ring mit Eins
(Ubung).

d) Sei K ein Kérper, n € N und
R = Mat,(K) := Mat(n,n, K) .

Auf R hatten wir bereits die Matritzenmultiplikation (A, B) +—
AB definiert. Es ist dann (R,+,:) ein Ring mit Eins, denn die
Einheitsmatrix

E, = (51)

ist offenbar ein Einselement fiir R. R ist fiir n > 2 nicht kommutativ.
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e) Sei V ein K-Vektorraum. Wir nennen eine K-lineare Abbildung f : V — V
einen K-Endomorphismus und notieren

Endg (V) := Homg(V, V) .

Auf Endg (V) hatten wir bereits eine Addition (und eine skalare
Multiplikation (siehe (2.2 j))) erkldrt. Eine innere Multiplikation wird
nun durch die Komposition von Abbildungen gegeben,

f-9:=1Ffcg.

Es ist dann R := End(V) (zusammen mit + und -) ein Ring mit Eins
(der fiir dimgV" > 2 nicht kommutativ ist). Das Einselement ist dabei
gerade die Identitédt idy von V.

3.18 Definition: Ring-Homomorphismus
Seien R und S Ringe und f : R — S eine Abbildung.
a) Es heifit f ein Ring-Homomorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt:
fla+b) = f(a) + f(b)
f(ab) = f(a)f(b) -

b) Ein Ringhomomorphismus f : R — S heifit ein Ringisomorphismus,
wenn f zudem bijektiv ist.

3.19 Satz

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, n = dim(V') und a eine Basis
von V. Dann ist die Abbildung

U : Endg (V) — Mat, (K) ,
U(f) = M(f;0,0),

ein Ringisomorphismus.

Beweis:
Wir wissen bereits, dass ¥ ein Vektorraum-Isomorphismus ist, also bijektiv
ist und W(f +g) = ¥(f) +¥(g), Vf,g € End(V) (vgl. (2.21)) erfiillt. Aber
nach (3.5) mit a = b gilt auch

V(fg) =¥ (f)¥(g) ,

Vf,g € End(V). Also ist ¥ ein Ring-Isomorphismus.
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3.20 Definition: Einheit

Sei R ein Ring mit Eins. Ein Element a € R heifit eine Einheit, wenn a ein
Inverses besitzt, also ein b € R mit ab = ba = 1 (Bezeichnung fiir b : a™1).
3.21 Kommentar: Nullteiler, Einheitsgruppe

a) In einem Korper K ist also jedes Element a # 0 eine Einheit.

b) Ein Element a € R heifit ein Nullteiler, wenn es ein b # 0 gibt, so dass
ab = 0 ist. In einem Ring kann es Nullteiler verschieden von Null geben.
Ist @ € R eine Einheit, so ist allerdings a sicher kein Nullteiler, denn
aus ab = 0 fiir ein b € R wiirde folgen:

0O=a'-0=a"(ab)=(a"ta)b=0
=1

Ein Korper hat also keine von Null verschiedenen Nullteiler.
c) Setzt man bei einem Ring R mit Eins
R* ={a € R : aist Einheit}

so ist (R*,+,-) eine Gruppe (Ubung), die Einheitengruppe von R.

3.22 Beispiel: Nullteiler

a) Fir einen Korper K ist also tatsidchlich
K* = K\{0} .
b) Fiir R = Z hat man
7 ={£1},
und Z hat keine nicht-trivialen Nullteiler.

c) Fir R = K[X] ist R* = K* C K[X], wobei wir den Korper K als
Teilmenge von K[X] als die Polynome vom Grad 0 auffassen, K C
K[X] (Ubung). Auch K[X] ist nullteilerfrei.

d) Fir R = Mat,(K) und n > 2 gibt es nicht-triviale Nullteiler. Z.B. ist
0 1Y (1 0Y_[(00Y_,
0 0 oo/ \oo0o/)
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3.23 Definition: invertierbar

Sei K ein Korper und n € N. Eine Matrix S € Mat,, (K) heiit invertierbar
(oder regulér), wenn sie eine Einheit im Matritzenring Mat,, (K) ist, es also
ein T' € Mat,,(K) gibt mit

ST=TS=F, .
Die Einheitsgruppe von Mat,, (K) wird mit
GL,(K)={S € Mat,(K) : S ist invertierbar}(= Mat,,(K)*)

(General Linear Group) bezeichnet.

3.24 Satz

Es ist A € Mat,,(K) genau dann invertierbar, wenn rg,(A) = n ist.

Beweis:

= Sei S € Mat,(K) invertierbar und 7' = S~!. Es ist dann nach (3.3) fiir

die linearen Abbildungen f = fg: K" — K" und g = fr: K" — K"
fog=fsofr=fsr=fe=1id,
gof=Jrofs=frs=fe=1id

(mit F = E,).

Deshalb ist f bijektiv, insbesondere surjektiv, also im(f) = K™ und damit

rgs(9) = rg(fs) = dim(im(f)) =n .

< Ist A € Mat,(K) mit rgg(A) = n, so ist also (vgl.(3.8)) n = rg(fa),
also fa surjektiv (vgl.(1.39)). Dann ist f4 : K™ — K" nach (2.28 b) ein
Isomorphismus. Es gibt also ein lineares g : K" — K™ mit:

ong:id7 gOfA:ld

(ndmlich ¢ = ;). Ist R die kanonische Basis von K", so ist g = fp mit
B := M(g; K, R) (siehe (2.12 b)). Es folgt:

fap = fao fp= facg=id = fg

fea=[fpofa=gofa=id=fp
und daher nach (2.21)
AB=E, BA=E

d.h.: A ist invertierbar.
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3.25 Beispiel: invertieren

a) Die Elementarmatrizen F;(\) (1 <i<n, A € K*),G;;(\)
(1 <i#j<nAeK)und H;(1 <i # j < n)sind allesamt
invertierbar und es gilt (Ubung):

-1
H'=Hy; .

b) Jedes A € GL,(K) kann man nach (3.13) auf die Zeilenstufenform
E, bringen (wegen (3.24)): Deshalb ist A ein Produkt von
Elementarmatrizen:

SlsTA:En
A=S1t . S'E, =871 St
(fiir Elementarmatrizen Sy, ..., S,).

c) Es folgt dann auch
Aflzgl...gm

was ein praktisches Verfahren zur Bestimmung der inversen Matrix
liefert. Fiihre einfach alle elementaren Zeilenumformungen nicht nur
an A sondern simultan auch an F, durch. Hat man ndmlich A auf F,
gebracht, so ist £, nach A~! iibergegangen,

Sy---S,A=E,

:>Sl---SrEn:,Sl~--ST:A71.
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3.26 Beispiel: Matrixinversion

Sei
1 -1 0
A=|2 0 -1 | €Maty(Q).
3 1 1

Bestimmung von A~! (wobei man erst wiihrend der Umformungen merkt, ob
A iiberhaupt invertierbar, als rg, A = rggA = 3, ist).

1 -1 0 | 100

2.0 -1 ]010

31 1 |00 1
(2 (1 -1 0 | 1 00
s 2 —1 ] —21 0
0 4 1 | =301
pey (272 0] 2 00
Wlo 2 -1 ] 210
0 4 1 | =301
Gu (20 ~1 [ 0 1 0
2P o2 1] -2 1 0
00 3 | 1 -21
B (60 3] 0 3 0
P06 3] -6 3 0
00 3 | 1 -21

Gah) /60 0| 1 1 1

2l 060 -5 1 1

003 | 1 -21
poy (60011
@lo60 ] -5 1 1
006 | 2 —42

1 1 1

= A"l = -5 1 1

2 —4 2

3.27 Definition: Automorphismus

Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f : V — V heifit ein
(K-)Automorphismus, wenn f ein Isomorphismus ist.
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3.28 Kommentar
a) Bezeichnet
Autg (V) :={f € EndgV : f ist Automorphismus}

so ist Aut(V) C  End(V) gerade die Einheitengruppe im
Endomorphismenring. Denn f ist genau dann ein Automorphismus,
wenn es ein g € End(V) gibt mit

gof=idy,fog=idy
(siehe(2.15)).

b) Ist V endlich dimensional (der Dimension n), so bildet ¥ : Endg (V) —
Mat,, (K) aus (2.21) gerade Aut(V') (isomorph) nach GL,(K) ab.

3.29 Bemerkung

Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum. Ein Endomorphismus
f 'V — V ist genau dann ein Automorphismus, wenn er eine Basis
a=(vy,...,v,) in eine Basis (f(v1),..., f(v,)) abbildet.

Beweis:

= Ist a = (vy,...,v,) eine Basis und f : V — V ein Automorphismus, so
ist (f(v1),..., f(v,)) erzeugend, weil (vq,...,v,) es ist und f surjektiv (siehe
(2.16.b)). Ist ¢ = !, so folgt aus (2.16.a), dass (f(vi),..., f(v,)) linear
unabhéngig ist, denn wére (f(vy),..., f(v,)) linear abhéngig, so wire auch
(go f(v1),...,g0 f(v,)) = (v1,...,v,) linear abhéngig, was es aber nicht ist.

< Sei a = (vq,...,v,) und f(v;) = > . a;v; also A = (a;;) = M(f;a,0).
Ist (f(v1),..., f(v,)) eine Basis von V', inbesondere erzeugend und damit f
surjektiv, so ist rgg(A) = rg(f) = n, also nach (3.24) A € GL,(K). Mit (3.26
a) ist dann f € Aut(V).

OJ

3.30 Motivation

Seinen V' und W endlich-dimensionale Vektorrdume (der Dimensionen 7 und
m) und f : V. — W linear. Wir wollen nun untersuchen, wie sich zwei
Matrizen A, B € Mat(m,n, ; K) zueinander verhalten, wenn A die Abbildung
f beziiglich zweier Basen a und b sowie B die Beschreibung von f beziiglich
zweier Basen o/ und ¢ ist.
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3.31 Lemma

Sei V eine K-Vektorraum und a = (vy,...,v,) eine Basis. Sei weiter
b= (wy,...,w,) n-Tupel in V mit:

n

w; :Zaijvi (j=1,...,n)

i=1

Dann ist b genau dann eine Basis, wenn A € G L, (K) ist.

Beweis:

Wir betrachten den Endomorphismus f : V' — V, der durch f(v;) = w;

(7 = 1,...,n) gegeben ist (vgl.(2.9)). Dann ist nach (3.29) b genau dann
eine Basis, wenn f ein Automorphismen ist. Und dies ist nach (3.28.b) genau

dann der Fall, wenn A = M(f;a,a) = ¥(f) in GL,(K) ist.
O

3.32 Kommentar: Basiswechselmatrix

a) Invertierbare Matrizen sind daher geeignet, den Basiswechsel zwischen
zwei Basen a und o eines endlich-dimensionalen Vektorraums zu
beschreiben. Wir nennen fiir zwei Basen a und o von V'

S = M(id;d',a) € GL,(K)

die Basiswechselmatrix von o auf a, weil fiir S = (a;;) gilt:
v; = id(v}) = Zaijvi (j=1,...,n)
i=1

b) Das Inverse S~ € GL,(K) beschreibt dann offensichtlich den Wechsel
von a nach o, denn M(id;a,a) = E, fiir jede Basis a und deshalb gilt:

M(id;d',a) - M(id;e,0') = M(id;a,0) = E,

und
M(id,a,d") - M(id; o', a) = M (id;d',d') = E,

nach (3.5).

63



3.33 Satz: Transformationsformel

Seien V' und W Vektorraume der Dimension n und m und a,a" Basen von
V sowie b,0" Basen von W. Sei weiter 7' € GL,(K) die Basiswechselmatrix
zwischen o’ und a , S € GL,,(K) die Basiswechselmatrix zwischen b und 0. Sei
schliefllich f : V' — W linear und A, B € Mat(m,n; K) die Beschreibungen
von f beziiglich a und b bzw. o’ und ¥. Dann gilt:

B=S-A-T.
Beweis:
Es ist also
T =M(id;d,0) € GL,(K) ,
S = M(id;b,0") € GL,,(K) ,
sowie
A= M(f;a,0),
B = M(f;d¥).
Weil nun

f=idw o foidy
ist, gilt nach (3.5)
B = M(f;d,t") = M(idy;06,0") - M(f;a,0) - M(idy;a',0) =S-A-T .

OJ

3.34 Kommentar: Basiswechselmatrix der
Koordinatenisomorphismen

Beachtet man, dass fiir die Basiswechselmatrix T = M(id;d’;a) gilt, dass
fr = (T%)~*-T% (Ubung) fiir die Koordinatenisomorphismen 7¢, 7% : K" —
V ist, so driickt die Transmormationsformel gerade die Kommutativitéit des
Basiswechseldiagramms aus.

| Abbildung fehlt
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3.35 Kommentar: elementare Spaltenumformungen

Genauso wie man elementare Umformungen an Zeilen vornimmt, kann

man dies auch an Spalten tun. Aus der Zeilenstufenform kann man dann
0
0 0
iiberfithren. Da elementare Spaltenumformungen durch Multiplikation mit

Elementarmatrizen von rechts beschrieben werden, sieht man, dass es zu
jedem A € Mat(m,n; K) stets Matrizen S € Gl,,(K) und T € Gl,,(K) gibt,

so dass
E. 0
sar= (5 9)

fir 0 < r < min(m,n) ist. (Dieses Resultat haben wir auch schon in (3.10)
zusammen mit (3.33) gesehen.)

eine Matrix A € Mat(m,n; K) vom Rang r in die Matrix

3.36 Motivation

Wir wollen nun noch nachtragen, dass der Zeilenrang rg,(A) einer Matrix
A € Mat(m, n; K) stets gleich seinem Spaltenrang ist. Sei dazu:

! = Trans : Mat(m,n) — Mat(n,m) ,

A A"
wobei die Transponierte von A = (a;;)1<i<m, 1<j<n gegeben ist durch
t _ .
A" = (bji)i<j<m, 1<i<n it
bji = Qg -
Es ist dann Trans linear, denn

(A+ B) = A"+ B, (\A)" = \A*

und bijektiv (also ein Isomorphismus), denn Trans o Trans = id.

3.37 Bemerkung
Ist A € Mat(m,n) und B € Mat(n,r), so gilt

(AB) = B'A" .
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Beweis: B
Setzen wir C' := AB und weiter A" = (a;;), B' = (b;;), C' = (¢4;) mit
1<i1<m,1<j<nund 1<k <r, soist

n n
Cri = it = Y agbi = > brjtiji |
Jj=1 Jj=1

also
Ct=RB'-A'.

3.38 Kommentar

Trans : Mat,, (K) — Mat, (K) ist deshalb zwar kein Ringhomomorphismus,
iiberfiihrt aber Einheiten in Einheiten, denn ist S € GI,(K) und T' = S~
also ST = E, =TS, so ist

E,=E' =Tt.§' =g T
also S* € GI,,(K) mit (S*)~! = (S71).

3.39 Satz: Zeilenrang gleich Spaltenrang

Seien m,n € N beliebig, K ein beliebiger Kérper. Dann gilt fiir alle
A € Mat(m, n; K):
rg.(A) =1g,(4) .

Beweis:

Man beachte zunichst, dass natiirlich rg,(A) = rg,(A?) ist, weil die Zeilen
von A gerade die Spalten A! sind. Weiter beobachten wir, dass fiir alle

S e€Gly(K)und T € Gl,(K)

rg, (SAT) = 1g,(A)

ist, weil man SAT als beschreibende Matrix von f4 : K™ — K™ beziiglich
der Basen a und b auffassen darf, die aus der kanonischen Basis R durch die
Matrizen S bzw. T hervorgehen, S = M (id; R,0), T = M (id;a, R)

(siche (3.8)).

rg,(A) = rg(fa) E re, (M(f;0,0) 2 1g,(SAT) .
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Wiéhlen wir aber nun S € Gl,,,(K) und T € G, (K) so, dass
E. 0
sar= (5 0)
ist und benutzen noch die offensichtliche Tatsache, dass
. E. 0\ . E. 0
gs 0 O =Tr= gz 0 0
ist, so konnen wir schlieflen:

re,(4) = e, (547) =1, (7 0) =
und
8.(4) = 1g,(4%) 2 rg, (T°A'S") = 1g,((SAT))
— A = (70 ) =7,
wobei (*) ausnutzt, dass auch T* € Gl,(K) und S* € Gl,,,(K) ist. Also ist

rg,(A) =r=1g,(4) .

3.40 Definition: Lineares Gleichungssystem

Seien m,n € N,q;; € K fir 1 <¢ <mund 1 < j < n sowie b, € K fiir
1 < i < m. Man nennt das System von m Gleichungen (x)

a11r1 + 1272 + -+ ATy = bl
A21T1 + A22Xo + *++ + ATy = b2

Am1T1 + Q2T + -+ - + ATy = bm

ein lineares Gleichungssystem (LGS).

3.41 Kommentar: Lineares Gleichungssystem

a) Gegeben sind dabei also die Zahlen a;;,b; € K, gesucht sind die Zahlen
x1,...x, € K, so dass (x) erfullt ist.
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b) Setzt man A := (a;;) € Mat(m,n; K) und b = (by,...,b,) € K™, so
schreibt sich (%) mit Hilfe der Matrizenmultiplikation als eine Gleichung
in K" (mit = (24, ...,x,) € K™) einfacher als

Az =b. (%)

c) Fiir gegebenes A € Mat(m, n; K) und b € K™ nennen wir die Teilmenge
Lap:={re K": Ax =0b} C K"
den Losungsraum des LGS (x) (mit Lo =: Ly).

d) Ist b =0, so heifit das LGS homogen, fiir b # 0 heifit es inhomogen.

3.42 Satz

Sei A € Mat(m,n; K) und Ly C K™ der Losungsraum des homogenen
Gleichungssystems Axr = 0. Dann gilt: L4 ist ein Unterraum von K™ der
Dimension

dim(L4) =n —rg(A) .

Beweis:

Betrachte die zu A gehorende lineare Abbildung f4 : K™ — K™, fa(z) = Ax.
Dann ist offenbar L4 = ker(f4) und damit nach (2.24) ein Unterraum von
K™ der Dimension (nach (2.27))

dim(La) =n —rg(fa) =n—rg(A) .

3.43 Kommentar

Zur Berechnung von L4 beachten wir, dass fiir + € K™ und S € Gi,,,(K) gilt:
Ar =0 SAz =0 .

Deshalb verdndern elementare Zeilenumformungen an A den Losungsraum
L = L4 nicht. Nach eventueller Spaltenvertauschung (d.h. der Austausch
der Komponenten von € K™) kénnen wir A auf folgende Gestalt

_ (B (bw)
b= < 0 0
mit 7 := rg(A) und by € Mat(r,n —7r) (mit 1 <k <r, r+1 <1 < n)
bringen.
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Dann konnen wir alle Losungen x € L einfach ablesen, denn aus
xk+bk,r+1'xr+1+"'+bk,n'xn:0

fiir K =1,...,r sieht man, dass man x,,1,...,x, € K frei wihlen kann und
sich xq, ..., z,, also die abhdngigen Variablen, daraus ergeben. Eine Basis von
L erhdlt man daher z.B. so, dass man fiir jedes s € {r+1,...,n} z; := J

(l=7r+1,...,n) setzt und dann offenbar x; = —bys erhélt fir k =1,...,r.
Es ist also (vy,...,v,_,) mit

V] = (_blﬂ“-f—l? ey _br,r—i-la ]., 0, e ,O, 0)

Uner = (=brms ., =byn,0,0,...,0,1)

eine Basis von L 4.

3.44 Beispiel: LGS l6sen
Lose das LGS (im R3)

4!L‘1+4[L‘2—5CL’3 = 0
2$1+0$2—ZE3 =0

—T +2$2 — T3 =

Also:

44 -5 —1 2 -1 @ /-1 2 1

20 -1 | M 20 -1 | 0o 4 -3

12 -1 44 -5 0 12 —9

(-3

p [ 24 2\ G0 200 1 Ff(f)> 10 -1
D 0 a4 =3 |V 04 3| R o1 -3
0 12 -9 00 0 00 0

Also ist v = (%, %, 1) eine Basis von L 4.

3.45 Satz

Sei A € Mat(m,n; K) und b € K™. Dann ist das LGS Az = b genau dann
l6sbar, wenn gilt:

rg(A, b) = rg(A) .
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3.46 Kommentar

Hierbei ist (A,b) € Mat(m,n + 1; K) die Matrix, die entsteht, wenn man
A um eine Spalte mit dem Eintrag b ergénzt. Es gibt nur folgende zwei
Méglichkeiten fiir rg(A, b):

i) rg(A,b) =1g(A)
ii) rg(A,b) =rg(A)+1.

Genau im 1. Fall, so sagt Satz (3.45), ist das Sytem (x) losbar.

Beweis von (3.45):

Man betrachte die zu A gehérende lineare Abbildung fs : K™ — K™,

fa(x) = Az. Das Bild von f4 wird von den Spaltenvektoren ay,...,a, € K™
von A aufgespannt, denn f(e;) = a; fiir j =1,...,n,

im(fa) = (a,...,a,) T K™.
Offenbar ist nun (%) genau dann lésbar, wenn es z1, ..., x, € K gibt mit
b=za1+ -+ x40,
also wenn b € (ay,...,a,). Das ist genau dann der Fall, wenn
(ay,...,a,) = {ay,...,a,,b)

ist, also
rg(A) =rg(A,b) .

3.47 Satz: Losungsraum

Sei A € Mat(m,n; K), b € K™ und y eine (spezielle) Losung von Az = b. Sei
weiter Ly, C K" der Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems
Az = 0. Dann gilt fiir den Losungsraum L, C K" von Az = b:

LAvb:y—FLAZI{y—i—Z'EKnZ{L'ELA}.
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3.48 Kommentar: affiner Unterraum

a) Eine Teilmenge L C V (in einem Vektorraum V') heifit ein affiner
Unterraum von V wenn es ein v € V und ein Untervektorraum U C V'
gibt, so dass folgendes gilt:

L=v+U

Man setzt dann:
dimg L := dimgU

L ist sozusagen ,,ein verschobener Unterraum®.

b) Losungsrdume von linearen Gleichungssystemen Ax = b sind also affine
Unterrdume von K™ der Dimension n — rg(A).

Beweis von (3.47):
Sei also y € K™ eine Losung von Az = b, also: Ay =b. Ist z € L, beliebig,
also Az = b, so gilt:

Alz—y)=Az—Ay=b—-0=0

Alsoist v :=2—y € Ly und damit z =y +x € y+ La, also Ly, C y+ Ly.
Ist umgekehrt © € Ly, so ist

Aly+2)=Ay+Az=0+0=0b,
alsoist z:=y+x € Ly und damit y + L4 C Lyy.

3.49 Kommentar

a) Zur Bestimmung einer speziellen Losung nimmt man alle elementaren
Zeilenumformungen an A auch an b — also an (A, b) — vor. Es ist ndmlich
fir S € Gl K
Ar =b& SAz = Sb .

b) Hat man (A,b) durch elementare Zeilenumformungen (und evtl.
Spaltenumformungen von A) dann nach (B, ¢) mit

E, ~ [ c
B-( 0 0)undc-<0)

mit ¢ € K" iiberfiihrt (falls rg(A) = rg(A, b) ist), so ist offenbar
y := (¢,0) € K™ eine spezielle Losung. Also ist

Lay=y+La.
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3.50 Beispiel: LGS l6sen
Lose das LGS Az = b in R3 mit

4 4 5 2
A= 2 0o -1 ],b=1( 0
—1 2 -1 1

Die Zeilenumformungen vom (3.44) iiberfithren (A,b) nach (Ubung)

10 —;3
01 -} |
00

O O

Nach (3.49) und (3.44) ist deshalb

1 13
Ly = - A==, 1) :Ae K}.
Ab {(07270)+ (2747 ) € }

Vv
allgemeine Losung von ()
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4 Determinanten

4.1 Erinnerung: symmetrische Gruppe

Sein € Ny und [[1,n]] :={1,2,...,n} ([[1,0]] = @), dann hatten wir in (1.5)
mit

S, :=Bij ([[1,n]])) ={o:{1,...,n} — {1,...,n}: bijektiv}

die symmetrische Gruppe mit n Eintragen. Es ist S,, eine Gruppe mit der
Komposition von Abbildungen,

0109 = 01009 .

Jedes Element o € S,, heifit eine Permutation.

4.2 Kommentar: Permutationen

a) Eine Permutation von o € S,, wird oft so notiert:

3

: 1 2
z.B. ist also 9 3 1

3 — 1 abbildet.

) die Permutationen, die 1 — 2,2 — 3 und

b) In Teil I hatten wir gesechen, dass S, genau n! Elemente hat. (Beachte:
So = {idg}, ist also 1-elementig, 0! = 1.)

c) Eine Permutation 7 heifit Transposition, wenn es 1 < ¢ < j < n gibt,
so dass gilt:

(i) =
) =i
T(k) =k fir k #1i,75

Beachte, dass 72 = 77 = id ist.

d) Jede Permutation ¢ ist Produkt von Transpositionen, d.h.: es gibt ein
s € Ny und Transposition 74, ..., 7, mit:

O=1T1...Tg

(s = 0 bedeutet : ¢ =id ) (Ubung).
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4.3 Definition: Signum

Sei n € Ny und ¢ € §,,. Wir definieren das Signum von ¢ durch

()= [ o(j) —o(i)

1<i<j<n J—i
4.4 Kommentar: Signum
a) Die Menge der 2-elementigen Teilmengen von [[1,...,n]] bezeichnen wir

mit Po([[1, n]]),
Po([[1 nl]) == {{i, 5} S ¥(([1,nl]) : 1 <i < g <nj.

(P(X) sei die Menge aller Teilmengen einer Menge X.) Sie hat () =
1(n — 1)n Elemente. Das Produkt in (4.3) hat also (}}) Faktoren.

b) Wir werden gleich sehen (siche (4.5)), dass sgn nur die Werte
+1 annehmen kann. Ist o Produkt einer geraden Anzahl von

Transpositionen, so wird sgn(o) = +1 sein, im Falle einer ungeraden
Anzahl ist sgn(o) = —1 (siche(4.10)).

c) Offenbar ist sgn(id) = +1, denn dann ist:
sgn(id) = 1) = 1 .

d) Seio € S, und 1 <i < j < n derart, dass o(i) > o(j) ist. Wir nennen
dann (7, j) einen Fehlstand von . Z.B. hat

( é g i) ) die Fehlstiande (1,3) und (2,3) .

4.5 Bemerkung: Fehlstinde

Sein €Ny, 0 eS8, und 0 < s < (g), die Anzahl der Fehlstdnde von o. Dann
gilt:

sgn(o) = (—1)°
Beweis:

Ist 0 € S, so bildet o auch die 2-elementigen Teilmenge von [[1, n]] bijektiv
auf sich ab,

Po([[1,7]]) — Po([[1,2]])
{15} = {o(i),0(4)} -
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Es ist deshalb
II G-9== [ (t)-ali).
1<i<j<n 1<i<j<n
Auf der rechten Seite sind dabei genau s Faktoren negativ, die anderen (g) -5

Faktoren sind positiv (links sind alle positiv). Es folgt:

seno)~ ] o0(j) —o(i) _ Ilic;(0(s) —0(@)) _ (1)

j—i [Li;G =1)

1<J

4.6 Korollar: Signum der Transposition
Fiir eine Transposition 7 € §,, gilt:

sgn(r) = —1.
Beweis:

Seien also 1 < i < 5 < nderart, dass 7 gerade @ und j vertauscht, die anderen
Elemente von [[1,n]] festhélt,

B (1...(2'—1)i(i+1)...(j—1)j(j—|—1)...n)

S\ (= 1D)i6E+ D) (- Di(G+1).n)
Es gibt dann die Fehlsténde (k,j) fur k = 4,...,j — 1 (also j-i Stiick) und
die Fehlstande (i, k) fiir (k = ¢+ 1,...,7) (also j-i Stiick), wobei nur der
Fehlstand (i,j) zweimal gezihlt wurde. 7 hat also 2(j —i) — 1 Fehlstande und
das ist ungerade.

4.7 Vorbreitung: Gruppenhomomorphismus

a) Sind G,G" Gruppen, so heifit eine Abbildung ¢ : G — G’ ein
Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle g, h € G gilt:

P(gh) = ¢(g)e(h) .

b) Die Menge G = {—1,4+1} C Z besteht gerade aus den Einheiten des
Rings Z (siche (3.22 b)). Sie bildet damit eine (abelsche) Gruppe.

4.8 Satz: Signum ist Gruppenhomomorphismus

Sei n € Ny. Das Signum
sgn: S, — {£1}, o+ sgn(o)
ist ein Gruppenhomomorphismus, also: Fiir alle oy, 09 € S, gilt:

sgn(oy02) = sgn(oy)sgn(os)
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4.9 Lemma

Sei n € Ny und M C [[1,n]]* derart, dass die Abbildung M —
Po([[1,7n]]), (i,7) — {4, 7} definiert und bijektiv ist. Dann gilt fiir alle 0 € Sp,:

SgH(O’) _ H J(])_O-(l) )

(i,7)eM Jt

Beweis:

Wegen
o(j)—oli) _o(t)—a(j)

j—i i—J
fir alle (7, 7) mit 7 # j folgt

Gpem I " ic; !

11 o(j) —o(@) _ 11 o(j) —o(1)

= sgn(o)

Beweis von (4.6):
Fiir 01,09 € §,, ist nun

0102(j) - 0102(i) 0102(j) - 0102(1') 02(j) - Uz(i)
sgn(oi09) = — = . : —
e I
Setzt man nun:

M = {(05(i),02(5)) € [[L,n]]*: 1 <i<j<n},

so ist M — Py([[1,n]]), (k,1) — {k,{} bijektiv, also ist nach (4.9):

17 0u02(5) = 01(0a(3)) y 9205) — 02(0)
sgn(m@) = g ag(j) — 02(2’) g J—
o1(l) — o1(k) 02(jJ) — 02(1)
B (k l)l_g M L=k E J=1
(49 sgn(oq)sgn(os)
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4.10 Korollar: Signum einer Permutation

Sei n € Ny und o € S,, Produkt von s Transpositionen (s € Ny), 0 =71 ... 7.
Dann gilt:

sgn(o) = —1°
Beweis:
Ist 0 = 7 ... 7, mit Transpositionen 7, (k=1,....s), so ist wegen (4.6) und
(4.8):

sn(o) = [[san(n) = (-1

4.11 Kommentar: alternierende Gruppe
Wegen (4.8) ist
a, :={c €S, sgn(o) =+1}

eine Untergruppe von S,. Sie heifft die alternierende Grupe (in n
Eintrdgen). Fiir n > 2 hat a, hat genau %n! = 3 -4...n Elemente, denn
ist 7 € §,, eine Transposition, so ist

a, — Sp\ap, o0 T

bijektiv, denn wegen 72 = id ist S,\a, — a, 0 — o -7 die Umkehrung. Es ist
also S,\a, = a,-7={o7 € S, : 0 € a,}. Die Elemente von a,, heilen gerade
Permutationen die von S, \a, ungerade.

4.12 Definition: multilinear, alternierend
Seien Vi,...,V, und W Vektorraume.

a) Eine Abbildung s : Vi x - -+ xV,, — W heift multilinear, wenn s linear in
jedem Argument ist, d.h. fur allev; € Vi, ...,v, €V, i=1,...,r, v, €
Vi und A\ € K gilt:

S(U1, . V1, U UL Vgt Un) = S(U1, U, )
+ s(vg, ..Ul )
S(U1, . AV 0y) = AS(U1, Yy, )
b) Ist V} =+ =V, =V fiir einen Vektorraum V, so heifit eine multilineare
Abbildung s : V" — W alternierend, wenn folgendes gilt:
Ist1<i<j<r vy,...,v, € Vund v; =vj, so ist s(vy,...,v,) =0.
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4.13 Kommentar

a) So wie die Homomorphismen zwischen zwei Vektorrdumen V und W
(Bez.: Hom(V,W)) selbst einen Vektorraum bilden, so ist dies auch
unter punktweiser Addition und skalarer Multiplikation fiir

Mult(Vy, ..., Vi W) :={s:V; x--- x V., - W : sist multilinear}

der Fall: Mult(V4, ..., V,; W) ist selbst ein K-Vektorraum.

b) Im Falle V; = --- = V, = V bilden die alternierenden multilinearen
Abbildungen offenbar einen Unterraum von Mult(V, ..., V; W), den wir
mit

Alt, (VW) :={s € Mult,.(V,...,V;W) : s in alternierend}
bezeichnen. Im Fall W=K schreiben wir nur noch

Alt, (V) .= Alt,(V; K) .

4.14 Definition: Determinantenform

Sei V ein K-Vektorraum der Dimenstion n. Wir nennen
AV s K

eine Determinantenform (kurz: DF) auf V', wenn A multilinear und
alternierend ist.

4.15 Kommentar: nicht-triviale DF

a) Man beachte, das hier noch keineswegs klar ist, ob es tiberhaupt nicht
triviale DF’en A auf V' gibt. Natiirlich ist A = 0 eine DF auf V' und
A € Alt,, (V) heifit nicht-trivial, wenn A # 0 ist.

b) Es wird sich aber bald zeigen (siche (4.24)), dass, sobald wir eine nicht
trivilale DF auf V' gefunden haben, sagen wir A;, jede andere DF A
nur ein skalares Vielfaches von A; ist, d.h.: Es gibt ein A\ € K mit
A = M\ also:

dim(Alt, (V) =1

(unabhéngig von n).
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4.16 Bemerkung: Regeln fiir DFen

Sei V' ein Vektorraum der Dimension n und A : V" — K eine DF. Dann gilt:
a) Ist (vy,....,v,) ein linear abhéniges n-Tupel in V|, so gilt:

Avy,...,v,) =0

b) fir alle v1,...,v, € Vund 1 <i < j <n gilt:

c) fiir alle vy,...,v, € V und jedem o € S, gilt:
AVo(1); - -+ Va(n)) = sgn(o)Avr, ..., vp) ;
d) firallevy,...,v, €V, 1<i<j<nund \ € K ist:
Al v, v+ A, ) = A v, 0, )
Beweis a) Ist (vy,...,v,) la., so ist eines der Mitglieder des n-Tupels

Linearkombination des anderen (siche (1.20)), sagen wir v,,.
Es gibt also A\1,..., \,_1 € K mit

Un = )\1’01 + ...+ )\n_lvn_l .

Wegen der Multilinearitit von A ist dann:

n—1

n—1
A(Ul, e ,Un) = A(’Ul, Cey Z))\Z’l}l = )\Z‘A<U1, e ,Unfl,?)i) s
i=1

i=1
und jeder dieser n — 1 Summanden ist Null, weil A alternierend ist.

Beweis b) Wir notieren nur die i. und j. Stelle. Da A multilinear und
alternierend ist, gilt:

0= A (..,ui+v5,...,0,+v;,...)
= A (...,’UZ',...,’UZ‘,...>+A(...,UZ',...ﬂ)j,...)

S

=0
+ A(...,vj,...,vi,...)+A(...,vj,...,vj,...),

-~

=0
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also:

Beweis c) Ist 0 = 7 eine Transposition, so ist

46
A(vray, -5 Vrm)) = —Avr, ..., Up) = sgn(7)A(vy, ..., vp) .

Ist o € S, beliebig, so wihle man Transposition 7, ..., 7s (vgl. (4.2 d)) mit
O =1T1...Tg
und benutze (4.8):

A(Us()s -+ Votm) = AlUr(rer)(1) - - -5 Vi (rar)(m))
SE(T1)A(Vry. 7o (1)5 - - - > Uryory(n))
sgn(7) . ..sgn(15)Avy, ..., v,)
sgn(my ... Ts)A(vy, ..., )

= sgn(a)A(vl, ceyUp)

Beweis d) Fiir vy,...,v, € V, A€ K und 1 <i# j < nist.

AV, Uy 0 F A, 0) = A (U1, U, U, )
+ )\Agvl,...,vi,...,vi,...,vnl

= A (v1,...,0,) .

4.17 Definition: Determinante

Sei K ein Korper und n € Nj.

a) Wir definieren die Determinate einer n x n-Matrix A = (a;;)1<ij<n
durch

() det(A) := Z sgn(0)ao(1),1 - - - Go(n)n



b) Fiir V= K" definieren wir die kanonische Determinantenform A, :
(K™)" — K durch

Az, ..., z,) =det(zy ... x,),

wo A = (x1,...,x,) € Mat,(K) die Matrix bezeichnet, in deren
Spalten x1,...,x, € K" stehen.

4.18 Kommentar: Regel von Sarrus

a) Es gibt also in der Leibniz-Formel (%) n! Summenden. Jeder Summand
ist (bis auf das Vorzeichen) ein Produkt ¢; ... ¢, aus n Faktoren, wobei
aus jeder Spalte (und jeder Zeile) von A genau ein Faktor stammt.

i) n=0:8 ={id} = det() =1
11) n=1: Sl = {ld} = det(an) = a1

iii) n=2:8; = {id, ( ; ? )}:> det ( @i i ) = (1109 — (1010

Q21 22

iv) n=3=8; hat bereits 3! = 6 Elemente. Es gilt dann die Regel
von Sarrus (Ubung).

11 aiz2 A3
det 921 Q929 Q923
a31 asz2 a33

= 11022033+ 012023031+ A13021A32 — Q13022031 —A11A23032 — 012021033 -
b) Der Summand, der zum Element id C S, gehort, ist offenbar das

Produkt der Diagonalelemente aqiags ... apn,. Ist A € Mat,(K) eine
Diagonalmatrix, d. h.

aq 0

A =diag(ay,...,ap) ==

0 Qy,

so sind offenbar alle anderen Summanden in det(A) gleich Null, also:

det(diag(ay, ..., an)) =g -+ - ap, .
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Insbesondere gilt fiir die Einheitsmatrix E,, = diag(1,...,1) bzw. fiir
die kanonische Basis R = (eq, ..., e,) von K™:

det(E,) =1,

Al(el,...,en) =1.

4.19 Satz: kanonische DF

Sei n € Ny und Ay : (K,)" — K die kanonische DF auf K". Dann ist A;
tatsdchlich multilinear und alternierend.

Beweis:

Jeder der Summanden in det(A) ist von der Form =+¢; ...¢,, wobei ¢; ein
Eintrag aus der j-ten Spalte von Aist (j =1,...,n). Da K" — K,

(€1, ¢n) — €1 ...c, multilinear ist, ist dies auch Ay : (K™)" — K.

Sei nun n > 2 und die 7. und j. Spalte von A gleich, ¢ # j, sagen wir
A= (ay...a,) mit

ap € K"(k=1,...,n) und a; = a;. D. h.:

(*) Qp; = A, firk=1,...,n.

Wir zerlegen nun die symmetrische Gruppe disjunkt in die geraden und
ungeraden Permutationen,

S, =0, U (S\a,) =0, Ua,T,

wobei wir fiir 7 die Transposition wihlen, die gerade 7 und j vertauscht (vgl.
(4.11)). Dann gilt:

det(al cee a'n) = Z Ao(1)1 -+ » Ao(n)n — Z Uoor(1),1 - - - Agor(n),n

o€y o€y

Nun ist fiir k& # 4, j natiirlich Gyork),xr = G0k und wegen () ist

_ (x)
Qgor(i)i = Qo(j),i = Qo(4),j >

(*)

Qoor(j),j = QAo(i),j = Qo(i),i -

Deshalb ist
A(ay, ..., a,) =det(a;...a,)=0.

Es ist also A; eine Determinatenform.
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4.20 Kommentar: nicht-triviale DF

a) Fir V = K™ haben wir also nun eine nicht-triviale DF A; gefunden, denn
A verschwindet z.B. auf der kanonischen Basis von K™ nicht,

Aj(er,...,en)=1.

Ist nun V ein beliebiger K-Vektorraum der Dimension n, so hat V' zwar
i.A. keine kanonische Determinantenform (DF'), mit Hilfe einer Basis a
konnen wir aber vermoge des Koordinaten-Isomorphismus’ 7 :

K™ — V eine nicht-triviale DF so definieren: Wir setzen Ay : V" — K,

Ag(wy, ..., wy) = AL((T) Hwy),. .., (T Hw,)) .

Multilinearitit (weil (T®)~! linear ist) und Alterniertheit folgen
unmittelbar. Ist @ = (vy,...,v,), so gilt (T%) " Hv;) =¢; (j =1,...,n)
und daher

Ag(v1,. .. v,) =1

Also ist A, tatsachlich nicht trivial.

b) Die Determinantenformel von Leibniz fiel in der Definition (4.17)
scheinbar vom Himmel. Dass sie sich in natiirlicher Weise ergibt, zeigt
folgendes Lemma.

4.21 Lemma

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und a = (vy,...,v,) eine

Basis von V. Sei weiter A : V"™ — K eine beliebige Determinantenform und
seien

wy, ..., w, €V beliebig. Ist dann w; = Y | a;;v; und A = (a;5), so gilt:

Awy, ..., wy,) =det(A)A(vy, ..., v,) .

Beweis:
Direkt aus der Multilinearitat von A ergibt sich:

Awy,...,w,) = A(iaillvh,...,iainnvn>

11=1 in=1

= Z @iyt -G AV, U)



Wegen (4.16 a) sind in dieser Summe (von n™ Summmanden) hochstens die
von Null verschieden, wo durch i, =: o(k) (k = 1,...,n) eine Permutation
gegeben ist, und wegen (4.16 c) ist deshalb:

Awy, ... w,) = Z Ar(1)1 - - - Oo(mnAVa(1)15 - - - > Va(n)n)

G’GS’n

= Z sgn(0) (1)1 - - - Ao A(V1, .. ., V)

oeSy

= det(A)A(vy,...,v,) .

4.22 Satz:

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und A : V® — K eine nicht

triviale DF, dann ist @ = (vy,...,v,) genau dann eine Basis von V', wenn
A(vy,...,v,) # 0 ist.

Beweis:

< Ist a = (vq,...,v,) keine Basis, so muss (vy,...,v,) linear abhéngig sein
(wegen dimV" = n) und daher wissen wir nach (4.16 a), dass A(vy, ..., v,) =0
ist.

= Ist nun a eine Basis von V und wére A(vy,...,v,) = 0, so zeigt (4.21),

dass A(wy, ..., w,) = 0 ist, fiir alle wy,...,w, € V, also A = 0. Da A nicht
trivial ist, folgt A(vy,...,v,) # 0.

4.23 Kommentar: DF erkennen Basen

a) Determinantenformen sind also geeignet um zu erkennen ob ein
vorgelegtes n-Tupel (vy,...,v,) in einem n-dimensionalen Vektorraum
eine Basis ist oder nicht.

b) Lemma (4.21) zeigt auch, dass eine DF komplett festgelegt ist, wenn man
sie auf einer einzigen Basis a = (vq,...,v,) von V kennt. Es gibt also
auf V' zum Beispiel genau eine DF A mit der Eigenschaft:

Avy, ... o) =1,

namlich A = A,.
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4.24 Korollar

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und A; eine nicht-triviale DF. Ist
nun A eine beliebige DF, so gibt es genau ein A € K mit A = AA, also

dim(Alt,(V)) = 1 .

Beweis:

Sei a = (vy,...,v,) Basis von V. Dann ist d; := A;(vy,...,v,) # 0, sonst
wére nach (4.22) Ay = 0 Ist nun A(vy,...,v,) =: d € K, so ist also mit
A= % e K:

A('Ul,...,/l]n> =d= _dl = )\Al(vl,...,vn)

und deshalb wegen (4.21) fiir alle (wy,...,w,) € V" mit A = (a;;), wenn
w; = Zaijvi ist:

Awy, ... ,wy,) = det(A)A(ve,...,v,)
= det(A)ANA1 (v, ..., v,)
= M(wy,...,w,),

also
A = )\Al .

4.25 Kommentar: wohldefinierte DFen

a) Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und f : V. — V ein
Endomorphismus. Ist A; : V® — K eine nicht triviale DF auf V,
so wird durch Ay : V" — K mit:

Ap(vy, ..., vn) = A1(f(v1),..., f(v))

wieder eine DF auf V' definiert (evtl. ist A trivial, vgl. auch (4.20)).
Nach (4.24) gibt es deshalb eine eindeutig bestimmte Zahl ay € K, so
dass gilt:

Af = OéfAl .

b) Wegen (4.24) sieht man nun auch, dass die Zuordnung End(V) — K,
f + ay, nicht von der Wahl der nicht trivialen DF A; abhéngt.
Ist ndmlich A’ eine andere, so ist A} = AA; fiir ein A € K* und daher
gilt fiir A% - V™ — K Al(vy, ..o v,) = AL(f(01), -0 f(vn)):
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A(vr, .. v) = AA(f(v1),. ., f(on) = AAs(vr, .. vn)
= dafAq(vy, .., 0,) = apAl(vg, .. 0p)

fur alle vy,...,v, € V. Es ist also ay wohldefiniert (d.h. unabhéngig
von der Auswahl von A; # 0 ).

4.26 Definition: Determinante eines Endomorphismus

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und A; eine nicht-triviale DF
auf V. Sei weiter f : V — V ein Endomorphismus. Dann definieren wir die
Determinante von f, det(f) € K, durch die Bedingung;:

AI(f(”l)a s ,f(’Un)) = det(f)Al(vla s 7vn)

fir alle (vy,...,v,) € V™

4.27 Bemerkung

Sei V' ein K-Vektorraum und a = (vq,...,v,) eine Basis von V. Dann gilt
fiir alle Endomorphismen f:V — V:

det(f) = det(M(f;a,0a)) .
Beweis:

Sei Al = Aa die DF auf V mit A1(U1, N ,Un) = 1. Ist f(Uj) = Z?:l Q5
(j=1,...,n), also (a;;) = A= M(f;a,a), so ist nach (4.21)

det(f) = det(f)A1(vr,...,v0) = A1(f(v1),..., f(va))
2 Qet(A)A;(vr, ..., v,) = det(A) .
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4.28 Vorbemerkung: Matrizen vs. Endomorphismen

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und a eine Basis von V. Weil
VU : Endg (V) — Mat,(K) ,

U(f) = M(f;0,0),

ein Ringisomorphismus ist (vgl.(3.19)), kann man in folgenden beiden
Sétzen (4.29) und (4.29") wahlweise die Endomorphismenversion
oder die Matrizenversion ~ benutzen, z.B. gilt fir ~ den
Determinanten-Multiplikationssatz (c¢’), wenn man (c¢) bewiesen
hat: Fiir A, B € Mat,(K) seien f = U "'(A), g = VU !(B). Dann ist:

det(AB) = det(¥(f)¥(g)) ™= det(¥(fg))

4.27 )
det(f

= det(f)det(g)
= det(V¥

9)
(f))det(¥(g)) = det(A)det(B) .

4.29 Satz: Endomorphismenversion

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Dann gilt fiir alle f, g, € End(V')
und fiir alle A € K:

a) det(id) =

b) det(Af) = A*det(f)

c) det(f og) = det(f)det(g)

d) det(f) # 0, genau dann, wenn f ein Automorphismus ist und dann ist

1

) = G

4.29’ Satz: Matrizenversion

Sei K ein Korper und n € Ny. Dann gilt fiir alle A, B € Mat,,(K) und A € K:
a’) det(E,) =1

b’) det(AA) = A"det(A)

c’) det(AB) = det(A)det(B)
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d’) Esist det(A) # 0, genau dann, wenn A € GL,(K) ist, und dann gilt:

1

det(A™) = det(A)

Beweis a’) Haben wir schon bewiesen (4.18 b).

Beweis b’) Ist A = (ay,...,a,) mit a; € K" (j = 1,...,n), so ist wegen
der Multilinearitat der kanonischen DF A; auf K™:

det(/\A) = Al()\al, R ,)\an) = /\”Al(al, R ,CLn) = )\"det(A) .

Beweis ¢) Sei a = (v1,...,v,) eine Basis von V und A; die DF auf V' mit
Aq(vy,...,v,) = 1. Dann ist:

det(fog) = det(fog)Ai(vy,...,v,) =A1(fog(vy),...,fog(vy))
= Au(f(g(vr))s-- -5 fg(vn))) = det(f)Ar(g(vr), - - ., g(vn))
= det(f)det(g)As(vy,...,v,) = det(f)det(g) .

Beweis d) Sei a = (vy,...,v,) eine Basis und A; wie unter (c).

Nach (4.22) ist ein n-Tupel (wy,...,w,) € V" denau dann eine Basis von
V, wenn Aq(ws,...,w,) # 0 ist. Nach (3.27) ist f € End(V) genau dann
Automorphismus, wenn (f(v1),..., f(v,)) Basis ist. Wegen

Ai(f(vr), .-, flvn)) = det(f)
folgt der erste Teil der Behauptung. Ist f € Aut(V), so ist wegen (a) und

(c):
1 = det(id) = det(f o f~1) <2 det(f)det(f)

also:
det(f~1) = det(f)"" .
4.30 Satz: Determinante der transponierten Matrix
Fiir alle A € Mat,,(K) gilt:
det(A") = det(A) .

Beweis:

Da die Abbildung S,, — S,,, 0 — o', bijektiv ist (ihr Inverses ist sie selbst),
kann man in der Leibnizschen Formel statt iiber ¢ € S,, iiber 0~ summieren
(d.h. man nur dndert die Reihenfolge der Summanden):
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det(A) = Z Sgn(O'_l)CLo-fl(l)J, ey Qo) -

O'ESn

Nennt man bei festem o € S, noch k:=o(i) (i =1,...,n) so ist
i=oc Yk) (k=1,...,n), also

A5—1(3),i = Ak,o(k)

und damit
n n

H Ao—-1()5 = H ak,o(k) -

i=1 k=1
(Man vertauscht nur die Faktoren.) Schliefllich ist wegen

1 = sgn(id) = sgn(oo ') = sgn(o)sgn(c ) ,

also
sgn(o!) = sgn(o)

da sgn(o) = £1 ist. Setzen wir A* = (a;;), also a;; = aj; so sieht man:

n

det(4) = Y sgn(0) [[ arow

ocESh k=1

= Z SgH(O’)ao(l)J, c. ,&/g(n)’n
g€Sy,

= det(A")

4.31 Bemerkung
Sei A € Mat,(K),1 <i# j<nund A € K. Dann gilt:

a) Multipliziert man die i-te Zeile (bzw. Spalte) mit A, so multipliziert sich
det(A) mit A.

b) Addiert man zur j-ten Zeile (bzw. Spalte) das A-fache der i-ten Zeile (bzw.
Spalte), so dndert sich die Determinante von A nicht.

c) Vertauscht man i-te mit der j-ten Zeile (bzw. Spalte) so dndert det(A)
sein Vorzeichen.
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Beweis:

Wegen det(A) = det(A") reicht es die Aussagen fiir elementare
Spaltenumforungen zu beweisen. Aber dort folgen sie unmittelbar daraus,
dass die kanonische Determinantenform A; : (K")" — K multilinear und
alternierend ist (vgl.(4.16)).

4.32 Kommentar: Verfahren zur
Determinantenberechnung

Mit Hilfe des GauBchen Eliminationsverfahrens ergibt das eine effektive
Methode Determinanten zu berechnen:

a) Ist z.B. A € Mat, (K) eine obere Dreieckmetrix, d.h. fiir A = (a;;) gilt,
dass a;; = 0 fiir @ > j,

ainr ot Qin
A= 0 . . )
0 0 apn
so sind im Fall, dass a; = 0 ist, fiir ein ¢ € {1,....,n}, die Spalten 1 bis

i linear abhéngig und daher det(A) = 0. Ist a;; # 0, fiirallei = 1,...,n,
so multipliziere man die i-te Zeile mit a;;' (und verindere damit det(A)
um aj; ...a;}) und erhalte

B = y
0 1

Dann kann man aber B mit elementaren Zeilenumforungen vom Typ
IT (ohne Anderung der Determinante) nach E,, tiberfithren. Es ist also:

1 =det(E,) = det(B) = ay'...a, det(A) ,
also:
det(A) =ay1...an, ,
und diese Formel beinhaltet offenbar auch den Fall, dass a;; = 0 ist, fiir

einie{l,...,n}.

b) Bei einer beliebigen Matrix A € Mat, (K) reicht es daher, sie mit
dem Eliminationsverfahren auf Zeilenstufenform and damit auf obere
Dreiecksgestalt zu bringen. Man beachte, dass man die Umformungen
vom Typ I und IIT im Auge behalten muss.
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4.33 Beispiel: Berechnung der Determinante
Sei A € Maty(Q),

-3 0 2 1
0o —1 1 2
A= 2 2 -1 1
2 0 0 -2
1 0 0 1
Fa(3), Hia o -1 1 2
2 2 —-11
-3 0 2 1
1 0 0 -1
G13(—2), G14(3) 0 -1 1 2
~ o 2 -1 3
o 0 2 =2
1 0 0 —1
G23(2), Fu(3) 0 -1 1 2
o o0 1 7
0 0 1 -1
1 0 0 —1
G34(*2; Fu(3) 0O -1 1 2
0O 0 1 7
0 0 0 -8

Es ist deshalb

det(A) = (—1) G)l (%) T

4.34 Definition: Streichungsmatrix

oo

)= —32.

Sei A € Mat,(K) und 1 < i,5 < n. Wir definieren die Streichungsmatrix
A% € Mat,,_1(K) durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

a11 1j Q1n
AV = iy iy iy
QAp1 Apj ... QApp

91



4.35 Lemma

Sei A € Mat,(K), ay,...,a, € K" die Spalten von A und 1 < 4,5 < n.
Sei weiter BY € Mat,(K) die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die j-te
Spalte durch e; := (d14,...,0n;) € K™ ersetzt,

ii
BY = (a1 cee @5 1€iA541 - - .CLn)
aia e aij—1 0 ai j+1 e a1 n
aGi—11 - Q11 0 Gi—1j41 .. Gisig
= (12'71 e ai,j_l 1 ai7j+1 e ai,n
iy11 - QGig1-1 0 Gipij41 oo Gigip
Qnp,1 . Qp,j—1 0 Q541 . Qpon
Dann gilt:
det(BY) = (—1)™*det(AY) .
Beweis:

Weil wir elementare Spaltenumformungen tom TYP II ohne Verédnderung der
Determinate von B% vornehmen kénnen, ist:

det(BY) = det(C")

mit
ai cee A1 0 ay,541 - -- a1n
N j—11 .- 0 e Qi—1p
CH = O ... 0 1 0 .. 0 ,
Qiy11 - - 0 cee Qigln
Qnp,1 e G,n’j,1 0 an7j+1 N Qpon

denn Hinzuaddieren des (a;)-fachen der j-ten Spalte zur k-ten Spalte von
C% iiberfiihrt diese nach BY (k # j). Indem man an C%¥ die i-te Zeile mit
1 — 1 Zeilenvertauschungen in die erste Zeile bringt und ebenso die j-te Spalte
mit 7 — 1 Vertauschungen in die erste Spalte bringt, erhéilt man:

1[0 — 0
0
oA
0

det(C7) = (1)1~ det
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Fiir jede Matrix D € Mat,,_;(K) ist

det = det(D)

denn die elementaren Zeilenumformungen, die man an D vornimmt, um

diese in obere Dreiecksform zu bringen, bringen auch <%‘%) in obere
Dreieckgestalt. Fiir

gilt aber

1
det(D):d22~~~dm:1-d22-~dm:det(O ;) .

Insgesamt gilt also:
det(B") = det(CV) = (—1)"*det(AY) .
4.36 Definition: adjungierte Matrix
Sei K ein Korper, n € Nund A € Mat,,(K). Wir setzen fiir alle 1 <1i,j <n:
Eij = (—1)z+jdet(A”) s

A = (ai;)i<i j<n, und nennen A := At die zu A adjungierte Matrix.

4.37 Satz
Sei K ein Korper, n € N und A € Mat,,(K). Dann gilt:
A A=A A" = (detA) - E, .

Beweis:
Sei 1 <4, < n. Es ist dann der (4, j)-Eintrag von A%A gerade

Zakiakj = Zakj(—l)k”det(Aki) .
k=1 k=1
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Sind ay, ...,a, € K" die Spaltenvektoren von A, ist
B = (ay...a;_1epaiy1...a,), soist wegen a; = > ;_, agje;, und (4.35):

n n
Zﬁkiakj = Zakjdet(Bki)
k=1 k=1

n
= E akjdet(al RN ¢ TP N ) " ¢ 7 I R Cln)

= det(a1 v Q1050547 - - .an) = 6,]det(A) s

und das ist der (7, 7)-Eintrag von det(A)E,. Also ist AA = (detA)E, und
dhnlich sieht man, dass auch AA% = (detA)E,, ist.

4.38 Korollar: Laplacescher Entwicklungssatz
Sei A € Mat,,(K). Dann gilt:

a) Furalle j=1,...,nist
det(A) =Y “(=1)"a;det(AY) .
b) Firallei=1,...,n ist

det(A) =) (1) a;det(AY) .

j=1

Beweis a) Der Eintrag von A%?A an der Stelle (j, j) ist offenbar gerade

Qi = Z 1)*a, ;det( (A

i=1

und das ist nach (4.37) gerade (detA)d;; = detA.

Beweis b) Das ergibt sich ebenso aus AA* = (detA)E,,.
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4.39 Kommentar:

Schachbretts

Vorzeichenregel mit Hilfe des

a) Die Vorzeichenregel im Laplaceschen Entwicklungssatz kann man sich
als Schachbrett vorstellen, z.B. bei n = 4:

+ - +

+ 1+ |
+ 1+

+ - +

b) Im Grunde ordnet der Laplacesche Entwicklungsatz die Permutationen
in der Leibniz-Formel nur in einer bestimmten Weise an (und klammert
dann aus), ist also i.A. zur Berechnung der Determinanten ungeeignet.
Sind allerdings in einer Zeile (oder Spalte) besonders viele Nullen
enthalten, so ist (4.38) durchaus niitzlich. Wie im Beispiel (4.33) mit
der Bezeichnung |A| := det(A):

-3 0
0 -1
2 2
2 0

2

1
—1

0

e

-2

(=2)-| -1 1 2|+(=2)-] 0 -1 1
2 -1 1 1

2 2
(—%-(—P4W311+2'% ;)

2o(eo]y A4 )
2. (24+1+2-(4—1))

—2-((=3)-(1-2)+2-(0+2))
—32.

4.40 Korollar: Berechnung der inversen Matrix

Fiir alle A € GL,(K) gilt:

Beweis:

1

- = . Aad
det(A)

Dies folgt aus A%A = det(A) - E,, durch Multiplikation mit A~! von rechts.
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4.41 Kommentar

a) Auch diese Formel fiir das Inverse einer Matrix A € GL,(K) ist
i.A. ungeeignet fiir praktische Zwecke. Man miisste dazu nédmlich die
Determinante einer (n x n)-Matrix und von weiteren
n?[(n — 1) x (n — 1)]-Matrizen berechnen.

b) Fiir theoretische Zwecke ist (4.40) aber haufig sehr niitzlich. Zum Beispiel
sieht man an ihr, dass die Abbildung
F: GL,(R) — Mat,(R) X R" | F(A)=A""
differenzierbar (sogar rational) ist.
c) Ahnliches gilt fiir die folgende Regel, die zeigt, dass die (nach (3.42) und
(3.44)) eindeutige Losung eines LGS Ax = b mit A € GL,(K) und

b € K™ im Fall von K = R oder K = C differenzierbar von A und b
abhéngig ist:

4.42 Korollar: Cramersche Regel

Sei A € GL,(K) mit Spaltenvektoren ay,...,a, € K" und b € K™. Ist
x=(x1,...,2,) € K" die Losung von Ax = b, so gilt fiir allei = 1,... n:

ZT; det(a1 . ai_leLZ’_H . an) .

a det(A)
Beweis:
Die eindeutig bestimmte Losung von Az = b fir A € GL,(K) und b € K"
ist natiirlich

r=A"b.
Benutzt man nun (4.40) fiir die inverse Matrix A~' und erneut (4.35), so
ergibt sich mit

.y

BY = (ay,...,a;_1,€;,Qi11,...,05)

fiir die i-te Komponente von z = A7 b = —1~ - 4% .}
det(A)

n

det(A)™" ) ayub; = det(A)"" ) bydet(B)
j=1 =1

n

1
= m;bjdet(al...ail 6]- Qit1 an)
— det(A)det(al...ai_l bai+1...an) .
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5 Eigenwerte

5.1 Motivation

a) Sind V und W Vektorrdume der Dimension n bzw. m und ist f : V — W
linear vom Rang r, so hatten wir in (3.10) gesehen, dass es Basen a von
V und b von W gibt, so dass gilt:

Miren = (7 )

Ist V=W, also f € End(V), so ist es (z.B. wegen (3.19)) sinnvoll, nur
eine Basis von V' zu suchen, so dass M(f;a,a) moglichst einfach wird.

b) Ist f € End(V), a zunéchst beliebig und A = M(f;a,a), so wissen wir
aus (3.31), dass fiir eine andere Basis b von V und B = M(f;0,0) gilt:

B=SAS™.

Die invertierbare Matrix S € GI,(K) beschreibt dabei gerade den
Basiswechsel von a nach 6, S = M(id;a,0). Ist umgekehrt S € Gl,,(K)
beliebig, so setzt man fiir a = (v1,...,v,) nun b := (wq,...,w,) mit

T:=S1T=(t;) und
w; = Ztijvi (] = 1,...,7?,) .
=1

Dann ist M (f;b,0) gerade SAS™!.

c) Man sagt, dass zwei Matrizen A, B € Mat,,(K) dhnlich sind, wenn es ein
S € GL,(K) gibt mit B = SAS™!. Ist also fiir ein f € End(V) und
einer Basis a von V zunédchst A = M (f;a,a), so muss man unter allen
zu A adhnlichen Matrizen versuchen, eine , beste” zu finden.

d) Beachte, dass man z.B. fiir f # idy nie erreichen kann, dass M (f;a,a) =
E, ist fiir eine Basis a = (vq,...,v,), denn dann wére

f('l}j) :Z(Fijvi:vj (]: 1,77,) s

also f =idy.
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e) Schliefllich beachte man, dass die Determinante (und die Spur) von
dhnlichen Matrizen gleich bleibt (Ubung):

det(SAS™!) = det(A) ,
spur(SAS™') = spur(A) .

e) Vorerst das Beste, was man evtl. erreichen kann, ist eine Basis

a=(vy,...,v,) von V zu finden, so dass M(f;a,a) eine Diagonalmatrix
ist, also
A1 0
M(f;0,0) = = diag( M1, ..., \n) -
0 An

Es ist dann offenbar
floj))=Xv; (G=1,....,n).

Das motiviert:

5.2 Definition: Eigenwert von f

Sei V' ein K-Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus. Ein Skalar
A € K heifit ein Eigenwert von f (EW), wenn es ein v € V mit v # 0 gibt,
so dass folgendes gilt:

fv)=Xv (%).

5.3 Kommentar: Eigenvektor

a) Ist A € K ein Eigenwert von f, so heifit jeder Vektor v € V mit v # 0,
der (%) erfiillt, ein Eigenvektor (EV) von f (zum Eigenwert \).

b) Ist etwa K = R, so wird also ein Eigenvektor v € V\{0} von f unter f
gestreckt (fiir A > 1), fixiert (fiir A = 1), gestaucht (fir 0 < A < 1),
annuliert (fiir A = 0) oder umgedreht und dann gestreckt, fixiert oder
gestaucht (fir A < 0).

c) Ist A € Mat,,(K) eine Matrix, so heifit ein A € K ein Eigenwert von A,
wenn A Eigenwert der zu A gehorenden linearen Abbildung fu : K™ —
K" x — Az, ist. D.h.: Es gibt ein x € K", x # 0 mit

Ax = \z .
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5.4 Bemerkung

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und a eine Basis von V. Dann ist
A € K genau dann ein Eigenwert eines Endomorphismus’ f : V — V| wenn
A Eigenwert von A = M(f;a,a) ist.

Beweis:
Sei T : K™ — V der Koordinatenisomorphismus zu a, also 7%e;) = v;
(j =1,...,n), wenn a = (vy,...,v,) ist. Dann ist das folgende Diagramm

kommutativ (siehe (2.20 d)):
’ Zeichnung fehlt ‘

mit fu(x) = Az |
also:
fa=(T1 o foT".

Ist nun X\ Eigenwert von f und v # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert A, so
ist also f(v) = Av. Setzt man dann z := (T%)"*(v), so ist  # 0 und

fa(w) = (T%) "o foTz) = (T} (f(v))
= (T ' (W) = NI (v) = Iz .

Also ist A auch Eigenwert von A (und z ist Eigenvektor dazu).
Genauso sieht man: A EW von A = A EW von f.

5.5 Kommentar

a) Das zeigt auch, dass dhnliche Matrizen A, B € Mat,(K) die gleichen
Eigenwerte haben, denn A und B koénnen nach (5.1) als beschreibende
Matrizen fiir ein und denselben Endomorphismus f : K" — K"
aufgefasst werden (z.B. f = fa).

b) Ein Endomorphismus f : V' — V darf als vollstdndig verstanden gelten,
wenn es eine Basis a = (vy, ..., v,) aus Eigenvektoren gibt. Ist v; dabei
Eigenvektor zum Eigenwert \; € K, so ist also f(v;) = \jv;

(j =1,...,n) und die beschreibende Matrix D = M (f;a,a) diagonal,

D = M(f;a,0) = diag(A1, ..., A\n) -
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5.6 Definition: Diagonalisierbarkeit

a) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein
Endomorphismus. Es heiffit f diagonalisierbar, wenn es eine Basis a
von V' gibt, sodass M (f;a,a) diagonal ist.

b) Eine Matrix A € Mat,(K) heifit diagonalisierbar, wenn es eine
invertierbare Matrix S € G L, (K) gibt, so dass gilt:

D= SAS™!

ist diagonal, D = diag(Ay, ..., A\y).

5.7 Kommentar: Diagonalisierbarkeit

a) Esist also f genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis
a= (vy,...,v,) aus Eigenvektoren vy, gibt,

f(Uk) = )\kvk (/{7 = 1,...,n)
fiir gewisse A1,..., A\, € K.

b) Eine Matrix A € Mat,(K) ist also nach (5.1 b) genau dann
diagonalisierbar, wenn f4 : K™ — K", x +— Ax, diagonalisierbar ist.

c) Ein Endomorphismus f : V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn
fiir eine (und dann fiir jede) Basis a von V' die Matrix M(f;a,a)
diagonalisierbar ist.

5.8 Beispiel

a) Ist dimV = 1, so ist jeder Endomorphismus f : V — V diagonalisierbar.
Ist v € V\{0}, also a = (v) eine Basis von V, so muss f(v) = v fiir
ein A € K sein. Es ist dann also

M(f;a,0) = (A)
diagonal.

b) Sei f : R? — R? die 90°-Drehung um Null in positiver Richtung, also
f(e1) = ea, f(ea) = —e; und damit (fiir die kanonische Basis
R = (€1, e3) von R?):

M(f; R, R) = ((1) _01 ) A
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Dann hat f offenbar keine Eigenwerte, da kein Vektor x # 0 auf ein
Vielfaches von sich abgebildet wird.

c) Betrachtet man aber A als komplexe 2 x 2-Matrix, A € Maty(C), so hat
A sehr wohl einen Eigenwert A € C (und damit auch f : C? — C?),
zB. XA =i, denn x = (1,—i) € C*\{0} ist nun ein Eigenvektor zu A
von fu: C? — C%

() () (D) (1)

Ebenso ist —i € C ein Eigenwert und (1,4) ein Eigenvektor dazu. Setzt

man .
T:(_lz. 1) und S::T1:%~(i _ZZ>
so ist also .
SAS‘lz(é _()Z):D
diagonal.

5.9 Satz: linear unabhingige Eigenvektoren

Sei f : V. — V ein Endomorphismus und \;,..., A\, € K paarweise

verschiedene Eigenwerte von f. Seien weiter vy,...,v, € V\{0} jeweils
Eigenvektoren zum Eigenwert A;,...,\.. Dann gilt (vq,...,v,) ist linear
unabhingig.

Beweis: Induktion iiber r:

e r = 1: Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A € K, so ist insbesondere
v # 0, also (v) linear unabhéngig.

e r — r+ 1: Gegeben seien \j,..., A\y1 € K und vy,...,v,.4 € V\{0}
mit f(vg) = \gvp mit (K = 1,...,r 4+ 1). Seilen pq,..., 1 € K mit
11 + -+ - + frp10.41 = 0. Dann gilt einerseits

Arp1faV1 + - A1 eV + A1 frp10p1 = 0 (%)

und andererseits:

0 = f(0)=paf(vi) + -+ prsr f(vr1)
= /‘Ll)‘lvl +eet :ur)‘TUT + /’LT+1AT+1U7‘+1 .
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Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich dann:

0= Ars1 — A)mvr + -+ (A1 — M) i 0r

Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann:

()\r+1_)\k)uk:() (kzl,...,’l“),

und weil nun Ay # A\, ist, fir k= 1,..., r, folgt daraus

Setzt man dies in (%) ein, so muss auch p,.; = 0 sein (weil v,41 # 0
ist) und damit ist (vy,...,v,,1) linear unabhéngig.

O

5.10 Korollar

Ist V ein K-Vektorraum der Dimension n € N, so gibt es hochstens n
paarweise verschiedene Eigenwerte von f.

Beweis:
Klar, weil V' hochstens n Vektoren vy, ..., v, hat, so dass (vy,...,v,) linear
unabhéngig ist.

O

5.11 Korollar

Ist V ein K-Vektorraum der Dimension n € N und hat f € End(V) n
paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.

Beweis:

Sind Ay, ..., A\, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f, so wihle
fir jedes k € {1,...,n} einen Eigenvektor vy € V\{0} zum Eigenwert \j.
Nach (5.9) ist a = (vy,...,v,) dann linear unabhéngig, also wegen

dim(V') = n eine Basis (aus Eigenvektoren) von V', also ist f diagonalisierbar
(vgl (5.7 a)).

O
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5.12 Kommentar

Es muss f : V — V aber keineswegs n = dim(V') paarweise verschiedene
Eigenwerte haben, damit f diagonalisierbar ist, z.B. hat die Nullabbildung
0 : V — V offenbar nur einen Eigenwert A € K, ndmlich A = 0, ist aber
offensichtlich diagonalisierbar, da M (f;a,a) = 0 ist (fiir alle Basen a von V).
Ebenso hat die Identitidt f = idy : V — V nur einen Eigenwert, ndmlich
A = 1, ist aber offensichtlich ebenso diagonalisierbar, weil M (id;a,a) = E,
ist (wieder sogar fiir alle Basen a von V).

5.13 Definition: Eigenraum

Sei f ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V und A € K ein Eigenwert
von f. Es heiflit dann

Eig(f;\) :=={v eV : f(v) = \v}

der Eigenraum von f zum Eigenwert .

5.14 Kommentar

a) Es besteht also Eig(f; \) genauso aus den Eigenvektoren zum Eigenwert
A von f und zusétzlich dem Nullvektor. Wegen

F(0) = 2 & fv) = (Nid)(v) 0 = (Aid - f)(v)
ist Eig(f; \) = ker(Aid — f) und damit ist klar, dass Eig(f; A\) C V ein
Unterraum von V ist.

b) Man konnte natiirlich fiir jedes A € K den Unterraum V), := ker(Aidy — f)
betrachten. Offenbar ist dann V), # 0 genau dann, wenn \ ein Eigenwert
von f ist.

c) Satz (5.9) zeigt, dass der Durchschnitt eines Eigenraums Eig(f; A1) mit
der Summe der Eigenrdume zu anderen Eigenwerten \o,... A\, € K
von f nur aus dem Nullvektor besteht:

Eig(f; A1) N (Big(f; A2) + - - - + Eig(f; Ar)) = (0) .

Die Summe der verschiedenen Eigenrdume von f ist also direkt,

Eig(f; M) + -+ + Eig(f; Ar) = Eig(f; M) @ - © Eig(f; \,)
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5.15 Lemma

Sei f : V' — V linear und a eine Basis aus Eigenvektoren. Sei D = M (f;a,0a) =

diag(A1, - s A1, oo A o A), Aq, .., A € K seien dabei die verschiedenen

Eigenwerte und A tauche dabei vg-mal auf (v, € N). Ist dann

a= (vl" oV e o, wobei v
- 1 o ¥VL Y] 5 VUr )y A

..., k=1,...,7), so gilt:

Eigenvektor zu Ay ist, (i =

: k
Eig(f; ) = (01", o)) -
Beweis:
Sei o.E. £ = 1. Da vl.(l) Eigenvektor zum Eigenwert \; ist, ist die Inklusion
7 D7 klar. Sei andererseits v € Eig(f; A1). Da a eine Basis von V ist, gibt es

ugl), . ,,u,(f;) € K mit:

T 14 T
D (
2 WIS
I=1 i=1 I=1

wenn wir w®) == > ,ul(l)yi(l) setzen. Weil w®) € Eig(f; \;) und Ay, ..., A,
paarweise verschieden sind, folgt nun aus (5.9) und v —w® = 377, w? dass
v —w =0 ist, also "

1

v=wb e (v ,...,vl(,i)>

sein muss. Es ist also auch

Eig(f; M) C <v§1), . U(1)> )

) Vi
O
5.16 Satz
Sei f : V. — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraumes V' und seien Ay,..., A\, € K die paarweise verschiedenen

Eigenwerte von f. Dann gilt: Es ist f genau dann diagonalisierbar, wenn
V' in die direkte Summe der Eigenrdume von f zerfillt, d.h.:

V =Eig(f; M) @ -+ @ Eig(f; \r) -
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Beweis:

<: Seien (vgk), . ,vl(,l,:)) Basen von Eig(f; A\x) (also vy = dim(Eig(f; A\x))) fiir
k=1,...,r.Wegen V = @, _, Eig(f; \x) und (1.43) ist dann n = vy +- - -+,
und damit (vil), . ,vl(,:)) = a eine (Eigen-)Basis von V' aus Eigenvektoren
zu f. Es folgt:

A |

M(f;0,0) =

v — mal v, — mal

Also ist f diagonalisierbar.
=: Sei f diagonalisierbar. Es gibt dann also eine Basis a = (v%l), e ,v,(,:))
von V', so dass D = M (f;a,a) diagonal ist mit

D =diag(M\r, ... Ayee o Ao A)

Vli;nal VT::nal
mit Aj,..., A, paarweise verschieden. Nach (5.15) ist dann
k .
V=@P ..o =P Eiglf; M) -
k=1 k=1

A1, ..., A sind Eigenwerte von f und es gibt auch keine weiteren Eigenwerte,
denn: Ist A € K und v € V\{0} mit f(v) = Av sowie A # A fiir
E = 1,...,r, so ist v nach (5.9) keine Linearkombination von a =

(vgl), ce U,(/:)). Das wére ein Widerspruch, denn a ist ein Erzeugendensystem

von V. Also ist tatséchlich V' = @) _, Eig(f; \x), wo A\g, k= 1,...,r, alle

Eigenwerte von f durchlauft.

O
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5.17 Definition: geometrische Vielfachheit

Ist f € End(V) und A € K ein Eigenwert von f, so nennen wir
vy = dim(Eig(f; \))

die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes \.

5.18 Kommentar: geometrische Vielfachheiten

a) Sind Aq,..., A\, € K die verschiedenen Eigenwerte eines Endomorphismus
f:V =V, n=dim(V) und vy,...,1, € N die geometrischen
Vielfachheiten von Ay, ..., A, so ist also f genau dann diagonalisierbar,
wenn gilt:

n=uvi+---+v.

b) Wenn f € End(V) diagonalisierbar ist, so zeigt (5.16) auch, dass die
Diagonalmatrix D = diag(Aq,...,\,) € Mat,(K), die f beziiglich
einer Eigenbasis darstellt, bis auf die Reihenfolge der Diagonalelemente
eindeutig bestimmt ist. Es stehen dort nédmlich genau die Eigenwerte
AL, ..., A € K von f und jedes A\p genau vi-mal.

c) Fiir eine Matrix A € Mat,(K) und einen Eigenwert A € K definiert
man dessen geometrische Vielfachheit v, € N als die Dimension des
Eigenraums Eig(fa; A). So wie die Eigenwerte A, ..., A, € K von A sich
bei Konjugation mit einem Element S € GL,(K) nicht d&ndern (siche
(5.5 a)), dndern sich auch die geometrischen Vielfachheiten vy, ..., v, €
N nicht, denn ist B = SAS™! so gilt (dhnlich wie in (5.4)):

Eig(fp; \) = fs(Big(fa; \)) .

Insbesondere ist also v(fp;A) = v(fa;A). Man sagt: Die Eigenwerte
und ihre geometrischen Vielfachheiten sind Invarianten von A (unter
Konjugation).

d) Ist f € End(V) mit Eigenwerten A;,..., A, € K und geometrischen
Vielfachheiten vy, ..., v, € N, so ist, weil die Summe der Eigenrdume
direkt ist (vgl. (5.14 ¢)), stets:

m+--+r<n.
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Um nun die Frage zu kldren, ob ein gegebenes f € End(V') (oder ein
A € Mat,,(K)) diagonalisierbar ist, muss man folgende Aufgaben losen:

i) Bestimme alle Eigenwerte A € K von f.

ii) Bestimme die geometrischen Vielfachheiten v, € N von A.

e) Aufgabe (i) in (d) ist einfach. Ist A = M(f;a,a) die Matrix von f
beziiglich irgendeiner Basis von V', so ist

vy = dim(Eig(f;\)) = dim(ker(Aid — f))
= dim(ker(A\E, — A)) =n —rg(\E, — A) .

Will man zudem eine Basis aus Eigenvektoren und damit eine Matrix
S € GL,(K) haben, so dass B = SAS™! diagonal ist, muss man
zusétzlich das LGS

(NE, —A)z =0

16sen.

f) Aufgabe (7) ist entschieden schwerer. Sie wird uns zum ersten Mal aus der
linearen Algebra heraus in die Algebra fiihren. Beachte zunéchst:

5.19 Satz

Sei V' ein K-Vektorraum endlicher Dimension, a eine Basisvon V', f : V — V
ein Endomorphismus und A = M(f;a,a). A € K ist genau dann ein Eigenwert
von f, wenn gilt:

det(\E, —A) =0 .

Beweis:

Nach Definition ist A € K Eigenwert von f, wenn Aidy — f nicht injektiv ist
(vgl. (2.25 a)). Nach (2.28) ist dies genau dann der Fall, wenn Aidy — f kein
Automorphismus ist. Da AE,, — A = M (Aidy — f;a,a), ist dies genau dann
so, wenn A\E, — A nicht invertierbar ist (3.28 b). Nach (4.29 d’) schlieflich
merkt dies genau die Determinante:

A Eigenwert von f < det(AE, — A) =0.
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5.20 Kommentar

Man ersetzt deshalb nun A € K in det(AE,, — A) durch eine Unbestimmte T’
im Polynomring K [T (vgl. (1.15 e¢) und (3.17 ¢)) und setzt:

PA(T) = det(TE, — A) .

Dabei muss man ein wenig aufpassen, weil nun die Matrix TFE, — A ihre
Eintrége in R := K[T] hat, was kein Korper mehr ist, sondern nur noch
ein kommutativer Ring. Da aber in der Definition der Determinanten (siche
(4.17)) nur multipliziert und addiert (bzw. subtrahiert), nicht aber dividiert
wird, macht folgende Definition tatséchlich Sinn:

5.21 Definition: charakteristisches Polynom von A

Sei K ein Korper, n € Ny und A = (a;;) € Mat,(K). Wir nennen dann
P, € KT,

PA(T) :=det(TE, — A) == > sgn(o) [ [(T - dotiyx — i)

oeSy, k=1

das charakteristische Polynom von A.

5.22 Kommentar

a) In jedem Summanden von diesem Polynom P4 steht ein Produkt aus n
Faktoren aus K[T] vom Grad hochstens 1. So ist also P4 hochstens
vom Grad n.

b) Es gibt nur einen Summanden aus P4, wo jeder Faktor die Unbestimmte
T enthalt, ndmlich der zu ¢ = id, und dieser ist

H(T — akk) =T7T" — (CL11 +---+ ann>Tn71 + @(T>
k=1

wo deg(Q)) < n — 2 ist. Da jeder andere Summand von P4 héchstens
n — 2 Faktoren hat, in denen 7" vorkommt, gilt:

PA(T) =T" — spur(A)T" ' + Q(T), mit deg(Q) <n —2.

Hierbei ist spur(A) := a1+ . . . .a,, die Spur von A. Es ist also P4 ein
normiertes Polynom vom Grad n, d.h. degP4 = n und der Koeffizient
vor T ist 1.
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c) Setzt man in P4 fiir 7 nun A = 0 ein, so bekommt man gerade den
Koeffizienten vor 7% = 1. Wegen P4(0) = det(—A) = (—1)"det(A) ist
also:

Py(T) = T" — spur(A)T" ' + .- + (=1)"det(A) .

d) Ist A € Mat,(K) und B € Mat,(K) dhnlich zu A, also B = SAS™!
fir ein S € GL,(K), so ist zundchst einmal S(TE,) = (TE,)S in
Mat,, (K[T]) (rechne wie in Mat,,(K)) und deshalb

S(TE,)S™ = (TE,)SS™' = TE, .

Daraus sieht man nun:

Pg(T) = det(TE, — B) = det(STE,S™"' — SAS™)
det(S(TE, — A)S™") = det(S) - det(TE,, — A) - det(S™1)
= det(TE, — A) = Pa(T)
(weil der Determinanten-Multiplikationssatz auch in Mat,(R) fiir

kommutative Ringe R gilt). Deshalb héngt folgende Definition nicht
von der Basiswahl ab.

5.23 Definition: charakteristisches Polynom von f

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n, a eine Basisvon V und f: V — V
ein Endomorphismus. Ist A = M (f;a,a) € Mat,,(K), so setzt man

P;:= P, € K[T)

und nennt dies das charakteristische Polynom von f.

5.24 Satz: Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f : V — V ein
Endomorphismus und Py € K[T'] sein charakteristisches Polynon, dann gilt:
Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen von P (in K).

Beweis:
Klar, weil nach (5.19) fir A = M (f;a,a) und einer Basis a von V' gilt:

Aist EW von f < det(AE, — A) =0« P4s(A\) =0
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5.25 Kommentar: Division mit Rest, Zerfall in
Linearfaktoren

a) Nullstellen von Polynomen p € K[T'] htheren Grades zu bestimmen ist
schwer und ein zentrales Problem der Algebra. (Nicht immer wird p
iiberhaupt Nullstellen haben, z.B. p(T) = T?% + 1 € R[T].) Wir wollen
hier benutzen, dass man im Polynomring K [T] (dhnlich wie in K = Z)
Division mit Rest durchfiihren kann. Insbesondere gilt folgendes: Ist
p € K[T] vom Grad n und A € K eine Nullstelle von p, d.h. p(\) =0,
so existiert genau ein Polynom ¢ vom Grad n — 1, so dass gilt:

p(T) = (T' = Ng(T) -

b) Weil ein Polynom (verschieden von Null) vom Grad 0 gar keine Nullstellen
hat, folgt durch iterierte Division mit Rest (in diesem Fall ohne Rest),
dass ein Polynom p vom Grad n, p # 0, hochstens n Nullstellen hat.
Hat es n Nullstellen Aq,....\, € K, so gilt also

p(T)=¢c(T—X)...(T—\,)
mit einem ¢ € K* und wir sagen, dass p in Linearfaktoren zerfillt.

c) Aus der Division mit Rest folgt auch, dass es fiir jede Nullstelle A € K
eines Polynoms p # 0 ein maximales u € N gibt, so dass gilt:

p(T) = (T = N)!q(T)

mit einem ¢(7") € K[T]. Es ist dann ¢(\) # 0 und man nennt p = py
die Vielfachheit der Nullstelle X\ in p.

d) Ist daher p € K[T|]\{0} und sind Aq,..., A\, € K die verschiedenen
Nullstellen von p mit Vielfachheiten pq,...,u,. € N, so ist offenbar
py + -+ pp <nound

Nl + “ e + ’ur =n
genau dann, wenn p in Linearfaktoren zerfillt,
p(T) =c(T — X" ... (T = \)F .
e) Ist nun wieder f ein Endomorphismus von V fiir einen endlich-
dimensionalen Vektorraum V', so sagen wir, dass ein Eigenwert A &€
K von f die algebraische Vielfachheit p, € N hat, wenn p, die

Vielfachheit der Nullstelle A im charakteristischen Polynom P von f
ist.
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5.26 Satz

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f : V — V ein
Endomorphismus und A € K ein Eigenwert von f mit geometrischer
Vielfachheit v € N und algebraischer Vielfachheit © € N. Dann gilt:

v< .
Beweis:
Sei (vq,...v,) eine Basis von Eig(f; ). Wir ergédnzen diese nach (1.37) zu
einer Basis a = (v1,...,U,,Up41,...,0,) von V. Die Matrix A = M(f;a,a)
sieht dann so aus:

AE, | %

= (e
mit einem C' € Mat,,_, (K).
Es ist dann ( ) ‘
T—-\NE, *
TE”_A_( 0 TEn_l,—C)

und daher (vgl. A2, Blatt 10):

PHT) = Pu(T)=det(TE, — A) = det((T — N)E,) det(TE,_, — C)
= (I'=\)"-Pe(T)

Deshalb ist v < p (und v = p genau dann, wenn A kein Eigenwert von C
mehr ist).

O

5.27 Theorem

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V ein
Endomorphismus. Dann gilt: f ist genau dann diagonalisierbar, wenn
folgendes richtig ist:

i) Das charakteristische Polynom P; € K[T] zerféllt in Linearfaktoren.

ii) Fiir jeden Eigenwert A € K ist die geometrische Vielfachheit v, € N von
A gleich der algebraischen Vielfachheit py € N von A, also vy = .
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Beweis:

Sind A1, ..., A\, € K die verschiedenen Eigenwerte von f mit geometrischen
Vielfachheiten v, ...,v,. € N und algebraischen Vielfachheiten py,..., u, €
N, so gilt wegen (5.26) und (5.25 c):

e e o 2SS 3 N SR ) [/ [

Die 2.Ungleichung wird genau dann zur Gleichung, wenn Py in Linearfaktoren
zerfallt (5.25 ¢) und die erste genau dann, wenn vy, = gy ist, fir alle k£ =
1,...,r (wegen (5.26)). Da f genau dann diagonalisierbar ist, wenn vy +
-+ 41, = n ist (siche (5.18 a)), folgt die Behauptung.

OJ

5.28 Beispiel
Sei A € Mat3(Q) gegeben durch

-3 -1 -1
A= 8 3 2
-2 -1 0

Dann ist das charakteristische Polynom

T+3 1 1
PAT) = | -8 T-3 —2
2 1 T
= (T+3)(T—-3)T —4—-8—2(T—3)+2(T+3)+8T
= T3 —9T —12—-2T +6+2T+8T +6
= T -T=T(T—-1)(T+1).
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Also hat A die Eigenwerte A\ = 1, Ay = —1, A3 = 0. Wegen (5.11) ist A
damit diagonalisierbar. Alle Vielfachheiten sind hier 1, also v; = u; = 15 =
po = v3 = uz = 1. Will man S € GL3(Q), so dass SAS™! = diag(1,—1,0)
ist, so muss man eine Eigenbasis a = (v1,v3,v3) von v bestimmen, also 0 #
v € Eig(Ax) = ker(A\ B3 — A), (k= 1,2,3):

2 1 1
-1 0 -1 -1 | —
0 2 2

S O N
O = O
O = O

= 1llstEVzu)\1—1
2 1 1 210
N = —-1:1 -8 -4 -2 ]—-1]001
2 1 -1 0 00

1
= U= (—5,1,0) ist EV zu \y = —

Auch 2vy = (—1,2,0) ist dann Eigenvektor zum Eigenwert \,.

3 1 1 10 1
Ny = 0:] -8 =3 2| =01 =2
2 1 0 00 0

= wv3=(-1,2,1)ist EV zu A3 = 0.

Wir setzen nun

0o -1 -1
T—=| -1 2 2 |,
1 0 1
berechnen noch S := 77! zu
-2 -1 0
S=[ -3 -1 21
2 1 1

und weil nun T'e; = vj, also Sv; = ¢; fir j = 1,2, 3 ist, gilt:
SAS_I(BJ‘) = SAUj = S(/\jl)j) = /\jSUj = /\jej s

also ist wie gewiinscht:

B =SAS! = -1 = diag(1, —1,0) .
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5.29 Kommentar: Fundamentalsatz

a) Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom
p € K[T] vom Grad n > 1 mindestens eine Nullstelle in K hat. Es
zerfallt dann in Linearfaktoren. Der so genannte Fundamentalsatz
der Algebra (Gauss 1796) besagt: C ist algebraisch abgeschlossen.

b) Man kann jeden Korper K in einen Korper K einbetten (d. h. es gibt
einen injektiven Korperhomomorphismus K — K ), der algebraisch
abgeschlossen ist (z. B. R — C). Man kann dann auch jeden
K-Vektorraum V' zu einem Vektorraum V iiber K erweitern (mit
dim;(‘N/ = dimgV, z.B. K" — IN(") und jeden Endomorphismus
f € End(V) zu einem Endomorphismus fe End(‘7), so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

’ Zeichnung fehlt ‘

Es ist dann N
P]T-:Pf e KIT| C K[T] .

Nach Ubergang zu einem groBeren Korper zerfillt also das
charakteristische Polynom von f. (Aber Achtung: Die Eigenwerte von
f liegen nun in K und die Eigenvektoren in V' (vgl. (5.8))).

c) Ist f € End(V) derart, dass ihr charakteristisches Polynom zerfillt, so
kann man f immerhin trigonalisieren, d.h. es gibt eine Basis a von
V', so dass A = M(f;a,a) trigonal ist, also:

>\1 *
0 An

(Auf der Diagonalen von A stehen dabei die Eigenwerte von f und zwar
so oft, wie die algebraischen Vielfachen es vorgeben, vgl. z.B.
G. Fischer, § 4.4).
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d) Die beste Form (so genannte Normalform) erreicht man bei
Endomorphismen f : V — V., deren charakteristisches Polynom
zerféllt, durch eine Basiswahl a, so dass A = M(f;a,a) Jordan-Form
hat, d.h.:

Jp 0

A= .

0 Js

wobei, jede Matrix J; eine Jordan-Matrix ist, d.h.:

A1 0
J; = ,
1
0 A
wobei \; wieder Eigenwert von fist, [ =1,...,s, (siehe z.B. G. Fischer,

§ 4.6).

e) Zerfillt das charakteristische Polynom von f nicht (und méchte man keine
Korpererweiterung machen (vgl. (a))), so ist der Normalformensatz
schwierig (vgl. z.B. S. Bosch, Kapitel 6).
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6 Euklidische und unitare Vektorriaume

6.1 Motivation: Linge eines Vektors

Um nun in Vektorrdumen V iiber R oder C auch Geometrie treiben zu
konnen, d.h. hier insbesondere den Abstand zwischen zwei Vektoren erkldren
zu konnen, braucht man neben den rein algebraischen Vektorraumstrukturen
+ und - eine weitere Struktur. (In einem , blanken“ R-Vektorraum ist die
Lénge eines Vektors nicht erkldrt.) Man nimmt hierbei iiblicherweise den Satz
des Pythagoras als Motivation, der die Linge des Vektors x = (z1,25) € R?

als
x
(2 ) 1=t e
vorschliigt und damit von einem ,Skalarprodukt® (— —) : R? x R? — R
kommt, d.h.:
||z]| = /{2, )
mit

T Y1
, = +x .
<( Lo ) ( n )> 191 2Y2

Die Eigenschaften dieses ,,Skalarprodukts® werden nun axiomatisiert.

6.2 Vereinbarung: komplexe Zahlen

Im Folgenden steht K stets fiir die reellen Zahlen R oder die komplexen
Zahlen C. Ist z € C mit z = x + iy (z,y € R), so schreiben wir

x = Re(z) (Realteil von z) ,
y =1Im(z) (Imaginirteil von z) ,
sowie
Zi=x—1y,
das Komplex-Konjugierte von z. Es ist dann

1
Re(z) = 5(:+7) |
m(z) = (= )
m(z) = (2 = %) .
Weiter heifit fiir jedes z € C

2| = V22 = \/Re(2)? + Im(2)?

der Betrag von z. Und z € C ist genau dann reell (d.h. Im(z) = 0), wenn
z = Z 1ist.
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6.3 Definition: bilinear, sesquilinear

Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung s: V' x V +— K heifit

a) im Falle K = R bilinear, wenn fiir alle v, vy, vy, w, wy,we € V und A\, pu €
R gilt:

i) s(vy + v, w) = s(v1,w) + s(ve,w) und s(Av,w) = As(v,w)

i) s(v,w; +wy) = s(v,wy) + s(v,wy) und s(v, pw) = ps(v, w)
(vgl. (4.12))

b) im Falle K = C sesquilinear, wenn fiir alle v, vy, ve, w,wy, wy € V und
A € C gilt:

i) s(v) + vy, w) = s(vy, w) + s(vy,w) und s(Av,w) = As(v,w)

ii) s(v,w; +wy) = s(v,wy) + s(v,wy) und s(v, pw) = ps(v, w)

6.4 Kommentar: Bilinear- und Sesquilinearform

a) Im Fall K = R nennt man s eine Bilinearform auf V| weil s im 1. und
2. Argument linear ist.

b) Im Fall K = C heifit s eine Sesquilinearform auf V (sesqui =
eineinhalb), da s im 1. Argument semilinear und im 2. Argument linear
ist.

6.5 Definition: symmetrisch, Hermitesch

Sei V' ein Vektorraum iiber K.
a) Eine Bilinearform (im Fall von K = R) s : V x V +— R heift
symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V gilt:
s(v,w) = s(w,v) .

b) Eine Sesquilinearform (im Fall K = C) s : V' xV — C heifit Hermitesch,
wenn fiir alle v, w € V gilt:

s(v,w) = s(w,v) .

Sie heifit dann eine Hermitesche Form (HF).
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6.6 Kommentar

Man beachte, dass fiir eine HF s und jedes v € V gilt:

s(v,v) = s(v,v) ,

also s(v,v) € R C C. Wenn wir im Folgenden fiir eine komplexe Zahl z
schreiben ,,z > 0%, so ist gemeint: z € R C C und z > 0 (als reelle Zahl).
(Erinnere, dass C keine Anordnung besitzt.)

6.7 Definition: Skalarprodukt

Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine symmetrische Bilinearform (sBF) bzw.
eine HF s : V x V — K heiit positiv definit (oder ein Skalarprodukt auf
V'), wenn fiir alle v € V\{0} gilt:

s(v,v) > 0.

6.8 Kommentar: euklidische/unitire Vektorrdume

a) Ein Skalarprodukt wird auch haufig mit (—, —) : V' x V' — K notiert.

b) Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und (—,—) ein
Skalarprodukt auf V', so heifit das Paar (V,(—,—)) im Fall K = R
ein euklidscher Vektorraum und im Fall K = C ein unitéirer
Vektorraum.

6.9 Beispiel: kanonische Skalarprodukte
a) Sei V=R" (n € N) und (—, —) : R” x R" — R gegeben durch
(T,y) = 2191 + -+ + Tn¥n

(= z'y, wenn z,y € R" Spaltenvektoren sind). Dann ist (—,—) ein
Skalarprodukt auf R™. Es heifit das kanonische Skalarprodukt.
(R™, (=, —)) heiBt der (standarde) euklidische Raum.

b) Sei V =C" und (—,—) : C" x C" — C gegeben durch
(@,y) =T + -+ + Ty =Ty
Dann ist (—, —) ein Skalarprodukt auf C". Es heifit das kanonische

Skalarprodukt auf C".
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c) Sei V=R"und s: R" x R” — R gegeben durch
S(JZ, y) =TiY1 + -+ Tp—1Yn—1 — TpYn -

Damit ist s zwar bilinear und symmetrisch, nicht aber positiv definit.

d) Sei V =¢€([0,1]) ={f:[0,1] = K f stetig} und

(f.g) = / F(@)g(x)da

Dann ist (—, —) ein Skalarprodukt auf V (Ubung).

6.10 Definition: Norm

Ist (—, —) ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum V, so erklart man die
Norm auf V durch ||_|| : V — [0, 00),

[0l := v/ (v, 0) .

6.11 Kommentar: Metrik

a) Im Falle des kanonischen Skalarproduktes (—,—) auf K" wird das
offensichtlich zu

l|z|| = /2?4 -+ 22 (im Fall K = R)

bzw.

lz]] = V]zi 2+ -+ |z,2 (im Fall K = C) .

b) Offenbar gilt tatséchlich ||v|| > 0, fiir alle v € V' und wegen der positiven
Definitheit auch: ||v|| = 0, genau dann wenn v = 0 ist.

c) Es gilt auch folgende Homogenitit:
[1Av][ = [A] - [[ol]
fiir alle v € V, A € K, denn:
Ml = (hv, dv) = A\ (v, v) = [A]? - ||v]|?

also
Aol = [A]-[lo]] -
Im Fall K = R ist natiirlich A = X und |A|? = \2.

d) Der Abstand (oder die Metrik) d : V x V — [0,00) zwischen zwei
Vektoren v, w € V wird dann definiert durch:

d(v, w) = [Jw —vl] .
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6.12 Satz: Cauchy-Schwarz

Sei (—,—) ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle
v,weV:

a)

[(v, w)] < [Jl[ - [Jw]]
b) (v,w) ist genau dann linear abhéngig, wenn gilt:
(v, w)| = [[v]] - [Juw]]
Beweis:
Fiir v = 0 ist die Aussage offenbar richtig. Sei deshalb o.E. v # 0.

a) Fur alle v,w € V und A\, u € K ist:

0 < |[M—pw|]* = (v — pw, ) — pw)
= X)\<,va> - X:LL<,07U)> o ﬁA(w,v> —|—[_JJ/L<U),U)>
= [APIIoII* = vedo, w) + ApCv, w)) + [l - [|w]]®

denn z123 = 7122, 2 = z und z; + 29 = 2] + % fiir alle 2, 21, 2o € C.
Es ist also

0 < AP [o]|* = 2Re(Aufv, w)) + [uf* - [Jw]]* .
Setzt man speziell
A= (v,w) und p = (v,0) = |[v][* > 0,

SO ist:

0 < [{w,w)* [Jvl* = 2Re(|(v, w)*|[v]|*) + [[o]|*]|w]|*
[10]1(1{v, w)[* = 2w, w)|* + [Jo]*[Jw]?)

= PIP(IPllwll* = (0, w)) -

Wegen ||v||> > 0 folgt
1ol Pllwl* = [, w)* > 0

und damit (a).
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b) Ist (v,w) linear abhingig, so I\ € K mit w = v, also
(v, w)[* = [{v, o) = [Mv, v)[* = [A]” - [Jo]|* .
Aber ebenso ist
T e 1 P | e DY e T

Ist umgekehrt |(v,w)| = [|[v|| - ||w]|, so zeigt die Rechnung unter (a),
dass Av — pw = 0 sein muss mit g = [[v]|* > 0 (und X = (v, w)). Also
ist (v, w) linear abhéngig.

0J

6.13 Kommentar: Dreiecks-Ungleichung
a) Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ist fiir alle v,w € V\{0} in

einem euklidischen Vektorraum (V) (—, —))
[ol] - lwl]

Mit arccos : [—1,1] — [0, 7] (vgl. Teil 1), kann man daher den Winkel
zwischen v und w durch

1= L) = arceos (L)

[ol] - [[wl]
erkldren. Es gilt dann also (nach Definition):
(v, w) = [|v][ - [[w]] - cos(¢p)
(mit ¢ € [0, 7)) fiir alle v,w € V.
b) Es gilt nun auch fiir ||_|| die so gennante Dreiecks-Ungleichung:
[|v +wl| < [lv]] + [w]]

fiir alle v,w € V| denn

lo+wl* = (v+wv+w) =Ivl]*+2Re((v,w)) + ||w]]*
< Pl + 2w, w)| + [lwl[* - (weil Re(z) < |2 Vz € C)
C.5.)
< APl + 21l - Tl + ]l = (ol + [Jw])* -
c) Fiir die induzierte Metrik d : V x V' — [0,00) bedeutet dies fiir alle
v,w,u € V (Ubung):

d(v,u) < d(v,w) + d(w,u) .
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6.14 Vorbereitung: komplex-konjugierte Matrix

a) Ist A € Mat,(C) eine komplexe n x n-Matrix, A = (a;;), so heifit

A = (a”)

die komlex-konjugierte Matrix zu A. Es gilt dann:

A+B=A+B, M=)\A,

AB = A-B, det(A) =det(A),

fir alle A, B € Mat,(C) und A € C. Ist S € GL,(C), so ist deshalb
auch

= —=-1

S—1=9
b) Erinnere auch die Rechenregeln fiir das Transponieren:
(A+ B) = A"+ B, (\A)!'=)A",

(AB)' = B'- A", det(A") = det(A4) ,
sowie
(571 = ()",
falls S € GL,(C).

6.15 Definition: symmetische und Hermitesche
Matrizen

Sei n € N und A € Mat,,(K).

a) Im Fall K = R heifit A symmetrisch, wenn gilt:

A=A
b) Im Fall K = C heifit A Hermitesch, wenn gilt:

A=A,
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6.16 Kommentar
a) Im Fall K = R notieren wir
Sym,,(R) := {4 € Mat,(R) : A" = A} .

Es ist dann Sym,,(R) C Mat,(R) ein Unterraum der Dimension
tn(n+1).

b) Im Fall K = C setzen wir
Herm,, (C) := {A € Mat,(C) : A = A}

Hier ist Herm,,(C) € Mat,,(C) nur ein reeller Unterraum (im komplexen
Mat,(C)) der (reellen) Dimension n? (Ubung).

6.17 Beispiele
Sein € N, V =K" und A € Mat, (K).
a) Im Fall K = R gilt, dass
s R"xR" = R, s(x,y) =1'Ay

bilinear ist und (genau dann) symmetrisch, wenn A symmetrisch ist,

denn
SA<y,Z') = yt'A'ZL’:(qjt-At.y)t:xt.At.y
A=At
(A=49) b Ay =sa(z,y)
fir alle z,y € R" Der Fall A = F, liefert das kanonische
Skalarprodukt.

b) Im Fall K = C sei A € Herm,,(C). Dann ist
s4:C"xC"—C", s(z,y) =7"Ay

eine HF (dhnlich wie unter (a)).

6.18 Definition: positiv definite Matrix

Sei A € Mat,,(K) symmetrisch bzw. Hermitsch. Es heifit A positiv definit,
wenn fiir alle z € K"\ {0} gilt:

TAr >0 (kurz A>0) .
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6.19 Kommentar
a) Wir bezeichnen fiir n € N mit
Pos,(R) := {A € Sym,(R) : A > 0}
und
Pos, (C) := {A € Herm,(C) : A > 0}

die positiv definiten Matrizen. Sie sind keine Unterrdume mehr, denn
z.B. ist fiir A € Pos,(K) sicher —A ¢ Pos,(K).

b) Man beachte, dass A > 0 nicht etwa bedeutet, dass a;; > 0 ist, fiir alle
1<14,7 <n.7ZB.ist
2 -1
(4

L2 ) es nicht ist (Ubung).

positiv definit, wahrend B = ( 5 1

c) Ist nun A € Pos,(K), so ist klar, dass durch
s4: K" x K" = K, sa(z,y) =7"Ay

ein Skalarprodukt auf K" gegeben wird. (Wir werden bald sehen (siehe
(6.23 c)), dass man so alle Skalarprodukte auf K™ bekommt.)

d) Ahnlich wie man durch Matrizen A € Mat,,(K) lineare Abbildungen f :
K" — K" durch f4(x) = Az bekommt, bekommt man also auch durch
sa: K" x K" — K, sa(x,y) = T' Ay Sesquilinearformen, insbesondere
durch A € Pos, (K) Skalarprodukte auf K".

e) Umgekehrt haben wir in §2 gesehen, wie man Endomorphismen f: V —
V (bei n = dimV < oo) durch Matrizen A € Mat,(K) durch eine

Basiswahl a von V' beschreiben kann, A = M(f;a,q). Ahnliches gilt
nun auch fiir Sesquilinearformen, insbesondere fiir Skalarprodukte:

6.20 Definition: Matrix einer Sesquilinearform

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € Nund s : V x V — K eine
Sesquilinearform. Ist nun a = (vy,...,v,) eine Basis von V', so setzen wir

A = (a;;) € Mat,,(K),

aij = s(vi,v;) ,
und nennen A die Matrix von s bzgl. a und notieren:

A=:M(s;a) .
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6.21 Kommentar

a) Wie in (6.20) fassen wir im Folgenden den reellen Fall K = R héaufig als
einen Spezialfall des komplexen Falls auf. (Es ist dabei natiirlich eine
Sesquilinearform auf einem reellen Vektorraum V bilinear, weil A = A
ist, fiir alle A € R.)

b) Es folgt nun leicht (z.B. aus dem folgenden Satz), dass s durch A =
M (s;a) vollsténdig bestimmt ist und s genau dann Hermitesch ist, wenn
A es ist (und positiv definit, genau wenn A es ist).

6.22 Satz

Ist V' ein K-Vektorraum der Dimension n und a eine Basisvon V', s : V' xV —
K eine Sesquilinearform und 7° : K — V der Koordinaten-Isomorphismus
zu a, so gilt fir die Matrix A = M (s;a) und fiir alle z,y € K" :

s(T%(x), T(y)) = sa(x,y)

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:
Zeichnung fehlt ‘

Beweis:
Es ist fir z,y € K" bei a = (vq,...,v,) wegen T%(z) = > " | x;v;

s(Tx), T(y)) = S(Z T, Z Y;jv;)

= E Ty s(vi, vj) = E TiijY;
] —as 1,J
=a;;

= T Ay =sa(z,y) .

6.23 Beispiele
a) Ist (—,—) : K* x K* — K das kanonische Skalarprodukt und & =

(e1,...,e,) die kanonische Basis von K", so ist M({—, —);R) = E,,
denn:
<€i7 6j> - 5%] )

fir alle 1 <1i,5 <n.
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b) Ist A € Mat,(K) und s4 : K" x K* — K die zugehorige Sesquilinearform,
so gilt fiir die kanonische Basis R = (eq, ..., e,) von K™
M(sa;R) = A, denn

3A<€i7€j) = EﬁAej = a,-j s

fir1 <4,7 <n.

c) Ist s : K* x K" — K eine beliebige Sesquilinearform, K = (eq,...,e,)
kanonisch und A = M(s; R) so gilt: s = s4, denn zunéchst ist fiir alle
1<, <n:

s(ei,ej) = ai; = sale;, e;)
und daher auch fiir alle z,y € K™ wegen der Sesquilinearitét:
S(.I', y) = 5A<:C7 y)

also s = sy4.

6.24 Kommentar

a) Ahnlich wie bei linearen Abbildungen zwischen Vektorriumen kann man
also auch bei Bilinearformen bzw. Sesquilinearformen Matrizen sehr
effektiv als Hilfsmittel einsetzen.

b) Ist a Basis von V und A € Mat, (K) beliebig, so gibt es genau ein s :
V x V — K sesquilinear mit M(s;a) = A. Die Zuordnung

Sesqui,, (K) — Mat, (K) ,

s +— M(s;a)
ist ein K-Isomorphismus.

c) Wir wollen nun das entsprechende Transformationsproblem losen. Sei
dazu V' ein K-Vektorraum der Dimension n und s : V x V' — K eine
Sesquilinearform. Seien a und b Basen von V und A = M (s;a) und B =
M (s;b) die s beschreibenden Matrizen. Sei schliefllich S € GL,(K) die
Basiswechselmatrix von b nach a, S = M (id;b,a). Wie transformieren
sich nun A und B?
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6.25 Lemma

Seien A, B € Mat,,(K), so dass fiir alle z,y € K" gilt: 7' Ay = 7' By, dann
gilt:
A=B.

Beweis:
Speziell fir z = e; und y = e; (1 <4,j < n) erhdlt man:

_ 5t _ =t —
Q5 = 67;Aej = €iB€j = bij .

6.26 Satz: Transformationsformel

Ist s : V xV — K eine Sesquilinearform auf einem Vektorraum V der

Dimension n, sind ¢ und b zwei Basen von V mit Basiswechselmatrix S €
GL,(K) und ist A = M(s;a) und B = M(s;0), so gilt:

B=5AS .
Beweis:
Sind 7%7° : K* — V die Koordinaten-Isomorphismen und ist
fs: K" = K", fg(z) = Sz, so gilt: T%- fg = TP, d.h. es kommutiert:
‘ Zeichnung fehlt ‘

denn mit a = (vy,...,v,) und b = (wy, ..., w,) ist

T[’(ej) = w; = Z SijV; = Z si T (i)

i

= TN sye) = TUs(e) = T fs(e)

fir j=1,...,n und (eq,...,e,) kanonisch fiir K. Deshalb kommutiert nun
auch das folgende Basiswechseldiagramm (vgl. (3.31)):
Zeichnung fehlt ‘
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Deshalb ist fiir alle z,y € K™:

TBy = splr.y) = s(T%2), 7)) = s(T%o fs(x), T% o fs(y))
= sa(Sz,Sy) = (Sz) A(Sy) = T'5'ASy ,

also ist nach (6.25):
B=SAS.

6.27 Kommentar

a) Ahnlich wie bei den Endomorphismen eines K-Vektorraumes dringt
sich daher nun auch bei den Bilinear- bzw. Sesquilinearformen das
Normalformenproblem auf: Welches ist ,,die beste Matrix“ fiir ein
gegebenes s : V x V — K?

b) Wir wollen dies hier zundchst nur fiir den Fall von Skalarprodukten
behandeln und werden gleich feststellen (siehe (6.31)), dass
der Normalenformensatz dann viel einfacher ist als im
Endomorphismenfall. Dazu zunéchst:

6.28 Definition: Orthonomalbasis

Sei (V, (—, —)) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum. Eine Basis
a = (eq,...,e,) heit Orthonormalbasis (ON-Basis) von V', wenn fiir alle
1 <1,7 <n gilt:
<€Z', 6j> = 5ij .
6.29 Kommentar

a) Man beachte, dass wir bisher mit (ey,...,e,) stets die kanonische Basis
von K" bezeichnet haben. Nun benutzen wir diese Notation fiir jede
ON-Basis eines euklidischen bzw. unitdren Vektorraums.

b) Zum Glick ist die kanonische Basis B = (ey,...,e,) von K" aber
orthonormal bzgl. des kanonischen Skalarprodukts (—, —) auf K", denn

(€i,ej) =€ - ej = 0y

fir1 <4,7 <n.
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6.30 Beispiele
a) Sei (—,—):R? x R? — R das kanonische Skalarprodukt und

el 2: \%(1,1), ey = \%(—1,1). Dann ist (e, es) eine ON-Basis von
(R 7<_7_>)'

b) Sei V = {f: R — R stetig: f ist 27 periodisch} und U := (sin, cos) C V

der von sin und cos aufgespannte Unterraum. Sei (—, =) : U x U — R,
1 2w
(fig) =5 i f(@)g(z)dx .

Dann ist (e1,ey) eine ON-Basis von U (Ubung),

e = \/isin, €y = V2 cos .

6.31 Satz

Sei (V,(—,—)) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum. Dann besitzt V'
eine ON-Basis.

6.32 Kommentar

Im Fall, dass eine Bilinear- bzw. Sesquilinearform s : V' xV — K symmetrisch
bzw. Hermitesch und positiv definit ist, ist das Normalformenproblem also
denkbar einfach gelost: Es gibt eine Basis a von V', so dass

M(s;0) = E,

ist. Man wihle ndmlich eine ON-Basis.

6.33 Korollar

Sei A € Pos,(K) positiv definit. Dann gibt es ein invertierbares S € G L, (K)
mit

S'AS = E, .

Beweis:

Betrachte das Skalarprodukt s, : K* x K* — K, (z,y) — T'Ay und wihle
dafiir eine ON-Basis a. Ist dann S € GL,,(K) die Basiswechselmatrix von a
auf die kanonische Basis K, so ist wegen M (s4; R) = A nach (6.25).

E, = M(sa,a) =5 M(ss;R)S = STAS .
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Beweis von (6.31):
Induktion nach n = dim V.

e n = 1: Ist v € V\{0} beliebig, so setze e := o Dann st (e) eine
ON-Basis von V.

e n — n+1: Wihle v € V\{0} und setzte zunichst (wieder) e, := Toll”
Nun betrachte

U:=¢p:={veV:{e,v)=0}

(das zu e,,; orthogonale Komplement). Dann ist U C V ein
Unterraum der Dimension n, denn U = ker(f) fir f: V — K, f(v) :=
(ent1,v). Da f(eny1) = 1 # 0 ist, ist rg(f)=1, also

dim(U)=n+1—-rg(f)=n.

Schrénkt man nun (—,—) auf U x U ein, so erhdlt man einen
euklidischen bzw. unitdren Vektorraum der Dimension n, auf den man
die Induktionsvoraussetzung anwenden kann. Sei also (es,...,e,) eine
ON-Basis von U. Weil ||e,q1]] = 1 und (e,41,€;) =0 fir i =1,...,n,
ist dann (eq, ..., e,, e,41) eine ON-Basis von V.

6.34 Kommentar

a) Ist s : V xV — K eine nicht mehr notwendig positiv definite, aber immer
noch symmetrische BF bzw. Hermitesche Form, so kann man ganz
dhnlich wie im definiten Fall zeigen, dass es eine Basis a = (ey,...,€,)
von V gibt, so dass
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M(s;a) =

0

k — mal [ — mal m — mal

mit 0 < k,1,m < nund k+1+m = nist. Das Tripel (k, [, m) ist durch s
eindeutig bestimmt (d.h. hiangt nicht von a ab, ist also eine Invariante),
siche z.B G. Fischer, §5.7 (Sylvesterscher Trigheitssatz).

b) Man nennt dann

rg(s) = k+l
ind(s) = k
sign(s) = k-1

den Rang, den Index und die Signatur von s.

c) Speziell der Fall n = 4 mit £ = 3 und | = 1 (also m = 0) ist
in der Elektrodynamik und in der Relativitdtstheorie von Bedeutung
(K = R). Das Tripel (V,s) heit dann ein Lorentz-Raum. Der
Standard-Lorentzraum ist (R?, s) mit

$(z,y) = T1y1 + T2y2 + Tays — Tays -
d) Man kann Satz (6.31) wie folgt verfeinern, indem man aus einer beliebigen

Basis ¢ = (vy,...,v,) eines euklidischen bzw. unitiren Vektorraumen
eine ON-Basis konstruiert:
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6.35 Satz: ON-Verfahren von E. Schmidt

Sei (V, (—, —)) ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum und a = (vq,...,v,)
eine Basis von V. Definiert man dann rekursiv:

U1
e = —,
v ]
k
Ch1 = Vgg1 — Z<eiavk+1>6i ;
i=1
e
Chyl = ket (k=1,...,n—1),
||€x-41]|
so ist (eq,...,e,) (wohldefiniert und) eine ON-Basis von V.

6.36 Kommentar

Man normiert also zunéchst v; dhnlich wie in (6.31). Dann zerlegt man v, in
eine Komponente in Richtung e; und dazu,

Vo = <€1, 'U2>€1 + (UQ — <€1, U2>€1) .
—_——

S

-~

cKey 66%

Den senkrecht stehenden Anteil €; normiert man dann wieder zu es und
verfahrt mit vs analog.

6.37 Beispiel

Wir betrachten die Basis ((1,1),(0,1)) des euklidischen Raums
(R?, (=, —)). Es ist dann:

ILY=vI+1=v2,

also

Weiter ist



und dann:

Also ist:

Beweis von (6.35):
Induktion iiber n = dimV'.

e n = 1: Ein normierter Vektor ist eine ON-Basis.

en — n+ 1 Ist U = (vq,...v,) C V, so diirfen wir nach
Induktionsvoraussetzung fiir (ey,...,e,) (aus (vy,...v,) konstruiert)
annehmen, dass sie ON-Basis fiir U ist. Fiir

n

€nt1 = Upy1 — Z<€k7 Un+1>€k

k=1

ist nun é,,, ¢ U, sonst wire auch v,,1 € U und a = (vy,...,0541)
keine Basis von V. Es ist damit (eq,...,e,,€,41) eine Basis von V.
Insbesondere ist €,1 # 0 und damit dann e,, | := H?ﬁ wohldefiniert.

Und nach Konstruktion ist ||e,.1|| = 1. Fiir alle 1 < 4,7 < n ist nach
Induktionsvoraussetzung (e;,e;) = d;;. Es bleibt also zu zeigen, dass

(eiyenp1) =0firi=1,...,n:
1 ~
<6i76n+1> = = <6i76n+1>
Hen—i-lH
1 n
= HN— (<€i7vn+1> - (es, <€k>’0n+1>€k>>
€n+1|| k=1
1 n
= 7= <€z‘,Un+1> - <6k7 Un+1> <6i7 €k>
|[€nt1] 1 ‘\6/-’
=0ik

I
o

6.38 Motivation

Bisher haben wir (alle) symmetrischen Bilinearformen bzw. HF’en
auf  endlich-dimensionalen  K-Vektorrdumen studiert, insbesondere
Skalarprodukte. Ab nun fixieren wir ein Skalarprodukt (—,—) auf V

und studieren nun (spezielle) Endomorphismen von (V, (—, —)).
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6.39 Vorbereitung

a) In (2.21) hatten wir gesehen, dass bei Vorgabe einer Basis a eines
K-Vektorraums V' die Zuordnung

El’ldK (V) — Matn (K) y

[ M(f;0):=M(f;0,0)
ein Vektorraumisomorphismus ist. Bezeichnet 7% : K" — V
den zu a gehorenden Koordinatenisomorphismus, so ist némlich
A T% fyo(T* ! die Umkehrabbildung, weil nimlich das folgende
Diagramm kommutiert:
Zeichnung fehlt ‘

Nun bilden auch die Sesqui-Linearformen
Sesquig (V) = {s: V x V — K sesqui-linear }

einen K-Vektorraum (in natiirlicher Weise) und wiederum ist die
Zuordnung
Sesquig (V') — Mat,, (K) ,

s — M(s;a) ,

ein Isomorphismus mit Umkehrung A +— s4 o (T® x T%) ™!, denn nun
kommutiert das folgende Diagramm:
Zeichnung fehlt ‘

Insbesondere ist also
dim(End(V)) = dim Mat,,(K) = n* = dim Sesqui(V) .

b) Ist nun (V, (—, —)) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum, so kénnen
wir jedem Endomorphismus f : V' — V eine Sesqui-Linearform sy :
VxV —=Kdurchs;: VxV =K,

sp(v,w) = (v, f(w))
und ebenso s : V x V — K durch
sp(v,w) := (f(w), v)
zuordnen. Die Zuordnungen
® : End(V) — Sesqui(V), f — s¢
U : End(V) — Sesqui(V), f+— s

sind dann linear bzw. semilinear und noch mehr:
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6.40 Lemma

® ist ein Isomorphismus, ¥ ist ein Semiisomorphismus.

Beweis:
Wir miissen die Bijektivitdt von ® und ¥ zeigen. Wegen (2.28) reicht dazu
die Injektivitét, denn beide Vektorrdume End(V') und Sesqui(V') haben die
gleiche (endliche) Dimension. Sei also etwa sy = ®(f) = 0. Fiir alle v,w € V
ist dann

0=ss(v,w) = (v, f(w))
Insbesondere fiir v = f(w) (bei zunédchst festem w € V'), ist also
0= {f(w), f(w)) = f(w)=0
fiir alle w € V, also f = 0. ® ist also injektiv. Ahnlich geht man bei ¥ vor.
O

6.41 Satz

Sei (V, (—,—)) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und f : V — V
linear. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f* : V — V., so dass fiir
alle v,w e V gilt:

Beweis:
Die Bedingung an f* lautet mit den Beziehungen von (6.34) gerade:

O(f) = sp =55 = V([") .
Da W bijektiv ist, ist dies dquivalent zu
fr=u o a(f)
Das zeigt die Existenz und die Eindeutigkeit von f*.

6.42 Definition: adjungierte Abbildung

Sei (V,(—,—)) ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum und f € End(V).
Der nach (6.41) eindeutig bestimmte Endomorphismus f*: V — V mit

(v, f(w)) = (f*(v), w)
fiir alle v,w € V| heifit die zu f adjungierte Abbildung.
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6.43 Beispiel: adjungierte Abbildung

Sei (K™, (—,—)) der (standarde) euklidische bzw. unitire Raum und A €
Mat,,(K). Dann ist

fa= fa

—t

A=A
setzt, denn fiir alle z,y € K" gilt:

wenn man

t

(. fal) = (v, Ay) =T'Ay=(Aa)y
= (Aay) = (Azy) = (fa(2).9)
also f4 = fa-, weil %t = (A'7)" = T' A ist.
6.44 Kommentar: adjungierte Matrix
a) Man nennt deshalb fiir A € Mat,,(K)
A=A
die zu A adjungierte Matrix. Beachte, dass im reellen Fall A* = A?
ist.

b) Vorsicht! Diese ,, Adjungierte hat nichts mit der adjungierten Matrix A%?
aus (4.36) zu tun.

c) Wegen den Rechenregeln fiir das Konjugieren und Transponieren gilt:

(A+ B)* = A"+ B*,
(AN = A",
(AB)* = B*A",

det(A*) = det(A),

und falls A € GL,(K) ist:
(A*)—l — (A—l)* )

d) Wir wollen nun sehen, wie sich das Adjungieren von Abbildungen,
f — f*, durch die sie beschreibende Matrizen ausdriickt, wenn man
eine Basis von V' wihlt. Da V nun eine Zusatzstruktur (—, —) tragt,
ist es konsequent, nicht beliebige Basen zu betrachten, sondern nur
ON-Basen, die dieser Zusatzstruktur angepasst sind.
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6.45 Bemerkung

Sei (V, (—, —)) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und a eine ON-Basis
von V. Seit f:V — V linear und A = M (f;a). Ist dann B = M(f*;a), so
gilt:

B=A".

Beweis:
Ist a = (e1,...,€,), so ist also mit A = (a;;) und B = (b;):

fles) = aiei
i=1

file) =Y byer ,
=1

j=1...,n.
Nach Definition von f* folgt fiir 1 < 5,k < n:

(f*(e5) ex) = Y bijlei ex) = beg
i=1

wahrend

(ej, flex)) = Zaik<€j7€k> = jk

ist, also byx; = a;x, d.h. B = A= A

6.46 Definition: Isometrie von V

Sei (V,(—,—)) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum. Eine lineare
Abbildung f : V — V heifit eine Isometrie von V| wenn fiir alle v,w € V'
gilt:

(f(v), f(w)) = (v, w) .
6.47 Kommentar

a) Isometrien sind insbesondere Automorphismen von V', denn ist fiir eine
Isometrie f : V' — V nun f(v) = 0, so ist auch

(v,0) = (f(v), f(v)) =0,
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also v = 0 und damit f injektiv, also bijektiv. Eine Isometrie erhélt aber
nicht nur die Vektorraumstruktur, sondern auch Langen (und damit
Abstéande) und im reellen Fall auch Winkel, denn

If ) = (f(), f()) = (v,v) = [Jv][*,

fir allev € V.

b) Da (f(v), f(w)) = (f* o f(v),w), fiir alle v,w € V ist und weil ¥ =
End(V) — Sesqui(V'), f+— sf aus (6.39) injektiv ist, ist f genau dann
[sometrie, wenn gilt:

ffof=id
also f* = f~! und damit auch fo f* =id.

6.48 Definition: orthogonal und unitér

Sein € N.

a) Eine Matrix S € Mat,(R) heiit orthogonal, wenn gilt: S*- S = E,.
b) Eine Matrix S € Mat,,(C) heifit unitér, wenn gilt: S* - S = E,,.

6.49 Kommentar: orthogonale und unitidre Gruppe,
Einheitskreislinie

a) Orthogonale bzw. unitare Matrizen beschreiben gerade die Isometrien des
standarden euklidischen bzw. unitdren Raumes (K", (—, —)), denn

(fs(x), fs(y)) = (Sx,Sy) = (Sz)"(Sy)
= 7.5 -S-y=(zy)
fir alle x,y € K", genau wenn S* - S = E,, ist.

b) Jedes orthogonale bzw. unitére S € Mat, (K) ist insbesondere invertierbar
(da fs € Aut(K")). Man nennt

O(n):={Se€GL,(R):S"-S=E,}
die orthogonale Gruppe (zum Index n) und
Un)={SeGL,(C): S"-S=E,}

die unitdre Gruppe (zum Index n). Wegen den Rechenregeln von
A +— A* sind sie tatséchlich Untergruppen von GL,(K) (Ubung).
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c) Ist S € O(n), so ist det(S) € {—1,1}, denn:

1 = det(E,) = det(S"S) = det(S") det(9)
= det(9) det(S) = det(5)?*,

wiahrend fiir S € U(n) die Determinante auf der Einheitskreislinie

Sti={zeC:|z|=1}
liegt, denn
1 = det(E,) = det(S*S) = det(S™) det(S)
= det(S) det(S) = | det(S)|* .
d) Auch die Eigenwerte einer orthogonalen bzw. unitiren Matrix konnen

nur ganz spezielle Werte annehmen:

i) Ist A € R ein Eigenwert von S € O(n), so ist A € {£1}, denn ist
x € R"\{0} ein Eigenvektor zu A, also Sz = Az, so gilt:

N lzl? = Az, Az) = (Sz, Sz) = (2, 2) = |||

also \2 = 1.

ii) Ist A € C ein Eigenwert von S € U(n), so ist A € S!, denn ist
z € C"\{0} ein Eigenvektor zu A, also Sz = Az, so gilt:

AP (1211 = (A2, Az) = (2, 82) = (2, 2) = |||
also [\ =1.

e) Nach Definition ist eine Matrix S € GL,(K) genau dann orthogonal bzw.
unitér, wenn ihre Spalten- (bzw. Zeilen-) Vektoren eine ON-Basis von
(K", (—,—)) bilden,

<S€Z‘,S€j> = <6i7€j> = 5z'j

(fiir alle 1 <14,7 <n).
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6.50 Beispiele
a) Fiir jedes ¢ € R ist

S0 = (G e ) eow).

sing  cosp

b) Ist z = (21, 22) € C? mit ||2]|* = |z1)* + |22]* = 1, so ist

6.51 Bemerkung

Sei (V, (=, —)) euklidisch bzw. unitér, a eine ON-Basis und f € End(V). Es
ist f genau dann eine Isometrie von V', wenn S = M(f;a) orthogonal bzw.
unitér ist.

Beweis:
Ist a = (eq,...e,), so ist mit S = (a;;) fur alle 1 <i,57 <n:

<f(€i),f(€j)> = <Zaki€k,zalj€l>
= Zakialj<€k7el>

k.l

n
= Zakiakj = (e;, €5)
k=1

<~ deiak]—:@j <~ S*S:En
k

6.52 Definition: selbstadjungiert

Sei (V, (—, —)) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum. Man nennt einen
Endomorphismus f : V. — V selbstadjungiert (in der Physik auch
symmetrisch), wenn gilt f* = f, also:

fiir alle v,w € V.
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6.53 Bemerkung

Sei (V, (—, —)) euklidischer bzw. unitirer Vektorraum und a = (ey, ... e,) eine
ON-Basis. Ein Endomorphismus f : V' — V ist genau dann selbstadjungiert,
wenn fiir seine beschreibende Matrix A = M(f;a) gilt:

A=A".

Beweis:
Fir 1 <4,j <nist mit f(e;) = >, ajje; und A = (a;5):

(flei),e5) = <Z aier, €j) = Zaki<ek7€j> = aj;

und

(eir f(e))) = Y ans{ei ex) = ai -

k
Also ist f = f*, genau wenn A = A* ist.

6.54 Kommentar: Spektrum

a) Selbstadjungierte  Abbildungen  tauchen insbesondere in  der
Quantenmechanik als so genannte Observablen auf (dort allerdings
als selbstadjungierte Abbildungen auf unendlich dimensionalen,
komplexen Vektorrdumen V' mit Skalarprodukt). Thre Eigenwerte sind
dann die moglichen Messwerte.

b) Ist f € End(V) fiir einen (endlich-dimensionalen) K-Vektorraum V', so
nennt man

o(f):={ e K: \ist EW von f}

auch das Spektrum von f. So sind die Eigenwerte von Observablen
wie unter (a) z.B. die Wellenlangen von Spektrallinien fiir eine
selbstadjungierte Abbildung H, die ein Atom beschreibt.

c) So wie das Spektrum o(f) C C einer unitdren Abbildung f: V — V (d.h.
[ ist Isometrie) stets auf der Einheitskreislinie S* C C liegt (siche (6.49
b)), unterliegt auch das Spektrum einer selbstadjungierten Abbildung
einer starken Einschriankung:
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6.55 Bemerkung: Eigenwerte selbstadjungierter
Abbildungen

Ist f:V — V eine selbstadjungierte Abbildung eines unitidren Vektorraums,
so ist jeder Eigenwert von f reell.

Beweis:
Sei A € C Eigenwert und v € V\{0} ein Eigenvektor von f beziiglich A, dann
gilt: _
Aol [* = (v, dv) = (v, f(v)) = (f(v),v) = (Av,v) = A|[v]?
also wegen ||v||? # 0 tatséichlich A = A, d.h. A € R.

6.56 Kommentar

Dass das charakteristische Polynom py € C[T] eines Endomorphismus’

f € End(V) eines komplexen Vektorraumes V zerfillt, folgt aus dem
Fundamentalsatz der Algebra. Dagegen ist die folgende Aussage durchaus
iiberraschend:

6.57 Satz

Sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum und f : V' — V selbstadjungiert.
Dann zerfillt das charakteristische Polynom p; € R[T] von f in
Linearfaktoren.

Beweis:

Wir wéhlen eine ON-Basis a von V' und erhalten ein symmetrisches

A € Sym,(R), A = M(f;a). Nun betrachten wir die komplex-lineare
Abbildung fa : C* — C", z +— Az. Da A = A = A' = A* ist, ist fi = fa
beziiglich des kanonischen Skalarprodukts (—, —) auf C". Da C algebraisch
abgeschlossen ist (vgl. (5.29)), zerfillt nun p4 € C[T] in Linearfaktoren:

pa(T) = (T =) - (T = Ag)...(T'= X)),

mit Ag,..., A, € C. Wegen (6.55) ist aber jedes A\, (kK = 1,...,n) reell. Da
schliefllich fiir das charakteristische Polynom p; € R[T] von f gilt p; = pa,
zerféllt py (iiber R) tatséchlich in Linearfaktoren.

O

142



6.58 Kommentar

Auch fiir die Eigenvektoren selbstadjungierter Abbildungen f : V —
V' gelten Besonderheiten. Waren fiir einen beliebigen Endomorphismus
die Figenvektoren paarweise verschiedener Figenwerte lediglich linear
unabhéngig (siehe (5.9)), so stehen sie im selbstadjungierten Fall sogar
senkrecht aufeinander.

6.59 Bemerkung

Sei (V, (—, —)) euklidisch bzw. unitir und f : V' — V selbstadjungiert. Sind
dann A\, € R verschiedene Eigenwerte von f, A\ # p, und v,w € V\{0}
Eigenvektoren zu A bzw. u, so gilt:

vlw, dh. (v,w)=0.

Beweis:
Es ist:

0 = (f()w) = (v, f(w)) = (Av,w) = (v, pw)
= (A= p)v,w) = (A= p){v,w) ,

also (v, w) = 0.

6.60 Theorem

Sei (V, (—, —)) euklidisch bzw. unitér und f : V' — V selbstadjungiert. Dann
existiert eine ON-Basis von V' bestehend aus Eigenvektoren von f.

6.61 Kommentar: orthogonale Summe

a) fist also diagonalisierbar! Der Vektorraum V' zerfillt damit in die direkte
Summe der Eigenrdume (sogar orthogonale Summe) (vgl. (5.16)),
d.h. sind Ay, ..., A\, € R die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f,
so gilt:

V =Eig(f; M) @--- @ Eig(f; M) = Eig(f; M) ... ©Eig(f; A) -

b) Wir schreiben ,,&“, wenn die Summe der Unterrdume nicht nur direkt,
sondern sogar orthogonal ist, d.h. U1 Uy C V' bedeutet, dass nicht nur
U, & Us, sondern auch U; LU,, also

<U1,U2> =0 )

fir alle U € Ul, Uy € U2.
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6.62 Korollar

a) Ist A € Sym,(R), so existiert eine Diagonalmatrix D € Mat,,(R) und eine
orthogonale Matrix S € O(n) mit

STTAS=D.

b) Ist A € Herm,(C), so existiert eine reelle Diagonalmatrix D € Mat,,(C)
und eine unitire Matrix S € U(n) mit

STAS=D.
Beweis:
Da f := f4 : K* — K" (bzgl. des kanonischen Skalarprodukts auf K")
selbstadjungiert ist, existiert eine ON-Basis (é1,...,€,) = a von
(K™, (—, —)) aus Eigenvektoren von f, also:

M(f;a) = diag(A, .., ) = D

mit den Eigenwerten A;,...,\, € R (evtl. mehrfach aufgezéhlt). Ist S €
GL,(K) der Basiswechsel von a nach R = (eq,...,e,) von K", so ist S sogar
in O(n) bzw. U(n), weil in den Spalten von S gerade die Vektoren ey, ..., €, €
K" stehen (vgl. (6.50 e)). Nach dem Transformationssatz (3.31) ist also:

D=M(f;a0) =81 -M(f;R,R)-S=5"1-A4.5.

6.63 Kommentar

Dass im reellen Fall das charakteristische Polynom einer symmetrischen
Matrix A zerfillt, ist schon eine Uberraschung. Dass A sogar diagonalisierbar
ist umso mehr und dass diese Diagonalisierung sogar mit einer orthogonalen
Matrix moglich ist, ist eine kleine Sensation.
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Beweis von (6.60):
Induktion iiber n = dimV:

e n = 1: Nehme irgendeinen Vektor e € V' mit ||e|| = 1.

en — n+1: Sei A € R ein Eigenwert von f (existiert nach (6.57)
auch im reellen Fall) und e,;; € V\{0} ein Eigenvektor und sei
ohne Einschrinkung ||e,41]] = 1 (iiber ein geeignetes Vielfaches). Wir
betrachten nun

U=cpr={veV:(v,e,1) =0}

(vgl. auch den Beweis von (6.31)). Entscheidend ist nun die Aussage
f(U) C U, denn dann kann man die Induktionsvoraussetzung auf f|U :

U — U anwenden (denn dim(U) = n). Ist ndmlich dann (eq,...,e,)
eine ON-Basis von U bestehend aus Eigenvektoren von f|U, so ist
(e1,...,€n,eny1) eine ON-Basis von V' bestehend aus Eigenvektoren

von f. Sei also u € U, also (u,e,1) = 0. Da f* = f ist, ist dann auch

(f(u), ent1) = (u, fent1)) = (U, Aensa) = AMu, ena) = 0.
also auch f(u) € U.

O

6.64 Kommentar: Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Abbildungen

a) Theorem (6.60) zusammen mit (6.55) wird manchmal als Spektralsatz
fiir selbstadjungierte Abbildungen bezeichnet, weil er Auskunft
iiber das Spektrum o (hier ¢ C R) gibt, wie auch eine Aussage iiber
die Lage der Eigenrdume macht.

b) Auch fiir unitire Endomorphismen (d.h. Isometrien von unitédren
Vektorrdumen) gilt ein Spektralsatz: o(f) C S und es existiert eine
ON-Basis aus Eigenvektoren von f (mit einem ganz &hnlichen Beweis
wie fiir (6.60); Ubung).

c) Eine entsprechende Aussage fiir orthogonale Endomorphismen (d.h.
Endomorphismen euklidischer Vektorrdume) ist im Allgemeinen falsch,
weil im Allgemeinen bereits das charakteristische Polynom nicht zerfallt
(z.B. das von S(yp) fiir ¢ € (0,7) aus (6.50 a)). Der Normalformensatz
fiir orthogonale Endomorphismen ist entsprechend komplizierter (siehe
G. Fischer 5.5).
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6.65 Korollar: Satz iiber Hauptachsentransformation

Sei (V, (—, —)) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und s : V' xV — K
eine (weitere) symmetrische Bilinearform bzw. Hermitesche Form, dann gibt
es eine ON-Basis a von V und A\, ..., \, € R, so dass gilt:

M(s;a) = diag(A1, ..., An) -

Beweis:
Da @ : End(V) — Sesqui(V), f — sy, bijektiv ist (siehe (6.40)) gibt es also
ein (eindeutig bestimmtes) f € End(V) mit s = sy, d.h.:

s(v,w) = (v, f(w))

fir alle v,w € V. Da s symmetrisch ist (bzw. Hermitesch), ist f
selbstadjungiert, denn:

(f(v),w) = (w, f(v)) = s(w,v) = s(v,w) = (v, f(w)) ,

fiir alle v,w € V. Nach (6.60) gibt es Ay,..., A, € R (die Eigenwerte von f
mit Vielfachheiten) und eine ON-Basis a = (eq,...,e,) von V mit f(e;) =
Aj-€ej (j=1,...,n). Deshalb ist mit A = (a;;) := M(s;0):

aij = s(ei, e5) = (i, f(e;)) = (e, \jej) = Njlei, e5) = Aj - dij
also M (s;a) = diag(A1, ..., A\n).

6.66 Kommentar

Die Zahlen Ay,..., A\, € R (und auch ihre Vielfachheiten) sind durch s
eindeutig bestimmt, denn ist @ = (€3, ...,¢,) eine (weitere) ON-Basis fiir
(V, (=, =)) mit M(s:a) = diag(A1,...,A\n) =t D fiir Ai,..., A\, € R, so gilt
fiir die Basiswechselmatrix S € GL,(K) von a nach a:

D=S*.-D.S

(wo D = diag(\y, ..., \,), siehe (6.26)). Weil aber S zwischen zwei ON-Basen
vermittelt, ist S € O(n) bzw. S € U(n), also S* = S~*. Deshalb ist auch

D=S"'.D.S

also sind dann D und D &hnlich, haben deshalb die selben Eigenwerte (und
deren Vielfachheiten), welches gerade ihre Diagonaleintrige sind.
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6.67 Beispiel: Hauptachsentransformation

Der Triigheitstensor eines starren Korpers K C R3 (mit Schwerpunkt in
0) ist gegeben durch eine symmetrische Bilinearform s : R?* x R® — R.
Nach (6.65) existiert eine ON-Basis a = (1, €, ¢3) von (R?, (—, —)), so dass
M(s;a) = diag(A, Ao, A3) mit A, Mo, A3 € R ist. Rej,Rey, Rez € R3
werden Hauptachsen von K genannt und M, M\, A3 € R die
Haupttrigheitsmomente von K. Die Transformation S : R?® — R3,

die die kanonische Basis B = (ej,e2,e3) nach a = (€1, €s,€3) iiberfiihrt,
Se; = ¢ (j = 1,2,3), ist eine Hauptachsentransformation.

Zeichnung fehlt ‘
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