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Vorwort

Dieses Script entsteht wahrend der Vorlesung ,,Mathematik fiir Physiker ITI* des laufenden Semes-
ters (WS2004/2005). Es wird dabei nicht garantiert, dass sich keine Fehler, sowohl in Formeln, als
auch in den Formulierungen von Definitionen, Sétzen oder auch Beweisen einschleichen. Der Leser
sollte daher entsprechend kritisch damit umgehen und gefundene Fehler weitergeben, damit diese
korrigiert werden kénnen.

Wer die schénen Bilder aus der Vorlesung vermissen sollte, ist hiermit aufgerufen diese in digitaler
Form (png, ps, 0.4.) zu erstellen, damit diese integriert werden kénnen. Gleiches gilt fiir anderwei-
tige Mitarbeit am Gesamtwerk. Kenntnisse im Umgang mit IXTEX2e sind dabei hilfreich.

In der Zwischenzeit wurde das Script von Herrn Prof. Loose korrekturgelesen. Die dabei entdeck-
ten Fehler sind korrigert — womit allerdings weitere Fehler nicht ausgeschlossen sind. Auch wurden
einige Stellen mit dem Hinweis ® bung € versehen. Hier sind jeweils kurze, beinahe triviale
oder aber auch besonders lange Beweise ausgelassen, die im Selbststudium nachvollzogen werden
miissen. Teilweise werden diese Aufgaben auch in den Ubungen behandelt. Verweise auf Sitze und
Definitionen aus anderen Scripten der Serie, die hier ebenfalls fiir die Beweise verwendet werden,
sind mit MfPh... markiert.
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Kapitel 1

Metrische Riaume

Motivation

Will man Begriffe wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit, . .. fiir Funktionen f(x) meh-
rerer reeller Verédnderlicher x = (z1,...,2,) € R*(n € N =1,2,3,...) einfiihren, so ist zuerst nicht
klar, was die richtige Verallgemeinerung der offenen Intervalle (a,b) C R und der abgeschlossenen
Intervalle [a,b] C R ist. In diesem Paragraphen werden daher Begriffe wie offen, abgeschlossen,
Randpunkt u.&. allgemein fiir metrische Rdume eingefiihrt und spéter zunéchst auf Teilmengen
des R™(n € IN), oder auch auf Teilmengen von Funktionenriumen angewendet.

1.1 Metriken

Definition 1.1.
Sei X eine Menge und d : X x X — [0,00), (z,y) — d(z,y) eine Abbildung. Dann heifit d eine
Metrik auf X, wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

(a) d(z,y) = 0 genau dann wenn z =y

(b) d(z,y) = d(y, ) Symmetrie
(c) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) Dreiecksungleichung
Ein Paar (X, d) heifit metrischer Raum, wenn X eine Menge und d eine Metrik auf X ist.

1.1.1 Beispiele
(I) Sei X = R™(n € N) und fir z,y € R™ sei

d(z,y) = \/(551 =)+ (T = Yn)?

Es ist offenbar d(z,y) > 0, d(z,y) = 0 genau dann wenn = y und d(z,y) = d(y, x).

Die Dreiecksungleichung ist nicht sofort offensichtlich, folgt jedoch aus 1.2.4.

Damit ist d eine Metrik auf R™ und heif8t Euklidische Metrik (auf R™). Es wird (R",d) als
der Euklidische Raum bezeichnet.

(IT) Speziell fiir n = 1 erhélt man fiir x,y € R:
d(z,y) =V (z —y)? =z —y| .

Hier ist die Dreiecksungleichung klar.

19.10.2004



2 KAPITEL 1. METRISCHE RAUME

(IIT) Ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge, so ist
dA tAxA— [0,00) y dA = d|A><A

eine Metrik auf A. Sie heifit die von d induzierte Metrik. So wird beispielsweise jede Teil-
menge A C R™ mit der von der Euklidischen Metrik induzierten Metrik zu einem metrischen
Raum.

(IV) Sei X eine beliebige Menge. Setzt man

d: X xX —[0,00),

d(z,y) 0 firz=y
z,y) = ,
Y 1 firz#y

so ist d eine Metrik auf X. ® lbung &

1.2 Normen

Definition 1.2.
Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung ||.|| : V — R, x + ||z|| heifit eine Norm auf V,
wenn fiir alle z,y € V und X € R gilt:

(a) |||l > 0 und ||z|| = 0 genau wenn x =0

(b) [IAz[| = |A] - [l

() llz+yll <zl + [yl Dreiecksungleichung
Ein Paar (V ||.||) bestehend aus einem Vektorraum V' mit einer Norm ||.|| heiit ein normierter
(Vektor-)Raum.

1.2.1 Bemerkungen

Sei (V,]|.]]) ein normierter Raum. Dann wird durch
d:VxV —[0,00), dz,y):=|z—y|

eine Metrik auf V' definiert. (Sie heifit die von der Norm induzierte Metrik auf V'.)

i? Beweis !

Def! Def 1.2 (a)

(a) dz,y) =0=|lz—y||=0 = z—-y=0<=2a=y

Def! Def 1.2 (b)

(b) dy,x) ="y — =l = (=) (= — ) =1z =yl = llz - yll = d(z,y)

Def 1.2 (c)
(€ dz,2) =[lz =zl = llz —y+y—2] < z-yl+ly—zl=dy) +dy,-2)

QED.
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1.2.2 Beispiele
(I) Fiir V=R"(n € IN) sei fiir v € R™ definiert:

ol = /ad oo e

Es ist offenbar ||z|| > 0 und ||z|| = 0 genau wenn x = 0,

Izl = vV (&1)? + -+ (Az)? = \/AQ(%‘f +oead) = VAR E = Al

und die Dreiecksungleichung folgt aus 1.2.4. Damit ist ||.|| eine Norm auf R™ und heifit
Euklidische Norm (auf R™). Die von ihr induzierte Metrik ist die Fuklidische Metrik.

(II) Fiir V. =R" (n € IN) setze man
]l := max{|z1], |z2|,. .., znl} -
Es ist dann auch |.|| eine Norm auf R™ und heifit Mazimumsnorm (auf R™).

(III) Sei X eine beliebige Menge und V' der Vektorraum der beschriinkten, reellwertigen Funktio-
nen auf X,

v={f:x R | supls) <oo}
TzEX

Dann ist mit

1F]] := sup [ f(2)|

(V. |I.Il) ein normierter Raum.
R fbung &

1.2.3 Erinnere

Ist V ein reeller Vektorraum, so heifit eine Abbildung (-, - ) : V x V — R ein Skalarprodukt auf
V', wenn fiir alle z,y,z € V und A, u € R gilt:

(x, \y + uz) Az, y) + pz, 2) Bilinearitdit
(N (z,y) = (y,z) Symmetrie
(III) (z,z) >0 Vo €V und (z,z) = 0 genau wenn z = 0 ist positive Definitheit

Ein Paar (V, (-, -)) bestehend aus einem Vektorraum V und einem Skalarprodukt ( -, -) heifit
ein Buklidischer Vektorraum.
Ist nun (V,( -, - ) ein Euklidischer Vektorraum, so setzt man fiir jedes x € V

2] := V/{z, z) .
Es gilt dann fiir alle z,y € V' die Ungleichung von Cauchy-Schwarz
[z, o) < =] - [lyll -

1.2.4 Bemerkungen

Ist (V,( -, - )) ein Euklidischer Vektorraum, so wird durch ||z| := /(x, x) eine Norm auf V' defi-
niert.

21.10.2004



KAPITEL 1. METRISCHE RAUME

i? Beweis !

o ||zl = 0= /(z,2) = 0= (z,2) =

o224

o [[Az] = /O\z, Ay} = VA2 (w,z) = VA2 /(z,2) = |A| |2

o |z+y|*=(x+yz+y) = (x,2)+(x,y) + (y2) + (¥,9)

2 2 2 2
= llzl®+ 2 (=g + 1™ < Izl + 2 2] lyll + ly1” = Ul + lyl)?

QED.

1.2.5 Beispiele

@

Auf V = R™ wird durch

(T,y) = T1y1 + ToY2 + - + Tpn

ein Skalarprodukt gegeben, das so genannte kanonische Skalarprodukt. Die von ihm indu-
zierte Norm 1.2.3 ist die Euklidische Norm. (Sie ist also nach 1.2.4 eine Norm und damit
nach Definition 1.2. die Euklidische Metrik auch tatséchlich eine Metrik.)

Sei V' der R-Vektorraum der quadrat-summierbaren, reellen Folgen, d.h.

V= {(an)nelN

o0
Zai < oo} .
n=1

Es konvergiert dann fiir jedes (a,), (b,) € V auch die folgende Reihe Y a,b, absolut, denn
n=1

wegen (a, +b,)? > 0 (also |ayb,| < $a2 + £b2) ist:

= 5Up

Z|anb|<z —a? + b2— Za%+%2bi<oo

Es ist daher (-, - ): V xV =R,

((an), (bn)) :== Z anbn

ein Skalarprodukt auf V' und macht ? := (V,{ -, - )) zu einem Euklidischen Vektorraum.

1.2.6 Kommentar

Ist V ein reeller Vektorraum, so induziert

Skalarprodukt ( -, -) < Norm |.|| < Metrik d
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1.3 Offene und abgeschlossene Bille und Mengen

Definition 1.3.
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Fiir zgp € X und r > 0 heifit dann
B (z9) ={x € X : d(z,z0) <7)}
der (offene) Ball um xo mit Radius r.

(b) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn es fiir jeden Punkt « € U ein r > 0 gibt, so dass
B,(z) CU ist.

1.3.1 Beispiele

(I) Der (offene) Ball B,(zg) C X ist selbst eine offene Menge, denn ist x € B,.(zo) beliebig, so
setze € := r —d(z,zo) > 0. Es ist dann wegen der Dreiecksungleichung B.(z) C B,.(x¢), weil
fiir y € B.(z) gilt:

d(y, IO) S d(ya I) + d(l’, $0)
< e+d(z,x0)
r—d(xz,x0) + d(z, zo)
= r

(IT) Ein offenes Intervall (a,b) C R ist beziiglich (R, |.|) eine offene Menge.

(IIT) Ist X eine beliebige Menge versechen mit der diskreten Metrik 1.1.1 (IV), so ist dort jede
Teilmenge von X offen! & lbung &

Definition 1.4.
Sei (X, d) ein metrischer Raum und zy € X. Eine Teilmenge S C X heifit eine Umgebung von
xg, wenn es eine offene Menge U C X gibt mit

o eUCS .

1.3.2 Bemerkungen

Eine Teilmenge U C X ist genau dann offen, wenn sie Umgebung aller ihrer Punkte ist.

i? Beweis ;!

= Sei U C X offen und = € U beliebig. Dann ist x € U C U, also ist U Umgebung von .

< Sei U Umgebung aller ihrer Punkte und x € U beliebig. = IV C X offen mit

$EV§UV£>EHE|7‘>0:BT(£C)QVQU, also ist U offen.

QED.
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1.3.3 Bemerkungen

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
(1) 0, X sind offen

(2) sind U,V C X offen, so auch UNV

(3) sind U; C X offen (i € I), so ist auch |J,.; U; offen.

iel
i? Beweis ;!
e i.0.

e Seien U,V offen und x e UNV = Ir > 0: B.(x) CU; Is > 0: By(x) C V. Setze dann
g:=min(r,s) > 0= B.(x) CUNV, also ist U NV offen.

e Seien U; (i € T) offen und
re€UqUi=U=3Jipel:xe€lUy,=3Ir>0:B,(x) CUy CU,
also ist U offen.

QED.

1.3.4 Kommentar

Beachte, dass beliebige Durchschnitte offener Mengen i.a. nicht offen zu sein brauchen. Z.B. ist
I, = (=1 +1) CR offen Vn € N, aber {0} =", ,, ist es nicht.

Definition 1.5.

Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X\A offen ist.

26.10.2004

1.3.5 Kommentar

(1) Man beachte, dass i.a. eine Teilmenge ¥ C X eines metrischen Raumes X weder offen noch
abgeschlossen ist, z.B. ist (a,b] C R weder offen noch abgeschlossen.

(2) Es kann auch sein, dass eine Teilmenge Y C X sowohl offen, als auch abgeschlossen ist, z.B.
ist nach 1.3.3 (1) #, X offen und abgeschlossen.

(3) Durch Komplementbildung (und die de-Morgan-Regeln) erhélt man aus 1.3.3:

(i) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen

(ii) Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen

Definition 1.6.
Sei X ein metrischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge. Es heifit

(a) y="J U
U offen,UCY
der offene Kern von Y (das Innere von Y)
(b) Y = N A
A abgeschl.,ADY

die abgeschlossene Hiille von Y (der Abschluss von Y)
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1.3.6 Kommentar

Esist ?g Y C Y. Weiter ist 13 die groBite offene Teilmenge, die in Y enthalten ist und Y die kleinste

abgeschlossene Teilmenge, die Y enthélt. Y ist offen, genau wenn Y’ :}i ist und Y abgeschlossen,
genau wenn Y =Y ist.

1.4 Konvergente Folgen

Definition 1.7.
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,)nen in X heiit konvergent gegen a € X,
geschrieben

(zn) — a

oder

lim (z,) =a,
n—oo

wenn gilt: Fiir jede Umgebung S von a gibt es ein N € IN, so dass fiir alle n > N gilt : x,, € S.

1.4.1 Kommentar

Eine dquivalente Definition ist offenbar durch folgende gegeben:

lim (z,) =a<Ve>0 INeN Vn> N :d(zy,a) <e.

n—oo

X fbung &

1.4.2 Bemerkung

Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt: eine Teilmenge A in X ist genau dann abgeschlossen, wenn
fiir jede Folge (x,,) in A, die einen Grenzwert a = lim (z,,) in X hat, notwendig a € A sein muss.
n—oo

i? Beweis ;!
= Sei A abgeschlossen, x,, € A (n € IN) und a = lim(x,) € X. Angenommen a ¢ A. Da X\ A
dann Umgebung von a ist (denn X\ A ist offen), folgt: x,, € X\ A fiir fast alle n € IN.

4 Widerspruch %
Also doch a € A.

< Sei a € X\ A. Angenommen Vn € N : By, (a) N A # (. Wéhle dann z,, € By/,(a) N A C A.
Es ist dann lim(z,) = a, also muss a € A sein.®> Jbung &
4 Widerspruch %
Also 3n € N : By/,(a) N A = 0, also ist By/,(a) € X\A. Also ist X\A offen, d.h. A ist

abgeschlossen.

QED.

Definition 1.8.
Sei X ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Man nennt z € X einen Randpunkt von
Y, geschrieben = € 9Y, wenn jede Umgebung S C X von x sowohl YV als auch X\Y schneidet

SNY #£0, SN(X\Y)#0
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1.5 Cauchy-Folgen

Definition 1.9.
Sei X ein metrischer Raum. Eine Folge (z,) in X heifit eine Cauchy-Folge, wenn es zu jedem
e >0ein N € IN gibt, so dass fiir alle n,m > N gilt

d(xn,xm) <e€

1.5.1 Kommentar

Ist (x,) eine konvergente Folge und a = lim(x,), so ist (z,) notwendig eine Cauchy-Folge, denn
ist € > 0 beliebig, so gibt es ein N € IN, so dass fiir alle n > N gilt d(z,,a) < §. Dann gilt fiir alle
n,m > N nach der Dreiecksungleichung

d(zp, Tm) < d(zp,a) + d(a, z,) < % s % =c.

Umgekehrt muss aber eine Cauchy-Folge in einem metrischen Raum nicht notwendigerweise kon-
vergent sein, z.B. ist in X = R\{0} «,, = % sicher eine Cauchy-Folge, hat aber keinen Grenzwert
in X.

Definition 1.10.
(a) Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert.

(b) Ein normierter Raum (V/ ||.||) heifit ein Banachraum, wenn V' zusammen mit der induzierten
Metrik vollsténdig ist.

1.5.2 Kommentar

Zwei Normen |.[|; und ||.||, auf einem Vektorraum V heiflen dquivalent, wenn es Konstanten a,b > 0
gibt, so dass fiir alle z € V gilt:

afzlly < flzll; <bllll, -
(V,]l.]l;) ist dann ein Banachraum, genau dann wenn (V, ||.||,) einer ist. Zwei &dquivalente Normen
erzeugen (iiber die induzierten Metriken d; und ds ) stets die gleiche Topologie auf X, d.h. die
gleichen offenen Mengen.
X Ubung &

1.5.3 Bemerkung
Der Euklidische Raum (R™, d) ist vollstdndig.

i? Beweis ;!
Die Euklidische Norm ||.|| und die Maximumsnorm |||, sind &quivalent, denn fiir € R gilt:
)2, = max{|z1* ..., J2al*} < [za* + o+ |20l = |2l
|z]|* = 22 + - + 22 <n-max{|z:*, ..., |z.]*} = n-max{|z1|, ..., |z, }2 =0 )%, .

Also ist fiir alle x € R

2o < llzll < V2l
Es reicht daher zu zeigen, dass (R™,||.|| ) ein Banachraum ist. Ist (z(*));c eine Cauchy-Folge im
(R™, ||.|| ), so ist fiir jedes i € {1,...,n} (xgk)) eine Cauchy-Folge in R, denn

‘x(»k) — x(l)‘ < max ‘x(»k) — x(.l)‘ = Hx(k) — x(Z)H <e
7 7 j=1 J J 00
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wenn k,l > ko ist, fiir ein kg € IN. Also ist (argk))kem eine Cauchy-Folge in R. Da (R, |.|) vollstéindig

ist, existiert also ein a; € R, so dass (xE’“))ke]N —a; YV i=1,...,n Fira:=(ay,...,a,) € R"

gilt dann: Ist e > 0 und kj(¢) > 0 so, dass fiir alle k > ki (e) gilt:
—a

’mgk) <e,

so gilt fiir

ko(e) i= miax{k}(2)} -

|20 —af| =l |2l —ai| <= V2 ko) .

o0 i=1

Also konvergiert (z(F)) gegen a.
QED.
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Kapitel 2
Stetigkeit

2.1 Stetigkeit

Definition 2.1.
Seien X,Y metrische Ridume und a € X. Eine Abbildung f : X — Y heif$t stetig in a, wenn fiir
jede Folge (z,,) in X, die gegen a konvergiert, ihre Bildfolge (f(z,)) in Y gegen f(a) konvergiert.

2.1.1 Schreibweise
Wenn fiir jede Folge (z,) in X, die gegen a konvergiert, ihre Bildfolge (f(z,)) in Y gegen b € Y
konvergiert, so schreiben wir dafiir kurz

lim f(z)="».

r—a

Stetigkeit von f in a bedeutet daher in Kurzschreibweise:

lim f(z) = f(a) .

r—a

2.1.2 Bemerkung

Seien X und Y metrische Rédume und a € X. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig in
a, wenn gilt: zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € Bs(a) gilt, dass f(z) € B.(f(a))
ist.

f: X =Y stetigin a
)
fiir alle Folgen (,,) mit (z,) — a gilt: (f(zn)) — f(a)
)

Ve > 030 >0: f(Bs(a)) € B:(f(a))

i? Beweis ;!

|l Angenommen: Es gibt ein € > 0 so dass fiir alle 6 > 0 gilt: f(Bs(a)) € B:(f(a)). Speziell fiir
§ =1 (neNN)ist also dann Bi(a)\f"(Be(f(a))) # 0; sei z, € Bi(a)\f~'(B:(f(a))).

n

Aber dann ist (x,) — a, jedoch f(z,) & B:(f(a)), also sicher (f(z,)) /— f(a).

{ Sei (z,,) in X konvergent gegen a, (x,) — a und € > 0 beliebig. Dann existiert ein § > 0, so
dass f(Bs(a)) C B:(f(a)). Ist dann ny € IN so groB, dass z,, € Bs(a) fiir alle n > ny, so ist
f(zn) € f(Bs(a)) € B(f(a)) ¥V n>ng. Also ist f(z,) — f(a) und damit f stetig in a.

QED.

11
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2.1.3 Bemerkungen

Seien X und Y metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn das
Urbild jeder offenen Menge (in Y') offen (in X) ist.

i? Beweis !

= Sei V C Y offen und U := f~}(V) C X sowie # € U. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass
B.(f(x)) €V (weil f(z) € V und V offen ist). Da f stetig in z ist, existiert ein § > 0, so
dass f(Bs(z)) € B-(f(z)) €V, dh. Bs(z) C f~1(V) =U. Also ist U offen.
< Sei z € X und £ > 0 beliebig. Da B.(f(x)) C Y offen ist, muss also f~*(B:(f(z))
offen sein und « € f~1(B.(f(x))). Also existiert § > 0, so dass Bs(z) C [~ (B:(f(x))),
f(Bs(z)) € B-(f(z)). Daher ist f stetig in .
QED.

cu
d.h

2.1.4 Beispiele
(I) Die Addition
add: RxR—R, (z,y)—z+vy,

die Multiplikation
milt: RxR—R, (z,y)—z-y

und die Division .

di: R xR\{0} =R, (z,9)— -

sind stetig.
R bung &

(IT) Die Hintereinanderschaltung go f : X — Z von zwei stetigen Abbildungen f : X — Y und
g:Y — Z ist wieder stetig (W C Z offen = (go f)~t(W) = f~L(g~1(W)) ist offen).

(III) Eine Abbildung f: X - R™, f = (f1,-.-,fn), [fi: X =R (i=1,...,n) ist genau
dann stetig, wenn f; : X — R stetig ist, fiir allei =1,...,n
X fbung &

(IV) Sind f,g: X — R stetige Funktionen, so sind auch die Funktionen f+¢g: X - R, f-g:
X — R (und auch 5 : X — R, falls g(z) # 0 Vo € X) stetig, denn z.B. ist: f+g = addo(f, g).

2.2 Gleichméaflige Konvergenz

Definition 2.2.
Seien X und Y metrische Riume. Eine Funktionen-Folge (f,,) von Funktionen f,, : X - Y (n €
IN) heifit gleichmdf$ig konvergent gegen eine Funktion

FiX =Y, (f) 25,

wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ng und fiir alle x € X gilt:

d(fn(z), f(z)) <€ .

02.11.2004
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punktweise Konvergenz: (f,) — f punktweise

Vo € X Ve >0 3ng(z,e)) € NVn >ng : d(fu(x), f(z)) <€

gleichméfige Konvergenz:

Ve >0 3ng(e)) € N Vn > noVae € X : d(fu(2), f(z)) <e

Satz 2.3.
Ist (fn) gleichméBig konvergente Folge von Abbildungen f, : X — Y gegen eine Abbildung

[ X=>Y, (fn) glm, f, so gilt: Sind alle f,, (n € IN) stetig, so ist auch f stetig.

i? Beweis ;!

Sei a € X und (zy)ren eine Folge in X mit (zx) — a. Sei & > 0. Dann existiert zunéchst ein
n1 € IN, so dass fiir alle x € X gilt:

d(fn, (), f(x)) < % .

Sei nun k; € IN so, dass fiir alle k > k; gilt (Stetigkeit von f,, in a):

A(fur @), For (@) < 5

Dann gilt fiir alle k£ > kq:
d(f(zx), f(a)) < d(f(zk), fr (@k)) + d(fry (@1), fri (@) + d(fn (a), f(a))

<

N
.

Also konvergiert (f(xk)) gegen f(a), d.h. f ist stetig in a.
QED.

2.2.1 Beispiele

(I) Die Folge f,, : [0,1] — [0,1] gegeben durch f,(x) = 2™ besteht aus stetigen Funktionen und
ihre Grenzfolge f : [0,1] — [0, 1] ist

f(m)_{o fiir 0 < 2 < 1

1 firz=1

was nicht stetig ist. Die Konvergenz von f, gegen f ist auch nur punktweise aber nicht
gleichméBig.

(IT) Sei [a,b] € R ein beschrénktes, abgeschlossenes Intervall und V' = C([a, b]) der R -Vektorraum
der stetigen Funktionen auf [a, b],
V={f:]a,b] — R| [ stetig} .

Dann ist V' zusammen mit der Supremumsnorm

[flloe == sup [f(2)]

z€la,b
ein Banachraum (also (V/||.||) vollstandig), denn ||.||  ist eine Norm auf V' und ist (f,) eine
Cauchy-Folge in V', so ist wegen
[fn(2) = fm (@) < o = fmllo » Vo€ X,

(fn(z)) auch eine Cauchy-Folge (in R). Weil R vollstindig ist, existiert ein f(z) € R so
dass

f(z) = lim (fn(x)) .

n—oo

Dann konvergiert (f,,) sogar gleichméBig gegen f & Ubung €, also ist f (mit Satz 2.3.) sogar
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stetig, also in V. Daher ist (f,) — f sogar in (V,||.||.), also (V,||.]|,) vollstandig.

gilt

Satz 2.4. Banach’scher Fixpunktsatz
Sei X ein vollstindiger metrischer Raum und A C X eine abgeschlossene Teilmenge. Es sei
f: A — A eine Abbildung, so dass es eine Konstante 0 < © < 1 gibt, so dass fiir alle z,y € A

(eine Kontraktion). Dann gibt es genau einen Fizpunkt von f, d.h. ein a € A mit f(a) = a.

d(f(x), f(y)) < ©d(,y)

i? Beweis ;!

Eindeutigkeit
Es kann hochstens einen Fixpunkt von f geben, denn ist f(a) = a und f(b) = b, so ist

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < Od(a,b) mit0<O <1
also muss d(a,b) = 0 und damit a = b sein.

Existenz
Sei xg € A. Betrachte die Iteriertenfolge 2,11 := f(x, ). Es ist dann zunéchst (x,,) beschrénkt
in X, weil fir alle n € IN

d(zp,z0) < d@n,Tn-1)+ d(@p—1,Tpn—2) + - +d(x1,20)
S @n_ld(fﬂl, .’Eo) T @n_2d($1, .’Eo) + e+ @Od(.’ﬂl, xo)
= (1+0+ - +0" ") d(z1, )
1—0n
= 1-6 d(z1,20)
1
< 71_9(1(:]31,170) =M .

Damit ist weiter
A(Tp, X)) < d(Tp,x0) + d(20, T) < 2M  Yn,m e N .
Es ist (z,) sogar Cauchy-Folge, denn ist € > 0 beliebig, ng € IN und n,m > ng, so gilt
AT, Tm) < O™ A(Tp—ngs Tm—ny) < O™ - 2M < e

wenn ng = ng(e) grof genug ist (weil (™) — 0 eine Nullfolge ist). Da X vollstindig ist,
konvergiert (z,) gegen ein a € X, (z,) — a. Da A abgeschlossen ist und z,, € A, ist auch
a = lim(z,) € A (1.4.2). Schliellich ist f stetig (f Kontraktion = f stetig & Ubung &)
und daher ist dann:

f(a) = f(lim(z,)) = lim f(z,) = nlLH;o(In+1) =a.

n—oo

QED.
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Kompaktheit

3.1 Kompakte Mengen

02.11.2004

Definition 3.1.
Sei X ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge.

(a) Eine Familie (U;);cr von Teilmengen U; € X heifit eine offene Uberdeckung von Y, wenn
jedes U; C X offen ist und Y C J;¢; U; ist.

(b) Eine Teilmenge K C X heiBt kompakt, wenn gilt: Zu jeder offenen Uberdeckung (U;)se; von
K gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es existieren endlich viele i1,49,...,4, € I,
so dass bereits

KCU,UU,U---UU;, .

3.1.1 Beispiele
(I) Jede endliche Teilmenge K = {x1,...,2,} eines metrischen Raumes ist kompakt.

(IT) Ist (x,) eine konvergente Folge in X und a = limx,,, so ist die Teilmenge
K = {z,|n € N} U {a}

kompakt, denn: ist (U;);er eine offene Uberdeckung von K, so wihle zunichst ein 4, € I
mit z,, € U;, und ip € I mit a € U;,. Da (x,) — a, existiert ein ng € N, so dass z,, € Uj,,
fiir alle n > ng. Dann ist K aber bereits in

U, U---UU;, , UU;

n—1 20

enthalten. Also ist K kompakt.

Definition 3.2.

Sei X ein metrischer Raum und (z,),en eine Folge in X. Es heifit a € X ein Hdiufungspunkt
von (), wenn in jeder Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder liegen.

3.1.2 Bemerkungen

(1) Eine konvergente Folge hat genau einen Haufungspunkt, ndmlich ihren Grenzwert a = lim(z,, ).
X fvung &

15

04.11.2004
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(2) Esist a € X genau dann ein Hiufungspunkt von (x,,), wenn es eine Teilfolge (., )ren gibt,
die gegen a konvergiert. & Ubung €

Satz 3.3. Bolzano-Weierstraf
Ist X ein metrischer Raum und K C X kompakt, so besitzt jede Folge in K einen Haufungpunkt
in K.

i? Beweis ;!

Sei (x,) eine Folge in K. Angenommen: (z,) hat keinen Hiaufungspunkt. Dann gibt es fiir alle
a € K eine offene Umgebung U, C X, so dass U, nur endlich viele Folgenglieder enthilt. Aber
(Ua)ack ist eine offene Uberdeckung von K,

K:UUa.

a€EK

Weil K kompakt ist, existieren a,...,a, € K so dass bereits
KCU,U---UU,, .

Aber dann liegen in K nur endlich viele Folgenglieder.
4 Widerspruch %

QED.

3.1.3 Kommentar

Man kann sogar zeigen, dass eine Teilmenge K C X eines metrischen Raumes genau dann kompakt
ist, wenn jede Folge in K einen H&ufungspunkt in K hat (vgl. Heuser: Lehrbuch der Analysis,
Teil 2, $111).

3.2 Beschrinkte Mengen

Definition 3.4.
Sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine Teilmenge B C X heiflt beschrinkt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle z,y € B
gilt:
d(z,y) <c.

(b) Fiir eine Teilmenge Y C X definiert man den Durchmesser von Y durch

diam (Y) := sup{d(z, y)|z,y € Y} € [0, 0] .

3.2.1 Kommentar

Es ist offenbar B C X genau dann beschrénkt, wenn ihr Durchmesser endlich ist: diam (B) < oo.

3.2.2 Bemerkungen

Ist K C X kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X, so ist K abgeschlossen und be-
schrankt.
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i? Beweis !
Seip € X fest. Da fiir U, = B, (p) sogar gilt, dass (U, )nen ganz X iiberdeckt, ist (U,,) insbesondere
offene Uberdeckung von K, also gibt es ein ng € IN, so dass

KCUU---UU,, =Uy,
ist. Fiir alle z,y € K ist dann

d({E,y) < d(l’,p) +d(y7p) <ng+mng= 2”0 =:C.
—_— =
<no <no

Also ist K beschriankt.

K ist auch abgeschlossen, denn fiir eine Folge (z,,) in K mit einem Grenzwert a € X | (z,) — a
gilt, dass a € K liegen muss, denn (z,) hat nur einen Hiufungspunkt, ndmlich a, und dieser muss
nach Satz 3.3. in K liegen. Nach 1.4.2 ist daher K abgeschlossen.

QED.

3.2.3 Bemerkung

Sei X ein metrischer Raum. Ist K C X eine abgeschlossene Teilmenge und ist K C L fiir eine
kompakte Teilmenge L C X, so ist K bereits kompakt.

i? Beweis !

Sei (Ui)ier eine offene Uberdeckung von K. Setzt man U = X\ K, also offen, so ist {U,U;|i € I}
Uberdeckung von L, also existiert eine endliche Teilmenge der Art, dass'

LCUUU,U---UU;,

ist. Es ist dann
KCU,U---UU;

n )

also ist auch K kompakt.
QED.

Satz 3.5. Heine-Borel
Eine Teilmenge K im euklidischen Raum R™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschréankt und
abgeschlossen ist.

i? Beweis !
= gilt sogar in beliebigen metrischen Riaumen (sieche Bemerkung 3.2.2).
< Sei K C R™ beschréinkt und abgeschlossen. Dann existiert ein R > 0, so dass K C Wg(0) :=
[-R, R]™ C R™. Wir werden in Satz 3.7. zeigen, dass Wx kompakt ist. Damit ist nach 3.2.3

auch K kompakt.
QED.

3.3 Schachtelungsprinzip

Proposition 3.6. Schachtelungsprinzip

Ist X ein vollstindiger metrischer Raum und (A, ),en eine Familie nicht leerer, abgeschlossener
n

— 0. Dann gibt es genau ein
00

Teilmengen von X mit A, O A,y1 und mit (diam (An))nE]N

a € X, welches in allen A, liegt.

Loder genauer: Sei 0.E. 0 ¢ I, setze Up := U. Dann ist (Ui)ieruqoy offene Uberdeckung von L, also existiert
i1,...,9n €I mit LC ...
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i? Beweis !

e Eindeutigkeit
Seien a,b € (2, A,. Angenommen: d := d(a,b) > 0 Wihle dann n € IN so grof}, dass
diam (A,) < d ist (immer moglich, weil diam (A,) — 0). Dann kann a und b nicht in 4,
liegen.
4 Widerspruch %
Also ist d(a,b) = 0 und damit a = b.

e Existenz
Da A,, # 0, existiert zunéchst x,, € A ,Vn € IN. Wegen A,, D A, 11 gilt dann fiir n > ng, dass
Tp € Ap, ist. Sel nun £ > 0 beliebig und ng € IN so groB, dass diam (A,) < ¢ ist, Vn > ng.
Dann gilt fiir alle n,m > ng
d(xp, xm) <€ .

Also ist (z,) eine Cauchy-Folge. Da X vollstiandig ist, existiert damit ein a € X mit(z,) —
a. Damit ist auch (zx)52,, — a, aber (z3) € A,, ,Vk > n. Da A,, abgeschlossen ist, ist damit
auch a € A,,. Also ist a € (,_; Ay.

QED.

Satz 3.7.
Sei R > 0 und W = {z € R"|||z||,, < R} (Wiirfel mit Kantenlinge 2R um den Nullpunkt).
Dann ist W kompakt.

i? Beweis ;!

Sei (U;);er eine offene Uberdeckung von W. Angenommen: Es gibt keine endliche Teiliiberdeckung.
Zerlege nun W in die 2" Teilwiirfel der Kantenlénge R,

Q(Sl7'.-7sﬂ,) = [5,1 X IS2 X o0 X ISn

mit S; € {0,1} und Iy = [-R,0] und I; = [0, R]. Fiir mindestens einen dieser 2™ Teilwiirfel gilt,
dass er (auch) nicht durch endlich viele Mitglieder von (U;);er tiberdeckt wird, diesen nennen wir
Wy (und W =: Wy). Zerlege nun W, wieder in 2" Teilwiirfel (mit Kantenlinge R) und suche aus
diesen wieder einen heraus, der nicht von endlich vielen U; iiberdeckt wird. Erhalte so (Wy)ken,
wobei W1 C Wy, Wy, ist abgeschlossen und (diam (W)) — 0. Da R" vollsténdig, gilt wegen
des Schachtelungsprinzipes Proposition 3.6., dass es einen a € W gibt mit a € ﬂzozl Wi. Da aber
W C Uie] Ui, gibt es ein i9 € I, so dass a € U,;,. Da U;, offen, existiert ein € > 0, so dass
B.(a) C U, ist. Wihle nun ein ky € IN so groB, dass diam (Wy,) < ¢ ist. Damit ist dann (wegen
a € Wko)

Wko g Ba(a) Q Uio g
Aber dann wird Wy, bereits von einem einzigen Mitglied der Familie (U;);¢s tiberdeckt, wo es doch
nicht mal durch endlich viele Mitglieder iiberdeckbar sein soll.
4 Widerspruch %
(Also: Heine-Borel: K C R™ kompakt < K abgeschlossen und beschrankt)
QED.

Satz 3.8.
Seien X und Y metrische Rdume, f : X — Y stetig und K C X sei kompakt. Dann ist auch
f(K) kompakt.

i? Beweis !

Sei (V;);er eine offene Uberdeclfung von f(K) CY. Setzt man U; := f~1(V;) C X, so ist U; offen,
weil f stetig ist und auch eine Uberdeckung von K, K C |J;c; U;. Also existieren iy, ..., i, € I, so
dass K C U;, U---UU,;,. Damit ist

fE) € fUi)U---U f(U;,) SV U--- UV,
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Also ist f(K) kompakt.
QED.

Satz 3.9. Weierstrafl
Sei K C R™ kompakt und f : K — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f ihr Supremum und
ihr Infimum an.

3.3.1 Kommentar

Ist Y C R™ beliebig und f : Y — R eine Funktion, so ist i.a.
sup (f(y)) € RU {oo} , (f(y)) € RU{—o0} .

inf
yey yey
Dass f sein Supremum (bzw. Infimum) annimmt, bedeutet, dass es ein yo € Y gibt, so dass

sup (f(y)) = f(yo) baw. inf (f(W) = f(wo)

yey

ist, insbesondere ist dann f nach oben bzw. unten beschriinkt, denn f(y) € R

i? Beweis ¢! (nur Supremum)

Sei

¢:=sup f(z) € RU {0} .
TeEK

Nach Definition des Supremums gibt es dann eine Folge (z,) in K mit folgender Eigenschaft:

lim f(z,)=c.

n—oo

Da K kompakt ist, hat (x,) einen Haufungspunkt a € K. Also gibt es eine Teilfolge (2, )ren mit
(Zn, ) — a. Dann ist wegen der Stetigkeit von f aber

@)= 1 (Jim (o)) = fim fo) =c.

Also nimmt f ihr Supremum in K an.
QED.

3.4 Wegzusammenhang

Definition 3.10.

Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X heiflt wegzusammenhdngend, wenn es zu
jedem yo,y1 € Y einen Weg von yg nach y; in Y gibt, d.h. eine stetige Abbildung a: [0,1] — Y
mit «(0) = yo und (1) = y;.

Satz 3.11.
Seien X und Y metrische Rdume und f : X — Y stetig, dann gilt: Ist A C X wegzusam-
menhéngend, so ist auch f(A) CY wegzusammenhéngend.

i? Beweis ¢!

Seien yo,y1 € f(A) beliebig. Dann existieren zg, 21 € A, so dass f(z9) = yo und f(x1) = y1.
Weil A wegzusammenhingend ist, existiert ein Weg a : [0,1] — A von xg nach x;. Dann ist
B:=foa:[0,1] — f(A) ein Weg von yo nach y;.

QED.
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Definition 3.12.
Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge G C X heifit ein Gebiet in X, wenn G offen und
wegzusammenhangend ist.

3.4.1 Kommentar

(1) Das Definitionsgebiet unserer Funktionen mehrerer Verénderlichen f(x1, ..., z,) wird iiblicher-
weise ein Gebiet G C R" sein, f: G — R.

(2) Fiir den Fall n = 1 ist G C R genau dann ein Gebiet, wenn G ein offenes Intervall (a,b) C R
ist (mit a € [—00,00) und b € (—o00,0]). Setzt man némlich a := inf(G) € [—o0,00) und
b := sup(G) € (—oo0, ], so folgt zunichst, dass G C [a,b], dann aber sogar in (a,b), weil
G offen ist. Es ist aber sogar G = (a,b), denn ist £ € (a,b) beliebig, so wihle zunéchst ein
xo € (a,€) NG und ein x; € (£,0) N G. Es gibt nun einen Weg « in G von z( nach x1, da G
wegzusammenhéngend. Der Zwischenwertsatz liefert dann ein ¢ € (0,1), so dass £ = a(t) € G
ist. Also ist G = (a,b).

(Dass (a,b) ein gebiet ist, ist klar.)
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Differenzierbarkeit

4.1 Partielle Ableitungen

Definition 4.1.

Sein € IN und G C R” ein Gebiet. Fir z € G und 5 € {1,2,...,n} sagen wir, dass eine
Funktion f : G — R im Punkt x in die j-te Koordinatenrichtung partiell differenzierbar ist,
falls der Grenzwert

1 N
lim 7 (f(z+ héj) — f(x))

h—0

existiert.

4.1.1 Kommentar
(1) Hierbei ist é; := (d;1)ieq1,...,n} der j-te kanonische Basisvektor von R".

(2) Dass der Limes von 1 (f(z + hé;) — f(z)) existiert, bedeutet prézise, dass fiir alle Nullfolgen
(hi)ken in R mit hy # 0,Vk € IN und hy, derart, dass z+hié; € G ist, Vk € IN, der Grenzwert

lim 1 (f(z+ hié;) — f(2))

k—o0 Ny

existiert und gleich ist.
(3) Wir schreiben dann
D;f(x) = Jim + (f(z + héy) ~ (@)
oder auch

of
@(f)

und nennen diese Zahl die j-te partielle Ableitung von f in x. 11.11.2004

(4) Man beachte, dass man in dieser Definition die Differenzierbarkeit von f auf die Situation der
Differenzierbarkeit einer Funktion in einer Verinderlichen zuriickgefiihrt hat. Betrachtet man
nédmlich x1,...,2,-1,%41,...,%, als konstant (sozusagen als Parameter) und betrachtet die
Funktion

fi(wj—ez+e) >R,
fj(t) = f(lEl, Ce ,.’Ejfl,t,l'jq,l, . ,.’L‘n) s
so ist f offenbar genau dann in die j-te Richtung in x differenzierbar, wenn f; in x; differen-

zierbar ist (im Sinne der Differenzierbarkeit fiir Funktionen einer Verénderlichen) und es gilt
dann:

D;f(x) = fj(x;)
(e > 0 z.B. so klein, dass B.(z) C G ist).

21
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4.1.2 Beispiel
Betrachte die Radiusfunktion r : R"\{0} — R4+ (R4 = {z € R|z > 0}),

(@) = [lall = \/27

Dann ist r fiir alle z € R™\{0} und j € {1,...,n} partiell in die j-te Richtung differenzierbar und

es gilt:
! _ %
[l

4.2 Gradienten

Definition 4.2.
Sei G C R™ ein Gebiet und f eine reelle Funktion auf G, f : G — R.

(a) Fiir x € G heifit f in x partiell differenzierbar wenn f in z in alle n Richtungen partiell
differenzierbar ist. Man nennt dann

grad (f)(z) := (D1f(2),..., Dnf(z)) = Vf(z)
den Gradienten von f in x.

(b) Es heifit f partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten z € G partiell differenzierbar
ist.

(c) Es heifit f stetig partiell differenzierbar, kurz f € C*(G), wenn alle partiellen Ableitungen
D;f: G — R existieren und stetig sind (j =1,...,n).

4.2.1 Kommentar

(1) Man beachte, dass die partielle Differenzierbarkeit einer Funktion f : G — R, G C R"” ein
Gebiet, n > 2 in einem Punkt z € G i.a. keineswegs (wie in einer Dimension) die Stetigkeit
von f in x nach sich zieht! Betrachte beispielsweise die Funktion f : R? — R,

| 0 fir zy=0
f(x)_{l fir xy #0
Dann ist f offenbar in (x,y) = (0,0) partiell differenzierbar (und grad (f)(0,0) = (0,0))

allerdings keineswegs stetig, denn z.B. fiir die Folge (%, %) kEN gilt, dass (% %) — 0, aber

k—oo

Jim f(lillﬁ) —140=£(0,0) .

(2) Wir werden bald einen stérkeren Differenzierbarkeitsbegriff einer Funktion f: G — R" , G C
R™ ein Gebiet, kennenlernen, der insbesondere die Stetigkeit von f nach sich zieht.

4.2.2 Kommentar

Weil der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit auf den einer Funktion in einer Verédnderlichen
zuriick gefiihrt werden kann, gelten auch die bekannten Rechenregeln:

(1) Sind f,g : G — R partiell differenzierbar, A € R, so ist auch f+¢: G — R, (f+g)(x) =
f(z) +g(z) und auch A\f : G — R, (Af)(z) = A f(x) partiell differenzierbar und es gilt fiir
j=1...,n

Dj(f+9)=D;f +Djg,
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D,(M) = AD, .

Insbesondere ist also C1(G) = {f : G — R|f stetig partiell differenzierbar} ein reeller Vektor-
raum.

(2) Sind f,g : G — R partiell differenzierbar, so ist auch ihr Produkt f-¢g: G —= R, (f-g)(z) =
f(x) - g(x) und ihr Quotient % :G — R, (%) () = % partiell differenzierbar (wenn
g: G — R* =R\{0}) und es gilt:

Di(fg) = (D;f)g+ f(Djg) ,

D, (g) = = ((DiNg— 1(Dsg))

(3) Ist f : G — R partiell differenzierbar und h : R — R differenzierbar, so ist auch ho f : G —
R, (ho f)(z) = h(f(x)) partiell differenzierbar und es gilt:

Dj(ho f) = (h'o f)D;f

(D.h. Vo € G: Dj(ho f)(z) =k (f(x)- D;f(x)).)

4.2.3 Beispiel

Ist f: R"\{0} — R eine rotationssymmetrische Funktion , d.h. f(z) = f(y) wenn ||z|| = ||y ist,
so gibt es eine Funktion h : Ry — R, so dass f(z) = h(]|z]]) fiir alle x € R*\{0} (ndmlich z.B.
h(r) = f(r,0,0,...)). Es ist also dann mit r : R"\{0} — Ry , r(x) = ||z,

f=hor.

Ist nun f partiell differenzierbar, so ist auch h differenzierbar (h/(r) = Dy f(r,0,0,...)) und daher
gilt mit 4.2.2 (3):

2
Djf(x) = Dj(hor)(x) = h'(r(z))D;jr(z) = h'(llSCH)W ;
also
x

grad (f)(z) = h'(HIH)m

oder kurz
A

grad (hor) = h °Tid .

Z.B. ist fiir p € Z und h(r) = rP :
_ z _
grad () = pllalP™ - o = pllal

oder kurz:
grad (r?) = pr?=2id .

Definition 4.3.

Seien m,n € N, G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ eine Abbildung, f = (f1,..., fr) mit
fi : G — R. Wir sagen, dass [ stetig (partiell) differenzierbar in x € G ist, falls f; dies ist fur
1=1,...,m.




24 KAPITEL 4. DIFFERENZIERBARKEIT

4.3 Vektorfelder und Divergenz

Definition 4.4.
Sei G C R"™ ein Gebiet.

(a) Eine Abbildung v : G — R heifit dann ein Vektorfeld auf G.

(b) Ist v : G — R" ein partiell differenzierbares Vektorfeld, so nennt man die Funktion div (v) :
G — R, gegeben durch

div (v)(x) = 81)] Z Djvi(z) ,

Jj= 1

die Divergenz von v.

16.11.2004

4.3.1 Beispiele

(I) Die Identitdt id : G — R™ x — x ist ein (partiell differenzierbares) Vektorfeld, id (z) =
(21,...,xy). Thre Divergenz ist

0
div ( Za% = +1=n.

(IT) Die Abbildung v : R"\{0} - R", 2« — T ist ein (partiell differenzierbares) Vektorfeld.
Die Divergenz ist

n 1 o] — a2

)= Zax () =2 =

j=1

2
2 Z Z%"Ij:ifllxll
||$|| S E] 3

] ]|

2
]|

1

= (n—1)—
]|

(oder kurz div (2id) = 2=1).
(II1) Ist f : G — R partiell differenzierbar, so ist ihr Gradient v = grad(f) : G — R"™ ein

Vektorfeld auf G. Ist auch grad (f) noch einmal partiell differenzierbar, so nennt man Af :

G — R gegeben durch

Af =div(v) =div ograd (f) : G — R,

also
A () = div (grad (£)(w) = div (D1 ..., Daf) () = 32 Dy(Di 1)) = 3 54 (2)

den Laplace von f.
(IV) Fiir die Radiusfunktion r : R"\{0} — Ry ist also z.B. wegen Vr = 14 (vgl. 4.2.3)

—1
Ar:n .

r
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Definition 4.5.

Sei G ein Gebiet und k € IN. Eine Funktion f : G — R heifit k-mal stetig partiell differen-
zierbar, wenn fiir alle (j1,...,7x) mit jr € IN gilt: f ist in die j;-te Richtung (stetig) partiell
differenzierbar, D;, f ist partiell (stetig) in die jo-te Richtung differenzierbar, usw. D,, ... D;, f
existiert und ist stetig.

4.3.2 Kommentar

(1) Ist f k-mal stetig partiell differenzierbar, so schreibt man auch (fiir jedes j = (j1,...,Jk) €
{1,...,n}F)
axjkakfa%(x) =Dj, ...Dj, f(z) .
(2) Wiederholte Anwendung von 4.2.2 (1) liefert, dass
CH(@) :={f : G — R|f k-mal stetig partiell differenzierbar}

ein reeller Vektorraum ist.

(3) Fiir k = 0 setzt man
C°(G@) :=C(GQ) := {f : G — R|f stetig} .

(4) Fiir k=2, f € C%(G) und z € G nennt man die Matrix

9% f 8% f
0x? dx10x,
Hess(f)lz)=| : . = |(@
9% f 8% f
0z, 0T te ox2

die Hesse-Matrix von f in x.

Satz 4.6. Satz von H.A. Schwarz
Sei G C R"™ ein Gebiet, f : G — R zweimal stetig differenzierbar und 1 < 4, j < n. Dann gilt
fiir alle x € G:

D;D;f(z) = D;D;f(x) .

i? Beweis !

O.Bd.A.seii=1,7=1,n=2,2=(0,0) € G.
Wiihle 6 > 0 so klein, dass (—6,8)% C G ist (existiert, da G offen). Betrachte nun fiir jedes feste
y € (—6,0) die differenzierbare Funktion F, : (=6,9) — R

Mit dem Mittelwertsatz der Differenzialrechnung existiert fiir jedes x ein £ zwischen 0 und x so,
dass

Fy(z) — F,(0) = Fg/,(f)x
= (Dif(&y) — D1f(§,0)) -z

ist. Betrachte nun die folgende differenzierbare Funktion (—4,d) — R y — D1 f(&,y). Der Mittel-
wertsatz liefert: Fiir alle y € (=4, 0) existiert ein ) zwischen 0 und y so dass

le(gay) —le(f,O) = D2D1f(§777) Y.
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Zusammen erhilt man

f(@,y) = f(2,0) = f(0,9) + £(0,0) = (fz,y) — f(2,0)) = (f(0,y) — f(0,0))
= Fy(x) = Fy(0) = D2 Dy f(& m)zy -

Betrachtet man andererseits fiir jedes feste z € (=4, ) die Funktion G : (=4,9) — R,
Ga(y) = f(z,y) — f(0,y) ,

so erhélt man fiir jedes y ein 7 zwischen 0 und y, so dass gilt:
Ga(y) — Ga(0) = (D2f (2, 1) — D2.f(0,1))y -

Der Mittelwertsatz liefert schliefllich auf die Funktion « — Ds f(x,7) angewandt fiir jedes x ein E
zwischen 0 und z, so dass

DQf(x’m _DQ(Oaﬁ) = D1D2(§~7mﬂ3

ist. Insgesamt liefert dies

fla,y) — f(2,0) = f(0,y) + £(0,0) = (f(z,y) — f(0,)) — (f(x,0) — £(0,0))
= Galy) — G2(0) = D1 D2 f (€, )y

(mit &, §~ zwischen 0 und x, 7,7 zwischen 0 und y).
Fiir zy # 0 folgt also

DiDsf(€,7) = DaD1 f(€,7) -

Wiéhle nun eine Folge (xf,yx) mit (zx,yx) — (0,0) und zxyx # 0. Dann gilt auch (fk,ﬁk) — 0
und (&g, k) — 0 und wegen der Stetigkeit von D1Dsf und Dy D4 f in (0,0) ist dann

DD, f(0,0) = kli_{go D1D2f(§~k7ﬁk) = kli}r{.lo Dy D1 f(§ksmi) = D2D1£(0,0) .

QED.

4.3.3 Kommentar

Fiir eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion f : G — R ist also die Hesse-Matrix in jedem Punkt
symmetrisch.

4.3.4 Beispiel
(I) Ist f 2-mal stetig differenzierbar auf G C R"™, f: G — R, so gilt fiir Af : G — R gerade

Af = iDiDif = spur (Hess (f)) .
i=1

(IT) Seien nun G C R? ein Gebiet und v : G — R? ein partiell differenzierbares Vektorfeld,
v = (v1,v2,v3). Man definiert die Rotation von v als das Vektorfeld rot (v) : G — R3,

rot (v)(z) = (Davs — D3vg, D3vy — Dyvz, D1va — Davy)(x) .

Fiihrt man formal V als ,,vektorwertigen Differentialoperator® ein,

0 0
V= <ax1,,axn>

so schreiben sich grad und div (und fiir n = 3 auch rot ) folgendermaflen:

grad (f) = V[,
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div (f) = (V,v) ,
rot (v) =V xwv.

Ist n € IN beliebig, so setzt man fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld v : G — R"
(G C R™ ein Gebiet) manchmal

curl(v) : G — R()
((5) = w = #{Paare in {1,...,n}})
(curl(v)); ; = Dyv; — Djv; ,

z.B. fiir n = 2 ist curl(v) = Dyvy — Dav; und fiir n = 3 ist curl(v) = rot (v). Beachte, dass

nur fiir n =3
(n)
2

gilt.

18.11.2004

Korollar 4.7.
(a) Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Funktion.
Dann gilt
curlograd f =0 .

(b) Sei v : G — R? ein 2-mal stetig partiell differenzierbares Vektorfeld, G C R? ein Gebiet.
Dann ist
div (rotv) =0 .

i? Beweis ¢!

(a) curl(v);; = g;’; - g—gi und v; = (grad f); = % eingesetzt ergibt mit der 2-fachen stetigen

partiellen Differenzierbarkeit von f:

o o2
curl o grad (f)i; = (%é;. - axafm !
j i 7 J

(b) Fiir v = (v1,ve,v3) ist

div (rot U) = div (DQ’Ug — I)g’Ug7 D3U1 — Dl’l)g7 D1’U2 - DQ’Ul)
= Di1Dov3 — D1D3vs + Do D3vy — DoDyvs + D3Divs — D3Davy
0.

QED.

4.3.5 Beispiel

Sei F' : R"\{0} — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion, die rotationssym-
metrisch ist, also F(z) = F(y) fir ||z| = |ly||. Es gibt dann ein zweimal stetig differenzierbares
f: Ry — Rmit F(z) = f(r(z)), wobei r(z) = ||z|| sei. Behauptung: Auch G = AF : R"\{0} — R
ist dann rotationssymmetrisch, also G = g o r fiir ein zweifach stetig differenzierbares g : R, — R

und es gilt:
n—1

g(r)=f"(r)+ firy,

also
AF(x) = f"(||lz]l) + Ef’(llxll) :

]



28 KAPITEL 4. DIFFERENZIERBARKEIT

i? Beweis ;!

Es ist F = f or. Damit gilt:

AF(z) = div (grad (f

) (@)
29 div(or =)

S thung & <grad(f’o r), ”>—|—f or-div (H;)

ZW . O 1
4.2.3b: 4.3.1 <f”or-7>+f/07"'(n_1)
)™l ]

= (f"orJrnrlf’or)(:c)
= (ﬂﬂ+“;j1f>or@o

Mit g(r) == f"(r) + =L f'(r) folgt die Behauptung.
QED.

4.4 Totale Differenzierbarkeit

Motivation

Eine Funktion f : I — R, I C R ein offenes Intervall, ist differenzierbar in x € I, wenn der
Grenzwert

. 1 '
lim —(f(z+h) = f(z)) = f'(2)

h—s

existiert. Ist 6 > 0 klein genug, so dass (z — d,2 + 0) C I ist und setzt man ¢ : (=4,0) — R
p(h) = f(x+h) = fz) - f'(@)h,
so erhilt man, dass f auf (x — §,z + §) folgende Darstellung gestattet:
fl@+h) = f(x) + f'(@)h+o(h)
und die Differenzierbarkeit von f in x driickt sich so aus:

B 20 g <f(x+h]zf(x)) -0,

h—0 h h—0

Man sagt dazu, dass ¢ fiir h — 0 von héherer als 1. Ordnung gegen Null geht.

Aquivalent zur Differenzierbarkeit fiir f in z ist also folgende Approximationseigenschaft durch
eine lineare Abbildung in einer Umgebung von x:

Es existiert ein ¢ > 0, eine Funktion ¢ : (—4,5) — R und eine lineare Abbildung A : R — R, so
dass gilt:

flx+h) = f(z)+ A(h) + ¢(h)

mit hrnO 2" — 0. Eine lineare Abbildung A : R — R ist ndmlich einfach durch eine Zahl a € R
gegeben: A(h) = ah; und dieses a € R ist dann gerade die Ableitung von f in z.
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Definition 4.8.

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ eine Abbildung. f heifit (total) differenzierbar in
x € G, falls eine lineare Abbildung A : R™ — R™ existiert, ein 6 > 0 so dass Bs(z) C G ist und
es eine Funktion ¢ : Bs(0) — R"™ gibt, so dass fiir alle h € Bs(0) gilt:

flz+h) = f(x)+ Ah + ¢(h)

4.4.1 Kommentar

(1)

Ist ¢ : Bs(0) — R"™ eine Funktion und k € IN, so dass

p(h) _
h=0 |||

ist, so sagt man, dass ¢ von hdéherer als k-ter Ordnung in Null verschwindet und schreibt
fiir ein solches ¢ (etwas unpriizise) o ||th) (,klein-oh von Norm h hoch k). Mit dieser

Sprachregelung ist also dann ein f : G — R differenzierbar in z, wenn
f(x+h) = f(z)+ Ah + o(||]])
ist.

Eine lineare Abbildung A : V. — W zwischen zwei Vektorrdumen V und W der Dimensio-
nen n bzw. m wird bekanntlich bei einer Basiswahl der Vektorrdume durch eine (m X n)-

Matrix beschrieben, (ai;)1<i<m. Bei der Wahl der kanonischen Basen (é1,...,é,) von R" bzw.
1<5<n
(é1,...,6m) von R™ gilt fiir die zugehorige Matrix (a;;) dann:
aix o Qin h1
Ah =
am1  *°°  OGmn I,

Wir identifizieren bisweilen die lineare Abbildung A : R™ — R™ mit der Matrix (a,;), die sie
beschreibt.

Natiirlich sagen wir, dass f : G — R™ differenzierbar ist, wenn f in allen Punkten z € G
differenzierbar ist. (Beachte: Die lineare Abbildung A : R™ — R™ hingt im Allgemeinen
natiirlich von = ab!)

4.4.2 Bemerkung

(1)

(2)

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ eine Abbildung, f = (f1,..., fm). Dann gilt: Ist f in
x € G (total) differenzierbar, so ist f; : G — R, i=1,...,m in z partiell differenzierbar.

Ist f in & € G total differenzierbar mit approximierender linearer Abbildung A : R™ — R™
und Matrix (a,;), so gilt fiir die partiellen Ableitungen von f; in a:

ofi
D;file) = 50 (@) = 0y
J

23.11.2004
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4.4.3 Kommentar

(1) Diese Bemerkung zeigt, dass die lineare Abbildung A : R™ — R™, deren Existenz in der
Definition der totalen Differenzierbarkeit gefordert wird, eindeutig bestimmt ist. Man nennt
diese lineare Abbildung die Ableitung von f in x und schreibt

Df(zx)=A
(Manchmal auch einfach f’(x), obwohl hier f’(x) eine lineare Abbildung ist!).

(2) Ist (ai;) die Matrix-Beschreibung von D f(x), so nennt man (a;;) die Jacobi-Matriz von f in

z. Es ist also:

ORI 7 )
J(x) = : - :
O (z) oo Om(y)

i? Beweis ;!

(1) Ist f in x € G total differenzierbar, so gibt es also eine lineare Abbildung A : R” — R™ mit
f(x+h) = f(z) + Ah +o([|A]]) -

Betrachtet man die i-te Komponente in dieser Gleichung, so gilt mit der beschreibenden Matrix
(ai;) von A

file +h) = fi(@) + Y aihy + o(|[h]) -

k=1

Diesmal steht o(||h|) fiir eine Funktion ¢ : Bs(0) — R! mit lim 2% = 0.) Speziell fiir h := té,
h—o Il J
(It| <&, & =(0,...,0,1,0,...,0)) gilt damit:

filz +té;) = fi(x) + aiit +o(|t]) .

(Beachte ||h|| = ||té;|| = |t ||€;]] = |t|.) Deshalb existiert nun der Grenzwert des Differenzen-
quotienten
i(x +té;) — fi(z o(|¢t
fi( i) fil ):aijjL (LD

und damit ist f; in z in die j-te Richtung partiell differenzierbar und

t
(2) wegen @ —> 0 sieht man auch unmittelbar, dass
0
filz +té;) — fi)
t

= a;j

Dj fi(x) = lim

ist.

QED.

4.4.4 Bemerkung
Sei G C R"™ ein Gebiet, x € G und f : G — R™ total differenzierbar in x. Dann ist f auch stetig

in x.
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i? Beweis !

Zu zeigen ist }llin%) f(z+h) = f(x). Wir wissen aber, dass

f(x+h) = f(z)+ Df(x)h+o(|[r])

fiir h € Bs(0), 6 > 0 klein. Da

. : _o(||~])

lim D = ] ~1 R =

lim Df(z)h =0 und  lim o(||2]]) = lim 7 [|h]| =0
\—\,0—/ —0

ist, folgt die Behauptung.
QED.

4.4.5 Kommentar

Wir hatten die Implikationen
e total differenzierbar = partiell differenzierbar
o total differenzierbar = stetig

Fiir beide Implikationen gilt im Allgemeinen nicht die Umkehrung und zudem gibt es zwischen
partiell differenzierbar & stetig keine Implikation. Es gilt aber:

Satz 4.9.

Sei G C R"™ ein Gebiet und f : G — R™ eine Abbildung. Sind alle Komponenten f; : G —
R (i=1,...,m) von f stetig partiell differenzierbar, so ist f total differenzierbar.

i? Beweis !

Da f genau dann total differenzierbar ist, wenn die Komponenten f; Vi = 1,...,m total diffe-

renzierbar sind, sei 0.B.d.A. m = 1. Sei x € G und J > 0 so klein, dass Bs(x) C G ist. Sei nun
h € Bs(0) beliebig. Betrachte nun weiter

y©@ = g
y(l) = X+ hlél

y? = x4 hiéy + haés
y(J) = T+ Zi:l hkék
y(”) = xz+h.

Betrachte nun die Funktion g; : I[; C R — R, g;(t) = f(y¥=Y +t&;) j =1,...,n mit einem
Intervall I; C R wobei 0, h; € I;. Weil f partiell differenzierbar ist, folgt: g; ist differenzierbar und
daher gibt es nach dem Mittelwertsatz ein 6; zwischen 0 und h;, so dass gilt:

FOD) = F(7) = g5(hy) = 9,00) "= g (0,)h; = Dy f (31 + 0,¢5)h
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Mit 20) := yU=Y 4 g,¢; erhilt man damit:

fl@+h) = fz) = fu") - )
= (7™ = s ) + (S = 1) e+ (FD) - FE))

= 2 1Y) - @)
j=1
j=1
Setzt man nun

so gilt also

Jj=1
mit .
oh) = > (Dif () = a5) by
j=1
und daher
n h
h ; h;
le(h)] < Z ’Djf(Z(J)) _ D]f(x)) Ihgl 0,
IRl = (-
h <1
—+ o0
0
h
weil D; f in x stetig ist und 2U) — z. Also ist f in x total differenzierbar.
0
QED.

4.4.6 Kommentar

(1) Betrachtet man Satz 4.9. zusammen mit 4.4.4, so sicht man, dass eine stetig partiell differen-
zierbare Funktion insbesondere stetig ist.
Eine Funktion f : G — R (G C R™ ein Gebiet) ist also genau dann in C*(G), wenn alle
partiellen Ableitungen Dj, --- Dj, f (j1,...,Jr € {1,...,n}) existieren und stetig sind. Die
niedrigeren Ableitungen existieren dann sowieso und sind automatisch stetig.

(2) Da eine stetig partiell differenzierbare Funktion (total) differenzierbar ist nennen wir sie nun
nur noch kurz stetig differenzierbar.

stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar = partiell differenzierbar

I
stetig

4.5 Rechenregeln

Motivation

Bisher haben wir die Kettenregel fiir Funktionen in einer Verdnderlichen nur fiir folgende Si-
tuationen verallgemeinern konnen: Ist G C R™ ein Gebiet, f : G — R partiell differenzier-
bar und h : R — R differenzierbar, so ist auch ho f : G — R partiell differenzierbar und
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Dj(hof)=hof-D,f (4.2.2(3)). Noch nicht betrachtet haben wir folgende (wichtige) allgemeine-
re Version: Falls G C R"™ und D C R™ Gebiete sind, f : G — R™ differenzierbar mit f(G) C D und
g : D — R" differenzierbar, ist dann auch go f : G — R" differenzierbar und wie héngt dann die
Ableitung D(go f)(z) : R™ — R" mit den Ableitungen Df(x): R” — R™ und Dg(y) : R™ — R"
(mit y = f(x)) zusammen?

Satz 4.10. Kettenregel
Seien G C R™ und D C R™ Gebiete. Sei f : G — R™ in z € G differenzierbar, f(G) C D
und g : D — R" in y = f(x) € D differenzierbar. Dann ist auch go f : G — R" inx € G
differenzierbar und es gilt:

D(go f)(@) = Dg(y) o Df () .

4.5.1 Kommentar

(1) Beachte, dass auf der rechten Seite die Hintereinanderausfiihrung der linearen Abbildungen
Dg(y) : R™ — R” und Df(x) : R® — R™ gemeint ist. Beschreibt man D(g o f)(z), Dg(y),
Df(xz) durch ihre Jacobi-Matrizen, so wird die Hintereinanderausfithrung bekanntlich zur
Matrizen-Multiplikation und man erhilt also die Kettenregel dann in der Form (y = f(z)):

Jaof (1) = Jy(y) - Jp(2)

d.h.

dgo fr 3gk Ofi
8x J Z 8yZ Oz P

(z) firl<j<nundl<k<r.

(2) Ist f nur partiell differenzierbar in 2 und ist g nur partiell differenzierbar in y := f(x), so ist
i.a. g o f nicht mehr partiell differenzierbar in x und selbst wenn, so ist dann i.a.

Tgof (@) # Jg(f()) - Ty (2) .

Definition 4.11.
Seien (V,||.]|) und (W, ||.||) normierte Vektorrdume endlicher Dimension. Ist 7' : V' — W eine
lineare Abbildung, so definiert man die (Operator-) Norm von T durch

|17 = sup {|| ||| fl]| < 1} .

4.5.2 Kommentar

(1) Ist zB. V. = R™ mit der euklidischen Norm ||.|| so ist B" = {z € R"||z| < 1} sicher
abgeschlossen und beschrinkt und daher kompakt. Da die Abbildung f: B — R, = — ||Tz||
stetig ist, nimmt f ihr Supremum an und daher ist ||T|| < oo.

(2) Ist V abstakt mit n = dim V, so ist nach einer Basiswahl V' isomorph zu R". Nun sind je zwei
Normen auf R" dquivalent & fbung €und daher ist auch die Menge B = {z € V||z|| < 1}
mit einer beliebigen Norm kompakt. Das zeigt, dass ||T'|| < co immer richtig ist.

(3) Die Abbildung
1l Hom(V, W) — Ry U {0} = [0, 00)

erfiillt die Eigenschaften einer Norm.& Jbung &€
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4.5.3 Bemerkung

(1) Sei T : V. — W linear zwischen endlich dimensionalen normierten Vektorrdumen. Dann gilt
fir alle z € V:
1Tl < T - [l

(2) Sind U, V, W normierte Vektorraume endlicher Dimension und ||.|| : Hom(V, W) — [0, c0) bzw.
Il : Hom(U, V) — [0,00) und ||.|| : Hom(U, W) — [0, 00) die induzierten Normen, so gilt fiir
alle T € Hom(V, W) und S € Hom(W, U):

1S o Tl < [IS]I- |1l -

i? Beweis !
(1) O.B.d.A. sei z # 0. Sei y := % (also ||y|| = 1). Dann ist

[Ed]
ITz) = | Tl - o)l =2 | ol T@)|| " E Yl - Tyl < 1T ) -

(2) Fiir € V mit ||z|| <1 ist

4.5.3(1) 4.5.3(1)
18Tzl < [SI-1T=l < WSINTN =l < ISIIT -

Also
IST| < |SIIT -

QED.

i? Beweis ;! der Kettenregel
Sei A:= Df(x) und B := Dg(y) , y := f(x). Fiir 6 > 0 klein genug, ist dann also fiir £, € Bs(0).

flz+8) = f(z) + A + ¢(£)

»(€)

mit %11% e = 0 und
gy +n) = g(y) + Bn +(n)
mit lim @ - 0.
n—0 |l
Es folgt
goflz+¢& = g(f(z)+AE+p(&))
———

=y

= 9(f(x) + B(AS + ¢(€)) + Y(AL + »(€)) -

(Wenn man bedenkt, dass fiir [|€]| < 61 < d auch ||n|| = |4 + ¢(§)|| < § ist, fiir 0 < §; < § klein
genug.) Setzen wir daher:

x(€) == Bp(§) + (AL + ¢(£)) ,

so erhalten wir
gof(x+§) =go f(z)+ BAE+x(§) -

£
Konnen wir nun zeigen, dass % — 0 ist, so folgt, dass g o f in x differenzierbar ist mit
0

D(go f)(z) = BA= Dg(y) o Df(x) .

Wegen
[Bo(Il < 1] - [l )
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ist schon einmal

§
a2 el
weil Tl $0 0

Noch zu zeigen ist also

[¥(AE + (&)l

§
0.
FEY

£
Zunichst: Da “ﬁ(Tf”) %0 0, gibtesein C > 0: ”ﬂ(égll)u < C V¢: ||€]| < 61 (und 67 > 0 klein genug).
Ul
Setzt man 11 (1) := % fiir 0 < [n[ < 6, so gilt P(n) = |9l - ¥1(n) mit P1(n) - 0.
0
Jetzt gilt
[¥(AS+ @Dl [[AE+ oI - [[¥1 (A€ + o (]
1€]] 1€]]
< AL+ o@D - [l (AE + £ (]
B 1€]]
A C
< 4l ||€||||£ﬂ”L 1€l N (A€ + ()]
= (141 +€) [en( A + 0| -
—0
—_—

—0

weil AE + p(§) — 0 fiir £ — 0 geht. Insgesamt ist also tatséchlich

@—> ur § —
e 0 WrE— 0

QED.

4.5.4 Beispiel: Laplace in Polarkoordinaten

Sei f: Ry xR — R2, f(r,9) = (rcosp,rsinp) = (z(¢),y(e)) und u : G — R zweimal stetig
differenzierbar, G C R? ein Gebiet. Driickt man u und Aw in Polarkoordinaten aus, d.h. betrachtet
man v o f und (Au) o f, so mochte man (Au) o f durch Differenzieren an u o f ausdriicken (also
in D, D,,D,D,,D,D, und ggf. niedrigere Ordnungen). Behauptung:

_Pluof)  10Pwof)  10wof)
Buef=—52" a5z v a

(4.1)

Denn (schreibe % statt w usw.) nach der Kettenregel ist:

ou _ oude  oudy
or Ox Or Oy Or
Ju

ou .
= cos(gp)£ + Sln(cp)a—y .
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Damit
0%u 0 ou 0 Ou
2 = COS(‘P)E% + sm(<p)56—y
— () %@4_ auQ@ +in() 82”%4_@@
a2 ar T oyarar) T \osdyor oy or
2 2 2 2
_ 2,97 | u Pu o O
= cos®(p) 92 + sin(p) cos(p) D90z + sin(y) cos(p) 920y + sin“(¢p) 052
H. Aétszcilvgarz 82 " ) 82 u ) 82 U
Satz 4.6. COSQ(@)@ + 25sin(p) cos(y) 920y + 51112(<,0)a—y2
Ahnlich:
0%u ou 5 . Pu 4 . 0*u
o —r cos(go)% +r sm(cp)@ — 7 sin(p) cos(p) g0z
, o 5 . Pu 4, 5 D%
rsm(go)a—y < sin(y) cos(y) 20y + 7° cos (go)a—y2 .
Es folgt

or? r2  9p? r Or

Pwof)  10*uof) 18(uof) (0%u  0*u
e (5 + 557) 1

Frage: Wie kommt man auf den Ausdruck Gleichung (4.1)?

Dazu schrinkt man die Abbildung f auf Ry X (—m,7) =: G ein. Dann erhiilt man, dass f ein
Diffeomorphismus ist (d.h. f ist differenzierbar, bijektiv und g = f~! ist differenzierbar). Thre
Umkehrung g : D — G, D = Bild(f) , g(z,y) = f*(z,y) = (r(x,9), o(x,y)) ist gegeben durch:

r(z,y) = Va? +y?

arctan £ fir >0,y >0

us

% fir =0,y >0
arctan £ +- 7 fiir x <0,y >0

T,Yy) =

wle,y) arctan £ — 7 fiir x <0,y <0
= fir =0,y <0
arctan £ fir >0,y<0

Wie bekommt man (Au) o f?

Es ist (wir unterdriicken wieder f und g):

Ou Oudr Oudy

dr  Ordx ' 0pdr’

Ou Oudr = Oudyp

By oroy  dpdy
Dann folgt mit der Produktregel

Pu [0 (o or oudt] [0 (ou) e ouds
ox2 |0z \Or) 0x  Or 0x2 Ox \Op ) Ox Oy Ox2
B l@Qu (87")2 0%u Op Or  Ou 82741 l O%u Or 0y  0%u (8(,0)2 Ou 3290]

2 \oz) Toporocor oroa?| " |aroposor T 9p2 \or) T 0poa?

or\? 6%u or 0o\ 0*u op\? 0%u 0%r\ Ou 0%\ Ou
= (=) 25+ (250252 o) 2ot los) ot (50 ) 5 -
oxr ) Or? Oz Oz ) Ordy ox ) 0p? ox2 ) or 0x2 ) Op
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Ahnlich fiir ?;T’; indem man {iberall x durch y ersetzt. Damit folgt
or\? or\?\ 9%u or Oy or 0¢\ 0%u
Au = = A I [ (R A R &
“ <<3$> + (8y) > or? + ( Ox Ox + oy 8y) ordy
ao\?  [(9p\%) &° 2r 9%\ 0 Pp 3%\ 9
(22N (22N Pu (OPr  Pr\ou (0P ¢ ou
ox Oy Op? ox2  0y?) or ox2  0y? ) dyp

A . - - 2 02 . . .
Um nun die Koeffizienten %, g—;, %7 3772”7 .. auszurechen, differenziert man nicht etwa g(z,y) =

(r(x,y), ¢(x,y)) (bei komplizierteren Koordinatenransformationen f : G — D kann man g = f~!
oft gar nicht explizit angeben), sondern benutzt erneut die Kettenregel: Weil namlich go f = id ist,
ist nach der Kettenregel Dg(y) - Df(z) = D(go f)(z) = D(id)(z) = id also Dg(y) = (Df(z)) "
(Man sieht schon: Ist f : G — D ein Diffeomorphismus, so muss D f(z) € Gl,,(R) Vx € G sein!)
Bei uns bedeutet dies

Dyl — cose —rsing 71_1 rCcosy Trsing
9\Y) = sinp  rcosp T p \ sing cosgp

nach der Formel

a b\ ' 1 d —b

c d ad—bc \ —¢ a
Es ist also:

g—;:cosga, g—;:sincp,

g—fz—lsingo, a—z:%cosw.

L 9% 9%r 9% 9%p 9 9 .
Fir 35, 9550 07 oF benutzt man schliellich erneut die Kettenregel
0%r
ox? ox

Ahnlich ist:

Fr _ cwof(y)

0y? r M

o 5 sin ¢ cos ¢
0x2 r2 ’
0% sin ¢ cos ¢
7Y _SMPCosy
3y2 2

Setzt man nun alles ein, so erhilt man tatséchlich

0w 10%uw 10u

Au=— + -+ -— .
b 3r2+r8g02+r87"

(und dann gilt sie auch fiir f : Ry x R — R? wie gesehen).

02.12.2004
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4.6 Mittelwertsatz

Motivation

(1) Der wichtige Mittelwertsatz der Differentialrechnung in einer Veréinderlichen l&sst sich fiir eine
stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R aus dem Hauptsatz wie folgt ableiten:

z=a+t(b—a)

b 1
/ fllz)de —E / f'(a+th)h dt
a 0

(/(Jlf’(a+th) dt) h

= f'(a+Oh)h

f() = f(a)

mit einer Zahl © € [0, 1] nach dem Mittelwertsatz der Integralrechung.

(2) Fiir die Verallgemeinerung in mehreren Verénderlichen vereinbaren wir fiir eine stetig differen-
zerbare Abbildung A: R2D I — M(m xn,R) , t — A(t), dass fttf A(7) dr die m x n Matrix

ist, die die Eintréige j;tf a;j(7) dr an der (i, j)-ten Stelle hat (1 <i<m, 1 <j <n).

Satz 4.12. Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Sei G C R” ein Gebiet und f : G — R™ stetig differenzierbar. Sei z € G und h € R derart, das
die ganze Strecke {z +th € R"|t € [0,1]} noch ganz in G liegt. Dann gilt:

flz+th) — f(z) = (/olDf(:r-i-th) dt) -h

4.6.1 Kommentar

Man beachte, dass man in hoheren Dimensionen das Integral

/OlDf(erth) d¢
i.a. nicht durch den Wert des Integranden an einer Zwischenstelle x + ©h ersetzen kann.
i? Beweis !
Setzen wir « : [0,1] = G, «a(t) = x + th, so ist
f(x+h) = f(z) = f(fé(l)) — f((0))
_ /0 %(foa)(t) dt

Kettenregel /1 Df(a(t))Da(t) dt
0

nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechung, angewendet auf die Funktion f; o « :
[0,1] = R (i=1,...,m). Es ist aber &(t) := Da(t) = h unabhéngig von ¢, also ist
1
flx+h)— f(z)= (/ Df(x +th) dt> h .
0

QED.
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4.6.2 Kommentar

Die wichtige Konsequenz aus dem Mittelwertsatz fiir Funktionen in einer Verénderlichen, dass
némlich die Differenz der Funktionswerte durch die Differenz der Argumente mal einer Schranke
auf die 1. Ableitung abgeschitzt werden kann, liefert aber auch diese integrierte Form des Mittel-
wertsatzes in mehreren Verédnderlichen noch:

Korollar 4.13. Schrankensatz
Ist G ein Gebiet und z,2 + h € G wie in den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes gegeben
und f: G — R™ stetig differenzierbar, so gilt mit M := sup{||Df(x + th)|||t € [0,1]} < oo :

If(z+h) = fl@)| < M]A] .

Lemma 4.14.
Ist a: [0,1] — R™ eine stetig Abbildung und ||.|| die euklidische Norm auf R™, so gilt:

n i) a < | o) d

1@+ h) - f@)] =2 ( (z + th) dt) hH

( Df(x +thhdt>H

i? Beweis ;! des Schrankensatzes

Lemma
( |Df (2 + th)h|| dt)
0

" / DS+ )] ) )
/0 M dt - b

M ||| -

I/\.Cﬂ

IN

QED.

i? Beweis ;! des Lemmas

Fiir das kanonische Skalarprodukt (-, - ) : R” x R® — R hat man mit I := fo ) dt € R™

(0.B.d.A. I #0):
me = an={] alt) 1)

o1 Y 1
Bllme:arltat / <Ol(t),]> dt

0

Cauchy-Schwarz 1

1.2.3
2 / lat)] 111 dt

- el dt
/Ola(t) dtH < /01 la(t)]| dt .

Damit folgt

QED.
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Korollar 4.15.
Seien G C R™ ein Gebiet und f : G — R stetig differenzierbar, so dass iiberall grad f(z) = 0
ist. Dann muss f konstant sein.

i? Beweis !
Sei z,y € G und a : [0,1] — G ein (stetiger) Weg von z = «(0) nach y = a(1)!. Wir setzen
to :=sup{t € [0,1]|f(a(7)) = f(z) , VT € [0,t]} .
Wegen der Stetigkeit von f in «(tg) ist dann auch
f(alt)) = lm a(r) = f(z) .
710
T<to
f(z)

Angenommen ¢y < 1. Dann gibt es ein § > 0, so dass Bs(a(tp)) € G und ein h mit 0 < h < 4, so
dass auch a(to +h) = Bs(a(to)) ist. Da die ganze Strecke {a(to) + s(a(to + h) — a(to))|s € [0,1]}
in Bs(a(tg)) C G ist, gilt nach dem Schrankensatz fir alle b’ € [0, h]:

1f (e(to + ")) = flato) |l < M [la(to + ') — afto)|

mit
M = sup{”gradf (a(to) + s(a(to + ') — a(to)))H |se€[0,1]}=0.

Also ist f(a(to + h')) = fla(ty)) = f(x) VA € [0,h] im % Widerspruch 4 dazu, dass ty das
Supremum ist. Daraus folgt tg = 1, also

und f konstant.

QED.

1Oder direkter (wenn a sogar stetig differenzierbar ist):

1 1
f0) = f@) = [ eaw = [ <gradf(a(t))7d(t)> dt =0
=0



Kapitel 5

Lokale Extrema

Motivation

Um nun auch eine , Graphendiskussion® fiir Funktionen f : G — R in mehreren Verdnderlichen
durchfithren zu kénnen, G C R"™ ein Gebiet, brauchen wir insbesondere eine ,, Taylorentwicklung*
von f bis zur zweiten Ordnung. Nun ist aber die erste Ableitung von f in x ein Vektor grad f(x)
(bzw. eine lineare Abbildung R™ — R) und die zweite Ableitung Hess f(x) eine Matrix (bzw.,

wie sich zeigen wird, eine quadratische Form R™ — R) und hohere Ableitungen werden noch

komplizierter. Wir erwarten etwa in Analogie zum eindimensionalen Fall, wo gilt

Flath) = @)+ (@) bt o @h? +o(Ihf) |

etwa folgendes:

) 1 <~ 02
flx+h) = f(z)+ g —85 (x)hl+§ g 8m»8j;(x)hihj +0(||h||2> .
i=1 v i,j=1 v

)=

=
(grad f(z),h) (h,Hess f(z),h)

5.1 Taylor-Entwicklung

5.1.1 Notation

Um hohere Terme in der Taylor-Entwicklung giinstig zu notieren, fiihrt man fiir « = (o, - - -

NG ein
la] i=a1 + -+ ap
al=ay!l+ -+ ay!,

fir f: G — R eine |a| -mal stetig differenzierbare Funktion:

a\alf

DYf =D .....D%f=__ _~ J
f ! n"J Ozt - dapn
wobei D;Xj =Dj-----D; (aj-mal) ist und schlielich fir h = (hq,--- ,h,) € R™
h® = h{---ho™ .

41

Q) €

02.12.2004

07.12.2004
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Lemma 5.1.

Sei G C R™ ein Gebiet, f : G — R sei k-mal stetig differenzierbar, x € G und h € R™ derart,
dass die geradlinige Verbindung [z, z + h] := {x +t-h € R™|t € [0,1]} ganz in G liegt. Dann ist
die Funktion ¢ : [0,1] = R, ©(t) = f(x + th) auch k-mal stetig differenzierbar und es gilt:

<<p(k) (t)) — dkj(t) = Z %Daf(m +th) - h®

dtk
|a|=k

5.1.2 Kommentar

(1) > bedeutet, dass sich die Summe iiber alle n-Tupel o € INj erstreckt, fiir die |a| = k ist.
la|=k

. . . . (n+14+k
(Wie viele gibt es davon? Antwort: (", "))

(2) Ist = (a1, - ,an) € N§ mit |a| = k, so gibt £ gerade die Anzahl der Moglichkeiten an, eine
k-elementige Teilmenge M in n Teilmengen Si,-- - , S, disjunkt zu zerlegen, M = S;U---US,,,
so dass S; gerade a; Elemente hat (i = 1,--- ,n)(z.B. fiir n = 2: al’f(!le = a!l(k’“ial)! = (Cfl))
X Ubung &

i? Beweis ;!

(1) Nach der Kettenregel ist

¢(t):Df(x+th)~h:§n:aj( +th) - h;

Nach der Kettenregel erhilt man weiter

Schliellich erh&lt man

B (W)= Y Dy Dy f@+th)hy, - hy, .

(2) Kommt nun in dem k-Tupel (ji,- - ,jr) die 1 a3-mal, die 2 as-mal, ... vor, so gilt nach dem
Satz vom Schwarz (Satz 4.6.), dass

D;, D, -+ D, f(a +th)h, - hj, :D“l-~-Da"f(x+th)h°‘1-~-ho‘" = D f(x + th)h™

wobei |a| = k sein muss. Es gibt nun aber gerade —*— k-Tupel, in denen 1 a;-mal, 2 ap-mal,
. auftritt. Man erhélt also durch Zusammenfabbung der Summanden tatséchlich

k! N
o®) (1) = Z Di, o Dy f(m 4 th)h, -+ hiy, = D f(z+ th)h

11,0t =1 la|=Fk

QED.

Satz 5.2. Taylor
Sei G C R™ ein Gebiet, k € Ny und f : G — R (k + 1)-mal stetig differenzierbar. Sei z € G
und h € R™ derart, dass die Verbindungsstrecke [z, z + h| ganz in G verlduft. Dann gibt es ein

© € [0, 1], so dass gilt:

flatth)= > D* f Jpo 4 Z

la|<k || =k+1

x + Oh)h®
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5.1.3 Kommentar

(1) Man nennt

P;f;)(h): Z Daf(l‘)ha

al
|| <k

das Taylor-Polynom vom Grad k von fim Punkt x. Schreiben wir
P = Py(h) + Pi(h) + - + Pu(h)

wo P;(h) € R[h] der i-te homogene Bestandteil ist, so ist also

B(h) = fx),
~ D;f(x)
Pi(h) = Z; T +hy = (grad f(z), h)
]:
Df(x), o N~ Dif@) 5 DiD;f(z)
Py(h) = RGP i e D D pL
|a]=2 j=1 1<J
1~ 02 1 0 f 1~ &f
— — h2 = hi = = hh
3 2 522 5 T3 2 e, MR = 5 2. Gy, (Wit
j=1 J A
1
= §<h,Hebbf(J})h>
(2) Vom ,Restterm*
k Daf(l'—’_@h) a
RE)(h) = Y —————h* = R(h)
|a|=k+1
D B\ . R _
wird sich herausstellen, dass er 0<(||hH )) ist, also ’111 L e = 05 80 dass also das Taylor

Polynom P(h) := P}kx) (h) eine Approximation von f in einer Umgebung Bs(z) € G (§ > 0
klein genug) ist, die besser als von k-ter Ordnung ist.

i? Beweis ;! der Taylor-Formel

Betrachte die Kurve v : [0,1] — G, ¢ — x +th und setze ¢ : [0,1] - R, o(t) = f(y(t)) =
f(z+1th). Es ist dann ¢ (k + 1)-mal stetig differenzierbar, also gibt es nach der Taylor-Formel fiir
Funktionen in einer Verinderlichen ein © € [0, 1] so, dass gilt

LIRCON (k+1)(Q
2 : ¥ m , P

+
— (k+1)!

Nach Lemma 5.1. erhilt man

k

1 ! 1 k+1)!
flx+h) = <p(1):zom |Z %D“f(x)h“ +(k+1)!| Zk ( ;‘! )D“f(x+®h)ha
m= al=m al=k+1
- ¥ Daf'(z)hour S LDof s enne .
o<k ¢ jal=h+1 Y

QED.
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Korollar 5.3.
Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R k-mal stetig differenzierbar (k € IN). Sei z € G und
d > 0 so klein, dass Bs(z) C G ist. Es gibt dann eine Funktion ¢ : B5(0) — R mit

2 _
h=0 Al

so dass fiir alle h € B;(0) gilt:

flat+h) =>" DOJ:( Jpo + o(h) .

la| <k

Kurz, wenn P (h) = P;kx) (h) das k-te Taylor-Polynom von f in z bezeichnet:

f+n) = PO )+ o(|A]]") -

i? Beweis ;!
Nach Taylors Satz gibt es fiir jedes h € Bs(0) ein © € [0,1] , © = O(h), so dass gilt:
D~ D~ + ©h
fat+h =Y f ha+z fx D@+ Oh) o

|a|<k—1 |a|=k

Wir setzen ¢ : Bs(0) — R,

p(h) = > % (D*f(x + Oh) — D f(z)) h™ .

Dann gilt offenbar:

flet+h)=>" Dai( )ha o(h) .

lee| <k
h
Wegen der Stetigkeit von D f in x und weil z + ©h —> z, folgt:
0

}llir%Do‘f(x—l—@h) =D%(x) Va:l|a|=k.

Deshalb ist:

lp(h)] o o
L < o 3 D e+ Oh) - DS ()] i
IRl [
h
ROt ... |h&n
= L3 oo e - pog) T
|| <k il 0
T
0
weil z.B.
] B <1
17| h3 4 +h2
ist. Also ist tatséchlich i
w(h) = oJInl*) -

QED.

09.12.2004
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5.1.4 Kommentar

(1) Fiir k = 0 erhiilt man folgende Aussage: ,eine stetige Funktion ist in « € G stetig®, denn

fl@+h) = f(z)+¢(h)
mit }lLli% p(h) =0, also
lim f(x +h) = f(z) .

h—0

(2) Fir k£ = 1 erhélt man die Aussage, dass eine stetig differenzierbare Funktion f : G — R ,in
jedem Punkt z € G differenzierbar ist“, denn:

_ ~ of
fla+h) = f(@)+ ; 5 (D ()
—_———
Df(z)h
i 2R
mit %12%) T = 0.

(3) Aber fiir k = 2 erhilt man nun die (sehr niitzliche) Aussage, dass eine 2-mal stetig differen-
zierbare Funktion f : G — R die folgende Darstellung erlaubt (z € G, ||h] < 9):

f(x+h)—f(x)+§n:—af @it S L i o)
N im1 8$1 ! 22, —1 (')xi(‘)xj iy e
3]
=(grad f(z),h) =(h,Hess f(z)h)
mit lim 2% — 0.
he0 IR

5.2 Lokale Extrema

Definition 5.4.
Sei G C R" ein Gebiet und = € G. Man sagt, dass eine Funktion f : G — R in x ein lokales
Maximum hat, wenn es ein § > 0 gibt, so dass Bs(x) C G ist und fiir alle y € Bs(x) gilt:

fly) < flz) .

Ist f(y) > f(z), Vy € Bs(x) fiir ein 6 > 0, so heifit z ein lokales Minimum von f. Hat f in
x € G ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, so spricht man allgemeiner von einem
lokalen Extremum.

5.2.1 Bemerkung

Sei f : G — R eine Funktion, G C R™ ein Gebiet, x € G und f habe in z ein lokales Extremum.
Ist f in x partiell differenzierbar, so muss gelten:

grad f(xz) =0.

i? Beweis !

Definiert man fiir 6 > 0 klein genug (und ¢ € {1,...,n}) die Funktion g; : (—9,0) — R durch
gi(t) = f(xz +1té;), so ist g; differenzierbar in ¢t = 0 und ¢;(0) = %(m) Es hat aber nun g; in ¢t =0
ein lokales Extremum, weshalb ¢;(0) = 0 sein muss. Also muss grad f(z) = 0 gelten.

QED.
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Motivation

Das bewiesene Kriterium ist ein sogenanntes notwendiges Kriterium, um ein lokales Extremum
fiir eine differenzierbare Funktion f : G — R zu finden. Die Losung der Gleichung Vf(z) = 0
liefert damit die Kandidaten fiir die lokalen Extrema. Um nun auch ein hinreichendes Kriterium
zu finden, fithrt man folgende Begriffe ein.

Definition 5.5.
Sei V ein endlich dimensionaler R -Vektorraum. Man nennt eine Abbildung ¢ : V' — R eine
quadratische Form auf V|, wenn es eine symmetrische Bilinearform s : V' x V — R gibt, so dass
gilt

qv) =s(v,v), YweV.

5.2.2 Beispiel
Ist V = R™ und A eine symmetrische Matrix, A € Sym, (R), so wird (bekanntlich) durch s :
R"™ x R™ — R,

s(z,y) = (z, Ay) = 2T Ay,

eine symmetrische Bilinearform auf R™ gegeben. Die zugehorige quadratische Form ¢ : R* — R
ist also gegeben durch

n n
asj=aj; 2 2
q(z) = (z, Ax) = E ajT;x; = E azx; + 2 E QT x; .
i=1

i,j=1 i<j

5.2.3 Bemerkung

Ist V ein reeller Vektorraum und ¢q : V' — R die quadratische Form einer Bilinearform s : V xV —
R, so gilt die sogenannte Polarisationsformel:

s(o,w) = 3 (0o +w) — v~ w))

fiir alle v, w € R.
i? Beweis !
Ist g(v) = s(v,v) , Yv € V, so folgt aus der Bilinearitdt und der Symmetrie von s
gvtw) = s(vtw,vEw)
= s(v,v) £ s(v,w) £ s(w,v) £ s(w,w)
= q(v) £ 2s(v,w) + q(w)

Damit ist auch g(v + w) — ¢(v — w) = 4s(v, w). Es folgt die Behauptung.
QED.

5.3 Definitheit

Definition 5.6.
Sei V ein endlich dimensionaler R -Vektorraum und g : V' — R eine quadratische Form auf V.
Dann sagt man:

(a) q ist positiv definit, wenn fiir alle v € V\{0} gilt: ¢(v) > 0
(b) q ist negativ definit, wenn fiir alle v € V\{0} gilt: ¢(v) <0

(¢c) q ist indefinit, wenn es v,w € V gibt, so dass gilt: g(v) < 0 und ¢(w) >0

14.12.2004
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5.3.1 Kommentar

(1)

Ist (v1,...,v,) C V eine Basis von V und ¢ eine quadratische Form auf V zur Bilinearform
5:V xV — R, so gilt mit der beschreibenden Matrix A € Sym , (R) (d.h. A = (a;;) , ai; =

s(vg, v5)):

q(v) = s(v,v) = Z S(xiviaxjvj) = Z LTG5 = (z, Ax) |

i,j=1 i,j=1

wenn v = 2?:1 T;v;, mit z; € R ist. Nach einer Basiswahl ist also jede quadratische Form auf
V von der Form wie in 5.2.2. Insbesondere muss man der symmetrischen Matrix A € Sym ,,(R)
entnehmen kénnen, ob ¢ positiv definit ist. Wir sagen, dass A € Sym ,,(R) positiv definit ist,
wenn ¢ : R” — R, ¢(z) = (x, Az) positiv definit ist, also

(x,Az) >0, Vo € R"\{0} .
Ist A € Sym,(R), so besagt ein wichtiger Satz der linearen Algebra (Spektralsatz fiir selbst-
adjungierte Endomorphismen), dass es eine Orthonormalbasis (e, ..., e,) € R™ gibt, so dass

gilt
Aej :)\jej (] = 1,...,n)

mit Ay,..., A, € R. Hierbei sind Aq,..., A\, € R offenbar die Eigenwerte von A.

5.3.2 Bemerkung

Sei A € Sym ,,(R). Dann ist A genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.
A ist negativ definit, wenn alle Eigenwerte negativ sind. A ist indefinit, wenn sowohl positive als
auch negative Eigenwerte von A existieren.

= Sei A € R ein Eigenwert. Also gibt es ein z € R" |, = # 0, so dass Ax = Az. Dann ist

Az|? = (@, z) = (2, Az) > 0= 1> 0.

< Ist (e1,...,en) € R™ eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A : R — R"™ , Ae; =

n
Aje; mit A; > 0, j = 1,...,n, so gilt fir alle z € R\{0} folgendes: Ist x = ) xje; die
j=1
Darstellung von z bzgl. (e, ..., ey), so ist wenigstens ein z; # 0 und es gilt

n

(x, Az) = Z (abare, Al i) = Z zz; (e, Aej)

4,j=1 1,j=1
n n
2
= E T;Tj <ei>/\jej> = E xj )\j >0,
5 =1l S— =1 v TV
el =Xj(eiej)=X;0;; J >0 >0

da mindestens einen Summand > 0. Also ist A positiv definit.

5.3.3 Kommentar

(1) Ist eine symmetrische Matrix in Diagonalform, so sieht man ihr unmittelbar an, ob sie positiv

definit ist, denn dann miissen ihre Diagonal-Eintrige sdmtlich positiv sein. Ist sie nicht in
Diagonalform, so ist die Sache nicht offensichtlich, z.B. ist

(Vo)
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indefinit, denn fiir v = (1,1) und w = (1, —1) ist

() a()-(()-() =20

1
)
——
1
1
1 1
((A)a()
———
(-1
L1
(2) Man miisste also eigentlich alle Eigenwerte von A bestimmen, von denen man weif, dass sie
alle reell sind, also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

1 p—
X -

> <( 1>’<11)>=—2<0.

xa(A) =det(Al — A) = A" —spur (AN £+ (=1)"det A,
was i.a. schwer ist. Es gibt aber folgenden Satz von Hurwitz, der einem das Leben vereinfacht
(vgl.z.B. G.Fischer: Lineare Algebra, Vieweg-Verlag): Eine symmetrische Matrix A =

(@ij)1<ij<n iSt genau dann positiv definit, wenn die Determinanten ihrer Hauptminoren alle
positiv sind, also

det Do >0 (k=1,...,n).

Die Matrix A ist negativ definit, falls —A positiv definit ist.

Satz 5.7.
Sei G C R"™ ein Gebiet und f : G — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Sei z € G
derart, dass grad f(z) = 0.

(a) Ist die Hesse-Matrix Hess f(z) positiv definit, so hat f in x ein (sogar striktes)
lokales Minimum.

(b) Ist die Hesse-Matrix Hess f(z) negativ definit, so hat f in z ein (sogar striktes)
lokales Maximum.

(c) Ist die Hesse-Matrix Hess f(z) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum.

Ein lokales Minimum von f heifit strikt, falls 30 > 0 : Vy € Bs(x)\{0} : f(y) > f(z). Analog
fiir Maxima.

Lemma 5.8.
Ist ¢ : R™ — R eine positiv definite quadratische Form, so existiert eine Zahl o > 0, so dass fiir
alle z € R™ gilt:

2
q(z) = allz|” .

i? Beweis !

Sei S = {z € R"|||z|| = 1} die Einheitssphiire im R™. Da S beschrinkt und abgeschlossen ist, ist
S kompakt. Da ¢ stetig ist ® Ubung €, nimmt ¢|s : S — R ihr Minimum an (Weierstra$}). Sei

a = min{q(z)|z € S} > 0.
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Ist nun = € R™\{0} beliebig, so gilt:

o) =a (Il 57 ) = q@ > Jlall® - a,

€s
denn fiir eine quadratische Form ist stets g(Az) = A\2¢(x), also
a@) > alol’ , VaeRr,

denn fiir x = 0 ist die Ungleichung offensichtlich auch richtig.
QED.

5.3.4 Beispiele

(I) Sei f:R™ — R,
flay)=2*+y* +c,

¢ € R und (zg,y0) = (0,0). Es ist grad f(x,y) = (2z,2y), also grad f(0,0) = (0,0). Weiter
ist

Hess f(0,0) = ( (2) g )
offensichtlich positiv definit. Also hat f in (0, 0) ein striktes (sogar globales) Minimum.
(M) f(x,y) = —2% —y* +c = (0,0) ist lokales Maximum.
(IIT) Die Funktion f: R? — R, (z,y) — x? — y? + c erfiillt
grad £(0,0) = (0,0)
und -
Hess f(0,0) = < 0 —9 ) ,

also hat f in (0,0) kein lokales Extremum.

i? Beweis ;! des Satz 5.7.
(a) Sei 6 > 0 so klein, dass Bs(x) C G ist. Nach Korollar 5.3. gibt es dann eine Funktion ¢ :

B;s(0) — R mit }llirr}) % =0, so dass gilt:

f(z+h) = f(z) + (grad f(z), h) + % (h,Hess f(z),h) + p(h) .
Sei nun a > 0 so klein, dass
(h,Hess f(z),h) > a||h|?

ist, fiir alle h € R™ (vgl. Lemma 5.8.), denn Hess f(x) ist positiv definit. Wéhle nun (zu e = §)
0 < ¢’ < ¢ so klein, dass fiir alle h € By (0)\{0} gilt:

lp(h)| _ a

2 <71
I~ 4
also |p(h)| < |R||* Vh € By (0)\{0},. Dann ist fiir alle h € By (0).

Fla+h) = o)+ farad f(2),h) 4 (b, Hess f(2), ) + o(h)
—_——

=0

Y

F(@) + ga b = 5 14l
f@)+ 5 Il
> f(ax) .

Also hat f ein (sogar striktes) lokales Minimum.
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(b) Folgt aus obigem, wenn man von f zu — f iibergeht.
(c) Ist h € R"\{0} so, dass a := (h,Hess f(z),h) > 0 gilt und o.B.d.A. ||| = 1, so gilt fiir alle
t > 0 mit t klein genug, dass

flx+th) = f(z)+ (grad f(z),th) +% (th,Hess f(z),th) + (th)
=0
> fz) + %tQ +o(th) .

Fiir |¢| klein genug, ist aber

« 2 (O} 2 a o
< f— = — = — .
lo(eh)| < 5 Ienl® = S )% = Gt

=1

Also ist
flx+th) > flx)+ %tQ _ %tQ
_ @5

> f(@)
fiir 0 <t < ¢ fiir 0 klein genug. Also gibt es in jeder Umgebung U von x einen Punkt y € U
(y =z +th), so dass f(y) > f(x) ist. Ahnlich sieht man: Es gibt auch § = = + th (mit ¢ klein
und h € R" so, dass HTLH =1 und <i~z,Hess f(:c),%> < 0 ist), so dass f(y) < f(z) ist. Also hat
f in x kein lokales Extremum.
QED.

5.3.5 Kommentar
(1) Ist Hess f(x) nur positiv semidefinit, d.h. (h, Hess f(z), h) > 0, fiir alle h € R™ (und grad f(z) =
0), so kann man noch nicht entscheiden, ob in z ein lokales Minimum vorliegt.
(i) Fir f:R?* > R, (z,y) — 2% + y*: lokales Minimum
(i) Fiir f: R?> - R, (z,y) — 22 + 3°: kein lokales Extremum
(iii) Fiir f:R? —» R, (z,y) — 22: lokales Maximum, aber nicht strikt

(2) Aus Satz 5.7. folgt aber folgendes notwendige Kriterium: Hat f in x ein lokales Extremum
(Minimum), so ist Hess f(z) wenigstens (positiv) semidefinit.



Kapitel 6
Implizite Funktionen
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Motivation

Eine Funktion g : R — R ist nicht immer ezplizit gegeben (also y = g(z)), sondern hiufig nur
implizit durch eine Gleichung F(z,g(z)) = 0. Hierbei ist F' : R?2 — R eine gegebene Funktion.
Man mochte dann die implizite Gleichung F(z,y) = 0 explizit machen: y = g(z), d.h. ,nach y
auflosen®.

Beispiel

Betrachte die Funktion F : R? — R, (x,y) — 2?+y*—1. Dann ist C = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}
die Einheitskreislinie in R?. C ist nun leider nicht der Graph einer Funktion ¢ : R — R, denn

o fiir z € R mit |z| > 1 gibt es iiberhaupt keine y € R mit (z,y) € C,
e fiir z € R mit |z| < 1 gibt es gleich zwei y € R mit (z,y) € C' (ndmlich +v/1 — 22).

Ist allerdings (a,b) € C, so kann man hier F(z,y) = 0 lokal um (a,b) nach x oder y auflosen,
d.h. es gibt eine Umgebung U; C R von a und eine Umgebung Us C R von b und eine Funktion
g : Uy — Uy, so dass fiir alle (z,y) € Uy x Uy gilt:

Flz,y)=0 & y=g(=).

Tatséchlich: Ist etwa b > 0, so wéhle € > 0 klein genug, Uy = (a —ec,a+¢), Us = (b—e,b+¢)

und g(z) = V1 — 22

Beachte aber: Fiir b = 0 kann man in keiner Umgebung von (£1,0) die Gleichung F(z,y) = 0
nach y auflosen, wohl aber nach = (durch z = +/1 — y?).

Beachte schlieflich: Die Punkte (+1,0) € C sind genau die Punkte, wo die partielle Ableitung

von F' nach y verschwindet, %«“ = 2y, (d.h. die Tangente an C' ist vertikal).

6.1 Satz iiber die impliziten Funktionen

6.1.1 Kommentar

Der Satz iiber implizite Funktionen gibt nun gerade eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass
man eine implizite Gleichung F'(x,y) = 0 lokal um einen Punkt (a,b) mit F'(a,b) = 0 explizit
machen kann: y = g(x). Wir formulieren ihn nun gleich fiir die Situation, wo auch a und b mehrere
Komponenten haben kann.

51
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Theorem 6.1. Satz iiber implizite Funktionen
Sei G C R = R"™ x R™ ein Gebiet und F : G — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung.
Sei (a,b) € G so, dass F(a,b) = 0 ist und

oy1 OYm

oF

8—(a7b) = : : (a,b)
6y1 a?hn

regulér ist (d.h. %—g(a, b) € Gl,,(R), also det (%(a, b)) # 0). Dann existieren offene Umgebun-
gen U; C R™ von a und Uy C R™ von b, so dass Uy x Us C G ist und eine stetig differenzierbare
Funktion g : U; — Us, so dass fiir alle (x,y) € Uy x U gilt:

F(r,y) =0 < y=g(x).

21.12.2004

6.1.2 Beweisstrategie

Wie werden nun zunéchst (fiiv Uy, Uz klein genug) mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes (Satz
2.4.) eine eindeutig bestimmte Funktion g : U; — Us mit F(x,g(x)) = 0 konstruieren. In einem
zweiten Schritt wird (wieder mit dem Banachschen Fixpunktsatz) gezeigt, dass g stetig sein muss.
In einem dritten Schritt schlielich wird gezeigt, dass g sogar stetig differenzierbar ist. Wir ziehen
den dritten Schritt vor:

Lemma 6.2.

Seien U; € R™ und Us C R™ offen und F' : Uy xUy — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung.
Sei (a,b) € Uy x Uz mit F(a,b) = 0 und %(a,b) € Gl,,(R) und sei g : Uy — U, eine stetige
Funktion mit g(a) = b, so dass fiir alle z € Uy gilt: F(z, g(x)) = 0. Dann ist g im Punkt a sogar
(total) differenzierbar und es gilt:

dg OF o oF
Y@ =—(E(ap)) - T(ad) . (6.1)
Jx ( oy ) Ox

ist m X n Matrix ist m x n Matrix

ist m X m Matrix

6.1.3 Kommentar

(1) Wenn wir schon wiissten, dass g differenzierbar ist, so wiirde die Formel aus Gleichung (6.1)
fiir die Ableitung unmittelbar aus der Kettenregel folgen:

F(m,g(m)) =0
= 0=D,(F(z,9(z))) = DyF(z,9(z)) - id + Dy F(z,g(x)) o Dyg(x)
= D,g(a) = — (D,F(a,b))"" - D,F(a,b) .

(2) Wendet man das Lemma auch fiir die Punkte (z,g(x)) in einer Umgebung von (a,b) an, so
sieht man an Gleichung (6.1) und der Stetigkeit von (z,y) — DF(z,y) = (D, F,D,F), dass g
sogar stetig differenzierbar auf ganz U; ist, wenn man gegebenfalls U; noch etwas verkleinert,
so dass die Bedingung D, F (z, g(z)) € Gl,,(R), fiir alle z € Uy erfiillt ist. Ist also Lemma 6.2.
bewiesen, so reicht es im Beweis des impliziten Funktionensatzes lediglich eine stetige Funktion
g : Uy — Us nachzuweisen.

i? Beweis ;! von Lemma 6.2.

Sei 0.B.d.A. (a,b) = (0,0). Wir setzen A := 9£(0,0) € Mat (m x n;R) und B := 3£(0,0) €
Gl (R). Wegen der Differenzierbarkeit von F in (0,0) gibt es eine Funktion ¢ : Uy x Uy — R, so
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dass
o(r,y)

lim =
(@.9)—(0,0) || (z, )]

Pl = FO.0+ (5550 ) 0.0, 00) ) +o(e)

=Axz+By
Wegen F(z,g(x)) = 0 erhélt man daraus die Darstellung
0=F(z,g(x)) = Az + Bg(x) + o(z, g(2)) ,
also wegen B € Gl,,,(R):
g(x) = —B 1Az — Bilcp(x,g(x)) . (6.2)

(Wir wissen schon, dass —B~'A der Kandidat fiir das Differential von g in a = 0 ist, daher
behaupten wir:)

Behauptung: lim \I";‘CI) =0 fiir ¥(z) := —B'p(z,9(x)).

Schritt 1: Es wird zunéchst eine ,verbesserte Stetigkeit* von g in a = 0 gezeigt (— Lipschitz-
Stetigkeit): Behauptung: Es existieren Konstanten 6 > 0 und C' > 0, so dass fiir alle x € B;s(0)
gilt:

lg(@)I < C -l -
Dazu: Wegen ﬁfvyy%)\l — 0 fiir (z,y) — 0, existien (zu & < M) 81,02 > 0, so dass fiir
=] < o1, [lyll < 02 gilt:

1 1
le@wll < grg= 1@l < o= 1@ 0 + 0.y (6.3)
< Ngﬂnmmow+mowm_2“8Hgmm+mm. (6.4)
Es folgt
19 ()] = | B~ o (@, g@)|| < |B7H]| - |z, 9(2)|| < |mwww<m>.

(Hierbei muss man §; < 0 eventuell nochmal verkleinern, so dass || g(x)|| < 82 ist, fiir ||z|| < d1,
was man wegen der Stetigkeit von g in & = 0 machen kann.) Insgesamt bekommt man nun
aus Gleichung (6.2):

lg(@)l < [|B 4] - ||x||+,||x||+ lg@)] -

(Nun kann man den Term g(z) auf der rechten Seite ,,hnks verschlucken“ und erhélt)

o< (15740 + 3) el

also

lg@) < C -zl ,
fiir alle x € Bs(0) (mit 6 := 1) und C :=2 HB_lAH + 1.

Schritt 2 : Zu € > 0 ist nun

e@I = [-B7e(z,g() H
< B (el (z9@@)])
< |1B=H] - & (]l + lg(=))
Schritt 1
< BT ezl + Cllxl)
< [IB7Ha+Oelal
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wenn ||z|| klein genug ist. Das zeigt (da € > 0 beliebig), dass

lim M =0
z=0 |zl

ist (und damit g in a = 0 differenzierbar mit Dg(0) = —B~1A.)

QED.

i? Beweis ¢! des impliziten Funktionensatzes (Theorem 6.1.)

Sei o.

B.d.A. (a,b) = (0,0).

Schritt 1: Wir zeigen, dass es abgeschlossene Kugeln By = {z € R"|||z|| < 71} und B; = {y €

R™|[ly|| < 72} gibt mit By x By C G derart, dass es genau eine Funktion g : B; — B; gibt,
so dass fiir alle (z,y) € By X By gilt:
Fz,y)=0 < y=g(z).
(Die Stetigkeit von g wird spéter gezeigt!)
Betrachte dazu die Funktion ® : G — R™ gegeben durch
(I)(‘ra y) =Yy- BilF(xay)

(wobei wieder B = 2E(0,0) abgekiirzt wird). Es ist dann
Oy

F(z,y)=0 & B 'F(x,y)=0
& y—B'F(x,y) =y
& O(z,y) =y,
also y ein Fixpunkt der Abbildung y — ®(z,y) (fiir gegebenes z) ist. Weil F(0,0) = 0 ist

und F stetig, kann man fiir jedes ro > 0 zunéchst 71 > 0 so klein wéhlen, dass ||®(z,0)| =
|B=1F(x,0)|| < 37 ist, wenn [[z]| < ry ist.

Nach dem Schrankensatz (Korollar 4.13.) ist nun fiir y,y’ € By und jedem x € Bj:

1®(2,y) — (x,y)|| < sup {|[Dy®@ (=, )] |2 € [y, 51} - ly = /|l -

Weil aber
D,®(0,0) = id — B~'-D,F(0,0) = id — B"'B =0
ist und @ stetig differenzierbar, kann man r1,75 > 0 so klein wihlen, dass || Dy, ®(z,y)|| < 1
ist, fiir alle (z,y) € By x Bs. Deshalb ist dann
/ 1 /
12(z,y) = @(z,y)l < 5 ly =¥l (6.5)
und damit
1 _
12, 9)l < @2, y) = (@, 0)[| + [@(z,0) < 5 [lyl + || B~ F(,0)[| <rs (6.6)
~N ~—
<rz

1
<3r2

fiir alle (z,y) € By X By. Damit ist fiir jedes 2 € By die Abbildung ®(z,—) : By — By wegen
Gleichung (6.5) eine Kontraktion und weil By C R™ abgeschlossen (und R™ vollstéindig) ist,
hat entsprechend des Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 2.4.) ®(x, —) : By — B genau einen

Fixpunkt y; wir nennen ihn g(x). Also gibt es zu jedem z € B; genau ein y = g(z) € Ba, so
dass F(z,y) = 0 ist (insbesondere ist g(0) = 0).
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Schritt 2: Es bleibt zu zeigen, dass die Funktion g : By — B, stetig ist. Betrachte dazu den
Vektorraum C(B1, R™) mit der Supremumsnorm

[[h]l = sup [[A(z)] -
reB;

Wie im Beispiel 2.2.1 sieht man, dass C(By, R™) vollstindig ist, weil gleichmiiffige Limiten
von stetigen Funktionen wieder stetig sind. In C(By, R™) betrachten wir die abgeschlossene
Teilmenge

A:={h € C(By,R™)|Bild (h) C By, h(0) =0}

und auf A die Abbildung ¥ : A — A:

Es ist dann

$ ¢ 9
i
ol
8
5

¥
>
I

SS)

Aber W ist eine Kontraktion, denn

lee) —e@)l = s [|(2(R)) - PE) @)
_ sup || (. () — @z, (@)
Gleichl;lg(ﬁﬁ) sup. % (h(z) — h/(x))H
rEB;
— % sup |[(h(z) — ' (2)||
r€B;
1 /
- Lmew

(Es ist wegen Gleichung (6.6) auch U(A) C A.)

Also hat ¥ nach dem Banachschen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt h € A (also h stetig)
und dieser muss g sein. Also ist g stetig.

Schritt 3: Wegen Lemma 6.2. und seines anschliefenden Kommentars ist g sogar stetig differen-
zierbar und damit das Theorem 6.1. (mit U; := By und Us := Bs, r1 evtl. noch einmal
verkleinern und g|Bj : By — Bs) bewiesen.

QED.

6.1.4 Beispiel

Sei G C R™ ein Gebiet mit f : G — R stetig differenzierbar. Fiir ¢ € R betrachten wir die
Niveauflichen
N.={z e G|f(x)=c}.

Ist nun grad f(z) # 0 fir alle z € N, so behaupten wir, dass N, iiberall lokal aussieht, wie der
Graph einer stetig differenzierbaren Funktion ¢ in (n — 1) Verénderlichen. Denn ist z.B. aazf (a) #
0, a € N, so gilt mit a’ = (ay,...,a,_1): Es gibt Umgebungen U’ C R"~! von a’ und I C R von

an, so dass: U’ x I C G und es existiert ein stetig differenzierbares g : U’ — I C R, so dass

f(xlvxn)_czo ~ xn:g(‘r/) ;
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fiir alle (2/,2,) € U x I. Fiir alle z € U x I ist also
x €N, & z € Graph(g) = {(2/,g9(2')|2' €U} .

Z.B. ist fiir f(z) = ||z|*: N, = {z € R"|||z|*> = ¢} (mit ¢ > 0).
Wegen grad f(z) = 2o # 0, Vo € N, ist damit N, lokalGraph einer Funktion in (n — 1)
Verédnderlichen.

6.2 Umkehrabbildungen

Motivation

Seien G, D C R"™ Gebiete und f : G — D stetig differenzierbar. Hiufig m6chte man wissen, ob
f eine Koordinatentransformation ist, d.h. ob f bijektiv ist (also g = f~! : D — G existiert)
und ob g = f~! : D — G selbst wieder stetig differenzierbar ist. (Ist dann y = f(z), so ist f ein
Koordinatenwechsel von x nach y.) Man definiert deshalb:

Definition 6.3.
Seien G, D C R"™ Gebiete. Eine stetig differenzierbare Abbildung f : G — D heifit ein Dif-
feo(morphismus), genau dann wenn f bijektiv und f=!: D — G stetig differenzierbar ist.

6.2.1 Bemerkungen

Seien G, D C R™ Gebiete. Ist f : G — D ein Diffeomorphismus, so muss fiir jedes x € G die
Ableitung Df(z) : R” — R" ein Isomorphismus (also invertierbar, J(z) € Gl,(R)) sein.

i? Beweis ;!

Ist g Inverses zu f, also insbesondere g o f(x) = z, fiir alle x € G, so ist nach der Kettenregel
Dg(f(x)) e Df(x) = D(id)(x) = id

bzw. in Matrizenschreibweise

Jo(F(@)) - Jp(x) =1.
Jg(f(x)) ist damit Inverses zu Jy(z). (Es muss also det J;(x) # 0 sein!)
QED.

6.2.2 Kommentar

(1) Es kann durchaus vorkommen, dass f : G — D stetig differenzierbar ist und bijektiv ohne dass
die Umkehrung g = f~! : D — G differenzierbar ist. Ist f : R — R, f(z) = 2 so ist f
sicher stetig differenzierbar und bijektiv, ihre Umkehrung g : R — R, y + {/y ist aber (im
Nullpunkt) nicht differenzierbar. Beachte: f/(0) = 0 liegt nicht in Gl;(R) = R* = R\{0}.

(2) In Dimension n = 1 ist die Bedingung ,, f'(x) # 0“ fiir eine Funktion f : I — R (I offen) sogar
hinreichend dafiir, dass f ein Diffeomorphismus auf ein offenes Intervall J C R ist. (Nach 6.2.1
ist diese Bedingung auch notwendig.)

Da f’ stetig ist, folgt ndmlich mit dem Zwischenwertsatz aus f'(z) # 0 Va € I, dass f'(x) >
0 Vz el oder f'(z) <0 Vz €I, sagen wir f' > 0. Dann ist f monoton wachsend und damit
existieren die Grenzwerte (mit I = (a,b), a € [—00,00), b € (—00, 0])

;E)I}Lf(x) = CE[—O0,00),
lim f(z) = de(—o0,x)].

r—b
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Es muss dann fiir J = (¢,d) gelten: f(I) = J (erneut Zwischenwertsatz), d.h. f : I — J
surjektiv. f ist auch injektiv (Satz von Rolle). Also existiert g : J — I, g = f~! und ist stetig
differenzierbar (vgl. Mathematik fiir Physiker I) mit

Daher ist f : I — J ein Diffeomorphismus.

Wir verallgemeinern nun diesen Sachverhalt auf Funktionen in mehreren Veréinderlichen (allerdings
nur in einer lokalen Version).

Satz 6.4. Satz iiber die Umkehrabbildung

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R"™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Ist nun a € G
derart, dass D f(a) invertierbar ist, so existieren Umgebungen U C G von ¢ und V' C R" von
b:= f(a), so dass f(U) =V und f|y : U — V ein Diffeomorphismus ist.

6.2.3 Kommentar

Ist f : G — R” stetig differenzierbar, D f(a) invertierbar, U,V C R™ und f : U — V wie in obigem
Satz, so gilt fir g : V — U in b= f(a) :

Dg(b) = (Df(a))™" .
Denn weil g o f = id ist, folgt nach der Kettenregel
Dg(b)Df(a) = id ,

also
Dg(b) = Df(a)™" .

11.01.2005

i? Beweis !
Man mochte die Gleichung y = f(x) um zg = a und yo = b nach x auflésen, x = g(y). Deshalb
betrachtet man folgende Abbildung F': G x R™ — R",

F(x7y>:y_f(x) o
Es ist

6j
ox

also in Gl,,(R). Deshalb liefert der implizite Funktionensatz Umgebungen U C G von a, V C R"
von b und ein stetig differenzierbares g : V- — U, so dass gilt:

(a) ==Df(a),

Flz,y) =0 < z=g(y),
fiir alle (x,y) € U x V und damit gilt fiir alle (z,y) € U x V:
f@)=y < Fzy)=0 < z=9(@y).

Das zeigt, dass f|y : U — V bijektiv ist und g stetig differenzierbar, also ist f|y ein Diffeomor-
phismus.

QED.
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6.2.4 Beispiel

Riumliche Polarkoordinaten sind gegeben durch f: Ry x R x R — R3
f(r,0,0) = (r sinfcosp,r sinfsinp,r cosd) .
f ist (z.B.) injektiv auf
G=Ry x (0,7) x (—m,m)
und fiir ihre Funktionaldetermiante (Jacobideterminante) det Jy : G — R gilt:
det (J(r,0,¢0)) =% -sinf £ 0,

fiir alle (r, 9, ¢) € G. Deshalb ist f mit dem Umkehrsatz (zunéchst nur) lokaler Diffeomorphismus,
aber weil f injektiv ist, auch ein (globaler) Diffeomorphismus auf sein Bild D := f(G).

6.3 Nebenbedingungen

Motivation

Sei G € R™ ein Gebiet und f : G — R stetig differenzierbar. Haufig ist es so, dass man an
lokalen Extrema a € G von f ,unter einer Nebenbedingung“ h = 0 interessiert ist, z.B. in der
Theoretischen Mechanik, wenn Zwangskréfte durch die Nebenbedingung h = 0 gegeben sind. Ist
grad h(a) # 0 an so einer Stelle @ mit h(a) = 0, so gibt einem der implizite Funktionensatz die
Moglichkeit eine notwendige Bedingung zu bekommen, indem man das Problem zuriickfiihrt auf
ein solches ohne Nebenbedingungen.

Definition 6.5.
Sei G C R™ ein Gebiet und seien f,h: G — R stetig differenzierbar. Sei

M = {z € GJh(z) = 0}
und a € M.

(a) f hat ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) unter der Nebenbedingung h = 0, wenn es eine
offene Umgebung U C G von a gibt, so dass fiir alle x € M NU gilt:

f(@) < fla)  (bzw. f(z) > f(a)) .

(b) f hat ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0, wenn f ein lokales Maximum
oder lokales Minimum unter der Nebenbedingung hat.

Satz 6.6.

Seien f,h : G — R stetig differenzierbar, G C R" ein Gebiet und a € M = {z € G|h(z) = 0}.
Es habe f in a € M ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0 und es sei
grad h(a) # 0. Dann gibt es ein A € R, so dass gilt:

grad f(a) = A\ grad h(a) .

6.3.1 Kommentar

(1) Der Gradient von h (in a) steht senkrecht auf den Niveaufliichen von h ® Ubung €. Damit f
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ein lokales Extremum in a € M unter der Nebenbedingung h = 0 hat, muss grad f(a) nicht
notwendig verschwinden, sondern nur senkrecht auf M = {z|h(z) = 0} stehen.

(2) Man kann Lemma 6.2. auch so ausdriicken, dass es unter den beschriebenen Vorraussetzungen
ein A € R gibt, so dass fiir die Funktion g := f + Ah : G — R gilt

grad (g)(a) = 0.

A wird dann als ein Lagrange-Multiplikator fiir das Problem bezeichnet.

i? Beweis ¢!
Da grad h(a) # 0 ist, ist wenigstens eine partielle Ableitung von h in a von Null verschieden, sagen
wir 2 (a). Sei a’ = (ax,...,an_1). Der implizite Funktionensatz liefert dann:

e Umgebungen V C R"~! von o/, I C R von a,, so dass V x I C @ ist,
e cin stetig differenzierbares g : V' — I, so dass fiir alle (a/,2,) € V x I gilt:

hz',z,) =0 & z,=g(z).

Hat nun f : G — R ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0, so hat fop:V — R
ein lokales Extremum in a’ (ohne Nebenbedingung!). Hierbei ist ¢ : V — M C R™,

p(z') = («', g(z")) .
Es ist also nach 5.2.1
grad (fop)(a’) =0.

Fiir i =1,...,n — 1 rechnen wir nun (mit der Kettenregel):
ofoyp), , S of / 90 of of g , ,
=R PPy =N 2L = 1+ L@ @). .
0= 22w =3 (o) G S 1+ @35 @) . 67)
J=1 -4 ——
substack=4;,fiir 1<j<n-—1
Andererseits ist wegen ho p(z') =0 Vz' € V:
_0(hoy), ,  0Oh oh ag , ,

also wegen ;T’Z(a) #0:

99 4\ _ 5. (a)

ax; (a ) B aaxh (a) (68)
Setzen wir nun of

= (a
A = 6;}2‘( ) eR,
e (a)

so folgt natiirlich fiir ¢ = n zunéchst:

af oh

@(a) = AaT;n(a) )
aber dann auch fiir i = 1,...,n — 1, wenn man Gleichung (6.8) in Gleichung (6.7) einsetzt:

of of 8- (a) oh
= —— . — > = A
o, @ = " g, ( 20 (g) o @

also tatséchlich
grad f(a) = Agrad h(a) .

QED.
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6.3.2 Beispiel
Wir betrachten die Funktion f: K — R,

auf

flzy) =y* —a°

K ={(z,y) e R?*2* +y* < 1} .

Da K beschriinkt und abgeschlossen, also kompakt ist (und f stetig), nimmt f sein Supremum
(und sein Infimum) ¢ = sup, ¢, f(x) an! Wir wollen ¢ € R berechnen und die Stellen (z,y) € K,
an denen f dieses annimmt.

(D

(1)

—2x
wad fz.0) = (o ) 0= (2.0) = (0.0)
Hess £(0.0) = (7§ ) indefinit! Also ist (0,0) kein lokales Extremum.

Schluss: flg : G — R, G = {(z,y) € K|z? + y* < 1} hat kein Maximum. (Beachte, dass
5.2.1 nur eine notwendige Bedingung liefert, wenn der Definitionsbereich ein Gebiet ist, also
offen).

Folgerung: Die Maxima (und die Minima) von f miissen auf

M = {(z,y) € Rla® +y*> =1}
liegen.
Betrachte deshalb die Nebenbedingung h = 0, wo h : R? — R gegeben ist durch
h(z,y) =2 +9y>—1.
Hat nun f|p : M — R ein Maximum in (a,b) € M, so muss gelten
grad f(a,b) = Agrad h(a,b)

fiir ein A € R. (Es ist ndmlich grad h(x,y) = (2z,2y) # 0 fiir alle (z,y) € M.) Wir erhalten
deshalb die folgenden Gleichungen

—2r = X2z, (6.9)
% = A2, (6.10)
2+ = 1. (6.11)

Ist & # 0, so folgt aus Gleichung (6.9), dass A = —1 und daher aus Gleichung (6.10) y = 0.
Wegen Gleichung (6.11) folgt z = +1. Ist dagegen z = 0, so ist Gleichung (6.9) offenbar
erfiillt, aus Gleichung (6.11) folgt y = 1 (und dann aus Gleichung (6.10), dass A = +1).
Man erhélt also die vier Kandidaten:

(a,b) € {(£1,0), (0, £1)} .

Da schliellich f(£1,0) = —1 und f(0,£1) = +1 ist, ist ¢ = +1 und wird genau in den
Punkten (a,b) = (0,£1) angenommen.



Kapitel 7

Gewohnliche
Differenzialgleichungen

13.01.2005

Motivation
Ein deterministisches System auf einem Phasenraum G ist dadurch gegeben, dass jedem Punkt

x € G seine ,,.Dynamik® ¢(x) : I(x) — G zugeordnet wird. I(x) C R ist ein offenes Intervall mit
0 € I(x). Wir schreiben dann

und verlangen
Pz)=z.
Weiterhin muss die Vertraglichheitsbedingung gelten:

¢ (¢'(2)) = " ()
fiir alle t € I(x),s € I(!(z)). Insbesondere gilt fiir alle t € I(x):

s€l(pi(x)) & s+tel(x).

7.1 Dynamische Systeme

Definition 7.1.
Ein dynamisches System auf einem Gebiet G C R" ist gegeben durch eine stetig differenzierbare
Abbildung ¢ : Q@ — G, (t,z) — ¢'(z)(:= ¢(t, z)) mit folgenden Eigenschaften:

(a) Q C R x G ist ein Gebiet, so dass {0} x G C Q ist und fiir jedes x € G
I(z) := {t € R|(t,x) € Q}
wegzusammenhéngend ist.

(b) (i) fiir alle z € G gilt
() =
(i) fiir alle z € G und ¢ € I(z) gilt: Es ist s € I(¢*(z)), genau dann wenn s + ¢ € I(z)

und es gilt dann:
¢ (¢ (2) = " (2)

61
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7.1.1 Kommentar

(1)
(2)

Wir nennen G C R" den Phasenraum des dynamischen Systems ¢ : Q@ — G

Weil @ C R x G offen ist, ist auch I(x) € R offen und wegen Definition 7.1. (a) auch wegzu-
sammenhéngend, also ein offenes Intervall

I(@) = (t- (), t4()) .

Hierbei ist t_(x) € [—00,0), t4(x) € (0,400]. Wir nennen ¢_(z) den Anfang von x und t(x)
das Ende von x.

Setzen wir fiir jedes t € R
Gi={reG|tr) e} Cq,

so ist Gy offen und es folgt aus Definition 7.1.(b), dass ¢*(G;) = {¢'(z)|z € G;} = G_; ist
und es ist
o' Gy — Gy

t

ein Diffeomorphismus, denn ¢~" : G_; — G ist sein Inverses:

ool (x) = ¢ " (z) = Ox) =z = id (z) ,

_ At

prop tz)=p"Ha)=¢’ =z =id(z).

Man nennt die Familie (¢!);cgr von diesen Diffeomorphismen den zugehérigen Fluss (oder
Strémung) von ¢. Die Vertriglichkeitsbedingung liest sich dann gerade so:

%05 o SOt — (,OS-H
(dort, wo beide Seiten definiert sind).
Besonders schon ist die Situation, wenn I(z) = R (also t_(x) = —oo und t4(x) = +00) ist,
fiir alle z € G, d.h. Gy = G fiir alle t € R. In diesem Fall ist Q = R x G und man spricht von
einem globalen dynamischen System (oder von einem globalen Fluss) auf G. In diesem Fall ist

also
R — Diff (G), t— ¢

ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (Diff (G), o) wobei
Diff (G) = {f : G — G | f Diffeomorphismus} .

(Umgekehrt definiert ein solcher (stetig differenzierbarer) Homomorphismus ein globales dy-
namisches System auf G.)

Dynamische Systeme sind also geeignet, Prozesse zu beschreiben, die durch drei Eigenschaften
gekennzeichnet sind:

Endlich-Dimensionalitét: Jeder mogliche Zustand wird durch (nur) endlich viele (reelle)
Parameter eindeutig bestimmt

Determinismus: Die Zukunft wie auch die Vergangenheit eines Zustandes sind durch den
(augenblicklichen) Zustand vollsténdig festgelegt

Differenzierbarkeit: Die Anderung der Zustiinde geschieht sowohl in der Zeit, als auch in
der Abhéngigkeit des Anfangswertes in stetig differenzierbarer Weise

Man schreibt auch — ungeachtet der Zweideutigkeit — statt ¢'(z) = (). Die Vertriiglichkeits-
bedingung lautet dann

2(t)(s) = a(t + )
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Definition 7.2.
Sei ¢ ein dynamisches System auf G C R”™. Es heifit dann

FGR @)= ] ) (=50)

das zu ¢ gehdrende Vektorfeld auf G.

\J

7.1.2 Bemerkung

Sei ¢ ein dynamisches System auf G C R” und f : G — R"™ ihr Vektorfeld. Dann gilt fiir alle
x € G und alle t € I(x) (nicht fir ¢t = 0):

i? Beweis ;!
Sei x € G und t € I(z) beliebig. Mit y := x(t) gilt nun:

d d

s) = d
ds szoy " ds

z(t)(s) =

s=0 ds

QED. 18.01.2005

7.1.3 Kommentar

d .
S:O:lc(t +s) = 7 S:tx(s) =(t) .

(1) Es erfiillt also jede der Kurven I(z) — G, ¢~ z(t) (x € G) des dynamischen Systems das
System von n Gleichungen

.ﬁl(t) = f1 (J?l(t), .. ,J}n(t))
in(t) = fa(zi(t),... (1))
oder kurz
&= f(z).
Man nennt ein solches System aus n Gleichungen ein System gewdhnlicher Differentialglei-
chungen, weil in den Gleichungen sowohl die Funktionen zi,...,z, als auch ihre Ableitun-
gen &1, ...,&, auftreten. ,Gewohnlich“, weil die Funktionen z1,...,x, nur von einer reellen

Verénderlichen ¢ abhéngen (und nicht von mehreren Verdnderlichen < partielle Differential-
gleichungen).
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(2) In den meisten Féllen ist es nun so, dass man das dynamische System ¢ auf G gar nicht genau
kennt — es aber sehr gerne kennen wiirde — wohl aber das zugehorige Vektorfeld f : G — R™.
Es stellt sich die fundamentale Frage:
In wie weit legt das zugehorige Vektorfeld f auf G C R™ das dynamische System ¢ fest? Der
zentrale Satz wird sein: Jedes (stetig differenzierbare) Vektorfeld f : G — R"™ legt genau ein
(maximales) dynamisches System ¢ auf G fest! (siehe 7.2.4)

In der gewohnlichen Differenzialgleichung
&= f(x)

ist dann also nach einer Funktion z : I(z) — G (insbesondere auch I(xz) C R) gesucht, die
& = f(z) und z(0) = z erfiillt; das Vektorfeld f ist gegeben.

7.1.4 Beispiel

In der klassischen Mechanik ordnet man jedem Materieteil eine positive Zahl zu: seine (tréige)
Masse m > 0. Eines der grundlegenden Newton’schen Gesetze besagt (bekanntlich): Bewegt sich
ein Teilchen der Masse m > 0 in einem Gebiet D C R3 unter dem Einfluss der Kraft F : D — R?
(das ist ein Vektorfeld auf D), so befolgt die Bahn des Teilchens ¢ — x(t) die Gleichung:

Setzen wir G := D x R? C R® (ein Gebiet im R®) und f: G — R®

o) = (n P @)

sowie z: I — G,

Bestimmt man zum Vektorfeld f : G — R® das zugehorige dynamische System ¢ (d.h. alle
Losungskurven z : I(z) — @), so erhilt man durch Projektion auf die ersten drei Koordinaten
alle Teilchenbahnen z : I(z) — D (bei Vorgabe von z € G) im Kraftfeld F'.

7.2 Anfangswertproblem

Definition 7.3.
Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf G.

(a) Sei I C R ein offenes Intervall. Man nennt eine stetig differenzierbare Kurve z : I — G C
R™ ¢+ z(t), eine Lisung der Differenzialgleichung

&= f(x), (7.1)
wenn fiir alle ¢t € I gilt: &(¢) = f(x(t)).

(b) Ist I C R ein offenes Intervall mit 0 € I, so nennt man eine Losung x : I — G von Gleichung
(7.1) eine Losung zum Anfangswert zg € G, wenn z(0) = z ist.




7.2. ANFANGSWERTPROBLEM 65

7.2.1 Kommentar

Man verdeutlicht sich das Vektorfeld f : G — R™ oft durch das sogenannte Phasendiagramm von
f. Eine Losungskurve x : I — G wird auch als Integralkurve bezeichnet, weil man in einfachen
Fallen die Losungskurven durch den Prozess von Stammfunktionbildung erhalten kann (7.2.9).
Beim Losen spricht man auch vom Integrieren der gewdhnlichen Differenzialgleichung.

7.2.2 Beispiele

(I) Der freie Fall

In der Niéhe der Erdoberfliche zeigt die Beobachtung, dass die Erdanziehungskraft F' auf
ein Teilchen der (schweren) Masse m > 0 nahezu unabhéngig vom Ort ist und proportional
zu m:

F(z) = —mgés g>0 , é3=1(0,0,1)

bei geeigneter Wahl der Koordinaten z = (21, 2, x3). 20.01.2005

Die Erde erzeugt gewissermafien dort nicht ein Kraftfeld, sondern ein Gravitationsfeld G mit
G(x) = —gés. Das Kraftfeld, welches auf das Teilchen (der schweren) Masse m > 0 wirkt,
ist dann F'(z) = mG(z), hingt also vom Teilchen selbst ab (Gravitationsgesetz).

Unser ,,Zustandsraum® ist damit D = R? x R und wir miissen die Gleichung

mI = —mgeés

also
T = —geés ,

(wegen triige Masse = schwere Masse) integrieren, d.h. auf G = D x R?® C R® das System

T = Y
Ta = Y2
T3 = Y3
o=

U2 =

ys = —g.

Die Losungen sieht man hier unmittelbar durch Integration:

T (t) = blt “+ a;
Zo (t) = bgt + ao
1

z3(t) = figtz O
yi(t) = b

y2(t) = b2

ys(t) = —gt+bs

mit (Integrations-) Konstanten aq,...,b3 € R. Es ist dann 2(0) = a und £(0) = b, also das

zu f:G— RS f(x,y) = (y,—gés) gehorende dynamisches System ¢ gegeben durch
t L oo, 5
Play) = —g9t°es +yt +a,—gtés +y

(und ¢ : 2 — G mit Q = {(t,x,y) €R x G| — %gt2 + tys + x3 > 0}) und damit die Losung
von mi = F(x) auf D C R3 zum Anfangswert (z,y) € G:

PH(z,y) = —%gt2é3 +ty+az ((=a(t))

(— Parabelbahn).
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(IT) Das Hooke’sche Gesetz:
Ein Teilchen der Masse m > 0 bewege sich vertikal unter dem Einfluss der Kraft einer Feder.
Das Hooke’sche Gesetz besagt: Die Kraft, die auf den Korper einwirkt, ist proportional zur
Auslenkung und entgegengesetzt orientiert,

F(z) = —kz

mit k > 0 (Federkonstante).
Die gewohnliche Differenzialgleichung, die also zu l6sen ist, ist

mi = —kx .

Setzt man
w:z\/£>0 ,G=RxR ,f(m,y)z(y,—wzx) ,

so muss man also das dynamische System von

= Y
= —w’z

bestimmen. Es ist gegeben durch (systematische Herleitung folgt spiter)

z(t) = zcoswt + L sinwt
w

y(t) = —wzxsinwt+ ycoswt .

Definition 7.4.
Sei m € IN. Ein System gewohnlicher Gifferenzialgleichungen m-ter Ordnung auf einem Gebiet
D C R™ ist gegeben durch eine stetige differenzierbare Abbildung

f:DxR*x---xR" —R"
—_———
(m—1) -mal

und der Gleichung

(™M = f (a:,jc, . ,m(m_1)> . (7.2)

7.2.3 Kommentar

(1) Unter einer Losung von Gleichung (7.2) versteht man eine stetig differenzierbare Kurve, x :
I — D CR, ICR ein offenes Intervall, so dass fiir alle ¢t € I gilt:

™) = f (a:(t), O ,le)(t)) .

(2) Eine Losung « : I — D heifit eine Ldsung zum Anfangswert (xo,y1,-..,Ym—1) € G := D X
R™*™m=1) | wenn gilt:

95(0) ENC

R/\
i
=
—~
=
=
I

Ym—1 -
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7.2.4 Bemerkung

Man kann die Losung eines Systems m — ter Ordnung auf einem Gebiet D C R”,
2 = (20,8 0), .20

stets auf die Losung eines System 1. Ordnung auf G = D x R*(™~1) C R™" zuriickfithren. Man
definiert dazu das Vektorfeld g : G — R™™ durch

9z y1s - Ym-1) = (Y1, Y1, F(@ Y1, Y1)

und 16st
2 =g(2)
mit z = (z,91,---,Yn-1) € G .

i? Beweis ;!

Ist z:1— D CR" ¢t~ () Losung von 2™ = f (2(t),4(t),...,2m D (t)), soist 2 : I — G C

R
2(t) = (x(t),:’v(t),...,x(m)(t)) ,

Losung von z = g(z).
Ist z: I — G t~ z(t) Losung von 2z = g(z) und z(t) = (x(¢t),y(t),...,ym—-1(t)), soist z : I —
D tw— z(t) Losung von

M = f(x, e ,x(m_l)) .

QED.

Definition 7.5.

Sei I C R ein offenes Intervall. Ein (stetig differenzierbares) zeitabhingiges Vektorfeld f auf
einem Gebiet D C R™ ist eine (stetig differenzierbare) Abbildung f : I x D — R"™ (t,z) —
f(t,z). Man nennt dann das System gewohnlichlicher Differenzialgleichungen

i = f(t,z) (7.3)

nicht-autonom, wenn f explizit von ¢ € I abhéngt. Ist f unabhéngig von ¢ (wie bisher), so heif}t
& = f(z) ein autonomes System.

7.2.5 Kommentar

(1) Sei J C I ein offenes Teilintervall und & = f(¢, x) ein (nicht-autonomes) System auf D C R™.
Eine stetig differenzierbare Kurve x : J — D heifit eine Lésung von Gleichung (7.3), wenn fiir
alle t € J gilt:

i(t) = f(t, (1)) .

(2) Sei J C T und z : J — D eine Losung von Gleichung (7.3) und ¢y € J und z¢ € D. Es heifit
dann z eine Lésung von Gleichung (7.3) zum Anfangswert xg € D zur Anfangszeit tg € J,
wenn gilt

ZL'(lLo) =Xo -

7.2.6 Bemerkung

Man kann die Losung eines nicht-autonomen Systems & = f(¢,z) auf einem Gebiet D C R™ auf
die Losung eines autonomen Systems auf G := I x D wie folgt zuriickfithren:
Man setze g : G — R"1 =R x R"

g(s,x) = (Lf(s,x)) ,
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z = (s,x) € G und lése dann z = g(z) auf G.

i? Beweis !

Sei z : J — D eine Losung von Gleichung (7.3) zum Anfang (tg,z¢) € G, also z(tg) = zo. Es ist
dannz:J —-G=1IxD
2(t) = (t,x(t))

Losung von 2 = g(z) mit Anfangsbedingungen z(tg) = (to, o). Ist umgekehrt z : J — G Losung
von % = g(z) mit Anfang z(tg) = (to,x0) =: 20, so ist z(t) = (t,z(¢)) und = : J — D dann eine
Losung von Gleichung (7.3) zum Anfang xg bei Anfangszeit ¢ty € I.

QED.

7.2.7 Kommentar

Ist f: G — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem Gebiet G C R, so spielt die Zeit
to = 0 bei der Losung des Anfangswertproblems

& =f(x)

(AWP) {x(o) i,

keine besondere Rolle. In vollkommen analoger Weise spricht man bei einer stetig differenzierbaren
Kurve z : I — G (I C R offen) von einer Ldsung des Anfangswertproblems

& =f()

LE(tQ) = X0 ’

(AWP) {

wenn z : I — G eine Losung von & = f(x) und x(tp) = x¢ ist. Hierbei ist ty € R eine beliebig
vorgegebene Zeit.
7.2.8 Beispiele

(I) Keplers Gleichung
Nimmt man die Sonne als (wegen ihrer im Vergleich zu den Planeten riesigen Masse) als

unbeweglich im Ursprung eines Koordinatensystems = = (x1,22,23) an, so bewegt sich
ein Planet (unter Vernachldssigung des Einflusses der anderen Planeten) vermoge folgender
Gleichung;:
1 =z x
e |z Jaf

Die Einheiten sind so gewihlt, dass fiir die Konstanten gilt: M = 1 (Sonnenmasse) und
~v =1 (Gravitationskonstante).
Der Phasenraum ist also hier G = (R*\{0}) x R* C R® und das Vektorfeld f: G — R ist

Das Gravitationsfeld G(z) = —#, welches die Sonne erzeugt, ist also zur Sonne gerichtet

und umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes. Man kann zeigen: Ist fiir die
Anfangsbedingung (z,y) € G die folgende Grofe

L(z,y) =z xy#0,

so existiert die Losung ¢ — xz(t) fiir alle Zeiten I(x,y) = R und beschreibt eine Ellipse,
Parabel oder Hyperbel, je nachdem ob die Grofle

1 9, 1
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x

ist. Die Abbildungen L : G — R? und E : G — R sind Bewegungsinvarianten fiir & = TP
d.h. fiir alle (z,y) € G gilt fiir die zugehérige Bahn ¢ — (z(t),y(t)) € G:

L(z(t),y(t)) = L(z,y) , E((x(t),y(t)) = E(z,y) .

(IT) Das n-Kérperproblem:

Bewegen sich n Korper (n € IN) mit den Massen my, ..., my, > 0 im 3-dim Raum unter dem
Einfluss ihrer gegenseitigen Gravitation, so erfiillen die Koordinaten xz1,...,z, € R? ihres
Ortes die Gleichungen (Gravitationsgesetz):

m;¥; = —E m;m; J37 (j=1,...,n).
mi—xj|
#J

Der Phasenraum ist also hier
G = (R*\A) x R*" C R,
wobei A die ,,Diagonale
A= {(z1,...,2,) € R*|2; = 2 fiir ein Paar (4,5), i # j}
bezeichnet. Fiir das zugehérige Vektorfeld f : G — R®" erhilt man, dass
f(z,y) = (y, —grad (U)(x))
ist, wobei U : R®*"\A — R das Potential

-y
lz; — 2]

1<j

bezeichnet (sogenanntes konservatives Kraftfeld). Fiir n > 3 sind die Losungskurven (fiir
alle (z,y) € G) nicht bekannt!

7.2.9 Kommentar

(1) Im Allgemeinen hat man keine Chance ein System gewohnlicher Differenzialgleichungen
&= f(z)

auf einem Gebiet G C R™ bei Vorgabe von f : G — R™ zu integrieren, d.h. das zugehorge
dynamische System ¢ explizit zu bestimmen. (In Theorem 7.9. wird nur die abstrakte Existenz
und Eindeutigkeit gezeigt.) Man ist daher (etwa beim 3-Kérperproblem) schon damit zufrieden,
blofle qualitative Aussagen iiber die Bahn ¢ — x(¢) (in Abhinggkeit von der Anfangslage
2(0) = xp) zu bekommen, z.B. Antworten auf die Fragen

o Ist t — x(t) periodisch, d.h.: es gibt ein 7' > 0, so dass z(t + T) = z(t) fir alle t € R =
I(x)?

e Konvergiert t — z(t) fiir t — oo gegen eine Gleichgewichtslage y € G, d.h. ein Punkt
mit I(y) =R und y(t) =y, Vi € R?

e Oder auch nur, fiir welche = € G ist iiberhaupt I(z) = R?
Nach Poincaré nennt man dieses Studium die sogenannte ,,Qualitative Theorie gew6hnlicher

Differenzialgleichungen®. Es ist ein eigensténdiges Forschungsgebiet der Mathematik, meistens
unter dem Titel ,,Dynamische Systeme“ bekannt.

(2) Hat man spezielle Informationen iiber f (oder auch nur G), so kann man freilich & = f(z) in
manchen Fillen doch explizit integrieren, z.B. in folgender Sitution:
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7.3 Losungsansitze

Proposition 7.6.

Sei G C R! ein Intervall und f : G — R eine stetig differenzierbare Funktion und z¢ € G mit
f(zg) # 0. Seien weiter 01,92 > 0 derart, dass (zg — 01,20 + J2) € G und f(z) # 0 fur alle
x € (xg — 01,0 + d2). Sei dann 7 : (zg — 1,20 + J2) — R gegeben durch

(" du
xo (u)
Dann gilt: Ist 7 = Bild () C R, so ist I C R ein offenes Intervall 7 : (g — d1,20 + d2) — I ein

Diffeomorphismus und seine Umkehrung 7—! =: ¢ ist Losungskurve von @ = f(z) auf G zum
Anfang xg.

7(x)

i? Beweis !

Esist 7/(x) = ﬁ # 0 und nach dem Zwischenwertsatz fiir alle x € (xg — d1,xg + d2) von gleichem
Vorzeichen, also 7 streng monoton. Wiederum nach dem Zwischenwertsatz ist daher 7 bijektiv
auf sein Bild I und nach dem Umkehrsatz ist I C R dann auch offen und fiir die Umkehrung
o : I — (xg— 081,20+ d2) gilt

S

—~
~

S~—

I

I
-

I
g
—~
S
—~

~
=
~—~

fiir alle t € I. Also ist 7 Diffeomorphisumus, ¢ : I — G Losung von & = f(x) und hat Anfang
(wegen 7(zo) = 0):

©(0) = =0 .
QED.

7.3.1 Kommentar

(1) Man kann also eindimensionale Gleichungen durch ,,Quadratur® 16sen, d.h. durch die Prozesse
der ,,Stammunktionbildung® und ,,Invertierung®.

(2) Ganz allgemein sind die Punkte 29 € G wo ein gegebenes Vektorfeld f : G — R" (G C R™ ein
Gebiet) verschwindet, f(zp) = 0, fiir das dynamische System & = f(z) besonders einfach: Es
ist néimlich I'(xg) = R und xo(t) = 2o Vt € R (sogenannte Gleichgewichtslagen). Damit ist das
dynamische System ¢ von & = f(z) auf G C R vollstindig bestimmt. Sein Phasendiagramm
sieht so aus:

Phasendiagramm
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In den Nullstellen von f ruht das System, zwischen ihnen lduft es (monoton) von einer zur
néchsten Nullstelle (und braucht dafiir unendlich viel Zeit). An den Réndern des Intervalls G
koénnen die Flusskurven in endlicher Zeit ,entweichen*(vgl. 7.4.6).

(3) Der Beweis des Satzes zeigt die Berechtigung der folgenden ,,Physikerrechnung“: Integration

durch Trennung der Variablen

P=f@) > T=f@) > qe=dt o f((lrf):/o dt = t(x)

7.3.2 Beispiel

(I) Seia € Rund f: R — R, = +— az (linear). Die Lésung von & = ax auf G = R zum
Anfangswert xo > 0 fiir a # 0 ist nach (Proposition 7.6.) fiir z > 0 gegeben durch

“d 1 @ 1
t(x) = X 2yl =" (1‘)
wy QU G w a Zo
= at = In <$> > et= 2
Lo Lo
= 2(t) = mp-e™ ,VteER

Diese Formel gilt auch fiir alle 29 € R, fiir alle a € R (insbesondere ist der Fluss global).

(I1) Sei f : R — R , f(z) = 1+ 2? (quadratisch). Die Losung zur Anfangslage zo = 0 ist
gegeben durch:

xT
tlx) = —— = arctanu|} = arctanz
@ = | ;

Beachte: 1(0) = (¢-(0),¢+(0)) = (=%,%), d.h. ¢t — x(t) ist ,in endlicher Zeit im Unendli-
chen®.

7.4 Lipschitz-Stetigkeit

Definition 7.7.
Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ ein Vektorfeld.

(a) Es heifit f Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 gibt, so dass fiir alle z,y € G gilt:
1f(x) = F@Il < L-flz =yl -
Es heifit dann L eine Lipschitz-Konstante fir f.

(b) Es heifit f lokal Lipschitz-stetig, wenn jedes x € G eine offene Umgebung U C G besitzt,
so dass f|y : U — R™ Lipschitz-stetig ist.
(f Lipschitz-stetig < 3L >0 Vz,y € U : | f(x) — f(y)| < L- ||z —yl|)

7.4.1 Bemerkung

Sei f: G — R"™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem Gebiet D C R™. Dann ist f lokal
Lipschitz-stetig.
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i? Beweis ;!

Sei 9 € G beliebig und r > 0 so klein, dass K := B,.(x¢) C G ist. Sei U := B,(z¢) und
weiter ||.|| die Operatornorm auf Hom(R™, R™) (bzgl. der euklidischen Norm (vgl. 4.1.2)). Weil nun
K — R, z— |[|[Df(x)| stetig ist und K kompakt, existiert ein L > 0 mit ||Df(z)| < L fiir alle
x € K. Sei nun z,y € U beliebig. Dann ist die Verbindungsgerade {(1 — t)z + ty|t € [0,1]} ganz in
U und deshalb nach dem Schrankensatz (Korollar 4.13.):

() = FWIl < L-[lz =yl

Also ist f|y Lipschitz-stetig.
QED.

Proposition 7.8.
Sei G C R”™ ein Gebiet und f : G — R"™ lokal Lipschitz-stetig. Ist nun K C G ein beliebiges
Komaktum, so gilt:

I | i K—R"

ist Lipschitz-stetig.

i? Beweis ;!

Angenommen nicht.
= VneN Iz,,yn) € K x K, so dass

1f (zn) = flyn)ll > 1[0 —ynl

ist. Nach Ubergang zu einer Teilfolge von (x,,%,) diitfen wir annehmen, dass (x,) — p und
(yn) — g mit p,q € K (Satz 3.3. Bolzano-Weierstraf).

Behauptung: p = ¢. Denn ist ¢ > 0 beliebig, wihle nun ny € IN so grof, dass ||z, —p|| < § und
lyn — pll < § fiir n > ng ist. Dann ist:

lp—qll = I—2n)+ (@0 —yn) + (Yn — )l
lp = 2ol + |20 = yull + llyn — 4l

e 1 €
§ + E Hf(xn) - f(yn)H Jrg s
<N f @) I+ f (yn)ll

IN

A

fiir alle n > ng. Sei weiter M > 0 so grof}, dass ||f(x)| < M fiir alle z € K (vgl. Satz 3.9.) und
n > ng so grof, dass 24 < 5 ist. Mit diesem n ist dann:

n

” ||<6+2M+8<
= -+ —+-<e¢.
Prdli=3T T3>

Fiir alle € > 0! Also muss ||p — ¢|| = 0 sein, also p = q.

Aber f ist lokal Lipschitz-stetig. Daher existiert eine offene Umgebung U C G von p und L > 0,
so dass fiir alle z,y € U gilt:

() = Fll < Lz =yl -

Ist nun n € IN so groB3, dass n > L ist und z,,y, € U, so ist:

1f(zn) = fyn)ll > nllzn —ynll > Lllzn —yull -

4 Widerspruch %
QED.
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Theorem 7.9. Existenz- und Eindeutigkeits-Satz von Picard-Lindel6f

Sei G C R"” ein Gebiet, f : G — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld und zy € G. Dann
existiert ein 6 > 0, so dass es genau eine stetig differenzierbare Abbildung « : (=4, ) — G gibt,
die Losung von & = f(x) zum Anfangswert x ist,

& o= f(z(®)
z(0) = xo.

7.4.2 Kommentar

Die Grundidee beim Existenzbeweis (und dann auch fiir die Eindeutigkeit) ist folgende: Ist x :
(—0,9) — G Losung, so folgt durch Integration mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechnung

x(t) —x(0) = /0 z'(s) ds = /0 f(z(s)) ds
also
x(t) = xo +/O f(z(s)) ds (7.4)

und damit ein Fixpunkt der Abbildung ®, die jeder Funktion ¢ die Funktion ®[p] zuordnet, die
gegeben ist durch

B[] (t) = w0 + / F(e(s)) ds .

Man versucht nun deshalb den Raum, auf dem ® definiert ist, gerade so zu wéhlen, dass man den
Banach’schen Fixpunktsatz (Satz 2.4.) anwenden kann.

i? Beweis ;! des Satzes von Picard-Lindelof
e Schritt 1 (Fixpunkt)

Da G offen ist, existiert ein r > 0, so dass K := B,(r9) C G. Da K kompakt und f|x stetig,
existiert ein M > 0, so dass Vo € K gilt: ||f(z)|| < M. Nach Bemerkung 7.4 und Proposition
7.8. existiert ein L > 0, so dass f|x Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L ist. Setze nun

. 1 r
5—m1n{L,M}

Sei nun 6 < & beliebig. Wir betrachten den Vektorraum

X = {go : [-6,6] — R"|¢ stetig } =C([-0,4],R™)
mit der Maximumsnorm

el = max_[le@)] -
te[—6,9]

Es ist dann (X, ||.||.,) ein Banachraum, weil die gleichméfiigen Limiten stetiger Funktionen
wieder stetig sind. Wir betrachten die Teilmenge

A={p e X|p(0) = w0, 0([-3,3) C K} .
Es ist dann A abgeschlossen. Schliellich betrachten wir fiir ¢ € A die neue Funktion
®lp]: [-,0] = R"

gegeben durch t
P[p](t) = o +/O f(e(s)) ds .

01.02.2005
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Es ist dann @[] wieder stetig (sogar stetig differenzierbar) und es ist auch ®[@](0) = zo. Es
ist auch ®[¢|(t) € K Vt € [-0,0], denn

t Lemma 4.14. t ~ T
fotel) —aol < | [ £(eto) as| “E | [ (ptel) as| < ovr < oar =
0 0 o7
<M

Damit ist ® eine Abbildung von A nach A, ® : A — A. Schlielich behaupten wir, dass ®
eine Kontraktion mit Konstante ¥ = JL , 0 < ¥ < 1 ist:

[®lp] -2l =  max
[t|<o

[ Gets - steton as

Lemma 4.14.

< max/ (1 f(o(s)) = F(wo(s))]| ds)
0

[t]<é

)
< L — d
< / lo(s) = %(s)]| ds
F

< L = d

< f ¥l s
N T

= dllp—9l.

fiir alle ¢, € A. Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt, dass ® genau einen Fixpunkt
@ € A hat.

Schritt 2 (Existenz)

Wir hatten fiir jedes § < d ein ¢ mit ®5[p] = ¢ gefunden. Setze nun z : (=4,0) — G, a(t) =

o(t) wo fiir t € (—6,8) erst ein § > 0 mit 0 < |t| < § < § gewiihlt sei und dann ¢ der Fixpunkt
von ®5 aus Schritt 1 sei.

Die Eindeutigkeit in Schritt 1 zeigt, dass z(t) nicht von der Wahl von ¢ abhéingt. Es folgt,
dass z stetig ist und Vt € (-4, 9):

¢
z(t) = xo —|—/ f(xz(s)) ds .
0
Daher ist z sogar stetig differenzierbar (weil die rechte Seite es ist) mit

&= f(z),
also ist x Losung des Anfangswertproblemes.

Schritt 3 (Eindeutigkeit)
Ist z : (—6,0) — G eine Losung von & = f(x) mit 2(0) = =g, so ist fiir alle ¢ € (=4, )

x(t) = xo —l—/o f(e(s)) ds

also fiir jedes 0 < 6 < & ist x\[f 5,5 €in Fixpunkt der Abbildung ®;. Daraus folgt, dass x
cindeutig festgelegt ist auf [—4, 4], also auch auf (—4,4).

QED.
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7.4.3 Kommentar

(1) Man beachte, dass der Existenzsatz nur die Existenz der Losung fiir ,kurze Zeiten“ (—4,9)
liefert (Kurzzeitezistenz).

(2) Der Beweis gibt eine untere Schranke fiir die Lebensdauer der Losung,

1
d(zg) = min{L,]C[} ,

wobei 7(xg) so ist, dass K := B,(z9) C G ist, M eine Schranke fiir ||f|| auf K und L eine
Lipschitz-Konstante fiir f (z.B. eine Schranke auf ||[Df||) auf K.

Definition 7.10.

Sei G C R"™ ein Gebiet und f : G — R" stetig differenzierbar. Eine Loésung z : I — G (I C
ein Intervall) von & = f(z) auf G heift mazimal, wenn gilt: Ist I C R ein Intervall mit I D
und 7 : I — G eine Lésung von 4 = f(x) und Z|; = x, so gilt bereits I = I (und Z = z).

R
1

Proposition 7.11.

Sei G C R™ ein Gebiet, ein f ein stetig differenzierbares Vektorfeld und seien  : I — G und
y:J — G, I,J CR offene Intervalle mit 0 € I N J, Losungen von & = f(x) mit Anfangswert
2(0) = y(0) = 29 € G. Dann gilt fiir allet € I N J:

i? Beweis ;!

Sei A = {t e INnJlx(t) = y(¢)}. Wir behaupten, dass A = I N J. Sei dazu [ = (t_,ty), J =
s

(s—,s4+) und 0.B.d.A. t; < s,. Ahnlich wie in (Korollar 4.15.) setzen wir
to=sup {7 € (0,t)| VO<t <7 |a(t)=y(t)} .

Nach dem Eindeutigkeitssatz existiert ein § > 0, so dass z(t) = y(t) V0 <t < . Also ist t4 >
to > 6 > 0. Angenommen ¢y < ty. Aus Stetigkeitsgriinden folgt dann z(tg) = y(to) =: 2. Mit dem
Eindeutigkeitssatz folgt weiter: Es existiert ein dz, > 0, so dass z:(t) = y(t) Vt € (to — 0z, to + 0y )
4 Widerspruch %

Daraus folgt to = t4. Argumentiere dhnlich fiir t_, also insgesamt A =1nNJ.

QED.

Satz 7.12.
Sei G C R”™ ein Gebiet, f : G — R”™ stetig differenzierbar, zy € G. Dann existiert genau eine
maximale Losung z : I — G von & = f(x) mit 2(0) = x.

i? Beweis ¢!

Ist y : J — G Losung von & = f(x) mit y(0) = 2o (0 € J), so notieren wir diese mit (y,.J). Sei nun

I= |J JCR.
(y,J)
ist Losung

Dann ist I C R offenes Intervall und ist ¢ € I beliebig, so withlen wir (y,J) so, dass t € J ist
und setzen x(t) = y(t), = : I — G. Wegen Proposition 7.11. héngt das nicht von der Wahl von
(y,J) ab. Es ist dann x offenbar Losung des Anfangswertproblemes, die maximal ist und nach
Konstruktion und Proposition 7.11. die einzige maximale Losung.

QED.

03.02.2005
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7.4.4 Kommentar

(1) Wir schreiben fiir das Definitionsintervall I der maximalen Losung

I(xo) = (t—(x0), t+(x0)) ,
wobei t_(zg) € [—00,0) und t4(xo) € (0, 00] ist.

(2) Wir setzen nun weiter
Q= {(t,z) eRx G|t I(x)}

und
0: Q-G , (t,x)— o' (x) =z(t),

wobei z(.) die maximale Losung zum Anfangswertproblem mit Anfangswert x ist.

(3) Man kann nun zeigen (siehe z.B. Hirsch, Smale: Differential Equations, dynamical
systems and linear algebra), dass 2 offen ist und ¢ stetig differenzierbar (Nachweis stetig:
einfach; stetig differenzierbar: schwer).

(4) ¢ definiert ein dynamisches System auf G (Definition 7.1. (b)).

Behauptung
Pz) =
sel(¢(z)) & s+tel(w)
e @) = ¢ (¢'(x) VEel(z)Vsel(y'(z))
i? Beweis !

Offenbar ist ¢°(z) =z Vr € G und ist € G und t € I(z), so losen
B (@) -t @=0) =G Bs) =),
md Ui (t (@), (¢'@)) = G, W(s) = (¢ (@)
die Differenzialgleichung @ = f(x) zum Anfangswert ¢'(z) : ®(0) = ¢*(z) = ¥(0),

d

=1 @7 (x) = f(e*(2)) = F(R(s)) ,
d

o=s+t
v(s) = o7 (¢ (@) = (" (¢"(2)) ) = F(2(s) -

do o=s8

AuBlerdem sind beide Lésungen maximal und daher gilt fiir alle ¢ € I(x):
sel(p'(x)) & s+tel(x)
und fiir diese gilt:
O(s) = U(s) ,
also ©* (p!(z)) = "t () fiir alle s € I(¢'(z)).
QED.

(5) Ein dynamisches System ¢ : Q — G heiit mazimal, wenn gilt: Ist & : Q — G ein dynamisches
System mit 2 D Q und @l = ¢, so muss bereits 2 =  sein (und damit ¢ = ¢).

(6) Das dynamische System ¢ : @ — G, das wir in (1) und (3) zu einem Vektorfeld f : G — R"
konstruiert haben, ist offenbar maximal. Sein assoziiertes Vektorfeld (nach 7.1.2) ist offenbar
gerade f.

(7) Ist umgekehrt ¢ : Q@ — G ein maximales dynamisches System auf G und f : G — R" das
assoziierte Vektorfeld, so ist da zu f gehérende dynamische System nach (2) und (3) gerade
wieder ¢.
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Wir habe damit gezeigt (bis auf die Liicke (3)):

Theorem 7.13.

Sei G C R" ein Gebiet. Es gibt dann eine 1:1-Beziehung zwischen den maximalen dynamischen
Systemen ¢ auf G und den stetig differenzierbaren Vektorfeldern f auf G, die jedem ¢ sein
assoziiertes Vektorfeld bzw. jedem f die Gesamtheit der maximalen Losungen von & = f(x)
zuordnet.

{maximale dynamische Systeme ¢ auf G} & {stetig differenzierbare Vektorfelder auf G}
d ¢
 — f= dt tzg(@ )
maximale Lésungen von & = f(z) « f

7.4.5 Kommentar

Der Ubergang ¢ + f ist einfach (,Differenzieren kann jeder), der Ubergang f + ¢ schwer (,In-
tegrieren ist eine Kunst“). Im allgemeinen weiss man nicht einmal, ob bei gegebenen f : G — R"
und z € G das Ende t;(z) € (0,00] endlich oder unendlich ist (z.B. beim 3-Koérper-Problem).
Der folgende Satz besagt aber immerhin, dass die Bahnkurve ¢ — z(t) eines Punktes x € G mit
t4(x) < oo jedes Kompaktum K in G verlassen muss, wenn ¢ — ¢4 (x) geht, d.h. ¢ — z(t) strebt
zum Rand von G oder (betragsweise) nach Unendlich, fiir ¢ — ¢4 (z). Sozusagen: ¢ — x(t) kann
sich in endlicher Zeit ,,nicht einfach in Luft auflosen*.

Satz 7.14.

Sei G C R™ ein Gebiet, f ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf G und z € G derart,
dass t4(z) < oo. Ist K C G ein Kompaktum, so gibt es ein 0 < 7 < t4(x), so dass fiir alle
T<t<ty(x)gilt: z(t) € K.

i? Beweis !

Die Abbildung

dist( . ,0G) : G — (0,00), (7.5)
dist(z,0G) = inf{]|lz —y|||y € 0G} , (7.6)

ist stetig. Da K kompakt, nimmt h := dist(., 0G)|x nach Weierstraf§ (Satz 3.9.) ihr Minimum an,
sagen wir mit p > 0. Es ist also mit 7 := £ > 0,

B.(z) CG VreK .

Seien weiter M > 0 und L > 0 Schranken fiir ||f| bzw. || Df|| auf B,(k) = U,cx Br(z) (erneut
Weierstrafl). Dann besagt Kommentar (7.4.3): Ist ¢t € (0,4 (z)) mit x(¢t) € K, so ist t,(z) =
t(z(t)) =6+t mit 6 = min{$, L }. Fiir alle ¢ € (7,%4(z)) mit 7 := ¢, (z) — § muss also gelten:
x(t) ¢ K.

QED.

7.4.6 Kommentar
(1) Eine entsprechende Aussage gilt, wenn ¢_(z) > —oo ist.

(2) Bleibt eine Losungskurve t — z(t) in K, z.B. wenn  lim )x(t) = p ist, fiir ein p € G, so
t—ty (z
muss t4(z) = oo sein (vgl. 7.3.1(3)). In diesem Fall muss p dann eine Gleichgewichtslage sein.
X fvung &
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Kapitel 8
Lineare Systeme

03.02.2005

8.1 Lineare Systeme

Definition 8.1.
Sei I C R ein offenes Intervall und A : I — Mat ,(R) eine stetig differenzierbare Abbildung.

(a) Man nennt die Differenzialgleichung
= A(t)x
ein (nicht-autonomes) homogenes lineares System.
(b) Ist b: I — R™ stetig differenzierbar, so heifit

&= A(t)z + b(t)

ein (nicht autonomes) inhomogenes lineares System.

8.1.1 Kommentar

(1) Nach 7.2.6 kann man aus dem nicht-autonomen System & = A(t)z + b(t) auf R™ durch

1
& = A(s)z+b(s) (8.1)

ein autonomes System auf
G=1xR"CR""!

machen. Zu (tg,z9) € G gibt es dann nach Satz 7.12. eine maximale Lésung  : J — R"
von Gleichung (8.1) mit dem Anfangswert ¢(to) = (to, o). Es muss dann ¢(t) = (¢,z(t)) und
damit J C I sein. Es gibt also zu (tp,x0) € I X R™ genau eine maximale Losung « : J — R™
von & = A(t)x + b(t) mit J C I (und ¢y € J).

(2) Hier ist es unzweckméfig von & = A(t)x + b(t) auf Gleichung (8.1) zu wechseln, weil dadurch
die (affin-) lineare Struktur der rechten Seite verloren geht.

(3) Wir sprechen im folgenden von globaler Ezistenz, wenn die maximale Losung auf J = I gegeben
ist.

08.02.2005
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Lemma 8.2. Gronwall-Lemma
Sei 0 < bund u : [0,b] — [0,00) eine stetige Funktion. Es gebe weiterhin Konstanten L,C > 0,
so dass fiir alle ¢ € [0, D] gilt:

u(t)SC’JrL/Utu(s)ds.

Dann gilt fiir alle ¢ € [0, b]

8.1.2 Kommentar

Man beachte, dass z : R — R", t — Ce’* die Losung von & = L auf R" zum Anfang z(0) = C ist.
Wire u stetig differenzierbar mit 4(0) < C' und u < Lu, so wiirde Lemma 8.2. gerade ausdriicken,
dass u(t) < x(t) bleibt, fiir alle ¢ € [0,b], denn aus u(0) < C und @ < Lu folgt durch Integration:

u(t) = u(0) + /O a(s) ds < C+ /0 Lu(s) ds

i? Beweis ;!
o 1.FallC' >0
Setze U : [0,b] — [0, 00),

U(t) :== C'+L/0 u(s) ds .

Dann ist U stetig differenzierbar und U(t) = Lu(t) > 0, Vt € [0,8], also ist U monoton
steigend. AuBerdem ist U(0) = C > 0. Also ist U(¢t) > C , Vt € [0,b]. Es folgt
d Ut) Lu(t)
— InU(t — L — <L
at () = ui) U@ — 7

weil v < U nach Varaussetzung. Also ist

ImU(t) —InC = IU()—InU(0 / Fh (InU(s
s

t
< / Lds=Lt
0
und damit
Ut Ult exp mhono‘g)n
%) _ (m c(*)) LR eap(Lt) = u(t) SU(t) < Celt
e 2Fall C' =0

Wiéhle eine Folge (¢,) in R mit ¢, > 0 und (¢,) \, 0. Der 1.Fall liefert dann:
u(t) < cpett |Vt e[0,b] , Vne N

und damit auch
u(t) < lim c,e =0 , Vt€[0,b] .
n—oo

Es ist also u = 0.

QED.
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Satz 8.3. Langzeitexistenz
Sei I C R offen, A : I — Mat,(R) und b: I — R™ seien stetig differenzierbar. Ist dann ¢y € I,
2o € R™ und z : J — R" die maximale Losung von & = A(t)z + b(t) mit z(tp) = xo (und
J C 1ty € J), so gilt bereits:

J=1.

i? Beweis ¢!
Sei I = (t_,t4) und J = (s—,s4) mit —oo <t_ < s_ <ty < sy <ty < +oo. Wir zeigen s; = t4
(analog sieht man s_ =t_, also J = I). Angenommen s; < t.

0.B.d.A. sei tg = 0 (sonst verschiebe alles um ty). Ist J — R™, t — x(t) die maximale Losung
von & = A(t)z + b(t) mit x = zo, so ist J — I x R™, ¢~ (¢,z(t)) maximale Lésung von

= 1
z = A(s)z+b(s)
mit Anfang
s(to) = to
xz(to) = o .

Wegen s, < t; (insbesondere s; < 0c), muss wegen Satz 7.14. die Kurve [0,s5) — I X R™, ¢ —
(t,(t)) jedes Kompaktum von I x R™ verlassen, also ||z(t)|| — oo, fiir ¢ — s.

Andererseits: Ist
L := max{||A®)| |t € [0,s4]} < o0
und
M :=max{||b(t)| |t € [0,s+]} < o0,
so gilt fiir die stetige Funktion
w:[0,54 —e] = [0,00) u(t):=[z(t)]
(e > 0), dass

u(t) = @l = a0 + / 2/(s) ds

< Joo)l+ / ' (s)]| ds

=z

= u(0)+/0 |A(s)z(s) + b(s)|| ds

< u(0)+/0 [AG)| [l=(s)I] + 16()] | ds
<L =uls)

= u(0) —1—/03+ 1b(s)]| ds +L/0/u(s) ds < C+L/0 u(s) ds .
<M

<u(0)+sy M=:C
Also ist nach dem Lemma von Gronwall
u(t) < Celt < Cels+

fiir alle ¢ € [0,s4+ — ¢] (fiir alle 0 < & < sy), also fiir alle t € [0,s4). Es ist also ¢ — ||z(t)||
beschrénkt fiir t — s4.
4 Widerspruch %

QED.
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8.1.3 Kommentar

Sei tg € I fest. Definiere nun (vgl. 7.1.1) fiir jedes t € I die Abbildung
PR = R" ol (z) = 2(t)

I — R™ wo t — z(t) die (maximale) Losungekurve von & = A(t)x + b(t) mit z(tp) = x ist. Man
beachte, dass hier wegen Satz 8.3. die Abbildungen ¢! allesamt den gleichen Definitionsbereich
haben (i.a. hingt dieser von ¢ ab).

Es ist allerdings
¢:1—C(R"R") , t— ¢

wegen der Nicht-Autonomie von & = A(t)z + b(t) i.a. kein Fluss mehr im bisherigen Sinne, weil
i.a. nicht ¢! o p® = !¢ gilt (fiir t,s € I, so dass t + s € [ ist).

Satz 8.4.
Sei I C R offen und A : I — Mat ,(R) stetig differenzierbar. Sei L,y € C*(I,R™) die Menge
aller maximalen Losungen des homogenen linearen Systems

z=A(t)x (8.2)
auf R™. Dann gilt
(a) Lp) ist n-dimensionaler Unterraum von C*(I,R™).

(b) Ist to € I, » € N und &i,...,&. € R™, so selen z1,...,x,. € C(I,R"™) die Losungen mit
zj(to) =& (j =1,...,r). Dann ist dquivalent:

(i) (21,...,%,) sind linear unabhéngig in L4,

(i) (z1(t),...,z(t)) sind linear unabhéngig in R™ fiir alle ¢ € I,

(iii) (&,...,& ) sind linear unabhéngig in R™.

i? Beweis ;!
(a) Seien z,y Losungen von Gleichung (8.2), z,y € Lp). Also ist & = A(t)x(t) und y(t) = A(t)y(t)

fiir alle t € I. Dann gilt forallt € I:

. . . !
(@ +y)(t) = &(t) +y(t) = A@)z(t) + A(B)y(t) = At) (z(t) +y(t)) = A@) (z +y) (?)
also ist auch x +y € L(p). Ahnlich ist fir z € Ly, N€R
(Ax)y = At = MA(t)z = A(t)(\x) ,
also auch Az € Lp,). Damit ist L) C CY(I,R™) ein Unterraum.

(b) (bi)=(bii) Sei » € N und (#1,...,2,) in L) linear unabhéngig. Sei t; € I beliebig. und
A1, .-, Ar € R gegeben mit

Alzl(tl) + e Arxr(tl) =0 (m R) . (83)
Wir setzen z : I — R™,
x(t) = Mz (t) + - + Az (t)

Nach (a) ist dann x Losung von Gleichung (8.2), x € Lp). Es ist 2(¢1) = 0 nach Gleichung
(8.3).

Aber y : I — R™, y(t) = 0 V¢t € I ist auch Losung von Gleichung (8.3) und y(t;) = 0.
Dann ist nach dem Eindeutigkeitssatz z(t) = y(t) Vt € I, also © = y = 0. Also ist

M@t 4+ Az =0 (in CHI,R™) ) .

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von (z1,...,z,) folgt daher: \y =--- = A, = 0. Also

10.02.2005 ist (xl(tl)7 e ,xr(tl)) linear unabhingig in R™.
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(bii)=(biii) ¢ = ¢o.
(biii)=(bi) Klar, denn ist A\;x1,..., A2, = 0 in C}(I,R"), so gilt insbesondere bei t = t,

0= Nx1(to) + -+ Mar(to) = M+ + Ay

Ist also (£1,...,&) in R™ linear unabhéngig und ist x; € L3 die Lésung von Gleichung
(8.2) mit x;(to) =& (j=1,...,7), so ist auch (z1,...,2,) in L) linear unabhéngig.

Schliefllich: Wéhle (&1, ... ,§&,) linear unabhéngig im R™. Sind 21, ..., 2, € L) mit x;(tg) = &, so
folgt (21,...,%y) ist linear unabhéingig in L), also dim Ly > n. Anderseits: Ist (z1,...,2,) in
Ly linear unabhéngig, so ist (z1(to), ..., 2r(to)) linear unabhéngig (nach (b)), also 7 < dimR™ =
n. Insgesamt ist damit

dim L(h) =n.

QED.

Korollar 8.5.

Ist A: T — Mat,(R) stetig differenzierbar und ¢y € I, so sei ¢' : R® — R™ gegeben durch
©(z) = z(t), wobei t — x(t) die Losung von & = A(t)z mit Anfang z(tg) = x sei. Dann ist
fiir jedes t € I ein linearer Isomorphismus des R", ¢! € Aut(R")

i? Beweis !
Sind z,y : I — R™ Lésungen von & = A(t)z mit Anfang z(tg) = xo und y(to) = yo, so ist
z:=x +y:I— R" ebenfalls Losung mit z(tg) = x¢ + yo. Das zeigt:
@' (0 +y0) = 2(t) = x(t) + y(t) = ' (z0) + ¢" (y0) -
Ahnlich sieht man
©'(\rg) = Ap'(z0) YA€ R, Vzo,y0 ER™, VtET .

Also ist ! linear. ¢! ist sogar Isomorphismus, denn ist (£1,...,&,) Basis von R"™, so ist auch
(¢'(&), ..., ¢"(&)) Basis von R", weil mit ¢'(§;) = z;(¢), ; Losung mit z;(to) = &, linear
unabhéngig bleibt.

QED.

8.2 Fundamental — Losungen

Definition 8.6.
Ist A : I — Mat,(R), so nennt man ein n-Tupel (z1,...,2,) in C}*(I,R") ein Lésungs-
Fundamental-System von & = A(t)x, wenn (x1,...,2,) eine Basis von

L(h) = {x € Cl(I, Rn)’ T = A(t)x}

ist.

8.2.1 Kommentar

(1) Fiir die Gesamtheit aller Losungen von @ = A(t)z braucht man also nur n spezielle Losun-
gen I1,...,x, zu kennen, nimlich solche, die zu einem (beliebigen) Zeitpunkt to € I linear
unabhéngig sind: (z1(to),. .., zn(to)) ist eine Basis des R™.

(2) Nimmt man speziell die Losungen (21, ...,z,), die zur Zeit ¢ty € I auf der kanonischen Basis
(é1,...,6,)Im R" sitzen, z;(tg) = é; (j = 1,...,n), und schreibt man die Koordinatenfunktion

n
@ij von x;, also x; = Y ¢;;é;, in die j-te Spalte einer Matrix ®(t) = (¢;;(t)) € Mat ,(R), so
i=1
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beschreibt ®(¢) gerade den Automorphismus ¢! : R® — R"™ aus Korollar 8.5. bzgl. der Basis

n
(é1,...,6n), denn ist £ € R™ | £ = > &:é;, so ist:
i=1

©' (&) = ¢’ (Z &a) = Z&wt(éi) = Zf" (i) = @()E .

(3) Die Kurve I — Gl,(R), t — ®(t) 16st selber Losung einer Differenzialgleichung auf Mat ,,(R)
(= R""), nsmlich
d=At)D,

und zwar zum Anfangswert ®(¢g) = 1, denn:
d(t)r = (e(t)a) = (¢'(2)) = (1) = AWa(t) = AW (¢' (@) = AW (2(1))z ,

fiir alle z € R™, also ® = A(t)®. Kennt man die eine Losung von ® = A()® zum Anfangswert
®(tg) = 1, so kennt man alle Losungen von & = A(t)z auf R", denn ist x(tg) = zo € R™, so
ist offenbar

z(t) = ®(t)xo -
(Denn: i(t) = ®(t)zg = (At)®(t))zo = A(t)z(t) und z(ty) = (to) zo = w0.)

~——
1

Satz 8.7.
Sei I C R offen, A: I — Mat ,,(R) und b: I — R" seien stetig differenzierbar. Mit L; werde
die Teilmenge von C!(I,R™) aller Losungen der inhomogenen Gleichung

& = A(t)z + b(?)

bezeichnet,

Loy ={ze c(I, R")| z Losung von & = A(t)x + b(t)} .
Ist Ly € C(I,R™) der Losungsraum der Lésungen von & = A(t)z, so gilt:
(a) Ist ¢ : I — R™ eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, so gilt:

Liy=v+Ln = {1,/1+3:|:E € L(h)} CC'(I,R") .

(b) Variation der Konstanten
Sei (¢1,--.,%n) in L) Fundamentalsystem von & = A(t)z und @ : I — Gl,(R), ®(t) =
(e1(t), ..., n(t)). Setzt man nun w: I — R™ wu(t) = ftto ®~1(s)b(s) ds mit einem tq € I,
soist ¢ : I — R"
P(t) = (t)u(t)

eine spezielle Losung von & = A(t)z + b(t).

i? Beweis !

(a) Ist ¢ spezielle Losung von & = A(t)x + b(t), so ist ¥ genau dann eine weitere Losung, wenn
¢ 1= 1) — 1) eine Losung von & = A(t)x ist:
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(b) Sei also ® = (¢1,...,¢,) ein Fundamentalsystem von & = A(t)x und ¢(t) = ®(¢)u(t) fiir eine
stetig differenzierbare Abbildung u : I — R™ Dann gilt:

¢:¢u+¢uzgqm®u+®u:A@¢+@u

denn ® = A(t)®. Also ist 1) genau dann eine Losung von & = A(t)z + b(t), wenn gilt:
Pu=>b
& a=90""b

t
< u(t) :/ ®1(s)b(s) ds + const, toe T

to

QED.

8.2.2 Kommentar

(1) Die Menge aller Losungen eines inhomogenen Systems & = A(t)x + b(t) auf R™ trégt also die
Struktur eines n-dimensionalen affinen Unterraums von C*(I,R™).

(2) Ist man in der Lage das homogene System & = A(t)z zu lésen (z.B. durch Lisen von ® = A(t)®
auf Mat ,,(R) mit ®(tg) = 1), so besagt Satz 8.7., dass man dann auch das inhomogene System
z = A(t)z + b(t) vollstiindig 16sen kann.

(3) Ist (1, ., pn) ein Fundamentalsystem fiir & = A(¢)x, so gilt mit dem v = (uq,...,uy): [ —
n
R™ aus Satz 8.7.(b), fiir die spezielle Losung ¢ = ®u : I — R", ¢(t) = > u;(t ) ;(t) oder

~.
=

kurz ¢ = )" u;p;. Man betrachtet die Funktionen u; : I — R (j = 1,...,n) als ,variierende
Konstanten®.

17.02.2005

8.2.3 Beispiel

Betrachte die Differenzialgleichung
i =2t-x+13

auf R. Mit a(t) = 2t und b(t) = 3 wird das zu & = a(t)z + b(t). Eine Losung der homogenen
Gleichung & = a(t)x ist mit der Methode der Trennung der Variablen (Proposition 7.6.):

p(t) = exp (/f: a(s) dS) :

also hier zum Beispiel mit tg = 0:

o(t) = exp (/Ot 2s ds) = exp(t? — 0) = exp (t2) ,

was eine Basis von L) ist, da dim L) = 1 ist.
Die Methode der Variation der Konstanten liefert nun die spezielle Losung: ¢ (t) = u(t)-¢(t), wobei



86 KAPITEL 8. LINEARE SYSTEME

(mit Substitution s> =7 = 2sds= dr)

u(t)

t
/ exp(—s?) - 5% ds
0

t2
exp(—7)-T- 3 dr

I
S—

kemx—ﬂﬂ§—1ﬁ «emx—ﬂ-mdﬂ

N | =

—exp(—t))t2 + ( exp(f)‘jﬂ

~

—t? exp(—t?) — exp(—t?) + 1)

N RN~ N|=

(14 ¢*) exp(—t?)

N |

zunéchst nur fiir ¢ > 0, dann aber auch fiir ¢ < 0, also

WD) = gepl?)~ 3(1+1)

Die allgemeine Losung ist damit:
1 2y 1 2
a(t) = { 5 +c|exp(t )—5(1+t ) (2(0)=c€eR).

8.2.4 Kommentar

AuBer im Fall n=1 kann man das System & = A(t) -« im Allgemeinen nicht durch Quadratur lésen.
Es ergeben sich némlich durchaus neue Funktionen (das heifit nicht-elementar in dem Sinn, dass
sie nicht Verkettung bekannter Funktionen sind und auch nicht Verkettung ihrer Inversen oder
Stammfunktionen), selbst wenn a;;(t) fiir 1 <, j < n allesamt elementar sind.

8.2.5 Problem

Kann man eine explizite Integration von & = A(t)-x wenigstens dann angeben, wenn A unabhéngig
von t ist, also A € Mat,,(R) konstant,
t=A-x ?

Beachte: In diesem Fall ist die Fundamentallosung ® : R — Gl,(R) auf ganz R definiert und ist
ein Fluss, also ein Homomorphismus von (R, +) nach (Gl,(R),-):

O(t+s) = B(t) - D(s)

fiir alle ¢, s € R.

8.2.6 Beispiel

Seien A\1,..., A, € Rund A = o :diag(/\l,...,/\n>.Dannwirdi‘:Ax auf R

zu einem entkoppeltem System

1 = Ay
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und hat das Fundamentalsystem

exp(A\t) ... 0
O(t) = : = diag(exp()\lt), .. ,exp()\nt))

0 .. exp(Apt)

8.2.7 Bemerkung

Sei A € Mat,(R) und S € Gl,(R). Es ist ¢ : R — R"™ genau dann Losung von & = A - 2, wenn
iR — R, Y(t) =S1 ¢(t) Losung von § = By ist, wo B=S"1- A S ist.

i? Beweis !

Es ist mit ¢ = 5 - ¢:

p=A-p & S ¢P=(S-¢p)=¢p=A-9=A-S-¢p & p=S1.A.5-¢9 & ¢Yy=B-¢

QED.

Proposition 8.8.

Sei A € Mat ,,(R) eine (iiber R ) diagonalisierbare Matrix mit den Eigenwerten Aq,..., A, € R
(mit aufgezéihlten Vielfachheiten). Sei ¥ : R — Gl,,(R), ¥(t) = diag(exp(Ait),...,exp(Ant)).
Dann existiert ein S € Gl,(R),sodass ® : R — Gl,,(R) , ®(t) = SU(t) ein Fundamentalsystem
von & = Az ist.

i? Beweis ¢!

Diagonalisierbarkeit von A bedeutet: Es gibt eine Basis (s1, .. ., s,) von R™ von Eigenvektoren von
A A -sj=)\-s;fir \j e R.Fir B=S"1-4.8 gilt dannB:diag()\l,...,)\n) und § = B -y
hat nach 8.2.6 das Fundamentalsystem W. Nach 8.2.7 ist dann & = S - ¢ Fundamentalsystem von
T=A-x.

QED.

8.2.8 Kommentar

(1) Um die Normalformentheorie von Matrizen iiber C benutzen zu kénnen, betrachtet man die
Differenzialgleichung & = Az statt auf R™ auf C™ und schreibt (auf C™)

z2=Az.

Die Menge L,y € C*(I,C") der Lésungen von Z = Az bildet dann einen komplexen Unterraum
der (komplexe) Dimension n in C(I, C"). Eine C-Basis ® = (¢1,...,¢n) von L) heit dann
ein kompleres Fundamentalsystem von z = Az.

(2) Proposition 8.8. hat dann die folgende komplexe Version: Ist A € Mat,(C) iiber C dia-
gonalisierbar mit Eigenwerten A1,...,A, € C und ¥ : R — Gl,(C), ¥(¢) = diag(exp(A; -
t),...,exp(A, - 1)), so existiert eine Matrix S € Gl,(C), so dass ® := S¢ : R — Gl,,(C) ein
komplexes Fundamentalsystem von z = Az ist.

8.2.9 Bemerkung

Iss A € Mat,(R) und (¢1,...,¢n) ein komplexes Fundamentalsystem fiir 2 = Az auf C",
so ist (R(e1),S(e1)),- .-, (R(on), S(¢n)) reelles Erzeugendensystem des Losungsraums L) C
CYH(I,R™) von & = Ax auf R™.
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i? Beweis !
Ist ¢ : R — C™ (komplexe) Losung von z = Az, so ist auch @ : R — C" eine Losung, denn

p=p=Ap=A-p=Ap,

weil A=A € Mat ,(R) ist. Deshalb sind auch R(¢) = (¢ + @) und I(p) = 3 (¢ — ¥) Lésungen
und zwar nun reelle Losungen von & = Ax auf R™. Ist andererseits x : R — R"™ beliebige Losung
von & = Az, x € L), so ist  auch Losung von Z = Az auf C", also gibt es p1,...,u, € C, so
dass gilt © = p1p1 + -+ + fp@y. Setzt man p; = a; +ib; mit j € {1,...,n} und a;,b; € R, so
erhélt man:

z = R(z)

= R(upr+ -+ fnpn)
= §R(,u1<p1) + et %(Nnﬁpn)

(@) ~ iS(p0) + -+ (€ R(0n) ~ baS(0n)) € spANE (R(p1), ., S(0n)) -

Also ist (R(¢1),--.,S(pn)) reelles Erzeugendensystem von L.
QED.

8.2.10 Beispiel

Betrachte die Schwingungsgleichung
Ftw?-z=0

auf R (mit w > 0). Setzen wir z; = z, x2 = @, so wird das zu & = Az mit

0 1
A: (_w2 0) .

Das charakteristische Polynom von A ist x4(A\) = det(Alz — A) = A\? + w?, also hat A die (ver-
schiedenen) Eigenwerte

)\1/2 = +iw € C 0
Also ist A iiber C diagonalisierbar mit S = <zij —tw) € Glz(C). Damit ist
Bsbw<w Q),
0 —iw
denn s; = (1,iw) ist Eigenvektor fiir \y = 4w und sy = (1, —iw) ein solcher fiir Ao = —iw. Es ist

dann also

B(t) = SU(t) = (1 1 ) (expgwt) 0 > _ < exp(iwt) exp(—iwt) )

iw —iw exp(—iwt) iwexp(iwt) —iw exp(—iwt)

exp(iwt)
iw exp(iwt)
cos(wt) s [ sin(wt) . e . cos(wt)  sin(wt) \
( —wsin(wt) ) und (p) = <w cos(wt) auf R linear unabhéngig sind (z.B. ist det —wsin(wt) weos(wt) )
w #0),ist (R(p1), S(¢1)) ein Fundamentalsystem fiir & = Az auf R? und damit ( cos(wt), sin(wt))
Fundamentalsystem fiir # + w?z = 0 auf R.

> sicher R(p) =

komplexes Fundamentalsystem von 2 = Az auf C2. Da fiir ¢; = (
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