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0 Einleitung: Besondere Zahlen, kleine Wunder
und groB3e Fragen

0.1 Die Kreiszahl 7

Wie Sie aus der Schule wissen, hat der Einheitskreis, also der Kreis mit Radius 1, den Umfang
U = 27 und die Fliche F' = 7. Aber wie bestimmt man 77

Archimedes: Man approximiere den Kreis durch regelméflige n-FEcke von auflen bzw. von innen:

U, <27 < U, , fun<nm<F,.

Fiir n = 4 ergibt sich leicht

ug = 4V2~5,7

<nm<4.
U, = 8 } = 2,8<7<4

Fiir n = 96 fand schon Archimedes

UQ6/2 = 3%

! = 3,1408 < 7 < 3,1428.
U96/2 == 37

Es stellt sich nun die Frage, ob Uy, — u, "= 0 gilt? Und wenn ja, gibt es genau eine Zahl 7 mit

n—oo n—oo
u, — 27 und U, = 277

Der Einfachheit halber betrachten wir an dieser Stelle die gleiche Fragestellung fiir v/2. Definiert
wird v/2 durch die Eigenschaft (v/2)? = 2. Aber was und wie grof ist /27

Ein erster Versuch ist xg = % also (z0)? = % = 2,25. Das konnen wir mit folgender Beobachtung

verbessern: da xy > v/2 ist, gilt % < /2. Es liegt also v/2 im Intervall (%, xo) und ist tatsichlich
das geometrische Mittel der beiden Randpunkte

2 = va
Ersetzt man das geometrische Mittel durch das arithmetische Mittel
Ty = %(330 + %)7
so liefert 2/z¢ < x1 < z( eine bessere Approximation an V2 als der Startwert zo:
n=b @)= - B

mit

(z1)* = 29 ~ 2,006



0 Einleitung: Besondere Zahlen, kleine Wunder und grofie Fragen

Diesen Schritt konnen wir nun beliebig oft wiederholen. Fiir x5 ergibt sich

277
Ty =13 <w1 + x%) =08 Also (x2)* = 2,000006 ,

und die allgemeine Vorschrift des “Babylonischen Algorithmus” lautet
Tntl1 = % (xn + %) .

Unsere Fragen von oben kénnen wir nun prézisieren:

(a) Konvergiert die Folge x,, von Briichen gegen eine Zahl /27

(b) Wenn ja, ist /2 auch ein Bruch?
Die Antwort auf (b) kannten schon die Griechen: /2 ist kein Bruch, also nicht rational, v/2 ¢ Q.
Beweis durch Widerspruch: Angenommen /2 ist ein Bruch, also /2 = % fiir ¢, p € N. Ohne

Beschrinkung der Allgemeinheit (O.B.d.A.) nehmen wir ¢ und p als teilerfremd an, da wir ja
sonst kiirzen konnten.

Dann gilt

i

5 =2 = ¢ =2 = ¢%ist gerade = ¢ ist gerade

=

= ¢% ist durch 4 teilbar = p? ist gerade = p ist gerade
= p und ¢ sind beide durch 2 teilbar .

Dies steht aber im Widerspruch zur Annahme, dass ¢ und p teilerfremd sind. Somit kann es solche
¢,p € N nicht geben und es gilt v/2 ¢ Q.

Eine der grofle Fragen der Mathematik lautete: Was genau sind irrationale bzw. reelle Zahlen?

Eine préazise Antwort wurde erst Ende des 19. Jahrhunderts von Cauchy und Dedekind gegeben.

0.2 Die Eulersche Zahl ¢

Wir betrachten als Beispiel die Verzinsung eines anféinglichen Kapitals K, mit dem Zinssatz x.
Bei einmaliger Verzinsung zum Ende der Periode ergibt sich

Kena = (1 + .CL') : Kanf7
bei zweimaliger Verzinsung jeweils zur Mitte und zum Ende der Periode
Keng = (1+%) : (1"1'%) - Kanf

und bei n-maliger Verzinsung
Kena = (1 + %)n - Kant -
Was passiert im Limes kontinuierlicher Verzinsung, was ist also limy, oo (1 4+ %)"7
Wir werden zeigen, dass auch der Limes dieser Folge existiert und
lim (1+ %)n =:e”

n—oo

definieren. Die Eulersche Zahl ist

lim (1+1)" = e~ 2,718

n—oo



0.3 Die imagindre Einheit i

und sie ist (wie 7 und 1/2) irrational, aber im Gegensatz zu v/2 nicht algebraisch, d.h. nicht
Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten.

Die so definierte Funktion x — e® hat erstaunliche Eigenschaften. Beispielsweise 1483t sich e® als
konvergente Potenzreihe schreiben,

Ooxn
2 3
=Y —=l+z+5+5+...,
n! 2! 3!
n=0

und die Ableitung erfiillt

0.3 Die imaginare Einheit i

Man definiert die imeganiére Einheit i durch ihre Eigenschaft, dass i2 = —1. Man schreibt deshalb
auch i = /—1.
Da fiir alle = € R gilt, dass 22 > 0 ist, kann man i nicht durch bekannte Zahlen approximieren.

Das macht aber nichts: Man nimmt i einfach als neue Zahl hinzu und rechnet wie gewohnt weiter,
beispielsweise ist

iFi=2i, 24i-(1+2)=1-i, Z=2, (30)-(2)=6>=-6 usw.

Das sieht zunéchst sehr formal aus, man kann die neuen Zahlen aber visualisieren, indem man
vom Zahlenstrahl zur sogenannten Gaufischen Zahlenebene iibergeht. Eine komplexe Zahl

z=x+iy mit x,yeR
entspricht dann einem Punkt in der Ebene.

imaginére Achse AY

+ 2i
z=2+41i
1 -
-1 1 2 z
i reelle Achse

Finen Punkt in der Ebene, und somit jede komplexe Zahl, kann man aber auch mit Hilfe von
Polarkoordinaten angeben,

AY
+2i
z=2+1i
T1! 7r
z=r(cosp +ising), ¢\
f f t t >
mit 7 = [z| = /2?2 4+ 32 und ¢ = arctan Z. -1 1 2 @
|-




0 Einleitung: Besondere Zahlen, kleine Wunder und grofie Fragen

FEin kleines Wunder ist, dass all die hier besprochenen Zahlen auf sehr enge Weise zusam-
menhéngen: es gilt ndmlich die Eulersche Formel

cosp +isinp = €'%,

die fiir ¢ = 27 die Gleichung

1l=c¢e

liefert.

Das ist aber alles nur der Anfang. Es gibt noch viele groflartige Entdeckungen, welche die Ma-
thematik in den kommenden vier Semestern fiir Sie bereithélt.



1 Zahlen: natiirliche, ganze, rationale, reelle

Wir beginnen mit einer Wiederholung der iiblichen Symbole:

N = {1,2,3,...} natiirliche Zahlen
No = {0,1,2,3,...}

z = {0,1,-1,2,-2,...} ={...,-2,-1,0,1,2,...} ganze Zahlen

Q = {Briiche % mit ¢,p € Z und p # 0} = {% l¢,p €Z, p#0} rationale Zahlen

R = “Zahlenkontinuum” reelle Zahlen

C = “Zahlenebene” komplexe Zahlen

Wir werden die reellen Zahlen nicht konstruieren, sondern ihre Existenz voraussetzen. Sie sind
durch einige wenige FEigenschaften eindeutig charakterisiert und aus diesen “Axiomen” lassen sich
alle weiteren Rechenregeln und Eigenschaften ableiten.

1.1 Die Korperaxiome

Auf der Menge R der reellen Zahlen sind die Verkniipfungen

+:RxR—=R Addition
RxR—=R Multiplikation

erklért. Sie haben die folgenden Eigenschaften:

Addition
(A1) (a+b)+c=a+(b+c¢) (Assoziativitét)
(A2) a+b=b+a (Kommutativitét)
(A3) Es existiert ein Element 0 mit der Eigenschaft, (Existenz des neutralen
dass a + 0 = a fiir jedes a gilt. Elements der Addition)
(A4) Fiir jedes a exisitert das additive Inverse —a (Existenz des inversen
mit a + (—a) = 0. Elements der Addition)

1.1 Folgerungen. Aus diesen Axiomen ergeben sich sofort folgende Aussagen:
(a) Das Nullelement ist eindeutig bestimmt, denn haben 0 und 0" die Eigenschaft (A3), so ist

(A3) (A2) (A3) o

0’ 0'+0 040
(b) Die Gleichung a + x = b wird durch x = b — a := b+ (—a) geldst:

atrtb-a) 2 v-ara Y vr(cara) P bra—a Y pr0 &y

(c) Die Losung in (b) ist eindeutig. (Ubungsaufgabe)



1 Zahlen: natiirliche, ganze, rationale, reelle

(d) Aus (b) und (c) folgt insbesondere, dass das inverse Element eindeutig bestimmt ist.

Multiplikation
M1) (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativitit)
(M2) a-b=b-a (Kommutativitét)
(M3) Es existiert ein Element 1 mit der Eigenschaft, (Existenz des neutralen
dass a -1 = a fiir jedes a gilt. Elements der Multiplikation)
(M4) Fiir jedes a # 0 exisitert das multiplikative (Existenz des inversen
Inverse ¢! mit a-a~! = 1. Elements der Multiplikation)

1.2 Folgerungen. (Ubungsaufgaben):
(a) Auch das Einselement ist eindeutig bestimmt.
(b) Fiir jedes a # 0 wird die Gleichung a -z = b durch x = b-a~! gelost.

(c¢) Die Losung in (b) und insbesondere das multiplikative Inverse sind eindeutig.

Distributivgesetz

(D) a-(b+c¢)=a-b+a-c

1.3 Definition. Zahlenk6rper

Eine mindestens zweielementige Menge K mit Verkniipfungen +: Kx K —- Kund - : Kx K — K
welche die Axiome (A1)—(A4), (M1)-(M4) und (D) erfiillen, heifit Kérper (englisch “field”).

1.4 Bemerkung. Sowohl die reellen Zahlen R als auch die rationalen Zahlen Q bilden jeweils
einen Korper. Da alle Regeln auch fiir C gelten, bilden die komplexen Zahlen ebenfalls einen
Korper. Es gibt auch Kérper mit endlich vielen Elementen (siehe Ubungen).

Der Sinn der “abstrakten Korperaxiome” liegt darin, dass man aus ihnen eine Vielzahl von Re-
chenregeln ableiten kann. Fiir R sind Thnen diese Regeln alle bekannt und scheinen trivial. Sobald
man sie aber nur aus den Axiomen hergeleitet hat, kann man sicher sein, dass sie fiir alle Korper
gelten.

1.5 Beispiele. Sei K ein Korper.
(a) Fiir jedes a € K gilt a -0 = 0.
(A3)

Beweis. Es gilt a -0+ a -0 Q. (04+0) =" a-0. Also ist a - 0 Losung der Gleichung
a-04z =a-0 und somit gemif Folgerung 1.1 (b) und (c) gleich 0. O

(b) Fiir jedes a € K gilt (—1) - a = —a.

1.5 (a) (A4)

Beweis. Es gilt 0 '="a-0 0-a = 1+(=1)-a®1a+(-1)-aZa+(-1)-a
Wegen Folgerung 1.1 (d) ist also (—1) - a gleich dem additiven Inversen von a. O

(M2)

(c) Esgilt (—1)-(-1) = 1.
Beweis. Nach (b) ist (—1) - (—=1) = —(—1), also gleich dem Inversen von —1. Das ist aber
geméf Folgerung 1.1 (d) eindeutig und somit gleich 1. O

Wir fithren an dieser Stelle einige niitzliche Sprechweisen ein.



1.1 Die Koérperaxiome

1.6 Definition. Das Kartesische Produkt von Mengen

Seien M und N Mengen, so bezeichnet man mit M x N die Menge
M x N :={(m,n)|meM,ne N}

der geordneten Paare (m,n) mit m € M und n € N.

Beachte: Als Elemente des kartesischen Produkts N x N sind die Paare (5, 3) und (3, 5) verschie-
den, (5,3) # (3,5). Als Teilmengen von N gilt aber {5,3} = {3,5} .

1.7 Definition. Gruppe

Fine Menge G mit einer Verkniipfung o : G x G — G heifit Gruppe, falls gilt:

(Gl1) (goh)oj=go(hoy) firalle g,h,j € G. (Assoziativitét)

(G2) Es existiert ein neutrales Element e € G (Existenz der Eins)
mit goe =eo g =g fiir alle g € G.

(G3) Zu jedem g € G existiert ein g~! € G (Existenz des Inversen)
mit gog ' =g tog=e.

Falls weiterhin Kommutativitat gilt,
(G4) goh=hogfiralleg,heG, (Kommutativitéit)

so heiflt die Gruppe abelsch.

Ein Korper K ist also eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition + : K x K — K, und K\ {0}
(K ohne die Null) ist ein abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation - : K x K — K.

Nun weiter mit den Eigenschaften von R. Reelle Zahlen sind angeordnet, d.h. fiir ein Paar (a,b)
von reellen Zahlen a,b € R gilt entweder a < b oder a = b oder a > b. Formal definiert man
eine Relation R auf einer Menge M als Teilmenge des Kartesischen Produkts R C M x M. Die
Anordnungsrelation auf R ist also R« := {(a,b) € R x R|a < b}. Damit gilt dann, dass a < b
genau dann wenn (a,b) € R..

Anordnung

Die Kleiner-Relation a < b (“a kleiner b”), auch als Grofler-Relation b > a geschrieben, hat die
folgenden Eigenschaften:

(O1) Es gilt immer genau eine der Beziehungen (Trichotomie)
a<b,a=b,a>b.

(02) Ausa<bund b < cfolgt a < c. (Transitivitat)
(03) Aus a < b folgt a+ c < b+ c fiir jedes c.
(O4) Aus a < bund ¢ > 0 folgt ac < be.

Wieder lassen sich die bekannten Rechenregeln fiir Ungleichungen aus diesen Anordnungsaxiomen
herleiten.

3)
1.8 Beispiele. (a) Aus a > 0 folgt —a < 0. Denn 0 =a —a C0—a=—a

(b) Aus a > 0 folgt a=' > 0.
Beweis. Angenommen, a~! < 0. Dann wire wegen (04) 1 = a-a~! < 0, was wegen 1 > 0
(Ubungsaufgabe) ein Widerspruch ist.

Angenommen, a~! = 0. Dann wiire 1 = a-a~! = 0, was wiederum im Widerspruch zu 1 > 0
stiinde. O



1 Zahlen: natiirliche, ganze, rationale, reelle

(c) Aus a? < b2 fiir a,b > 0 folgt a < b.

Beweis. Angenommen, a > b, dann wire nach (O4) a®> > a-b und a-b > b>. Mit der
Transitivitit (O2) wiirde a? > b? folgen, was wegen (O1) im Widerspruch zur Annahme
a? < b? steht. O

Ein Koérper K mit einer Relation R. C K x K welche die Axiome (01)-(04) erfiillt, heifit ange-
ordnet. Der Korper R der reellen Zahlen mit der iiblichen “<”-Relation ist also angeordnet. Die
komplexen Zahlen C sind nicht angeordnet, da 0 < i mit (O4) implizieren wiirde, dass i-0 <1i-1i,
also 0 < —1. Analog folgt aus 0 < —i mit (O4), dass 0 < (—i) - (1) = —1.

1.9 Definition. Eine Zahl a € R heifit positiv, falls a > 0 ist. Sie heifit negativ, falls a < 0 ist.
Man schreibt a < b falls ¢ < b oder a = b.

1.10 Definition. Betrag

Der Betrag einer reellen Zahl a ist die nichtnegative reelle Zahl |a| definiert durch

la = a fallsa>0
W= —a fallsa < 0.

1.11 Folgerungen. Fiir alle a,b € R gilt:
(a) |a|] > 0 und |a| = 0 nur fiir a = 0.

(b) a < la

(c) la- b = |al - [b]

(d) a-a=lal-al
)
)

(e) |a+b| <la|+ || (Dreiecksungleichung)
(f ‘|a! |b|‘ < |a — b (Dreiecksungleichung von unten)
Beweis. (a) Fallunterscheidung: a > 0= |a| =a >0,a<0=|a|] = —-a>0,a=0= |a] =
a=0.

(b) Fallunterscheidung: a >0=a=|al,a=0=a=la],a <0=0< —a = |q < |al.
(c¢) Fallunterscheidung ...
(d) Fallunterscheidung und 1.5 (c).
2 (@ 2 _ 2 o W9 o 2 (@) | 19 2 2
(e) |la+b]* = (a+b)* =a*+2ab+b> < a4+ |2ab|+b* =" |a|* +2|al-|b|+ |b]* = (|a| + |b])=.
Da |a| + [b] > 0 und |a + b| > 0, folgt mit 1.8 (c) die Behauptung.
(f) Mit (e) ergibt sich |a| = |b+ (a —b)| < |b| + |a — b, also |a| — |b| < |a — b|. Analog folgt aus
bl = |la+ (b—a)| <la|] + |a —b|, dass |b| — |a| < |a — b, und somit die Behauptung.
O

1.2 Die natiirlichen Zahlen und vollstidndige Induktion

Die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...,} spielen in vielerlei Hinsicht eine wichtige Rolle. Man
kann sie als die kleinste induktive Teilmenge von R definieren. Eine Teilmenge M C R heifit
induktiv, falls

(a) le M
(b) aus z € M folgt v+ 1 € M.



1.2 Die natiirlichen Zahlen und vollstdndige Induktion

Da N die kleinste induktive Menge ist, gilt das

Induktionsprinzip

Ist M eine induktive Teilmenge von N, so ist M = N.

Daraus leitet sich das wichtige Beweisprinzip der vollstindigen Induktion ab:
Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage (die wahr oder falsch sein kann).
Kann man zeigen, dass

(a) A(1) wahr ist (Induktionsanfang) und

(b) aus der Giiltigkeit von A(n) (Induktionsannahme) auch die Giiltigkeit von A(n+1) folgt
(Induktionsschritt),

so ist A(n) wahr fiir jedes n € N. Denn M = {n € N|A(n) ist wahr} ist dann eine induktive
Teilmenge von N und aufgrund des Induktionsprizips gilt M = N.

1.12 Beispiel. Als Beispiel beweisen wir die Formel

Zk2 24224+ 402 =lnmn+1)2n+1).

=2}

Beweis. durch Induktion:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 besagt die Formel 1 = 1, eine wahre Aussage.

Induktionsannahme: Es gelte die Formel fiir n, also

Zk2 tn(n+1)@2n+1).

Induktionsschritt: Nachrechnen liefert
n+1

Zk2 = ZkQ + (n+1)?
k=1

L. Ann.

n(n +1)2n+1) + (n +1)?
(n+1)[n(2n+1) 4+ 6(n + 1)]
(n+1)[2n* + Tn + 6]
(n+1)(n+2)(2n+ 3)

((n+1)+ 1)@ +1) +1),

~— — ~—

D= D= O D= O

S
+
—

(

also die entsprechende Formel fiir n + 1 statt n.

Induktionsschluss: Die Formel gilt fiir alle n € N. O

1.13 Satz. Bernoullische Ungleichung

Sei x € R mit x > —1 und n € N. Dann gilt
(I+2z)">14nz.
Ist n > 2 und x # 0, so gilt sogar

(I4+2)">14+nx.

|



1 Zahlen: natiirliche, ganze, rationale, reelle

Beweis. durch Induktion: Fiir n = 1 oder x = 0 ist die Aussage offenbar richtig. Also miissen wir
nur (1 +2)" > 14 nz fir z # 0 und n > 2 zeigen:

Induktionsanfang: Fiir n = 2ist (1 +2)? =1+ 22+ 2% > 1+ 2.
Induktionsannahme: (1 + z)" > 1+ nz.
Induktionsschritt:

I+z)"" =0+2)"1+2)>A+n2)(l+2)=1+n+Dr+nz®*>1+(n+1x.

1.14 Definition. Fakultit und Binomialkoeffizienten

(a) Fiir n € Ng = NU {0} definiert man n! (sprich “n-Fakultét”) induktiv durch
00=1 und (n+1)!=(Mn+1)- -nl.
Esistalson! =1-2-3---n=[[}_, k fir n € N.

(b) Fiir # € R und k € Ny definiert man den Binominalkoeffizienten (}) (sprich “k aus z”
oder “z iiber k") durch

r ;:x(xil)'”(xikle) falls k> 1 und x =1.
k k! 0

1.15 Bemerkung. Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

a) Fiir z € Ng und k > z ist (7) =0, da ein Faktor im Zihler gleich 0 ist.
k
(b) Fiir n,k € Ng und k < n gilt
n\ n!
k) T Bk

Es ist (Z) die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge. Beispiels-
weise ist (469) = 13.983.816 die Anzahl der moglichen Ergebnisse beim Lotto.

(c) Fiir k € N gilt (nachrechnen!)
x+1\ T n x
k) \k-1 k)"

Daraus erhélt man fiir n, k € Ny, k£ < n, das Pascalsche Dreieck

In der (n + 1)-ten Zeile stehen (i) bis (7).

n
1.16 Satz. Binomischer Lehrsatz

Fiir z,y € R (sogar fiir z,y € K, wobei K ein beliebiger Korper ist) und n € Ny gilt

Beweis. Vollstandige Induktion (Ubungsaufgabe). O

10



2 Vollstandigkeit und Konvergenz

2.1 Vollstandigkeit

Alle bisher besprochenen Eigenschaften von R werden auch von Q erfiillt. Q ist ebenfalls ein
angeordneter Korper. Wir haben zwar gezeigt, dass es keine Zahl in QQ gibt, deren Quadrat den
Wert 2 hat. Aber ob es die in R gibt, ist zunéchst auch nicht klar.

Die Eigenschaft von R, die uns fehlt, ist die Vollsténdigkeit. Dafiir gibt es mindestens fiinf in gewis-
ser Hinsicht dquivalente Definitionen (Supremumsaxiom, Monotonieprinzip, Cauchy-Kriterium,
Bolzano-Weierstra$, Intervallschachtelungsprinzip), die wir nach und nach kennenlernen werden.
Die Vollsténdigkeit ist von zentraler Bedeutung, fiir die Analysis, da sie die Existenz von Grenz-
werten sicherstellt (vel. z, € Q, =y, 202 ZQ.)

2.1 Definition. Beschréinktheit
FEine Teilmenge M C R heifit nach oben beschrénkt, falls es ein s € R gibt so, dass

r <s fir jedes x € M.

Jedes solche s heifit obere Schranke an M.
Analog definiert man die Begriffe nach unten beschrinkt und untere Schranke.

Wir fiihren die (Anordnungs-)Vollstédndigkeit ein tiber das

Supremumsaxiom:

Jede nach oben beschréinkte Teilmenge M von R besitzt eine kleinste obere Schranke in R. Diese
wird als Supremum von M, oder kurz sup M, bezeichnet.

Es ist also s = sup M eine obere Schranke von M, zu jedem t < s gibt es aber ein x € M mit
x > t. Denn sonst wire ja t ebenfalls obere Schranke und gleichzeitig kleiner als s, im Widerspruch
zur Definition von s als kleinster oberer Schranke.

Das Infimum einer nach unten beschrinkten Menge definiert man analog als grofite untere
Schranke. Es ist inf M = —sup(—M).

2.2 Beispiele. (a) Das halboffene Intervall [a,b) := {z € R|a < z < b} mit a < b hat das
Supremum b und das Infimum a.
(b) Fiir M = {1 |n € N} ist sup M = 1 und inf M = 0.
(c) Q erfiillt das Supremumsaxiom nicht, denn die Menge M = {z € Q|2? < 2} hat keine
kleinste obere Schranke in Q. Denn jede obere Schranke s an M erfiillt s> > 2 und unter

diesen gibt es kein kleinstes Element, wie man sich beispielsweise an der in Abschnitt 0.1
konstruierten Folge z,, klarmacht. Es ist namlich sup{z € Q|2% < 2} = /2 ¢ Q.

Aus dem Supremumaxiom ergibt sich zunéchst die

Archimedische Eigenschaft von R

Zu je zwei positiven Zahlen a,b > 0 gibt es ein n € N mit n-a > b.

Aquivalent dazu sind offenbar die Aussagen
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2 Vollstandigkeit und Konvergenz

Zu jeder positiven Zahl r > 0 gibt es ein n € N mit n > r,
bzw.

Zu jedem e > 0 gibt es ein n € N mit % <Ee.

Beweis. Wir zeigen die zweite Aussage durch Widerspruch.

Sei 7 > 0 gegeben. Angenommen, es gibt kein n € N mit n > r, d.h. die Menge N C R ist nach
oben durch r beschrankt. Dann besitzt sie ein Supremum s := sup N und es gilt fiir alle n € N,
dass n +1 < s also n < s — 1. Dann ist aber auch s — 1 obere Schranke fiir N, im Widerspruch
zur Definition von s als kleinste obere Schranke. O

Daraus folgt nun, dass die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen.

2.3 Satz. Q liegt dicht in R

In jedem nichtleeren Intervall (a,b) C R, also a < b, liegt eine (und somit sogar unendlich viele)
rationale Zahl. Man sagt, Q liegt dicht in R.

Beweis. Wihle n € N mit = < bif" und m := min{m € Z|m > a - n}, dann ist

m m+1 m—1
a< — < =
n n n

2
+—-—<a+(b—a)=0b.
n
O]
2.4 Bemerkung. Wir haben hier verwendet, dass die nach unten beschrinkte Teilmenge von Z
{meZ|lm>n-a}

ein Minimum, also ein kleinstes Element besitzt. Das ist zwar auch anschaulich klar, kann aber
aus dem Induktionsprinzip gefolgert werden.

2.5 Satz. Jede nichtleere Teilmenge von N und somit jede nach unten beschriankte Teilmenge
von Z enthilt ein kleinstes Element.

Beweis. Sei M C N nichtleer, also M # (). Angenommen, M enthélt kein kleinstes Element, dann
ist sicherlich 1 ¢ M also 1 € M€ := N\ M. Per Induktion folgt nun aus {1,2,...,n} C M¢ auch
n+1¢€ M€ da sonst ja n+ 1 kleinstes Element von M wiire. Somit ist M¢ = N und M = (), was
im Widerspruch zur Annahme M # () steht. O

2.6 Bemerkung. Im Beweis der Irrationalitiit von v/2 verwendet man, dass jeder Bruch vollstéin-
dig gekiirzt werden kann. Machen Sie sich klar, dass auch das eine Konsequenz des vorangegan-
genen Satzes ist.

2.7 Bemerkung. Fiir R gilt die analoge Aussage nicht: Nicht jede nach unten beschrinkte
Teilmenge von R hat ein kleinstes Element. Beispielsweise ist fiir

M=(0,1):={zeR|0<z <1}

zwar inf M = 0, aber infM ¢ M. Die Menge M hat kein kleinstes Element, das Minimum min M
der Menge existiert nicht.

Wir merken uns also: Jede nach oben (bzw. unten) beschrinkte Teilmenge von R hat ein
Supremum (bzw. Infimum) aber nicht notwendigerweise ein Maximum (bzw. Minimum).

2.8 Satz. Existenz von /2

Die Zahl 2 hat eine positive reelle Quadratwurzel, d.h. es gibt ein ¢ € R mit ¢ > 0 und ¢ = 2.

(Entsprechend existiert zu jeder Zahl a > 0 aus R die n-te Wurzel, wobei n € N).
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2.2 Folgen

Beweis. Sei M = {x € R|z? < 2}. M ist nichtleer, (z.B. 1 € M) und nach oben beschrinkt
(z.B. durch 2). Somit existiert ¢ := sup M € R. Wir zeigen ¢ = 2. Nach obigem gilt 1 < ¢ < 2.

Angenommen ¢? > 2. Dann gibt es einerseits wegen des Archimedischen Prinzips ein n € N,
sodass % <q¢®—2also¢®>>2+ % Aufgrund der Definition des Supremums gibt es andererseits
einx € M mit x > q — ﬁ. Insgesamt liefert das

1 q§22_|_1 1+ 1
16n2 — n n 16n?

x2>q2—i+
2n

also einen Widerspruch zu x € M.

Angenommen ¢ < 2, also ¢> < 2 — % fireinn € N. Wahle nunein x e Rmit g < z < g+ é,
dann ist einerseits x ¢ M, aber andererseits

s 4 g 1 a2 1 /1 1\ 1
< I P L )
TSt T a2 S 2T \2 T 6 ’

also wiederum ein Widerspruch. Damit bleibt nur ¢? = 2. O

2.9 Bemerkung. Eindeutigkeit der reellen Zahlen

Durch die Kérperaxiome (A1)—(A4), (M1)—(M4) und (D) sowie die Ordnungsaxiome (O1)—(04)
und schliefllich die (Anordnungs-)Vollstdndigkeit (hier Supremumsaxiom) sind die reellen Zah-
len bis auf “Isomorphie” eindeutig festgelegt. Sie bilden das Zahlenkontinuum und haben keine

Locher.

2.2 Folgen

Eine Folge (z,,) in R (oder entsprechend in jeder beliebigen Menge M) ist eine Zuordnung, die
jedem n € N (oder Np) ein Element z,, € R (oder allgemein x,, € M) zuordnet. Genau genommen
ist also eine Folge (xy,) eine Abbildung (Funktion) von N nach R,

() : N = R,

oder kurz (x,) € RN
Man schreibt auch oft (z1,x2, s, ...), also konkret z.B.

(1)_(11 11 )
n/ \72°34"

(-D)") = (-1,1,-1,1,-1,...).

oder

Ein fiir die Analysis zentrales Konzept ist das der Konvergenz von Folgen. Man sagt eine reelle
Folge (x,) konvergiert gegen = € R, wenn die Folgenglieder beliebig nahe an  kommen und dort
auch bleiben. Das ist nicht prizise genug, deshalb nun die mathematische Definition.

2.10 Definition. Folgenkonvergenz

Sei (z,) eine reelle Folge. Wir sagen, dass (x,) gegen = € R konvergiert und schreiben

. n—oo
lim z, =x oder =z, — x
n—o0

falls gilt:

Zu jedem e > 0 gibt es ein n. € N so, dass fiir alle n > n. gilt |z — z,| < .
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2 Vollstandigkeit und Konvergenz

Mit sogenannten Quantoren 3 ,es existiert und V ,fiir alle” schreibt man abgekiirzt
Ve>0 dn.eN Vn>n. |z,—z|<e.

Eine gegen 0 konvergente Folge wird auch als Nullfolge bezeichnet. Es ist also (z,,) eine Nullfolge,
falls

Ve>0 dn.eN Vn>n. |z, <e.

2.11 Beispiele. Nullfolgen

(a) Die Folge z,, = % ist eine Nullfolge, da man zu £ > 0 beispielsweise n. = [1/e] + 1 (fiir
a € Rist [a] die kleinste ganze Zahl grofier oder gleich a) wihlen kann. Fiir alle n > n. gilt

dann namlich

1 1
|zp| = — < — <e.
n - ne

(b) Die Folge

(xn):(1’1’0’1’0’07071707“‘):{ 1 falls n = 2™ fiir ein m € Ny

0 sonst

ist keine Nullfolge, da es selbst zu € = 1 kein passendes n. gibt. Denn zu jedem n. € N gibt
es ein m € N mit n = 2™ > n, fiir welches dann gilt |z,| =1 > e.

2.12 Merkregel. zur Folgenkonvergenz

Eine Folge (x,) konvergiert gegen den Wert x falls gilt: Zu jedem e-Schlauch (sei er auch noch so
schmal) um den Grenzwert x muss es ein n. geben, so dass ab n. alle Folgenglieder x,, in diesem
e-Schlauch bleiben. Man sagt auch, dass schliellich alle Folgenglieder in dem e-Schlauch liegen.

AT

x4+ €

T —€ X X

X

—ttt t tt >

—_
N+
S
]

Lésst man in einer Folge (x,,) Glieder weg, so spricht man von einer Teilfolge, z.B. sind
(.731, I3,X5,T7,.. ) oder (w1, T4,29,T16, - - )

Teilfolgen von (x,). Man schreibt fiir eine Teilfolge von (zp)nen auch (zp, )ken, d.h. das k-te
Folgenglied der Teilfolge ist das ng-te Glied der urspriinglichen Folge. Z.B. ist (z1, x3, x5, z7,...) =
(Tor_1)ken, also ng = 2k — 1, oder (1, 24, 9, T16, - - ) = (T42)ren, also ny = k2. Im Allgemeinen
bezeichnet k +— nj eine streng monoton wachsende Funktion von N nach N.

Da man durch Verschieben jede konvergente Folge (x,,) mit lim, o 2, = x zu einer Nullfolge
(zpn, — x) mit limy, o0 (2, — ) = 0 machen kann, untersuchen wir zunéchst Nullfolgen genauer.

2.13 Proposition. Eigenschaften von Nullfolgen

(a) Ist (yn) eine Nullfolge und gibt es ein N € N so, dass |z,| < |y,| fiir alle n > N, so ist auch
() eine Nullfolge.
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(h)

2.2 Folgen

Beweis. Sei € > 0. Wiahle n. > N so, dass |y,| < ¢ fiir alle n > n.. Dann gilt auch
|zn| < |yn| < € fiir alle n > n. und |x,| ist eine Nullfolge. O

Insbesondere kann man endlich viele Glieder einer Nullfolge beliebig abéndern und erhélt
immer noch eine Nullfolge.

Ist (zy,) eine Nullfolge, so ist fiir jedes ¢ € R auch (cz;,) eine Nullfolge.
Beweis. Sei ¢ > 0. Wihle n. € N so, dass |z,| < g fiir alle n > n.. Dann gilt lcxy| < e fiir
alle n > n. und |cz,| ist eine Nullfolge. O

Fiir |¢| < 1ist (¢") eine Nullfolge (fiir |¢| > 1 offensichtlich nicht, da |¢"| > 1 fiir alle n € N).

1

Beweis. Sei |g| < 1 also |q| = fiir ein A > 0. Dann folgt aus der Bernoullischen Unglei-

1+h
chung
1 1
" gl e
also [¢"| < -1, und die Aussage folgt mit (a), (b) und Beispiel 2.11 (a). O

Jede Teilfolge (2, )ren einer Nullfolge (x,,)nen ist eine Nullfolge.

Beweis. Sei ¢ > 0 und wéhle n. € N so, dass |z,| < € firr alle n > n.. Dann ist wegen
ng > k auch |z,, | < e fiir alle k > n.. O

Mit (x,,) und (yy) sind auch (z,, + y,) Nullfolgen.
Beweis. Folgt aus der Dreiecksungleichung |z, + y,| < |xn| + |yn/- O

Ist (x,) eine Nullfolge und (y,) beschrénkt, d.h. es gibt ein ¢ € R mit |y,| < ¢ fiir alle
n € N, so ist auch (x,y,) eine Nullfolge.

Beweis. Folgt aus |z,yn| < c|xy]|. O

Jede Nullfolge (x,) ist beschrinkt.

Beweis. Zu e = 1 existiert ein ny mit |z,| < 1 fiir alle n > ny. Also gilt fiir alle n € N, dass
|zn| < max{1,|z1],|z2],. .. |Tn,—1]} d

Ist (zy,) eine Nullfolge, so ist auch ( %/|zy|) eine Nullfolge.
Beweis. Sei € > 0 und n. so, dass |z,| < ™. Dann ist }/|x,| < ¢ fiir alle n > n.. O

2.14 Proposition. Eigenschaften konvergenter Folgen

(a)

Grenzwerte sind eindeutig, d.h. aus lim,_. =, = = und lim,,_,, x, = y folgt z = y.

Beweis. Angenommen, = # y. Setze ¢ = |z — y| > 0, dann impliziert |z, — x| < ¢ aber
|z, — y| > €. Also kann (x,,) nicht gleichzeitig gegen x und gegen y konvergieren. O

Jede konvergente Folge ist beschrankt.
Beweis. |xyn| < |zp — 2|+ |z] und |2, — x| ist nach Proposition 2.13 (g) beschrénkt. O

Konvergiert (z,,) gegen z, so ist (|z,|) konvergent gegen |z|.

Beuweis. ‘|:1cn| - \x|’ < |xp — x|. O

Dreifolgensatz: Gilt lim,, o , = limy,_ 00 2, = @ und z,, < y, < 2z, fir alle n € N, so ist
auch limy,— 00 yn = a.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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2 Vollstandigkeit und Konvergenz

(e) Ist M C R beschrénkt und s = sup M, so gibt es eine Folge (x,) in M mit lim,, o z,, = s.

Beweis. Zu jedem n € N wihle x, € M mit =, > s — % So ein x, gibt es immer, denn
sonst wire ja s — % < s = sup M schon eine obere Schranke an M. Also ist s — % <zp<s
fiir alle n € N und lim,, ;o z,, = s folgt aus (d). O

(f) Seien limy, o0 Tp = @, limy, 500 Y, = y und a,b € R, dann gilt
lim (ax, + by,) = ax + by
n—oo
und
lim z,y, =zy.
n—oo
Falls y # 0 ist, so gilt auch
. Iy X
lim — = —.
Beweis. Wir zeigen exemplarisch die letzte Aussage: Fiir n grof§ genug ist |y,| > %|y\ also
Yn # 0. Dann gilt

Tn X TnY — TYn 2
=D = 7‘§—2xny—myn
Un Y Yny |yl
2
= W‘(wny —zy) + (vy — TYn)

2
< (e = @llyl + lvn — olle])

= g a2, o
[yl v
O
(g) Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen den gleichen Grenzwert.
(h) Ist limy, o0 p = x, so ist fiir jedes m € N auch lim, o 3/ |2n| = W
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Oft ist es nicht ganz einfach, die Konvergenz einer Folge direkt zu zeigen, insbesondere, wenn
man den Grenzwert nicht kennt. Hiufig geniigt es aber auch zu wissen, dass die Folge iiberhaupt
konvergiert und dafiir zeigen wir einfache aber wichtige Kriterien.

2.15 Definition. Monotone Folgen

Eine Folge (z,) heifit monoton wachsend (bzw. fallend), falls x,, < z,,41 fiir alle n € N (bzw.
Ty, > Tpt1). Sie heiBft streng monoton wachsend (bzw. fallend), falls sogar =, < x,41 (bzw.
Ty > Tpyr) fir alle n € N gilt.

2.16 Satz. Monotoniekriterium

Jede monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge (x,) in R konvergiert gegen x :=
sup{zy |n € N}.

Beweis. Zu jedem € > 0 gibt es aufgrund der Definition des Supremums ein n. so, dass z — € <
Tpn, < x. Da x, monton wichst, ist aber auch

r—e<z, <z firallen>n.,

woraus die Konvergenz folgt. O
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2.2 Folgen

2.17 Bemerkung. Da man bei einer Folge endlich viele Glieder beliebig abidndern oder auch
weglassen kann, ohne das Konvergenzverhalten zu dndern, reicht es beispielsweise die Monotonie
der Folge ab einem endlichen N € N zu fordern. Man sagt dann auch, eine Eigenschaft (Monotonie,
Positivitét etc.) gilt fiir n grof3 genug.

2.18 Beispiele. (a) Fiir jedes 2 € R\ {0} ist die Folge a,, = (1+ £)" ab einem hinreichend
groflen n streng monoton wachsend und beschriankt und somit konvergent:

an N (1+ %) N

1 n+1
= O+t = = I+ |1~

n

= (1+$)(1+MM>VL+1
—

>—1firn>z—1

(I+2)1-2)=(1+L)(1+ %) =1.

n+x

Bernoulli

Somit ist die Folge a,, ab einem hinreichend grossen n streng monoton wachsend. Weiterhin
ist (14 )" beschrénkt durch (1 — 2)7", da

(1+2)"

Gog = (e na-n) =a- <

fir n > |z|.

SchlieBlich ist (1 — 7)™ fiir n gro genug monoton fallend, da ja (1 + (_n—w))” fiir n grof
genug monoton wichst. Also ist (1 — £)~" und somit auch (1 + £)" beschrénkt.

(b) Es gilt lim,,_,~ {/n = 1: Die Folge a,, = {/n ist nach unten beschrénkt, denn a, > 1 fiir

alle n € N, und monoton fallend fiir n grof§ genug, denn

<1

(o e

c
nntl n n n

fiir n grofl genug. Also konvergiert (a,) (und auch die Teilfolge (a2,)) nach dem Monoto-

niekriterium, sagen wir gegen a. Wir zeigen nun, dass a = y/a gilt, woraus dann a? = a und
somit a = 1 folgt.

a= lim ag, = lim X2n = lim %2 %/n= lim %2 lim \a, =1 -va=+a.

n—o0

Bemerkung: Spiter folgern wir das aus

. . 1
lim ¢n=limen ™" =e’ =1,
n—oo

Wir kommen nun zu einer alternativen Charakterisierung der Vollsténdigkeit von R, also der Idee,
dass R keine Liicken hat. Wir formulieren die Aussage als Satz, da sie eine Konsequenz aus dem
Supremumsaxiom ist.

2.19 Satz. Intervallschachtelungsprinzip

Eine Folge von Intervallen [ay,, b,] = {z € R|a, < x < b,} mit a,, < by, und [ay+1,bp+1] C [an, by
fiir alle n € N sowie lim,, o0 (an — by) = 0 heiBt Intervallschachtelung.

Zu jeder Intervallschachtelung gibt es ein eindeutiges = € R mit = € [ay, by,] fiir alle n € N. Es
gilt lim,, .o ap, = lim,_ 0 b, = .
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2 Vollstandigkeit und Konvergenz

Beweis. Aus der Schachtelungseigenschaft a1, bp+1] C [an, by folgt sofort, dass (a,) monoton
wichst und (b,) monoton fillt. Weiterhin ist

an < by, fir alle n,m € N,

denn aus a, > b,, folgt entweder a,, > b,, > b, falls n > m oder a,, > a, > b, falls n < m,
beides ein Widerspruch zur Annahme, dass a,, < b, fiir alle n € N.

Aufgrund des Monotoniekriteriums gilt also
lim a, =a:=sup{a,|n €N} und lim b, =b:=inf{b,|n € N}
n—oo n—oo
mit
a<b.

Fiir jedes n gilt
0<b—a<b,—ay,,

was wegen lim, o0 (b, — a,) = 0 schon b — a = 0 impliziert. Mit z := b = a gilt dann
an<a=x=b<b,, also x€ay,by] firalleneN.

Jedes # € R mit T # z liegt aber schlieBlich aulerhalb von [a,,b,]: Falls £ < x = a, dann gibt
es ein n € N mit a, > T, falls £ > = = b, dann gibt es ein n € N mit b, < Z. Damit ist z
eindeutig. O

Fiir eine reelle Zahl x > 0 sei die Dezimalbruchentwicklung definiert durch

xg = max{k € Z|k < x}
1 = max{ke{0,1,2,...,9} |zo+ k- 107! < z}
Tpp1 = max{k€{0,...,9} |zo+21-107 +. . 42, - 10" +k- 10" <z}
Es wird also jedem x > 0 eine Folge (x,) mit x,, € {0,...,9} fiir n > 1 zugeordnet, die nicht ab

einer Stelle identisch Null ist. (Warum ?)

2.20 Korollar. Dezimalbruchentwicklung

Zu jeder Dezimalfolge (x,), also =, € {0,...,9} fiir alle n € N und «,, # 0 fiir unendlich viele
n € N, gibt es genau eine reelle Zahl x im Intervall (0, 1], welche die Folge () als Dezimalbruch-
entwicklung hat.
Beweis. Durch (z,,) wird die Intervallschachtelung

an:i=x1-107 4+ ... +2,-107", b, :=a,+ 107"

definiert. Geméafl Satz 2.19 gilt also lim,, o ay, = lim, o0 by, = . Da x,, # 0 fiir unendlich viele
n € N gilt, ist a, < x < b, fiir alle n € N. Damit ergibt sich aber auch sofort die Behauptung,
dass (z,,) die Dezimalbruchentwicklung von x ist. O

Man schreibt natiirlich fiir die Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl wieder
r =209, T1X2,3 ... .

Nach obigem Satz gilt: Verschiedene Zahlen haben verschiedene Entwicklungen und verschiede-
ne Entwicklungen stehen fiir verschiedene Zahlen. Allerdings ist die Entwicklung von 2 durch
1,9999... gegeben. Diese Feinheit werden wir aber in Zukunft ignorieren und statt 1,4999...
wieder 1,5 schreiben.
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2.2 Folgen

2.21 Bemerkung. Analog definiert man b-adische Entwicklung fiir b € N, b > 2.
t=xzo4+x1-b t4as-b 24

FEin weiteres Konvergenzkriterium und eine weitere Charakterisierung der Vollstdndigkeit liefert
das Konzept der Cauchyfolge.

2.22 Definition. Cauchyfolge

Eine Folge (x,,) in R heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein n. € N gibt, sodass fiir alle
n,m > ne gilt |z, — x| < €. In Quantorenschreibweise

Ve>0 dn.eN Vnm>n. |z, —zn|<e.

In einer Cauchyfolge liegen also je zwei beliebige Folgenglieder ab einem n. hdchstens € vonein-
ander entfernt.

2.23 Bemerkung. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge: sei n. € N so, dass |z —x,| < §
fiir alle n > n., dann gilt fiir alle n,m > n.

[T — Zm| = |2n — 2+ 2 — 2| < gy — 2|+ |2 — 21| < €.

2.24 Satz. Konvergenzkriterium von Cauchy

Jede Cauchyfolge in R konvergiert.

Den Beweis holen wir gleich nach.

2.25 Bemerkung. Die Definition der Cauchyfolge kann man sofort auf Folgen in metrischen
Raumen (das sind Rdume, in denen ein Abstand d(zy,, z,,) zwischen Punkten definiert ist) ver-
allgemeinern. Man sagt, ein metrischer Raum ist vollstindig, falls jede Cauchyfolge in diesem
Raum konvergiert. Die reellen Zahlen sind also auch geméfl dieser Definition vollstdndig.

Die im Supremumsaxiom ausgedriickte Ordnungsvollstdndigkeit von R besagt mehr als die Voll-
standigkeit nach Cauchy, da sie auch die Archimedische Eigenschaft impliziert. Wir kénnten
allerdings das Supremumsaxiom durch die zwei Axiome “Cauchykriterium” und “Archimedische
Eigenschaft” ersetzen.

2.26 Lemma. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Beweis. Sei (x,,) eine Cauchyfolge, ¢ = 1 und ny so, dass |z, — x| < 1 fiir m,n > n;. Dann gilt
fir n > ny
|zn| = |$n_33n1 +5Un1| < |$n_$n1‘ + |$n1| <1+ ’$n1|v
also
‘l‘n‘ < maxx{]mﬂ, Tty |$n171|, 1+ |l’n1|} .

2.27 Definition. Hiufungspunkt

Eine Zahl z heift Hiufungspunkt einer Folge (z,,), falls (z,,) eine Teilfolge besitzt, die gegen z
konvergiert.

2.28 Beispiele. (a) Die Folge
(zn) = ((=1)") = (-1,1,-1,1,-1,...)

konvergiert zwar nicht, hat aber die Haufungspunkte 1 und —1.
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2 Vollstandigkeit und Konvergenz

(b) Eine konvergente Folge hat als einzigen Haufungspunkt ihren Grenzwert, da nach Propo-
sition 2.14 (g) jede Teilfolge einer konvergenten Folge ebenfalls gegen den Grenzwert der
urspriinglichen Folge konvergiert.

(c¢) Eine Folge kann sogar co-viele Hiufungspunkte haben, z.B. ist fir
(xn) =1(1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,...)
jede natiirliche Zahl ein Haufungspunkt.
(d) Manche Folgen haben gar keinen Hiufungspunkt, z.B.

(:Un) = (TL) = (1? 273745 . ) .
2.29 Merkregel. Konvergenz und Hiaufungspunkt

Eine Folge () konvergiert gegen x, wenn in jeder e-Umgebung von z schlieflich alle Folgenglieder
liegen.

Eine Folge (x,) hat z als Hiufungspunkt, wenn in jeder e-Umgebung von z unendlich-viele
Folgenglieder liegen.

2.30 Satz. Bolzano-Weierstraf3

Jede beschriinkte Folge (z,,) in R hat mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis. Da (x,,) beschriankt, gibt es ein Intervall [a,b] in dem die Folge enthalten ist, also
Tn € [a,b] fiir alle n € N. Halbiert man das Intervall gemi8 [a,b] = [a, %4°] U [%42, 8], so sind
in mindestens einem der Teilintervalle unendlich-viele Folgenglieder enthalten. Wir nennen die-
se Teilintervall I; und setzen n; := min{n € N|z, € I1}. Nun wiederholen wir diesen Schritt
rekursiv: im k-ten Schritt wird das zuvor definierte Intervall Iy, welches unendlich-viele Folgen-
glieder enthdilt, halbiert. Mindestens eines der Teilintervalle, nennen wir es I, enthélt wieder

unendlich-viele Folgenglieder und wir setzen nyy1 := min{n € N|n > n; und =, € Iy+1}.

Die Intervallfolge I}, ist eine Intervallschachtelung, die nach Satz 2.19 genau einen Punkt enthélt
x, gegen den die Teilfolge (z,, ) dann konvergiert. O

Nun konnen wir den Beweis des Cauchykriteriums, Satz 2.24 nachreichen.

Beweis. des Cauchykriteriums. Nach Lemma 2.26 ist jede Cauchyfolge beschrankt und hat somit
einen Haufungspunkt z, d.h. eine gegen x konvergente Teilfolge. Die Konvergenz einer Teilfolge
(2, )ken einer Cauchyfolge (z,)nen gegen z impliziert aber die Konvergenz der ganzen Folge
gegen x. Das sieht man so:

Sei € > 0. Da (z,,) Cauchy ist, gibt es ein n. € N so, dass |z, — 2| < § fiir alle n,m > n.. Da
(7n,) gegen x konvergiert, existiert ein k. € N so, dass ng, > ne und |x,, — x| < §. Dann ist fiir
alle n > n,

|20 — x| = |20 — Ty, + 2y, — 2| < |2 — Ty |+ |20y, — 7] <&

2.31 Definition. Divergente Folgen

Eine Folge () die nicht konvergiert, heiit divergent. Sie heifit bestimmt divergent und man
schreibt

lim z, =occ bzw. lim z, = —0oc0,
n—o0 n—o0

falls
VM eR dnyeN Vn>ny x,>M bzw. z, <M.

Eine Folge divergiert bestimmt gegen Unendlich, wenn fiir jedes (noch so grofie) M € R gilt, dass
schliefflich alle Folgenglieder grofler als M sind.

2.32 Beispiel. Die Folge (z,,) = (n) = (1,2,3,4,...) ist bestimmt divergent gegen Unendlich.
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2.3 Maéchtigkeit von Mengen und Abbildungen zwischen Mengen

2.3 Machtigkeit von Mengen und Abbildungen zwischen Mengen

2.33 Definition. Endliche Mengen

Eine Menge M heifit endlich, falls sie endlich viele Elemente enthélt. Thre Méchtigkeit |M| ist
dann die Zahl ihrer Elemente, |M| € Ny.

2.34 Beispiele. (a) Die leere Menge () enthélt keine Element, es gilt also |()] = 0.
(b) Die Menge M = {n € N|n? < 10} hat Michtigkeit | M| = 3.

Bei unendlichen Mengen ist die Frage nach der Méchtigkeit nicht ganz so offensichtlich zu beant-
worten. Was ist beispielsweise mit |[N| und |R|? Sicherlich ist |N| = oo und |R| = oo, aber gilt
auch |N| = |R| und macht die Frage iberhaupt Sinn?

Klar, zwei Mengen sind gleichméchtig, falls wir eine eins-zu-eins Zuordnung zwischen ihren Ele-
menten finden kénnen:

= [M] = [N

2.35 Definition. Funktion/Abbildung
Eine Funktion oder Abbildung

f:M— N,z f(z),
ordnet jedem Element z € M ein Element f(z) € N zu.

Dabei kénnen zwei verschiedene z, 2’ € M, x # 2/, auf dasselbe y € N abgebildet werden, also
f(z) = f(2’) = y. Es kann aber auch Werte y € N geben, auf die kein z € M abgebildet wird,
also f(x) # y fiir alle x € M.

Wir nennen M den Definitions- oder Urbildbereich, N die Zielmenge und
Bildf :={y € N|es gibt ein z € M mit y = f(x)} C N

das Bild von f.

Eine Funktion f : M — N heifit injektiv, falls jeder Wert y € N hochstens einmal angenommen
wird. Also

[ ist injektiv < f(z) = f(2') impliziert z = 2’
& x # 2 impliziert f(x) # f(2').

Eine Funktion f: M — N heifit surjektiv, falls jeder Wert y € N mindestens einmal angenom-
men wird. Also
fist surjektiv < Vye N Jz € M mit f(z) =y
< Bildf = N.
Fine Funktion f: M — N heifit bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist, falls also jeder Wert

y € N genau einmal angenommen wird. Eine Bijektion ist somit eine eins-zu-eins Zuordnung der
Elemente von M und N.
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2 Vollstandigkeit und Konvergenz

2.36 Beispiele. (a) Die Funktion f : Z — Z, z +— f(z) = 2% ist weder injektiv, da f(z) =
f(=2), noch surjektiv, da Bildf # Z.
(b) Die Funktion f : N — N, n +— f(n) = n? ist injektiv, da fiir n,m € N aus n? = m? schon
n = m folgt. Wegen Bildf # N ist f wieder nicht surjektiv.
(c) Die Funktion f:7Z — Z, z — f(z) = —=z ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.

2.37 Bemerkung. Umkehrabbildung
Offenbar existiert zu f : M — N genau dann eine Umkehrabbildung f~!: N — M mit

(Flof)az)=ff(z)==x firalle z€ M

und
(fof N =ffy)=y firaleyeN,
falls f bijektiv ist.
Achtung: Die Umkehrabbildung f~! ist nicht zu verwechseln mit der Funktion

f:M — R\ {0} definiert ist durch % M — R\ {0}, z— ﬁ

1

7 welche fiir

2.38 Definition. Gleichméichtige Mengen
Zwei Mengen M und N heiflen gleichmiéchtig, |M| = |N|, falls es eine Bijektion f: M — N gibt.

2.39 Beispiel. Die Mengen M = N und N = {n € N|n gerade} sind gleichméchtig, da f : M —
N, n+— f(n) = 2n bijektiv ist.
2.40 Definition. Abzihlbar unendliche Mengen

Eine Menge M heifit abzidhlbar unendlich, falls sie die gleiche Machtigkeit wie die natiirlichen
Zahlen hat, also |M| = |N| gilt.

Eine Menge M heifit abzéhlbar, falls |M| = |N| oder |M| € Ny.
Offenbar ist M genau dann abzdhlbar, falls sich M als Folge M = {z,, | n € N} schreiben l&sst.

2.41 Satz. Abzihlbarkeit der rationalen Zahlen
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzahlbar.

Beweis. Cantors Diagonaltrick Nummer 1: Das folgende Schema liefert eine ,, Abzdhlung*
(q1,42, 93, - ..) der positiven rationalen Zahlen, wobei kiirzbare Briiche weggelassen werden,

1 2 3 4 5
1 i 71 1 7 1
L e / v f
1 2 3 4 5
2 2 2 2 2
e e Ve /!
1 2 3 4 5
3 3 3 3 3
L v /
1 2 3 4 5
1 1 4 1 1
e /
1 2 3 4 5
5 5 5 5 5
Lo . )
also (q1, 92,493, ...) = (1, %, 2,3, %, i, %, %,4, 5, %, ...). In der k-ten Zeile steht hier die Folge (% )nen-
Somit ist sichergestellt, dass jeder positive Bruch in der so konstruierten Folge (q1,q2,qs,...)
vorkommt. Eine Abz&hlung von Q erhélt man dann durch (0, g1, —q1,¢2, —q2, . . .). O
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2.3 Maéchtigkeit von Mengen und Abbildungen zwischen Mengen

2.42 Satz. Die Vereinigung abzihlbar vieler abzdhlbarer Mengen ist wieder abzihlbar.

Beweis. Cantors Diagonaltrick Nummer 1. O

2.43 Satz. Uberabzihlbarkeit von R

Die reellen Zahlen R sind nicht abzédhlbar, man sagt, sie sind iiberabzéhlbar.

Beweis. Cantors Digonaltrick Nummer 2: Wir zeigen, dass schon das Intervall (0,1) C R nicht
abzdhlbar ist. Angenommen, es existiert eine Abz&hlung von (0, 1), also (0,1) = {x, |n € N}. In
Dezimalbruchentwicklung schreiben wir

r1 = 0,r11712 013214 - -
x2 = 0,791 X292 X324 - -
xz = 0,231 7322733234 -
x4 = 0,741 %42 043744 - -

Die Zahl y = 0, y1 y2 y3 . . . mit der Dezimalbruchentwicklung

_ |1 falls wpp #1
Yn =19 2 falls z, = 1

liegt im Intervall (0, 1), kommt aber in obigem Schema nicht vor. Das steht im Widerspruch zur
Annahme (0,1) = {z,, |n € N}. O

2.44 Bemerkung. Kontinuumshypothese von Cantor (1878)

Die Kontinuumshypothese besagt, dass jede Teilmenge von R entweder abzahlbar oder gleichméchtig
zu R ist, also fiir jedes M C R gilt, dass entweder |M| < oo oder |M| = |N| oder |M| = |R].

Kurt Godel (1938): die Kontinuumshypothese 148t sich aus den iiblichen Axiomen der Mengen-
lehre (Zermelo-Fraenkel-Axiome) heraus nicht widerlegen.

Paul Cohen (1960): die Kontinuumshypothese 148t sich mit Hilfe den iiblichen Axiome der Men-
genlehre (Zermelo-Fraenkel-Axiome) nicht beweisen.

Die Kontinuumshypothese ist also innerhalb der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre nicht entscheid-
bar.
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3 Elementare Funktionen und Stetigkeit

3.1 Die Exponentialfunktion

T

Wie wir im letzten Abschnitt gezeigt haben, konvergieren die Folgen (14 %)™ und (1—%)~" gegen

denselben Grenzwert und wir definieren die Exponentialfunktion zunéchst durch
AN HAL
exp: R—R, z+— exp(z):= lim (1—}——) = lim (1—7) .
n—o00 n n—o00 n
3.1 Satz. Exponentialgesetz
Es gilt
(a) exp(0) =1
(b) exp(x +y) =exp(x) -exp(y) fiir alle z,y € R

Daraus folgt sofort, dass exp(x) > 0 fiir alle # € R und exp(—z) = expl(m) (Ubung)

Beweis. Teil (a) ist offensichtlich. Fiir (b) stellen wir fest, dass

exp(z + y) — exp(z) exp(y) = lim ((1 + %ﬂ)n — (1 + %)n (1 + %)n) )

n—o0

(%)
Der Ausdruck (x) hat die Form

A —(ab)" = (c—ab) ) k. (ab)k? (vgl. Ubung 11 b)
k=1
wobei
o < (1) (14 1) <1 < (14 1) (14 1)
und 2y
c—ab= — 2
Also gilt

n

ket < () (1 8) " < (1 ) (14 )" < expaly exp(ly)

und somit
n—oo

() < L ey expy) "5 0.

3.2 Definition und Satz. Die Eulersche Zahl
Die Eulersche Zahl e ist definiert durch

e:=exp(l).
Es gilt exp(z) = €” fiir jede rationale Zahl 2 € Q, d.h.

(exp (%))p = (exp(1))?.
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3 Elementare Funktionen und Stetigkeit
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Daher liegt es nahe, fiir jede reelle Zahl z € R

e’ 1= exp(x)

zu definieren.

3.3 Satz. Eigenschaften der Exponentialfunktion

(a) e” =1 und e*t¥ = Y fiir alle z,y € R.
(b) e* > 0 fiir alle z € R.
(c) e* > 1+ firz #0.
(d)

)

(e

e® ist streng monoton wachsend, d.h. aus x < y folgt e® < €Y.
e® wichst schneller als jede Potenz von z, d.h. fiir jedes n € N und jedes ¢ > 0 gibts es ein
o € R so, dass e > cx™ fiir x > xg.

(f) e™® fallt schneller als jede inverse Potenz von z, d.h. fiir jedes n € N und jedes ¢ > 0 gibt
es ein xg € R so, dass e™% < ex™™ fiir z > xg.

(g) Fiir |z] < 1ist [e® —1] < 1|_m‘|x‘.

Beweis. (a) und (b) wurden schon gezeigt.

(c) Fir z > —1 (auer x = 0) ist n +— (1 + 7)” ab n = 1 streng monoton wachsend (vgl.
Beispiel 2.18 (a)), also

l+z=(1+%)"<(1+

Firz<-—-list14+x2<0<e”.
(d) Nach (b) und (c) ist e* > 0 fir alle x € R und e® > 1 falls z > 0. Fiir z < y folgt daher

ey —e"=e"(eV" " —1)>0.
(e) Seic:= cn. Fiir 2 > 4n2¢ =: x ist Vx> 2ny/E also 5 > Véy/z. Somit gilt
2
e’ > (1+ %)M > (1 + \/Ex) s (Véx)*™ = ca™.
(f) Folgt sofort aus (e)

(g) Da (1 — %)ﬂl fiir x < 1 streng monoton gegen e fillt, ist e® < ﬁ, alsoe® —1 < 127 was

||

fiir x > 0 die Behauptung ist. Fiir —1 <z < 0 ist nach (¢) 1 —e* < —x = |z| < Tl

O

3.4 Definition. Monotone Funktionen

Eine reelle Funktion f : D — R auf einer Teilmenge D C R heifit monoton wachsend (fallend),
falls aus x < y folgt, dass f(z) < f(y). Sie heilt streng monoton wachsend (fallend), falls
aus x < y folgt, dass f(z) < f(y).

3.5 Bemerkung. Streng monotone Funktionen sind injektiv. Denn sei f(z) = f(y), dann kann
weder x < y noch x > y gelten. Also folgt x = y.
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3.1 Die Exponentialfunktion

Wir wissen also, dass exp : R — (0,00) := {x € R|0 < z} injektiv ist. Falls exp auch surjektiv ist,
so kénnen wir die Umkehrfunktion In = exp=1(0,00) — R definieren. Surjektivitit ist eigentlich
klar, da einerseits lim,,_,,o ™"
also stetig ist.

= 0 und lim,,_,, " = oo und andererseits e” keine ,,Spriinge* hat,

Umgangssprachlich heiit eine Funktion f stetig, wenn sich der Wert f(z) mit = kontinuierlich
dndert, oder anders gesagt, wenn man den Graphen in einem Zug zeichnen kann.
3.6 Definition. Folgenstetigkeit

Eine Funktion f : D — R auf einer Teilmenge D C R heifit stetig im Punkt x¢p € D, wenn fiir
jede Folge (x,,) in D mit lim,,_,o x,, = x¢ gilt, dass

lim f(z,) = f(zo).

n—o0

Die Funktion f heifit stetig, falls sie in allen Punkten zo € D stetig ist.

3.7 Bemerkung. Folgenstetigkeit bedeutet also, dass man den Limes in die Funktion ziehen
kann, also fiir gegen ein xy € D konvergente Folgen (z,,) in D gilt, dass

lim f(z,) = f(lim z,).

n—oo n—oo
3.8 Beispiele. (a) Die Funktion f : R\ {0} = R, z — f(z) = 1 ist stetig, da fiir z, — 2 # 0
gilt, dass lim;,— 0o i = 9710
(b) Die Funktion

0 fir x <0

g:R—>R, xr—>g(:6):{ 1 fiir 2> 0

ist nicht stetig, da fiir x, = —%
Jim_ g(a,) =0 # g(lim z,,) = f(0) =1
gilt.
3.9 Satz. Die Exponentialfunktion ist stetig.
Beweis. Sei limy, o0 T, = xg. Dann gilt fir |z, — 2| < 1, dass

_en @l _nog

en — "0 = "0)e™ 0 — 1| < e
1 —|zp — ol

3.10 Satz. Zwischenwertsatz

Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) < f(b). Dann gibt es zu jedem Zwischenwert yo € (f(a), f(b))
mindestens ein Urbild zg € (a,b) mit f(zo) = yo.

Die analoge Aussage gilt fiir f(b) < f(a).

Beweis. Sei f(a) < yo < f(b) und
M :={x € a,b]| f(x) <yo}.

Dann ist {a} € M # () und M ist durch b nach oben beschrinkt. Also existieren xg := sup M
und eine Folge (xy,) in M C [a, b] mit lim,_,oc z,, = Zo.

Wegen der Stetigkeit von f und f(x,) < yo gilt nun

f(zo) = Jim f(zn) <o
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3 Elementare Funktionen und Stetigkeit

und somit insbesondere xg < b. Da andererseits xg + % ¢ M fir alle n € N und xg + % € [a, b
fiir n grof genug, folgt wiederum aus der Stetigkeit von f, dass f(zg) = lim, e f(z0 + %) > 0
Also muss f(z0) = yo gelten. O

3.11 Satz. iiber die Umkehrfunktion

Sei f: [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Dann bildet f das Intervall [a, b] bijektiv
auf das Intervall [f(a), f(b)] ab.

Die Umkehrfunktion

FH @), )] = [a0)
Y —  x € [a,b] mit f(z) =y,
ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.

Die analoge Aussage gilt fiir streng monoton fallende Funktionen.

Beweis. Setze A := f(a) und B := f(b). Ausa < z < bfolgt A < f(z) < B fiir alle z € (a,b), also
insbesondere A < B. Wegen der strengen Monotonie ist f injektiv und aus dem Zwischenwertsatz
folgt, dass f jeden Wert zwischen A und B annimmt, d.h.

f:a,b] — [A, B]

ist bijektiv. Somit existiert die Umkehrfunktion f~!: [4, B] — [a, b].

f~! ist streng monoton wachsend: Sei y < z. Wire f~1(y) > f~1(2) so folgte aus der Mono-
tonie von f, dass

y=Ff"1W) 2 f(fHR) ==,
ein Widerspruch.
f~1 ist stetig in yo € [A, B] : Zunichst bemerken wir, dass (f~(yo + %))nEN monoton fillt und

durch f~!(yo) nach unten beschriinkt ist und somit gegen ein ¢ € [a,b] konvergiert. Mit der
Stetigkeit von f folgt daraus

flxo) = lim f(f ' (vo+ 1)) =0,

n—o0

d.h. es gilt f~!(yo) = z0. Entsprechend folgt
P~ o — ) " 1 (o) = wo.

Fiir yo = A macht nur die erste Aussage Sinn, fiir yo = B nur die zweite. Man nennt das dann
“rechtsseitige” bzw. “linksseitige” Stetigkeit.

Sei nun (y,) eine Folge in [A, B] mit y, — yo. Fiir jedes € > 0 existiert nach der Vorbemerkung
ein N € N mit

M yo) = wo— %) < 3
und
P+ %) — F o) < 5.
Auflerdem gibt es ein N’ € N mit N’ > N und
lyn — yo| < & fiir alle n > N'.
Da f~! streng monoton steigt, gilt fiir n > N’
[ ) = 1 w0l < £ o+ ) = £ (w0 — #)
1 o+ w) = wo) |+ 1 wo) — 71 (o + )| <
dh. [ yn) = Y yo). dJ

VANV
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3.1 Die Exponentialfunktion

3.12 Definition und Satz. Die Logarithmusfunktion

exp(x)

Die Exponentialfunktion exp : R — (0, 00) ist
bijektiv und stetig. Die Umkehrfunktion wird
mit !

In:(0,00) >R, z~In(z)

bezeichnet. Die Logarithmusfunktion In ist
streng monoton wachsend und stetig.

Beweis. Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend, also injektiv. Nach Satz 3.3 (e)
und (f) gilt lim,,_, €™ = oo und lim,, o, €™ = 0. Also existieren zu yy € (0, 00) Werte nq,n_ € N
mit e” "~ < yp < e"+. Da exp stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz z¢ € (—n_,n4) mit
exp(zg) = yo. Also ist exp surjektiv und somit bijektiv.

Der Satz iiber die Umkehrfunktion besagt nun, dass der Logarithmus In auf jedem endlichen
abgeschlossenen Intervall und somit auf ganz (0, co) stetig und streng monoton wachsend ist. [J

3.13 Korollar. Eigenschaften des Logarithmus

(a) Es gilt e™¥ = y fiir alle y > 0 und In(e®) = z fiir alle 2 € R. Insbesondere ist In1 = 0 und
Ine=1.

(b) Fiir a,b > 0 gilt

In(a-b) =In(a) +In() und In (%) =In(a)—In(b).

SIS

(c) Fr > 0 und n € N ist In(z") = nln(z).
(d) Firz > —1und x # 0 ist In(1 + z) < =.

(e) Der Logarithmus wéchst langsamer als jede Potenz x%, n € N, fiir x — oo, d.h.

VneN Ve>0 dzge (0,00) V> Inz < czn.

(f) Der Logarithmus fillt langsamer als jede Potenz :f%, n € N, fiir x — 0, d.h.
VneN Ve>0 Jzpe€ (0,00) Vr<zy Inz> —ex .

Beweis. (a) ist klar, da In die Umkehrfunktion zu exp ist. (b)-(d) werden in den Ubungen gezeigt.
Zu (e): Da exp streng monoton ist gilt

1

1 1
Inx <cxn < exp(lnz) <exp <C$Z> & x <exp (ca:ﬁ ) & Lyt <el.
y

Damit 1&8t sich die Aussage (und analog auch (f)) auf Satz 3.3 (e) zurtickfiihren. O

3.14 Definition und Satz. Reelle Exponenten

Fiir z > 0 und y € R setzen wir
z¥ = eyIne,

Fiir y € Q stimmt das mit der iiblichen Definition zr = /x4 {iberein.
Fiir z,y > 0 und r, s € R gelten
(x-y)" = z"y", (") = a"*, x = 2"z

Insbesondere ist also 20 =1 und 27" = L.
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3 Elementare Funktionen und Stetigkeit

Beweis. Ubungen. Ul

3.15 Bemerkung. So wie man den ,Logarithmus naturalis“ In als Umkehrfunktion zu e* defi-
niert, kann man den Logarithums log, zur Basis a > 1 als Umkehrfunktion von a” definieren.

Es gilt dann
_Inxz

log,(z) = na’

zlna

denn Ina® = Ine =zxlna.

3.2 Polynome und rationale Funktionen

Einige Mo6glichkeiten aus gegebenen Funktionen f, g : D — R neue Funktionen zusammenzusetzen
sind
f+g: D=oR, z— f(z)+g(2)
frg: D=R, z~ f(z) g(z)
AMf: D=R, z— X f(z), AeR

und

g:D\{xED]g(x):O}—HR, xw%.
Die Nullfunktion auf D ist 0 : D — R, z +— 0. Dementsprechend bedeutet f # 0 lediglich, dass es
mindestens ein z € D gibt mit f(x) # 0.

Fir f: D - M und g : M — N ist die Komposition go f : D — N gegeben durch z —
(g0 f)(x) = g(f(x)).

Besonders einfache Funktionen sind die Monome
R—R, z—2a" firneNj.
Durch Zusammensetzen erhilt man Polynome
T ag+ a1z + ...+ apx” =: p(x).

Ist a,, # 0 so heifit n der Grad von p. Der Grad einer konstanten Funktion ist also 0. Wir nehmen
im folgenden immer implizit an, dass ein Polynom gegeben in der Form ag + a1x + ... + apx™
auch tatséchlich Grad n hat, also a, # 0 ist.

3.16 Satz. Sind zwei Polynome p(z) = ap+...+a,2" und ¢(z) = bo+. .. +bpz™ als Funktionen
gleich, d.h. p(z) = ¢(z) fir alle x € R, so gilt

n=m und a;j=>0; fiiralle j=0,...,n.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n > m. Auch r := p — ¢ ist ein Polynom,
hat also die Form r(z) = ¢p + c1z + -+ + ¢cpa™. Zu zeigen ist ¢ = ¢4 = -+ = ¢, = 0. Nach
Voraussetzung gilt 7(x) = 0 fiir alle z € R und es folgt ¢g = 7(0) = 0. Fiir = # 0 ist dann aber
auch

r(z)

0=—L =¢ +ex+-+cpa™ !
x

und fiir (x) mit xp # 0 und limg_,o 2 = 0 folgt
n—1

0= lim (c1 + coxp + -+ cpx) ) = C1.
k—o00

Der Rest folgt durch Induktion. O
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3.2 Polynome und rationale Funktionen

3.17 Bemerkung. Tatsédchlich reicht es schon, dass zwei Polynome auf einer abzahlbar unend-
lichen Menge mit Haufungspunkt iibereinstimmen, um ihre Gleichheit zu folgern.

Offenbar sind Summen und Produkte von Polynomen wieder Polynome. Sei p(x) = Z?:o ajznj
und ¢(x) = > 0L, bjx? dann ist

max{n,m}
px) +q(z)= > (a;+bs)al
=0

und

n+m ) J

p(x) - q(x) = Z i mit ¢ = Z aub, = Zakbj—k~

j=0 ptv=j k=0

Dabei setzen wir apy1 = anyo2 =+ =0=0bpy1 = ---. Es gilt also

Grad (p - q) = Grad (p) + Grad ().

Rationale Funktionen sind von der Form

wobei p; und py Polynome und py # 0 ist (also nicht die Nullfunktion). Als Definitionsbereich
kommt zuniichst nur D = {z € R|pa(z) # 0} in Frage. Aber fiir p;(z) =1 — 22 und ps = (1 + )
ist das unbefriedigend,
2
pi() = L =1l—-z fir z#-1,
pa2(x) 14z

da die Singularitdt hebbar ist.

3.18 Satz. Polynomdivision

Sind p; und py Polynome und Grad(p2) > 1, so gibt es eindeutig bestimmte Poylnome ¢ und r
mit
pr=p2-q+r und Grad(r) < Grad(pz).

3.19 Bemerkung. Das ist analog zur Division mit Rest in N: fiir je zwei natiirliche Zahlen n;
und no gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢, r € Ny mit

ni=no-q+r und r <ngy,
also n1 : ny = q Rest r.

Beweis. Skizze: Man dividiert wie bei natiirlichen Zahlen, beispielsweise

3 2 2 5 1337_123
(1023 +522+3c —4): (202 + 220 —1)=bx 3+ 2
3 2 2£B2+2$—1
— 10z° — 10z“ + 5z

— 5224 8x —4
52° +bx — 3
13z — 13

2

also p1 = pa - (52 — %) + (13z — %) Die Eindeutigkeit folgt so: Ist p; = pag + r = pag + 7, also
p2(q — q) =r — 7, so wire bei ¢ # ¢ der Grad der rechten Seite mindestens Grad(pz), aber Grad
(r —7) < Grad (p2). Also gilt ¢ = ¢ und somit auch r = 7. .
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3 Elementare Funktionen und Stetigkeit

3.20 Definition. Man sagt “pe teilt p1”, falls po # 0 und p; = ps - ¢ fiir ein Polynom ¢. Man
schreibt dann ps | p;.

Es gelten die folgenden Aussagen
(a) Aus p3|po und py | py folgt p3|p1, denn aus pr = p3 - ¢ und py = py - ¢ folgt p1 = p3(q - §).
(b) Aus p|p1 und p|p2 folgt, dass p|(q1p1 + gop2) fiir beliebige Polynome ¢, go.
(c) Gilt p2 |p1 und p; # 0, so ist Grad(pz) < Grad(py).
(d) Aus pa|p1 und p; |pe folgt p1 = cps fiir ein ¢ # 0.
Eine Zahl A heift Nullstelle von p, falls p(\) = 0. Es gilt (Ubungsaufgabe)

PN =0 & (z-Np.
Es heiBt ) eine k-fache Nullstelle von p, falls (z — \)* | p, aber nicht (z — X\)¥*! | p, also falls

p(x) = (z — N)q(x)
fiir ein Polynom ¢ mit g(\) # 0.

3.21 Bemerkung. Offenbar hat ein Polynom p vom Grade n hochstens n verschiedene Nullstel-
len.

3.22 Bemerkung. Man kann rationale Funktionen z ;Eg kiirzen, falls p; und po einen gemein-
samen Teiler haben, also insbesondere dann, wenn sie gemeinsame Nullstellen haben.

3.23 Satz. Stetigkeit von Summen und Produkten von Funktionen

Sind f,g: D — R stetig, so sind auch

f+g: D—>R, z~ f(x)+gx)
f-9: D=R, z~ f(z) g(x)
AM: D—=R, z—= X f(x), AeR

und

L.:D\{zeD|glx)=0} =R, =~ L2

stetig. Insbesondere sind also Polynome und rationale Funktionen stetig.

Beweis. Sei (z,,) eine Folge in D mit lim,_,~ =, = z¢. Dann ist

e

lim (£ +9)(n) = Tim (F(an) +g(xa)) 2 lim f(en)+ lim glan) 2 f(xo) +g(x0) = (+9) (o).

lim
n—oo n—oo
Bei (1) haben wir verwendet, dass Summen konvergenter Folgen nach Proposition 2.14 (f) wieder
konvergent sind, oder anders ausgedriickt, dass die Abbildung +: R xR — R, (z,y) —» .+ y
stetig ist. Schritt (2) ist einfach die Stetigkeit von f und g.
Die anderen Aussagen zeigt man analog. O

32



3.3 Die trigonometrischen Funktionen

3.3 Die trigonometrischen Funktionen

(cos a, sin )

Wir definieren die trigonometrischen Funktionen zunichst (
geometrisch am Einheitskreis

K={(z,y) €R? |2 + 4% =1}. \0‘
sina{

Im Bogenmaf ist der Winkel « gleich der Lénge des entspre-
chenden Kreisbogens im Einheitskreis.

COS «

Man definiert

La der G kathet
sina = zinge o OBENEARACE y-Koordinate des Punktes auf dem Einheitskreis
Lénge der Hypothenuse

und

L& Ankath
cosa = — dnge der Ankathete = zx-Koordinate des Punktes auf dem Einheitskreis.
Lénge der Hypothenuse

Plots von Funktionsgraphen von Sinus und Kosinus sowie von allen weiteren in diesem Kapitel
definierten Funktionen finden Sie beispielsweise auf Wikipedia.

Aus der geometrischen Anschauung ergeben sich folgende Aussagen:

(a) Pyhtagoras: sina +cos?a =1 (wobei sin? o := (sin)?).
(b) Symmetrie: sin(—a) = —sina, der Sinus ist ungerade
cos(—a) = cos der Kosinus ist gerade.
(c) Periodizitét: sin(aw + 27 n) =sina fiir alle n € Z.
. cos(a + 2mn) = cos fiir alle n € Z.
(d) Die Abbildungen
sin: [-3, 5] — [-1,1]

und

cos : [0, 7] — [—1,1]

sind stetig und bijektiv.

Damit kénnen wir die Umkehrfunktionen arcsin = sin~! und arccos = cos™!

arcsin : [-1,1] — [-F, 7]
arccos : [—1,1] — [0, 7]
definieren.
Weiterhin gelten die Additionstheoreme
cos(p + 1) = cospcost — sinpsiny

sin(p +1) = sinpcosy + cos psiny
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3 Elementare Funktionen und Stetigkeit

und die Halbwinkelformeln

-2
l—cosp = 2sin”§
2
l+cosp = 2cos”%.
A
Die Additionstheorme liest man aus dieser Figur ab:
QA = QB -cosp = sincosp Q
AR = BS = OB -sinp = costsing
OS = OB -cosp = costcosy ©
RS = AB = QB -sing = sintysing —
also AR o
cos(p+1p) = OR = OS—RS = cos 1 cos ¢ — sin 1 sin ¢ ~
. (G
sin(p+1) = QR = QA+AR = sin1) cos ¢ + cos ¢ sin ¢ @ \ -
19) R S -

Die Halbwinkelformeln sind Ubungsaufgaben.

Man definiert noch die Tangensfunktion,

sin o
tan: (—5,5) - R, tana=
cos «
und den Kotangens,
cos 1

cot: (0,7) >R, cota=—= :
sina  tana
Der Tangens wichst streng monoton und ist surjektiv, also bijektiv. Die Umkehrfunktion heifit
Arcustangens,

arctan : R — (—=5,75), arctan = tan~! .
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4 Komplexe Zahlen

4.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Historisch wurde die neue Zahl i, die imaginiire Einheit mit i = —1, eingefiihrt, um Rechnungen
ausfithren zu konnen, bei denen in Zwischenschritten aus negativen Zahlen Wurzeln gezogen
werden mussten

Eine modernere Sichtweise ist es, R? = R x R als Korper aufzufassen: Mit der iiblichen Vektor-

schreibweise z = ( ; > fiir (x,y) € R? ist es klar, wie man die Addition zu definieren hat:

aeam(0)-()-(05) @
Y1 Y2 Y1+ Y2
Diese Addition von Vektoren ist kommutativ, assoziativ, hat das neutrale Element (0,0), und das

zu (x1,x2) inverse Element ist (—x1, —x2). Geometrisch entspricht die Addition dem Aneinan-
dersetzen von Vektoren.

Da wir z = (x,y) mit z = = + iy identifizieren wollen, legt
21z = (21 +iy1) (22 + iy2) = (122 — Y1y2) + (212 + 2241) (M)
die Multiplikation - : R? x R? — R?
(w1,91) - (22,92) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

nahe. Diese Multiplikation in R? ist kommutativ (offensichtlich), assoziativ (nachrechnen oder aus
geometrischer Interpretation folgern), hat das neutrale Element (1,0), und das Inverse zu (z,y)

ist (ﬁ, ﬁ) Das Distributivgesetz gilt ebenfalls.

Es bildet also die Zahlenebene R? mit der Addition (A) und der Multiplikation (M) einen Korper,
den Korper der komplexen Zahlen C. Insbesondere gelten dieselben algebraischen Rechenregeln
wie fiir reelle Zahlen.

Fiir z € C schreiben wir statt z = (z,y) nun z = x + iy, was im Sinne von

(z,y) = (2,0) +(0,1) - (y,0)

zu lesen ist. Es gilt
ii=(0,1)-(0,1) = (~1,0).
Wenn wir reelle Zahlen x mit den Punkten (x,0) in C identifizieren, so setzt das Rechnen in C
das Rechnen in R fort,
(21,0) + (22,0) = (21 + 22,0)
(21,0) - (2,0) = (z122,0).
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4 Komplexe Zahlen

Nun noch einige Definitionen: A

iy =ilm(z) 4------------

Fiir z = z 4+ iy € C heiflen

e Rez = x der Realteil

o Im 2z = y der Imginérteil

o |z| = /22 + y? der Betrag

e 7z = x — iy das komplex Kon-
jugierte von z.

4.1 Beispiel.

2+i  (2+4i)(1-i) 2+i-2i-i2 3-i 3 1,
— — e — = — — —1
T1i a+na-i) 1-i2 2 ~ 2 2"
also
Rez=3, Imz=-1, [z|= %—l—%:@, Z=3+4+1.

4.2 Bemerkung. Einfache Folgerungen

Fiir z,w € C gelten die folgenden Beziehungen:

—
o
=]
@
I\

I
N[ =
—
N
_|_
N
SN—
et
=]
(o9
=
N

I

B

~—~
N

|
N
S~—

(h) Die Dreiecksungleichung |z + w| < |z] + |w]

Beweis. (a) bis (g) sind einfache Ubungsaufgaben. Die Dreiecksungleichung folgt aus

lz+w? = +w)(E+o) = |22+ |w]? + 27 + Zw
= |2 + [w]* + 2Re (2w) < |2* + |w]* + 2[zw0]
= |2+ [wl* + 2[z]|w] = (2] + |w])?.

—iy =ilm(z) $--------------

Y

O

Weiter in den Definitionen. Statt durch kartesische Koordinaten (z,y) kann man Punkte in der
Ebene auch durch Polarkoordinaten (r,¢) charakterisieren. Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy
definiert man daher das Argument von z, kurz arg(z) € (—m, 7| als den Winkel zwischen dem

Vektor (z,y) € R? und der positiven reellen Achse.

A
Es ist also jy 4

x =|z|cosp y=|z|sinep

und
z =|z|(cos p +isingp) .
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4.2 Exponentialfunktion und Logarithmus im Komplexen

Fiir die Multiplikation komplexer Zahlen z,w € C ergibt sich dann mit ¢ = arg(z) und ¢ = arg(w)

z-w = |z|(cosp+isiny) - |w|(cost + isine))

|z||w]| ((cos ¢ cosp — sin @ sin) + i(cos psin + sin g cos))
= |2llw[(cos(p + ¢) +isin(p +¢)) .

AT
Es werden also die Betrige multipliziert A
und die Winkel addiert. Damit entspricht -
die komplexe Multiplikation geometrisch o+
einer Drehstreckung ! Genauer: Multi- ‘Zle 2

plikation mit z operiert auf der Zahlenebe- w
ne als Drehung um den Winkel ¢ = arg(z) \
und Streckung um den Faktor |z|. P

>

4.2 Exponentialfunktion und Logarithmus im Komplexen

4.3 Definition. Die komplexe Exponentialfunktion

Die komplexe Exponentialfunktion ist durch

exp:C—C, z=ux+iy— exp(z) =¢e" :=e"(cosy +isiny)

definiert. Sie setzt offenbar die reelle Exponentialfunktion fort, d.h. fiir y = 0 ist €*t10 = ¢, und

erfiillt das Exponentialgesetz

efeV = eTWeUTV — %l (cosy 4 isiny)(cos v + isinv)
e (cos(y + v) +isin(y +v)) = .
Insbesondere liegt also fiir ¢ € R A
: i
e'¥ =cosp+ising z=eY
auf dem Einheitskreis, d.h. |e?| = 1. Fiir 2 € C gp\
mit ¢ = arg z ist 1 >
z = |z|e?

Diese Polardarstellung ist fiir z # 0 eindeutig, falls man ¢ auf ein halboffenes Intervall der Lange
27, z.B. auf [0, 27) oder (—m, 7|, einschrinkt. Es gilt aber offensichtlich

el t2mn) _ oo fiiy alle n € Z.

Damit ist
exp:{z=z+iyeClzeR, ye (—m,x]} - C\ {0}

bijektiv. Die Umkehrfunktion ist der komplexe Logarithmus,
In:C\ {0} »{z=2+iyeClzeR, ye (—mnl|}

der explizit durch
In(w) = In |w| +iarg(w)

gegeben ist.
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4 Komplexe Zahlen

exp

Da arg : C\ {0} — (—m, 7] auf der negativen reellen Achse einen Sprung hat, also unstetig ist,
springt dort auch der Logarithmus. Man spricht von einem Schnitt (engl. “cut”) bei (—o0, 0]
durch die komplexe Ebene. Den Definitionsbereich des Logarithmus nenn man dann auch die
“geschlitzte Ebene”.

Man kann den Logarithmus auch zu jedem anderen Streifen der Breite 27 definieren, indem man
arg : C\ {0} — (o, a+ 27| umdefiniert. Den Schnitt kann man dann auf jede beliebige Halbgerade
legen, die im Ursprung beginnt. Er ist dann wieder die Umkehrfunktion zur Exponentialfunkti-
on eingeschrankt auf den entsprechenden Streifen. Die obige Wahl nennt man Hauptzweig des
Logarithmus.

4.4 Bemerkung. Der Definitionsbereich des Logarithmus als Riemannsche Fliche

Da die Exponentialfunktion auf ganz C stetig ist, aber nur Streifen der Form
Sp={z=zx+iy|lzeR, ye (2m,2r(n+1)|}, neR,

bijektiv auf C \ {0} abbildet, stellt man sich vor, dass exp die disjunkte Vereinigung solcher
Streifen auf die disjunkte Vereinigung der Bilder abbildet, also

exp:C= U Sp — L—lj exp(Sy) -
neN neN

Auf der rechten Seite steht jetzt die disjunkte
Vereinigung von geschlitzten Ebenen, also N
Kopien von C mit Schnitt. Nun ist aber aus
Sicht der Funktion exp die Wahl der Strei-
fen vollig beliebig und insbesondere ist exp
an den Ubergiingen von S, nach S, stetig.
Deshalb stellt man sich die Bilder der Strei-
fen, also die geschlitzten Ebenen exp(S,)
und exp(Sy+1) an den entsprechenden Stellen
“aneinandergeklebt” vor. Der natiirliche De-
finitionsbereich des Logarithmus ist die “Spi-
rale”, die man aus den abzéhlbar unendlich
vielen verklebten Ebenen erhélt. Man nennt
so eine Fléche eine “Riemannsche Fléche”.
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4.3 Komplexe Wurzeln

4.3 Komplexe Wurzeln

4.5 Bemerkung. Die Wurzel im Komplexen

Zu jeder komplexen Zahl z # 0 existieren genau n verschiedene n-te Wurzeln:

Sei z = |z] €%, dann sind

o427 itp+27'r(n71)
n

n n

wi = V)eleln, we = W]z, L, we = z]e

alle verschieden und es gilt

Let2m(=1)

(w))" = (Y] ) = e e = o)

Es bezeichnet {/|z| hier immer die eindeutige positive reelle n-te Wurzel. Die Zahlen

j2r  j4m j2r(n=1)
1, emn,efn, ..., n

sind die n verschiedenen n-ten Wurzlen von 1 und heiflen die n-ten Einheitswurzeln.

4.6 Beispiele. Komplexe Wurzeln

- iz
(a) Die beiden Quadratwurzeln von i = e'2 e
sind
(Vin = eF = L(1+1) -~
1
und )
(Vi)g =e'% = —(Vi) i 3E
A
(b) Die 5-ten Wurzeln von 1 sind
>
1, el%ﬁ, ei%ﬂ, ei%ﬁ, T 1
8
e 5

4.7 Bemerkung. Die Riemannsche Fliche der Wurzelfunktion
Die n-te Wurzelfunktion ist lokal die Umkehrfunktion zu

z 2",
Allerdings ist z — 2™ nur auf Sektoren der Form
To:={z=2|e¥|]2]| >0, ¢ € (a,a+Z]}CC

bijektiv. Das Bild eines solchen Sektors ist wieder eine geschlitzte Ebene: fiir n =2 und o = —
ist beispielsweise

NE

{z=1|21e¥|]2] >0, pe(-Z, ]}

einfach die rechte Halbebene, welche unter z + 22 bijektiv auf ganz C abgebildet wird. Die
Umkehrfunktion wird der Hauptzweig der Wurzel genannt und ist auf dem Schnitt (—oo, 0) wieder
unstetig.
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4 Komplexe Zahlen

Es bildet also z — 2™ die n disjunkten Sek-
toren szl bijektiv auf geschlitzte Ebenen
ab, welche man wie beim Logarithmus an
den Schnitten entsprechen verkleben kann.
Man erhélt so als den natiirlichen Definitions-
bereich der Wurzelfunktion wieder entspre-
chende Riemannsche Flidchen. Im Bild ist die
Riemannsche Fliache der Quadratwurzel skiz-
ziert,.

N

4.8 Bemerkung. Komplexe Exponenten und Basen

Fir x € R mit £ > 0 kann man mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion und des reellen
Logarithmus % := exp(wIn(x)) fiir komplexe Exponenten w € C definieren. Man kann z +— 2%
mit Hilfe des komplexen Logarithmus aber auch fiir komplexe Basen definieren: Fiir z £ 0 setzt
man wieder

LW ewlnz )

Der Wert von z% ?é’mgt allerdings von der Wahl des Zweiges fiir den Logarithmus ab. Beispiels-
weise gibt es fiir z» mit n € N genau die n verschiedenen Moglichkeiten, die wir zuvor besprochen
haben.

Die oben beschriebene Standardwahl fiir reelles und positives > 0 entspricht dem Hauptzweig
des Logarithmus.

4.9 Bemerkung. Komplexe Polynome

Die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 lassen sich alle eins-zu-eins auf komplexe Polynome
p(z) =ao+arz+ - +an2"
mit Koeffizienten a; € C und z € C iibertragen.

Im komplexen gilt aber sogar der

4.10 Satz. Fundamentalsatz der Algebra

Jedes komplexe Polynom

n

p(z) =ap+aiz+---apz
vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle A € C.
Es ist also p(z) = (2 — A\)q(z) mit Grad ¢ = n — 1. Induktiv ergibt sich
p(z) = an- (2= A1) (2 = An),

es “zerfillt” also jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren. Fasst man die gleichen Nullstellen
zusammen und bezeichnet mit k; die Vielfachheit von A;, so schreibt man auch

p(2) = an - (2= M) - (2 = An)™

wobei k1 + - - - + k;, = n ist.

Einen eleganten Beweis des Fundamentalsatzes werden wir im dritten Teil der Vorlesungsreihe
nachliefern.
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5 Unendliche Reihen

Sei (xy,) eine reelle oder komplexe Folge. Man mochte der ,unendlichen Summe* (= Reihe)

0
Zl‘n=$1+$2+$3+"'

n=1

einen Wert zuordnen. Es ist aber zundchst nur fiir jedes m € N
m

Sm ::an:$1+"'+$m,
n=1

die sogenannte m-te Partialsumme, definiert.

5.1 Definition. Reihenkonvergenz

Man sagt, die Reihe > >° | x,, konvergiert bzw. divergiert, wenn die Folge (s,,) der Partialsummen
konvergiert bzw. divergiert. Konvergiert die Partialsummenfolge (oder divergiert sie bestimmt),
So nennt man

o
Zmn = lim sy,
m—0o0
n=1
den Wert oder die Summe der Reihe.

5.2 Beispiele. (a) Sei z,, =1 fiir alle n € N, dann ist s,,, = m fiir alle m € N. Die Partialsum-
menfolge divergiert also bestimmt und es ist fozl T, = limy, oo S = +00.

(b) Sei z, = 0 fiir alle n € N, dann ist s, = 0 fiir alle m € N. Die Partialsummenfolge
konvergiert also gegen 0 und es ist 2720:1 Ty = limy, o0 S, = 0.
(c) Sei x, = (—1)", dann ist

- 0 falls m gerade
™1 —1 falls m ungerade

Also ist mit (sp,) auch > > | x, divergent.
5.3 Bemerkung. Reihen sind also nichts anderes als etwas anders aufgeschriebene Folgen:

Reithe Y ° 2, — Folge spm=>"1 a2y

Folge Sm, — Reihe =z, = s, —sn_1

5.4 Beispiel. Die Reihe )7, m ist konvergent und hat den Wert 1, denn wegen

1 1 1

nn+1) n n+1

ist jede Partialsumme eine Teleskopsumme und

m

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 mseo
= - S e S, [N, S
sm =3~ (4= 1) tpogt +
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5 Unendliche Reihen

5.5 Definition und Satz. Die geometrische Reihe

Die geometrische Reihe
o0
> d",  qeC,
n=0

konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 ist. In diesem Fall ist

oo
-t
n=0

Beweis. Laut Ubung 11 a) ist fiir ¢ # 1

m
1— qm+1
=10

n=0 1_(]

Also ist fiir |g| < 1 wegen lim,, oo ¢™F1 =0
1
1 = - = n
i Sm = e Z_ T

Fiir |¢| > 1 bilden die Folgenglieder ¢" keine Nullfolge, die Reihe kann also nicht konvergieren
(vgl. Satz 5.8 (b)). O

5.6 Satz. Die harmonische Reihe

Die harmonische Reihe

o0

1

n

ist divergent, es gilt lim,,— o0 S = +00.

Beweis. Als Spezialfall des spéter noch zu zeigenden Verdichtungskriteriums finden wir, dass

1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+ +( .t +1)
Som — — — — — — — — -
2 2 "\3 "4 56 78 om—1 11 " ogm-1 19 om
1 1 1 1
> 14+ -+2--+4- 42"
totegti gt om
7

O

5.7 Bemerkung. Die Partialsummenfolge > " ; % der harmonischen Reihe divergiert aber sehr
langsam, da die Inkremente immer kleiner werden (% ist eine Nullfolge!). Es ist

ZN/ — da = In(m),

und, wie wir wissen, wichst der Logarithmus sehr langsam.

5.8 Satz. Eigenschaften konvergenter Reihen

(a) Aus > >z =z und Y 7, y, =y folgt fiir a,b € C, dass > o7, (axy, + by,) = az + by .
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(b) Ist die Reihe Y 7 | x,, konvergent, so ist (x,,) eine Nullfolge.
Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist also, dass die Summanden-
folge eine Nullfolge ist. Dass diese Bedingung nicht hinreichend ist, haben wir am Beispiel
der harmonischen Reihe gesehen.

(¢) Die Abdnderung endlich vieler Glieder in einer Reihe &ndert nichts am Konvergenzverhalten
(aber im Allgemeinen natiirlich am Wert).

Beweis. (a) Seien (sp,), (tm) und (u,,) die Partialsummenfolgen zu > x,, >y, und > (az, +
by,). Dann gilt
U, = A Sm + bt ,
woraus die Behauptung folgt.

(b) Ist (s;,) konvergent und somit Cauchy, so gilt

n—oo
Ty = Sn — Sp—1 — 0.

(¢) Klar, denn die Partialsummenfolge wird fiir hinreichend grofie m nur um eine Konstante
verschoben.

O

Aus den Konvergenzkriterien fiir (reelle) Folgen ergeben sich sofort Konvergenzkriterien fiir (re-
elle) Reihen.

5.9 Satz. Monotoniekriterium

Sind alle bis auf endlich viele x,, > 0 und ist die Partialsummenfolge nach oben beschrankt, so
ist

o
E T konvergent.
n=1

Beweis. Ab einem hinreichend grofien m ist s;,, monoton wachsend und beschriankt, also konver-
gent. 0

5.10 Satz. Cauchy-Kriterium

Die Reihe Y 77, xy ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem e > 0 ein n. € N gibt, so dass

m

>

k=n+1

<e fir alle m,n > n..

Beweis. Wegen ) " | & = 8m— 8y bedeutet die Bedingung, dass (s,,) eine Cauchyfolge ist. [

5.11 Definition. Absolute Konvergenz von Reihen

Die Reihe > > | x5, heifit absolut konvergent, wenn » | |x,| konvergiert.

5.12 Lemma. Jede absolut konvergente Reihe Y 7 | x,, ist konvergent.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

5.13 Lemma. Majorantenkriterium

Sei > >° | yn konvergent und |z,| < y, fir n gro genug. Dann ist ) 7 ; z,, absolut konvergent.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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5 Unendliche Reihen

5.14 Satz. Umordnungssatz

Ist > 7, x, absolut konvergent, so ist auch jede Umordnung absolut konvergent und hat die
gleiche Summe.

Beweis. Sei (yn) eine Umordnung von (z,), d.h. y,, = x4, fiir eine Bijektion f : N — N. Wihle
N(m) so, dass {y1, ..., Ym} C {T1,..., Tn(m)}- Dann ist

N(m)

m o0
Z [yn| < Z |[zn| < 8= Z |Zn|
n=1 n=1

n=1

fir alle m € N. Daraus folgt mit dem Monotoniekriterium die Konvergenz von > 7, |y,| und
somit die absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe.
Sei nun s := > | x,. Zu e > 0 wihle n. € N so, dass 377 [v,] < 5, und me = me(ne) € N

so, dass {x1,..., 0.} C{y1,- - Ym.}-
Dann gilt fiir m > m,, dass

m m Me Me Ne Ne
ISP SUIES 9P 1) SRS P 1Y)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
£ S S .
< g + g + § =€
Also gilt limy, o0 D pey Yn = S. O

5.15 Satz. Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihe

Ist (z,) eine monoton fallende Nullfolge, so ist die alternierende Reihe

(=1)"ay,

n=1

konvergent. Fiir die Summe s und die Partialsumme s, gilt
Is — sm| < Tmt1 fiir alle m € N,

Beweis. Fiir die Partialsummen gilt (O.B.d.A. m <)

l

|s;i — sm| = Z (=1)"2n| < g =70,
n=m++1
Also ist (sy,) eine Cauchyfolge und fiir I — oo folgt die zweite Behauptung. O

5.16 Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe

1 1 1 > 1
14+ 2 _Z4...= _1)ntliz
2+3 4+ Z( ) n

n=1

ist demnach konvergent, sagen wir gegen s (Spéter werden wir sehen, dass s = In2).

Wir kénnen aber leicht durch Umordnen eine Reihe erzeugen, deren Grenzwert ein beliebiges
¢ € R ist: solange s,, < ¢, addiere positive Glieder. Da die Reihe 1 + % + é + - -+ der positiven
Glieder divergiert, wird irgendwann s,, > ¢ gelten. Dann addiere negative Glieder, bis wieder
Sm < € USW.
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5.17 Satz. Riemannscher Umordnungssatz

Sei (z,,) eine Folge in R und ) 2, x, konvergent. Falls > >, z, absolut konvergiert, so hat
jede Umordnung die gleiche Summe. Andernfalls exisiert zu jedem ¢ € R eine Umordnung mit

p Tpn) = C

Wir zeigen nun zwei sehr niitzliche Konvergenzkriterien fiir Reihen, die beide aus einer Anwendung
des Majorantenkriteriums auf die geometrische Reihe hervorgehen.

Die Idee des Wurzelkriteriums ist die folgende: Ist {/|x,| < ¢ <1 fiir alle n € N, so ist |z,| < ¢"
und somit Y 7 | |z,| konvergent. Allerdings reicht es natiirlich, wenn {/|z,| < ¢ fiir alle bis auf
endlich viele n gilt, also, wenn alle Hiufungspunkte der Folge ( {/|x,|) echt kleiner als 1 sind.

5.18 Definition. Limes superior und Limes inferior

Sei () eine beschrinkte Folge in R. Der Limes superior von (x,,) ist der grofite Hiufungspunkt
von (z,) und wird mit

lim sup z,, = sup{z € R |  ist Haufungspunkt von (z,)}
n—oo

bezeichnet. Analog definiert man den Limes inferior als den kleinsten Haufungspunkt.

Auf unbeschrénkte Folgen verallgemeinert man das so: Ist (x,) nicht nach oben beschrinkt, so
setzt man limsup,,_,., =, = o0. Ist (x,) nach oben beschrinkt aber nicht nach unten, so ist
limsup,, .o, ©n gleich dem gréften Haufungspunkt, falls dieser existiert, und limsup,,_,. n =
—o0, falls (z,) keine Hédufungspunkte hat. Analog verallgemeinert man den Limes inferior.

5.19 Proposition. Sei (z,,) eine Folge. Dann gilt

limsup z, = lim sup{x, |n > k} und liminf z, = lim inf{x,|n > k}.
n—00 k—o0 n—00 k—o0
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Ist limsup,,_, |Zn| = ¢, so gilt offenbar fiir jedes € > 0, dass |z,| < ¢ + ¢ bis auf endlich viele
n € N.

5.20 Satz. Wurzelkriterium

Die Reihe 7 | z, ist absolut konvergent, wenn

limsup V/|z,| <1

n—oo

ist. Sie ist divergent, wenn
V/|zn| > 1 fur unendlich viele n € N

gilt.

Beweis. Ist limsup,, ,. ¥/|zn| = ¢ < 1, so gilt {/|z,| < 1'2“3 =: ¢ < 1 und somit
[Zn| < ¢"

fir alle bis auf endlich viele n € N. Also wird > ; @, durch die geometrische Reihe majorisiert
und ist absolut konvergent.

Ist andererseits {/|x,| > 1 fiir unendlich viele n € N, so ist |z,| keine Nullfolge und die Reihe
> o2 | Tn mit Satz 5.8 b) divergent. O

n=1
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5 Unendliche Reihen

5.21 Satz. Quotientenkriterium

Die Reihe Y 7 |z, ist absolut konvergent, wenn

lim sup <1

Tn+1
n—o0o

Tn

gilt, und sie ist divergent, wenn

Tn+1
In

>1 fir fast alle n € N.

Dabei sei (nur hier!) 8 := 0 und £ = oo fiir 2 > 0.

|Znt1] _
[zn]

Beweis. Ist limsup,, g <1, so existiert zu g = % ein ng € N mit

|Tni1| < q-|x,| firalle n>ng,

woraus

™0 fiir alle n > ng

|n| < |2ng| - ¢"
folgt. Also wird > >° | @y, durch die geometrische Reihe majorisiert und ist absolut konvergent.

Gilt andererseits % > 1 fiir n > ng, so ist |z,| > |zp,| > 0 fiir n > ng und somit (x,) keine

Nullfolge. O

5.22 Beispiel. Die Exponentialreihe

Die Exponentialreihe

z
|
o
ist fiir jedes z € C absolut konvergent, da
n+1 ! 1
ERELE TR
T (n+1)!zn n+1 2

fiir n > 2|z|.

5.23 Definition. Potenzreihen

Sei (z;,) eine Folge in C, so heif3t

(0@
E Tp2"
n=0

eine Potenzreihe.

Spéter werden wir Funktionen, wie z.B. die Exponentialfunktion durch Potenzreihen ausdriicken:
exp(z) = > 20 -

5.24 Definition und Satz. Konvergenzradius

Die Potenzreihe > >° ; 2,,2" hat den Konvergenzradius

1
0=
lim sup {/|x,|

wobei g := oo falls limsup {/|z,| = 0 und p := 0 falls limsup {/|z,| = oco.
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Die Reihe Y 7 ) @y, 2"

divergent
(a) konvergiert absolut fiir alle z € C mit 2| < o
(b) divergiert fiir alle z € C mit |z| > p.

Fiir z € C mit |z| = p ist keine allgemeine Konvergenz-
aussage moglich.

Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe ist also immer
eine Kreisscheibe.

keine allg. Aussage
moglich

Beweis. Sei z € C mit |z]| < g, also auch |z| < ¢’ < p fiir ein geeignetes ¢'. Nun ist

/

limsup V/|z,||2|™ = |z|limsup V/|zn| = ]z|f < = <1.
0

Mit dem Wurzelkriterium ist ) x, 2" also absolut konvergent.

Ist |z] > o, also |z| > o' > p fiir ein geeignetes ¢, so ist

/
limsup v/|z||z|* > L
0

und somit {/|x,| > 1 fiir unendlich viele n. Mit dem Wurzelkriterium ist > x,,2™ also divergent.
Ul

5.25 Beispiel. zum Verhalten bei |z| = o.

Die Reihe Zoo_l 2" hat den Konvergenzradius o = 1, da limsup \/> 1. Sie divergiert fiir
z = 1 (harmonische Reihe) und konvergiert fiir z = —1 (alternierende harmonische Reihe).

5.26 Satz. Cauchyscher Verdichtungssatz

Sei (z,,) eine monton fallende nichtnegative Folge, also 0 < x,, 1 < x,, fiir alle n € N.
Dann konvergiert die Reihe ) 7 | z,, genau dann, wenn die verdichtete Reihe

[e's)
Z 2kx2k
k=0

konvergiert.

Beweis. Gruppiert man jeweils 2F Terme und schiitzt sie durch 2¥-mal dem kleinsten ab, so erhélt
man eine untere Schranke

Zxk = 1+t (v3+za)+ (s +ae+ar+ag)+ -+ (Tgn-1.7 + - + x2n)

n
> %xl+m2+2x4+4x8+---+2”_1m2n = %Z2kx2k

an die Partialsummen. Die selbe Idee liefert auch die obere Schranke,

2" —1
dam = i+ (w2 +33) + (wa+ a5+ 36+ 27) o (Tguor + o+ Tonq)

< 1+ 229 +4xy+ -+ 2"71.%27171 = Z 2kx2k .

47



5 Unendliche Reihen

Die Partialsummen von 3 2¥z,: sind also genau dann beschriinkt, wenn die Partialsummen von
> xy, beschrinkt sind. Das Monotomiekriterium impliziert dann die Aussage des Satzes. O

5.27 Beispiel. Die Reihe ) 7, n%, a € R, ist genau dann konvergent, wenn o > 1 ist. Die
verdichtete Reihe ist ndmlich

o0

2k (2]1')a _ Z(Qlfa)k —. qu’
0 —

k=0 k=0

k=
mit ¢ = 2!~ Es ist ¢ < 1 genau dann wenn o > 1.

Summiert man Folgen mit zwei Indices, also z; € C, k,l € N, so spricht man von Doppelreihen.
Es stellt sich die Frage, wie man

o0

D>

k=1

definieren soll, da es ja jetzt keine kanonische Partialsummenfolge mehr gibt. Verschiedene Moglich-
keiten wéren

(a) > py (Z?il :L'kl) falls yi, 1= Y ;2 @i und > 72 | yi konvergieren.

(b) 372, (Zzozl xkl) falls 2z := Y 32, @ und > %, 2 konvergieren.

(c) Man durchléuft die z; mit Hilfe einer Folge, (7 (,)), wobei f : N — N x N bijektiv ist (vgl.
Cantors Diagonaltrick 1) und betrachtet Y °° |z ¢(,).

Der folgende Satz besagt, dass fiir absolut konvergente Reihen die Verédnderung der Summations-
reihenfolge wieder keine Rolle spielt.

5.28 Satz. Grofier Umordnungssatz

Fiir jede Doppelfolge (xy;) in C sind die folgenden Aussagaen dquivalent:
(a) D oni |7 ¢(ny| konvergiert fiir eine Anordnung f.

)

(b) > nZi |2 f(n)| konvergiert fiir jede Anordnung f.
)
)

(c) >rey (Zloil \xkl|> konvergiert.

(d) >0 (Zzozl |l‘k;l|> konvergiert.

Ist eine (und somit alle) dieser vier Aussagen erfiillt, so gilt

fiir jede Anordnung f.

5.29 Merkregel. Ist eine Doppelreihe absolut konvergent, so kann man die Summationsreihen-
folge beliebig verindern, ohne den Grenzwert zu dndern.

5.30 Beispiel. Ist eine Doppelreihe nicht absolut konvergent, so kann die Vertauschung der
Summationsreihenfolge das Frgebnis verdndern:

Sei 1
—_—
1 falls k=1 1 -1 0
o =14 —1 falls k=1—1 kl 0 1 -1
0  sonst. 0 0 1 -1

Dann ist > oo, (Zfil :L'kl) =0 aber Y 2, (Ziozl :B;d) = 1. Der Satz findet keine Anwendung,
da die Reihe nicht absolut konvergiert, > 72, > 72 |zg| = oo.
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Beweis. des Umordnungssatzes:
Die Aquivalenz von (a) und (b) ist einfach der Umordnungssatz, Satz 5.14, da 3 |Z f(ny| und
>l f(n)| Umordnungen derselben absolut konvergenten Reihe sind.

Die Aquivalenz von (c) und (d) sieht man so: Es gelte (c), dann ist auch > 72 | |7x| < oo fiir jedes
[ und fiir jedes L € N ist

L oo 00 L 00 ]
SO bl =30 (D fawl) <30 (S lhwl) < oo (+)
I=1 k=1 k=1 I=1 k=1 =1
Mit dem Monotoniekriterium folgt, dass auch
o0 o
> (3wl
I=1 k=1

konvergiert.

Wegen (x) ist aber > 2, <Z;°:1 |xkl|> <>y (Z;ﬁl |xkl|>, und die umgekehrte Ungleichung
folgt aus Symmetrie, also

i (i |xkl|> = i (lf; \xkl|>.

=1 k=1 k=1 =

Fiir Folgen mit xp; > 0 gilt dann auch der zweite Teil der Behauptung, nédmlich

Fiir x; € R setze
xp + = max{0, x5} und xp_ = max{0, —xy}

also oy = Tp+ — Tpy,—. Es ist dann

oo [e.e] o0
Y s Y o] < oo,

o
k=1 1=1 k=1 1=1

also mit dem Resultat fiir positive Folgen

Die Behauptung folgt nun durch Subtraktion:

o o0 o0 oo o oo o (o] (0.)
§ (§ xkl) = § (§ kal,+—§ xkl,f) = § xkl,+—§ E Tl,—
k=1 =1 k=1 I=1 =1 =1 k=1 I=1 k=1
o o
= Y (X aw)
=1 k=1

Fiir komplexe z},; zerlegt man analog in Real- und Imaginérteil. Die Aquivalenz von (a) und (c)
ist etwas miihselig zu zeigen und wird spéter aus einem viel allgemeineren Resultat, dem Satz
von Fubini, folgen. O
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5 Unendliche Reihen

5.31 Korollar. Das Cauchy-Produkt von Reihen
Sind die Reihen z = Y7 |z, und y = > 27, yx absolut konvergent, so ist auch die Reihe

[e's)
> om
m=1

mit den Gliedern

n
Z = I + 2oYm—1+ ... +FTmy1
m Y T2 mY k+n=2  k+4n=3 k4n=4
= D Tk =) TaYmiion @
n+k=m+1 n=1
k

absolut konvergent, und es gilt
[e.e]
x-y= Z Zm.-
m=1
Beweis.

Ty=x- hm Zyk— hm Zmyk— hm ZZmnykuZznk (%)

klnl k=1n=1

mit Z,; = Tpygp. Nun ist aber > 00 3" | ZpUmtion = P opmeq O omeq Znm+1-n €ine Umordnung
von (*) und hat nach Satz 5.28 denselben Grenzwert. O

5.32 Beispiel. Die Exponentialreihe
Die Exponentialreihe E(z) := > 7 Z, ist nach Beispiel 5.22 absolut konvergent. Daher gilt

B(2)E(w) mzonzon, 'W Z — Z( )
oy

ZW:E(H@.

m=0

Also erfiillt E(z) das Exponentialgesetz. Wir zeigen spéter, dass tatsichlich F(z) = exp(z) gilt.

50



6 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

6.1 Grenzwerte von Funktionen

6.1 Erinnerung. Die Funktion

0 falls z<1
f(x)_{1 falls = > 1

ist bei x = 0 nicht stetig, da
lim f(z) =0 # lim f(x) =1.

z—0 x—0

<0 >0
Der Limes limy_,o f(x) existiert also nicht in dem Sinne, dass fiir jede Folge (x;,) mit lim,, o0 2, =
0 auch der Limes lim,,,~ f(z,) existiert.
6.2 Definition. Der Abschluss
Fiir D C R definieren wir den Abschluss in R durch

D := {w € R|fiir jedes § > 0 gibt es ein z € D mit |z —w| < 0}
= {weR|Bs(w)ND#( fiir alle § > 0},

wobei Bs(w) := {z € R| |z — w| < ¢} das offene d-Intervall um w € R ist.
Fiir D C C definieren wir den Abschluss in C véllig analog durch

D := {w € C|fiir jedes § > 0 gibt es ein z € D mit |z — w| < 0}
= {weC|Bs(w)ND#D fiir alle § > 0},

wobeil Bs(w) := {z € C||z —w| < §} jetzt
der offene 0-Ball bzw. die offene Kreis-
scheibe um w € C ist.

Als Ubungsaufgabe zeigt man leicht, dass
w € D genau dann gilt, wenn es eine Folge
(z,) in D gibt mit lim, o 2, = w.

6.3 Beispiele. Der Abschluss eines offenen Intervalls ist das abgeschlossene Intervall, z.B. (0,1) =
[0,1], und der Abschluss einer offenen Kreisscheibe ist die abgeschlossene Kreisscheibe, z.B.
B5(0) = {z € C||2| < 6}.

6.4 Definition. Grenzwerte von Funktionen

Sei D C C der Definitionsbereich der Funktion f : D — C. Der Grenzwert von f an der Stelle
20 € D ist w € C, geschrieben

lim f(z) =w,
Z—20
wenn gilt:

fiir alle € > 0 existiert ein § > 0 so, dass fiir alle z € D mit |z — 2| < J gilt, dass |f(z) —w| < €.

o1



6 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Mit Quantoren schreibt sich das
Ve>0 30>0 VzeD : |z—2|<0 = |f(z)—w|<e.

Falls 2y € D liegt, muss also insbesondere f(zg) = w sein, da dann |f(z¢) — w| < ¢ fiir alle e > 0
gelten muss.

FBs(z)| w= f(z0) / /
/(\*'/' """" / f2: f(B(s(zo))< w="

—— > $ >
20 20
B§ (ZO) B(s (Z())

Nochmals anders formuliert gilt also lim,_,,, f(z) = w genau dann wenn:

Zu jedem e-Ball B.(w) um w gibt es einen 6-Ball Bs(zp) um zp, so dass f(Bs(z9) N D) C Be(w).

Fir f: D — R sagen wir
lim f(z) = +o0,
z—20
wenn
VM >0 36>0 VzeD: |z—z|<d = £f(2)>M.
Fiir f : R — C sagen wir
lim f(z) =e¢, ceC,

Tr—00

falls
Ve>0 dReR: z>R = |f(x)—c <e,

und fir f: R — R

lim f(z) =400 falls VM >0 IRc€R: z>R = £f(z)>M.

T—00

6.5 Beispiel. Sei f : D — R, x — f(x) = % mit Definitionsbereich D = (0,00). Dann ist
einerseits lim,_,o f(x) = 0o, da fir M > 0 und § = ﬁ gilt

flz)> f(0)=M falls x <6.
Andererseits ist lim,_,~ f(z) = 0, da fiir fir e > 0 und R = % gilt, dass

|f(z) = 0| =|f(z)| <e falls x > R.

Wir sehen nun leicht, dass der Grenzwert einer Funktion f bei 2y gleich w ist, wenn fiir jede Folge
zn — 20 in D gilt, dass f(z,) — w.
6.6 Proposition. Fiir f: D — C und zy € D sind #quivalent:
(a) Der Grenzwert lim,_,,, f(z) existiert.
(b) Fiir jede Folge (zy,) in D mit lim,,_, 2, = 2o existiert der Limes lim, o0 f(2n).
Falls eine der Aussagen und somit beide erfiillt sind, so gilt fiir jede Folge (z,) in D mit

lim,, o0 2n, = 20, dass

lim f(z,) = lim f(2).

n—oo zZ—20
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6.1 Grenzwerte von Funktionen

Beweis. Zu zeigen ist

(a)Ve>03d>0VzeD : |z—2| <d = |f(z)—w|<e
<~ (b") V(z,) in D mit li_>m zn = zg gilt li_>m flzn) =w,

da (b) impliziert, dass alle Grenzwerte lim,_ o f(25) iibereinstimmen miissen: seien (x,) und
(yn) zwei solche Folgen, dann konvergiert auch (z,) := (z1,y1,2,¥y2,...) gegen zo. Da (f(zy))
und (f(yy)) Teilfolgen von (f(z,)) sind, miissen sie beiden den gleichen Limes wie (f(z,)) haben.
Wir zeigen also die Aquivalenz von (a) und (b’).

(a)=(b’): Sei lim 2z, = zp und wéhle zu £ > 0 ein passendes 0 nach (a). Wahle nun ng € N so,
dass |zp, — 20| < ¢ fir n > ng. Dann ist |f(z,) — w| < € fiir n > ny, also limy, oo f(2n) = w.

(b’)=(a): Angenommen (a) ist falsch, also
Je>0V9>03z€ D : |z— 2| <d aber |f(z) —w|>e.

Wihle zu § = 1 ein entsprechendes 2z, € D mit |z, — 2| < %, aber |f(z,) — w| > €. Dann ist
limy, 00 2n, = 20 aber lim f(z,) # w, im Widerspruch zur Annahme, dass (b’) gilt. O

6.7 Korollar. Aquivalente Charakterisierungen von Stetigkeit

Fir f : D — C und 29 € D sind dquivalent

(a) limz—>zo f(z) - f(ZO)
(b) f ist stetig bei zp im Sinne von Folgenstetigkeit, Definition 3.6

Man nennt (a) manchmal auch e-6-Definition von Stetigkeit, da
fist stetigbei zp < Ve>030>0Vze D : |z—z2|<d=|f(z)— flz0)] <e.

6.8 Beispiele. (a) Sei f(z) = 222, Wegen |sinz| < |z| < [tanz| fiir [z < T gilt fiir (2,,) mit
limy, oo T, = 0, dass

1= lim cosx, = lim —fo— .30 O iy =& J 1

n—00 n—oo tanTn In T p—soo In

also limy, oo *7* = 1, oder dquivalent
n

lim S22 =]
z—0 T

Man kann also die Funktion f : R\ {0} = R, z — £ stetig auf ganz R fortsetzen, indem
man f(0) = 1 definiert.

-7’3 z__ ..
Bemerkung: Spéter werden wir sehen, dass S2% = % =1- g—? +-- =1
(b) Die Funktion f(x) = sini hat keinen Grenzwert bei z = 0, da fiir z,, = 5(2711—1) Zwar
2

lim,, _voo , = 0 aber
fzn) = (1)

offenbar nicht konvergiert. Man kann also die Funktion f : R\ {0} — R, 2 ~— sin . nicht
stetig auf ganz R fortsetzen.

6.9 Erinnerung. Nochmals nachlesen!
Fiir stetige Funktionen f: R D D — R gelten

e der Zwischenwertsatz, Satz 3.10
e der , Umkehrsatz“, Satz 3.11.
Fiir beliebige stetige Funktionen gilt
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6 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

e Summen und Produkte stetiger Funktionen sind stetig, Satz 3.23,

e Kompositionen g o f stetiger Funktionen sind stetig, Ubung 18 (b).

6.10 Definition. Beschrinkte, offene, abgeschlossene, kompakte Teilmengen von C
Eine Teilmenge D C R bzw. D C C heifit
(i) beschrinkt, falls ein R > 0 existiert so, dass |z| < R fiir alle z € D gilt,

(ii) offen, falls es zu jedem z € D ein § > 0 gibt so, dass Bs(z) C D,
(iii) abgeschlossen, falls R\ D bzw. C\ D offen ist,
(iv) kompakt, falls D abgeschlossen und beschrénkt ist.

6.11 Beispiele. e Das Intervall (0,1) ist beschrinkt (offenbar) und offen in R, da fiir 0 <
r < 1lund § := min{z,1 — z} gilt, dass Bs(z) = (xr — 6,z + ) C (0,1).

e Das Intervall [0, 1] ist beschrankt und abgeschlossen in R, da R\ [0, 1] = (—o0,0) U (1, c0)
offen ist. Also ist [0, 1] kompakt.

e Fiir D C C ist der Abschluss D abgeschlossen. (siehe unten)

e Die Kreisscheibe B = {z € C||z| < R} ist offen, denn fiir z € Bg sei § = R— |z|. Dann ist

Bs(z) € Br(0), da fiir w € Bs(z) gilt, dass |w| = |w —z+ 2| < |w —z| + |z] < I+ |z| = R.
Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen: seien M, C C offene Mengen und M =
UaMy. Zu z € M gibt es ein « so, dass z € M,. Da M, offen ist, gibt es ein § > 0 so, dass
Bs(z) C M,. Dann ist aber auch Bs(z) C M.

Warnung: Die meisten Mengen sind weder abgeschlossen noch offen, z.B. [0,1).

6.12 Bemerkung. Die leere Menge ist offen (per Definition) und abgeschlossen, da R\ ) = R
offen ist. Demnach sind auch R und C jeweils offen und abgeschlossen in sich.

6.13 Proposition. Fiir D C C sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) D ist abgeschlossen
(b) D=D
(c¢) Fir jede Folge (z,) in D mit lim z,, = 2¢ gilt, dass zp € D.

Beweis. Ubung O

6.14 Satz. Bolzano-Weierstrafl in C

Jede beschriinkte Folge (z,) in C hat mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis. Re(zy,) ist eine beschrénkte Folge in R und hat somit einen Haufungspunkt. Sei Re(zy, )ken
eine konvergente Teilfolge. Dann hat Im(z,,) als beschriankte Folge in R einen Haufungspunkt.
Sei Im(zy,, )men eine konvergente Teilfolge. Dann konvergiert (z,, )men in C, da Real- und
Imaginérteil konvergieren. O

6.15 Korollar. Jede Folge (z,) in einem Kompaktum K C C hat eine in K konvergente Teilfolge.

Beweis. Da K beschriinkt ist, hat (z,,) einen Hiufungspunkt. Da K abgeschlossen ist, liegt dieser
in K. O

6.16 Satz. vom Maximum

Sei K C C kompakt und f : K — R stetig. Dann ist f beschrankt und nimmt sein Supremum
und sein Infimum an, hat also ein Maximum und ein Minimum.
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6.2 Folgen von Funktionen

Beweis. Beschranktheit: Angenommen, f ist unbeschrinkt. Dann existiert eine Folge (z,) in
K mit |f(z,)| > n. Da K kompakt ist existiert eine konvergente Teilfolge (zy, ) mit limy_,o0 2, =
2o € K. Da f stetig ist, gilt limg_,o0 f(2n,) = f(20), also f(zn,) < ny fiir k& grofi genug, ein
Widerspruch!

Existenz des Maximums: Da Bildf = {f(z) |z € K} C R beschrénkt ist, existiert das Supre-
mum sup f := sup Bildf. Somit gibt es eine Folge (z,,) aus K mit

lim f(zy) = sup f.

Da K kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (2, ) mit limg_,o0 2, =: Zmax-
Aufgrund der Stetigkeit ist

Femae) = lim f(z0,) = sup f.

6.17 Bemerkung. Auf unbeschrinkten oder offenen Gebieten gilt die Aussage nicht. So ist

arctan : R — R

zwar stetig und beschrinkt, nimmt aber sein Supremum nicht an: sup{arctanz |z € R} = 7 aber

arctanz # § fiir alle x € R. Andererseits ist

f:(0,1) >R, x>

8=

Y
zwar stetig, aber dennoch unbeschréankt.

6.18 Satz. Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt
Sei f: C — C stetig. Ist K C C kompakt, so ist auch f(K) = {f(z)|z € K} kompakt.

Beweis. Nach Satz 6.16 ist f(K) beschrinkt, wir miissen also noch die Abgeschlossenheit zeigen.
Sei dazu (wy,) eine konvergente Folge in f(K) mit lim w,, = w. Nach Proposition 6.13 ist w € f(K)
zu zeigen. Sei (z,) in K so, dass f(z,) = w,. Da K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge
(2n,,) mit limg_yo0 2n, = 20 € K. Wegen der Stetigkeit von f gilt aber

w= lim wy,, = lim f(z,,) = f(z20).
k—o0 k—o0

also w € f(K) O

6.2 Folgen von Funktionen

Wir betrachten nun Folgen, deren Elemente Funktionen sind.

6.19 Definition. Punktweise und gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Sei (fy) eine Folge von Funktionen f, : D — C und f : D — C eine Funktion. Wir sagen
(a) (fn) konvergiert punktweise gegen f, falls

li_}rn fu(z) = f(x) fir alle z € D.
(b) (fn) konvergiert gleichmiflig gegen f, falls

lim sup | fn(z) = f(2)] =0,

n—oo xzeD
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6 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

oder kiirzer
lim ||f, — fllee =0,
n—oo

mit der Supremumsnorm
[ lloo == sup |f(@)] := sup{|f(z)| |z € D}.

6.20 Bemerkung. In Quantorenschreibweise gilt also

fn — f punktweise <« Ve>0VzeD dn.,eN Vn>n., |fulz)— flz)<e
und

fn — f gleichmiflig < Ve>03dn.eNVeeD Vn>n. |fulz)— flz)|<e.

Offenbar impliziert die gleichméflige Konvergenz auch die punktweise Konvergenz, die Umkehrung
gilt aber nicht: Sei f, : [0,1] — R, x — z™. Es gilt

i folo) = )= { § e 20

n—o00 r=1

punktweise. Wegen fy, ( T\L/g) = L ist || fo — fllc > 3 und somit konvergiert f, nicht gleichmiBig
gegen f.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass der punktweise Limes stetiger Funktionen nicht notwendigerweise
stetig ist. Es gilt aber:

6.21 Satz. Gleichmiflige Grenzwerte stetiger Funktionen sind stetig

Es sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f, : D — C, die gleichmiflig gegen f : D — C
konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Beweis. Sei zp € D. Wir miissen zeigen, dass lim,_,,, f(z) = f(20), also dass
Ve>0 30>0VzeD: |z—2|<d=|f(z) = f(20)| <e.
Sei also € > 0 gegeben. Wie bekommen wir ein passendes 67 In der Aufspaltung
1f(2) = f(zo)l < 1f(2) = fu2)] + [fa(2) = fu(20)] + |fn(20) = f(20)

sind der erste und der letzte Term klein fiir n grof genug, und zwar unabhéingig von z € D, da
fn gleichmiiBig gegen f konvergiert. Der zweite Term ist klein fiir |z — zo| klein genug, da jedes
fn stetig ist. Also: Wihle n. € N so, dass

|f(2) = fu(2)] < § fiir alle n > n. und fiir alle z € D
So ein n. gibt es, da f, gleichméfig gegen f konvergiert. Dann wéhle 6 > 0 so, dass
|fn.(2) = fu.(20)| < §  fiiralle z € D mit |z — 2| < 9.
So ein 0 gibt es, da f,_ stetig ist. Insgesamt folgt fiir z € D mit |z — zo| < J, dass
£ (2) = f(20)] <1 (2) = fae ()] + | fne (2) = o (20)| + | fre(20) = f20) <5+ 5+ 5 =¢.
Also ist f stetig. O
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6.2 Folgen von Funktionen

6.22 Korollar. Potenzreihen konvergieren gleichméiflig

Die Potenzreihe > 2 x,,2" habe positiven Konvergenzradius p. Dann ist die Funktion

oo

f:B,(0)—=C, zHanz"

n=0

stetig und die Folge (fy,) der Polynome f,(z) = Y ,"  xn2" konvergiert gleichméBig gegen f auf
jedem Kompaktum in B,(0).

Beweis. Wir zeigen die zweite Aussage, aus der dann die erste mit Satz 6.21 folgt. Sei K C B,(0)
kompakt, dann ist K C B;(0) fiir ein 7 < p. (Sonst gibe es eine Folge (z,) in K mit |z,| — p,
die dann aufgrund der Kompaktheit von K einen Haufungspunkt z in K hétte mit |z| = p, im
Widerspruch zu K C B,(0).) Also gilt

0 00
sup | f(z) — fm(2)| = sup Z zp2"| < Z 2|7 N5 0.
zeK cK el et 1
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7 Eindimensionale Differentialrechnung

7.1 Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

7.1 Erinnerung. Das Tangentenproblem

Wann hat eine Funktion f : R — R eine eindeutig
bestimmte Tangente im Punkt ¢ und welche Steigung
hat diese?

Approximation durch Differenzenquotienten: fzo+h)
A —h)—
Steigung der Sekante = A—f = f(@o })L f (o) . f (o)
x

Fiir h — 0 erhélt man den Differentialquotienten:

df f(zo+h) = f(zo)

/

—(z0) = lim = Steigung der Tangente . / 0 o + h

dx h—0 h

7.2 Definition. Differenzierbarkeit in einem Punkt

Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — C heifit im Punkt ¢ € I differenzierbar, wenn
der Grenzwert
f(z) = f(zo)

*
T—XTQ Tr — X ( )

existiert. Dann heifit f'(x¢) die Ableitung von f an der Stelle zy. Man schreibt dafiir auch

%f(a:o) oder g(xo) oder ﬂ(x)

dz r=x0.

f(@)—f(zo)

o—zg Yol I'\{zo} nach C einen

7.3 Bemerkung. In (%) ist gemeint, dass die Funktion z
Grenzwert bei xg im Sinne von Definition 6.4 hat.

Wegen Proposition 6.6 ist das genau dann der Fall, wenn der Limes

i L) = £(w0)

n—oo Tn — X0
fiir jede Folge (xy,) in I\ {zo} mit lim,_,c x, = z( existiert.

7.4 Satz. Lineare Approximierbarkeit

Eine Funktion f : I — C ist in z¢p € I genau dann differenzierbar, wenn gilt

(*) fz) = f(wo) + a-(z—20) + @z —20)
) ) )
konstant linear Rest

fiir ein a € C und eine Funktion ¢z, : {h € R|h 4+ 20 € I} — R mit

fim £ _
h—0 h

Der ,,Restterm® ¢, geht fiir x — ¢ also schneller als linear gegen Null.

99



7 Eindimensionale Differentialrechnung

Beweis. Ist f in x( differenzierbar, so gilt

f(x) = f(=0)

lim = f'(x0).
T—T0 T — X0
Fiir . (h) := f(zo+ h) — f(xo) — h - f'(x0) gilt somit
h—0 h z—=ro T — X T—T0 T — Xg
Also gilt (%) mit a = f'(xo).
Ist umgkehrt f in x( linear approximierbar, so gilt
fim J@) = flwo) o Pmo( = o) a.
T—x0 xr — Zg T=T0 T — X0
d.h. f ist differenzierbar bei 2o mit f'(zg) = a. O

7.5 Definition. Differenzierbare Funktionen

FEine Funktion f : I — C heif§t differenzierbar, falls sie in jedem Punkt zg € I differenzierbar ist.

7.6 Satz. Differenzierbare Funktionen sind stetig

Ist f: I — C differenzierbar in g, so ist f stetig in zo.
Beweis. Aus der linearen Approximierbarkeit folgt

lim f(z) = lim (f(zo) + a(z — x0) + @u,(x — 20)) = f(20).

Tr—T0 Tr—xQ
Also ist f stetig in xq. O

7.7 Beispiele. (a) Die konstante Funktion f(z) = ¢ hat iiberall die Ableitung 0, da

lim M = lim 0 —0.
T—xQ T — X T—=x0 T — I
(b) Die Identitdt f(x) = x hat tiberall die Ableitung 1, da
i AE) = F@0) o mmm ey
T—00 T — X T—00 T — X I—00

(c) Die Funktion f(z) = 22 hat die Ableitung

! . $2 — ‘T(Q) :
f(xg) = lim = lim (z + x¢) = 220 .
r—xr9 T — i) T—T0

7.8 Satz. Ableitung der Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion exp : R — R hat in jedem Punkt z € R die Ableitung exp(z).

Beweis. Wir zeigen zunichst (e*)|,—o = limxﬁo% = limxﬁoemTfl = 1 = ¢ und folgern
danach (e*)’ = e aus dem Exponentialgesetz.
In Satz 3.3 wurde gezeigt, dass €* > 1 + x fiir alle z € R und [e* — 1] < 1|_I||$‘ fir |z| < 1. Man

mache sich klar, dass daraus fiir |z| < 1

1 e’ —1 1
< <
I+z) = = — 1—|z
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7.1 Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

folgt. Also ist
e’ —1

lim =1
z—0 X
und fiir g € R gilt damit
T __ AT0 T—To _ 1
lim & C — 6% lim < = e,
T—x0 T — X T—=x0 T — X
O
7.9 Beispiel. Die Betragsfunktion
Die Betragsfunktion abs: z — |z| ist fiir  # 0 differenzierbar
, | =1 fir <0
abs(:z:)—{ 1 fir z>0.
Im Punkt & = 0 ist sie nicht differenzierbar, da
-0 -0
limM =1 und limM =—1.
x—0 xXr — x—0 xr —
>0 <0

Um zusammengesetzte Funktionen bequem differenzieren zu koénnen, benétigen wir noch die
bekannten Ableitungsregeln.
7.10 Satz. Ableitungsregeln
Seien f, g : I — C differenzierbar (in z). Dann gilt:
(a) Fiir a,b € Cist af +bg : I — C differenzierbar (in z¢) und es gilt

(af +bg) =af +bg . Linearitit der Ableitung
(b) f- g ist differenzierbar (in z() und es gilt

(f-9)=fg+f-4. Produktregel
¢) Dort wo g(x 0 ist, gilt
() g g

Quotientenregel

(j)’ _fl9-1d

9 92

Beweis. (a) Das folgt aus Proposition 2.14 (f).
(b) Da f insbesondere auch stetig ist, folgt die Behauptung, indem man in

o) = o)) _ ) o0) o) , 1) = o)
0 r — X0 T — X0
den Limes x — x( bildet.

(¢) Zunichst ist (%)l = ;—g', da analog zu (b)

1 1
@ gy _ L g(@o) —g(x) wmae —g'(20)
r—x0  glxo)glx) (z—m) 7 9*(z0)

gilt. Mit der Produktregel folgt dann sofort

(1) = og(B) <L te.
g g g g
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7 Eindimensionale Differentialrechnung

7.11 Satz. Kettenregel

Seien f : I — R und g : J — R differenzierbar mit g(J) C I. Dann ist auch fog: J — R
differenzierbar und es gilt

(fog) (@) =(f og)@) g (x) (=1 (9(x))g(x))

Beweis. Sei zunichst ¢'(zg) # 0. Da g’(:z:o)( = limg 4, %g(ozo) ist, muss fiir  hinreichend nahe

bei zg (aber x # x() gelten, dass g(x) # g(xp). Also gilt fiir x nahe bei xg
flg(x)) = fg(x0)) _ fl9(x)) = f(g(x0)) 9(x) —g(x0)
9(

— — f(9(%0)) - g' (o) ,
) T — g

N~

& — o g(z) —

= f"(g(z0)), —g'(z0)

da g(x) — g(xp) fiir  — xg. Sei nun ¢'(z9) = 0. Da f im Punkt g(z¢) differenzierbar ist gilt fiir
y nahe bei g(zo)

‘f(y) — flg(xo)) ‘ <L, (d.h. f ist Lipschitz-stetig)
y — g(xo)
also
[f(y) = fg(x0))| < Lly — g(xo)l,
und somit
’f(g(:v)) - f(g(mo))' < Li(9(x) = g(@o)l 2ozo
T — 10 |z — o
Dass die Lipschitz-Stetigkeit aus der Differenzierbarkeit folgt, ist eine Ubungsaufgabe. O

7.12 Satz. Die Ableitung der Umkehrfunktion
Es sei f: I — J stetig und bijektiv, I,J C R Intervalle. Es sei f differenzierbar in g € I mit
f'(x0) # 0. Dann ist die Inverse f~!: J — I differenzierbar in yo := f(x0) € J mit

1 1
filzo) — F(f~ (o))

Beweis. (a) Graphisch: Eine Spiegelung an der Diagonalen invertiert die Steigung.
(b) Analytisch: Mit Satz 3.11 ist f=! : J — I ebenfalls stetig. Fiir jede Folge (y,) in J mit
Yn — Yo, Yn # Yo, gilt daher x,, := f~1(y,) € I, 2, # x0 und x, — f~(y0) = 2. Da f in
xo differenzierbar ist, folgt

lim f_l(yn) - f_l(yO) — lim ITn — T _ 1

n—»00 Yn — Yo n=oo f(xn) = f(zo)  f'(20)

(f7) (o) =

Nun koénnen wir die uns bisher bekannten Funktionen differenzieren:

7.13 Beispiele. (a) Fiir f,(z) := 2", n € Ny, gilt
fo(x)=0 und f/(z)=na""! fir n €N,

Beweis durch Induktion: Die Félle n = 0,1,2 haben wir bereits gezeigt.
Der Schritt n = n 4 1 folgt aus der Produktregel:

f’[{z,—‘,—l = ($fn), =1fn ‘|‘5L'f7/z = fontanfp1= (n+ 1)$n .
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Fiir Polynome p(z) = >~7_ ajr? gilt also
n . n—1 '
p(z) = Zajjxj_l = Zaj+1(j + 1)’ .
j=1 5=0

(b) Die Logarithmusfunktion In : (0,00) — R hat mit Satz 7.12 die Ableitung

, B 1 B 1 B 1
W) = ) ~ ep(nl) v

(c¢) Die Ableitung von Sinus und Kosinus.

Wir wissen bereits, dass lim; 0 *,* = 1, und aus

.92 2
0<1l-—cosz=2sin"%2<2(%)" =%

2
folgt
cosx — 1
im —— =0.
z—0 X
Mit Hilfe der Additionstheoreme folgt dann
. sin(z + h) —sinx . sinzcosh+ coszsinh —sinz
sin'(z) = lim = lim
h—s0 h h—0 h
. sin h . cosh—-1
= lim (cosx +smx7> = cosx

h—0 h h

und
, cos(x +h) —cosx . cosxcosh—sinzsinh — cosx
cos'(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
) . sin h cosh —1 .
= hm(—smx +cosx7) = —sinz.
h—0 h
(d) Fiir arcsin : (=1,1) — (=3, %) ergibt sich
() 1 1 1 1
arcsin’(y) = — : = : — _ 7
sin(arcsiny) ~ cos(arcsiny) /1 —sin®(arcsiny) /1 — 42

da cosx > 0 fiir x € (—1

s
50%):
(e) Fiir arccos: (—1,1) — (0,7 L

. . . o / _
) zeigen Sie in den Ubungen, dass arccos’(y) = T

1

oz =1+ tan? z mit Hilfe der Quotientenregel

(f) Ebenfalls in den Ubungen wird tan’z =
gezeigt.

(g) SchlieBlich gilt fiir arctan : R — (—g, %)

1
tan’(arctany)

1

= (1 4 tan®(arctany)) ™' = (1 +¢y*) ' = T

arctan’y =

Wie Sie aus der Schule wissen, liefern die Nullstellen der Ableitung Kandidaten fiir lokale Extrema.

7.14 Definition. Lokale Extrema
Sei I C R ein offenes Intervall. Wir sagen, dass f: I — R bei g € [ ein

- lokales Maximum hat, falls

36 > 0 Vo € Bs(xo) NI : f(x) < f(zo)
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7 Eindimensionale Differentialrechnung

- lokales Minimum hat, falls
36 >0 Vo € Bs(xzo) N1 : f(z) > f(=zo)

7.15 Satz. Notwendiges Kriterium fiir lokales Extremum

Sei I ein offenes Intervall. Hat f : I — R bei xy € I ein lokales Extremum (Maximum oder
Minimum) und ist f bei x differenzierbar, so ist f’(z¢) = 0.

Beweis. Sei xg lokales Maximum, dann gilt

f'(zo) = lim <0
T—Z0 r — X0 ;‘;;8 T — X0
und
z=TQ T — o
<z
also f’(x¢) = 0. Fiir ein Minimum verfahre man analog. O

7.2 Der Mittelwertsatz

7.16 Satz. Satz von Rolle
Sei f : [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar und f(a) = f(b). Dann existiert ein zy € (a, b)
mit f'(zp) = 0.

Beweis. Ist f(z) = f(a) fiir alle x € (a,b), so ist f/(z) = 0 fiir alle z € (a,b). Andernfalls ist
sup f > f(a) oder inf f < f(a). Nach Satz 6.16 nimmt f sein Maximum (oder Minimum) in einem
Punkt z¢ € (a,b) an, wo nach Satz 7.15 f'(zo) = 0 gilt. O
7.17 Satz. Mittelwertsatz

Ist f: [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar, so gibt es (mindestens) ein g € (a,b) mit

/ _ f) = f(a)
flao) = b—a
Steigung der Tangentebei zp = Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).

Beweis. Satz von Rolle “gekippt”: Betrachte die Funktion

h:la,b] = R, h(zx) ::f(m)—(a:—a)‘f(b[)):(‘]:(a).

Es ist g in (a,b) differenzierbar, in [a, b] stetig und es gilt h(a) = f(a) = h(b). Also liefert der
Satz von Rolle die Existenz eines xg € (a,b) mit

0= H(ao) = f'(a) - 1O =10
O
7.18 Korollar. Sei f: (a,b) — R. Dann gilt
f ist differenzierbar mit f’(z) =0 fur alle z € (a,b) <= [ ist konstant.
Beweis. Ubung. O
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7.19 Bemerkung. Dieses Korollar scheint offensichtlich, spielt aber eine wichtige Rolle, da es
die Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungen liefert: haben zwei Funktionen die
gleiche Ableitung, also f'(x) = ¢/(x) und stimmen sie fiir ein z( iiberein, also f(xg) = g(x¢), so
muss schon f(x) = g(x) fiir alle z gelten.

Beweis. Nach dem Korollar impliziert f'(z) — ¢/(z) = 0, dass f(x) — g(z) konstant ist. Die
Konstante kann aber wegen f(z¢) = g(zp) nur Null sein. O

7.20 Korollar. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:
(a) Es ist f genau dann monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fiir alle x € (a,b) gilt, dass
F'(2) 20 (baw. f'(z) < 0).
(b) Ist f(z) > 0 (bzw. f'(z) < 0) fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend (bzw.
fallend).

Beweis. (a) ,,= liest man aus dem Differenzquotienten ab.
,<“ Fir a <z < y < b existiert nach dem Mittelwertsatz ein £ € (z,y) mit f(y) — f(x) =
F'(€) (y — ). Ist f'(§) = 0 so folgt f(y) = f(x), ist f/(§) <0 so folgt f(y) < f(x).
(b) Wie (a) ,,<*, nur mit strikter Ungleichung.
O

7.21 Bemerkung. Es gibt aber streng monotone Funktionen deren Ableitung in einem Punkt
verschwindet, z.B. z — 3.

7.22 Satz. Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Seien f, g : [a,b] = R stetig und in (a, b) differenzierbar. Sei weiterhin ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a, b).
Dann gibt es ein zg € (a,b) mit

(Fiir g(z) = x ist das der obige Mittelwertsatz.)

Beweis. Zunichst ein Hinweis: Man kann nicht einfach die Aussagen des Mittelwertsatzes

fb) = f(a) = (b—a)f'(z0), g(b) — g(a) = (b—a)f'(Z0)

durcheinander teilen, da ja im Allgemeinen zg # Zg gilt. Allerdings kann man den Beweis des
Mittelwertsatzes eins zu eins auf die allgemeinere Situation iibertragen: Wegen ¢'(x) # 0 ist mit
dem Mittelwertsatz

9(b) — g(a) = (b — a)g'(x0) # 0.
Wir kénnen also
f(b) — f(a)
g9(b) —g(a)
betrachten. Wieder ist h in (a, b) differenzierbar und h(a) = f(a) = h(b). Also gibt es nach Rolle
ein z € (a,b) mit

h(z) == f(z) — (9(z) — g(a))

_f(b)_f(a) /

0= N'(zo) = f' (o) o) —g(@)° (20) -
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7 Eindimensionale Differentialrechnung

7.3 Der Satz von Taylor und Taylorreihen

7.23 Definition. Ableitungen héherer Ordnung

Ist f: I — R differenzierbar, so ist f’ : I — R wieder eine Funktion. Falls f’ ebenfalls differen-
zierbar ist, so nennt man f” := (f’) =: ) die zweite Ableitung von f. Entsprechend definiert
man die n-te Ableitung f(")

FOrD = (FMY fir n>1.

o &F_ A" d )"
/ ©odan dx”f <dx> /

Man schreibt auch

7.24 Satz. Leibniz-Regel

Sind f : I — Cund g : I = C je n-mal differenzierbar, so ist auch das Produkt fg der Funktionen
n-mal differenzierbar und es gilt

(F-9 =3 (Z) f®gtn=h

k=0
wobei f(O) := f ist.

Beweis. durch Induktion: n=0 (f - g)(o) =f.g= 22:0 (g)f(k)g(o—k)
n=n++1
i n

(Fa)) = (g =2
k=0

(
e e
e [ ) e
_ ( >f<o (n+1) +<”1L1) PO +(”Zl)f<n>g<1>

n+1\ (1) (n1) 4 (0)
+<n+1>f f

n " (n _ n—
k) FLOM Z (k) <f(k+1)g(n B) 4 ) gl k+1))

k=0

n+1

n+1 et ]—
_ Z( ' >f(k>g< Hop)

k=0

7.25 Definition. Stetig differenzierbare Funktionen

Eine Funktion f : I — C heifit stetig differenzierbar, falls f differenzierbar ist und f’: I — C
stetig ist.

Eine Funktion f : I — C heifit n-mal stetig differenzierbar, falls fn-mal differenzierbar ist
und f(™ : I — C stetig ist. Die Funktionen f*) k =0,...,n — 1 sind dann offenbar auch stetig,
da sie differenzierbar sind.

Mit C™(I) bezeichnet man den Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I.

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Sdtze der Analysis, dem Satz von Taylor. Wir haben
in Satz 7.4 gesehen, dass Differenzierbarkeit dquivalent zu linearer Approximierbarkeit ist. Der
Satz von Taylor sagt nun, dass sich Funktionen in C"*1(I) durch Polynome vom Grade n lokal
bis auf Fehler der Ordnung (z — x9)"*! approximieren lassen.
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7.3 Der Satz von Taylor und Taylorreihen

7.26 Satz. Satz von Taylor

Sei f € C"(I) und xy € I. Dann 148t sich f(x) fiir z € I wie folgt niherungsweise durch ein
Polynom (das Taylorpolynom vom Grad n bei z¢) in (x — xg) darstellen:

f(n) (z0)

n!

k) (g
= Zf ( 0)(x—xo)k + Ry (x, x0) .

f(x) = f(xo) + fl(xo) (x—20) + ... +

(x —xo)" + Rp(z,x0)

Taylorpolynom vom Grad n bei zg

Das Restglied hat die Form

FE)

(n+1)! e

R, (x,z0) = (x — x

)

wobei § = &(z) zwischen z¢ und z liegt, also & = xg + 0(z — xp) mit 0 < 6 < 1.

7.27 Bemerkung. (a) Fiir n = 1 ist sowohl die Annahme, f € C2, als auch die Aussage, Ry =
C(x — x0)?, stérker als in Satz 7.4. Dort haben wir lediglich f differenzierbar angenommen
und vom Restglied wissen wir dann nur, dass

R
lim 2 (TL', xO)
T—=To T — X

=0.

(b) Die Form des sog. Lagrangeschen Restglieds merkt man sich wie folgt: R,,(z) sieht so aus,
wie das (n + 1)-te Glied aussehen wiirde, nur wird f+D an der Stelle ¢ statt bei zg aus-
gewertet. Dabei hingt £ nun von z ab und wir kennen £(z) im Allgemeinen nicht.

Sobald wir integrieren kénnen, werden wir noch eine andere Form des Restglieds kennen-
lernen.

Beweis. des Satzes von Taylor: Fiir festes © € I seien

(iL‘ _ t)nJrl
(n+1)!

o) ,
Ft) == f@)- 31 ;!“) (e—ty wd Gt) —
7=0

Nun ist

P = Lpm -y (f”)“)(x - 0 t)f*) S el
0

n!

und

Setzen wir nun t = xg bzw. x, so liefert der verallgemeinerte Mittelwertsatz, Satz 7.22, ein &
zwischen zg und z mit

F(z) = F(xo) _ F'(&) _ s
@) -G g @
Da
F(z) =G(x) =0, folgt F(w)=G(zo) f"1(¢),
also die Behauptung. OJ
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7 Eindimensionale Differentialrechnung

Ist eine Funktion f beliebig oft differenzierbar, man schreibt dann f € C'°°([I), so heiit die Reihe
O £(n) (g
> -y
= nl

die Taylorreihe von f an der Stelle zg.

Es stellt sich die Frage, ob die Taylorreihe konvergiert, und wenn ja, ob ihre Summe dann gleich
f(z) ist. Letzteres gilt offenbar genau dann, wenn das Restglied R, (z) fir n — oo gegen Null
geht.

7.28 Korollar. Reihendarstellung der Exponentialfunktion
Fir x € R gilt

[e.9] n

exp(z) = Z %

n=0
Beweis. Wegen exp(™ = exp gilt mit dem Satz von Taylor bei zo = 0

n (9) . L} n+1
exp(z) = Z expj'(:z:o)(x —x0)! + Ry(x) = Z % + %
j=0 ’ =0 /" '

fiir ein &, mit |&,| < |z|. Damit ist auch exp(&,) < exp(|z|) und es folgt

) |x‘n+1
< exp(|z[) lim CESIi 0

eXp(fn)xn—H
(n+1)!

n—oo

7.29 Beispiel. Taylorreihen von Kosinus und Sinus
Es gilt

™) () = (=1)Fcosz fiir n=2k
COS = (~))Fsing fir n=2k+1

Also fallen in der Entwicklung um xg = 0 die ungeraden Terme weg und es bleibt

n . 22k I p2n+l1
~ 3 (1 et T
cos(x) kz;)( ) k) +(—1) Gn 1) sin &
R;nrJrl

i( J 22k
CcosT = -1
— (2k)!
Analog findet man
‘ o0 22k+1
sinx = - .
' kzo( N CTEY
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7.3 Der Satz von Taylor und Taylorreihen

Im Bild sind die Taylorpolynome zu
sin(z) um den Entwicklungspunkt
xo = 0 vom Grade 1, 3, 5 und 7 ge-
plottet. Die dicke rote Kurve ist die
Sinusfunktion selbst.

7.30 Beispiel. Es gibt aber auch Funktionen f, deren Taylorreihe auf ganz R konvergiert, aber
nur bei z = xg gegen f(x). Sei beispielsweise f : R — R mit

_ 1
e =2

f(a) ::{ eo falls 2 =0

"2 falls A0,

Auflerhalb von 0 ist f beliebig oft differenzierbar, und die n-te Ableitung hat die Form
F () =pn (L) e 2

mit einem geeigneten Polynom p,. Somit gilt lim,_,o £ (z) = 0 fiir alle n € Ny. Es ist also f
stetig bei 0 und f(®) stetig fortsetzbar bei 0 durch £ (0) := 0. Wegen

lim 1 (f(”)(x) - f(”)(O)) = lim 1p, (1) e =0

x—=0 7T z—0 %

ist (™ dann auch bei 0 differenzierbar und

Somit ist die Taylorreihe von f bei g =0

o~ f(0)

n!

2" =0 # f(x) fir z#xg.

n=0
7.31 Beispiel. Die Funktion f(x) = ﬁ fiir  # 1 hat die Ableitungen

. 1 v 92 " B n!
o= IO = o 0= g

Die Taylorreihe um x¢ = 0 ist also die geometrische Reihe,

OOf(n)o . © .
Zon!( ) -3

Obwohl die Funktion auf ganz R\ {1} definiert ist, konvergiert die Taylorreihe nur auf dem
Intervall (—1,1). Wir erinnern uns, dass das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe immer ein Kreis
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7 Eindimensionale Differentialrechnung

in C um den Entwicklungspunkt ist. Wegen der Singularitit bei x = 1 kann die Taylorreihe daher
auch nicht fiir x < —1 konvergieren!

Als Ubung bestimme man den Konvergenzradius der Taylorreihe von

fz) =

1 um den Entwicklungspunkt zg = —1.
-

Es stellt sich die Frage, ob man Funktionen differenzieren kann, indem man ihre Taylorreihe
gliedweise ableitet. Probieren wir das fiir den Sinus,

o x2n+1
. _ _1\n
smx—Z( 1) [k
n=0
so finden wir tatséchlich
4 > x2n+1 > x2n
n _ _1\n _
n=0 n=0

7.32 Satz. Differentiation von Potenzreihen

Die Potenzreihe > 7 j an(z — 20)™ habe Konvergenzradius ¢ € (0, cc].
(a) Die Reihe konvergiert gleichméfig und absolut fiir |2 — 2| < 7 mit 0 < 7 < p und divergiert
fir |z — 20| > o.
(b) Die Reihe die durch gliedweise Ableitung aus ihr hervorgeht,

oo

Z(n + Dapt1 (2 — 20)",

n=0
hat den gleichen Konvergenzradius ¢ = p.

(c) Fir z = z, 29 = 29 € R ist die Funktion
[e.e]
fi(mo—o,m0+0) = C, fz)=>_ an(x—mz)"
n=0

differenzierbar und die Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation,

[e.9]

F@) =0+ Dana (@ - zo)".

n=0

Insbesondere ist f € C*(xy — 0,9 + 0) und
S (o)

ap = ——— fiir alle n € Ny,
n!

d.h. Y07 an(z — zo)™ ist die Taylorreihe von f in .

Beweis. (a) Das ist einfach Korollar 6.22.
(b) Sei Z # zp. Die Reihe

o0 [e.9]
~ na ~
Y (4 Dang1 (F—20)" =Y z—— (2 —20)"
Z— 20
n=0 n=1
konvergiert nach Satz 5.24, falls
1 1 . n 1
= > = = limsup p/— Na,| = 1
Fowl o 7 = M Vil =
—_———
—1

und divergiert entsprechend, falls |2 — zp| > p.
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Esist f(x) = limy_oo Py(2) :=limy_ 00 Zfz\[:o an(xr — xo)™ und die Frage ist, ob

Fa = g (Jim Av@) L Jim LPaa).

dx \ N>

Der folgende Satz sagt, dass Ableitung und Limes vertauscht werden kénnen, wenn die
Konvergenz von (P}) gleichméBig ist.

O

7.33 Satz. Vertauschen von Ableitung und Limes

Es seien f, : [a,b] — C stetig differenzierbare Funktionen. Die Folge (f,,) konvergiere punktweise
gegen eine stetige Funktion f : [a,b] — C und die Folge (f},) konvergiere gleichmiflig gegen eine
Funktion g : [a,b] — C. Dann ist f auf [a, b] stetig differenzierbar und es gilt f' = g.

Beweis. Nach Satz 6.21 ist g : [a,b] — C stetig. Fiir x < y € [a,b] und n € N existiert nach dem
Mittelwertsatz ein &, € (z,y) mit

fnly) = fn(x)

R =) ()

Fiir eine Teilfolge konvergiert &, — £ € [z,y] und somit liefert lim,,_,~ in (%), dass

Hier haben wir die gleichméifiige Konvergenz von f’ — ¢ verwendet:

|(&n) = 9(&)| < |2(€n) — 9(&n)| + 19(&n) — 9(&)]
N——— ————

< ¢ fiir n grof} genug unab. von &, < ¢ fiir n grof} genug da g stetig

Aus (xx) folgt nun

lim fy) = f(@) = lim g(&(x,y)) = g(x), da g stetig ist.
y—=T Yy— Y= T N
—z
Also ist f stetig differenzierbar und f’ = g. O

7.34 Beispiel. Taylorreihe des Logarithmus

Wie wir wissen ist H% =2 o(=1)"z™ fiir [z < 1. Setzen wir
o0 $n
fla) = (1" fir o] <1,
n=1 "
so ist
.- 1
flla)=> (-1ra" = o, fi |lz| < 1.
n=0
Da auch In(1+2z) = IJ%I und In(1) = f(0) = 0 ist, folgt mit Korollar 7.18, dass In(1 +z) = f(x)
und somit
0 n 2 3 4
In(1 Nyt T T gy 1.
n(l+x) nz::l( ) — =z 2+3 4+ ir |z| <

Wieder ist das Konvergenzgebiet durch die Singularitit bei z = —1 beschrinkt.
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7 Eindimensionale Differentialrechnung

7.35 Satz. Hinreichendes Kriterium fiir lokales Extremum
Sei I ein offenes Intervall und f € C%(I).

(a) Hat f bei xg € I ein lokales Maximum (bzw. Minimum), so gilt notwendigerweise

f'(xo)=0 und f"(x0) <0 (bzw. f’(x0) >0).

(b) Gilt bei zo € T
fl(wo) =0 und f(z0) <0 (bzw. f"(z0) > 0),

so hat f bei zg ein lokales Maximum (bzw. Minimum).

Beweis. Das folgt sofort aus der Taylorentwicklung um den Punkt zq (Ubungsaufgabe). O

7.36 Satz. Regel von de 1’Hospital

Es seien f, g : (a,b) — R differenzierbar, wobei —o0o < a < b < oo und ¢'(x) # 0 fiir alle z € (a,b).
Weiter gelte

lim f(z) = lim g(x) =0

Tr—a T—a
oder
lim g(z) = +o0.

Tr—ra

Dann gilt

@) )
2 gw) e g (a)

falls der rechtsstehende Grenzwert exisiert. Die analogen Aussagen gelten fiir x — .

Beweis. Wir betrachten den Fall a € R und lim,_,, f(z) = lim,_,, g(z) = 0, kénnen also mittels
der Setzung f(a) = g(a) = 0 die Funktionen f und g stetig auf das Intervall [a, b) fortsetzen. Der
verallgemeinerte Mittelwertsatz liefert dann fiir x € (a,b)

@) _ f@) = fla) _ fao)

g(@)  g(@)—gla)  g'(zo)
Daraus folgt die Behauptung dann fiir x — a. Fiir die anderen Fille sieche W. Walter, Analysis I,
Satz 10.11. O

fiirein a < g < x.

7.37 Beispiele. (a) Fiir a > 0 gilt

. . Inzx . x 1 I A
limz%lnzy = lim — = hmi1 =lim — =0.
z—0 z—0 ¢ —0 —axr Y™ z—0 —
(b) Ebenfalls fiir o > 0 gilt
. Inz . x 1 .
Iim — = lim = lim =0.
r—o00 % z—00 @1 T—o00 (xr®
(c) Wie wir bereits wissen ist
. sinzx . CcosT
lim = lim =1.
z—0 X z—0 1

(d) Oft muss man de I'Hospital auch mehrfach anwenden:

lim (sin z)? — lim 2sinzcosw lim 2(cos? z — sin? ) e

z—0 333 z—0 3562 z—0 6x

In solchen Fillen ist es meist einfacher, die fiihrenden Glieder der Taylorreihe zu betrachten

: 2 2 3
Gine)” 27+ O@) _ 1 oy m30 o,

3 3 z
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7.3 Der Satz von Taylor und Taylorreihen

1

(e) Schliefllich zeigen wir noch, dass sich der Arcustangens wie £~ an seine Asymptote bei

Unendlich annéhert:

s 1 2
. 5 —arctanx . p) . T
lim 22— " — lim H'f = lim =1
T—00 1 T—00 —=z z—oo 1 4+ 22
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8 Eindimensionale Integration

8.1 Das Integral fiir Regelfunktionen

8.1 Bemerkung. Wir werden in diesem Kapitel das sogenannte Regelintegral einfiithren, da es
mit dem geringsten technischen Aufwand prézise formuliert werden kann. Wenn wir spéter die
allgemeine Integrationstheorie im Sinne von Lebesgue besprechen, werden viele der folgenden
Begriffe und Sétze deutlich verallgemeinert.

8.2 Motivation. Das Flachenproblem

YA
Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Kann man dem
Gebiet

{(z,y) eR*|a<z <bund 0 <y < f(x)}

unter dem Graphen von f einen Flicheninhalt
zuordnen?

YA

Fiir Treppenfunktionen ist das einfach, da die
Flachenberechnung fiir Rechtecke elementar ist.

Idee: Approximiere allgemeine Funktionen
durch Treppenfunktionen.

8.3 Definition. Treppenfunktion

Eine Funktion ¢ : [a,b] — C heit Treppenfunktion auf [a,b], wenn Punkte a = 29 < 21 <
-+ < xg = b existieren so, dass ¢ auf I = (xx_1,xp) fir k =1,..., K jeweils konstant gleich oy
ist. Die Werte an den endlich vielen Punkten xj, spielen im Folgenden keine Rolle.

8.4 Proposition. (a) Mit ¢ sind auch |p| und ¢ - ¢ fiir ¢ € C Treppenfunktionen.
(b) Mit ¢ und % sind auch ¢ + ¢ und ¢ - ¢ Treppenfunktionen.

Beweis. (a) Klar, denn auf I gilt |¢o(x)| = |¢k| und |cp(x)| = |cpk|.

(b) Sei p(x) = @i auf Iy = (zgp_1,2x), &k = 1,..., K, und ¢(z) = 1, auf I~g = (Yr—1,Y0),
{=1,...,L. Sei nun

{a=wy<w; < - <wy=bl={a=xg<x1< - <zg=btU{a=yy <--- <yr=>b}

die Vereinigung der Zwischenpunkte. Dann ist ¢(x) + () = @g(m) + Vi) auf (Wm—1,wm),
wobei k(™) und £™) so gewihlt sind, dass

Ti(m) 2 (Wm—1,wp,) und j[(m) D (Wy—1, W) -
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8 Eindimensionale Integration

Also ist ¢ + 1 wieder Treppenfunktion und ¢ - ¢ ebenfalls.

8.5 Definition. Aquivalente Treppenfunktionen

Zwei Treppenfunktionen ¢, ¢ auf [a, b] heien dquivalent, falls p(x) # 1(x) fiir hochstens endlich
viele z € [a, b] gilt.

8.6 Definition. Das Integral fiir Treppenfunktionen

Fiir eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — C definieren wir das Integral von ¢ iiber [a, b] durch

YA

/absﬁiz /ab@(l")dl‘ :i(ﬂ?k—l‘k—l)'@k

|

a x4 Xg - b
8.7 Proposition. Aquivalente Treppenfunktionen haben das gleiche Integral.
Beweis. Seien @, 1) dquivalent und {a = wy < -+ < wps = b} wie im Beweis von Proposition 8.4.

Dann gilt p(z) = ¢(z) fir z € Jp, = (Wm—1, wy,), da ¢ und ¥ dort ja beide konstant sind. Es ist
somit

—~
8
E
|
8
S
L
~
S
ol
|
—~

b K
/ o(z)de = Z = Wi — Win—1) * Ph(m)
@ k=1 m=1
M

B
3
|
g
3
L
s
B
I
=

b
(Yo — Y1) e = / Y(x)de.

8.8 Proposition. Eigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen

Es seien ¢, 9 Treppenfunktionen auf [a,b] und ¢ € C. Dann gilt
(a) [(p+¥)=[o+ [¢und [cop=c[¢p (Linearitét)

(b) Fiir ¢ < 1) reellwertig gilt
/ o< / Y (Monotonie)

© |J2e| < J21el < gl - (b= a)

Beweis.  (a) Mit gewohnter Notation ist

M
/(@ +9) = D (Prim) + Yum)) - (W — Win1)
m=1
M M
= Z Pk(m) (wm - wm—l) + Z wﬁ(m) : (wm - wm—l)
m=1 m=1
K L
= > k(e —m)+ Y Ve (ye—ye1) = /90+/¢-
=1 =1
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M M
[ o= 3 et o = on1) £ 3 by~ m ) = [0
m=1 m=1

K
‘/90‘ = ‘Z(Pk k_ﬂfkl‘§2|¢k| Ty — Tp—1)
k=1

= /el
K
max{|@r|} Y (2 = 2h-1) < [[@llsc(b — a).

k=1

IN

8.9 Definition. Regelfunktionen und ihr Integral

Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Regelfunktion, wenn es eine Folge (¢, ) von Treppenfunktio-
nen gibt, die gleichméBig auf [a,b] gegen f konvergiert.

Fiir eine Regelfunktion f definieren wir das Integral iiber [a, b] durch

/ f:= lim QDn
n—oo
Weiterhin setzen wir faa f:=0und fba fi=- f;’ f.
Beweis. der Wohldefiniertheit. Damit die Definition Sinn macht, miissen wir zunéchst zeigen,

dass der Limes immer existiert und nicht von der Wahl der Folge (¢,) abhéngt. Zunéchst sehen
wir, dass

[ [on=[on| =] [ton=om)] < lon=omled = &) < (hn = Fllow + 1 = omllc)(b ).

Da ¢, — f gleichméBig, also lim, o [|[on — flloc = 0, ist (fgon> N eine Cauchyfolge in C
ne

und somit konvergent. Sei nun (v,,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen, die ebenfalls
gleichméflig gegen f konvergiert. Dann ist wie oben

]/%—/w

Also ist limy, o0 [ n = limpyo0 [ Un. O

</|90n—¢n!<(Ilson—flloo+Hf—wnlloo)(b—a)—>0 fir n — oo.

8.10 Bemerkung. Der Begriff der Orientierung

Das Integral hat kein festes Vorzeichen. Dass wir “Flachen iiberhalb der z-Achse” einen positiven
Flacheninhalt zuordnen ist reine Konvention, man hétte das Vorzeichen auch umkehren kénnen.
Mathematisch nennt man diese Konvention “Orientierung” des Integrationsgebiets. Das Intervall
[a,b] C R wird mit einer “Richtung” versehen, ndmlich mit der Richtung “von a nach b”. Wenn wir
iiber hoherdimensionale Gebilde integrieren, werden wir den Begriff der Orientierung prézisieren.

8.11 Proposition. Mit f und g sind auch f 4+ g und f - g Regelfunktionen.

Beweis. Ubung. O

8.12 Proposition. Eigenschaften des Integrals fiir Regelfunktionen

Es seien f, g Regelfunktionen auf [a,b] und ¢ € C. Dann gilt
(a) [(f+9)=)f+[gud [ef=c[f (Linearitét)
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8 Eindimensionale Integration

(b) Fiir f < g reellwertig gilt

/ < / g (Monotonie)

© |J2f| < LU < U - (0= )

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus Proposition 8.8 und Grenziibergang: seien ¢,, — f und
¥n — g gleichméfBige Approximationen durch Treppenfunktionen, dann gilt z.B.

/(f+g)=7}ggo/(<ﬁn+wn)=nlggo/90n+7}ggo/wn:/f+/g-

8.13 Definition. Sei f : [a,b] — C eine Regelfunktion und [¢,d] C [a,b] ein Teilintervall. Dann
setzen wir

O

/cdf @) e = | @) @) d,

wobei

{ 1 falls z € [ed]

X[C’d](m): 0 sonst

die charakteristische Funktion der Menge [c, d] heifit. Offenbar ist mit f auch fx|.q4 eine Regel-
funktion, da aus ¢, — f auch ©nX[cq = [X[c,q folgt.

Es stellt sich nun die Frage, welche Klassen von Funktionen tatséchlich Regelfunktionen und
somit in obigem Sinne integrierbar sind?

8.14 Satz. Monotone Funktionen sind Regelfunktionen

Ist f: [a,b] — R monoton (wachsend oder fallend), so ist f eine Regelfunktion.

Beweis. Sei f monoton wachsend und hg := % (f(b) — f(a)). Setze ¢y := f(a) + (k — 1) - hy fiir
E=1,....,K+1,und 2 :=sup{z € [a,b] | f(z) < @1} fir k=1,..., K und ¢ := a. Dann ist
vr () = ¢ auf (rg_1, ) eine Treppenfunktion auf [a, b] und
f() — fla) Koo
I%e —

||f - (PKHOO <hg = 0.

O

8.15 Bemerkung. Eine Funktion f - [a,b] — R heifit von beschrinkter Variation, wenn sie
als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen geschrieben werden kann. Funktionen be-
schrinkter Variationen sind also Regelfunktionen.

8.16 Satz. Stetige Funktionen sind Regelfunktionen
Ist f:[a,b] — C stetig, so ist f eine Regelfunktion.

Beweis. Nach Aufgabe 39 b) ist f gleichmifig stetig, also
Ve>0 30>0 Va,y€la,b] : [z—y|<d = |f(x)— fly)|<e.

Also gibt es zu jedem € > 0 ein K(¢) € N mit

|f(z) — f(y)| <e falls \:L‘—y\<l;(_(;;,
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8.1 Das Integral fiir Regelfunktionen

Mit zy :=a + % fir k =0,...,K(¢) und @i (o) (v) := f(wg) fiir v € (w1, 7) ist dann
lorE — fllo <€
Somit ist f eine Regelfunktion. O]

8.17 Bemerkung. Offenbar sind auch stiickweise stetige Funktionen Regelfuntionen.

8.18 Bemerkung. Riemannintegrierbarkeit

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn zu jedem & > 0 Treppenfunktionen
o und 9 existieren so, dass ¢ < f <1 und

[v-[e<e ()

Die Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen ist etwas grofier als die der Regelfunktionen.
Beispielsweise ist die Funktion

f:00,1] = R, f(x):{ _01 fir z =0

sin 2 sonst
Riemannintegrierbar aber keine Regelfunktion. Letzteres liegt daran, dass die unendlich vielen
Ostzillationen der Funktion f nicht gleichméfig durch Treppenfunktionen mit endlich vielen Stiitz-
stellen approximiert werden kénnen. Auflerhalb jeder noch so kleinen Umgebung um die Null ist
die Funktion aber stetig und es gibt kein Problem mehr. Im Riemannintegral spielen solche klei-
nen Umgebungen aber keine Rolle, da in (x) die Differenz der eingeschlossenen Fliachen relevant
ist.

8.19 Satz. Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — C und jedes z € [a, ] sei

F(z) ::/;f.

Dann ist F : [a,b] — C stetig differenzierbar und

d

- F(z) = f(z) fiir alle z € [a,b].

Beweis. Seien x,x + h € [a,b] mit h > 0. Dann gilt aufgrund der Stetigkeit von f, dass

F(z+h)— F(z)

O g = ([T 0= [ - )
1 b 1 z+h
= |5 [ 7O (xarn® = o) )t =5 [ s@)a

X[m,m+h] (t)

= [ [0 s@)

< (#+h—2) o @) = f(2)]

= sup |f(t) - f(2)] "=00.

te[z,z+h]
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8 Eindimensionale Integration

Analog folgert man fiir z,x + h € [a,b] mit h < 0, dass

F(z+h)— F(z)

— f(x)| =0

und schlieft, dass

F'(z) = flbli% = f(x).

8.20 Definition. Stammfunktion

Eine Funktion F : [a,b] — C heift Stammfunktion von f : [a,b] — C, wenn F differenzierbar
ist und

F =f
gilt. Wir schreiben dann auch F(z) = [* f.

8.21 Bemerkung. Der zweite Hauptsatz besagt also, dass jedes stetige f eine Stammfunktion
hat, ndmlich

F@Q:i/xf@yﬂ.

Offenbar ist mit F'(z) auch F'(x) + ¢, ¢ € C eine Stammfunktion von f. Das sind dann aber auch
schon alle Stammfunktionen. Denn seien F' und F' Stammfunktionen von f, so gilt (F — FY =
f— f =0, also ' — F = konstant.

8.22 Korollar. Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f:[a,b] — C stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ fx)de = F(b)— F(a) = [F@).

Beweis. Fiir F(z) := [ f(t)dt gilt offenbar

b
/ f(z)dz = F(b) = F(b) — F(a).

Mit der vorangegangenen Bemerkung ist jede Stammfunktion F von f von der Form F = F + ¢,
also

) b
H@—H@_ﬂw—ﬂ@_/fuﬂm
0

8.23 Bemerkung. Aquivalent zu Korollar 8.22 formuliert man den ersten Hauptsatz auch oft
so: Sei f : [a,b] — C stetig differenzierbar, so ist f(b) = f(a) + f; f(x)dz.

8.24 Beispiele. (a) Firae R\ {—1} und 0 <a < b ist
b a+1
/ zodz =2
a a+1
(b) Im Fall a = —1 ergibt sich

b b
/ lda::lna: :lnb—lna:lné.
0 T

a a

b 1

a_Oé—}—l(

a

bafl . a+1) .
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8.2 Integrationsmethoden

(c) SchlieBlich ist

z T
/ etdt:et’ =" —1.
0 0

Sucht man nur irgendeine Stammfunktion, so schreibt man auch

X
/ eldt = e* .

8.25 Korollar. Integralrestglied der Taylorformel
Es sei f € C"*1([a, b)) fiir ein n € Ng. Dann gilt fiir z, 7o € [a, b]

k=0 o :

k!

Beweis. Wir setzen fiir ¢ € [a, b]

. f(k)(t) (.1‘ —t)k.

k=

[en]

Es ist F(t) stetig differenzierbar und F(z) = 0, also gilt mit dem Hauptsatz, Satz 8.22,

F(x) = F(z) — / F'(t)dt = _/x F(t)dt.

o 0
e (k+1) (k) (n+1)
n + n n+1
iy NS O e ST
Fl(t)==) ==t + G0 s @)
k=0 k=1
folgt die Behauptung. O

8.2 Integrationsmethoden

8.26 Satz. Partielle Integration
Es seien f,g: [a,b] — C. Es sei f stetig, g stetig differenzierbar und F eine Stammfunktion von f.

Dann gilt
b b b /
/fgz[Fg]a—/ Fg',
a a

Beweis. Das ist einfach der erste Hauptsatz, denn
b b b b b
[F'gl, =/ (Fg) :/ (fg+Fg') =/ fg+/ Fq'.
a a a a

8.27 Bemerkung. In Form von Stammfunktionen schreibt sich die partielle Integration so:

/xfngg(:r)—/ng’

/zln(y)dy:/m1.1n(y)dy:x1n(x)—/xy-;dy:xln(;c)—x.

wobei [Fg]; := (Fg)(b) — (Fg)(a).

8.28 Beispiele. (a)
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8 Eindimensionale Integration

(b)

b

b
—/ e’ dr = [ze” — ex]Z
a

b
/ zet dz = ze”
a

b

a

und analog
b
/ z2e® dz = z2e”
a

Auf diese Weise kann fiir jedes Polynom p das Integral
b
/ p(z)e” dz

Manchmal reproduziert sich der Integrand nach mehrfacher partieller Integration,

b
- / 2ze” dx = [(m2 — 2z + 2)6:6]2 .

a

berechnet werden.

b b
[ 1@o@e =@t e [ g

Falls ¢ # 1, so ist man fertig, denn dann ist

b 1
| ta= =

Beispielsweise ist

x

T T
/coszdy = /cosy~cosydy:sinx~cosx+/ siny - siny dy
x
= sinx~cosa:+/ (1 —cos?y) dy
xT
= sinx-cosx—i—x—/ cos? ydy .

Also gilt
v 1
/ cos’ zdx = i(sinxcosx +z).

8.29 Satz. Substitutionsregel
Es sei f : [a,b] — C stetig und ¢ : [c,d] — [a, b] stetig differenzierbar. Dann gilt

/gj:)fz/cd(fog)g’-

Beweis. Sei F' Stammfunktion von f. Dann folgt aus der Kettenregel und dem Hauptsatz

82

g(d)
/() f(z)dz = F(g(d)) — F(g(c)) = (Fog)(d)— (Fog)c)

d d

— / (Fog)(y)dy = / (F'og)(y)d'(t)dy
d

= /(fog)(y)g’(y)dy-



8.30 Beispiel. Um das Integral
1

dex =7
zlnx

/ m
z1

8.2 Integrationsmethoden

mit Hilfe der Substitutionsregel zu bestimmen, gibt es zwei Moglichkeiten:

(a) Wir fassen das Integral als
B

1

L rlnzx

/ dw:/g

g(d)
f
(c)

auf und wiihlen g so, dass (f o g)’ moglichst einfach ist. Das entspricht der ,,Substitution*

im eigentlichen Sinne.

Oder wir finden f und g so, dass

/

T2

dx

, Tlnx

Struktur (f o g)¢’ hat.

/j(f °9)g,

und hoffen, dass f leichter zu integrieren ist. Hier muss man ,sehen®, dass

schon die

1
zlnz

Zu (a) Wiéhle g : [¢,d] — [z1,22], y — €Y, mit ¢ = Inx; und d = Inzy. Dann ist
T2 1 d In 22
T
2 XInz ¢ eylney\gf nzy Y
f fog
In der Praxis wiirde man eher so vorgehen: Man setzt Inz := y, gibt also y = ¢~ !(z) vor.
Dann ist d ) )
/
9 () =79y = — =g =7
dy 97 "(9w) g V=)
und es ergibt sich
x2 1 Inzo Inzo
/ = / —ady = / —dy.
1 rlnz Inz1 zy Inzq

Man beachte aber, dass im allgemeinen g nicht umkehrbar sein muss.
Noch einfacher merkt man sich die Substitutionsregel in dieser Form durch folgende sym-
bolische Schreibweise (den Leibnizschen Differentialkalkiil): In

% _dlnz l
de  dz =z
16st man nach dz auf und findet
dr = zdy.
Das setzt man im Integral einfach ein und kiirzt,
o 1 Inzo 1 Inzo
/ dz = / —axdy = / —dy.
T "E\lnx, —ady Inx, Ty Inz, Yy
=y
Zu (b) Esist (Inz)’ =1, also
11 ,
e 7 (fog)(x)g'(x)

mit g : [x1,22] = [In(x1),Inxs], x — Inz und f : [Inzy,Inzs] - R, y — i Wieder liefert

die Substitutionsregel

d 1 d . g(d) Inzo 1
/ daf—/ f(g(z)) g'(x) dw—/ f(y)dy—/ —dy.
. zlnzx o ST~ g(c) nz; Y
Inz T
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8 Eindimensionale Integration

Beide Anséitze fithren zum Ziel und wir haben
T2 1 Inzo 1 1

/ dx:/ —dy=1In a

1 zlnx naz Y Inxq

Das Argument in (b) kénnen wir aber leicht auf beliebige g mit g(x) # 0 in [c, d] verallgemeinern.
Es gilt ndmlich (wieder mit f(y) = i), dass

[ ae= [ rtensran= [[Frwar=1n (53)

f o : . _ sinz _  cos’w
Beispielsweise folgt so fiir tanz = £ - = — >, dass

d
cosc
t dx =1 .
/c anwar n(cosd)

8.31 Bemerkung. Merkhilfe zur Substitutionsregel

gezeigt.

Eine gute Merkhilfe ist folgende Notation,

d d g(d)
T "Nz)dx = x))d(g(x)) = d
/c f(g(2) ¢ (x) / f(g(x)) d(g(x)) /g(c) f(y) dy

da dg = ¢'(x), also ¢'(z)dz = dg. Wenn wir Differentialformen einfiihren, wird diese Schreibweise
einen prézisen Sinn bekommen.

Formal hilft sie einem aber schon jetzt bei der Anwendung der Substitutionsregel. Beispielsweise

ist
Ind
/ flnz) / fina)dina) = [ f(y)dy,
Inc
oder d d sind
/ f(sinz) cosz dx :/ f(sinz)d(sinz) = / f(y)dy
oder

b 3 b 4 bt
[ Y T
o (zt+1)2 o (412 4 4 Jpr (y+1)2 4\a*+1 b*+1

8.32 Beispiel. Die Kreisfliche

Um die Flache F' des Kreises mit Radius r zu bestimmen, berechnen wir die Flédche des halben
Kreises als Integral iiber die Funktion f(z) = v/r2 — 22 von —r bis r,

F T T
5= f(x)da::/ Vr2 —z2de.

Geometrisch liegt es nahe, das Integral durch den Winkel statt durch den Achsenabschnitt zu
parametrisieren, also g : [=5, 5] — [-7,7] , 2 = g(¢) = rsinp, zu substituieren. Das liefert dann

F (%) )
3 = [ we=] ot dote) = [ VTR o) dp

2
%
= r2/ \/1 —sin? gpcoscpdgo—r/ cos godcp—gQ.

us
2

:|
w\:

Wl

84



8.2 Integrationsmethoden

8.33 Satz. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

NN
(a) Ist f : [a,b] — R stetig, so existiert ein /_\
¢ € (a,b) mit Fo)F----- .
b \/E
| t@yas =5 b-a). |
a ¢ R
(b) Ist f : [a,b] — R stetig und ¢ : [a,b] — R eine positive Regelfunktion, so existiert ein

€ (a,b) mit

/ ' Fa)p(e) dz = £ / ol da

Beweis. (a) folgt aus (b) fiir p(x) = 1.
(b) Ist min f = max f, so ist f konstant und die Behauptung gilt fiir jedes { € [a,b]. Ist
min f < max f, so gilt

mmf/ dx</f d:v<maxf/

J2 a)ot)d
fab o(x)dz

Mit dem Zwischenwertsatz fiir die stetige Funktion f folgt die Behauptung.

also
min f <

max f .

O

8.34 Bemerkung. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes erhilt man aus dem Integralrestglied das
Lagrangsche Restglied der Taylorformel: Es gilt

Ro(z,20) — /‘f+w”@—w"a:fﬂ“9/(x—wﬂt

n!

n! 0
) (@)t () n
-l (n+1) _(n+U!u_x)+%

da (z — t)" im Integranden immer ein festes Vorzeichen hat.

8.35 Satz. Vertauschung von Integration und Grenziibergang

Sei fp, : [a,b] — C eine Folge von Regelfunktionen, die gleichméBig gegen eine Funktion f : [a, b] —
C konvergiert, also lim,, o0 || fr, — f|lococ = 0. Dann ist f eine Regelfunktion und es gilt

lim fn )dx = / f(z

n—0o0
Beweis. Sei € > 0. Dann existiert ein n. € N mit
If = fulloo < § fiir n>n..

Fiir jedes n € N sei (¢n,m)men eine Folge von Treppenfunktionen mit limy, o0 || fr — ¢@n,mlloc = 0.
Zu jedem n € N existiert also ein m(n) so, dass

||f7’L - @n,m(n)”oo < % :
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8 Eindimensionale Integration

Also ist ||f — epmm)lle < IIf = fallo + [Ifn + @nmm)lle < € fiir n > n.. Somit ist f eine
Regelfunktion und es gilt

/abf(x) dz — /abfn(sv) dz

8.36 Korollar. Sind f, : [a,b] — C Regelfunktionen und konvergiert die Reihe

b —
3/ (@) = fal@)|dz < |1 = fulloo® — a) "2 0.

f@) =) fal2)
n=0
gleichméBig auf [a, b], so ist f eine Regelfunktion und

b o b
/Qf(:v)dx:;:()/a fol) da.

Insbesondere kénnen also Potenzreihen im Inneren des Konvergenzgebiets gliedweise intergriert
werden,

p oo oo e " b
— n_ — n
[ Xt =y =30 S -,

fiir a, b mit |a — x0| < p und |b — zo| < p.
Beweis. Man wende Satz 8.35 auf die Partialsummenfolge
N
(@) =" fal2)
n=0

an. O

8.37 Definition. Riemann-Summen

Es ist oft niitzlich zu wissen, dass das Integral durch Riemann-Summen approximiert werden
kann. Eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b] mit Stiitzstellen ist gegeben durch

{la=xy<a]<x1 <5< - <x) <zxg =0>}

also durch Intervalle I}, = (xp_1,x)) mit Stiitzstellen x} € I;. Die Feinheit der Zerlegung ist
((Z) = maxp=...xK |Ix| := max{zxy — x4_1 |k = 1,---,k}. Die durch die Zerlegung definierte
Riemann-Summe fiir das Integral f; f(z)dx ist

K
Sz(f) =) flap) (we — zp-1),

k=1
also genau das Integral iiber die durch Z definierte Treppenfunktion ¢, = f(z}) auf Ij.

8.38 Satz. Riemann-Summen

Sei f : [a,b] — C eine Regelfunktion, (Z,) eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a,b] mit
lim,, o ((Z,) = 0. Dann gilt

b
lim SZn(f):/ f(z)dz.

n—oo
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8.3 Uneigentliche Integrale

Beweis. Warnung: Im Allgemeinen wird die durch die Zerlegungen Z,, definierte Folge von Trep-
penfunktionen nicht gleichméfig gegen f konvergieren.

Sei € > 0 und ¢ eine Treppenfunktion mit

1f = ¢lloo < b 30—a) ’

also
b

|f(z) — p(z)|dz < §
und

N
152, (f) = Sz, ()] = > _1f(@h) — plap)|(wr — 2x—1) <

k=1

wlm

Fiir eine Treppenfunktion ¢ mit K Stufen gilt aber

b
szn«o)—/ o(x) dz| < K ((Zo) @]l

also
b
152, (¢) - / o(x)da] < £

fiir n grofl genug. Insgesamt ergibt sich also

‘/abf(x)dx—Szn(f)‘ < ’/f_/QO’-F‘/gO Sy (¢ ‘SZ" ~ S (f)] <«

fiir n grof genug. O

8.3 Uneigentliche Integrale

Integrale der Form fooo e *dx oder fol ﬁ dx sind zunéchst nicht definiert, da das Intervall bzw.
der Integrand am Rand unbeschrankt ist. Aber es liegt nahe, z.B. folgende Setzungen zu machen:

0o b b
/ e “dr = lim e “dr = lim [ - e_x] = lim(—e +e %) =1,
0

b—oo Jg b—o0 0 b—o0

1
/de_}f{‘% —dx—h{‘n[\f] —ii{‘r%)(2—2\/&):2.

8.39 Definition. Uneigentliches Integral

Sei f:]a,b) = C, —c0 < a < b < o0, iiber jedem Intervall [a, c] mit ¢ € [a,b) eine Regelfunktion.
Dann definieren wir das uneigentliche Integral durch

[r=sm[r

Das uneigentliche Integral heifit konvergent, falls f; f € C und absolut konvergent, wenn f; lfl <
00.

falls dieser Grenzwert existiert.
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8 Eindimensionale Integration

8.40 Beispiel. Die I'-Funktion
Die Gamma-Funktion I": (0,00) — R ist durch

I'(«) ::/ e %dx
0

definiert. Wir werden zeigen, dass I'(n + 1) = n! fiir n € N gilt, also, dass I" die Fakultét
interpoliert.

Das Integral ist uneigentlich bei co und falls & < 1 auch bei 0. Die Grenzwerte existieren jeweils
wegen Monotonie und der folgenden Schranken:

1 1 1 e’
: a—1_—z : a—1_—z : a—1 : %71 1
lim [ 2% e *der=1lim [ [z ¢ *|dr <lim [ 2% "dz=lim|—| =—
a—0 J, a—0 J, a—0 J, a—0L o la «a
bzw.
. b a—1 _—zx . 0 a—1 —Z\ _z . b _z _1
lim e *dr = lim (x*"e"2)e 2dx < lim ce 2dr=2ce 2.
b—oo Jq b—=00 )] N — b—oo J1
<c

Weiterhin gilt mit partieller Integration

n n n
INa+1) = lim % ¥dr = lim <[—xae_”’”} +/ ama_le_xdx>
n—oo 1 n—oo

n

: a,—n Iye 1 _

= nh_{rgo <—n e "+ (E) e n> +al'(a) = al'(«).

AuBerdem ist T'(1) = [;~ e *dz = 1 = 0!. Daraus folgt induktiv
P(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =nl!.

Tatséchlich ist die I-Funktion auch glatt, I' € C°°(0, 00), was wir aber spéter zeigen werden.

8.41 Satz. Integralkriterium fiir Reihen

Sei f :[1,00] — R positiv und monoton fallend. A
Dann konvergiert die Reihe

> £ N

n=1 1 h

genau dann, wenn das uneigentliche Integral . .

/100 f(z)dx

existiert. 1 2 T n n+l

Beweis. Da f monton fillt, gilt f(n+1) < f(z) < f(n) fir allen <z <n+1, n € N. Also ist

n+1

n+1 n+1
far )= [ s ndes [ f@des [ fmde = fn),

und Summation liefert

N N+1 N
i) < [ fade < 3 ).
n=1 1 n=1
Somit implizieren sich die Konvergenzen gegenseitig. O
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8.4 Integration rationaler Funktionen

8.42 Beispiel. Die Reihe > 7, n% konvergiert genau dann, wenn « > 1 ist: fiir das Integral
iiber f(z) = L gilt.

ml—a

/oo id$— lim aidx— limg o0 [ﬁ]l fallsozyél _{ ﬁ falls a > 1
1 Z a—oo [ 2@ limg_o0 [In2]?  falls o = 1 o fallsa <1

Da fiir a > 0 die Funktion f positiv und monoton fallend ist, kann man das Integralkriterium
anwenden. Fiir o <0 ist n% keine Nullfolge, die Reihe ist dann sowieso divergent.

8.4 Integration rationaler Funktionen

Sind p, ¢ reelle Polynome mit p(x) # 0 in [a, b], so ldsst sich das Integral

[

explizit angeben. Das Verfahren beruht auf der sogenannten Partialbruchzerlegung, d.h. der Zer-
legung der rationalen Funktion in eine Summe einfacher Bausteine, die explizit integriert werden
konnen.

8.43 Satz. Komplexe Partialbruchzerlegung

Es seien ¢, p Polynome und es habe p den Grad n und die Nullstellen {z1, ..., zx} mit Vielfach-
heiten {l1,...,l}, also p(z) = a, H?Zl(z — zj)% (Fundamentalsatz der Algebra).
Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen A;; € C und ein Polynom h(z) mit

az) _ 0, - Ajm
o =M T L T

S

j=1m=1
_ An A Ay,
= h(z) + o) Goa) 4+ 4 = 2l
+_
n A1 Ap,
(z — 1) (2 — 2t

Beweis. Das Polynom h ergibt sich eindeutig aus Polynomdivision mit Rest, ¢ = h - p + r, also

q(2) =h(z) + T(Z) mit Grad r < Gradp.
p(z

)

Es reicht also % mit Grad ¢ < Grad p zu betrachten. Induktion nach n = Grad p liefert fiir n =1

q(z) _ _c
p(z) z—21

n—1=n: Sei zg Nullstelle von p der Ordnung [ > 1, also
p(2) = (z — 20)'B(2)
mit Gradp < n — 1, p(z¢) # 0. Daraus folgt fiir alle z mit p(z) # 0, dass

q(z) _a(z0) _ 1 q(2)p(20) —a(20)p(2) _ (2 = 20)4(2)

p(z)  plzo)  P(2) B(z0) o B(®)
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8 Eindimensionale Integration

mit einem Polynom ¢ vom Grad § < n — 2. Also ist
a(z) ez _al) 1 dx) 1
p(z)  (2—20)'P(2) B(20) (z—20)"  D(2) (z—20)""

Auf den letzten Term kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden, da der Grad des Nenners
n — 1 ist.

Die Eindeutigkeit folgt, wenn wir

ZZ Z_Zj =0 = Aj=0 firalle jm

j=1m=1

zeigen konnen. Das sieht man aber leicht: Multiplikation der linken Seite mit (z — zj)lﬂ' und
Auswertung bei z = z; liefert Aj, = 0. Multiplikation der linken Seite mit (z — zj)l~! und

Auswertung bei z = z; liefert A;;.—1 = 0 usw. O

8.44 Satz. Reelle Partialbruchzerlegung

Seien g, p reelle Polynome, p vom Grad n und

r

k
H x — xj)Y H(1‘2 + 2bjx + ;)™

j=1
mit b? < ¢;. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen Aj;, Bjy,, Cjp, so, dass
q(z) _ LN 4y "X Bjma+Cj
() +ZZ (x — +Z (x? —ka%x +j:~)m
p j=11=1 j=1m=1 J J

Beweis. Man fasse die Terme mit komplex konjugierten Nullstellen aus Satz 8.43 zusammen. [

8.45 Beispiel. Betrachte
x4+2_ rt 42 zt 42

-z x@2-1) zx+1)(z-1)’

wobei die Nullstellen 0,1, —1 des Nenners alle einfach sind. Polynomdivision mit Rest liefert
zunéchst

2+ 2

73—

( x? +2):($3—x)::c+

Es ist also
£U2 + 2 o Al + AQ A3

3 —z x z—1 =z+1

und Multiplikation mit 2% — x ergibt
22 4+2= (2 - 1)A +z(z+ 1) Ay + z(z — 1)A;3.
Einsetzen von =1 liefrt 3=24, = Ay=3

r=0 liefert 2=-47 = A =-2
x=—-1 liefert 3 =243 = AgI%.

[

Insgesamt ist also

+2 2 3 1 3 1
2

x3—ac_x_; x—1+§1:+1'
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9 Fourierreihen

Ziel der Fourierreihenentwicklung ist es, Funktionen als Summen trigonometrischer Funktionen
darzustellen,

[e.e]

f(@) = (ancos(nz) + by, sin(nz)) .

n=0
Man mochte also in Anteile verschiedener Frequenzen zerlegen.

9.1 Motivation. Die Wirmeleitungsgleichung in einer Dimension

Wir betrachten die folgende physikalische Situation: Ein diinner Metalldraht der Linge ¢ sei auflen
isoliert und an den Enden in thermischem Kontakt mit einem Warmebad der festen Temperatur
Ty. Ohne Einschrankung kénnen wir Ty = 0 wihlen.

Sei u(z,t) die Temperatur des Drahtes an der Stelle x € [0, £] zum Zeitpunkt 7" € [0, 00), also
w: [0,4] x [0,00] = R.

~——
Ort Zeit

Die Funktion u(z,t) erfiillt die Wirmeleitungsgleichung

2

0 0
o u(w,t) = k’@ u(x,t),

wobei k eine materialabhéingige Konstante ist. Die Warmeleitungsgleichung ist eine lineare par-
tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Da die Temperatur an den Enden fixiert ist, gelten die Randbedingungen
u(0,t) = u(l,t) =Ty =0 fiir alle ¢ € [0, 00] .

Wir interessieren uns fiir Losungen der Wirmeleitungsgleichung fiir t > 0, wobei wir u(z,0) =
ug(z) zum Zeitpunkt ¢ = 0 als vorgegeben betrachten. Das sind die sogenannten Anfangsdaten
oder Anfangsbedinungen.

In Kurzform lautet unser Problem also
%u = Kaa—;u, u(0,t) =u(l,t) =Tp =0

AWP
( ) { U($, 0) = UO(x)

So schreibt man iiblicherweise ein Anfangswertproblem (auch Cauchyproblem oder initial value
problem genannt).

Losungsansatz: , Trennung der Variablen®.
Der Ansatz
u(z,t) = X(x)T'(t)

eingesetzt in (AWP) liefert

X(2)T'(t) = kX" (z)T(t) und X(0) = X(£) = 0.
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9 Fourierreihen

Teilt man beide Seiten durch kX (z)T'(¢) erhélt man

(1) _ X"(2)
KT(t) — X(z)

Da die linke Seite nur von t und die rechte Seite nur von x abhéngt, kann die Gleichheit fiir alle
z und ¢ nur gelten kann, wenn beide Seiten konstant sind. Also gilt
T(x)  X'"(x)

i) - Xy o ACR

und wir erhalten zwei gewohnliche Differentialgleichungen

T'(t) = —kAT(t)
X"(x) = —AX(7).

Die allgemeine Losung kann man jeweils direkt hinschreiben,

T(t) = Cpoe FA
X(z) = Cjcos(VAz)+ Cosin(VAz).

Die Randbedingung X (0) = 0 impliziert C; = 0 und die Randbedingung X (¢) = 0 impliziert
sin(\/ZK) = 0 also VAl = nw bzw. A = (%)2 fiir ein n € Z. Wir erhalten so eine Familie von

Losungen,
—n27r2k,
un(2,) = Tp () Xn(t) ;= ¢~ 2 sin (@) ,  neN
€

Wir haben Cy = Cy = 1 gesetzt, da jedes skalare Vielfache einer Losung des Anfangwertproblems
wieder eine Losung ist. Auflerdem liefert n = 0 nur die triviale Losung und n statt —n dndert nur
das Vorzeichen.

Aufgrund der Linearitédt der Ableitung sind Summen von Losungen wieder Losungen. Also ist fiir
jede Folge (ay) in R auch

© > _7n27r2kt . nmwxr
u(z,t) = E anup(z,t) = E ane” ¢ sin (7)
n=1 n=1

zumindest formal wieder eine Losung. Falls wir nun die a, so wéahlen konnen, dass

u(z,0) = i ap sin (%) = uo(z)

n=1

gilt, so haben wir das Anfangswertproblem gelGst.

Es stellen sich also die folgenden Fragen:
e Welche Funktionen ug(z) kénnen wir in einer Sinus-Reihe entwickeln?
e In welchem Sinne konvergiert die Reihe?

e Konnen wir die Reihe gliedweise differenzieren, um eine ,,echte“ Losung des Anfangswert-
problems zu erhalten?

Dazu betrachten wir im Folgenden periodische Funktionen auf R, bzw. Funktionen auf einem
Intervall, die man ja einfach periodisch fortsetzen kann. Sei also zundchst immer

f:R—C mit f(z+2n)=f(v) fiir alle x € R.

92



Unser Ziel ist es, solche Funktionen in der Form

f(z)=24ao+ Z(an cos(nz) + by, sin(nx))

n=1
darzustellen, oder analog, mit cos(nz) = (e + ™) und sin(nz) = & (el"* — e7n®)
) ) 2 2i
o0 N
(%) flx) = Z cne™ = lim Z cne'™”
o N—oo S

Es gilt dann
co= %ag, Cn = %(an —1ib,) und ¢, = %(an +iby,).

Nun nehmen wir einfach mal an, dass f in der Form (x) gegeben ist. Wie sehen dann die Koeffizi-
enten ¢, aus? Die erstaunlich simple Antwort erhilt man durch Multiplikation von (x) mit e~
und Integration:

f(z)e ™ da = Z cn/ T Qg = 2mey,

- n=—00

also | g
Cm =5 » f(z)e ™ dg .

Wir haben hier verwendet, dass

ei(n—m)z T

/ dg (= = itn=m) | T 0 fallsnzm _ 2700, m -
-7 2 falls n =m

9.2 Definition. Fourierkoeffizenten und Fourierreihe

Sei f : R — C periodisch mit Periode 27 und eine Regelfunktion auf [—m,7]. Dann heiflen die
Zahlen

™
Cn = 5 e " f(x)de, neZ,

—T

die Fourierkoeffizienten von f und

heifit die Fourierreihe von f.

9.3 Bemerkung. Fiir die Koeffizienten a,,, b,, findet man

1 ™
anp = Cp+cp=— f(z) cos(nz) dz
™ —T

1 ™
by = i(ch —cop)=— f(z)sin(nz) dz .
—T
9.4 Lemma. Falls f periodisch ist mit Periode P, dann ist

/aa+P f(x)dz

unabhéngig von a.
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9 Fourierreihen

Beweis. Ubungsaufgabe.

9.5 Lemma. Falls f gerade ist, also f(x) =

f(=

x) fiir alle z € R, so gilt

2 vy
= / f(z)cos(nz)dz und b, =0 fir alle n € Np.
0

Falls f ungerade ist, also f(z) = —f(—

ap =0 und bn:2/ fx)
T Jo

9.6 Bemerkung. Der konstante Term der Fourierreihe ¢y =

der Mittelwert der Funktion auf einem Intervall

x) fur alle z € R, so gilt

sin(nz)dx  fir alle n € Ny.

tap = 5= |7 f(z)dz ist einfach
der Linge 27.

9.7 Beispiel. Sei f die 2m-periodische Funktion mit

fz) =

]

fiir

x € [—m, .

Da f gerade ist, gilt nach Lemma 9.5, dass b, = 0 und

2 [T 2 (7
=— f(x)cos(nz)dr = — [ xcos(nz)dx.
T Jo T Jo
Also ist
2 /“ 2 7
ag = — rdr=——=m
T Jo T 2
und fiir n > 0 ist mit partieller Integration
2 [T 2 ™ 2 (7
ap = / xcos(nz)dr = — zsin(nz) / sin(nz) dz
m™Jo T n 0 m™Jo n
~,2cos(nz)|m 2 (-1)"—1 | —55 fallsn ungerade
o rm on?2 o 0w n? N 0  falls n gerade
Also ist die Fourierreihe von f
T cos(n ™ éOOCOS ((2k —1)n)
2 ﬂn1,3,5, T (k1)
Die Reihe konvergiert absolut fiir alle x € R, da
cos(nx) =1
O S

n=1,35,...

n=1

9.8 Beispiel. Sei g die 2m-periodische Funktion mit

gx) =z fir ze€ (—mmnl.
Zur Abwechslung bestimmen wir diesmal die Koeffizienten ¢,. Fiir n = 0 ist ¢ = ffﬁ rxdx = 0.
Fiir n > 0 ist
1 ™ . —inx 4 1 T —inT
Cn = — xe_mzdx:[ie. } —/ e. dz
27 27 —in l-=n _x —in
—_————
=0
1 ,n.e—imr (_W)einﬂ— 1 —inm inm 1
- 271'[ “in “in = 2in (& ) = g coslnm)
(~1)!
N in
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Abbildung 9.1: Einige Partialsummen Sg(a:) der Fourierreihe zu der in Beispiel 9.7 betrachteten
Funktion f(x) = |z|.
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9 Fourierreihen

Die Fourierreihe von g ist also
e ( 1>n+leinx

A0
Diese Reihe konvergiert nirgends absolut, denn
n+1 mw 1
DI ) pE P
n
n#0 n#0

Kombiniert man den n-ten und den —n-ten Term
inx

(_1)n+1<e+einz) 2(_1)"*1 :
in —in

erhélt man die Sinusreihe

5 Z Lsin(nx) .

Wir wollen nun das Konvergenzverhalten von Fourierreihen verstehen.

9.9 Lemma. Besselsche Ungleichung

Sei f eine 2w-periodische Regelfunktion und seien ¢, die Fourierkoeffiezienten von f. Dann gilt

> lenl < oo [ 1) Pas.

n=—oo

Wir zeigen spéter, dass hier tatséchlich Gleichheit gilt.

Beweis.
N 2 N - N
)f(d?)— Z e — (f(l‘)— Z Cnemm> (f(:E)— Z Cne—mm>
n=—N n=—N n=—N
N
= [f@F = Y (eaf(@)e™ + 2 fla)e™) + S 3 e
n=—N n=—N m=—N

Teilen wir beide Seiten durch 27 und integrieren iiber [—7, 7], so ergibt sich

1 l inx i _
W/'f(x)—n;Ncne =

1 N
g J P = 32 (et o) + el

Also ist
I N
o ) |f(z))* dw — Z len|? >0 fiir alle N € N
n=—N
und die Behauptung folgt im Limes N — oo. O

9.10 Bemerkung. Man rechnet leicht nach, dass

00 1 o0
S lenl? = Flaol + 5 S (el + 1baf?)
n=—oo n=1
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Abbildung 9.2: Einige Partialsummen Sj (x) der Fourierreihe zu der in Beispiel 9.8 betrachteten

Funktion g(x) = x.
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9 Fourierreihen

9.11 Korollar. Spezialfall des Riemann-Lebesgue-Lemmas

Die Fourierkoeffizienten einer (Regel-)integrierbaren Funktion bilden eine Nullfolge, also

lim ¢, = lim a, = lim b, =0.
n—oo n—oo n—oo

Beweis. Y |cn|? < 00 = |cn|? = 0 ¢, — 0. O

9.12 Definition. Stiickweise Stetigkeit
Eine Funktion f : [a,b] — C heifit stiickweise stetig, falls

(i) f ist stetig auf [a, b] auBer an endlich vielen Stellen z1,. ..,z
(ii) an jeder Unstetigkeitsstelle z;, j =1,...,k, existieren die rechts- und linksseitigen Limites
f@) = Jim f@) wmd f(@) = lim @)

und sind endlich.

Wir schreiben dann f € PC([a,b]) (piecewise continuous).

9.13 Definition. Stiickweise Differenzierbarkeit
Eine Funktion f : [a,b] — C heifit stiickweise differenzierbar, falls
() f € PC((a,)
(i) f’ existiert als stiickweise stetige Funktion auf (a,b).
Wir schreiben dann f € PS([a,b])) (piecewise smooth).
Kurz gesagt:
o f e PC([a,b]) falls f bis endlich viele Spriinge stetig ist

e f € PS([a,b]) falls f auBler an endlich vielen Spriingen und Knicken stetig differenzierbar
ist.

Insbesondere sind Singularitdten und Spitzen nicht erlaubt.

Wir sagen f € PC(R) oder f € PS(R), falls f € PC([a,b]) bzw. f € PS([a,b]) fiir jedes endliche
Intervall [a,b] C R.

Da die Fourierreihe im Allgemeinen nicht absolut konvergent ist, miissen wir auf die Summati-
onsreihenfolge achten. Wir definieren deshalb die Partialsummen

S}i,(x) =1ap+ i(an cos(nz) + by sin(nx)) = i ™,
n=1 n=—N
Die Frage ist also, ob und in welchem Sinne
SH() " f(a)
gilt? Dazu rechnen wir
1 N [" .
) = 5 X[ st

1 N

n—>-—n in(y—zx

= g X [ a
n=—N

ey 1 N T—T )
E Z / f(z+x)e™ dz
2m iy Ve
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Abbildung 9.3: Der Dirichlet Kern fiir N = 10. Es ist Dy (0) = 2N + 1.

= Z fz—i—a: )el"* dz

-N
1 s
= o f(z4+2)Dn(2)dz,
—T
wobei
L X
n=—N

der Dirichlet Kern heiflt.

Da es sich bei Dy (x) um eine geometrische Summe handelt,

2N
1 : . , 1. .
Dn(z) = —QWe*‘N‘” (1+e?+e27 4 4e2Vi7) = —zwe*““ > el

ergibt die Summenformel ZZ:O q" = %’ dass fiir z #£ 0

D (x) _ iefiNx ei(2N+1)J: -1 _ iei(N—i—l)m — o~ Nz
N 2 eir — 1 o e —1
1 (N+3)z _ o—i(N+3)z 1 sin((N + %)m)
T2m elw/2 _gminf2 T 21 sin(xz/2)
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9 Fourierreihen

Man kann nun zunéchst heuristisch argumentieren, dass Dy(x) fiir N — oo immer schérfer bei
x = 0 konzentriert ist und somit gegen die §-Distribution konvergiert. Man schreibt das dann so:

sk = [ dute+ D) " [ dutte+ 93w = 1),

9.14 Satz. Konvergenz der Fourierreihe
Sei f € PS(R) eine 2m-periodische Funktion. Dann gilt fiir jedes x € R

lim S4(x) = 3 (f(a7) + f(zT)).

N—oo

Insbesondere gilt fiir jeden Punkt x an dem f stetig ist

lim S%(z) = f(x).

N—o0

Beweis. Wegen

N N

1 inr __ L inx —inz
Dnle) = 5o 3 e =g (14 (@ re™))
n=-N n=1 2 cosnx
N
1 1
= %—F;Zcos(nw)
n=1
gilt
0 T 1 1 N T 1
—wDN(x)dw_/o DN(x)d$_2+7rz:1/0 Cos(nx)d$:§
n= N———
=0Vn
also 0
3f(@7)=f@") [ Dn(y)dz, und 5f(a™) Zf(f)/o Dn(y)dy.

Betrachte nun
Sh(@) =3 (fla™) + fah)) =
= [ se+npatday= [ 5eDxwd— [ f@Dwdy

—T

0 T
- / (f(z + ) — F(z7) Dy (y) dy + /0 (f(x +y) — F(&") Dy () dy.

—T

Nun ist

[ Gern - sy vway = o [TERDZIED (o) g
0

2T 0 eiy—l

=: C_n-1(9) — Cn(9)

wobei C,(g) der n-te Fourierkoeffizient von

ely—1

f(z+y)—f(zT) fall >0
9(y) = { e v=
0 sonst .

Esist g € PC(R) und somit eine Regelfunktion. Geméfl dem Riemann-Lebesgue Lemma gilt also
Cn(g) = 0 fir N — oo. O
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9.15 Beispiel. Nach Satz 9.14 konvergiert also im Beispiel 9.7 die Fourierreihe fiir jedes x ge-
gen f(z) = |z| und es gilt fiir x € [—m, 7]

cos((2n — 1)z)
o] = *_*Z 2n—1 ‘
Fiir x = 0 ergibt sich
T4 1
0=—-—— P
2 W;(Qn—1)27

also
PR SV S
8 9 25 49
Im Beispiel 9.8 konvergiert die Fourierreihe aufler bei x = (2n — 1)m gegen ¢g(z) = = und fir

x = (2n — 1) gegen 0. Fiir x € (—m, ) gilt also

Fiir x = 7 ergibt sich

o0 o0
T ( 1 n+1 ni ( 1)k+1
() -5 52T
3 =22, s (3 P
n=1 k=1
also
r . 1. 1 1 1 1 1
4 3 5 79 13

Ohne Beweis geben wir noch folgenden Satz an:

9.16 Satz. Gleichmiflige Konvergenz von Fourierreihen

Sei f eine 2w-periodische, stetige und stiickweise differenzierbare Funktion. Dann konvergiert die
Fourierreihe von f absolut und gleichméfig gegen f.
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