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1 Gruppen

1.1 Permutationen

Fiir eine beliebige Menge M bezeichnen wir mit Per(M) die Gruppe der
Permutationen von M, d.h., die Menge aller bijektiven Abbildungen

0 : M - M mit der Hintereinanderausfiihrung als
Gruppenmultiplikation. Fiir eine nattirliche Zahl n sei dann Per(n) die
Gruppe Per({1,...,n}). Wir nennen Per(n) auch die Gruppe der

Permutationen in n Buchstaben.

Die Elemente der Permutationsgruppe Per(1) schreibt man zB in der
123

2 31
schreiben, also in diesem Beispiel 7(1) =2, 7(2) =3 und 7(3) = 1. Eine

Form 7 = ( ), wobei wir das Bild jeweils unter das Element

andere Schreibweise fiir dasselbe Element ist die Zykelschreibweise:
t=(1,2,3)

was soviel bedeutet wie 1 geht auf 2 geht auf 3 geht auf 1. Das Element,
das 1 und 2 vertauscht, schreibt sich dann als (1,2). Nicht jedes Element

von Per(n) ist als ein einziger Zykel schreibbar, so ist zum Beispiel in

1234
Per(4) das Element ( 51 4 3 ) in der Zykelschreibweise gleich

(1,2)(3,4).

Definition 1.1.1. Ein Zykel in Per(n) ist ein Tupel (ji, j2, ..., jr), ¥ > 2
von verschiedenen natiirlichen Zahlen 1 < jy, s, ..., j» < n. Ein Zykel
reprasentiert eine Permutation, die j, auf j,.; und j, auf j; wirft und alle
anderen Zahlen festhdlt. Der Zykel (jy, ..., j;) reprdsentiert dieselbe
Permutation wie der Zykel (jy, js, - ., jr, j1), deshalb kann man den

Zykel stets durch einen ersetzen, fiir den j; die kleinste der Zahlen



LinA 2: Algebraische Strukturen 2

i, .-, Jk ist. Ein Zykel in dieser Form heisst kanonisch.

Zwei Zykel (ji,..., jx) und (i1, ..., 1) heissen disjunkt, falls sie keine

gemeinsamen Zahlen haben, also falls
{jl/---/jk} N {il,...,is} = .

1234567
Beispiel 1.1.2. Wir schreiben die Permutation ( ) als

1675243
Produkt kanonischer Zykel:

(2,6,4,5)(3,7).

Satz 1.1.3.

(@) Zwei kanonische Zykel stellen genau dann dieselbe Permutation dar,

wenn sie gleich sind.

(b) Zwei disjunkte Zykel, aufgefasst als Elemente von Per(n),

kommutieren miteinander.

(c) Jede Permutation + 1d in Per(n) lisst sich als Produkt paarweise
disjunkter kanonischer Zykel schreiben, diese sind eindeutig bestimmt
bis auf die Reihenfolge.

Beweis. (a) Seien (1, j2,.--,jr) und (i, iz, ...,is) zwei kanonische Zykel,
die dieselbe Permutation y darstellen. Dann ist j; das kleinste Element
von {1,...,n}, das von y tiberhaupt vertauscht wird und dasselbe gilt

von i1, also folgt j; = 7. Ferner ist j, = ¥(j1) = y(i1) = i und so weiter.

(b) Seiy = (ji,..., jx) ein Zykel in Per(n) und sei 7 € Per(n). Es gilt dann

! = (1(f1),--- (i)
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Ist T = (iy,...,15) auch ein Zykel, dann sind die 7, ..., i; genau die
Zahlen, die von 7 iiberhaupt verdndert werden. Ist also 7 zu y disjunkt,

so folgt tyt~1 =y.

(c) Wir geben ein Verfahren zum Finden der Zykel zu einem gegebenen
y € Per(n). Sei j; die kleinste Zahl in {1, ...,n}, die von y tiberhaupt
verdndert wird. Sei dann j, = y(j1) und so weiter. Die Folge ji, jo, . ..
kann nicht unendlich sein, also gibt es ein kleinstes k € IN und zu
diesem ein kleinstes s € IN so dass jis = j gilt. Das heisst also

Y (Jkss-1) = Jx- Ist k > 1, so gilt aber auch y(jx-1) = jx, woraus aber

Jk+s—1 = Jk-1 folgt, was der Minimalitdt von k widerspricht. Es ist also

k =1und damitist a = (j1,..., js) ein Zykel, der die Zahlen (i, ..., Js)
genauso abbildet wie y, so dass a~ !y sie alle festhilt. Dieser ist dann
gleich e oder nicht, in welchem Fall wir das Verfahren wiederholen und
einen zweiten Zykel § finden, der disjunkt zu « ist und so weiter. Das
Verfahren bricht wegen Endlichkeit des Problems ab. O

Beispiel 1.1.4. Wir konnen die Elemente von Per(3) als Zykel
hinschreiben: ¢, (1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2).

1.2 Ordnung

Definition 1.2.1. Ist G eine endliche Gruppe, so nennt man die Anzahl

|G| der Elemente die Ordnung der Gruppe G,
ord(G) = |G|.

Wir schreiben auch 1 fiir das neutrale Element e einer Gruppe.

Ist a € G, so bezeichnet (a) die von a erzeugte Gruppe, also die kleinste

Untergruppe von G, die a enthélt. Diese beschreibt man einmal als

(@)= (1 H

H Untergruppe
Hza
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wobei man sich klarmachen muss, dass dies wieder eine Untergruppe

ist. Andererseits kann man (a) konstruktiv beschreiben:
(a) = {d" -k e Z}.

Ist (a) eine endliche Gruppe, so nennt man die Ordnung von (a) auch

die Ordnung des Elements 4 und man schreibt
ord(a) = ord({a)) =[{a) |.

Ist (a) nicht endlich, so setzt man ord(a) = oo.

Beispiel 1.2.2. Ist z € Per(n) ein Zykel z = (jy, ..., jx), dann gilt
ord(z) = k.

Wir nennen k dann wahlweise die Ordnung oder die Linge des Zykels

Z.

Lemma 1.2.3. Sei a ein Element der Gruppe G. Die von a erzeugte Gruppe (a)

ist genau dann endlich, wenn es ein n € IN gibt mit a" = 1. Es gilt
ord(a) = min {n eIN:a" = 1}.
Ist k die Ordnung von a so gilt fiir jedes n e IN
a'=1 < k|n.

Beweis. Sei (a) endlich. Da die Elemente 1,a,42, ... nicht alle verschieden
sein konnen, gibt es ein m, n € N so dann 4™ = a"*", also 1 = a" gilt. Die
Umkehrung ist klar, da (a) genau aus den Potenzen von a besteht. Ist
schliesslich k € N die kleinste natiirliche Zahl mit ak = 1, dann besteht

(a) genau aus den Elementen 1,4,4?,...,a%1.

Zum Schluss sei k = ord(a) und a" = 1. Dann folgt n > k, wir konnen also
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n = rk + s schreiben mit 0 < s < k. Es ist dann

1=a"=a™ = ("’ =0,
so dass s = 0, also k | n folgt. Die Umkehrung ist klar. O
Lemma 1.2.4. Ist G eine abelsche Gruppe und a,b € G von endlichen

Ordnungen m,n. Sind m und n teilerfremd, dann hat ab die Ordnung mn.

Beweis. Ist 1 = (ab)* = a*b¥, also a* = b~*. Die Ordnung von a4 ist ein Teiler
von m, die Ordnung von b ist ein Teiler von 1, daher miissen beide
Ordnungen gleich 1 sein, also a* = 1 = b*. Damit ist k ein Vielfaches von

m und von n, die Ordnung von ab ist also mn. O

Definition 1.2.5. Sind G, H zwei Gruppen, so wird das Produkt G x H
durch die Vorschrift

(g h) (g H)=(gg hh')

eine Gruppe. Das neutrale Element ist (1,1). Das Inverse zu (g, h) ist

(¢71,h1). Fiir die Ordnungen gilt
ord(G x H) = ord(G) ord(H).

Beispiele 1.2.6. e Wir bezeichnen mit Z/mZ. oder auch Z/m die
zyklische Gruppe mit m Elementen, m € IN, also die Gruppe

{0,1,2,...,m -1} mit Verkntipfung: am b = Rest von a + b modulo m.

e Sein € N die Diedergruppe D,, der Ordnung 2n ist eine Gruppe

erzeugt von zwei Elementen ¢, T mit den Relationen

2 1 -1

o"=1=1 und 7ot " =0

Insbesondere soll o die Ordnung n haben und 7 die Ordnung 2.
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Das bedeutet, D», besteht genau aus den Elementen

1,0,6%...,0" Y, 1,10,...,10™""

und die Produkte dieser Elemente rechnet man mit den Relationen aus.

Man kann sie als Untergruppe von Per(n) wie folgt darstellen. Stellen
wir uns die Elemente von {1,2,...,n} auf einem Kreis in gleichen
Abstdnden angeordnet vor. Dann ist o die Rotation um den Winkel
2nt/n und 7 ist irgendeine Spiegelung an einer Geraden, die die Menge
{1,...,n} in sich abbildet.

Es gilt D, ~ Z/2, sowie Dy = (Z/2) x (Z/2) und schliesslich
D¢ = Per(3).

Proposition 1.2.7. Ist g € Per(n) eine Permutation, die wir gemdf$ Satz 1.1.3
als Produkt disjunkter Zykel schreiben:

g = Zl...zk
und sei l; = [(z;) die jeweilige Linge des j-ten Zykels. Dann gilt
ord(g) =kgV(lh,..., k).

Beweis. Die z; vertauschen miteinander. Da jedes z; eine andere

Teilmenge von {1, ...,n} permutiert, folgt fiir v e N

§'=1 < zi=1flrjedesj=1,...,k
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Dies ist genau dann der Fall, wenn v ein Vielfaches von ord(z;) = [; ist
fur jedes j, daher ist die Ordnung ord(g) = min{veIN: g" =1} das

kleinste gemeinsame Vielfache der Einzelordnungen. O

1.3 Nebenklassen

Definition 1.3.1. Sei G eine Gruppe und sei H c G eine Untergruppe. Ist

a € G, so ist die Linksnebenklasse von a nach H gleich der Menge

aH ={ah:heH}.

Da H eine Gruppe ist, gilt fiir h € H schon
hH = H.

Beispiele 1.3.2. o Ist V ein Vektorraum und U c V ein Unterraum,
dann sind die Nebenklassen nach U genau die affinen Rdume

v+ U, die U als linearen Teil haben.

e Sei G = Dy, die Diedergruppe und sei H = (7) die von 7 erzeugte
Untergruppe, dann ist H = {1, 7} und die H-Linksnebenklassen
sind

{1,7},{0,07},...,{0", 0" 7}.
—_——

S—— ~-
:H :UH :an—lH

Lemma 1.3.3. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Zwei
Linksnebenklassen sind entweder gleich oder disjunkt, daher kann man G
disjunkt in seine Nebenklassen zerlegen, es gibt also eine Familie (x;)ie; in G so

dass
G-= |_|xiH.

iel
Beweis. Sei xH nyH # @. Wir zeigen xH c yH. Aus Symmetrie folgt dann

die andere Richtung. Sei also z € xH n yH, dann existieren hy,h; € H so
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dass z = xhy = yhy. Es folgt x = yhoh; ve yH und ist u € xH, also u = xhs, so
folgt u = xhz = yhoh'hs € yH. O

—
eH

Proposition 1.3.4. Sei G eine endliche Gruppe. Ist H eine Untergruppe, dann
ist die Ordnung |H| ein Teiler der Ordnung |G| von G. Genauer gilt

G| = [H||G/H],

wobei G/H die Menge aller Nebenklassen aH ist.

Insbesondere gilt fiir jedes Element x
ord(x) | ord(G),
d.h., die Ordnung von x teilt die Gruppenordnung. Insbesondere folgt

xord(G) -1.

Beweis. Wir haben G = |, x;H, und da G endlich ist, muss I endlich

sein, wir finden also x1,...,x, € Gso dass G = |_|7:1 x;H. Also folgt

ord(G) = ) |x;H|.
j=1
Die Untergruppe H bildet selbst eine Nebenklasse, wir konnen also
x1 = e annehmen. Die Abbildung I — x jH ist eine Bijektion von H nach
x;H, also haben alle Nebenklassen gleich viele Elemente, ndmlich

ord(H) viele, es ist also

ord(G) = zn:ord(H) =nord(H).
=1

Ist a € G ein beliebiges Element und ist H = (a) die von a erzeugte

Untergruppe, dann ist ord(a) = ord(H) ein Teiler von ord(G). O
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1.4 Homomorphismen und Operationen

Definition 1.4.1. Eine Abbildung ¢ : G — H zwischen zwei Gruppen

heisst Gruppenhomomorphismus, falls

¢(ab) = ¢(a)Pp(b)
fir alle a, b € G gilt.
Lemma 1.4.2. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt
(1) =1 und $(at) = p(a)"
Beweis. Ubungsaufgabe Blatt 1. O

Beispiele 1.4.3. e Ist G eine Gruppe und ist a € G, dann ist die
Abbildung

x> axa’

Ein Homomorphismus von G nach G.

a

Beweis. Fiir x,y € G gilt ¢(xy) = axya~ = axalaya! = ¢(x)p(y).

e Sind V, W Vektorrdume tiber einem Korper K, so ist jede lineare
Abbildung T : V - W ein Gruppenhomomorphismus
(V,+) = (W,+).

e Sei G die Gruppe GL,(K) aller invertierbarer n x n Matrizen tiber
dem Korper K. Dann ist die Abbildung ¢ : G = G,

P(A)=A"=(A) = (A7)

ein Gruppenhomomorphismus.

e Ist G = Per(n) die Gruppe der Permutationen in {1,...,n}, dann ist

die Vorzeichen- oder Signumabbildung

sign : Per(n) - {1}
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ein Gruppenhomomorphismus, wie in der Linearen Algebra

gezeigt wird.

Definition 1.4.4. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Der

Kern von G ist
ker¢p={g€G:(g) =1},

Es ist leicht einzusehen, dass ker(¢) eine Untergruppe von G ist.

Lemma 1.4.5. Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G - H ist genau dann

injektiv, wenn sein Kern trivial ist.

Proof. Ist ¢ injektiv, dann gilt fiir jedes x € G \ {1}, dass ¢(x) # 1, also ist

der Kern trivial.

Ist umgekehrt der Kern trivial und sind x, y € G mit ¢(x) = ¢(y), dann

gilt, weil ¢ ein Gruppemhomomorphismus ist, dass

P(x'y) = Pp(x) T (y) = 1
und daher x~'y e ker ¢ und also x 'y =1 oder x = . O

Definition 1.4.6. Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation
von G auf M ist eine Abbildung

GxM—-M
(g,m) — g.m
mit den Figenschaften
o lm=m (das neutrale Element operiert neutral)

e (ab).m=a.(b.m) (Operation und Multiplikation sind kompatibel)

Beispiele 1.4.7. e Sei G eine Gruppe. Dann definiert die Vorschrift

g.m = gm
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eine Operation der Gruppe auf sich selbst, die

Linkstranslationsoperation.

Beweis. Es gilt 1.m = 1m = m und
(ab).m = (ab)ym = a(bm) = a.(b.m). O

e Sei G eine Gruppe, dann operiert G durch
IR |
Q.M =mg
auf sich selbst, dies ist die Rechtstranslationsoperation.

Beweis. Es gilt 1.m = m1~! = m1 = m und
(ab).m =m(ab)™! = (mb~V)a"! = a.(b.m). O

e Sei G eine Gruppe, dann operiert G auf sich selbst durch die
Vorschrift

g-m=gmg™

dies ist die Konjugationsoperation.

Beweis. Es gilt 1.m = 1m1-! = m und
(ab).m = abm(ab)™' = abmb=la=! = a.(b.m). O

o (Abgeleitete Operationen.) Operiert die Gruppe G auf der Menge
M und ist S eine weitere Menge, dann operiert G auf der Menge
A = Abb(M, S) aller Abbildungen von M nach S durch

gp(m) = p(g™".m).
Beweis. Es ist e.p(m) = p(e'.m) = dp(m) und (ab).cp(m) =
d((ab)tom) = p(btatom) = b.p(at.om) = a.(b.op) (m). O

Lemma 1.4.8. Sei M + & eine Menge. Operiert die Gruppe G auf der Menge
M, dann ist die Abbildung ¢ : G - Per(M), g — (m — gm) ein
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Gruppenhomomorphismus. Ist umgekehrt ¢ : G - Per(M) ein

Gruppenhomomorphismus, dann definiert

gm = o(g)(m)

eine Operation. Diese Zuordnungen
(Operation)—(Gruppenhomomorphismus) und umgekehrt sind invers
zueinander. Also ist eine Operation dasselbe wie ein Gruppenhomorphismus
nach Per(M).

Beweis. Die Gruppe G operiere auf M. Fiir g € G sei ¢(g) : M - M,

m ~ gm. Zundchst miissen wir zeigen, dass ¢(g) bijektiv ist, wir also
wirklich in Per(M) landen. Wir behaupten, dass ¢(g~!) eine
Umkehrabbildung zu ¢(g) ist. Dies folgt aus

P(&)(P(g7)(m)) = p()(g7'm) = gg~'m = 1m =m

und
P(g)(P(g)(m)) = p(87") (gm) = g~ gm = Tm =m.
Wir haben also in der Tat eine Abbildung ¢ : G - Per(M). Wir rechnen

nun nach, dass dies ein Gruppenhomomorphismus ist. Fiir g, h € G gilt

P(gh)(m) = (gh)ym = g(hm) = $(g)(hm) = (&) (p(h)(m)) = ¢(g)P(h) ().

Also ist ¢ ein Gruppenhomorphismus. Die Umgekehrte Richtung ist
leicht nachzurechnen und die Tatsache, dass diese Zuordnungen invers

zueinander sind, auch. O

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Fiir gegebenes m € M nennen
wir die Menge
[m]=Gm={gm:geG}



LinA 2: Algebraische Strukturen 13
die Bahn oder das Orbit von m. Ferner ist
Gu={geG:gm=m}

der Stabilisator von m.

Satz 1.4.9. Die Gruppe G operiere auf der Menge M.

(a) Der Stabilisator eines Punktes m € M ist eine Untergruppe von G. Er

wird auch die Standgruppe von m genannt.

(b) Sei H = Gy, der Stabilisator von m. Die Abbildung ¢H ~ gm ist eine

Bijektion von G/H zum Orbit von m.

(c) Die Orbiten zweier Punkte sind entweder gleich oder disjunkt, man
kann deshalb M disjunkt in seine Orbiten zerlegen. Man schreibt G\M
fiir die Menge aller Orbiten.

(d) (Bahnengleichung) Sind G und M endliche Mengen und seien
[m1],...,[my] die Bahnen, so gilt
= |Gl

M=y 19D
2 1G]

Man kann Teil (c) auch so ausdriicken, dass man sagt: die Operation
von G definiert eine Aquivalenzrelation auf M, wobei m und m’
dquivalent heissen, falls sie in demselben Orbit liegen. Der Quotient

nach dieser Aquivalenzrelation wird dann mit G\M bezeichnet.
Beweis. (a) Sei H = G,,, dann gilt offensichtlich e € H. Sind a,b € H, dann
ist

(ab)m = a(bm) = am = m,
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also liegt auch ab wieder in H. Ferner folgt aus am = m durch Anwenden
von a~! schon m =a~'m, so dass auch a™! € H folgt. Also ist H eine

Untergruppe.

(b) Sei ¢ : G/H - Gm diese Abbildung. Zunichst ist festzustellen, dass
sie tiberhaupt wohldefiniert ist, ist also gH = ¢'H, dann ist g’ = gh fiir ein
h € H und damit ist ¢'m = g(hm) = gm, somit ist i) wohldefiniert.
Injektivitit. Sei Y(aH) = ¢(bH), dann ist am = bm also a-'bm = m, was
soviel heisst wie a~1b € H und somit bH = aH.

Surjektivitit. Sei z € Gm, also z = gm fiir ein g € G, dann folgt z = ¢(gH).

(c) Sei Gm n Gm' + @, dann ist zu zeigen, dass Gm = Gm’ gilt. Sei

z € Gm n Gm’ dann existieren also g, ¢’ € G so dass gm =z = g'm’. Es folgt
m' = (g")"'gm so dass m’ e Gm und damit hm' € Gm fiir jedes h € G, was
soviel heisst wie Gm' c Gm. Aus Symmetrie folgt die umgekehrte

Inklusion.

(d) Wir haben die disjunkte Zerlegung M = |_|’]?:1 [m;]. Daher ist

M| = Zk-:l m;||. Nach Teil (b) ist fuer jedes m € M mit Stabilisator
j j )

H = Gm/

[m]| =|G/H]|.

Es bleibt also zu zeigen |G/H| = |G|/|H| oder |G| = |H| |G/H]|. Seien
hiH, ..., H die Nebenklassen, dann zerlegen sie G disjunkt, also
J

Gl = |hiH]| = 1|H|.

j=1 ~——
|Hi

Hierbei beachte, dass die Abbildung & + m;h eine Bijektion H — m;H ist.
Nach Definition ist = |G/H], also folgt die Behauptung. O

Lemma 1.4.10. Eine Gruppe G mit n Elementen operiere auf einer Menge M

mit m Elementen. Seien 1 =d; < --- <d, = n die Teiler von n. Dann gibt es
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Zahlen kq, ..., k, € Ny, so dass

Hierbei ist kj die Anzahl der Bahnen mit d j Elementen.

Beweis. Seien [m],...,[my] die Bahnen in M. Nach der

Bahnengleichung ist

e
M| = Zm-
mj

j=1
Gl
Wir ordnen diese Summe nach den Teilern d, .. .d, und bezeichnen mit

Jedes |G, | ist ein Teiler von n = |G, also ist auch ein Teiler von n.

k; die Anzahl, mit der der Teiler d; unter den Gl auftritt. O

Gl
[
Beispiel 1.4.11. Operiert eine Gruppe G der Ordnung 77 auf einer
Menge M der Ordnung 5, dann gilt g.m = m fiir jedes m € M, d.h., die

Operation ist trivial.

Beweis. Der kleinste nichttriviale Teiler von 7 ist 7 und 5 ist kleiner als 7,
also sind in der Summe des Lemmas alle k; = 0 fiir j > 1. Es gibt also nur

Bahnen der Lange 1. O

1.5 Zyklische Gruppen

Eine Gruppe G heisst zyklisch, wenn G von einem Element erzeugt ist.

Beispiele 1.5.1. e Die Gruppe (Z, +) ist zyklisch von unendlicher
Ordnung.

e Fiir jedes n € IN gibt es eine zyklische Gruppe der Ordnung n,

namlich Z/n.

Proposition 1.5.2. (a) Ist G zyklisch, dann ist G isomorph zu Z. oder zu
Z.[n, wobei n = ord(G).
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(b) Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n und ist d ein Teiler von n,
dann gibt es ein Element der Ordnung d.

Beweis. (a) Sei G zyklisch und sei 7 ein Erzeuger.

1. Fall.  hat endliche Ordnung n € N. Dann ist die Abbildung Z/n - G,
k ~ ¢ ein Gruppenisomorphismus.
2. Fall. T hat keine endliche Ordnung. Dann ist die Abbildung Z — G,

k — 7 ein Isomorphismus.

(b) Ist 7 ein Erzeuger und ist k = n/d, dann ist a = v von Ordnung d,
denn erstens ist @/ = 7" = 1 und zweitens, golte o/ = 1 fiirein 1 <1 < d,
dann hieBe das 1 = a! = 7""/?, was einen Widerspruch ergibt, da In/d echt

kleiner ist als 7. m|

Satz 1.5.3. Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe der Ordnung p ist zyklisch,
also isomorph zu der Gruppe Z[p.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung p. Sei e # T € G. Dann muss
ord(7) ein Teiler von p sein. Da 7 # ¢, ist die Ordnung # 1, also ist
ord(7) = p, damit hat die zyklische Untergruppe (7), die von 7 erzeugt
wird, die Ordnung p, ist also gleich G. O

Satz 1.5.4. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Proof. Sei G = (7) eine zyklische Gruppe und sei {1} # H c G eine
Untergruppe. Sei N die kleinste natuerliche Zahl mit y = ™V € H. Wir
zeigen, dass H von y erzeugt ist. Sei hierzu h = 7" € H, dann ist

hyk = 7N ¢ H. Es gibt ein k € Z mit 0 <n + kN < N. Aus der
Minimalitaet von N folgt n + kN = 0 und daher h =y m
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Satz 1.5.5 (Gruppen bis zur Ordnung 7).

(a) Es gibt jeweils nur eine Gruppe (bis auf Isomorphie) der Ordnung
1,2,3,5,7, nimlich die jeweils zyklische Gruppe.
(b) Es gibt zwei Gruppen der Ordnung 4, namlich Z./4 und Z./4 x Z./4.

(c) Es gibt zwei Gruppen der Ordnung 6, nimlich Z/6 und Per(3).

Beweis. (a) ist klar, da die genannten Ordnungen Primzahlen sind.

(b) Sei G eine Gruppe der Ordnung 4, die nicht zyklisch ist. Das
bedeutet, dass jedes Element # ¢ die Ordnung 2 haben muss. Dann ist G
abelsch (nach iibungsaufgabe). Seien nun 4, b zwei verschiedene
Elemente von G \ {e}. Dann liefert die Abbildung (Z/2) x (Z/2) - G,
(i,j) = a'bi einen injektiven Gruppenhomomorphismus. Das Bild hat

Ordnung 4, ist also G und G damit isomorph zur Vierergruppe.

(c) Sei G eine Gruppe der Ordnung 6. Hat G ein Element der Ordnung
6, so ist G — Z /6. Nehmen wir also an, dass alle Elemente Ordnung 1,2,3
haben.

1. Es gibt Elemente der Ordnung 2 und der Ordnung 3.

Haben alle Elemente Ordnung 2, dann ist die Gruppe abelsch. Sind
dann a,b verschiedene Elemente. Wie im Fall der Ordnung 4 ist dann
{1,a,b,ab} eine Untergruppe der Ordnung 4, was nicht sein kann, da 4
kein Teiler von 6 ist. Daher gibt es Elemente der Ordnung 3.
Angenommen, alle Elemente haben Ordnung 3. Sei dann a # 1 und

H = (a). Die Gruppe G operiert auf der Menge G/H der
H-Nebenklassen. Diese Menge hat 2 Elemente. Seia € G \ H. Dann ist
aH + H, also a?H + aH, also a?H = H oder 4> e H. Nun ista? =a ' in H
und da H eine Gruppe ist, ist a € H, Widerspruch!
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Sei b € G \ H, dann vertauscht b die beiden Nebenklassen H bH, also
folgt H = b(bH) = b°H, d.h., b?> € H. Waere nun b? = a oder a2, dann haette
a oder a? die Ordnung 6, Widerspruch. Also folgt b? = 1, das Element b
hat demnach Ordnung 2.

1. Fall: G ist abelsch. Seien dann 4,b € G von Odnung 2 und 3. Sei dann
T=ab. Dannist 12 =a2b2=b>+1. Fernerist 1 =a3b® =a’ =a2a=a+1,

also hat T weder Ordnung 2, noch 3, also Ordnung 6 und G ist zyklisch.

2. Fall: G ist nicht abelsch. Seien 4, b der Ordnungen 2 und 3 und sei
H = (a). Dann operiert G auf der Menge G/H der Nebenklassen, diese

hat 3 Elemente, wir erhalten also einen Gruppenhomomorphismus
¢ : G — Per(G/H) = Per(3).

Wenn wir zeigen, dass ¢ injektiv ist, ist es wegen |G| = 6 = | Per(3)| ein
Isomorphismus. Da b ¢ H ist bH # H und daher b?H # H. Wire nun

b’H = H, also b? € H, dann wire b? = 1, also b = bb® = b* = (b?)? =1,
Widerspruch! Damit ist auch b?H # H und die Nebenklassen sind

H,bH, b?H. Insbesondere wird G von den beiden Elementen a und b
erzeugt. Das Element b vertauscht die Nebenklassen zyklisch und a
fixiert die Nebenklasse H. Wir wollen zeigen, dass a die Klassen bH und
b?2H vertauscht. Wire abH = bH, so wire entweder ab = b, was nicht
geht, oder ab = ba. Damit vertauschen 4 und b und da sie die Gruppe
erzeugen, ist diese abelsch, Widerspruch! Es folgt also, dass a und b
beide nichttrivial operieren. Das bedeutet, dass beide nicht im Kern von
¢ liegen. Da a und b beliebig gew&hlt werden konnen, ist der Kern

trivial, also ist ¢ nach Lemma 1.4.5 injektiv. O
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2 Ringe
2.1 Definition

Definition 2.1.1. Ein kommutativer Ring mit Eins ist eine abelsche

Gruppe (R, +) mit einer weiteren Verkniipfung x, die assoziativ ist,
(ab)c = a(bc)

und kommutativ

ab = ba

und das Distributivgesetz erfiillt:
a(b+c) =ab+ac.
Ferner existiert ein Element 1z € R mit
lra=a

tiir jedes a € R. Dieses Element ist dann eindeutig bestimmt, denn ist 1’/
ein zweites, dann gilt
1"=11"=11=1.

Wenn wir im Folgenden Ring schreiben, meinen wir immer einen

kommutativen Ring mit Eins.

Ein Ring ist also dasselbe wie ein Korper, bis auf die Tatsache, dass

nicht jedes Element # 0 invertierbar sein muss.

Beispiele 2.1.2. (a) (IN, +, x) ist kein Ring, da es keine inversen
Elemente der Addition gibt.

(b) (M, (K),+, x) ist kein kommutativer Ring fiir n > 2, da

Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist.
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(c) Jeder Korper ist ein Ring.
(d) Z ist ein Ring, der kein Korper ist.
(e) Ist K ein Korper, dann ist die Menge der Polynome K[x] ein Ring.

(f) Der einfachste Ring ist der Nullring N = {0}. In diesem Ring gilt
0 =1.Ist R ein Ring, in dem 0 = 1 gilt, dann ist R der Nullring, denn
fura e R gilt
a=la=0a=(1-1)a=a-a=0.

Der Nullring ist ein dummes Beispiel und wir werden uns im

Folgenden in der Regel auf Ringe mit 0 # 1 einschranken.

(g) Sei a = /2 € R. Dann gilt a2 = 2. Wir definieren
Z[\V2]=(k+la:k1eZ).

Wegen (k + la)(m + na) = km + 2In + (kn + Im)a ist Z[ /2] ein

Unterring von RR.

(h) Der Gauf3sche Zahlring ist definiert als

Z[i]={a+bi:abeZ}cC.

(i) Ist R ein Ring, dann definiert man den Polynomring R[x] genau wie

im Korperfall. Elemente sind formale Ausdriicke der Form
ag + -+ a,x"
und die Multiplikation ist definiert durch
(ag+---+apyx")(bo+ -+ +byux™) =co+ -+ Cppanx™",

wobei ¢ = ¥, ¢ aib;j. Insbesondere kann man also den Uebergang

von einem Ring zum Polynomring wiederholen und erhaelt den
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Polynomring in mehreren Unbekannten,
R[Xy,..., X ].

Die Elemente dieses Rings sind formale Ausdruecke der Form
Y caX®,
o

wobei a durch INj laeuft, ¢, € R ein Koeffizient ist, der nur fiir

endlich viele a nicht Null ist und
X* = XXXy
ist.
(j) Im Polynomring R[x] gilt
(ag+ax+--+a,X")(bo+bix+ -+ by x™) =co+c1x + -+ CpyomX™,

wobei Cp = ﬂobo, C1 = 610[91 + a1b0 und allgemein

ce= Y. aibj.
i+j=k

Also haengt der Koeffizient ¢, nur von den Koeffizienten ay, . .., ax
und by, ... b ab und nicht von denen hoeheren Grades. Dasselbe gilt
fiir die Addition. Daher kann man Addition und Multiplikation des
Polynomrings R[x] auch auch die Menge aller Koeffizientenfolgen
(ao,a1,...) ausdehnen, die nicht notwendigerweise endlich sind.
Alternativ kann man diese Menge R™No = Abb(Ny, R) auch als Menge

aller formalen Reihen
> ax!
j=0

beschreiben. Der so entstehende Ring wird der Ring der formalen
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Potenzreihen genannt und als

R[[x]]
geschrieben.

(k) Sei p eine Primzahl und sei Z,,) die Menge aller rationalen Zahlen
5 € Q fiir die der Nenner b zur Primzahl p teilerfremd ist, also von p

nicht geteilt wird. Dies ist ein Unterring von Q.

Beispiel 2.1.3. Sei m € IN und sei R = Z/m gleich der Menge
{0,1,...,m—-1}. Wir definieren Addition und Multiplikation wie folgt

a@b = Rest von a + b nach Division durch m.
Und die Multiplikation
a® b = Rest von ab nach Division durch m.

Man verifiziert, dass Z/m mit diesen Operationen ein Ring ist.

Zuweite Definition: Auf Z. definiert man folgende Aquivalenzrelation
a~b<a-bemZ.Sei Z/m die Menge Z/ ~ der Aquivalenzklassen. Es
ist klar, dass es genau m Aquivalenzklassen gibt [0],[1],...,[m - 1].

Addition und Multiplikation werden wie folgt definiert

[a] +[b] =[a+0b], [a][b] = [ab].

Hier ist Wohldefiniertheit zu priifen: etwa a ~ a’, b ~ b’, dann ist zu
zeigen, dass (a+ D) ~ (a’ + ') und ab ~ a'l’. Fiir die erste Aussage
betrachte

(a+b)-(a+b)=a-a"+b-b" e MZ.

Fir die zweite:

ab-a't' =ab-a'b+a'b-a'ba=(a-a")b+a'(b-b") e mZ.
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Definition 2.1.4. Ein Element 0 # a4 € R eines Rings heift invertierbar
oder Einheit des Rings, wenn es ein b € R gibt mit ab = 1. Die Menge R*
der invertierbaren Elemente ist eine abelsche Gruppe bzgl. der
Multiplikation. Fin Ring R ist genau dann ein Koérper, wenn

R* =R~ {0} gilt.

Beispiele 2.1.5. (a) Die Finheiten von Z sind +1.

(b) Sei K ein Kérper und sei R = K[x] der Polynomring. Die Einheiten

von R sind genau die konstanten Polynome # 0.

(c) Die Einheiten des Rings R = Z[i+/5] sind genau die Zahlen 1 und -1.

Beweis. Seien a,b e Rmitab =1.Daa,b ¢ C ist, gilt diese Gleichung
auch dort, also ist auch 1 = |ab|? = |a?|b[*>. Damit gilt |a|*> < 1 oder

b? < 1. Nehmen wir |a2 < 1 an. Sei a = k +i[\/5, dann ist |a? = k2 + 5I2
und da k,l e Z, folgt =0 und a = k = 1. Damit ist auch b = +1 und
die Beauptung ist gezeigt. O

(d) Die Einheiten des Rings Z/m sind genau die Zahlen 1 <x <m -1,
die zu m teilerfremd sind. Dies zeigt man mit Hilfe der Division mit

Rest (Ubungsaufgabe!)

Definition 2.1.6. Ein Element a # 0 eines Rings R heifst Nullteiler, falls
es ein b # 0 gibt mit ab = 0.

Ein Ring R mit 0 # 1 heifst nullteilerfrei, oder integer, oder

Integritdtsring, falls es keine Nullteiler in R gibt, wenn also gilt
ab=0 = a=0oderb=0.

Beispiele 2.1.7. (a) Der Nullring ist kein Integritdtsring.

(b) Korper sind Integritédtsringe.
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(c) Jeder Unterring eines Integritdtsrings ist ein Integritdtsring. So ist
zum Beispiel Z[i+/5] ein Integrititsring, da er ein Unterring des
Korpers C ist.

(d) Z ist ein Integritdtsring.
(e) Z/m ist nur dann ein Integritaetsring, wenn m eine Primzahl ist.

(f) Ist R ein Integritdtsring, dann auch der Polynomring R[x].

Beweis. Seien f, g € R[x], beide # 0. Wir zeigen fg + 0. Sei dazu

f(x)=ap+---+a,x",

Q(x) =bo+--- +byx™
mit a, # 0 # b,,. Dann gilt

f(x)g(x) =C+---+ Cm+nxm+n/

wobei ¢ = Y, ik a;bj. Insbesondere ist dann ¢, = a,b,, # 0, da R ein

Integritatsring ist. O

(g) Sind R, S Ringe, dann ist auch das kartesische Produkt R x S ein
Ring, indem man die Operationen Komponentenweise definiert.
Das Nullelement ist (0,0) und die Eins ist (1,1). Dieser Ring ist kein

Integritaetsring, auch wenn R und S welche sind, denn es gilt
(O/ 1) ) (110) = (010)

Definition 2.1.8. Seien R, S Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist eine
Abbildung ¢ : R — S so dass

e ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus (R, +) - (S, +),
. p(1) -1,
o ¢(ab) = p(a)Pp(b).
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Beispiele 2.1.9. (a) Die Inklusionen Z - Q -+ R < C sind

Ringhomomorphismen.
(b) Sei m € N. Die Projektion Z — Z/m ist ein Ringhomomorphismus.

(c) Ist R = K[x] ein Polynomring und ist & € K. dann ist die Abbildung
0q : K[x] = K, die f(x) auf f(«) schickt, ein Ringhomomorphismus.

Satz 2.1.10. Ein Ring R ist genau dann ein Integritaetsring, wenn R ein

Unterring eines Korpers ist.

In dem Fall gibt es bis einen Korper Quot(R), der R enthaelt und von R
erzeugt wird. (D.h. es gibt keinen Korper, der zwischen R und Quot(R)
liegt.) Er heifit der Quotientenkorper von R.

Beweis. Ist R Unterring eines Korpers, dann ist er offen sichtlich integer.
Sei umgekehrt R ein Integritaetsring. Wir wollen einen Korper

K = Quot(R) konstruieren. Dieser soll aus den Quotienten j bestehen,
mit a,b e Rund b # 0, so dass die ueblichen Rechenregeln, also

a , ¢ _ ad+bc ac _ ac : :
5+ 3= "7 und ;5 = ;7 gelten. Man konstruiert K genauso, wie man Q

aus Z konstruiert: Auf der Menge R x R \ {0} definiert man eine

Aequivalenzrelation durch
(a,b) ~(c,d) :<= ad-=bc.

Man sieht leicht, dass dies eine Arquivalenzrelation ist, der schwerste
Teil ist die Transitivitaet: Seien also (a,b) ~ (c,d) und (c,d) ~ (e, f), dann
gilt also

ad=bc und cf =de.

Damit folgt afcd = becd, also cd(af — be) = 0 und da wir in einem
Integritaetsring sind und cd # 0, folgt af = be, also (a,b) ~ (¢, f), d.h. es

gilt Transitivitaet.
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Sei K = (R x R~ {O}) | ~. Wir schreiben die Aequivalenzklassen als
Brueche, also § = [(a,b)]. Wir definieren dann die Addition und
Multiplikation durch

a ¢ ad+bc ac ac

b d- bd bd  bd

Hierbei ist natuerlich Wohldefiniertheit zu pruefen. Wir tun das fiir die

Addition. Sei also ; = ; und 5 = 5. Wir muessen dann zeigen, dass

adbtibc = ”ldb',;llflcl gilt. Wir wollen also zeigen
ab'dd’ + bb'cd' = a'bdd’ + bb'c'd. *)
Wir haben

ab' =a'b und cd =cd.

Durch direktes Anwenden dieser beiden Formeln folgt allerdings die
Behauptung (*) und damit die Wohldefiniertheit der Addition. Die
Multiplikation geht aehnlich und der Nachweis, dass es sich um einen
Korper handelt, ist leicht. Der interessante Punkt ist hier nur, warum
jedes Element # 0 invertierbar ist: Sei ; # 0, dann ist insbesondere b # 0,

also liegt auch 2 in K und es gilt 22 = % = 1 ynd dies ist die Eins in K.

Wir muessen nun zeigen, dass R durch die Abbbildung x - § in K

eingebettet wird. Wegen

X
1

+%:x+y und 2Z-Y

1 11 1

ist diese Abbildung ein Ringhomomorphismus. Er ist injektiv, denn
1 = 1 ist aequivalent zu der Identitaet 1-x = 1 -y in R. Also koennen wir
R als einen Unterring von K auffassen und K besteht komplett aus

Elementen, die Quotienten von Elementen aus R sind. O
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2.2 Das Lemma von Zorn

Definition 2.2.1. Eine partielle Ordnung auf einer Menge M ist eine

Relation < auf I so dass fiir alle x, y,z € M gilt

(@) x<x (Reflexivitat)
b) x<y,y<x = x=y (Antisymmetrie)
(c)x<y,y<z = x<z (Transitivitat)

Beispiele 2.2.2. (a) Aufjeder Menge ist die Identitdt “=" eine partielle
Ordnung.

(b) Auf der Menge IN der natiirlichen Zahlen ist die tibliche “kleiner
gleich” Relation eine partielle Ordnung. Desgleichen fiir Z, Q, R.

(c) Ist X irgendeine Menge. Auf der Potenzmenge P(X) liefert die

Mengeninklusion eine partielle Ordnung.

Definition 2.2.3. Eine partiell geordnete Menge (M, <) heifdt
vollstindig geordnet oder linear geordnet, wenn je zwei Elemente
vergleichbar sind. Also wenn fiir je zwei Elemente x, y mit x # y

entweder x < y oder y < y gilt.

Beispiele 2.2.4. (a) Die Identitdt “=" auf M ist genau dann linear, wenn

die Menge hochstens ein Element hat.
(b) Die natiirliche Ordnungen auf IN, Z, Q, R sind alle linear.

(c) Die Ordnung auf der Potenzmenge P (X) ist in der Regel nicht

linear. (Nur dann, wenn |X| < 1)

Lemma 2.2.5 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge.
Existiert zu jeder linear geordneten Teilmenge L c M eine obere Schranke

s € M, dann hat M maximale Elemente.
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Hierbei ist s € M eine obere Schranke zu L c M, wenn x < s fiir jedes

x € L gilt.

Ferner heifst ein Element m € M maximales Element, wenn

m<x = m=xgilt.

Die Bedingung, dass jede linear geordnete Teilmenge eine obere
Schranke besitzt, wird auch Kettenbedingung genannt. Diese
Sprechweise kommt daher, dass linear geordnete Teilmengen auch

Ketten genannt werden.

Man kann das Lemma von Zorn aus dem Auswahlaxiom der
Mengenlehre folgern. Dieses Axiom besagt, dass ein Produkt
nichtleerer Mengen eine nichtleere Menge ist. Genauer besagt es, dass
zu einer gegebenen Indexmenge I + @ und gegebene Mengen X; + @ das
Produkt X = [],; X; eine nichtleere Menge ist. (D.h., man kann simultan
in allen Mengen X; jeweils ein Element auswéhlen.) Man kann sogar
zeigen, dass das Lemma von Zorn, auf der Basis der anderen Axiome
der Mengenlehre, zum Auswahlaxiom dquivalent ist. Es ist daher

legitim, das Lemma von Zorn selbst als ein Axiom aufzufassen.

2.3 Ideale

Definition 2.3.1. Sei R ein Ring (kommutativ mit Eins). Ein Ideal in R

ist eine Teilmenge I c R mit den folgenden Eigenschaften

e | ist eine additive Untergruppe von R und

e ist¥ e Rund a € I, dann ist ra € I. Kurz geschrieben lautet diese
Bedingung
RIcl

Beispiele 2.3.2. (a) 0 und der ganze Ring R sind Ideale.

(b) Sei I c R ein Ideal. Enthélt I ein invertierbares Element, so ist I = R.
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(c) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist
ker(¢) = (x € R: ¢p(x) =0) ein Ideal.

Beweis. Da ¢ ein additiver Gruppenhomomorphismus ist, ist der

Kern eine Untergruppe. Sei also a € I und r € R. Dann folgt

d(ar) = p(a)p(r) =0p(r) =0, also ist ar € I. O

(d) Istr € R, so ist die Menge
(r)=rR=(rx:xeR)

ein Ideal. Ein solches Ideal nennt man Hauptideal.

(e) Ista € R, so ist die Menge
Ann(a):=(reR:ra=0)

ein Ideal, genannt der Annullator von a.
Definition 2.3.3. In der Regel ist nicht jedes Ideal ein Hauptideal. Ein
Hauptidealring ist ein Ring R, der
(a) nullteilerfrei ist und in dem
(b) jedes Ideal ein Hauptideal ist.

Beispiele 2.3.4. (a) Jeder Korper K ist ein Hauptidealring, denn er hat
nur zwei Ideale, {0} = (0) und K = (1).

(b) Z ist ein Hauptidealring.

Beweis. Seil c Z ein Ideal. Ist InIN = g, dann istauch I n (-IN) = &
und daher [ = {0} = (0). Ist [ nIN # @, dann gibt es eine kleinste
natiirliche Zahl m € I. Wir behaupten, dass I = (m) = mZ. Klar ist
(m) c I. Se also k € I, dann existiert ein p € (m) so dass 0 <k —p < m.

Da m minimal in I nIN ist, folgt k —p =0, also k = p € (m). O
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(c) Ist K ein Korper, so ist der Polynomring K[x] ein Hauptidealring.

Beweis. Seil # 0 ein Ideal und sei g € I \ {0} ein Polynom von
minimalem Grad. Sei f € I beliebig, dann ist grad(f) > grad(g), also

existieren nach der Division mit Rest Polynome g, r mit

f=ag+r

und grad(r) < grad(g). Dannist 7 = f — g¢ € I und da der Grad von g

minimal war, ist 7 = 0, also f = g € (). O
(d) Der Polynomring Z|[x] ist kein Hauptidealring.
Beweis. Betrachte das Ideal I, das von 2 und x erzeugt wird, also
[=27[x] + xZ][x].

Wire [ ein Hauptideal (g), so miisste g, da 2 € I, den Grad Null
haben, also gleich einer Zahl m ¢ N gewé&hlt werden konnen. Da m
dann die Zahl 2 teilt, folgte m = 2, aber x e I und x ¢ (2). O

(e) Der Ring R = Z[i\/5] ist kein Hauptidealring, denn das Ideal
I=aR +3R, das von a =iv/5 und 3 erzeugt wird, ist kein
Hauptideal. Angenommen, es wére eines, etwa I = 1R. Da «a € I, folgt
a =1z fur ein z € R. Dann ist 5 = |a]? = |a[?|z[*> = 5|z|>. Nun ist fiir jedes
(a+ba) € R das Quadrat des Betrages 4% + 5b% in Z, also ist |z| = 1 und
damit z = +1, wir kdnnen 1 = @ annehmen. Dann ist aber 3 = aw fiir
ein w € R, was zu 9 = 3| = |a|?|w|? = 5|w|? fiihrt, also ist 9 in Z ein

Vieltaches von 5, Widerspruch!

Definition 2.3.5. Ein Integritdtsring R heifit euklidischer Ring, falls es
eine Abbildung 6 : R\ 0 - INj gibt, so dass zu je zweia,b € R\ {0} zwei

Elemente g, r € R existieren mit

a=bqg+r
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und r = 0 oder 6(r) < 6(b). Man nennt 6 die Gradabbildung des
euklidischen Rings.

Proposition 2.3.6. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Seil # 0 ein Ideal und sei g € I \ {0} ein Element von minimalem
Grad, also 6(g) minimal unter allen 6(f) mit f €. Da g €I, folgt (g) c I.
Sei f € I beliebig, dann ist also 6(f) > 6(g), also existieren Elemente g, r
mit

f=aqg+r
und 6(7) <6(g). Dannistr = f — g¢ € und da der Grad von ¢ minimal
war, istr =0, also f = gg € (). O

Beispiele 2.3.7. (a) Z ist ein euklidischer Ring mit 6(k) = |k|.

(b) Sei K ein Korper, dann ist der Polynomring K[x] euklidisch mit
o(f) = grad(f).
(c) Der Ring R = Z[i] = Z & Zi aller komplexer Zahlen m + ni mit

m,n € Z ist ein euklidischer Ring mit

S(m+ni)=m*+n*, also 6(z)=|z* = zZ.

Beweis. Beachte zunaechst, dass die Funktion 6 auf ganz C definiert

ist und mutliplikativ ist, d.h., fiir z, w € C gilt stets
O(zw) = 6(z)6(w).

Wir stellen fest, dass fiir jedes z € C der Abstand zum naechsten

1 .
Punkt ¢ € R stets < NG ist.
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Mit anderen Worten, zu jedem z € C existiert ein ¢ € R mit 5(z—¢) < 1.
Seiennuna=m+niund b =k+Iiin Z[i]~ {0} und seiz = { € C. Dann

existiert also ein ¢ € Z[i] mit 6(z - ¢) < 3. Setze r =a - bc € R. Dann ist
a 1
5(r) = 5(19)5(E —c) < (S(b)E < 8(b).
Damit ist R = Z[i] ein euklidischer Ring, also insbesondere ein

Hauptidealring. O

Definition 2.3.8. Sei R ein Ring und I c R ein Ideal. Dan ist I eine
Untergruppe von (R, +) und wir konnen die Menge R/I der
Nebenklassen betrachten.

Satz 2.3.9. Auf der Menge R/I gibt es genau eine Ringstruktur, so dass die
Projektion 1t : R - R/I ein Ringhomomorphismus ist. Fiir diesen
Ringhomomorphismus gilt I = ker(m), also ist jedes Ideal der Kern eines

Ringhomomorphismus.

Beweis. Wir machen uns zunéchst klar, dass fiir a,b € R die Bedingung

a+1=>b+1gleichwertigistzua—-bel.

Wir definieren Addition und Multiplikation durch
(a+D)+(b+1)=(a+b)+Iund (a+1)(b+1)=ab+]1. Hier ist
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Wohldefiniertheit zu priifen. Seien a; =a’ + I und b + I = V'], also

a-a',b-"b"el, dann folgt
(a+b)—-(a"+b)=(a-a)+(b-Vb")el

also folgt (a+b) + 1= (a’+ ') + I und damit die Wohldefiniertheit der
Addition. Fiir die Multiplikation rechne

ab-a'b' =ab-ab’ +ab’ -a't’

=a(b-b)+(a-a")b el

Die Eindeutigkeit der Ringstruktur ist wegen der Surjektivitdt von 7t
klar und der Kern der Projektion R - R/I ist die triviale Nebenklasse,
also 1. O

Beispiel 2.3.10. Der Ring Z/m ist gleich Z/mZ.

Ein Ideal 7 eines Rings R heisst maximales Ideal, wenn 7 # R und m

ist maximal in der Menge aller Ideale I # R, also mit anderen Worten:

(@) 1¢ mund

(b) ist I ein Ideal mit m c Iund I # R, dann ist m = I.

Satz 2.3.11. (a) Jedes Ideal I # R liegt in einem maximalen Ideal.
(b) Jedes Element von R \ R* liegt in einem maximalen Ideal.

(c) Ein Ideal ] ist genau dann maximal, wenn R/] ein Korper ist.

Proof. (a) Seil # R ein Ideal und sei S die Menge aller Ideale | mit 1 ¢ |
und | o I. Dann ist S mit der Inklusion partiell geordnet und die
Kettenbedingung ist erfiillt, denn sei @ # K c S eine Kette, also eine

linear geordnete Teilmenge und sei @ = Ujx J, dann ist g wieder ein
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Ideal und es gilt I c a, sowie 1 ¢ 4. Dieses a4 ist dann eine obere
Schranke zu K. Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales

Element m in S, also liegt I in einem maximalen Ideal.

(b) Sei r € R\ R* eine Nichteinheit und sei I = () = ¥R das Hauptideal.
Dann gilt 1 ¢ I, da r nicht invertierbar ist. Also gibt es nach Teil (a) ein

maximales Ideal, das I und damit auch r enthaelt.

(c) Sei | ein maximales Ideal und sei r € R \ J. Wegen der Maximalitaet
von | muss das Ideal (7, ]) = 7R + | gleich dem ganzen Ring sein, also
auch die Eins enthalten, es gibt also 7’ e Rund eina € Jmitrr’ +a =1
oder rr" €1+ ],sodassin R/J gilt (r+ J)(¥' +]) =rr' + ] =1+ ], das heisst,
dass ¥ im Quotienten R/] invertierbar ist, also ist in R/] jedes Element

# 0 inverierbar, d.h., R/] ist ein Korper.

Sei umgekehrt R/J ein Korper und sei v € R \ ], dann ist r modulo |
invertierbar, also existiert ein 7 ¢ Rmitrr' €1+ J,sodass 1€ rR+ ], also

ist | maximal. O

Beispiele 2.3.12. (a) Die maximalen Ideale von Z sind genau die

Hauptideale pZ, wobei p eine Primzahl ist.

(b) Die maximalen Ideale von R = C[x] sind genau die Hauptideale der
Form I, = (x - A)C[x] fiir A € C. Die Abbildung f(x) - f(A)

induziert einen Isomorphismus
R/ I, C.
Definition 2.3.13. Ein Ideal I # R eines Rings R heisst Primideal, falls

abel = agcloderbel.

Satz 2.3.14. Ein Ideal I von R ist genau dann ein Primideal, wenn R/I

integer ist.
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Beweis. Sei I ein Primideal und seien (a +1), (b +1) € R/I mit
(a+I)(b+1)=[0], also 0 = [ab] was soviel heisst wie ab € I. Da I ein
Primideal ist, folgt a € I oder b € I, also sagen wir, es sei a ¢ I. das heisst
aber (a+1) =[0], also ist (a + I) in R/I das Nullelement, damit ist R/I

integer.

Sei umgekehrt R/I integer und seien a,b € R mit ab € I. Das bedeutet
[0] = [ab] = (a+1)(b+1I). Da R/I integer ist, folgt (a+1I) = [0] oder
(b+1I) =[0] also sagen wir (a+1I) = [0], also a € I und damit ist ] ein

Primideal. O

2.4 Teilbarkeit
Definition 2.4.1. Seien 4, b Elemente eines Rings R.

(a) Man sagt a teilt b oder ist ein Teiler von b, falls es ein c € R gibt so
dass ac = b. in diesem Fall schreibt man a | b. Ist a kein Teiler von b,

so schreibt man a + b.
(b) a und b heifien assoziiert, wenn es eine Einheit 1 € R* gibt mit a = bu.

Beispiele 2.4.2. (a) Fiir zwei natiirliche Zahlen m, n gilt m teilt n in Z

genau dann, wenn m ein Teiler im tiblichen Sinne ist.
(b) Zwei Elemente 4,b in Z sind genau dann assoziiert, wenn a = +b gilt.

Lemma 2.4.3. Fiir zwei Elemente a, b eines Integritaetsrings R sind

dquivalent
(i) a|bundb|a,
(ii) aR = bR,

(iii) a und b sind assoziiert.
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Beweis. (i)=(iii): Es gelte a = bc und b = ad. Wir nehmen an, dass a # 0, da
sonst auch b =0. Esista =bc =acd, alsoa(l-cd) =0und daa + 0 und R
integer ist, folgt cd = 1, also sind ¢, d Einheiten und 4 und b sind

assoziiert.

(iii)=(ii) Es sei a = bu mit einer Einheit u. Wegen uR = R folgt dann
aR = buR = bR.

(ii)=() Sei aR = bR, dann folgt a € bR, also gibt es ein ¢ € R mit a = bc, also
b | a. Ebenso folgt b | a. O

Definition 2.4.4. Sei R ein Integritdtsring und p ein Element, das weder

Null noch eine Einheit ist.

(a) Das Element p heifst irreduzibel, falls aus der Gleichung p = ab in R

stets folgt, dass a oder b eine Einheit ist.

(b) Das Element p heifst Primelement, falls aus p | ab stets folgt p | a oder
p|b.

Beispiele 2.4.5. (a) In R = Z sind die Primelemente genau die Elemente

der Form +p, wobei p eine Primzahl ist.

(b) In R = C[x] sind die Primelemente genau die Elemente c(x —a) mit
ceCx,aeC.

(c) In R = R[x] sind die Primelemente genau die Polynome der Form
c(x - @) fiir ein a € R oder ¢(x? + ax + b), falls dieses Polynom keine
reelle Nullstelle hat.

Proposition 2.4.6. Sei R ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement von

R auch irreduzibel.

Beweis. Seien p ein Primelement und sei p = ab. Dann teilt p das Produkt
ab also teilt p einen der Faktoren, sagen wir a. Das heifst a = pc = abc, also
a(1-bc) =0, also bc = 1, so dass b eine Einheit ist. O
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Beispiel 2.4.7. In dem Integrititsring R = Z[i/5] ist das Element 3

irreduzibel, aber kein Primelement.

Beweis. Sei a = i/5. Wir zeigen, dass 3 irreduzibel ist. Ist 3 = zw in R,
dann folgt 9 = 3|2 = |z]2|w|?. Ist |z]> = 1, dann ist z = +1 eine Einheit. Ist
z]2 =9, dann ist |w|*> = 1 und w ist eine Einheit. Angenommen, |z|> = 3. Sei
z=a+ba, dann ist 3 = |z]> = a® + 5b?, also ist b = 0, da der Betrag sonst zu
gross wire. Dann ist 3 = a?, aber 3 ist kein Quadrat in Z, Widerspruch!

Also ist 3 irreduzibel.

Wir zeigen, dass 3 kein Primelement ist. Hierzu beachte, dass
319=(2+a)(2-a), aber 3 teilt keinen der Faktoren, denn wiirde 3 etwa
2 + a teilen, also 2 + a = 3z, dann ist 9 = |2 + a|? = |3[?|z|?, also |z| = 1 und
damit ist z = +1, also 3 = +(2 + i\/5) was ein Widerspruch ist, da 3 den

Imaginaerteil 0 hat. O

Satz 2.4.8. Sei R ein Hauptidealring und sei p € R. Dann sind dquivalent

(a) p irreduzibel,

(b) p ist ein Primelement.

Beweis. Wir miissen nur (a)=(b) zeigen: Sei p irreduzibel und p teile ab
und p + a. Wir muessen zeigen, dass p das Element b teilt. Sei I das von
p und a erzeugte Ideal, also I = aR + pR. Dann ist dies ein Hauptideal,
also etwa I = cR. Dann folgt ¢ |a und ¢ | p, also etwa cd = p. Da p
irreduzibel ist, ist c oder d eine Einheit. Angenommen, d ist eine
Einheit, so ist pR = cR =1 =aR + pR, also ist a € pR, d.h. p teilt a, was der

Voraussetzung widerspricht.

Also ist d keine Einheit und damit muss c eine Einheit sein, d.h.,

I=cR=Rund es gibt7,s €« Rmitar+ps =1, also b = abr + psb. Nun teilt p
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das Produkt ab, also ist b = p(+' + sb) fuir ein 7’ € R, also p | b wie

verlangt. O

Korollar 2.4.9. In einem Hauptidealring R lisst sich jedes Element von
R ~ {0}, das keine Einheit ist, als endliches Produkt von Primelementen

Schreiben.

Beweis. Da jedes irreduzible Element prim ist, geniigt es, eine Zerlegung
in irreduzible zu konstruieren. Sei a € R ungleich Null und keine
Einheit. Angenommen, a lasst sich nicht als Produkt von Irreduziblen
schreiben. Dann ist a reduzibel und kann selbst als Produkt a;4] von
Nichteinheiten geschrieben werden. Da a kein Produkt von
Irreduziblen ist, gilt dasselbe fiir mindestens einen der Faktoren, sagen
wir a1, und a; kann als Produkt a,a}, zweier Nichteinheiten geschrieben

werden. Iteration liefert eine Folge von Elementen
a=apy,a1, -€R

so dass a;j,1 ein Teiler von a;, aber nicht assoziiert zu a; ist. Also folgt fiir
die Hauptideale
aR =agR ¢a1R ¢ apR ¢ ...

Man priift leicht nach, dass die Vereinigung einer aufsteigenden Folge

von Idealen wieder ein Ideal ist, also ist
I'=U(a))
jeN
wieder ein Ideal in R, also ein Hauptideal I = bR. Dann ist b € ;R fiir ein

j und daher
bR cajR caj R cbR,

woraus Gleichheit folgt, also a;R = a;,1R ein Widerspruch! Daher ist die
Annahme falsch, also ist jedes Element als Produkt von Irreduziblen
darstellbar. O
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Lemma 2.4.10. Gilt in einem Integrititsring R die Gleichung

pl...pr = ql...qs

fiir Primelemente p; und irreduzible Elemente q;, dann ist r = s und nach

Umnummerierung ist jedes p; assoziiert zu q;.

Beweis. Da p1 | g1---qs, gibt es ein j mit p; | ;. Nach Umnummerierung
konnen wir p; | g1 annehmen. Es folgt g1 = €1p1, wobei €1 auf Grund der
Irreduzibilitdt von g; eine Einheit ist. Da wir uns in einem

Integritdtsring befinden, folgt

pz...pr = glqz...qs.

Wir iterieren diesen Vorgang und kénnen die g; so umnummerieren,

dass p; zu q; assoziiert ist. Insbesondere folgt r < s. Ist 7 < s erhalten wir

1=eq,41--9s,

woraus folgt, dass g, eine Einheit ist, was ein Widerspruch ist, also ist

r==. O

Definition 2.4.11. Ein Integritdtsring R heifst faktoriell, falls jede
Nichteinheit in R \ {0} als Produkt von Primelementen darstellen lasst,
das heifst wenn wir eine sogenannte Primfaktorzerlegung haben. Diese

ist dann nach dem Lemma 2.4.10 eindeutig.

Proposition 2.4.12. In einem faktoriellen Ring ist jedes irreduzible Element

prim.

Proof. Sei g irreduzibel und p;---p, die Primfaktorzerlegung.
Angenommen n > 1, dann ist p; oder py---p,, einer Einheit, was nicht sein

kann. Also ist g = p;, also prim. O
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Satz 2.4.13. Jeder Hauptidealring ist faktoriell. Insbesondere ist Z.
faktoriell und fiir jeden Korper K ist der Polynomring K[x] faktoriell.

Beweis. Folgt aus Korollar 2.4.9 und Lemma 2.4.10. O

Beispiel 2.4.14. Der Ring R = Z[i+/5] is nicht faktoriell, denn wir

wissen ja schon, das es Irreduzible gibt, die nicht prim sind.

Definition 2.4.15. Sei R ein faktorieller Ring. Sei P ein Vertretersystem
der Primelemente modulo Assoziiertheit, also P enthalte zu jeder
Klasse von assoziierten Primelementen genau ein Element. Hat man ein
solches P fest gewdhlt, kann man jede Nichteinheit z € R \ {0} eindeutig

in der Form

z=e[]p"

peP
schreiben, wobei ¢ eine Einheit ist und k, € Ny, fast alle Null sind. Sind

dann

z=e[]p", w=n]]p"

peP peP
zwei solche Darstellungen, dann ist klar, dass z das Element w genau
dann teilt, wenn k, < n,, fiir jedes p € P gilt. Wir definieren wir den

grofiten gemeinsamen Teiler der Elemente z, w als

ggT(z,w) = [ pminke,
peP

sowie das kleinste gemeinsame Vielfache als

kgV(z,w) = [ [pm=
peP

Beispiele 2.4.16. (a) Im Fall R = Z kann man die Menge der

Primzahlen als P nehmen.
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(b) Im Fall R = K[x] fiir einen Korper K sind die Einheiten genau die
konstanten in K*, also ist jedes Polynom zu einem eindeutig
bestimmten normierten Polynom assoziiert. Damit kann man als P

die Menge aller normierter Primpolynome wéhlen.

(c) Im Allgemeinen hat man keine kanonische Wahl fiir P. Daher
hédngen die Begriffe ggT und kgV dann von der Wahl von P ab und

sind daher nur bis auf Assoziiertheit definiert.

Satz 2.4.17. Seien a, b,z von Null verschiedene Elemente eines

Hauptidealrings R.

(a)
(z|a, und z|b) < z|ggT(ab).

(b)
(a]z, und b|z) < kgV(ab)]|z

(c) Fiir den grofiten gemeinsamen Teiler d = ggT(a, b) gilt dann
aR + bR =dR.
Insbesondere gibt es Elemente x,y € R mit

gegT(a,b) =ax +by.

(d) Zwei Elemente r,s € R heissen teilerfremd, falls ggT(r,s) = 1. Dies ist

genau dann der Fall, wenn es x,y € R gibt mit

rx+sy=1.

Beweis. (a) und (b) sind klar, wenn man die Produktzerlegungen
betrachtet.
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(c) Das Ideal aR + DR ist ein Hauptideal, etwa aR + bR = d’R. Wegen
a,b e (d") ist d’ dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, teilt demnach
d. Andererseits teilt d auch a und b und teilt demnach d’, so dass d und

d’ assoziiert sind.

(d) Sind 7, s teilerfremd, so gibt es x und y nach Teil (c). Umgekehrt gelte
rx +sy =1. Dann gilt akR + bR = R, also ggT(a,b) = 1. O

Korollar 2.4.18. Sei R ein Hauptidealring und p € R\ {0}. Dann sind

dquivalent;

(a) p ist ein Primelement.

(b) R/pR ist ein Korper.

Beweis. Sei p ein Primelement und sie Z € R/pR \ {0} die
Aquivalenzklasse von z € R. Dass z # 0 ist bedeutet, dass z ¢ pR ist, was
bedeutet, dass p in der Primfakorzerlegung von z nicht vorkommt und
damit ist ggT(z,p) = 1. Daher ist zR + pR = R, also gibt es x, y € R mit

zx+py =1, oder zx¥ = 1 in R/pR, so dass z invertierbar ist.

Fiir die Umkehrung sei R/pR ein Korper und p teile ein Produkt ab.
Dann ist ab = 0 und daher @ = 0 oder b =0, also p | a oder p | b. O

Beispiel 2.4.19. Z/m ist genau dann ein Korper, wenn m = p eine

Primzahl ist. In diesem Fall schreibt man IF, = Z/p.

2.5 Lokalisierung

Sei R ein Integritaetsring und sei S c R eine multiplikativ

abgeschlossene Teilmenge, d.h., wir fordern

e 0¢S5,1¢€8S,

e x,yeS = xyeSs.
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Beispiele 2.5.1. (a) Sei f e R~ {0} und sei S={1,f, f?...},dannist S

eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge.

(b) Ist p c R ein Primideal, dann ist das Komplement S = R \ p eine

multiplikativ abgeschlossene Teilmenge.

(c) Da R ein Integritaetsring ist, ist S = R \ {0} eine multiplikativ

abgeschlossene Teilmenge.

Definition 2.5.2. Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge des
Integritaetsrings R. Die Lokalisierung von R nach S ist der Unterring

S-1R des Quotientenkoerpers Quot(R), der von R und
St={sl:iseS}
erzeugt wird. Da S multiplikatiov abgeschlossen ist, gilt

S‘lR:{LS—Z:aeR,seS}.

Dieser Teil wurde noch nicht in der Vorlesung behandelt.

Proposition 2.5.3. Die Lokalisierung S~'R ist der kleinste Ring, in dem S
invertierbar wird. Genauer gilt folgende universelle Eigenschaft: Ist A ein
Ring und g : R - A ein Ringhomomorphismus dergestalt, dass g(S) c A%,
dann existiert genau ein Ringhomomorphismus S'R — A der das

Diagramm

kommutativ ist.

Beweis. Sei ¢: R — A mit g(S) c A*. Wir definieren dann ¢ : S"'1R - A
durch (%) = g(a)g(s)"". Dann ist ¢ der eindeutig bestimmte

Ringhomomorphismus, der das Diagramm kommutativ macht. O
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Beispiele 2.5.4. (a) IstR=Zund S =Z ~ {0}, dann ist S-1Z = Q.

(b) Ist R = K[x] der Polynomring {iber einem Korper K, dann ist der
Quotientenkoerper der Korper K(x) der rationalen Funktionen
tiber K.

44
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3 Moduln

3.1 Definition

Definition 3.1.1. Ein Modul iiber einem Ring R ist eine abelsche

Gruppe M mit einer Abbildung

RxM - M
(A, m) - Am,

so dass fiir alle A, u € R und alle m,n € M gilt

o lpm=m,
o (Aw)ym = A(um),
o (A+uym=Am+um, A(m+n)=Am+ An.
Beispiele 3.1.2. (a) Fiir einen Korper K sind die K-Moduln genau die

K-Vektorraeume.

(b) Der Ring R selbst ist ein R-Modul und eine Teilmenge T c R ist

genau dann ein Untermodul, wenn T ein Ideal ist.

(c) Jede abelsche Gruppe (M, +) ist auf genau eine Weise ein Modul
unter R = Z, denn km = m + --- + m mit k-Kopien, wenn k € N und

es ist das Inverse, wenn k < 0. Es gilt also
{abelsche Gruppen} = {Z-Moduln}}

Es gilt auch, dass ein Gruppenhomomorphismus zwischen zwei
abelschen Gruppen dasselbe ist, wie ein

Z-Modulhomomorphismus.

(d) Sei K ein Korper und R der Polynomring K[x]. Sei V ein

K-Vektorraum und T : V - V ein Endomorphismus. Dann wird V
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ein R-Modul durch
(f(x))v:=f(T)o.

Istalso f(x) =ag+---+a,x", so ist
f(x)v=apv+mTo+---+a,T"0.

Definition 3.1.3. Eine R-lineare Abbildung oder ein
Modulhomomorphismus zwischen zwei Moduln ist ein

Gruppenhomomorphismus ¢ : M - N mit der Eigenschaft

D(rm) = rep(m)

fiir jedes m € M und jedes r € R.

Definition 3.1.4. Ein Untermodul eines R-Moduls M ist eine
Teilmenge N c M, die mit den Strukturen von M selbst wieder ein
Modul ist.

Beispiel 3.1.5. Eine Teilmenge I c R ist genau dann eine Untermodul,

wenn sie ein Ideal ist.

Definition 3.1.6. Seien My, ..., M; Untermoduln eines Moduls M,

dann ist die Summe der Moduln definiert als
U=Mi++My:=(my+-+mg:mje M) c M.
Dies ist ein Untermodul, wie man leicht sieht. Gilt zusétzlich
My +-+Me=my+---+m, = k=k,m=mi,....m=m

wobei m;, m; € M fiir 1 < j <k, so sagen wir, die Summe ist direkt und
schreiben dies als
U=M,o---oM,.

Dann ist die Summe U + V zweier Untermoduln genau dann direkt,
wenn UnV =0 gilt. Ist U® V = M, sagen wir, die Moduln U und V
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sind komplementir.

Beispiel 3.1.7. Ein Untervektorraum hat stets einen komplementéren
Unterraum. Dies gilt fiir Moduln nicht. Hier ist das Beispiel: Sei R = Z
und M = Z also Modul betrachtet. Dann ist 2M = 2Z ein Untermodul

ohne Komplementdrmodul.

Definition 3.1.8. Sind Ny, ..., Ny Moduln tiber R, die nicht
Untermoduln eines gemeinsamen Moduls sind, so ldsst sich die

direkte Summe N; @ --- ® N} auch konstruieren. Setze
M=Nj x---x Ny,

soist Njvian~ (0,...,0,n,0,...,0) als Untermodul von M auffassen

und es gilt dann

k
M=@N;.
j=1

Definition 3.1.9. Ist U c M ein Untermodul, so definieren wir eine

Aquivalenzrelation ~auf M durch
m~n < m-nell

Wir schreiben M/U fiir die Menge der Aquivalenzklassen.

Lemma 3.1.10. M/U trigt eine eindeutig bestimmte Struktur eines
R-Moduls, so dass die Projektion 7t : M — M/U ein

Modulhomomorphismus ist. Der Kern von 1t ist U.

Beweis. Man definiert [m] + [n] = [m + n] und r[m] = [rm] und weist
Wohldefiniertheit wie tiblich nach. O

Beispiel 3.1.11. Im Falle R = Z betrachte den Modul M = Z und den
Untermodul kZ fiir ein k € IN. Dann ist M/U = Z./kZ. der uebliche

Restklassenmodul.
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