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1 Normierte Riume

1.1 Definition

In dieser Vorlesung werden nur Vektorrdume tiber C betrachtet. Viele Aussagen

gelten auch ueber R. Die lassen sich dann meist aus der komplexen Version folgern.

Definition 1.1.1. Ein normierter Vektorraum ist ein C-Vektorraum V mit einer
Abbildung ||| : V — [0, o) so dass fiir v,w € V und A € C gilt:

e [v|=0 & v=0 (Definitheit)

o [|Ao]] = [Alllo] (Multiplikativitat)

o |[o+wl| <o + [|wll (Dreiecksungleichung).
Mit der Metrik

d(v, w) = |lv - wl|

wird V dann ein metrischer Raum. Ein normierter Raum, der vollstandig ist, in dem

also jede Cauchy-Folge konvergiert, heisst Banach-Raum.

Beispiele 1.1.2. (a) Ist X ein topologischer Raum, dann ist der Vektorraum C,(X) aller
beschréankten stetigen Funktionen f : X — C ein Banach-Raum mit der Norm

Iflly = sup fe

Beweis. Die Normeigenschaften sind trivial. Es ist Vollstandigkeit zu zeigen. Sei
also (f;) eine Cauchy-Folge. Dann gilt fiir jedes x € X,

() = fel < sup i) = il = [1fy = il
ye

Also ist (fj(x))jen eine Cauchy-Folge in C, konvergiert also. Nennen wir den Limes
f(x). Sei € > 0, dann gibt es j, so dass fiir alle j, k > j, und alle x € X gilt

|fi(x) = fuo)l < e.

Mit k — oo folgt, dass fiir jedes j > jo und jedes x € X gilt

[fi(x) = f)l < e.
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(b)

Das bedeutet aber, dass f; gleichméssig gegen f konvergiert. Wir zeigen, dass f
stetig ist. Hierzu muessen wir zeigen, dass es zu gegebenem x € X und ¢ > 0 eine
offene Umgebung U von x gibt, so dass |f(x) — f(u)| < ¢. Um dies zu zeigen,
beachte, dass es ein j € IN gibt, so dass |f;(x) — f(x)| < /3. Da f; stetig ist, gibt es
eine offene Umgebung U von x, so dass |fj(x) — f;(u)| < ¢/3 fuer jedes u € U gilt.
Dann ist fuer jedes u € U

&

[f(0) = f@)l < () = fi()l + |fj(x) = fi@)l + | fj(w) = fw)l < 3 +

+
3

= E&.
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Damit folgt, dass f stetig ist.

Es ist leicht einzusehen, dass f auch beschrankt ist, also f € C,(X), womit die

Vollstandigkeit gezeigt wére. m|

Fiir jedes 1 < p < oo und jeden Mafsraum (X, p) ist L7(u) ein Banach-Raum. Der

Beweis gehoert in die Analysis 3 und findet sich in meinem Buch zur Analysis.
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