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Algebra 2
1 Gruppen

1.1 Permutationen

Fiir eine beliebige Menge M bezeichnen wir mit Per(M) die Gruppe der Permutationen von M, d.h., die
Menge aller bijektiven Abbildungen ¢ : M — M mit der Hintereinanderausfiihrung als
Gruppenmultiplikation. Fiir eine natiirliche Zahl n sei dann Per(n) die Gruppe Per({1, ..., n}). Wir
nennen Per(n) auch die Gruppe der Permutationen in n Buchstaben.

1 2 3
Die Elemente der Permutationsgruppe Per(n) schreibt man zB in der Form 7 = ( 9 3 1 ] Eine

andere Schreibweise fiir dasselbe Element ist die Zykelschreibweise:
7=(1,2,3)

was soviel bedeutet wie 1 geht auf 2 geht auf 3 geht auf 1. Das Element, das 1 und 2 vertauscht, schreibt
sich dann als (1, 2). Nicht jedes Element von Per(n) ist als ein einziger Zykel schreibbar, so ist zum
2 3

1
Beispiel in Per(4) das Element( ) 1 4

4
3 ] in der Zykelschreibweise gleich

(1,2)(3,4).

Definition 1.1.1. Ein Zykel in Per(n) ist ein Tupel (j1, jo, ..., j;), ¥ = 2 von verschiedenen nattirlichen
Zahlen1 < jy, 3,..., jr < n. Ein Zykel représentiert eine Permutation, die j, auf j,+; und j, auf j; wirft
und alle anderen Zahlen festhilt. Der Zykel (ji, ..., j,) reprdsentiert dieselbe Permutation wie der Zykel
(j2, ja, - - -+ jrs J1), deshalb kann man den Zykel stets durch einen ersetzen, fiir den j; die kleinste der
Zahlen ji, ..., ji ist. Ein Zykel in dieser Form heisst kanonisch.

Zwei Zykel (i, ..., jx) und (iy, . . ., is) heissen disjunkt, falls sie keine gemeinsamen Zahlen haben, also
falls

Ut oo i) O i o) = 0.

123 4567
Beispiel 1.1.2. Wir schreiben die Permutation 16 752 4 3 als Produkt kanonischer Zykel:

(2,6,4,5)3,7).

Satz 1.1.3.

(a) Zwei kanonische Zykel stellen genau dann dieselbe Permutation dar, wenn sie gleich sind.
(b) Zwei disjunkte Zykel, aufgefasst als Elemente von Per(n), kommutieren miteinander.

(c) Jede Permutation # 1d in Per(n) ldsst sich als Produkt paarweise disjunkter kanonischer Zykel
schreiben, diese sind eindeutig bestimmt bis auf die Reihenfolge.
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Beweis. (a) Seien (1, j2,..., j) und (i1, i, ..., is) zwei kanonische Zykel, die dieselbe Permutation y
darstellen. Dann ist j; das kleinste Element von {1, ..., n}, das von y tiberhaupt vertauscht wird und

dasselbe gilt von i, also folgt j; = i;. Ferner ist j, = y(j1) = y(i1) = 12 und so weiter.

(b) Seiy = (ji, ..., jx) ein Zykel in Per(n) und sei 7 € Per(n). Es gilt dann

oyt = (1), ., ()

Ist T = (i1, ...,is) auch ein Zykel, dann sind die 7y, .. ., i genau die Zahlen, die von 7 tiberhaupt

verandert werden. Ist also 7 zu y disjunkt, so folgt yt~! = 7.

(c) Wir geben ein Verfahren zum Finden der Zykel zu einem gegebenen y € Per(n). Sei j; die kleinste
Zahlin {1,...,n}, die von y tiberhaupt verandert wird. Sei dann j, = y(j;) und so weiter. Die Folge

j1, j2, ... kann nicht unendlich sein, also gibt es ein kleinstes k € IN und zu diesem ein kleinstes s € IN so
dass jk+s = ji gilt. Das heisst also y(jk+s-1) = jk. Ist k > 1, so gilt aber auch y(jx-1) = jx, woraus aber

Jk+s—1 = Jr-1 folgt, was der Minimalitdt von k widerspricht. Es ist also k = 1 und damitist &« = (i, ..., js)
ein Zykel, der die Zahlen (jy, .. ., js) genauso abbildet wie y, so dass o™y sie alle festhilt. Dieser ist dann
gleich e oder nicht, in welchem Fall wir das Verfahren wiederholen und einen zweiten Zykel 8 finden,
der disjunkt zu a ist und so weiter. Das Verfahren bricht wegen Endlichkeit des Problems ab. m|

Beispiel 1.1.4. Wir konnen die Elemente von Per(3) als Zykel hinschreiben:
e,(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2).

1.2 Ordnung

Definition 1.2.1. Ist G eine endliche Gruppe, so nennt man die Anzahl |G| der Elemente die Ordnung
der Gruppe G,
ord(G) = |G|.

Wir schreiben auch 1 fiir das neutrale Element e einer Gruppe.

Ist a € G, so bezeichnet (a) die von a erzeugte Gruppe, also die kleinste Untergruppe von G, die a
enthilt. Diese beschreibt man einmal als

@w= (] H

H Untergruppe
H>a
wobei man sich klarmachen muss, dass dies wieder eine Untergruppe ist. Andererseits kann man {(a)
konstruktiv beschreiben:
(a) = {ak 1k eZ}.

Ist {a) eine endliche Gruppe, so nennt man die Ordnung von {a) auch die Ordnung des Elements a und
man schreibt

ord(a) = ord({a)) = |(a) .

Ist (a) nicht endlich, so setzt man ord(a) = co.
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Beispiel 1.2.2. Ist z € Per(n) ein Zykel z = (j1, . . ., jx), dann gilt
ord(z) = k.

Wir nennen k dann wahlweise die Ordnung oder die Lange des Zykels z.

Lemma 1.2.3. Sei a ein Element der Gruppe G. Die von a erzeugte Gruppe {a) ist genau dann endlich, wenn es
einn € IN gibt mit a* = 1. Es gilt
ord(z) = min {n eN:a" = 1}.

Ist k die Ordnung von a so gilt fiir jedes n € N

at=1 o k|n.

Beweis. Sei {(a) endlich. Da die Elemente 1,4,4?, ... nicht alle verschieden sein kénnen, gibt es ein
m,n € N sodanna™ = a™*", also 1 = 4" gilt. Die Umkehrung ist klar, da () genau aus den Potenzen von
a besteht. Ist schliesslich k € IN die kleinste natiirliche Zahl mit a* = 1, dann besteht (a) genau aus den

Elementen 1,a,4?, ...,a"1.

Zum Schluss sei k = ord(a) und 4" = 1. Dann folgt n > k, wir konnen also n = rk + s schreiben mit
0 < s < k. Esist dann

1=4"= ark+s — (ak)ras -4
so dass s = 0, also k | n folgt. Die Umkehrung ist klar. ]
Lemma 1.2.4. Ist G eine abelsche Gruppe und a, b € G von endlichen Ordnungen m,n. Sind m und n

teilerfremd, dann hat ab die Ordnung mn.

Beweis. Ist 1 = (ab)k = a*b*, also a* = b7*. Die Ordnung von 4* ist ein Teiler von m, die Ordnung von b~*
ist ein Teiler von 1, daher miissen beide Ordnungen gleich 1 sein, also a* = 1 = b*. Damit ist k ein

Vielfaches von m und von n, die Ordnung von ab ist also mn. m]

Definition 1.2.5. Sind G, H zwei Gruppen, so wird das Produkt G x H durch die Vorschrift
(& Mg’ 1) = (g8’ i)
eine Gruppe. Das neutrale Element ist (1, 1). Das Inverse zu (g, h) ist (¢~!, h™!). Fiir die Ordnungen gilt
ord(G X H) = ord(G) ord(H).

Beispiele 1.2.6. o Wir bezeichnen mit Z/mZ. oder auch Z/m die zyklische Gruppe mit m
Elementen, m € IN, also die Gruppe {0,1,2,...,m — 1} mit Verkntipfung: a 8 b = Rest vona + b
modulo m.

e Sein € IN die Diedergruppe D,, der Ordnung 2n ist eine Gruppe erzeugt von zwei Elementen

o, T mit den Relationen

o"=1=7> und 1ot '=0"L



Algebra 5

Insbesondere soll o die Ordnung n haben und 7 die Ordnung 2.
Das bedeutet, D5, besteht genau aus den Elementen

1,0,02,...,0" " 1,70,..., 10"

und die Produkte dieser Elemente rechnet man mit den Relationen aus.

Man kann sie als Untergruppe von Per(n) wie folgt darstellen. Stellen wir uns die Elemente von
{1,2,...,n} auf einem Kreis in gleichen Abstdnden angeordnet vor. Dann ist ¢ die Rotation um den
Winkel 27t/n und 7 ist irgendeine Spiegelung an einer Geraden, die die Menge {1, ..., n} in sich abbildet.

(o)

A
J

Es gilt D, = Z./2, sowie Dy = (Z/2) X (Z/2) und schliesslich
Dg = Per(3).

Proposition 1.2.7. Ist g € Per(n) eine Permutation, die wir gemdf$ Satz 1.1.3 als Produkt disjunkter Zykel
schreiben:

g:zl...zk

und sei l; = I(z;) die jeweilige Linge des j-ten Zykels. Dann gilt
ord(g) = kgV(li,..., k).

Beweis. Die z; vertauschen miteinander. Da jedes z; eine andere Teilmenge von {1, ..., n} permutiert,
folgt firve IN
v _ Vo4 .
§'=1 & z=1furjedesj=1,... k

Dies ist genau dann der Fall, wenn v ein Vielfaches von ord(z;) = [; ist fiir jedes j, daher ist die Ordnung
ord(g) = min{v € IN : " = 1} das kleinste gemeinsame Vielfache der Einzelordnungen. O
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1.3 Nebenklassen

Definition 1.3.1. Sei G eine Gruppe und sei H C G eine Untergruppe. Ista € G, so ist die
Linksnebenklasse von 2 nach H gleich der Menge

aH = {ah : h € H}.

Da H eine Gruppe ist, gilt fiir 1 € H schon
hH = H.

Beispiele 1.3.2. e Ist V ein Vektorraum und U C V ein Unterraum, dann sind die Nebenklassen
nach U genau die affinen Rdume v + U, die U als linearen Teil haben.

e Sei G = Dy, die Diedergruppe und sei H = (1) die von 7 erzeugte Untergruppe, dann ist H = {1, 7}
und die H-Linksnebenklassen sind

(1,7},{0,01},...,{c" ", o" 11}.
——— —— N—— ———
=H =cH =g"-1H

Lemma 1.3.3. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Zwei Linksnebenklassen sind entweder gleich oder
disjunkt, daher kann man G disjunkt in seine Nebenklassen zerlegen, es gibt also eine Familie (x;)ier in G so dass

G= I_le‘H.

iel

Beweis. Sei xH N yH # 0. Wir zeigen xH C yH. Aus Symmetrie folgt dann die andere Richtung. Sei also
z € xH N yH, dann existieren 1y, hy € H so dass z = xh; = yh,. Es folgt x = yhzhl’1 € yH und ist u € xH,

also u = xh, so folgt u = xhy = yhohi'hs € yH. i
———
€H

Proposition 1.3.4. Sei G eine endliche Gruppe. Ist H eine Untergruppe, dann ist die Ordnung |H| ein Teiler der
Ordnung |G| von G. Genauer gilt
IGl = |HIIG/H]|,

wobei G/H die Menge aller Nebenklassen aH ist.

Insbesondere gilt fiir jedes Element x
ord(x) | ord(G),

d.h., die Ordnung von x teilt die Gruppenordnung. Insbesondere folgt

xord(G) =1.
Beweis. Wir haben G = | |;.; x;H, und da G endlich ist, muss I endlich sein, wir finden also x1,...,x, € G
so dass G = ||j_; x;H. Also folgt

ord(G) = Z Ix;H.
j=1
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Die Untergruppe H bildet selbst eine Nebenklasse, wir konnen also x; = e annehmen. Die Abbildung
h — x;H ist eine Bijektion von H nach x;H, also haben alle Nebenklassen gleich viele Elemente, ndmlich

ord(H) viele, es ist also
n

ord(G) = Z ord(H) = n ord(H).
j=1

Ist a € G ein beliebiges Element und ist H = (a) die von a erzeugte Untergruppe, dann ist
ord(a) = ord(H) ein Teiler von ord(G). O

1.4 Homomorphismen und Operationen

Definition 1.4.1. Eine Abbildung ¢ : G — H zwischen zwei Gruppen heisst
Gruppenhomomorphismus, falls

Pab) = p(a)p(b)
fur allea, b € G gilt.

Lemma 1.4.2. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt ¢(1) = 1 und ¢p(a~t) = ¢p(a)™L.

Beweis. Ubungsaufgabe Blatt 1. m|
Beispiele 1.4.3. e Ist G eine Gruppe und ist a € G, dann ist die Abbildung

¢ x> axa!

Ein Homomorphismus von G nach G.
Beweis. Fiir x,y € G gilt Pp(xy) = axya™ = axa laya™! = ¢p(x)p(y). O

e Sind V, W Vektorraume iiber einem Korper K, so ist jede lineare Abbildung T : V — W ein
Gruppenhomomorphismus (V, +) — (W, +).

e Sei G die Gruppe GL,(K) aller invertierbarer n X n Matrizen tiber dem Korper K. Dann ist die
Abbildung ¢ : G — G,
YA =A" =AY =AY

ein Gruppenhomomorphismus.

o Ist G = Per(n) die Gruppe der Permutationen in {1, ...,n}, dann ist die Vorzeichen- oder
Signumabbildung
sign : Per(n) — {£1}

ein Gruppenhomomorphismus, wie in der Linearen Algebra gezeigt wird.
Definition 1.4.4. Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation von G auf M ist eine Abbildung

GXM-M
(g, m) = gm
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mit den Eigenschaften

e lm=m (das neutrale Element operiert neutral)
e (ab).m = a.(b.m) (Operation und Multiplikation sind kompatibel)
Beispiele 1.4.5. e Sei G eine Gruppe. Dann definiert die Vorschrift
gm=gm
eine Operation der Gruppe auf sich selbst, die Linkstranslationsoperation.
Beweis. Es gilt 1.m = 1m = m und (ab).m = (abym = a(bm) = a.(b.m). O
e Sei G eine Gruppe, dann operiert G durch
gm= mg_l
auf sich selbst, dies ist die Rechtstranslationsoperation.
Beweis. Es gilt 1.m = m17! = m1 = m und (ab).m = m(ab)™ = (mb~1)a™! = a.(b.m). i
e Sei G eine Gruppe, dann operiert G auf sich selbst durch die Vorschrift
gm=gmg™!
dies ist die Konjugationsoperation.
Beweis. Es gilt 1.m = 1m1™! = m und (ab).m = abm(ab)™ = abmb™'a™! = a.(b.m). o

e (Abgeleitete Operationen.) Operiert die Gruppe G auf der Menge M und ist S eine weitere Menge,
dann operiert G auf der Menge A = Abb(}M, S) aller Abbildungen von M nach S durch

gp(m) = Pp(g™".m).

Beweis. Esist e.p(m) = ¢p(e~.m) = ¢p(m) und
(ab).p(m) = P((ab)~t.m) = (b~ .a~tom) = b.p(a~'.m) = a.(b.p)(m). o

Lemma 1.4.6. Sei M # () eine Menge. Operiert die Gruppe G auf der Menge M, dann ist die Abbildung
¢ : G = Per(M), g — (m +— gm) ein Gruppenhomomorphismus. Ist umgekehrt ¢ : G — Per(M) ein
Gruppenhomomorphismus, dann definiert

gm = §(g)(m)

eine Operation. Diese Zuordnungen (Operation)—(Gruppenhomomorphismus) und umgekehrt sind invers
zueinander. Also ist eine Operation dasselbe wie ein Gruppenhomorphismus nach Per(M).



Algebra 9

Beweis. Die Gruppe G operiere auf M. Fiir ¢ € G sei ¢(g) : M — M, m +— gm. Zunidchst miissen wir
zeigen, dass ¢(g) bijektiv ist, wir also wirklich in Per(M) landen. Wir behaupten, dass ¢(g™!) eine
Umkehrabbildung zu ¢(g) ist. Dies folgt aus

PRP(g(m) = P(Q)(g™'m) = gg™'m = 1m = m

und
(& (D(g)(m)) = p(g ™) (gm) = g™ gm = 1m = m.

Wir haben also in der Tat eine Abbildung ¢ : G — Per(M). Wir rechnen nun nach, dass dies ein
Gruppenhomomorphismus ist. Fiir g, i € G gilt

P(gh)(m) = (ghym = g(hm) = P(g)(hm) = G()(p()(m)) = P(8)p(h)(m).

Also ist ¢ ein Gruppenhomorphismus. Die Umgekehrte Richtung ist leicht nachzurechnen und die
Tatsache, dass diese Zuordnungen invers zueinander sind, auch. |

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Fiir gegebenes m € M ist die Menge
Gm = { gm:ge€ G}
die Bahn oder das Orbit von m. Ferner ist
Gm:{geG:gm:m}

der Stabilisator von m.

Satz 1.4.7. Die Gruppe G operiere auf der Menge M.
(a) Der Stabilisator eines Punktes m € M ist eine Untergruppe von G. Er wird auch die Standgruppe von
m genannt.

(b) Sei H = Gy, die Standgruppe von m. Die Abbildung gH +— gm ist eine Bijektion von G/H zum Orbit
von m.

(c) Die Orbiten zweier Punkte sind entweder gleich oder disjunkt, man kann deshalb M disjunkt in seine
Orbiten zerlegen. Man schreibt G\M fiir die Menge aller Orbiten.

(d) (Bahnengleichung) Sind G und M endliche Mengen, so gilt

G
M- Y 19

GmeG\M |Gl

Man kann Teil (c) auch so ausdriicken, dass man sagt: die Operation von G definiert eine
Aquivalenzrelation auf M, wobei m und m’ dquivalent heissen, falls sie in demselben Orbit liegen. Der
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Quotient nach dieser Aquivalenzrelation wird dann mit G\M bezeichnet.

Beweis. (a) Sei H = G, dann gilt offensichtlich e € H. Sind a,b € H, dann ist
(abym = a(bm) = am = m,

also liegt auch ab wieder in H. Ferner folgt aus am = m durch Anwenden von a~! schon m = a~'m, so
dass auch a™! € H folgt. Also ist H eine Untergruppe.

(b) Sei ¢ : G/H — Gm diese Abbildung. Zunéchst ist festzustellen, dass sie tiberhaupt wohldefiniert ist,
istalso gH = ¢g’H, dann ist g’ = gh fiir ein h € H und damit ist g'm = g(hm) = gm, somit ist ¢
wohldefiniert.

Injektivitit. Sei (aH) = (bH), dann ist am = bm also a'bm = m, was soviel heisst wie a™'b € H und
somit bH = aH.

Surjektivitit. Sei z € Gm, also z = gm fiir ein g € G, dann folgt z = ¢(gH).

(c) Sei Gm N Gm’ # 0, dann ist zu zeigen, dass Gm = Gm’ gilt. Sei z € Gm N Gm’ dann existieren also
¢,9 € Gsodass gm =z = g'm'. Esfolgt m’ = (¢’)"'gm so dass m’ € Gm und damit hm’ € Gm fiir jedes
h € G, was soviel heisst wie Gm’ € Gm. Aus Symmetrie folgt die umgekehrte Inklusion.

(d) folgt aus (b) und (c). O

Sei G eine Gruppe. Das Zentrum Z = Z(G) von G ist die Menge aller x € G, die mit allen Elementen
vertauschen, also
Z(G) = {x €G:xy=yx Vyec}-

Beispiele 1.4.8. e Ist G abelsch, so gilt Z(G) = G und umgekehrt.

o Ist G = GL,(K) fiir einen Korper K, dann besteht das Zentrum aus die Matrizen der Form AI,
wobei A € K*. Dies ist eine Ubungsaufgabe der Linearen Algebra. (Man lose zuerst den Fall n = 2,
dann sieht man auch den allgemeinen Beweis.)

e Ist n > 3, dann ist das Zentrum von G = Per(n) die triviale Gruppe.

Beweis. Sei o im Zentrum von Per(n) und n > 3.Seil <i<nundseil < j<n voniund von o(i)
verschieden. Dann vertauscht o mit der Transposition 7 = 7; ;, die man als Zykel in der Form (i, )
schreibt. Es gilt also o(j) = o(t(i)) = t(o(i)). Waere nun o(i) von i und j verschieden, dann waere
o(j) = ©(o(i)) = o(i), was der Injektivitaet von ¢ widerspricht! Damit muss o(i) gleich i oder j sein,
der Fall j ist aber in der Annahme ausgeschlossen. Es folgt o(i) = i und also ¢ = Id. m]

Wir lassen nun die endliche Gruppe G durch Konjugation auf sich selbst operieren und wenden die
Bahnengleichung an. Die Orbiten unter der Konjugation heissen auch Konjugationsklassen. Die
Konjugationsklasse des Elementes x € G ist also die Menge

[x] = {yxy‘l Ty € G}.
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Satz 1.4.9 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe mit Zentrum Z und sei x1, ..., X, ein
Vertretersystem der Konjugationsklassen von G \ Z. Dann gilt

IGI
|GX7'|,

ord(G) = ord(Z) + Z
=1

wobei Gy, der Zentralisator von x; ist:

Gy, = {y €G:yx;= xjy}.

Beweis. Dies ist die Bahnengleichung auf die Konjugationsoperation angewendet. m]

1.5 Zyklische Gruppen

Eine Gruppe G heisst zyklisch, wenn G von einem Element erzeugt ist.
Beispiele 1.5.1. e Die Gruppe (Z, +) ist zyklisch von unendlicher Ordnung.
e Fiir jedes n € N gibt es eine zyklische Gruppe der Ordnung 1, ndmlich Z/n.
Proposition 1.5.2. Ist G zyklisch, dann ist G isomorph zu Z. oder zu Z./n, wobei n = ord(G).
Mit anderen Worten, alle unendlichen zyklischen Gruppen sind isomorph und eine endliche zyklische Gruppe ist
durch ihre Ordnung festgelegt.
Beweis. Sei G zyklisch und sei 7 ein Erzeuger.

1. Fall. T hat endliche Ordnung 1 € IN. Dann ist die Abbildung Z/n — G, k — 7 ein
Gruppenisomorphismus.
2. Fall. T hat keine endliche Ordnung. Dann ist die Abbildung Z — G, k - 7 ein Isomorphismus. m|

Fangen wir an mit Gruppen der Ordnung 1. Diese sind alle isomorph zu {1}, damit ist dieser erste
Schritt abgeschlossen. Bevor wir uns mit den Ordnungen 2 und 3 herumschlagen, beweisen wir lieber
einen Satz.

Satz 1.5.3. Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe der Ordnung p ist zyklisch, also isomorph zu der Gruppe Z.[p.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung p. Sei e # 7 € G. Dann muss ord(7) ein Teiler von p sein. Da
T # e, ist die Ordnung # 1, also ist ord(7) = p, damit hat die zyklische Untergruppe (7), die von t
erzeugt wird, die Ordnung p, ist also gleich G. ]
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Satz 1.5.4. Es gibt bis auf Isomorphie zwei Gruppen der Ordnung 4, die zyklische Z./4 und die Kleinsche
Vierergruppe (Z/2) X (Z/2).

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung 4, die nicht zyklisch ist. Das bedeutet, dass jedes Element # ¢
die Ordnung 2 haben muss. Sei also a ein nichttriviales Element. Die Untergruppe H = (a) hat Index 2,
ist also normal. sei b € G, so folgt bHb™! = H, da H nur aus zwei Elementen, ¢ und a besteht, folgt

bab~! = g, also ist G abelsch. Seien nun a, b zwei verschiedene Elemente von G \ {¢}. Dann liefert die
Abbildung (Z/2) x (Z/2) — G, (i, j) + a'b/ einen injektiven Gruppenhomomorphismus. Das Bild hat
Ordnung 4, ist also G und G damit isomorph zur Vierergruppe. m]

Satz 1.5.5. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Proof. Sei G = (1) eine zyklische Gruppe und sei {1} # H C G eine Untergruppe. Sei N die kleinste
natuerliche Zahl mit y = 7™V € H. Wir zeigen, dass H von y erzeugt ist. Sei hierzu h = t" € H, dann ist
hyk = "N € H. Es gibt ein k € Z mit 0 < n + kN < N. Aus der Minimalitaet von N folgt n + kN = 0 und
daher h =y, ]

1.6 Normalteiler

Definition 1.6.1. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist die Menge

ker(d) = {g € G: p(g) =1}

Lemma 1.6.2. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern N eine Untergruppe von G mit
der Eigenschaft, dass
gNg™' =N

fiir alle g € G gilt.
Definition 1.6.3. Eine Untergruppe N C G mit der Eigenschaft aus dem Lemma heisst Normalteiler

von G.

Beweis des Lemmas. Es reicht zu zeigen, dass gNg™' C N ist, denn dies gilt dann ja fiir jedes g, also auch
fiir ¢!, also g"!Ng c N. Daraus folgt durch Rechtsmultiplikation mit g, dass Ng c ¢N und hieraus
N c gNg™.

Seialson € N, d.h., ¢(n) = 1. Dann gilt fiir beliebiges ¢ € G:

plgng™) = pPMP(R) ™" = p(1p(Q) ™" = PP = 1,

also ist gng™ € N wie verlangt. O
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Beispiele 1.6.4. e Ist G abelsch, dann ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

e Sei G = Per(3) und H die Untergruppe erzeugt von (1,2). Dann ist H kein Normalteiler, denn mit
dem Element y = (1,3) gilt
(1,277 = 2,3).

o Ist G irgendeine Gruppe, dann ist das Zentrum Z von G stets ein Normalteiler.
Beweis. Seiz € Zund g € G. Dann ist
9zg ' =289 =z€ 7,
also folgt gZg™' = Z. O
e Ist G eine Gruppe und H eine Untergruppe vom Index 2, dann ist H ein Normalteiler.

Beweis. Es gibt genau zwei Linksnebenklassen G = H LI sH, also ist sH = G \ H und ebenso fuer
Rechtsnebenklassen: G = H U Hs, also sH = G \ H = Hs, oder sHs™! = H. Dies gilt fuer jedes s ¢ H
und fuer s € H gilt es sowieso. m|

Satz 1.6.5. Ist N C G ein Normalteiler, so ldsst sich auf der Menge der Nebenklassen G/N genau eine

Gruppenstruktur installieren, so dass die Projektion G — G/N ein Gruppenhomomorphismus ist.

Ist umgekehrt H C G eine Untergruppe mit einer Gruppenstruktur auf dem Nebenklassenraum G/H so dass
die Projektion G — G/H ein Homomorphismus ist, dann ist H ein Normalteiler.

Insbesondere folgt, dass die Normalteiler genau die Kerne von Homomorphismen sind.

Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus Lemma 1.6.2, beweisen wir also die erste. Sei N ein
Normalteiler in G. Wir wollen eine Gruppenstruktur auf dem Nebenklassenraum G/N definieren durch

(aN)(bN) = abN.

Wir zeigen die Wohldefiniertheit: Sei aN = a’N und bN = I’N, so ist zu zeigen, dass abN = a’b’N gilt. Es
gibt 11,1, € N mita’ = an; und b’ = bny. Da N ein Normalteiler ist, gilt

a'b’ = anbny = ab (b n1b) ny € abN,
~——
eN
also folgt a’b’N € abN und aus Symmetriegriinden folgt auch die umgekehrte Inklusion. Die so
definierte Multiplikation definiert eine Gruppenstruktur auf G/N so dass die Projektion G — G/N ein
Homomorphismus ist. Da dieser surjektiv ist, ist die Gruppenstruktur eindeutig bestimmt. m]

Beispiel 1.6.6. Sei G = Z und N = mZ fiir ein gegebenes m € IN. Da G abelsch ist, ist die Untergruppe
N normal. Der Quotient Z/mZ = Z/m ist eine endliche Gruppe der Ordnung m, die von einem
Element, der 1, erzeugt wird.
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Proposition 1.6.7. Sei G eine Gruppe mit Zentrum Z. Ist G/Z zyklisch, dann ist G abelsch.

Beweis. Seia € G, so dass G/Z von der Restklasse [a] erzeugt wird. Sind dann b, ¢ € G mit Restklassen
[b] = [a]" und [c] = [a]", dann ist b = @z und ¢ = a"w mit z, w € Z. Es folgt

be = a"za"w = a"wa"z = cb. ]
Korollar 1.6.8. Sei G eine Gruppe und Z ihr Zentrum. Dann kann die Ordnung von G/Z keine Primzahl sein.

Beweis. Ist ord(G/Z) eine Primzahl, dann ist G/Z nach Satz 1.5.3 zyklisch, dann ist G aber abelsch nach
Proposition 1.6.7, somit also G = Z und damit G/Z = {e}. O

1.7 Homomorphiesitze

Definition 1.7.1. Ein Gruppenhomomorphismus f : G — H heisst Isomorphismus, wenn es einen
Gruppenhomomorphismus g : H — G gibt so dass f o g = Idy und g o f = Idg ist.

Lemma 1.7.2. Ein Gruppenhomomorphismus f : G — H ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die
Abbildung f bijektiv ist.

Beweis. Die Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Umkehrabbildung gibt. Die Aussage des
Lemmas ist also die, dass die Umkehrabbildung automatisch ein Gruppenhomomorphismus ist. Sei
hierzu g : H — G die Umkehrabbildung. Fiir x, y € H gilt

fgxy)) = xy = f(g(x))f(g(y)) = fF(g(0)g(V))

und da f injektiv ist, folgt g(xy) = g(x)g(y), also ist g ein Gruppenhomomorphismus. m]

Satz 1.7.3. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist das Bild eine Untergruppe und f
induziert einen Isomorphismus
G/ ker(f) — Bild(f).

Beweis. Ist x € Bild f, sagen wir x = f(a), dann ist x! = f(a™!) ebenfalls im Bild von f. Sind ferner

x,y € Bild(f), sagen wir x = f(a) und y = f(b), dann ist xy = f(ab) ebenfalls im Bild. Zusammen folgt,
dass das Bild eine Untergruppe ist. Nun ist ker(f) ein Normalteiler, also existiert die Gruppe G/ ker(f)
und wegen f(x) = f(xn) falls n € ker(f), faktorisiert die Abbildung f tiber G/ ker(f), d.h., es existiert
genau eine Abbildung G/ ker(f) — H, so dass das Diagramm

G — G/ ker(f)

HE|

~

f
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kommutiert. Diese Abbildung, nennen wir sie /, ist wegen

h(Ix1ly]) = h([xy]) = f(xy) = f(x) f(y) = K([x]h([y]) ein Gruppenhomomorphismus. Sie ist injektiv, denn
aus h([x]) = h([y]) folgt e = h([x][y]™}) = f(xy~') und daher xy~! € ker(f), so dass

[x] = xker(f) = yker(f) = [y]. Da sie surjektiv auf Bild(f) ist, ist sie der Isomorphismus des Satzes. O

Lemma 1.7.4. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und fiir n € IN sei die n-Torsion von G definiert durch
Gnl:={xeG:x"=1}.
Gilt |G[n]| < n fiir jeden Teiler n der Gruppenordnung |G|, dann ist G zyklisch.

Beweis. Sei N = |G| die Gruppenordnung. Wir machen eine Induktion nach der Anzahl der Primteiler
von N. Fiir N = 1 ist nicht zu zeigen. Ist N = p* fiir eine Primzahl p und k € N, dann ist die Ordnung
jedes Elementes von der Form p!' fiir ein I < k. Es muss nun ein Element der Ordnung p* geben, denn
sonst wire p* = |G| = |G[p* ]| < pF!! Damit ist G zyklisch.

Ist N keine Primzahlpotenz, dann ist N = mn mit teilerfremden Faktoren m, n > 1, die beide weniger
Primfaktoren haben. Es ist klar, dass G[m] N G[n] = {1}, daher ist die Abbildung

Glm] xG[n] - G
(x,y) > xy

ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Da die Ordnungen gleich sind, ist es ein Isomorphismus.
Nach Induktionsvoraussetzung sind die Untergruppen G[m] und G[n] zyklisch, es gibt also Elemente
a,b € G der Ordnungen m und 7, so dass nach Lemma 1.2.4 das Element ab die Ordnung mn = |G| hat, G
also zyklisch ist. ]

Satz 1.7.5. (a) Sind M, N Normalteiler in G so dass M C N, dann ist N/M ein Normalteiler in G/M und
die Projektion induziert einen Isomorphismus

(G/M)[(N/M) = G/N.
(b) Sind M, N Normalteiler in G, dann ist auch N N M ein Normalteiler in G, ferner ist
MN:{mn:meM, nEN}
eine Untergruppe von G und die Abbildung m(M N N) — mN ist ein Isomorphismus

M/M AN = MN/N.

Beweis. (a) Um zu sehen, dass N/M ein Normalteiler ist, sei xM € G/M, dann gilt xNx~! =N, also auch
(xM)NM(xM)~' = NM. Sei ¢: (G/M)/(N/M) — G/N, ¢(xM) = xN. Dann ist ¢ ein



Algebra 16

Gruppenhomomorphismus und wegen xN = N & x € N & xM € N/M ist ¢ injektiv. Surjektiv ist es

SOwieso.

(b) Wegen mnmn; = mm1(m1‘1nm1)n1 ist MN abgeschlossen unter der Multiplikation und wegen

(mn)™' = n'm™! = (n"'m~'n)n~! € MN ist es eine Untergruppe. Die Bijektivitdt der genannten

Abbildung sieht man analog zum obigen ein. m]

Korollar 1.7.6. Allgemeiner gilt: Sind M, N Untergruppen von G und wird N von M normalisiert, d.h. gilt
mNm™ =N
fiir alle m € M, dann ist MN eine Untergruppe von G.

Beweis. Klar. m]

Man kann statt Linksnebenklassen natiirlich auch Rechtsnebenklassen betrachten, sei also H C G eine
Untergruppe und a € G dann ist
Ha = {ha che H}

die Rechtsnebenklasse von a. Genau wie bei den Linksnebenklassen zerféllt G in disjunkte Klassen.

Satz 1.7.7. (a) Eine Untergruppe H von G ist genau dann ein Normalteiler, wenn die Rechts- und
Linksnebenklassen iibereinstimmen, wenn also fiir jedes a € G gilt

aH = Ha.

(b) Sei H eine Untergruppe von G vom Index 2, d.h. die Nebenklassenmenge G/H hat zwei Elemente. Dann
ist H ein Normalteiler.

Beweis. (a) Ist H ein Normalteiler, dann gilt aHa™! = H, woraus durch Multiplikation von rechts mit a
folgt aH = Ha. Die Umkehrung geht umgekehrt.

(b) Sei H eine Untergruppe vom Index 2. Die Gruppe G zerféllt in zwei Linksnebenklassen, H und der
Rest, der dann G \ H ist. Ebenso zerfillt G in zwei Rechtsnebenklasse H und G \ H. Also stimmen die

Rechts- und Linksnebenklassen tiberein. ]

1.8 Sylow-Gruppen

Definition 1.8.1. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. G heisst p-Gruppe, wenn die
Ordnung von G eine p-Potenz ist.

Eine Untergruppe H von G heisst p-Sylow-Gruppe, wenn ord(H) = p¥, k € N und ord(G) = p*m wobei
m teilerfremd zu p ist. Das heisst, die Ordnung von H ist die maximale p-Potenz, die tiberhaupt in G
auftreten kann.
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Beispiel 1.8.2. Ist G = Z/n zyklisch und n = p*m mit k € N und p ¥ m. Dann ist mZ/n = Z/p* die
einzige p-Sylow-Gruppe von G.

Satz 1.8.3. Sei G eine Gruppe der Ordnung p* mit einer Primzahl p und k € N. Dann ist das Zentrum von
G nichttrivial.

Beweis. Betrachte die Klassengleichung

IGI
|GX7'| .

ord(G) = ord(Z) + Z
j=1

Ist einer der Summanden (G : Gy;) gleich 1, dann ist fiir das betreffende x; der Zentralisator Gy, =G,
was soviel bedeutet, dass x; mit jedem x € G vertauscht, also ist x; im Zentrum und das Zentrum ist
|

damit nichttrivial. Wir koennen also annehmen, dass die Summanden % ungleich 1. Da sie die
5

Gruppenordnung teilen miissen, sind sie alle p-Potenzen, also folgt dass p die Summe Y7, % teilt.
Daher muss p auch ord(Z) teilen. ' O

Korollar 1.8.4. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p* fiir ein k € IN. Dann gibt es eine Kette
von Untergruppen
{1}=GOCG1C"'CGk:G,

so dass ord(G;) = p/ gilt und Gj_y ein Normalteiler in G; ist. Also ist Gj/Gj-1 = Z[p eine abelsche Gruppe.

Insbesondere hat G fiir jedes 1 < j < k eine Untergruppe H der Ordnung p/ und es gibt ein Element der
Ordnung p in G.

Beweis. Zundchst machen wir uns klar, dass, wenn die Behauptung fiir einen Normalteiler N von G
und fiir den Quotienten G/N gilt, dann gilt sie fiir G, denn ist Ny C - -+ C N die Kette von N und
(G/N)o C - -+ C (G/N), die Kette von G/N, sowie P : G — G/N die Projektion, dann erfiillt die Kette
Go =Ny, ..., Gk = Ny und G, = P7Y((G/N);) die Bedingung fiir G.

Wir beweisen nun die Behauptung durch Induktion nach k. Fiir k = 0,1 ist nicht zu zeigen. Sei also die
Behauptung fiir alle Ordnungen < p* gezeigt und sei ord(G) = p**'. Da das Zentrum Z von G
nichttrivial ist, gibt es ein Element x # 1 in Z. Sei p/ die Ordnung von x, dann hat y = x*"" die Ordnung
p- Wir verwenden nun den obigen Schluss fiir N = (y). ]

Satz 1.8.5. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p*. Dann ist G abelsch, genauer ist

G=Z/p* oder G=Z[p x Z]p.

Beweis. Das Zentrum Z ist nichttrivial, also ist die Ordnung von G/Z gleich 1 oder p. Das zweite ist
nach Korollar 1.6.8 ausgeschlossen, also G = Z und damit ist G abelsch.
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Hat G ein Element der Ordnung p?, dann ist G zyklisch und wir sind fertig. Andernfalls haben alle
Elemente # 1 die Ordnung p. Sei dann x # 1 irgendein Element und y ein Element von G \ (x). Wir
behaupten, dass die Abbildung

f:Zlp X Zlp = G,
@i,j) > x'y/

ein Isomorphismus ist. Es ist nun allerdings ein Homomorphismus und das Bild enthilt x und y und
damit ist die Ordnung des Bildes grofer als ord({x)) = p. Da die Ordnung des Bildes aber p? teilen
muss, ist sie gleich p? und damit ist f surjektiv. Da die Gruppen G und (Z/p)* die gleiche Ordnung
haben, ist f auch injektiv. ]

Definition 1.8.6. Sei G eine Gruppe. Es gebe eine natiirliche Zahl N so dass xV = 1 fiir jedes x € G gilt.
Dies ist zum Beispiel der Fall wenn G endlich ist. Die kleinste natuerliche Zahl N, fuer die dies der Fall

ist, heisst der Exponent von G.
Beispiel 1.8.7. Die Gruppe G = H}'il 72 ist eine unendliche Gruppe vom Exponenten 2.

Lemma 1.8.8. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und p eine Primzahl, die die Gruppenordnung teilt. Dann
enthiilt G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Sei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten N. Wir zeigen, dass dann die
Gruppenordnung eine Potenz von N teilt. Sei b € G ein nichttriviales Element und sei H die zyklische
Gruppe erzeugt von b. Wegen bN = 1 ist die Ordnung k von b ein Teiler von N und N ist auch ein
Exponent von G/H. Nach Induktion teilt die Ordnung von G/H eine Potenz von N und wegen

|G| = |H||G/H] gilt das auch fiir die Ordnung von G.

Wir folgern nun, dass die abelsche Gruppe G mit p | ord(G) ein Element x haben muss mit Ordnung p*m
fiir ein k € IN. Ware dies nicht der Fall, hitten alle Elemente Ordnungen teilerfremd zu p und deren
Produkt wére ein Exponent teilerfremd zu p, was aber der Tatsache, dass die Gruppenordnung eine
Potenz des Exponenten teilt, widerspricht.

Habe also das Element x die Ordnung p*m mit p ¥ m. Dann hat y = 7 die Ordnung p. m|

Satz 1.8.9 (Sylow). Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

(a) G enthiilt eine p-Sylow-Gruppe. Genauer ist jede p-Untergruppe H von G in einer p-Sylowgruppe
enthalten.

(b) Alle p-Sylow-Gruppen von G sind zueinander konjugiert.

(c) Fiir die Anzahl s der p-Sylow-Gruppen gilt

slord(G), s=1 mod (p).
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Beweis. Wir zeigen die Existenz einer p-Sylowgruppe durch Induktion nach der Ordnung von G. Ist
p = ord(G) sind wir fertig. Sei also ord(G) = p*m mit p t m. Ist H eine Untergruppe mit Index (G : H)
teilerfremd zu p, dann ist jede p-Sylow-Gruppe von H schon eine von G und wir sind fertig nach
Induktion. Wir kénnen also annehmen, dass jede echte Untergruppe einen Index hat, der von p geteilt
wird. Die Klassengleichung sagt

pim = ord(Z) + ) (G Gy),

j=1

wobei Z das Zentrum von G ist und die x; Vertreter der nichttrivialen Konjgationsklassen. Die
Summanden rechts werden nach Voraussetzung alle von p geteilt, damit auch ord(Z). Nach Lemma
1.8.8 enthélt Z ein Element z der Ordnung p. Sei dann S eine p-Sylow-Gruppe von G/ (z) und sei
P: G — G/ (z) die Projektion. Dann ist P71(S) eine p-Sylow-Gruppe von G. Es gibt also eine
p-Sylow-Gruppe.

Sei nun S die Menge aller p-Sylow-Gruppen in G. Dann operiert G durch Konjugation auf S. Sei P € S
und sei Gp der Stabilisator von P in G. Sei Sy = G.P das Orbit von P und sei H C G eine nichttriviale
p-Gruppe. Dann operiert H auf dem Orbit Sy durch Konjugation und die Bahnengleichung sagt

N
G H
Gl gy

- 7
IGpl ~ |Hp,|

wobei die P, durch ein Vertretersystem der H-Orbiten laufen. Da P C Gp, wird der Index (G : Gp) nicht
von p geteilt. Da |H| eine p-Potenz ist, sind alle % Potenzen von p, also muss fiir ein v schon H = Hp,
gelten. Also normalisiert H schon P,. Daher ist dann HP, eine Untergruppe von G mit P, als

Normalteiler. Nach dem Homomorphiesatz folgt HP, /P, = H/H N P, so dass
|HPV| = |Pv| |HPV/PV| = |Pv| |H/anv|

eine p-Potenz ist. Da aber |P,| schon die maximal mogliche p-Potenz ist, folgt HP, = P,, also H C P,.
Damit ist (a) gezeigt. Gleichzeitig ist aber gezeigt, dass jede p-Gruppe H in einer P, enthalten ist.
Wendet man dies auf H = Q eine andere p-Sylow-Gruppe an, folgt wegen der Maximalitdt von Q, dass

Q = P, sein muss, also sind alle p-Sylow-Gruppen in einem Orbit, sind also alle zueinander konjugiert.
Die Anzahl s der p-Sylow-Gruppen ist dann gleich (G : Gp) und damit ein Teiler von ord(G).
Zum Schluss liefert die Bahnengleichung fiir H = P

P P
P P

— 1S = ! A0
SI=15 iPr]

P.P,#P.P

Jedes Pp, rechts muss eine echte Untergruppe von P sein, denn sonst wére P C P, nach obiger

Argumentation. Also ist jeder Index % durch p teilbar , somit also s = % =1 mod p. m]
Py

Definition 1.8.10. Eine Gruppe G heisst einfach, wenn sie keinen echten Normalteiler hat, also

keinenNormalteiler ausser {1} und G.

Beispiele 1.8.11. e Z/p ist einfach, wenn p eine Primzahl ist, denn diese Gruppe hat nicht einmal
eine echte Untergruppe.
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e Die Gruppe A, der geraden Permutationen in Per(n) ist einfach, falls n > 5.

Korollar 1.8.12. Sei G eine Gruppe der Ordnung pq fiir Primzahlen p > q. Dann ist die p-Sylow-Gruppe ein
Normalteiler, die Gruppe G also nicht einfach.

Beweis. Die Anzahl der p-Sylow-Gruppen s teilt die Gruppenordnung, also ist p = 1, g, p, pg und es gilt
s = 1(p), so dass nur noch s = 1 in Frage kommt. Daher gibt es nur eine p-Sylow-Gruppe P. Da fiir g € G
auch gP¢™! eine p-Sylow-Gruppe ist, folgt gPg™! = P, also ist P ein Normalteiler. O

1.9 Kommutatoren

Definition 1.9.1. Sind 4, b Elemente einer Gruppe G, so sei

[a,b] = aba~ b
der Kommutator von a und b. Sei [G, G] die Gruppe, die von allen Kommutatoren erzeugt wird, sie
wird die Kommutatorgruppe genannt.

Die Kommutatorgruppe ist genau dann trivial, wenn die Gruppe G abelsch ist.

Proposition 1.9.2. Die Kommutatorgruppe [G, G] ist ein Normalteiler von G. Der Quotient G/[G, G] is abelsch
und [G, G] ist der kleinste Normalteiler mit abelschem Quotienten. Andersherum ist G/[G, G] der groesste
abelsche Quotient von G und wird daher die Abelisierung der Gruppe G genannt und G geschrieben.

Beweis. Sind a,b € G und ist ¢ : G — H irgendein Gruppenhomomorphismus, so ist das Bild

¢([a,b]) = plaba~'b™) = p@PL)P@) " G(B) " = [P(a), P(b)]

wieder ein Kommutator. Ist daher ¢ : G — G, x — gxg™?, so folgt, dass ¢[G, G]g™! € [G, G] und damit ist
[G, G] normal. Ist N irgendein Normalteiler mit abelschem Quotienten G/N uns sei ¢ : G — G/N der

entsprechende Gruppenhomomorphismus. Dann ist, da G/N abelsch ist, ¢([a, b]0 = [¢p(a), p(b)] = 1, also
liegt [G, G] im Kern von ¢, mit anderen Worten [G, G] C N, wie verlangt. |

Definition 1.9.3. Sei G eine Gruppe. Fuer beliebige Teilmengen A, B C G sei [A, B] die Untergruppe
erzeugt von allen Kommutatoren [4, b] mita € A und b € B.

Lemma 1.9.4. Sei G eine Gruppe, Go = G und Gjy1 =[G, G;] fuer j = 0,1,.... So folgt Go O G1 D ... und jede
Gruppe G;j ist ein Normalteiler in G. Die Gruppe G;/Gj1 liegt im Zentrum von G/G 1.

Eine Gruppe G heisst nilpotent, falls G, = {1} fuer ein n € IN gilt.

Beweis. Es gilt Gop D G1 und induktiv folgt aus G;-1 O G;j schon G; = [G, Gj-1] D [G, G/] = Gj41. Ferner ist

Go ein Normalteiler und ist G; ein Normalteiler, so gilt fuer ¢ € G, dass
ng+1g‘1 =gl[G, Gj]g_l =[G, gG]‘g_l] =[G, Gjl = Gjs,

also ist auch Gj;; ein Normalteiler und induktiv sind’s dann alle. Wegen [G, G; C Gj41 ist G; zentral
modulo Gj1. m]
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Lemma 1.9.5. Ist Z eine zentrale Untergruppe von G, dann gilt

G nilpotent &  G/Z nilpotent.

Proof. Homomorphe Bilder von nilpotenten Gruppen sind immer nilpotent, daher folgt “=". Sei also
G/Z nilpotent. Da ¢ surjektiv ist, folgt ¢(G;) = (G/Z);. Ist nun etwa (G/Z), = {1}, so folgt ¢(G,) = 1, also
Gn € Zund da Z zentral ist G,+1 = [G, G,] C [G, Z] = 1, so dass auch G nilpotent ist. |

Beispiele 1.9.6.
Abelsche Gruppen sind nilpotent.

Sei K ein Koerper, sei n € IN und sei G die Gruppe aller oberen Dreieckmatrizen in M,,(K) mit Einsen auf
der Diagonale. Dann ist G nilpotent, denn G; ist genau die Untergruppe aller Matrizen mit Nullen auf
den ersten j Nebendiagonalen (Uebungsaufgabe).

Proposition 1.9.7. Sei p eine Primzahl. Dann ist jede endliche p-Gruppe nilpotent.

Beweis. Induktion nach der Ordnung. Ist |G| = 1 dann ist G abelsch also nilpotent. Ist |G| = pk+1, dann
hat G ein nichttriviales Zentrum Z, also |Z| = p/ fuer ein j € IN. Damit ist G/Z eine Gruppe der Ordnung
P17 und nach Induktionsvoraussetzung koennen wir G/Z als nilpotent voraussetzen, so dass nach
Lemma 1.9.5 auch G nilpotent ist. m|

Lemma 1.9.8. Sei G eine Gruppe und seien M, N C G Normalteiler mit
G = MN, MNN=1.

Dann ist die Abbildung M X N — G, (m, n) — mn ein Isomorphismus.

Iterativ stellt man fest: Sind Ny, . .., Ny Normalteiler mit
N]' N (Nj” Nk) =1
fuer1 < j<kund G = Nj--- Ny, dann ist das Produkt ebenfalls direkt, also G = N1 X - -+ X N.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Elemente von M und N miteinander kommutieren. Seien also m € M

und n € N. Esistmnm™ € N und nm~'n"! € M. Multiplizieren wir den ersten von rechts mit 7™}, so folgt
[m,n] = mnm~'n"! € N. Multiplizieren wir den zweiten von lin=ks mit m, folgt [m, n] = mnm™'n"1 € M,
also liegt der Kommutator [m, n] in M N N =1, also [m,n] = 1 oder mn = nm. O

Definition 1.9.9. Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Die Menge N(U) aller g € G mit
gug™ =U
wird der Normalisator von U genannt.

Der Normalisator ist genau dann gleich ganz G, wenn U ein Normalteiler ist. Der Normalisator ist stets
eine Untergruppe zwischen U und G und U ist normal in N(U).
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Satz 1.9.10. (a) Ist G eine nilpotente Gruppe, U eine echte Untegruppe und N(U) ihr Normalisator. Dann
ist N(U) echt groesser als U.

(b) Endliche nilpotente Gruppen sind direkte Produkte von p-Gruppen.

Beweis. (a) Sei G = Gy D G D -+ D G, = 1 die Kommutatorreihe. Dann gibt es einen Index mit G; ¢ U
und Gj;1 C U. Da G; zentral modulo Gy ist, folgt [g,u] € Gj41 C U fuer alle g € G;, u € U, was
impliziert Gj;1 € N(U).

(b) Sei G eine endliche Gruppe und sei P eine p-Sylow-Gruppe. Sei P C N(P) C G der Normalisator von
P. Dann ist P die einzige p-Sylowgruppe von N(P) und daher muss P unter allen Automorphismen von
N(P) bewahrt bleiben. Ist damit g ein Element des Normalisators von N(P), also g € N(N(P)), dann folgt
¢P¢™! = P und damit schon ¢ € N(P), das heisst der Normalisator der Gruppe N(P) ist N(P) selbst. Ist
nun G nilpotent, so folgt nach Teil (a) dass dann N(P) die ganze Gruppe G sein muss. Damit hat G nur
eine einzige p-Sylow Gruppe. Dies gilt fuer jedes p und es folgt aus Lemma 1.9.8, dass das Produkt H
der p-Sylowgruppen direkt sein muss. Dieses Produkt hat aber ebensoviele Elemente wie G selbst. O

Definition 1.9.11. Eine Gruppe G heisst aufloesbar, wenn eine Reihe von Untergruppen
G=UyoU;o---2U, =1

gibt so dass Uj;1 normal in U; ist und U;/U}; abelsch.

Beispiele 1.9.12.
Nilpotente Gruppen sind aufloesbar.

Die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in M,,(K) ist aufloesbar.

Satz 1.9.13. (a) Sei GO = G und induktiv GU*V =[GV, GW]. die Gruppe G ist genau dann aufloesbar,
wenn G™ =1 fuer ein n € N gilt.

(b) Bilder und Untergruppen aufloesbarer Gruppen sind aufloesbar.

(c) Sei N ein Normalteiler in G. Die Gruppe G ist genau dann aufloesbar, wenn N und G/N aufloesbar sind.

Beweis. (a) Sei G aufloesbar und G = Uy > U; D --- D U, = 1 eine Reihe von Untergruppen so dass
U;/Uj.1 abelsch ist. Das bedeutet, dass jeweils [U}, U;] C Uj1 gilt. Wir zeigen induktiv, dass dann
GY c U, gilt. Fuer j = 0 ist dies klar. Sei es fuer j bewiesen, dann folgt

GU*D = [GY),GW] c [U;, U] € Ujsr.

(b) Sei U C G eine Untergruppe einer aufloesbaren Gruppe G. Wir zeigen induktiv U? ¢ G7). Fuer j =0
ist dies klar und aus U c GO folgt UU*D = [UW, UD] c [GW,GWV] = GU*D. Damit ist auch U aufloesbar.
Ist ¢ : G — H surjektiv, so folgt ebenso induktiv, dass ¢(G) = H) und damit ist H aufloesbar.
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(c) Ist G aufloesbar, dann sind N und G/N aufloesbar nach Teil (b). Seien umgekehrt N und G/N
aufloesbar. Da G/N aufloesbar, gibt es ein 1 so dass G® C N gilt. Damit folgt dann induktiv
G"+h « N® und da N aufloesbar ist, muss auch G aufloesbar sein. ]

1.10 Semidirekte Produkte

Aus Lemma 1.9.8 wissen wir, dass aus G = MN mit Normalteilern M, N und M N N = {1} folgt
G = M X N. Jetzt schwaechen wir die Bedingung ab, indem wir nur von einer der beiden Untergruppen

die Normalteilereigenschaft verlangen.

Lemma 1.10.1 (Semidirektes Produkt). Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe und N ein Normalteiler von
G. Gilt G=NUund NN U =1, dann ist die Abbildung ¢ : N X U — G bijektiv. Auf der Menge N x U
definiert die Vernknuepfung

(n,u)(m, u1) = (n - unyu™, uuy)

eine Gruppenstruktur so dass ¢ ein Isomorphismus wird.

Man sagt in diesem Fall, dass G das semidirekte Produkt von N und U ist, Schreibweise:
G=Nx>xU
Merke: Der Fisch schwimmt vom Normalteiler zum Quotienten.
Beweis. Ist nu = n’u’, dann folgt u(u’)™ =n~'n’ e NNU =1, also u = v’ und n = n’ und die Abbildung
ist injektiv. Surjektiv war sie eh schon. Es gilt nun

_ . -1, _ . -1
7 7 y .
¢(n, u)p(ny, ur) = nuniuy = n - unu uuy = o - unyu, uuy)

eN eu

Wegen der Bijektivitaet von ¢ definiert die Vorschrift damit eine Grupppenstruktur, die ¢ zum

Isomorphismus macht. m|

Definition 1.10.2. Eine Sequenz von Gruppenhomomorphismen
aA%Btc
heisst exakt and der Stelle A, wenn Bild(«) = ker(f) gilt. Insbesondere gilt dann o a = 1.

Lemma 1.10.3. Sei die Sequenz
1-N5Sc5 051

ueberall exakt. Ein Gruppenhomomorphismus s : Q — G heisst Schnitt zu g, falls p o s = Idg. Existiert ein

solcher Schnitt, sagt man, die Sequenz spaltet.
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Dann gilt: Jede Spaltung induziert einen Isomorphismus G = N >~ Q und umgekehrt, d.h. ist G das semidirekte
Produkt, so gibt es eine spaltende Sequenz.

Beweis. Sei s eine Spaltung der Sequenz und betrachte die Abbildung ¢ : N X Q — G, (1, q) + ns(q). Sei
U = s(Q), wir zeigen N N U = 1. Sei hierzu x € N N U, also x = s(g) fuer ein g € Q und x = a(n) fuer ein
n € N.Da f o a =1, andererseits s aber ein Schnitt ist, folgt 4 = (s(7)) = f(a(n)) = 1, also ist auch x = 1.
Die Behauptung folgt. ]

Lemma 1.10.4. Sind N, Q Gruppen und operiert Q auf N durch Gruppenhomomorphismen, (q,n) = q*n,
dann definiert die Verknuepfung
(n,q)(n1,q1) = (- g * m, qq1)

eine Gruppenstruktur auf G = N X Q, die diese Gruppe zu einem semi-direkten Produkt macht. Die Abbildungen
a:N->Gn—nl),:G—Q, (ng)—qunds:Q — G,qw— (1,q) definieren eine spaltende exakte
Sequenz:

p

—

1 N—5G

Beweis. Zunaechst muss man die Gruppenaxiome nachrechnen. Wir machen das mal mit der
Assoziativitaet. Seien a = (n,4),b = (n1,41), ¢ = (12, 42) € G. Dann gilt

(ab)e = [(n, q)(m, q1)1(n2, q2)
= (n(g * m1),9q1)(n2, q2)
= (n(q * m)(@q1) * n2 , q7192)
= (n(q +m)(* (g1 % 12)) , G192)
= (n(g* (@ m2) , gq142)
= (n,q)(n1(q1 * n2) , 192)
= (n,q)(m(q1 * n2) , ¢192)
= a(bc).

Das neutrale Element ist (1,1) und das Inverse zu (1,4) ist (g7 * n™!),g7!). Der Rest ist klar. O

Beispiel 1.10.5. Die Diedergruppe D,, der Ordnung 2 ist isomorph zum semidirekten Produkt
(Z/nZ) < {+1}, wobei +1 auf Z/nZ durch Multiplikation operiert.

Satz 1.10.6. Seien p < q Primzahlen und G eine Gruppe der Ordnung pq. Gilt ¢ #1 mod p, dann ist G
zyklisch. Andernfalls ist G entweder zyklisch oder isomorph zum semidirekten Produkt (Z./qZ) = (Z/pZ),
wobei die Operation von Z[pZ. auf Z./qZ. nichttrivial ist. Alle diese semidirekten Produkte sind isomorph.

Proof. Istq #1 mod p, so seien s, und s, die Anzahl der p- und g-Sylowgruppen von G. Es gilt dann
splgunds, =1 mod p, so dass s, = 1 folgt. Ebenso gilt s, | pund s; =1 mod g. Wegen g > p muss
dann auch s; = 1 sein. Aus Anzahlgruenden G das Produkt seiner Sylowgruppen und nach Lemma
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1.9.8 ist G isomorph zum direkten Produkt welches nach dem chinesischen Restsatz wiederum zyklisch

ist.

Betrachte nun den Fall g =1 mod p. Die Anzahl der g-Sylowgruppen ist wieder 1, also ist die
g-Sylowgruppe N ein Normalteiler. Die Anzahl der p-Sylowgruppen ist ein Teiler von g also gleich 1
oder 4. Im ersten Fall ist G wie oben zyklisch. Im zweiten Fall sei U eine p-Sylowgruppe. Da die
Ordnungen von N und U teilerfremd sind, folgt N N U = 1. Dann ist die Abbildung N x U — G,

(n, u) = nu injektiv und weil beide Seiten die gleich Ordnung haben, auch surjektiv, so dass G = NU
gilt. Damit gilt G = N > U mit einer nichttrivialen Operation, denn U ist kein Normalteiler, also G nicht
abelsch. Die Operation ist gegeben durch einen Gruppenhomomorphismus ¢ : U — Aut(N) = [F,
wobei IF; der Koerper mit g Elementen ist. Die Gruppe IFy ist nach Satz 3.8.1 zyklisch, hat also genau
eine Untergruppe A der Ordnung p. Ist ¢ nichttrivial, muss Bild(¢) = A sein. Je zwei solche
Homomorphismen ¢, ¢’ erfuellen ¢’ = ¢ o a mit a € Aut(U). Die zugehoerigen semidirekten Produkte
sind isomorph vermoege der Abbildung

N ><1¢/ U Id_><0)( N ><1¢ LI,
wie man direkt nachrechnet. m]

Korollar 1.10.7. Sei p eine ungerade Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung 2p, dann ist G entweder
zyklisch oder eine Diedergruppe.
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2 Ringe

2.1 Definition

Definition 2.1.1. Ein kommutativer Ring mit Eins ist eine abelsche Gruppe (R, +) mit einer weiteren
Verkniipfung X, die assoziativ ist,
(ab)c = a(bc)

und kommutativ
ab = ba

und das Distributivgesetz erfiillt:
a(b+c) = ab +ac.

Ferner existiert ein Element 1z € R mit

lra=a

fur jedes a € R. Dieses Element ist dann eindeutig bestimmt und wird 1 geschrieben.

Wenn wir im Folgenden Ring schreiben, meinen wir immer einen kommutativen Ring mit Eins.

Ein Ring ist also dasselbe wie ein Korper, bis auf die Tatsache, dass nicht jedes Element # 0 invertierbar

sein muss.

Beispiele 2.1.2. e (N, +, x) ist kein Ring, da es keine inversen Elemente der Addition gibt.
o (M,(K), +, x) ist kein kommutativer Ring fiir n > 2, da Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist.
e Jeder Korper ist ein Ring.

e Zist ein Ring, der kein Korper ist.

Der einfachste Ring ist der Nullring N = {0}. In diesem Ring gilt 0 = 1. Ist R ein Ring, indem 0 = 1
gilt, dann ist R der Nullring, denn fiir a € R gilt

a=la=0=(01-1ja=a-a=0.

Seia = V2 € R. Dann gilt a® = 2. Wir definieren

Z[V2] = {k+1a k1 e Z).

Wegen (k + la)(m + na) = km + 2In + (kn + Im)a ist Z| V2] ein Unterring von R.

Der Gaufssche Zahlring ist definiert als

Zli| ={a+bi:abeZ|cC.



Algebra 27

e Ist R ein Ring, dann definiert man den Polynomring R[x] genau wie im Korperfall. Elemente sind
formale Ausdriicke der Form

ag + -+ a,x"
und die Multiplikation ist definiert durch

(ao+---+anx™) o+ +bux™) = o+ -+ - + Cpenx™"",

wobei ¢ = )., ;- aibj. Insbesondere kann man also den Ubergang von einem Ring zum

Polynomring wiederholen und erhilt den Polynomring in mehreren Unbekannten,
R[Xq,..., X].

Die Elemente dieses Rings sind formale Ausdriicke der Form

Z c. X%,

a

wobei a durch INj lduft, ¢, € R ein Koeffizient ist, der nur fiir endlich viele a nicht Null ist und
Xa — X;hxgz . Xftr

ist.

e Im Polynomring R[x] gilt
(g +ar1x + -+ +a,xX")(bg + bix + -+ + by x™) = cg + c1x + -+ - + Cpa X,

wobei ¢y = agby, c1 = apby + a1bp und allgemein
Cr = Z Clib]'.
i+j=k

Also hiangt der Koeffizient c; nur von den Koeffizienten ay, . .., a; und by, . . . by ab und nicht von
denen hoheren Grades. Dasselbe gilt fiir die Addition. Also kann man Addition und
Multiplikation des Polynomrings R[x] auch auch die Menge aller Koeffizientenfolgen (ag, a1, . ..)
ausdehnen, die nicht notwendigerweise endlich sind. Alternativ kann man diese Menge

RMNo = Abb(Ny, R) auch als Menge aller formalen Reihen

(o]
)
5o

j=0

beschreiben. Der so entstehende Ring wird der Ring der formalen Potenzreihen genannt und als

RI[x]]

geschrieben.

e Statt nur endlich vieler Unbestimmten, kann man auch Polynomringe in beliebig vielen
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Unbestimmten betrachten. Ist I eine Indexmenge, so sei
Rlx;:i€el]

der Ring aller formalen Ausdruecke der Form
Z CiXiy ** Xigy
i€l

wobei ¢; € R und die Summe endlich ist, d.h., fast alle ¢; sind Null, die Summe laeuft ueber alle
k € N und alle i € I*. In dieser Beschreibung ist zugelassen, dass i, = i, fuer v # p.

e Sei p eine Primzahl und sei Z,) die Menge aller rationalen Zahlen § € Q fiir die der Nenner b zur
Primzahl p teilerfremd ist, also von p nicht geteilt wird. Dies ist ein Unterring von Q.

e Fir m € N ist die Menge Z/m der Restklassen {0, 1,2, ..., m — 1} mit Addition und Multiplikation
a@b = Restvona + b modulo m,
a - b = Rest von ab modulo m
ein Ring, den wir ebenfalls mit Z/m bezeichnen.

Definition 2.1.3. Ein Element 0 # a € R eines Rings heifit invertierbar oder Einheit des Rings, wenn es
ein b € R gibt mit ab = 1. Die Menge R* der invertierbaren Elemente ist eine abelsche Gruppe bzgl. der
Multiplikation. Ein Ring R ist genau dann ein Kérper, wenn R* = R \ {0} gilt.

Beispiele 2.1.4. e Die Einheiten von Z sind +1.

e Sei K ein Kérper und sei R = K[x] der Polynomring. Die Einheiten von R sind genau die
konstanten Polynome # 0.

e Die Einheiten des Rings R = Z[ V-5] sind genau die Zahlen 1 und -1.

Beweis. Seiena,b € Rmitab =1. Daa,b € C ist, gilt diese Gleichung auch dort, also ist auch

1 = |abP = |aP|b. Damit gilt [a]* < 1 oder |b]* < 1. Nehmen wir |a|?> < 1 an. Sei a = k + il /5, dann ist
lal*> = k* + 51> und da k,1 € Z, folgt | = 0 und a = k = +1. Damit ist auch b = +1 und die
Behauptung ist gezeigt. O

e Die Einheiten des Rings Z/m sind genau die Zahlen 1 < x < m — 1, die zu m teilerfremd sind. Dies
zeigt man mit Hilfe der Division mit Rest (Ubungsaufgabe!)

Definition 2.1.5. Ein Element a # 0 eines Rings R heifst Nullteiler, falls es ein b # 0 gibt mit ab = 0.

Ein Ring R mit 0 # 1 heifst nullteilerfrei, oder integer, oder auch Integrititsring, falls gilt
ab=0 = a=0oderb=0.

Bemerkung 2.1.6. Der Begriff des Nullteilers beif$t sich mit der Teilbarkeitsrelation in Definition 2.4.1,
denn demnach gilt a | 0 fuer jedes a € R, auch wenn a kein Nullteiler ist. Der Grund wird sein, dass man

frueher Teilbarkeit anders definiert hat, dann aber aus Praktikabilitaetsgruenden zur heutigen
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Definition gefunden hat, wobei der Nullteiler hinten runtergefallen ist. Wir werden mit dieser
Widerspruechlichkeit leben muessen.

Beispiele 2.1.7. e Der Nullring ist kein Integritatsring.
o Korper sind Integritdtsringe.

Jeder Unterring eines Integritdtsrings ist ein Integritdtsring. So ist zum Beispiel Z[ V-5] ein

Integritatsring, da er ein Unterring des Korpers C ist.

Z ist ein Integritdtsring.

Z./m ist genau dann ein Integrigtétsring, wenn m eine Primzahl ist.

Sind R, S Ringe, dann ist auch das kartesische Produkt R X S ein Ring, indem man die
Operationen Komponentenweise definiert. Das Nullelement ist (0, 0) und die Eins ist (1, 1). Dieser
Ring ist kein Integritdtsring, auch wenn R und S welche sind, denn es gilt

(0,1)-(1,0) = (0,0).

Satz 2.1.8. Ist R ein Integrititsring, dann auch der Polynomring R[x].

Beweis. Seien f, g € R[x], beide # 0. Wir zeigen fg # 0. Sei dazu

fx)=ap+---+a,x",

g(x)=bo+ -+ byx"
mit a, # 0 # b,,. Dann gilt
f(x)g(x) =Ct--+ Cm+nxm+nr
wobei ¢, = ), i=k a;b;. Insbesondere ist dann ¢+, = a,b,; # 0, da R ein Integritétsring ist. a

Definition 2.1.9. Seien R, S Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung ¢ : R — S so dass

e ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus (R, +) = (S, +),
.« o) =1,
o $(ab) = P@)P().
Beispiele 2.1.10. e Die Inklusionen Z — Q < R < C sind Ringhomomorphismen.

e Sei m € IN. Die Projektion Z — Z./m, die a € Z auf den Rest modulo m wirft, ist ein
Ringhomomorphismus.

e Ist R = K[x] ein Polynomring und ist @ € K. Dann ist die Abbildung 0, : K[x] — K, die f(x) auf
f(a) schickt, ein Ringhomomorphismus.
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2.2 Ideale

Definition 2.2.1. Sei R ein Ring (kommutativ mit Eins). Ein Ideal in R ist eine Teilmenge I C R mit den
folgenden Eigenschaften

e [ ist eine additive Untergruppe von R und

e istr € Runda € I, dann ist ra € I. Kurz geschrieben lautet diese Bedingung

RICL

Proposition 2.2.2. (a) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist ker(¢) = {x ER:p(x) = 0} ein
Ideal.

(b) Ist K ein Korper und ist R ein Ring, der nicht der Nullring ist, dann ist jeder Ringhomomorphismus

¢ : K — R injektiv. Insbesondere ist jeder Homomorphismus zwischen Korpern injektiv.

Beweis. (a) Da ¢ ein additiver Gruppenhomomorphismus ist, ist der Kern eine Untergruppe. Sei also
a € [ und r € R. Dann folgt ¢(ar) = ¢p(a)p(r) = 0p(r) = 0, also ist ar € 1.

(b) Da R nicht der Nullring ist, gilt (1) = 1 # 0 und daher ist der Kern von ¢ nicht ganz K. Das einzige
andere Ideal, das K hat, ist {0}. Damit ist ¢ injektiv. m|

Beispiele 2.2.3. e 0 und der ganze Ring R sind Ideale.
e Seil C R ein Ideal. Enthilt I ein invertierbares Element, so ist I = R.

e Istr € R, so ist die Menge
TR = {rx 1X € R}

ein Ideal. Ein solches Ideal nennt man Hauptideal. Manche Autoren schreiben auch (a) fiir aR.

e Ista € R, so ist die Menge
Ann(a) := {r €ER:rma= O}

ein Ideal, genannt der Annullator von a.

Definition 2.2.4. In der Regel ist nicht jedes Ideal ein Hauptideal. Ein Hauptidealring ist ein Ring R, der

(a) integer ist und in dem
(b) jedes Ideal ein Hauptideal ist.

Beispiele 2.2.5.

o Jeder Korper K ist ein Hauptidealring, denn er hat nur zwei Ideale, {0} = 0K und K = 1K.

e Zist ein Hauptidealring.
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Beweis. Seil C Z. ein Ideal. Ist I N IN = (), dann ist auch I N (—IN) = @ und daher [ = {0} = 0Z. Ist
I'NIN # 0, dann gibt es eine kleinste nattirliche Zahl m € I. Wir behaupten, dass I = mZ. Klar ist
mZ. C 1. Sei also k € I, dann existiert ein p € mZ so dass 0 < k — p < m. Da m minimal in ] N IN ist,
folgtk—p =0,alsok =p € mZ. ]

e Ist K ein Korper, so ist der Polynomring R = K[x] ein Hauptidealring.

Beweis. Seil # 0 ein Ideal und sei g € I \ {0} ein Polynom von minimalem Grad. Sei f € I beliebig,
dann ist grad(f) > grad(g), also existieren nach der Division mit Rest Polynome g, r mit

f=aqg+r
und grad(r) < grad(g). Dannist r = f — g¢ € [ und da der Grad von g minimal war, ist » = 0, also
f=g89€gR. O
e Sei K ein Kérper. Der Polynomring R = K[x, y] ist kein Hauptidealring.

Beweis. Betrachte das Ideal
I=xR+yR.

Erstens ist I # R, denn kein Polynom in I hat einen konstanten Term. Angenommen: I ist ein
Hauptideal, also etwa I = fR, dann gibt es g mit fg = x, woraus f € K[x] folgt, da die Variable y
nicht vorkommt. Ebenso gibt es i mit fh = y, also f € K[y], so dass f € K[x] N K[y] = K, also muss
f konstant sein. Da I # 0ist f € K\ {0} = K*, es gibt also ein f’ mit ff’ =1, also ist 1 € I und somit
I = R, ein Widerspruch! m]

e Der Ring R = Z[ V-5] ist kein Hauptidealring. Der Beweis hierzu wird auf spéter verschoben.

Definition 2.2.6. Ein Integritdtsring R heifst euklidischer Ring, falls es eine Abbildung 6 : R\ 0 — Ny

gibt, so dass zu je zwei a,b € R \ {0} zwei Elemente g, 7 € R existieren mit
a=bqg+r

und 7 = 0 oder 6(r) < 6(b). Man nennt 6 die Gradabbildung des euklidischen Rings.

Proposition 2.2.7. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Seil # 0 ein Ideal und sei ¢ € I \ {0} ein Element von minimalem Grad, also 6(¢) minimal unter
allen 6(f) mit f € I\ {0}. Da g € I, folgt () C L. Sei f € I beliebig, dann ist also 0(f) > 6(g), also existieren

Elemente g, r mit
f=aqg+r
und 6(r) < 6(g). Dannist ¥ = f — gg € I und da der Grad von g minimal war, ist r = 0, also
f=81€(9 =
Beispiele 2.2.8. e Z ist ein euklidischer Ring mit 6(k) = [k|.

e Sei K ein Korper, dann ist der Polynomring K[x] euklidisch mit 6(f) = grad(f).
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e Der Ring R = Z[i] = Z & Zi aller komplexer Zahlen m + ni mit m,n € Z ist ein euklidischer Ring
mit

S(m +ni) =m? +n?, also 06(z) =z =2z

Beweis. Beachte zundchst, dass die Funktion 6 auf ganz C definiert ist und mutliplikativ ist, d.h.,
tiir z, w € C gilt stets
o(zw) = 6(2)0(w).

Wir stellen fest, dass fiir jedes z € C der Abstand zum néchsten Punkt c € R stets < - ist.

V2
[ [ ® { [ ]
® Z
@ @ L L 4 @
[ ] [ ] ® { [ ]

Mit anderen Worten, zu jedem z € C existiert ein c € R mit 6(z — c) < % Seien nun a = m + ni und
b=k+liin Z[i] \ {0} und sei z = § € C. Dann existiert also ein ¢ € Z[i] mit 6(z — ¢) < % Setze
r =a—bc € R. Dann ist

am:amdg—Qsmw%<am

Damit ist R = Z[i] ein euklidischer Ring, also insbesondere ein Hauptidealring. m|

Definition 2.2.9. Sei R ein Hauptidealring und seien a,b € R. Ein grofiter gemeinsamer Teiler ggT(a, b)
ist ein Erzeuger des Ideals aR + bR. Ein ggT ist bis auf Multiplikation mit einer Einheit eindeutig
festgelegt.

Beispiel 2.2.10. In R = Z ist 5 ein ggT von 10 und 15.

Beweis. 5 teilt 10 und 15, also folgt 10Z + 15Z C 5Z.. Andererseits ist 5 = 15 — 10, liegt also in
10Z + 15Z. |

Proposition 2.2.11. In einem euklidischen Ring (R, 0) kann man die Koeffizienten x, y, also einen ggT von a
und b wie folgt berechnen: Man schreibt a = ry und b = rq und

a=ry=q111 + 12

mit 6(r2) < O(r1). Dann

1 =(oty + 13
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mit 8(r3) < 0(r2) und so fort. Der allgemeine Schritt ist

Tn-1 = GuTn + Tnt1

mit 8(tp+1) < 8(rn). Da die 6(r,) immer kleiner werden, erreichen sie irgendwann die Null, es gibt also ein N mit
N £ 0 = ryq, also

'N-1 = gNTN.

Es folgt: vy teilt vn_1. Wegen

N-2 = qN-1"N-1 T N

teilt ry auch rn_p und so fort bis r1 = b und ro = a, damit ist ry ein gemeinsamer Teiler von a und b. Nun ist aber

'N = TN-2 — N-1TN-1
= rN-2 — GN("N-3 — N-2"N-2)

= (1 +qngN-2)"N-2 — NTN-3
Wir setzen hier wieder rN—p = IN-4 — GN—27N-3 €in und so fort, bis wir am Ende ry = rox +r1y = ax + by erhalten.

Bei dem obigen Verfahren gilt also: der letzte nichttriviale Rest ist der ggT.

Beweis. (a) ist klar und die Tatsache in (b), dass ry ein ggT ist, folgt aus (a). O

Beispiel 2.2.12. Wir bestimmen den ggT von 173 und 435.

435=2-173 + 89

173 =1-89 + 84
89=1-84+5
84=16-5+4
5=1-4+1
4=1-1.

Damit ist der ggT gleich 1.

Definition 2.2.13. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Wir zeigen gleich, dass die Relation
x~y & x-yel

eine Aquivalenzrelation auf R ist. Die Menge der Aquivalenzklassen R/ ~ schreiben wir als R/I. Die
Aquivalenzklasse der Null ist I.

Satz 2.2.14. (a) Die Relation ~ zu einem gegebenen Ideal ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Auf der Menge R/I gibt es genau eine Ringstruktur, so dass die Projektion 7t : R — R/I ein
Ringhomomorphismus ist. Fiir diesen Ringhomomorphismus gilt I = ker(n), also ist jedes Ideal der
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Kern eines Ringhomomorphismus.

(c) Sei ~ eine Aquivalenzrelation so dass es auf der Quotientenmenge R/ ~ eine Ringstruktur gibt so dass
die Projektion 1t : R — R/ ~ ein Ringhomomorphismus ist, dann gibt es genau ein Ideal I mit

x~y & x-yelL

Beweis. (a) Da I eine Untergruppe ist, sind Reflexivitdt und Symmetrie klar. Fiir die Transitivitat sei
x ~yund y ~ z, also x — y, y — z € . Dann ist die Summe dieser beiden Elemente, also x — z ebenfalls in
I, also x ~ z.

(b) Wir definieren Addition und Multiplikation durch [a] + [b] = [a + b] und [a][b] = [ab]. Hier ist
Wohldefiniertheit zu priifen. Seiena ~a’ und b ~ V', alsoa —a’,b — b’ € I, dann folgt

@+b)—-@+b)y=@-a)+b-V)el
also folgt (a + b) ~ (@’ + V) und damit die Wohldefiniertheit der Addition. Fiir die Multiplikation rechne

ab—a't) =ab—ab’ +ab’ —a't’

=ab-b)+@—-a)b el

Die Eindeutigkeit der Ringstruktur ist wegen der Surjektivitit von 7 klar.

(c) Sei ~ eine solche Aquivalenzrelation und sei I = ker(n). Dann ist I ein Ideal und es gilt

x~y & n() = n(y)
onx-y)=0

Sx—-yel m]

Beispiel 2.2.15. Der Ring Z/m.

Ein Ideal m eines Rings R heisst maximales Ideal, wenn m # R und m ist maximal in der Menge aller

Ideale I # R, also mit anderen Worten:

(a) 1¢mund

(b) istIeinIdeal mitm C I und I # R, dann istm = I.

Satz 2.2.16.

(a) Jedes Ideal I # R liegt in einem maximalen Ideal.

(b) Jedes Element von R \ R* liegt in einem maximalen Ideal.
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(c) Ein Ideal | ist genau dann maximal, wenn R/] ein Korper ist.

Beweis. (a) Seil # R ein Ideal und sei S die Menge aller Ideale ] mit 1 ¢ [ und | O I. Dann ist S mit der

Inklusion partiell geordnet und die Kettenbedingung ist erfiillt, denn sei @ # K C S eine Kette, also eine
linear geordnete Teilmenge und sei a = [k J, dann ist a wieder ein Ideal und es gilt I C a, sowie 1 ¢ a.
Dieses a ist dann eine obere Schranke zu K. Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales Element

min S, also liegt I in einem maximalen Ideal.

(b) Sei r € R \ R* eine Nichteinheit und sei I = () = rR das Hauptideal. Dann gilt 1 ¢ I, da r nicht
invertierbar ist. Also gibt es nach Teil (a) ein maximales Ideal, das I und damit auch r enthalt.

(c) Sei ] ein maximales Ideal und sei r € R \ |. Wegen der Maximalitdt von | muss das Ideal

(r,]) = rR + | gleich dem ganzen Ring sein, also auch die Eins enthalten, es gibt also " € Rund eina € |
mitr”’ +a=1oderr’ €1+ ],sodassinR/[ gilt (v + J)(r' + ]) = r’ + ] =1 + ], das heisst, dass r im
Quotienten R/] invertierbar ist, also ist in R/] jedes Element # 0 invertierbar, d.h., R/] ist ein Kérper.

Sei umgekehrt R/] ein Korper und sei r € R \ |, dann ist » modulo | invertierbar, also existiert ein " € R

mitrr € 1+ J,sodass 1 € rR + ], also ist | maximal. O

Definition 2.2.17. Ein Ideal | # R eines Rings R heisst Primideal, wenn fiir x, y € R gilt

xye] = xe€Joderye]

Satz 2.2.18. Ein Ideal | # R ist genau dann ein Primideal, wenn R/] ein Integrititsring ist.

Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.

Beweis. Sei | ein Primideal und seien x, y € R so dass fiir die Restklassen gilt [x][y] = [0]. Dann ist also
[xy] = [0], so dass xy € | folgt. Dann ist also x € | oder y € |, was mit [x] = [0] oder [y] = [0]
gleichbedeutend ist, das heisst, R/] ist ein Integritdtsring. Fiir die Umkehrung liest man diesen Beweis
riuckwarts.

Der Zusatz folgt, da ein Ideal | genau dann maximal ist, wenn R/] ein Korper ist. m|

2.3 Der chinesische Restsatz

Definition 2.3.1. Zwei Ideale ], ] in einem Ring heifien teilerfremd, falls I + | = R gilt.

Beispiel 2.3.2. In R = Z sind die Hauptideale mZ und nZ genau dann teilerfremd, wenn die Zahlen m

und 7 keine echten gemeinsamen Teiler haben, wenn also m und 7 teilerfremd sind.

Beweis. Seien die Ideale teilerfremd, dann ist 1 € mZ + nZ, es gibt also a,b € Z mit am + bn = 1. Wiirden
nun m und 7 von einer Primzahl p geteilt, dann wiirde auch 1 von p geteilt, was ein Widerspruch ist.
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Seien umgekehrt die Zahlen m und n teilerfremd. Das Ideal mZ + nZ. ist ein Hauptideal, also von der
Form gZ fiir ein g € IN. Dann ist m € gZ also folgt g | m und ebenso g | n und daher ist g = 1, also sind
die Ideale mZ und nZ teilerfremd. |

Definition 2.3.3. Sind I und | Ideale, so definieren wir das Ideal I] als

I]: Z&ljbjiﬂl]‘EI, b]€] .
j=1

Sind etwa beides Hauptideale, I = aR und | = bR, dann ist auch I] ein Hauptideal, ndmlich I] = abR.

Lemma 2.3.4. Sind die Ideale I und | teilerfremd, dann gilt
If=InJ

Beweis. Die Inklusion “C” gilt auch ohne die Teilerfremdheit, da I] C IR = I und ebenso fiir J.

Zum Beweis von “D” seien also [ und | teilerfremd, also gibt es Elementea € und b € J mit1 =a+b.
Sei dann x € I N ], dann ist x = ax + bx und da ax und bx beide in I] liegen, ist x € I]. O

Satz 2.3.5 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Ring und I, ..., I, seien paarweise teilerfremde Ideale. Sei
I=5L- I, =5hN---N1, dann liefern die kanonischen Projektionen einen Isomorphismus

R/I = fl R/I,.
v=1

Beweis. Da I, D I fiir jedes v, gibt es kanonische Projektionen 7, : R/I — R/I,, also einen
Ringhomomorphismus
r
7R/ — HR/IV.
v=1
Injektivitit: Sei (¥) = 0, und x € R ein Urbild von . Dann ist x € I, fiir jedes v. Nun sind die I, paarweise
teilerfremd, also gibt es beispielsweisea € I, b € , mita+ b =1. Dannistx =1-x = (a + b)x = ax + bx.
Dax € I, und a € Iy, ist ax € I I, und ebenso fiir bx, also ist x € I;I,. Nun ist I;I, immer noch teilerfremd
zuls, ..., I, dennsindaejundbezmita+b=1undx €, und y € s mitx + y =1, so gilt

l=@+b)(x+y)= ax +ay+bx+Dby.
—— —_——
61112 €I3

Also kann man induktiv fortfahren und erhdlt schlieSlich x € I; - - - I, = I, d.h., m ist injektiv.

Surjektivitit. Fiir die Surjektivitét reicht es, zu zeigen, dass es Elemente x; € R gibt, mit 7t;(x;) = 1 und
mx(x;) = 0 fiir k # j. Modulo Umnummerierung reicht es, x; nachzuweisen. Seiena € [ undbel,---1I,

mita + b = 1. Dann ist x; = b das gewtinschte Element. m]
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2.4 Teilbarkeit

Definition 2.4.1. Seien g, b Elemente eines Integritdtsrings R.

(a) Man sagt a teilt b oder ist ein Teiler von b, falls es ein ¢ € R gibt so dass ac = b. In diesem Fall
schreibt man a | b. Ist a kein Teiler von b, so schreibt man a 1 b.

(b) aund b heiflen assoziiert, wenn es eine Einheit u € R* gibt mita = bu.

Beispiele 2.4.2. o Fir zwei nattirliche Zahlen m, n gilt m teilt n in Z genau dann, wenn m ein Teiler
im iiblichen Sinne ist.

e Zwei Elemente 4, in Z sind genau dann assoziiert, wenn a = +b gilt.
e Jedes Element a € R teilt die Null, denn es gilt a - 0 = 0. Die Null teilt nur sich selbst.

Lemma 2.4.3. Fiir zwei Elemente a, b eines Integrititsrings R sind dquivalent

(1) albundb|a,
(ii) aR = bR,
(iii) a und b sind assoziiert.
Beweis. (i)=(iii): Es gelte a = bc und b = ad. Wir nehmen an, dass a # 0, da sonst auch b = 0. Es ist

a = bc = acd, also a(1 — cd) = 0 und da a # 0 und R integer ist, folgt cd = 1, also sind c, d Einheiten und a
und b sind assoziiert.

(iii)=(ii) Es sei a = bu mit einer Einheit u. Wegen uR = R folgt dann aR = buR = bR.

(ii)=() Sei aR = bR, dann folgt a € bR, also gibt es ein ¢ € R mita = bc, also b | a. Ebenso folgt b | a. O

Definition 2.4.4. Sei R ein Integritdtsring und p ein Element, das weder Null noch eine Einheit ist.

(a) Das Element p heifst irreduzibel, falls aus der Gleichung p = ab in R stets folgt, dass a oder b eine
Einheit ist.

(b) Das Element p heifit Primelement, falls aus p | ab stets folgt p | a oder p | b.

Lemma 2.4.5. Sei R ein Integrititsring. Ein Element p € R \ {0} ist genau dann ein Primelement, wenn pR ein

Primideal ist.

Beweis. Fiir x € R gilt x € pR & p | x, so dass die Eigenschaft p prim oder pR prim direkte

Umformulierungen voneinander sind. O

Beispiele 2.4.6. e In R = Z sind die Primelemente genau die Elemente der Form +p, wobei p eine
Primzahl ist.

e In R = C[x] sind die Primelemente genau die Elemente c(x —2) mitc € C*,a € C.

¢ In R = R[x] sind die Primelemente genau die Polynome der Form c(x — a) fiir ein a € R oder
c(x? + ax + b), falls dieses Polynom keine reelle Nullstelle hat.
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Proposition 2.4.7. Sei R ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement von R auch irreduzibel.

Beweis. Seien p ein Primelement und sei p = ab. Dann teilt p das Produkt ab also teilt p einen der
Faktoren, sagen wir a. Das heifst a = pc = abc, also a(1 — bc) = 0, also bc = 1, so dass b eine Einheit ist. O

Satz 2.4.8. Sei R ein Hauptidealring und sei p € R. Dann sind dquivalent

(a) pirreduzibel,

(b) p ist ein Primelement.

Beweis. Wir miissen nur (a)=(b) zeigen: Sei p irreduzibel und p teile ab und p 1 a. Wir miissen zeigen,
dass p das Element b teilt. Sei I das von p und a erzeugte Ideal, also I = aR + pR. Dann ist dies ein
Hauptideal, also etwa I = (c). Dann folgt c | a und c | p, also etwa cd = p. Da p irreduzibel ist, ist c oder d
eine Einheit. Ist d eine Einheit, so ist () = (c) = [ = aR + pR, also ist a € (p), d.h. p teilt a, was der
Voraussetzung widerspricht. Also ist c eine Einheit, d.h., I = R und es gibt ,5s € R mitar + ps = 1, also

b = abr + psb = p(+'r + sb) fuer ein r’, also p | b wie verlangt. m]

Beispiel 2.4.9. In dem Integrititsring R = Z[ V-5] ist das Element 3 irreduzibel, aber kein
Primelement. Insbesondere folgt, dass Z [i \/3] kein Hauptidealring sein kann, was den fehlenden

Beweis in Beispiel 2.2.5 liefert.

Beweis. Sei a = i V5. Wir zeigen, dass 3 irreduzibel ist. Ist 3 = zw in R, dann folgt 9 = |32 = |z]2w]. Ist
|z = 1, dann ist z = +1 eine Einheit. Ist |z]> = 9, dann ist |w|* = 1 und w ist eine Einheit. Angenommen,
|z|* = 3. Seiz = a + ba, dann ist 3 = |z|* = a® + 5b?, also ist b = 0, da der Betrag sonst zu gross wire. Dann
ist 3 = a?, aber 3 ist kein Quadrat in Z, Widerspruch! Also ist 3 irreduzibel.

Wir zeigen, dass 3 kein Primelement ist. Hierzu beachte, dass 3 | 9 = (2 + a)(2 — ), aber 3 teilt keinen
der Faktoren, denn wiirde 3 etwa 2 + a teilen, also 2 + a = 3z, dann ist 9 = |2 + af> = |3]?z[%, also |z| = 1

und damit ist z = £1, was ein Widerspruch ist. m|

Korollar 2.4.10. In einem Hauptidealring R lisst sich jedes Element von R \ {0}, das keine Einheit ist, als
endliches Produkt von Primelementen schreiben.

Beweis. Da jedes irreduzible Element prim ist, geniigt es, eine Zerlegung in irreduzible zu konstruieren.
Sei a € R ungleich Null und keine Einheit. Angenommen, a 1asst sich nicht als Produkt von Irreduziblen
schreiben. Dann ist 2 reduzibel und kann selbst als Produkt a14] von Nichteinheiten geschrieben
werden. Da a kein Produkt von Irreduziblen ist, gilt dasselbe fiir mindestens einen der Faktoren, sagen
wir a;, und a; kann als Produkt 4,4} zweier Nichteinheiten geschrieben werden. Iteration liefert eine
Folge von Elementen

a=ap,ai, - €R
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so dass aj;1 ein Teiler von a;, aber nicht assoziiert zu 4; ist. Also folgt fiir die Hauptideale
aR =apR Ca1R CapR C ...

Man priift leicht nach, dass die Vereinigung einer aufsteigenden Folge von Idealen wieder ein Ideal ist,

U(ZJ'R

jEN

also ist

wieder ein Ideal in R, also ein Hauptideal bR. Dann ist b € a;R fiir ein j und daher
bR CajR Caj;1R C DR,

woraus Gleichheit folgt, ein Widerspruch! Daher ist die Annahme falsch, also ist jedes Element als
Produkt von Irreduziblen darstellbar. m]

Lemma 2.4.11. Gilt in einem Integrititsring R die Gleichung

pl...prqu...qs

fiir Primelemente p; und irreduzible Elemente q;, dann ist r = s und nach Umnummerierung ist jedes p;
assoziiert zu q;.

Beweis. Da p1 | q1-+-gs, gibt es ein j mit p; | q;. Nach Umnummerierung kénnen wir p; | g1 annehmen.
Es folgt g1 = €1p1, wobei €1 auf Grund der Irreduzibilitdt von q; eine Einheit ist. Da wir uns in einem
Integritdtsring befinden, folgt

P2 Pr=¢&1492""4s-

Wir iterieren diesen Vorgang und kénnen die g; so umnummerieren, dass p; zu q; assoziiert ist.

Insbesondere folgt r < s. Ist ¥ < s erhalten wir

1=¢qr1-4gs,

woraus folgt, dass g5 eine Einheit ist, was ein Widerspruch ist, also ist 7 = s. ]

Definition 2.4.12. Ein Integritdtsring R heift faktoriell, falls jede Nichteinheit in R \ {0} als Produkt
von Primelementen darstellen ldsst, das heifst wenn wir eine sogenannte Primfaktorzerlegung haben.
Die Faktoren sind dann bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutig bestimmt. Satz 2.4.8 gilt auch
fiir faktorielle Ringe, d.h. in einem faktoriellen Ring gilt

pirreduzibel <  p Primelement.

Satz 2.4.13.  (a) In einem faktoriellen Ring ist jedes irreduzible Element ein Primelement und umgekehrt.

(b) Jeder Hauptidealring ist faktoriell. Insbesondere ist Z. faktoriell und fiir jeden Korper K ist der
Polynomring K[x] faktoriell.
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Beweis. Ist R faktoriell und g € R irreduzibel, dann ist g = p; - - - p, mit Primelementen p;. Da g
irreduzibel ist, muss entweder eines der p; eine Einheit sein oder n = 1. Da keines der p; eine Einheit ist,
folgt n =1, also ist g prim.

(b) Folgt aus Korollar 2.4.10 und Lemma 2.4.11. m]

Fiir einen Integritédtsring gilt also

[coifsch] —— [FTR] —— Korper]

faktoriell

Beispiel 2.4.14. Der Ring R = Z[ V-5] ist nicht faktoriell, denn wir haben schon gesehen, dass nicht
jedes irreduzible Element prim ist.

Korollar 2.4.15. Sei R ein Hauptidealring und p € R \ {0}. Dann sind dquivalent:

(a) pist irreduzibel,

(b) p ist ein Primelement,

() R/pR ist ein Korper.

Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (b) ist Satz 2.4.8. Sei p ein Primelement und sei zZ € R/pR \ {0} die
Aquivalenzklasse von z € R. Dass z # 0 ist bedeutet, dass z ¢ pR ist, was bedeutet, dass p in der

Primfakorzerlegung von z nicht vorkommt und damit ist ggT(z, p) = 1. Daher ist zR + pR = R, also gibt
es X,y € Rmitzx + py =1, oder zx = 1 in R/(p), so dass Z invertierbar ist.

Fiir die Umkehrung sei R/pR ein Kérper und p teile ein Produkt ab. Dann ist ab = 0 und daher @ = 0
oder b =0, alsop | a oder p | b. O

Beispiel 2.4.16. Z/m ist genau dann ein Koérper, wenn m = p eine Primzahl ist. In diesem Fall schreibt
man [F, = Z/p.

2.5 Quotientenkorper

Satz 2.5.1. Sei R ein Integritaetsring. Dann gibt es einen injektiven Ringhomomorphismus ¢ : R — Kin
einen Korper K. Es gibt bis auf Isomorphie genau einen Koerper K = Quot(R) mit der Eigenschaft, dass R
nach K eingebettet werden kann, so dass R den Koerper K erzeugt. Man nennt Quot(R) den
Quotientenkoerper von R.

Ist 1 : R < L ein injektiver Ringhomomorphismus, wobei L ein Koerper ist, dann ist R ein Integritaetsring
und es gibt genau einen Koerperhomomorphismus « : K = Quot(R) — L, der das Diagramm

R—5K

i

NS

L
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kommutativ macht.

Wir brauchen ein Lemma:

Lemma 2.5.2. Sei S = R \ {0}. Auf der Menge R X S fiihren wir eine Aquivalenzrelation ein:
(a,s) ~(b,t) & at=Dbs.

Wir schreiben £ fiir die Aquivalenzklasse von (a, s) und wir schreiben K = Quot(R) fiir die Menge der
Aquivalenzklassen. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation und K wird mit den Operationen

st

a+b_at+bs ab _ab
s t st st
ein Korper. Das Einselement ist 1. Die Abbildung f : R — K, a > % ist ein injektiver Ringhomomorphismus mit

der Eigenschaft f(S) c K*.

Beweis. Der einzige nichttriviale Punkt ist die Transitivitdt. Seien also (a,s) ~ (b,t) und (b, t) ~ (c,r) dann
gilt
at=bs und br=ct.

Daraus folgt art = brs = cts, also art = cst oder (ar — cs)t = 0. Da R integer ist und t # 0, folgt ar = cs, also
(a,s) ~ (c,r). Die Ringaxiome fiir K rechnet man direkt nach. Ebenso ist es leicht einzusehen, dass die
Abbildung f ein Ringhomomorphismus ist. Ist « € K \ {0}, also @ = £ mita # 0, dann istauchain S,
also liegt auch £ in K und es gilt 22 = 1 = 1, also ist K ein Kérper. Schliesslich zur Injektivitaet von f. Ist
f(a)=0,also 1 =0 = (1—), dann giltin R, dassa=a-1=0-1=0und damitista = 0, also f injektiv. m]

Beweis des Satzes. Istnun ¢ : R — L ein Ringhomomorphismus in einen Koerper, so definiere & : K — L

durch

(a) ¥(a)

alz)=—,
b/ p(b)
wobei auf der rechten Seite die Quotientenbildung in L gemeint ist. Dies ist moeglich, da b # 0 und
daher 1(b) # 0. Man rechnet sofort nach, dass a ein Koerperhomomorphismus ist und das « den
Homomorphismus 1 fortsetzt. Die Eindeutigkeit von a ist ebenfalls klar, denn die Kommutativitaet des
— Y@

Diagramms erzwingt « (%) = o0 |

Bemerkung 2.5.3. Es gibt auch eine alternative Konstruktion des Quotientenkoerpers: Fuer jedes s € S
sei X; eine Unbestimmte. Betrachte dann den Polynomring P = R[X; : s € S] in all diesen
Unbestimmten. In diesen Ring ist das Ideal

1= Pex. - 1P

seS
ein maximales Ideal und man erhaelt den Quotientenkoerper K als K = P/I.

Beispiele 2.5.4. o IstR=27,dannist K = Q.
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e Ist R = K[x] der Polynomring {iber einem Korper K, dann ist der Quotientenkorper der Korper

K(x) = {%} der rationalen Funktionen iiber K.

2.6 Faktorielle Polynomringe

Sei R ein faktorieller Ring und sei K = Quot(R) sein Quotientenkorper. Fixiere ein Vertretersystem IP der
Primelemente modulo Assoziiertheit. Dann ist die Menge

V= H pk’“ : ky € Ny, fast alle Null
pelP

ein Vertretersystem von R modulo Assoziiertheit. Mit anderen Worten, jedes a € R lésst sich eindeutig
schreiben in der Form a = uv mit u € R* und v € V. Insbesondere definieren wir fiir ag, a1, ...,4, € R,
nicht alle Null, den grofite gemeinsame Teiler als das eindeutig bestimmte Element v € V so dass v | g;
fiir jedes a; # 0 und ist w € V ein zweites Element mit dieser Eigenschaft, dann folgt w | v. Man
berechnet den ggT wie folgt: Man schreibt jedes a; # O alsa; = u; [ ep p!@ fuer eine Einheit u;. Dann ist

U= ggT(QOI- . -raVl) = Hpm’ﬂ/

pelP
wobei m, das Minimum {iber alle k,(a;) ist.
Sei0 # f(x) = ap+ai1x+---+a,x" in R[x]. Schreibe dann v(f) € V fiir den ggT der Koeffizienten ay, ..., a,.

Ist 0 # f(x) € K[x], dann existiert 0 # A € K so dass Af(x) € R[x]. Wir definieren dann

of) = 7o)

und stellen fest, dass v(f) nicht von der Wahl von A abhangt.

Indem man Zaehler wegmultipliziert und durch gemeinsame Teiler teilt, stellt man fest, dass es fuer
jedes 0 # f € K[x] ein A € K* gibt, so dass Af in R[x] liegt und teilerfremde Koeffizienten hat.
Insbesondere ist dann v(A f) = 1. Gilt ausserdem, dass v(f) = 1, so folgt 1 = v(Af) = Av(f) = A, also ist
dann f € R[x].

Lemma 2.6.1. Ist f € K[x] so dass v(f) in R liegt, dann ist f € R[x].
Proof. Indem wir f durch #) f ersetzen, koennen wir verlangen, dass v(f) = 1 ist. In diesem Fall haben
wir uns schon ueberlegt, dass f € R[x] ist. m]

Lemma 2.6.2 (Gaufs Lemma). Sei R ein faktorieller Ring und K sein Quotientenkorper. Seien 0 # f, g € K[x].
Dann gilt
v(fg) = v(f)o(g)-

Beweis. Schreibt man f = cf; und g = dg; wobei c = v(f) und d = v(g), so wird ersichtlich, dass es reicht,
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zu zeigen, dass aus v(f) = v(g) = 1 folgt v(fg) = 1. Sei

fx) =ap+mx+---+a,x",

g(x) =bo+bix+ -+ byx™

mit a, # 0 # b,,. Dann ist fg wieder in R[x] und es reicht zu zeigen, dass ein gegebenes Primelement p
nicht alle Koeffizienten von fg teilt. Da nun aber p ein Primelement ist, ist pR ein Primideal, also ist
R/pR ein Integritdtsring und damit ist (R/pR)[x] = R[x]/pR[x] ein Integrititsring. Die Voraussetzung,
dass p nicht alle Koeffizienten von f und g teilt bedeutet gerade, dass die Restklasse von f und g
ungleich Null sind, damit ist auch die Restklasse von fg ungleich Null nach Satz 2.1.8, so dass die
Behauptung folgt. ]

Korollar 2.6.3. Sei R ein faktorieller Ring und K sein Quotientenkorper. Seien f, g normierte Polynome in K[x]
so dass fg in R[x] liegt. Dann liegen f und g beide in R[x].

Beweis. Schreibe f = cf; und g = dg, wobei ¢ = v(f) und d = v(g). Dann ist cd = 1 und f; = 1 f liegt in
R[x] und hat Leitkoeffizient 1/c, so dass 1/c € R gilt und ebenso ¢ = 1/d € R, also ist c eine Einheit in R,
also ist f € R[x] und ebenso g. O

Satz 2.6.4 (Gauf3). Ist R ein faktorieller Ring, dann ist auch der Polynomring R[x] faktoriell.

Beweis. Sei K der Quotientenkorper von R und sei 0 # f € R[x]. Da K[x] faktoriell ist, gibt es
Primpolynome py, ..., p, in K[x] so dass mit dem Gauss-Lemma folgt

pl pn
= Py = 1] —_— . .
f=p1-pn=20(f) ooy 2oy
Nun ist v(f) € R und jedes der Polynome % liegt in R[x]. Man kann v(f) in R in Primelemente

zerlegen und es reicht daher zu zeigen, dass ein Primpolynom p € K[x], welches v(p) = 1 erfiillt, ein
Primelement in R[x] ist. Es ist allerdings prim in K[x] und gilt p | ab in R[x], so gilt, sagen wir p | a in
K[x], also a = pc in K[x]. Nach dem Gauss-Lemma folgt v(c) = v(a)/v(p) = v(a) € R, also ¢ € R[x]. O

Satz 2.6.5 (Eisenstein Kriterium). Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkdrper. Sei
f(x) =ap+ax+- - +a,x" ein Polynom vom Grad n > 1 in R[x]. Sei p ein Primelement von R und nimm an

ptas,  plagay,...,a0-1,  p*tao,

dann ist f(x) irreduzibel in K[x].

Beweis. Wir konnen n > 2 annehmen. Indem wir gemeinsame Primfaktoren herausziehen, kénnen wir

annehmen, dass ay, . . ., a4, keinen gemeinsamen Primfaktor haben, also v(f) = 1. Angenommen, es gibt
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eine Faktorisierung f = gh in K[x] so dass g und / beide nicht-konstant sind. Nach dem Gauss-Lemma
folgt f = 7 f) U(q) v(h) und dies ist eine Faktorisierung in R[x]. Ersetzen wir also g und i durch g/v(g)
und //v(h), so haben wir eine Faktorisierung f = gh in R[x], sagen wir g(x) = by + byx + - - - + bpx* und
h(x) = co + -+ + cux™. Dann ist ag = boco und da p? t ag wird einer der beiden, sagen wir ¢y, nicht von p
geteilt, aber p | by. Nunist p | a1 = boc1 + bico und daher p | by. Dieser Schluss iteriert sich, so dass wir

p | b; fiir jedes j feststellen konnen, was aber in p | f miindet. Dies ist ein Widerspruch! ]

2.7 Moduln

Ein Ring ist wie immer in dieser Vorlesung kommutativ und mit einer Eins versehen.

Definition 2.7.1. Ein Modul iiber dem Ring R ist eine abelsche Gruppe (M, +), deren neutrales Element

als 0 geschrieben wird, zusammen mit einer Abbildung

RxM-—->M

(a,m) v am,
dergestalt, dass folgende Axiome erfiillt sind:

1m=m (abym = a(bm)
alm+n) =am+an (a+bym =am + bm.
Beispiele 2.7.2. e Jeder Ring R ist ein Modul {iber sich selbst.
o Jede abelsche Gruppe ist ein Z-Modul.
e Jedes Ideal von R ist ein Modul tiber R.
e Ist R = K ein Korper, dann ist ein Modul dasselbe wie ein Vektorraum.

Definition 2.7.3. Ein Untermodul ist eine additive Untergruppe N C M, so dass aN C N fiir jedes a € R
gilt.

Definition 2.7.4. Ein Modulhomomorphismus ist eine Abbildung ¢ : M — M zwischen R-Modulen,
so dass

P(m +n) = p(m) + ¢(n), dam) = agp(m).

Statt Modulhomomorphismus sagt man auch R-lineare Abbildung.
Proposition 2.7.5. Ist N C M ein Untermodul, dann wird die Quotientengruppe M/N durch die Vorschrift
aim+ N)=am+ N

zu einem R-Modul so dass die Projektion M — M/N ein Modulhomomorphismus ist.

Beweis. Klar. O
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Ist  : M — N ein Modulhomomorphismus, dann sind ker(¢) und Bild(¢) Untermoduln und es gilt der

Satz 2.7.6 (Homomorphiesatz). (a) Ist ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus, dann induziert ¢
einen Isomorphismus
M/ ker(¢) = Bild ¢.

(b) Sind U, W c M Untermoduln, soist U+ W = {u+w : u € U, w € W} ebenfalls ein Untermodul und
die Inklusion U — U + W induziert einen kanonischen Isomorphismus

U/(U N W) = (U + W)/W.

(c) Sind U’ c U Untermoduln von M, dann induziert die Projektion einen kanonischen Isomorphismus

(M/uy/u/u’y = MjU

Beweis. Wie die Homomorphiesétze in der Theorie der Gruppen. O
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3 Korper

3.1 Adjunktion von Nullstellen

Definition 3.1.1. Ist L ein Korper und K C L eine Teilmenge, die selbst ein Korper ist, so nennt man K
einen Unterkérper zu L oder L einen Oberkorper zu K oder L O K eine Korpererweiterung.

Schreibweise: Die iibliche Schreibweise fiir eine Kérpererweiterung ist L/K, die nicht mit der
Quotientenbildung verwechselt werden darf, etwa bei Gruppen G/H. Da man aber bei Kérpern keine
Quotienten betrachtet, ist die Verwechslungsgefahr gering.

Beispiele 3.1.2. e R/Q und C/RR sind Korpererweiterungen.

e Q(V2)/Q st eine Korpererweiterung. Hierbei ist Q( V2) =Qx Qals Menge mit
komponentenweiser Addition und der Multiplikation

(a,b)(c,d) = (ac + 2bd, ad + bc).

Dies ist ein Korper, der Q via a + (a,0) als Unterkorper enthélt und in dem es eine Wurzel aus 2
gibt, ndmlich das Element (0, 1).

Definition 3.1.3. Sind L/K und M/K Korpererweiterungen, so ist ein Homomorphismus von

Korpererweiterungen, oder ein Homomorphismus von L — M iiber K ein Ringhomomorphismus
¢:L—->M mit o¢lx=1d.

Da L und M Kérper sind, ist ¢p automatisch injektiv. Man verdeutlicht dies durch das kommutative

h
L—" M
\K

Ist ¢ zusitzlich surjektiv, dann ist die Umkehrabbildung ebenfalls ein Ringhomomorphismus und ¢

Diagramm

heisst in diesem Falle ein Isomorphismus von Korpererweiterungen. Wir schreiben
Homg(L, M)

fur die Menge aller Homomorphismen von Kérpererweiterungen L/K — M/K.

Beispiel 3.1.4. Sei ¢ : Q ( \/5) - R, ¢@b)=a+b V2, wobei V2 die eindeutig bestimmte reelle Zahl

a > 0 ist mit a® = 2. Dann ist ¢ ein Homomorphismus von Kérpererweiterungen Q ( \/E) /Q - R/Q.

Definition 3.1.5. Sei L/K eine Korpererweiterung und seien ay, ..., a, € L. Sei

K(aq,...,ay) = ﬂ L

KcL'cL
aq,...,a, €L
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der Schnitt tiber alle Zwischenkorper, die aj, ..., a, enthalten. Dies ist wieder ein Korper, und zwar der
kleinste Zwischenkorper
L>K(ay,...,a,) DK,

der alle ¢, ..., a, enthilt.

Sei K ein Korper und f(x) € K[x] ein nichtkonstantes Polynom, das keine Nullstelle in K hat. Wir
werden zeigen, dass es eine endliche Korpererweiterung L/K gibt, so dass f eine Nullstelle in L hat. Der
Ring K[x] ist euklidisch, also faktoriell, so dass f als ein Produkt von Primelementen f = p; ---px
geschrieben werden kann. Finden wir eine Erweiterung L/K in der, sagen wir, p; eine Nullstelle hat,
haben wir eine Nullstelle von f gefunden. Wir konnen also annehmen, dass f selbst irreduzibel ist.

Satz 3.1.6. Sei f € K[x] ein irreduzibles Polynom vom Grad n. Dann ist fK[x] ein Ideal und der Quotient
Ky := K[x]/fK[x]

ein Korper. Die Korpererweiterung Ky /K ist bis auf Isomorphie die einzige Erweiterung vom Grad n, so dass
f in Ky eine Nullstelle ag hat.

Ist M/ K irgendeine Korpererweiterung, so dass f in M eine Nullstelle y hat, dann gibt es genau einen
Homomorphismus von Korpererweiterungen ¢ : Kg — M, mit ¢p(ao) = y. Das Bild von ¢, geschrieben K(y)
ist der kleinste Zwischenkorper M D K(y) D K, der y enthiilt.

Beweis. Nach Korollar 2.4.15 ist der Ring K¢ = K[x]/ fK[x] ein Korper. Ist f(x) = ap + a1x + - -+ + a,x" mit
a, #0,dannist 1, x,...,x" ! eine Basis von Ky tiber K, also ist die Korpererweiterung K/K endlich.
Ferner sei a € Ky die Restklasse von x, dann gilt f(a) = 0. Sei nun M/K eine weitere Kérpererweiterung
in der f eine Nullstelle y hat. Betrachte den Ringhomomorphismus ¢ : K[x] — M gegeben durch x - .
Dann ist ¢(f) = 0, also faktorisiert ¢ {iber K¢. Beachte, dass ¢ auf K die Identitét ist. Haben K und M
dieselbe Dimension iiber K, so ist ¢ ein Isomorphismus. m]

Der letzte Satz hat eine Verallgemeinerung auf beliebiger Mengen von Polynomen, die spéter niitzlich
werden wird.

Satz 3.1.7. Sei K ein Korper und sei T C K[x] eine Menge von irreduziblen Polynomen. Dann existiert eine
“kleinste” Korpererweiterung Kr/K so dass jedes Polynom f € T eine Nullstelle ay in Kr hat.

Beweis. Wir nehmen T # () an. Sei R = K[Xy : f € T] der Polynomring mit so vielen Unbestimmten wie
T Elemente hat. Sei

=) f(XpR

feT
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das Ideal erzeugt von allen Elementen der Form f(Xy). Nach Satz 2.2.16 existiert ein maximales Ideal
J O I. Sei dann Kt = R/]. Dies ist ein Korper. In dem Korper Kt hat jedes f € T eine Nullstelle, ndmlich
die Nullstelle ay = X¢ + ] und der Korper wird von diesen Nullstellen erzeugt. ]

Primkorper

Definition 3.1.8. Sei K ein Korper. Fiirn € Nsein-1=1+--- + 1 die n-fache Summe der Eins. Wir
definieren die Charakteristik von K als

Char(K) = min{n € N :7-1 =0},

falls die Menge nicht leer ist. Ist sie hingegen leer, definieren wir Char(K) = 0.

Satz 3.1.9. Die Charakteristik eines Korpers ist entweder Null oder eine Primzahl.

Jeder gegebene Korper K enthiilt einen kleinsten Unterkorper P = P(K) C K. Dieser ist

Q Char(K)=0,
F, Char(K)=p>0.

P

1R

Hierbei ist p eine Primzahl und I, = Z.[p der Korper mit p Elementen. Der Kdrper P wird der Primkorper
von K genannt.

Korollar 3.1.10. Ist Char(K) = 0, dann ist die Abbildung Z — K, n + n - 1 injektiv.

Beweis des Satzes. Sei Char(K) = n # 0. Wir wollen zeigen, dass n eine Primzahl ist. Angenommen, dies
ist nicht der Fall, dann gilt n = pq fiir zwei natirliche Zahlen p, g4 > 1. Dann ist in K:

- D@-D=(@pg-1=n-1=0.

Da K ein Korper ist, muss einer der Faktoren p - 1 oder g - 1 gleich Null sein, sagen wir p - 1 = 0. Damit
folgt p > Char(K) = n = pg, also 1 > g, Widerspruch!

Nun zur zweiten Aussage. Da der Schnitt tiber alle Unterkorper ein Unterkorper ist, gibt es einen
kleinsten Unterkorper P. Dieser muss die Eins enthalten und damitauchn-1=1+---+1fiirn €N
und auch —# - 1, da P eine additive Gruppe ist. Insgesamt also Z - 1 C P. Ist nun Char(K) = p eine
Primzahl, dann faktorisiert der Ringhomomorphismus Z — K iiber Z — Z/p, wir erhalten also einen
Ringhomomorphismus vom Kérper IF, = Z/p nach K. Da Homomorphismen von Kérpern immer
injektiv sind haben wir also einen Unterkorper = IF,. Da IF, genau die Summen der Eins enthélt, hat er
selbst keinen echten Unterkorper, also folgt P = IF,,.

Ist schliesslich Char(K) = 0, dann ist der Ringhomomorphismus Z — K injektiv. Zu jedem g € N
existiert dann das inverse (7 - 1)~! und die Abbildung % — (m-1)(g-1)7! ist ein Ringhomomorphismus
Q — K. Nun hat aber auch Q keine Unterkérper und damit ist P = Q. O
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3.2 Algebraische und endliche Kérpererweiterungen

Sei L/K eine Korpererweiterung, dann ist L insbesondere ein Vektorraum tiber K. Die
Korpererweiterung heisst endlich, falls L endliche Dimension iiber K hat. Der Grad der

Koerpererweiterung ist dann diese Dimension:
[L : K] := dimg(L).
Beispiele 3.2.1. e Der Korper Q(V2) ist zweidimensional iiber Q, also ist der Index gleich zwei:
0(¥3):q] -2
e Der Korper der komplexen Zahlen hat Dimension 2 tiber R, also
[C:R]=2.

Der Korper R hat unendliche Dimension tiber Q, ja sogar iiberabzdhlbare Dimension, denn jeder
Q-Vektorraum abzéhlbarer Dimension ist auch als Menge abzahlbar. Also insbesondere

[R: Q] = co.

Definition 3.2.2. Ein Element « € L eines Oberkorpers zu K heisst algebraisch tiber K, falls es ein
nichtkonstantes Polynom f(x) € K[x] gibt so dass

fla)=0
gilt. Eine Korpererweiterung L/K heisst algebraisch, wenn jedes Element von L algebraisch tiber K ist.

Beispiele 3.2.3. e Das Element V2 € R ist algebraisch iiber Q, die Elemente e und 7t aber nicht, was
aber schwierig zu zeigen ist. Leichter zu zeigen ist, dass R/Q nicht algebraisch ist, denn es gibt
nur abzahlbar viele Polynome in Q[x], jedes Polynom hat nur endlich viele Nullstellen, also kann
R nur abzahlbar viele tiber Q algebraische Zahlen enthalten. Die Menge R ist aber tiberabzahlbar.

e Die Korpererweiterung C/RR ist algebraisch. Hierzu sei & € C, etwa o = a + bi. Ist b = 0, so ist
a € R und nichts ist zu zeigen. Sonst gilt (« — a)> = (bi)* = —b?, also erfiillt a die Gleichung
f(x) = 0 mit dem reellen Polynom f(x) = (x — a)* + b?.

e Fiir einen Korper K und n € IN sei
n(K) ={e e K: " =1}.

Dann ist 1,(K) eine Untergruppe von K*, genannt die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K.
Die Gruppe p,,(K) hat hochstens n Elemente, da das Polynom x" — 1 hochstens n Nullstellen hat.

Jede Einheitswurzel ist algebraisch tiber dem Primkorper.

Definition 3.2.4. Im Folgenden werden wir oft eine Koerpwererweiterung L/K und einen
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Zwischenkoerper L O M D K betrachten. Wir schreiben dann
L/M/K.

Wir sprechen dann von den zwei Koerpererweiterungen L/M/K und meinen damit die Erweiterungen
L/M und M/K. Wenn wir zum Beispiel sagen, dass die Koerpererweiterungen L/M/K endlich sind,
dann meinen wir damit, dass L/M und M/K endlich sind.

Satz 3.2.5.

(a) Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch.

(b) Die beiden Korpererweiterungen L/M/K sind genau dann endlich, wenn L/K endlich ist und in diesem
Fall gilt
[L:K]=[L:M][M:K].

(c) Die beiden Erweiterungen L/M/K sind genau dann algebraisch, wenn L/K algebraisch ist.

Beweis. (a) Sei L/K endlich, etwa [L : K] = n. Sei @ € L. Da L ein n-dimensionaler K-Vektorraum ist, sind
die n + 1 Vektoren

tiber K linear abhéngig. Es gibt also Koeffizienten a; € K, nicht alle Null, so dass
ag + ma + apa® + - + aya” = 0.

Das heisst, a ist Nullstelle des Polynoms f(x) = ag +a; + --- + a,x" € K[x].

(b) Die Koerpererweiterungen L/M/K seien beide endlich und sei v, ..., v, eine Basis von M iiber K
und sei wy, ..., wy, eine Basis von L {iber M. Wir behaupten, dass (v;w); ; eine Basis von L tiber K ist. Zur
Linearen Unabhéngigkeit: Sei

m

A,-,jv,'wj = Z (i /\i,]-v,-] wj
i=1

m

n
0=

i=1 =1
j=1 !

mit A;; € K, dann folgt, da u; = i Aijui € M, wegen der linearen Unabhéngigkeit der wj, dass u; = 0
tiir jedes j und wegen der linearen Unabhéngigkeit der v; folgt dann A; ; = 0 fiir alle 7, j. Schliesslich
zeigen wir, dass (v;w;) ein Erzeugendensystem ist. Sei dazu a € L, dann existieren u; € M so dass

a = Y1, pjwj. Schliesslich existieren A;; € K so dass p; = Yi; A jo; und damit

o = /\,',]'U,'w]'.

ngfE

1
1

-
I

Fiir die Umkehrung schliesslich sei L/K endlich, dann ist M ein K-Unterraum von L und damit selbst

endlich-dimensional. Ist schliesslich vy, ..., v, eine Basis von L iiber K, dann ist dies ebenfalls ein
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Erzeugendensystem von L als M-Vektorraum, so dass auch L/M endlich ist.

(c) Seien die beiden Erweiterungen L/M/K algebraisch und sei @ € L. Dann existiert ein nichtkonstantes
Polynom f(x) € M[x] so dass f(a) = 0. Indem man f gegebenenfalls durch einen seine irreduziblen
Faktoren ersetzt, kann man annehmen, dass f selbst irreduzibel ist. Sei nun M /M die
Kérpererweiterung aus Satz 3.1.6 und sei M(«) das Bild des kanonischen Homomorphismus My — L.
Dann ist M(«r) endlich tiber M. Sei f(x) = a9 + a1x + - - - + a,x", dann ist jedes ay, . . ., a, algebraisch tiber K,
sei K(ay, . . ., a,) der kleinste Zwischenkorper M D K(ap, . ..,a,) D K, der alle Koeffizienten a, ... ., a,
enthdlt. Dann ist K(ag) endlich tiber K, ferner ist K(ag)(a1) = K(ap, a1) endlich tiber K(ap) und so weiter, so
das schliesslich nach iterierter Anwendung von (b) der Kérper K(a, .. ., a,) endlich iiber K ist. Das
Element a schliesslich liegt ist algebraisch tiber K(ay, . .., 4,) und damit ist

K(aop,a1,...,a,,a) = K(ay, ..., a,)(a) endlich tiber K und enthalt a. Also ist a algebraisch tiber K und
damit ist L/K algebraisch.

Fiir die Umkehrung sei L/K algebraisch, dann ist M/K auch algebraisch. Ist dann « € L, dann ist
Nullstelle eines Polynoms aus K[x] € M[x] und damit ist & algebraisch tiber M. O

3.3 Minimalpolynom

Satz 3.3.1. Sei L/K eine Korpererweiterung und sei a € L ein algebraisches Element. Dann existiert genau
ein normiertes Polynom m,(x) = m(x) kleinsten Grades in K[x] mit m(a) = 0. Dies wird das
Minimalpolynom von « genannt. Das Minimalpolynom ist irreduzibel in K[x]. Ist f(x) € K[x] irgendein
nichtkonstantes Polynom mit f(a) = 0, dann ist f ein Vielfaches von m(x). Der Grad des Minimalpolynoms
ist gleich dem Korpergrad von K(«) iiber K, also

grad(m,) = [K(a) : K].

Beweis. Die Menge I aller Polynome f € K[x] mit f(a) = 0 ist ein Ideal im Hauptidealring K[x]. Da «
algebraisch ist, ist I # 0, also gibt es genau ein ein normiertes Polynom m mit I = mK[x]. Dieses
Polynom m hat den kleinsten Grad unter allen Polynomen, die a annullieren. Wir zeigen, dass das Ideal
I prim ist, dann ist m ein Primelement also irreduzibel im Hauptidealring K[x]. Ist also fg € I also
f(a)g(a) = 0, dann muss einer der beiden schon a annullieren, also in I liegen. Bleibt zu zeigen, dass der
Grad von K(a) gleich dem Grad von m ist, was aber wegen K(a) = K[x]/mK][x] klar ist. O

Beispiele 3.3.2. e Das Minimalpolynom von i {iber R oder Q ist x* + 1, denn als quadratisches
Polynom ohne reelle Nullstelle ist x> + 1 irreduzibel.

e Das Minimalpolynom der primitiven 9-ten Einheitswurzel & = ¢*™/ {iber Q ist nicht etwa x” — 1
. . 3}
oder £=L = x8 + &7 + x0 + x° + x* + x® + x? + x + 1, sondern x® + x® + 1, was in einem spéteren
Abschnitt bewiesen wird.
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3.4 Algebraischer Abschluss

Ein Korper K heisst algebraisch abgeschlossen, falls jedes nichtkonstante Polynom f(x) € K[x] in K
eine Nullstelle hat.

Beispiele 3.4.1. e Q ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn das Polynom x? — 2 hat keine
Nullstelle in Q.

e R ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn das Polynom x? + 1 hat keine Nullstelle in R.

o C ist algebraisch abgeschlossen. Diese Aussage ist als der Fundamentalsatz der Algebra bekannt
und wird in Abschnitt 3.11 bewiesen.

e Ist p eine Primzahl, so gibt es zu jedem 1 € IN genau einen endlichen Koérper IF,» mit genau p”
Elementen und falls m | 1, so ist IF,» ein Unterkorper von Fy:. Dies wird in einem spéteren
Abschnitt bewiesen. Dann ist [Fy« = e [Fp» ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Satz 3.4.2. Fiir jeden Korper K existiert bis auf Isomorphie genau eine algebraische Korpererweiterung K/K,
so dass K algebraisch abgeschlossen ist. Man nennt K den algebraischen Abschluss vorn K.

Beweis. Nach Satz 3.1.7 existiert zu jeder Teilmenge T C K[x] von irreduziblen Polynomen eine
algebraische Korpererweiterung Kr/K in der jedes f € T eine Nullstelle besitzt. Wir wenden dies auf
die Menge T aller irreduziblen Polynome f € K[x] an und erhalten einen K&rper K; in dem jedes
irreduzible Polynom f aus K[x] eine Nullstelle besitzt. Wir wiederholen den Schritt und erhalten einen
Korper K, /K; in dem jedes irreduzible Polynom aus K; eine Nullstelle besitzt und so weiter. Wir
erhalten eine Kette von Kérpern K € K; C K, C ..., so dass jedes irreduzible Polynom aus K, [x] eine
Nullstelle in K,,41 besitzt. Sei

K=K

nelN

Dann ist K wieder ein Korper und er ist algebraisch abgeschlossen, denn jedes irreduzible f € K[x] hat
Koeffizienten in einem K,,, so dass f in K;;41 C K eine Nullstelle hat. Ferner ist K algebraisch tber K,
denn jedes K, ist algebraisch tiber K.

Nun zur Eindeutigkeit. Ist L/K eine weitere algebraische Erweiterung, die algebraisch abgeschlossen
ist, dann miissen wir zeigen, dass es einen Isomorphismus ¢ : K =L gibt, der auf K die Identitat ist.

Wir betrachten die Menge R aller Kérperhomomorphismen ¢ : M — L mit ¢|x = Id, wobei K > M > K
ein Zwischenkorper ist. Auf dieser Menge etablieren wir eine partielle Ordnung durch

(p:M—>L) < (:P>L)

=

McP und ¢y = ¢.
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Wir wollen das Lemma von Zorn anwenden. Es ist leicht zu sehen, dass die Vereinigung einer Kette
eine obere Schranke liefert, also liefert das Lemma von Zorn die Existenz eines maximalen Elements

¢ : M — L. Wir miissen zeigen, dass M = K und Bild(¢) = L ist. Sei a € K. Da K/M algebraisch ist, gibt
es ein irreduzibles Polynom f € M[x] mit f(a) = 0 und es ist M(a) = My = M[x]/fM[x]. Da L algebraisch
abgeschlossen ist, gibt es einen Kérperhomomorphismus M(«) = My — L, der ¢ fortsetzt. Da ¢
maximal ist, folgt M(a) = M, also & € M. Wir haben also M = K. Es bleibt zu zeigen, dass das Bild B von
¢ gleich L ist. Nun ist B = K und damit ist B algebraisch abgeschlossen. Ferner ist L/B algebraisch, da
L/K algebraisch ist. Ist & € L, so ist « Nullstelle eines irreduziblen Polynoms f € B[x], welches aber in
B[x] in Linearfaktoren zerféllt, d.h. alle Nullstellen von f liegen in B, also auch a € B. |

Satz 3.4.3. Sei L/K eine algebraische Erweiterung und sei o : K — () ein Homomorphismus in einen
algebraisch abgeschlossenen Korper (). Dann kann man o zu einer Einbettung L — Q fortsetzen.

Beweis. Da ¢ injektiv ist, kann man K als einen Teilkérper von Q auffassen. Sei K die Menge aller w € Q,
die algebraisch tiber K sind. Dann ist K ein algebraischer Abschluss von K. Sei L ein algebraischer

Abschluss von L. Da L algebraisch iiber K ist, ist L ebenfalls ein algebraischer Abschluss von K, also gibt
es einen Isomorphismus L — K C Q, dessen Einschrinkung nach L das Gewiinschte leistet. ]

Beispiele 3.4.4. e Der Algebraische Abschluss von R ist C. (Wir werden noch beweisen, dass C
algebraisch abgeschlossen ist.)

e Man kann den algebraischen Abschluss Q von Q in den Kérper C einbetten. Die Einbettung ist
nicht eindeutig, wohl aber ihr Bild, es besteht aus allen Elementen von C, die algebraisch iiber Q
sind. Wir fassen daher zuweilen den algebraischen Abschluss Q gleich als Unterkérper von C auf.

3.5 Zerfillungskorper und normale Erweiterungen

Definition 3.5.1. Sei K ein Korper und f(x) € K[x] ein nichtkonstantes Polynom. Ein Zerfillungskorper
von f ist eine Korpererweiterung L/K so dass

e f tiber L in Linearfaktoren zerfillt, d.h., es gilt
f() =clx = A1) (x = Ay)

mitAq,...,A, € Lund c € KX und

e L von den Nullstellen erzeugt wird, also

L=K,..., A
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Satz 3.5.2. Sei E/K ein Zerfillungskorper zum nichtkonstanten Polynom f € K[x]. Ist L/K ein weiterer
Zerfillungskorper, dann gibt es einen Isomorphismus ¢ : E — L iiber K.

Ist L C K fiir einen algebraischen Abschluss K von K, so hat jeder Korperhomomorphismus o : E — K iiber
K das Bild L und induziert einen Isomorphismus E — L.

Beweis. Sei L ein algebraischer Abschluss von L, dann ist dies auch ein algebraischer Abschluss von K.
Ebenso ist E ein algebraischer Abschluss von K. Also gibt es einen K-Isomorphismus ¢ : E — L. Sei
f(x)=ag+---+a,x" mita; € K. Ist & € E eine Nullstelle von f, dann gilt

0=¢(f(a)) = Plao + -+ + ana") = ag + mP(a) + - - + ax ()" = f(¢P()),

also wird jede Nullstelle von f auf eine Nullstelle von f abgebildet. Da E von den Nullstellen von f
erzeugt wird, folgt ¢(E) C L. Da auch L von den Nullstellen von f erzeugt wird, folgt Gleichheit. m|

Definition 3.5.3. Ist I eine Indexmenge und fiir jedes i € I ein nichtkonstantes Polynom f; € K[x]
gegeben. Ein Zerfallungskorper der Familie (f;)ic; von Polynomen ist eine Kérpererweiterung L/K so
dass jedes f; in L in Linearfaktoren zerfallt und L tiber K von den Nullstellen der f; erzeugt wird.

Korollar 3.5.4. Sei L/K ein Zerfillungskorper der Familie (f;)ic von Polynomen. Sei E/K ein weiterer
Zerfiillungskorper, dann gibt es einen Isomorphismus L —s E iiber K.

Jeder Ringhomomorphismus von L nach E iiber K hat das Bild E und ist ein Isomorphismus L — E iiber K.

Beweis. Wie der Satz. O

Satz 3.5.5. Sei L/K eine algebraische Erweiterung von K und sei K ein algebraischer Abschluss von K.
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

Nor 1. Alle Homomorphismen L — K iiber K haben dasselbe Bild.
Nor 2. L ist der Zerfillungskorper einer Familie von Polynomen.

Nor 3. Jedes irreduzible Polynom f € K[x], das in L eine Nullstelle hat, zerfillt in L in Linearfaktoren.

Definition 3.5.6. Eine algebraische Korpererweiterung L/K heisst normal, wenn sie die dquivalenten
Bedingungen des Satzes erfiillt.

Beweis. Nimm an, dass Nor 1 erfiillt ist. Sei f ein irreduzibles Polynom in K[x], das in L eine Nullstelle
a hat. Sei § eine Nullstelle von f in K. Indem wir a auf § werfen, erhalten wir einen Homomorphismus
K(a) — K tiber K. Dieser lasst sich nach L fortsetzen, es folgt also, dass ff in dem gemeinsamen Bild L
aller Homomorphismen von L nach K liegt. Da f iiber K in Linearfaktoren zerfallt und alle Nullstellen
in L liegen und da ferner L = L ist, zerfillt f auch in L[x] in Linearfaktoren. Damit folgt Nor 3.
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Aus Nor 3 folgt Nor 2 indem man die Familie aller Minimalpolynome von Elementen in L nimmt.
Nor 2 schliesslich liefert Nor 1 mit demselben Beweis wie Satz 3.5.2. o

Proposition 3.5.7. Zu jeder algebraischen Erweiterung L/K existiert bis auf L-Isomorphie genau eine
Korpererweiterung N/L so dass N/K normal ist und dass N minimal ist mit dieser Eigenschaft, d.h., ist Z/L eine
Korpererweiterung so dass ©/K normal ist, dann existiert eine Einbettung N — X iiber L.

Definition 3.5.8. Die Kérpererweiterung N/K aus der Proposition wird die Normale Hiille von L/K

genannt.

Beweis. Man nimmt als N den Zerfallungskorper aller irreduziblen Polynome in K[x], die in L eine
Nullstelle haben. Die Eigenschaften sind dann klar. m]

Beispiel 3.5.9. Hier ein Beispiel einer nichtnormalen Erweiterung. Sei K = Q und f(x) = x*> — 2 € K[x].
Die Korpererweiterung L = K¢/K ist dann nicht normal, denn in C gibt es drei dritte Nullstellen von
f(x), ndmlich V2, N2, €22, wobei ¢ = ¢2™/3 die primitive dritte Einheitswurzel ist. Indem man die
Nullstelle @ € K¢ von f auf jede dieser Zahlen wirft, erhélt man drei verschiedene Einbettungen von Ky
nach C uber K. Allerdings haben die nicht alle dasselbe Bild, denn das Bild der Einbettung, die « auf
V2 wirft, liegt ganz in R, die beiden anderen nicht.

Definition 3.5.10. Eine Koerpererweiterung L/K heisst multiquadratische Erweiterung, falls es eine
Kette von Zwischenkoerpern
K=ILyclLjc---cL,=L

gibt mit [L; : L;j 1] = 2 fuerjedes j=1,...,n.

Lemma 3.5.11. Ist L/K multiquadratisch und ist N/L/K die normale Huelle, dann sind auch N/K und N/L
multiquadratisch. Insbesondere ist der Grad [N : K] eine Potenz von 2.

Beweis. Seien o1, ..., 0k die verschiedenen K-Einbettungen von L in einen algebraischen Abschluss K
von K. Dann ist der von den Bildern o1(L), .. ., 0x(L) erzeugte Unterkoerper von K isomorph zu N. Da L
aus K durch sukzessives Adjungieren von Quadratwurzeln entsteht, gilt dasselbe fuer jedes ¢;(L) und
damit auch fuer N. ]

3.6 Separable Korpererweiterungen

Definition 3.6.1. Ist o € L eine Nullstelle eines Polynoms f € L[x], dann zeigt Polynomdivision, dass
x — a das Polynom f(x) teilt, dass also f(x) = (x — a)g(x) fiir ein Polynom g(x) gilt. Gilt sogar
(x — a)? | f(x), dann sagen wir: « ist eine mehrfache Nullstelle von f.

Definition 3.6.2. Eine algebraische Korpererweiterung L/K heisst separabel, falls jedes irreduzible
Polynom f(x) € K[x] hochstens einfache Nullstellen in L hat.

Dies ist dquivalent dazu, dass jedes a € L nur einfache Nullstelle seines Minimalpolynoms m, € K[x] ist.

Lemma 3.6.3. Sei K ein Korper und sei f(x) = ag + a1x + - - + a,x" ein Polynom. Wir definieren die formale

Ableitung von f als

fl(x) =a;+2ax+---+ na, ",
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Sei D : K[x] — K[x] der formale Ableitungsoperator, also D(f) = f'. Dann ist D linear und erfiillt die
Leibniz-Regel:
D(f8) = D(f)g + fD(g)-

Ein Element o € K ist genau dann eine mehrfache Nullstelle des nichtkonstanten Polynoms f, wenn f(a) = 0
und f'(a) = 0 gilt.

Beweis. Sei f(x) = Y. ;a;x/ und g(x) = ¥; bix', dann ist

Y, a]-bix”j] =Y ajbiti +

i,j i,j
_ itj-1 . i+j-1
—Z(ajb,-]x ] +ajbl-zx J )

Zoo [Eae) g2

i

= D(f)g(x) + fD(g)(x).

D(fg)(x) =D

Ist @ mehrfache Nullstelle, dann folgt f(x) = (x — a)?¢(x). Damit ist

D(f)(x) = 2(x - a)g(x) + (x - a)’g’(v),

so dass a auch Nullstelle von f” ist. Ist umgekehrt, a eine einfache Nullstelle, dann ist f(x) = (x — a)g(x)
mit g(a) # 0. Es folgt
D(f)(x) = g(x) + (x — a)g’ (x),

so dass f’(a) # 0 folgt. ]

Beispiel 3.6.4. Sei K = IF(T) der Funktionenkorper tiber dem Korper IF, mit zwei Elementen, also
IF5(T) ist der Quotientenkérper des Integrititsrings IFo[T]. Sei f(x) € K[x] das Polynom f(x) = x* — T.
Dieses ist nach Eisenstein irreduzibel, also L = K ( VT ) = K[x]/x* — T eine Kérpererweiterung vom Grad
2. Wie in Satz 3.1.6 hat das irreduzible Polynom f(x) = x> — T nun in L die Nullstelle & = x + f(x)K[x]
und es gilt mit der neuen Unbestimmten y:

(y-a) =y’ = 2ay +a* =y’ —a’ = y* =T = f(y),
——
=0
damit hat das Polynom f(y) in L eine doppelte Nullstelle, die Korpererweiterung L/K ist also nicht
separabel!

Proposition 3.6.5. Seien L/F/K algebraische Korpererweiterungen. Dann gilt

L/F separabel und
L/K separabel =
F/K separabel.

Beweis. Sei L/K separabel. Dann ist offensichtlich auch F/K separabel. Sei nun « € L und sei f € F[x] das
Minimalpolynom tiber F und g € K[x] das Minimalpolynom tiber K. Dann gilt f | g in F[x], also gibt es
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ein Polynom & € F[x] so dass ¢ = hf. Da L/K separabel, ist a nur einfache Nullstelle von g und daher
auch nur einfache Nullstelle von f. Somit ist L/F ebenfalls separabel. O

Satz 3.6.6. Ist Char(K) = 0, dann ist jede algebraische Erweiterung L/K separabel.

Beweis. Sei L/K eine nichtseparable algebraische Korpererweiterung. Wir zeigen, dass die
Charakteristik nicht Null sein kann. Sei a € L mit Minimalpolynom m(x) € K[x] und so dass « eine
mehrfache Nullstelle von m(x) ist, also m’(«a) = 0. Da der Grad von m’ echt kleiner ist als der von m und
m das Minimalpolynom war, muss das Polynom m’ gleich Null sein. Ist der Grad von m(x) gleich n > 2,

n-1

dann ist der Leitterm von m’(x) gleich nx"~", also muss n - 1 = 0 in K gelten, damit ist die Charakteristik

positiv. O

3.7 Separabilitatsgrad

Definition 3.7.1. Sei L/K eine endliche Erweiterung und sei o : K < () eine Einbettung in einen
algebraisch abgeschlossenen Korper Q. Sei S, die Menge aller Fortsetzungen von ¢ zu einer Einbettung
0" :L— Q.

Lemma 3.7.2. S; ist endlich und die Kardinalitit |S;| haengt nicht von Q) oder ¢ ab. Wir nennen diese
Kardinalitit den Separabilitdtsgrad von L/K und schreiben

[L: K]s = S]-

Beweis. Wir zeigen zunaechst, dass S; endlich ist. Ista € L und f das Minimalpolynom, dann muss jede
Fortsetzung ¢* von o das Element a auf eine Nullstelle von f werfen. Derer gibt es nur endlich viele,
also nur endlich viele Wahlmoeglichkeiten fuer ¢*(a). Ist v, ..., v, eine Basis von L als K-Vektorraum, so
gibt es auch nur endlich viele Moeglichkeiten fuer o*(v1), ..., 0"(v,) und daher ist S, endlich.

Nun zur Unabhaengigkeit der Maechtigkeit. Da L/K algebraisch ist, ist fiir jede Fortsetzung ¢* der
Korper 0*(L) algebraisch tiber o(K). Wir kénnen also () durch die Menge aller iiber o(K) algebraischen
Elemente ersetzen, dies ist ein Unterktrper von Q und ein algebraischer Abschluss von K. Ist 7 : K < X
eine andere Einbettung in einen algebraisch abgeschlossenen Korper, kann man auch X durch einen
algebraischen Abschluss von K ersetzen. Es gibt dann einen Isomorphismus QQ — X so dass das
Diagramm

kommutiert. Ist dann ¢" : L — Q eine Fortsetzung von ¢, so ist i o ¢* eine von 7 und man erhilt eine
Bijektion S, —> S.. O

Beispiele 3.7.3. e Sei K=Qund L =Q[T]/T? -2 = Q( \/5). In Q) = C gibt es genau zwei Zaghlen «,
die die Gleichung a? — 2 = 0 erfuellen, die positive V2 > 0 und die negative — V2. Es gibt dann
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zwei Fortsetzungen der Einbettung Q < C nach L, gegeben durch ¢1(T) = V2 und 05(T) = — V2.
Damit ist der Separabilitaetsgrad [L : K]; gleich 2.

e Seien K= Qund L = Q[T]/(T® - 2) = Q) \S/ZZ)). In Q) = C gibt es drei verschiedene dritte Wurzeln

27i/3 und ae4m’/3'

aus 2, namlich die eindeutig bestimmte reelle Zahl a € R mit a® =2, sowie ae
Indem man T auf jeweils eine der drei wirft, erhélt man drei verschiedene Einbettungen von L

tiber Q nach C. Es folgt also, dass der Separabilitdtsgrad von L tiber K gleich 3 ist.

Satz 3.7.4. Der Separabilititsgrad ist multiplikativ in Korpertiirmen, sind also L/E /K endliche
Korpererweiterungen, so Qilt
[L:K]s =[L: EL[E : K]s.

Ferner gilt [L : K] < [L : K].

Beweis. Seio : K — Q. Fiir jede Fortsetzung 7 : E — Q ist jede Fortsetzung von 7 nach L eine
Fortsetzung von o nach L. Also erhalten wir eine Bijektion S;(L) = | |;cs, () St(L). Ferner haben alle S,
dieselbe Kardinalitdt und damit folgt die erste Behauptung.

Fiir die zweite Behauptung schreibe L = K(ay, ..., @) und beachte, dass man nach der ersten
Behauptung die zweite nur fiir die Zwischenerweiterungen K(as, ..., aj+1)/K(ay, ..., a;) zeigen muss.
Sei also L = K(a). Dann ist n = [L : K] der Grad des Minimalpolynoms m(x) von a. In einem algebraisch
abgeschlossenen Korper (), in den K einbettet, hat m(x) hochstens n Nullstellen ay, ..., a,. Jede
Fortsetzung von ¢ nach L wirft a auf eine der «; und die Wahl eines a; legt die Fortsetzung fest. Daher
gibt es hochstens n verschiedene Fortsetzungen. o

Satz 3.7.5. Eine endliche Korpererweiterung L/K ist genau dann separabel, wenn [L : K] = [L : K].

Beweis. Sei L/K separabel. Da beide Grade multiplikativ in Tiirmen sind, kénnen wir annehmen, dass
L = K(a) fiir ein a. Sei 7 : K — Q ein Homomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Korper
Q. Sei m(x) das Minimalpolynom von a und n dessen Grad. Dann ist [L : K] = . Ist w eine Nullstelle
von m(x) in €}, dann liefert die Abbildung « + w einen Homomorphismus L — () iiber K. Umgekehrt
wirft jeder Homomorphismus L — Q tiber K die Nullstelle a auf eine Nullstelle von m(x). Das heisst, es
gibt genau so viele Nullstellen von m(x) in QQ wie es Homomorphismen L — Q tiber K gibt. Sei

k = [L : K], diese Anzahl. Mit Vielfachheit gezahlt, hat m(x) in Q genau n Nullstellen. Es folgt also k = n,
falls wir zeigen konnen, dass m(x) keine mehrfache Nullstelle in () hat. Sei hierzu w € Q) eine Nullstelle,
dann ist @ = w ein Isomorphismus L = K(«) — K(w). Da a keine mehrfache Nullstelle ist, ist
demzufolge w auch keine und es folgt [L : K] = n = k = [L : K];. Diesen Beweis kann man auch
riickwérts lesen und feststellen, dass aus [L : K] = [L : K]; folgt, dass in () keine mehrfachen Nullstellen
liegen, also auch nicht in L. o
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Definition 3.7.6. Sei L/K eine Korpererweiterung und seien E, F Zwischenkorper. Der kleinste Korper,
der E und F enthilt, heisst das Kompositum von E und F.

A
NS

K

Satz 3.7.7.

(a) Seien L/F/K Korpererweiterungen. Es gilt

L/F bel und
L/K separabel & { [F separabel un }

F/K separabel.
(b) Ist L/K eine Korpererweiterung, sind E, F Zwischenkorper und ist E/K separabel, dann ist EF/F
separabel.

(c) Ist L/K eine Korpererweiterung, sind E, F Zwischenkdrper und sind E/K und F/K separabel, dann ist
EF/K separabel.

Die Diagramme zu diesen Situationen sind:
EF
E F

L
F
K K

Beweis. (a) Ist L/K separabel, so sind L/F und F/K separabel nach Proposition 3.6.5.

Seien also L/F und F/K separabel und sei « € L. Sei m(x) = mp(x) =ap + ayx + -+ + a,_1x" 1 + x" das
Minimalpolynom von a in F[x]. Da L/F separabel ist, gilt m’(a) # 0. Sei M = K(ay, . .., 4,-1). Dann ist
M)/K separabel, da es eine Untererweiterung von F/K ist. Ausserdem ist M/K endlich. Das Polynom m
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ist auch das Minimalpolynom von « tiber M und damit ist M(«)/M separabel und endlich. Es folgt

o0 > [M(a) : K]s = [M(a) : M]s[M : K]
= [M(a) : M][M : K]
= [M(a) : K]

und damit ist M(a)/K separabel, also p’(«) # 0, wobei p das Minimalpolynom von a tiber K ist. Da a
beliebig ist, ist L/K separabel.

(b) Sei @ € EF und sei E = K ((«;)ie1). Dann ldsst sich jedes x € E als in der Form p/q darstellen, wobei
p,q € K[(ai)ier] Polynome in den «; sind. Ferner lésst sich ein gegebenes o € EF in der Form p1/q1
schreiben mit p1, g1 € F[(a;)ier]. Das bedeutet aber, dass in dieser Darstellung von a nur endlich viele der
a; vorkommen. Es reicht also anzunehmen, dass E endlich erzeugt tiber K ist und da es algebraisch
tiber K ist, nehmen wir an, dass E/K endlich ist. Nach dem Satz vom primitiven Element kénnen wir
dann annehmen, dass E = K(B) fiir ein Element . Es folgt, dass EF = F(B). Bette EF in einen algebraisch
abgeschlossenen Korper Q ein. Dort hat das Minimalpolynom m(x) € K[x] von § keine mehrfache
Nullstelle, also hat auch das Minimalpolynom von 8 in F[x] keine mehrfache Nullstelle in EF.

(c) folgt aus (b) und (a). O

3.8 Primitive Elemente

Satz 3.8.1. Ist K ein Korper und ist G C K* eine endliche Untergruppe. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Sein € N und sei G[n] = {x € G : x" = 1} die n-Torsion. Dann ist jedes x € G[n] Nullstelle des
Polynoms x" — 1, welches hoechstens n Elemente haben kann, so dass

|G[n]| <n.

Nach Lemma 1.7.4 ist G zyklisch. m|

Satz 3.8.2 (Satz vom primitiven Element). Sei L/K endlich. Dann sind dquivalent

(a) Esgibtein a € Lsodass L = K(a).

(b) Es gibt nur endlich viele Zwischenkdrper L O F D K.

Ist L/K separabel, dann sind diese dquivalenten Bedingungen erfiillt.

Beweis. Ist K endlich, so ist auch L endlich und die multiplikative Gruppe von L ist nach Satz 3.8.1
zyklisch. Ein Erzeuger dieser Gruppe wird dann auch L als Kérper erzeugen.
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Sei nun also K unendlich. Es gebe nur endlich viele Zwischenkorper. Seien «, § € L. Es gibt dann nur
endlich viele Kérper der Form K(a + cf) mit ¢ € K. Also gibt es ¢; # ¢; in K mit K(a + ¢18) = K(a + c2).
In diesem Korper liegt dann auch die Differenz (c; — ¢2)B, also auch f, also auch a. Also kann K(, )
von einem Element erzeugt werden. Man schreibt L = K(a, ..., @) und zeigt induktiv, dass L von

einem Element erzeugt wird.

Umgekehrt sei L = K(a) und sei m(x) € K[x] das Minimalpolynom. Sei F ein Zwischenkorper, dann teilt
das Minimalpolynom mg(x) € F[x] von « tiber F das Minimalpolynom m(x), welches nur endlich viele
Teiler hat, also geht die Abbildung F — mf in eine endliche Menge. Sei Fy der Unterkoérper von F, der
von den Koeffizienten von m erzeugt wird. Dann hat « tiber Fy das Minimalpolynom mr, also ist der
Korpergrad [L : F] = [L : Fo], also ist F = Fy und damit gibt es nur endlich viele Zwischenkéorper.

Sei schliesslich L/K separabel. Induktiv reicht es zu zeigen, dass L = K(a, ) ein primitives Element hat,
falls K(a) und K(p) separabel iiber K sind. Seien o7, ..., 0, die verschiedenen Einbettungen von L in K
iiber K. Sei

P(x) = H(oia +x0if —oja—x0jp).

i#]
Dann ist P(x) nicht das Nullpolynom, also existiert ein c € K mit P(c) # 0. Die Elemente o;(« + cf3) sind
also alle verschieden, also hat K(a + cf) Grad > n tiber K, so dass K(a + ¢f) = K(a, ). O

3.9 Galois-Erweiterungen

Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Galois-Homomorphismus von L {iber K ist ein Isomorphismus
0 :L — L, der auf K die Identitét ist, der also das Diagramm

L————1L
K
kommutativ macht. Die Galois-Gruppe Gal(L/K) der Erweiterung L/K ist die Gruppe aller
Galois-Homomorphismen von L tiber K.

Lemma 3.9.1. Jeder Galois-Homomorphismus ¢ € Homg(L, L) ist insbesondere eine K-lineare Abbildung.

Beweis. o ist ein additiver Gruppenhomomorphismus. Fiira € L und A € K gilt
o(Aa) = a(A)a(a) = Aa(a),

da o auf K die Identitat ist. |
Beispiele 3.9.2. e Die komplexe Konjugation z + Z ist ein Element der Galois-Gruppe Gal(C/R).

e Die Abbildunga + b V2 a—-bV2istein Galois-Homomorphismus von Q( \/E) = Q@ Q V2 iiber
Q.

o Jeder endliche Korper K der Charakteristik p > 0 hat einen besonderen Automorphismus, den
Frobenius-Automorphismus, der im nédchsten Lemma vorgestellt wird.
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Lemma 3.9.3. Sei F ein Korper der Charakteristik p, fiir eine Primzahl p. Dann ist die Abbildung F — F,
x - xP

ein Ringhomomorphismus. Man nennt ihn den Frobenius-Homomorphismus Fr,. I[nsbesondere ist dann

auch die k-fache Hintereinanderschaltung Fr]; = Fryx ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Die Abbildung Fr ist multiplikativ und schickt die Eins auf die Eins. Es bleibt zu zeigen, dass
Fr(x + y) = Fr(x) + Fr(y) gilt. Nach den binomischen Formeln ist

4
Fr(x+y) = (x+y)" = ) | (’;)xf Yy
j=0

und die Behauptung folgt, wenn wir zeigen, dass die nichttrivialen Binomialkoeffizienten in

Charakteristik p verschwinden, also dass der Binomialkoeffizient (’;’) fuerjedes1 < j<p—1vonder
Primzahl p geteilt wird. Dies ist aber klar, denn (’]’) = #ij)! und da j und p — j beide < p sind, ist jeder
Primteiler von j!(p — j)! echt kleiner als p, also teilt p den Nenner nicht, wohl aber den Zahler. m]

In Charakteristik p gilt also insbesondere
(x+yf =2+

Lemma 3.9.4. Sei L/K eine Korpererweiterung und sei Fix(L/K) die Menge aller Fixpunkte der Gruppe
Gal(L/K)-Fixpunkte in L, also
FiX(L/K) = {x eL: O(X) =X VJEGal(L/K)}.

Dann ist F = Fix(L/K) ein Korper, also ein Zwischenkdrper L O F O K.

Beweis. Zunichst sind 0,1 € F, da jeder Ringhomomorphismus diese bewahrt. Ferner gilt

x,y€F = x+yeF xy€F, denn fiir jedes o € Gal(L/K) gilt
o(x+y)=o(x)+o(y)=x+y, und o(xy)=o(x)o(y) = xy.

Ebenso gilt x € F = —x € F und fiir x # 0 ist auch x™! € F, also ist F ein Unterkorper von L. Da jedes o
auf K die Identitét ist, ist K C F. |

Definition 3.9.5. Eine Korpererweiterung L/K heisst Galois-Erweiterung, falls der Fixkorper gleich K
ist, falls also Fix(L/K) = K gilt.

Beispiele 3.9.6. e C/Rist eine Galois-Erweiterung, da die komplexe Konjugation R als Fixkorper
hat.

e Q(V2)/Q st galoissch, da der Fixkorper von a + b V2 > a — b V2 gleich Q ist.

e Q(V2)/Q ist eine Korpererweiterung vom Grad 3, die nicht galoissch ist.

Beweis. Nach Eisenstein ist x> — 2 irreduzibel, also ist L = Q( \3/5) = Q[x]/(x® = 2)Q[x] eine
Korpererweiterung von Q vom Grad 3. Sei 7 : L — L ein Galois-Homomorphismus. Das Element
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a = V2 ist eine Nullstelle des Polynoms f(x) = x> — 2. Ist (@) = a, so ist T = Id, da a die
Korpererweiterung erzeugt. Wir zeigen, dass dies immer der Fall ist. Nun ist @ = V2 die einzige
reelle Zahl, die die Gleichung o> = 2 erfiillt und damit ist @ auch das einzige Element von L mit
dieser Eigenschaft. Fiir einen Galois-Homomorphismus 7 : L — L gilt aber

7(a)® = 7(&®) = 7(2) = 2 und damit folgt 7(a) = @ wie verlangt. O

Lemma 3.9.7. Sei L/K eine algebraische separable Erweiterung. Sei n € IN und nimm an, dass jedes Element
von L Nullstelle eines Polynoms in K[x] vom Grad < n ist. Dann ist L/K endlich vom Grad < n.

Beweis. Sei o € L so dass der Grad [K(«) : K] maximal ist, sagen wir m < n. Wir behaupten, dass

L = K(a). Ist dies nicht der Fall, so gibt es ein § € L mit ¢ K(a). Nach dem Satz vom primitiven
Element gibt es ein y € L so dass K(a, ) = K(y). Wegen K(y) = K(a, ) 2 K(a) folgt, dass der Grad

[K(y) : K] > m sein muss, ein Widerspruch! O

Satz 3.9.8 (Artin). Sei L ein Korper und sei I eine endliche Untergruppe von Aut(L) der Ordnung n. Sei K
der Fixkorper
K=L"= {x eL:y(x) = xV),Er}.

Dann ist L/K eine endliche Erweiterung vom Grad
[L:K]=n.

Die Erweiterung L/K ist normal und separabel.

Beweis. Seia € L und sei {y1,...,),} eine maximale Teilmenge von I so dass die Elemente y1¢, ..., y,a
paarweise verschieden sind. Ist 7 € I, dann unterscheidet sich (1)1, ..., ty,a) von (y14, ..., y,a) nur in
der Reihenfolge. Daher ist a eine Nullstelle des Polynoms

7

fo =]ea-v

j=1

und fiir jedes T € I' gilt f* = £, also f € K[x]. Das bedeutet, dass jedes o € L Nullstelle eines separablen
Polynoms in K[x] vom Grad r < n ist, welches tiber L in Linearfaktoren zerfdllt. Daher ist L/K normal
und separabel. Nach Lemma 3.9.7 folgt ausserdem, dass [L : K] < n. Andererseits ist aber

n < [L:K]s; < [L: K], so dass Gleichheit folgt. O

Satz 3.9.9 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und sei
I' = Gal(L/K) ihre Galois-Gruppe.

(a) L/K ist genau dann galoissch, wenn die Erweiterung normal und separabel ist.
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(b) Sei L/K galoissch. Ist L O F O K ein Zwischenkorper, dann ist L/F galoissch. Die Erweiterung F/K
ist genau dann galoissch, wenn die Galois-Gruppe ¥. = Gal(L/F) ein Normalteiler in T ist. In diesem
Fall gilt

Gal(F/K) =T/x.

(c) Ist L/K galoissch, so ist die Abbildung F — Gal(L/F) eine Bijektion
¢ : {Zwischenkorper L > F 5 K} — {Untergruppen von F}.

Ihre Umkehrabbildung ist 1 : ¥ +— L* = {x €eL:o(x)=x VU@;}. Hierbei gehen die normalen
Erweiterungen F/K genau auf die normalen Untergruppen von I'.

Bemerkung: Sind L/M/K Koerpererweiterungen so dass beide Teilerweiterungen galoisch sind, so
braucht L/K nicht galoisch zu sein. Das Problem ist die Normalitaet. Ein Beispiel ist durch K = Q,
M =Q( V2) und L = Q( \4/5) gegeben, denn f(x) = x* — 2 ist irreduzibel ueber Q, hat in L aber nur die
beiden Nullstellen ++V2 und nicht die beiden anderen Nullstellen +iV?2..

Beweis. (a) Sei L/K galoissch mit Galois-Gruppe I'. Sei a € L. Seien a3, ..., a, die verschiedenen
Elemente des I'-Orbits von a. Ist dann 7 € T', so unterscheidet sich ta;, ..., T, von der ersten Familie
nur in der Reihenfolge. Das bedeutet, dass das Polynom

fo =]Je-ap
j=1

invariant unter I' ist, also in K[x] liegt. Da f(«) = 0, wird f von dem Minimalpolynom geteilt. Da f tiber
L in Linearfaktoren zerféllt, zerféllt jeder Teiler von f und damit zerfallt auch das Minimalpolynom
von «a in Linearfaktoren. Nach Satz 3.5.5 ist L/K normal. Da die Nullstellen alle verschieden sind, ist
L/K auch separabel.

Sei umgekehrt L/K normal und separabel und sei a € L. Sei ¢ : K(a) — L eine Einbettung iiber K in
einen algebraischen Abschluss von L. Wir dehnen ¢ zu einer Einbettung L. < L aus. Dann ist o ein
Automorphismus von L iiber K, also ein Element von I'. Deshalb lédsst o das Element « fest, also folgt
|Homg(K(a),L)| = 1. Da a separabel tiber K ist, folgt 1 = [K(a) : K]s; = [K(e) : K], also a € K und (a) ist
bewiesen.

(b) L/F ist normal nach Satz 3.5.5 Nor 1 und ist separabel nach Satz 3.7.7, also galoissch. Sei nun F/K
ebenfalls galoissch und seien o € Gal(L/F) und 7 € Gal(L/K). Da F/K normal ist folgt nach Satz 3.5.5,
Nor 1, dass 7(F) = F. Also folgt fiir x € F, dass - 'o7(x) = " }(o((x))) = 7" }(7(x)) = x, also

7 lo7 € Gal(L/F), diese Gruppe ist also ein Normalteiler. Da jedes 7 € I den Korper F fixiert, operiert I
auf F, man erhilt also einen Homomorphismus I' — Gal(F/K) mit Kern X. Andererseits ldsst sich jedes
n € Gal(F/K) zu einer Abbildung L — T = L fortsetzen, deren Bild L ist, da L/K normal ist. Damit ist die
Abbildung I' — Gal(F/K) auch surjektiv und (b) ist bewiesen, bis auf die Riickrichtung.

Sei also nun X ein Normalteiler, so ist zu zeigen, dass F/K normal ist. Sei dazu 7 : F — K = F eine
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Einbettung, dann kann man 7 nach L ausdehnen 7 : L — K =L, dasBild istdann L, 7 also in . Da £ ein
Normalteiler ist, folgt nach obiger Rechnung, dass 7(F) ebenfalls von ¢ punktweise festgehalten wird.
Da L/F galoissch ist, folgt, dass t(F) = F ist und damit ist F/K normal nach Satz 3.5.5.

(c) Sei F ein Zwischenkorper, so folgt F C y(¢(F)). Da aber L/F galoissch ist, ist

[L:F]=|pF)l = [L: P(¢p(F))] und damit folgt ¢ o ¢ = Id. Sei umgekehrt X eine Untergruppe vonT,
dann ist £ C ¢(¥(X)) und es gilt [X] = [L : ()] = [p((X))l, woraus die Behauptung folgt. Die letzte
Bemerkung folgt aus (b). ]

Beispiel 3.9.10. Sei L = Q(V/2,¢*/%). Dann ist L der Zerfallungskorper des Polynoms f(x) = x> - 2, also
ist L/K normal und separabel, also galoisch. Da die Galois-Gruppe die drei Nullstellen von f
permutiert, ist sie eine Untergruppe von Per(3). Der Zwischenkorper Q(V2) hat die Grade

[L:Q(V2)1=2  [Q(¥2):Q]=3,

da im ersten Fall eine Nullstelle von x* + x + 1 adjungiert wird, im zweiten eine von x> — 2. Damit ist
[L : K] = 6 und daher muss die Galois-Gruppe gleich der ganzen Per(3) sein. Diese hat 3 Untergruppen
der Ordnung 2 und eine der Ordnung 3. Wir schreiben @ = V2 und ¢ = ¢>™/* und erhalten folgende
vollstdndige Liste aller Zwischenkorper, wobei wir an die Erweiterungen ihre jeweiligen Grade
geschrieben haben.

Q(a, €)

/' Qa) Q(ae) Q(ae?)

Q(e) 3| 2
\
Q

Hierbei benutzen wir folgende Uberlegungen: Die Nullstellen von f(x) sind &, ae, a&?. Die

Untergruppe, die ae und ae? vertauscht, lasst a invariant, hat also Q(«) als Fixkorper.
grupp p

3.10 Norm und Spur

Definition 3.10.1. Sei L/K eine endliche Koerpererweiterung und sei a € L. wir definieren die Norm

und die Spur von a durch

Npk(a) := det(M,),
Sprix(a) = tr(My),

wobei M, : L — K die K-lineare Abbildung M,(x) = ax bezeichnet.

Lemma 3.10.2. Fiira,b € Lund A € K gilt

(a) NL/K(LI) € K, SpL/K(a) € K,
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(b) Nr/k(ab) = Np/x(a)Nyk(b),
(c) Spr/k(a+b) = Sprjk(a) + Sprk(b), Sp(Aa) = ASp(a)

(d) Nijk(d) = AR, Spy(d) = [L : KA.

Beweis. Diese Eigenschaften sind klar. ]

Lemma 3.10.3. Sei L/K endlich separabel und sei H = Hom(L, K) fuer einen algebraischen Abschluss K von
K, dann gilt fuer jedes a € L,

Ni(a) =[] =@,

teH

Spu@) = ) (@),

teH

Ist L/K galoisch, kann statt H die Galois-Gruppe genommen werden.

Beweis. Sei x(x) = det(x — M,) das Charakteristische Polynom. Wir zeigen, dass x(x) = P(x)?, wobei

d = [L : K(a)] und P(x) ist das Minimalpolynom von a. In der Tat, 1,4,4%,...,a""! ist eine Basis von
K(a)/K, wobei m = [K(a) : K] der Grad des Minimalpolynoms ist. Ist nun vy, ..., v, eine Basis von L/K(a)
dann ist

m—1 m—1
01,014a,...,014 ,02,...,040

eine Basis von L/K. Die Matrix von M, : x  ax hat dann auf der Diagonalen Bloecke der Form

0 1 0 e 0

0 0 1 e 0

0 0 0 e 1
—Cm —Cm-1 —Cm—2 ... —C

wobei P(x) = x™ + ¢;x"! + - -+ + ;. Damit folgt x(x) = P(x)?. Die (einfachen) Nullstellen von P(x)
werden von den Elementen 7 von H auf die entsprechendne Nullstellen in K geworfen, wobei alle
moeglichen Nullstellen vorkommen. Zwei 7 unbd 7’ werfen a genau dann auf dasselbe Element, wenn
sie auf K(a) uebereinstimmen. Ist o1, . .. 0, ein Vertretersystem von H modulo der Aequivalenzrelation
1(a) = 7’/(a), dann ist

P(x) = l_[(x ~ 0(@)).

j=1

Daher ist x(x) = [T}, (x — 0(a))" und daher

Nui@ = ()" x(0) = [ [ o0 = [ ] o).

j=1 teH
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Ferner ist die Spur das negative des ersten Koeffizienten von x(x), also
Spux(@) = Y doj(a) = Y 7(a). o
j-1 TeH

Lemma 3.10.4. Sind L/M/K endliche separable Koepererweiterungen, so gilt
Namyk(Npm(@a)) = Nijx(a)  und  Spayx(Sprm(a)) = Sprjx(a).

Beweis. Die Menge H = Homg(L, K) zerfaellt unter der Aequivalenzrelation

T~17 & 1u=7m

in m = [M : K] Aequivalenzklassen. Ist 01, ..., 0;, ein Vertretersystem, so ist
Homy(M, K) = {o1lm, - .., omlm} und

Spryx(x) Z Z o(x) = Z SPo(r)/o;0m)(0j(x))
=1

j=1 U~U]‘
=) 0i(SpLm(x)) = Spmyx(Sprm(x))
=1
und ebenso fuer die Norm. m]

Lemma 3.10.5 (Dedekind). Es seien Ty, ..., T, verschiedene Homomorphismen von einem Korper K in einen
Korper L. Sind cy, ..., cy € L mit
1t1(x) + -+ ¢y Tu(x) =0

fiir jedes x € K, dann gilt c; = c; =---=¢, = 0.
Beweis. Durch Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei also die Behauptung fiir n gezeigt und sei
C1T1(x) + -+ + € Tu(X) + Cpy1Tup(x) = 0

fur jedes x € K. Da 11 # 7,41 gibt es eina € K mit 71(a) # 7,+1(a). Indem wir einmal x durch ax ersetzen

und zum anderen die obige Gleichung mit 7,.+1(a) multiplizieren erhalten wir

c1T1(@)T1(x) + c2T2(a)T2(x) + - -+ + Cy1Tur1 (@) Tus1 (x) = 0,

1Tn1 (@) T1(X) + T2 (@)T2(X) + -+ + Co1 Tns1 (@) T () = 0.
Da der letzte Summand in beiden Féllen derselbe ist, gibt die Differenz:
&1(11(0) = Tua @)T2(@) + - + €4(T0(@) = Tra1 (0))Ta(x) = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt insbesondere 0 = ¢1(71(a) — T44+1(a)) und daher c; = 0. Damit ist
aber
C2T2(X) + -+ CnTu(X) + Cpa1Tus1(x) = 0,
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so dass eine abermalige Anwendung der Induktionsvoraussetzung c, = c3 = - -+ = ¢,41 = 0 liefert. O

Proposition 3.10.6. Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G und sei H C G eine
Untergruppe und sei F = Fix(H) der Fixkorper. Ist dann x4, ..., x, ein Erzeugendensystem des K-Vektorraums L,
dann ist Sprr(x1), ..., Sprye(x,) ein Erzeugendensystem des K-Vektorraums F.

Proof. Sei f € F. Nach dem Dedekind-Lemma gibt es ein a € L mit Sp(a) # 0. Seid = #{@. Dann folgt

f ) f
Sp(d) =S al = Sv(a) = f.
p(d) P( 5@ 5@ p@a) = f
Schreibe d = Ax1 +--- + A,x, mit Ay, ..., A, € K, dann folgt
f=Sp(d) = Sp(Ar1x1 + - + Apxy) = A1Sp(x1) + - -+ + A,Sp(xn). ]

3.11 Der Fundamentalsatz der Algebra

Satz 3.11.1 (Fundamentalsatz der Algebra).
Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. 1. Schritt: Der Korper C hat keine Erweiterung vom Grad 2.
Denn: Ist [E : C] = 2, dann hat das Minimalpolynom von jedem a € E \ C den Grad 2, aber jedes
Polynom in C[x] vom Grad 2 hat nach der Mitternachtsformel eine Nullstelle in C, also muss a in C

liegen.

2. Schritt: C hat keine Galois-Erweiterung vom Grad 2k ke N.

Ist L/C galoisch vom Grad 2%, dann hat die Galois-Gruppe G = Gal(L/C) die Ordnung 2*, also hat sie
eine Untergruppe G’ vom Index 2. Dann hat F = Fix(G’) den Grad 2 ueber C, was nach dem ersten
Schritt nicht sein kann.

3. Schritt: Der Korper R hat keine Erweiterung ungeraden Grades.

Ist E/R eine Erweiterung ungeraden Grades und ist a € E, dann muss das Minimalpolynom m,
ebenfalls ungeraden Grad haben, da grad(m,) = [R(a) : R] ein Teiler von [E : R] ist. Aus dem
Zwischenwertsatz der Analysis folgt, dass m, eine reelle Nullstelle hat, da es irreduzibel ist, ist m,
linear, also 2 € R und damit E = R.

4.Schritt: Finale.

Sei K eine endliche Erweiterung von C. Wir wollen zeigen, dass K = C gilt. Die Erweiterung K/RR ist
separabel, da wir in Charakteristik Null sind. Wir koennen K durch seine normale Huelle ueber IR
ersetzen und also K/RR als galoisch annehmen.

Sei G = Gal(K : R) und sei S eine 2-Sylow-Gruppe in G. Der Korper E = Fix(S) hat den Grad

[E:R] = % = % und dieser ist ungerade. Nach dem zweiten Schritt folgt E = R und das bedeutet,
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dass G = S eine 2-Sylowgruppe ist. Damit ist auch die Untergruppe H = Gal(K : C) eine
2-Sylowgruppe. Nach dem zweiten Schritt muss H = {1} sein, also K = C. m]

N
N/

3.12 Kreisteilungskorper

Fiir n € IN sei

Cu(x) = H (x — &™)
0<j<n-1
88T (jmn)=1

das n-te Kreisteilungspolynom in C[x].

Der Grad des n-ten Kreisteilungspolynoms C, ist gleich

o) = [(z/n)|

die Eulersche ¢-Funktion.

Lemma 3.12.1. Die Eulersche ¢p-Funktion ist schwach multiplikativ, d.h., sind m und n in N teilerfremd, dann
ist p(mn) = p(m)p(n). Ist p eine Primzahl und k € IN, dann gilt

¢ =p" - p".

Beweis. Mit dem chinesischen Restsatz folgt fiir teilerfremde m, n, dass Z/mn = Z/m x Z/n und also
folgt auch
(Z[mn)* = (Z|m)* X (Z[n)*

und damit die Multiplikativitat. Die Elemente von Z/p¥, die nicht teilerfremd zu p* sind, sind genau
die Vielfachen von p und damit das Bild der injektiven Abbildung Z/p*"! < Z/pF,

(n+p12) — (np + p*Z). i
Sei p, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in C. Diese Gruppe ist zyklisch und wird von ¢, = e*™/"
erzeugt. Eine Einheitswurzel C € p, heisst primitive n-te Einheitswurzel, wenn C die Gruppe u,
2mij/n

erzeugt. Dies ist genau dann der Fall, wenn C = ¢ ist fuir ein j, das teilerfremd zu n ist. Daher sind

die Nullstellen von C,, genau die primitiven n-ten Einheitswurzeln, also

G =[] -0,

prim
Cepy

wobei luﬁﬂm die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln bezeichnet.
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Proposition 3.12.2. Es gilt
-1= H Ca(x),

din

wobei das Produkt iiber alle d € IN liuft, die n teilen.

Beweis. Das Polynom auf der linken Seite hat genau alle Elemente von u,, als Nullstellen, jede ist eine
einfache Nullstelle. Ist C € u, von Ordnung d, dann ist d ein Teiler von n und C ist einfache Nullstelle
des Kreisteilungspolynoms C; und keines anderen. Damit haben beide Seiten der behaupteten
Gleichung dieselben Nullstellen, alle sind einfach, also sind die beiden Polynome gleich. ]

Hier eine Liste der ersten Kreisteilungspolynome:

Cilx)=x-1

Cx)y=x+1

Ca(x) =x*+x+1

Cix) =x* +1
Cs(x)=x*+x° + x> +x+1
Co(x) =x* —x+1
Crx)=x+ X +xt + 3+ +x+1
Cs(x) =x* +1

Co(x) =x0 +x° +1

Cio(x)=x* =2 +x>—x+1

Lemma 3.12.3. Ist die primitive n-te Einheitswurzel C Nullstelle des irreduziblen normierten Polynoms
f € Qlx] und ist p  n eine Primzahl, dann ist auch CP eine Nullstelle von f.

Beweis. Sowohl C als auch C” sind Nullstellen von x* — 1 = f(x)g(x) fiir ein normiertes Polynom g(x).
Nach Korollar 2.6.3 sind f und g beide in Z[x]. Angenommen, f(C?) # 0, dann folgt g(C¥) = 0, also ist C
Nullstelle von g(x”). Da f das Minimalpolynom von C ist, gibt es ein Polynom & € Q[x] so dass

g(x?) = h(x)f(x). Wieder gilt h € Z[x]. Seien f, g, h die Bilder in Z/pZ[x]. Es ist dann

?(x)ﬁ(x) = g(x") = g(x)’. Daher folgt iiber dem endlichen Korper IF,, dass x" — 1 = }? Jeder irreduzible
Faktor von f ist wegen g’ = fh auch ein Faktor von § und damit hat x" — 1 mehrfache Nullstellen. Das
kann aber nicht sein, denn die Ableitung von x" — 1 ist nx"~! und die hat nur die Null als Nullstelle,
Widerspruch! O

Satz 3.12.4 (Kreisteilungskorper). Das Kreisteilungspolynom C,, liegt in Z|[x] und ist irreduzibel. Sei C
eine primitive n-te Einheitswurzel in C. Die Erweiterung Q(C)/Q ist galoissch mit Galois-Gruppe isomorph
zu (Z/n)*.

Man nennt Q(C) den n-ten Kreisteilungskorper. Er hingt nicht von der Auswahl von C ab.
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Beweis. Der Korper K = Q(C) enthdlt alle n-ten Einheitswurzeln und ist daher der Zerfallungskorper
des separablen Polynoms x" — 1 und damit galoisch tiber Q. Ist P C p,, die Teilmenge der primitiven
n-ten Einheitswurzeln und ist 7 € Gal(K/Q) dann bildet 7 die Gruppe u, isomorph auf sich selbst ab
und damit folgt 7(P) = P, da P gerade die Menge der Erzeuger der Gruppe u, ist. Da

Cu(x) = I ep(x — 2) folgt 7(C,,) = C,, und da dies fiir jedes 7 gilt, ist C, € Q[x]. Da C,, normiert ist und
Cu(x) | (x" — 1), folgt nach Korollar 2.6.3, dass C,, € Z][x] ist. Fiir die Irreduzibilitit sei C eine primitive
n-te Einheitswurzel und f ihr Minimalpolynom. Wir miissen zeigen, dass f = C,. Wir sind fertig, wenn
wir zeigen konnen, dass jede andere primitive n-te Einheitswurzel ebenfalls Nullstelle von f ist. Sei
dazu ¢ eine weitere Primitive n-te Einheitswurzel, dann ist ¢ = (% mit ggT(d,n)=1.Esfolgtd =p;---px
mit zu n teilerfremden Primzahlen. Nach dem Lemma ist ("' eine Nullstelle von f und dann (**2 und
so fort bis zu (% = ¢. Daher ist C,, irreduzibel.

Wir bestimmen nun die Galois-Gruppe G = Gal(K/Q). Sei C eine primitive n-te Einheitswurzel in K. Ist
k € Z, so héingt die Potenz C* nur von der Restklasse von k in Z/n ab. Ferner ist ¢ genau dann primitiv

in p,, wenn k teilerfremd zu n ist, wenn k also ein Element in (Z/n)* induziert.

Ist 7 € Gal(K/Q), dann ist 7(C) wieder eine primitive Einheitswurzel, also ist 7(C) = C* fiir ein eindeutig
bestimmtes k € (Z/n)*. Da T durch das Bild 7(C) eindeutig festgelegt ist, erhalten wir eine injektive
Abbildung

6 : Gal(Q(0)/Q) — (Z/n)*,

gegeben durch 7 = k = k(7). Ist y € Gal(Q(C)/Q) ein weiteres Element, dann gilt
y2(0) = 7(x(@) = Y ) = (O = ) = 00,
Dabher ist 6 ein Gruppenhomomorphismus. Wir haben

|Gal(Q(0)/Q)I = [Q(0) : Q] = deg(Cy) = (Z/n)".

Dabher folgt, dass der injektive Gruppenhomomorphismus 6 ein Isomorphismus ist. m]

Satz 3.12.5 (Dirichletscher Primzahlsatz). Seien a,n € N teilerfremd, dann gibt es unendlich viele
Primzahlen p mit p = a mod n. Insbesondere gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p =1 mod n.

Beweis. Hier machen wir eine Anleihe in der analytischen Zahlentheorie. ]

Satz 3.12.6. Jede abelsche endliche Gruppe tritt als Galois-Gruppe iiber Q auf.

Das heisst, zu jeder abelschen endlichen Gruppe G gibt es eine Galois-Erweiterung K/Q mit Gal(K : Q) = G.

Beweis. Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Nachdem Hauptsatz iiber endlich-erzeugte abelsche
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Gruppen ist A ein Produkt von zyklischen Gruppen
A=Zy X X2y,

wobei Z, die zyklische Gruppe der Ordnung n bezeichnet. Fiir jedes j wéhlen wir eine Primzahl p; mit
nj | pj — 1 und zwar so, dass alle p; paarweise verschieden sind, was nach dem Dirichletschen
Primzahlsatz moglich ist. Sei N = p; - - - pr und L = Q(Cy). Dann ist nach dem chinesischen Restsatz

G =GallL/Q) = (Z/N)* = (Z[p1)* X --- X (Z]pi)*

= Zp1—1 XX Zpk—l'

Sei H die Untergruppe, die isomorph ist zu Zgp,—1)/n, X -+ X Zp,1)/n,. Dannist G/H = A, also hat K = L#
die Galois-Gruppe A tiber Q. ]

3.13 Endliche Korper

Sei F ein endlicher Kérper. Dann muss der Primkorper von der Form [F, = Z/p sein. Insbesondere hat
dann der Korper F die Charakteristik p.

Lemma 3.13.1. Sei Char(K) = p eine Primzahl und sei n € IN teilerfremd zu p. Dann hat das Polynom x" — 1
keine mehrfachen Nullstellen in K.

Beweis. Angenommen, es hat eine, ndmlich a. Dann ist a auch Nullstelle der formalen Ableitung, also
gilt na™1 = 0in K. Da n teilerfremd zu pist,ist n # 0 in K und damit ist a"™1 =0, also @ = 0, was im

Widerspruch zu a” = 1 steht. m]

Satz 3.13.2.  (a) Fiir jede Primzahlpotenz q = p* gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper F, der
Kardinalitit q.

(b) T, ist genau dann ein Unterkdrper von IF,, wenn r eine Potenz von q ist, dies ist genau dann der Fall,
wenn q = p* und r = p" mit k | n gilt. In diesem Fall ist die Korpererweiterung Fpn /I, ein
Galois-Erweiterung. Die Galois-Gruppe ist zyklisch von Ordnung n/k und wird von dem
Frobenius-Homomorphismus

Fry:x - x1

erzeugt

Beweis. Ist F ein endlicher Kérper der Kardinalitit g = p*, dann ist F* eine endliche Gruppe, die nach
Satz 3.8.1 zyklisch ist. Das bedeutet, F* besteht genau aus den Nullstellen des Polynoms f(x) = x7~! — 1
und dieses Polynom hat keine mehrfachen Nullstellen in F nach Lemma 3.13.1. Andererseits bedeutet
dies, dass F der Zerfallungskorper des separablen Polynoms f iiber [F, ist. Diese Beschreibung zeigt,
dass F durch seine Kardinalitédt bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt ist.
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Ist nun q = p¥ eine Primpotenz, dann definiere [, als den Zerfallungskorper von f(x) = x7! — 1 iiber
F, = Z/p, was die Existenz sichert. Ist IF,/IF, eine Kérpererweiterung, dann ist IF, ein IF;-Vektorraum, r
muss also eine Potenz von g sein. Ist  eine Potenz von g = p¥, dann ist IF, auch der Zerfallungskorper
von x~! — 1 tiber IF, und damit sind alle Erweiterungen galoissch.

Um schliesslich zu zeigen, dass die Galois-Gruppe I' = Gal(IF, /IF;) von Fr, erzeugt wird, reicht es,
einzusehen, dass IF; genau aus den Fixpunkten von Fr besteht. Dies ist aber klar, denn Fr(x) = x ist

dquivalent mit x = x oder x(x9! - 1) = 0. O

Im Bild sieht man den Anfang des Inklusionsbaums der endlichen Kérper iiber IF,.
I,

0

Fs F
]Fpél 9
pZ 3

2 pl
IFP
\]Fp F,s F,r Fu

F

=

Proposition 3.13.3 (Einheitswurzeln in [Fx). Alle Elemente # 0 von F,x sind Einheitswurzeln, genauer gilt

Iy

IF;:k = [ka—1~
Ist n € N teilerfremd zu p, so sind n verschiedene n-te Einheitswurzeln in dem algebraischen Abschluss E,
enthalten.

Es qibt keine p-ten Einheitswurzeln, denn wegen
A —-1=(x-1)y
ist x — 1 der einzige irreduzible Faktor von x¥ — 1.

Beweis. Die Gruppe ]F;k ist eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers, also
zyklisch nach Satz 3.8.1. Thre Ordnung ist p* — 1, also besteht IF:k genau aus den Nullstellen des
Polynoms x”~! — 1.

Sei nun 7 teilerfremd zu p. Das Polynom x" — 1 hat Ableitung nx"~! # 0, hat also n-verschiedene
Nullstellen in E. Der Rest ist klar. ]
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3.14 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
Definition 3.14.1. Wir definieren die Menge C C C der konstruierbaren Zahlen induktiv wie folgt:

1. 0,1€C,

2. (Schnittpunkt zweier Geraden) Sind z; # z und z3 # z4 in C und schneiden sich die Geraden

durch (z1, z2) und durch (z3, z4) in genau einem Punkt z, dann liegt z in C.

3. (Schnittpunkte von Gerade und Kreis) Sind z;, ..., z5 € C mit z; # z, und ist z ein Schnittpunkt der
Geraden (z1, z;) mit dem Kreis mit Radius |z3 — z4| um den Punkt z5, dann ist z € C. Hierbei ist es
erlaubt, dass die Gerade tangential zum Kreis liegt, es also nur einen Schnittpunkt gibt.

4. (Schnittpunkte zweier Kreise) Sind zj, .. ., z¢ in C und ist z ein Schnittpunkt des Kreises mit
Radius |z; — 23| um den Punkt z3 mit dem Kreis mit Radius |z4 — z5| um den Punkt z¢, dann ist
z € C. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die beiden Kreise verschieden sind.

Beispiele 3.14.2.

e Man sieht sofort, dass Z C C. Aber auchiV3 € C

e Man kann Wurzeln ziehen in C. Genauer gilt: Ist z € C und ist a € C mit a* = z, dann ista € C. Sei
z = re! mitr > 0 und 0 € (—m, 7r]. Dann ist a = + \/re'?’?. Ferner ist r € C, da man den Kreis um
Null mit Radius 7 = |z] nur an der x-Achse abtragen muss. Da man Winkel durch Konstruktion
halbieren kann, reicht es zu zeigen, dass Vrin C liegt.

Man bestimmt den Mittelpunkt zwischen —1 und r und schlégt dariiber den Halbkreis mit Radius 2!,

den Thaleskreis. Dieser schneidet die imaginire Achse in il und nach dem Hohensatz gilth> =1-r =r,
also h = /fr.
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Hohensatz:

W =pq

Satz 3.14.3. Die Menge C der konstruierbaren Zahlen ist ein Unterkdrper von C. Fiir eine komplexe Zahl z
sind dquivalent:

(@) zecC.

(b) Es existiert eine Korperkette Q = Lo C Ly C --- C L, so dass z € L, und [Ljy1 : Lj] = 2 fiir jedes
j=0,...,n-1.
Mit anderen Worten, z liegt in einer multiquadratischen Erweiterung von Q.

(c) z liegt in einer Galoiserweiterung L/Q, deren Grad eine Potenz von 2 ist: [L : Q] = 2™.

Bemerkung: Damit eine komplexe Zahl z konstruierbar ist, reicht es nicht aus, dass sie in einem Korper
K/Q vom Grad 2* iiber Q liegt, denn es gibt Korper K/Q vom Grad 4, die nicht galoisch tiber Q sind und
deren normale Hiille L/K/Q einen Grad haben, der keine 2-Potenz ist. Beispiel hierzu: Man kann zeigen,
dass es zu jeder endlichen Permutationsgruppe Per(n) eine Galois-Erweiterung L/Q gibt mit Gruppe
Gal(L/Q) = Per(n). Die Gruppe G = Per(4) hat 24 Elemente und hat H = Per(3) als nicht-normale
Untergruppe vom Index 4. Sei also K = LY, dann ist K/Q vom Grad 4 und ist nicht galoisch.

Beweis des Satzes. Indem wir die Schnittpunkte der beiden Kreise in obiger Zeichnung, also +i V3
verbinden, erhalten wir die imagindre Achse. Diese schneiden wir mit dem Einheitskreis und erhalten
+i € C. Ferner gilt: z € C = z € C, was man auf verschiedene Weise einsehen kann. Eine ist die, einen
Kreis um z mit grossem Radius mit der x-Achse zu schneiden, um die beiden Schnittpunkte Kreise
gleichen Radius’ zu schlagen. Der zweite Schnittpunkt dieser beiden Kreise ist z.

Wir zeigen: z,w € C = z+ w € C: Wir konnen die Parallele zu einer gegebenen Geraden durch einen
gegebenen Punkt konstruieren. Wir konnen daher die Parallele zur Geraden (0, w) durch den Punkt z

mit dem Kreis vom Radius |[w| um z schneiden. Die beiden Schnittpunkte sind z + w.

Wir zeigen: z,w € C = zw € C. Wir konnen konstruktiv Winkel addieren. Es reicht also, anzunehmen,
dass z, w > 0 gilt. Dann geht die Konstruktion wie folgt. Konstruiere iz. Dann bilde die Parallele zur
geraden (i, w) durch den Punkt iz und schneide sie mit der x-Achse. Das Ergebnis ist zw, siehe Bild.
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Z1 1

L]
1 w ZW

Wir zeigen:z€ C,z# 0= % € C. Wieder reicht es, z > 0 anzunehmen. Wir schneiden die Parallele zu
(1,iz) durch i mit der x-Achse und erhalten 1/z.

1/z 1

Hieraus folgt, dass C ein Korper ist, insbesondere liegt Q in C. Um (a)=(b) zu zeigen, reicht es,
nachzuweisen, dass jeder der Konstruktionsschritte 2.,3.,4. einer hochstens quadratischen
Korpererweiterung entspricht. Genauer heisst das in jedem der Schritte: Sind die z; in einem Korper K,
der invariant unter der komplexen Konjugation ist, dann liegt z in K oder in einer quadratischen
Erweiterung von K.

Schnitt zweier Geraden: Ein Punkt der Geraden (z1, zp) ist von der Form z(t) = z1 + #(zy — zp) fireint € R
und er liegt genau dann auf der Geraden (z3,z4), wenn z(t) — z3 kollinear ist zu z3 — z4, oder, was
dasselbe bedeutet, wenn z(t) = z3 senkrecht auf i(z3 — z4) steht, wenn also

Re ((z(t) - z3)izs — 23)) = 0.

Dies ist dquivalent zu

0= —i(z1 —z3 + t(z1 — 22))(z4 — 23) + i (21 — 23 + tH(z1 — 22))(z4 — 23).

Dies ist eine Gleichung der Form at — b = 0 mit a,b € K. Da z der Schnittpunkt zweier nichtparalleler
Geraden ist, ist das t, das diese Gleichung 16st, eindeutig bestimmt und daher ist a # 0, damit ist t € K
und also auch z(t) € K.

Schnitt von Kreis und Gerade: Ein Punkt auf der Geraden (z1, z), also ein Punkt der Form

z(t) = z1 + t(z1 — z) liegt genau dann auf dem Kreis um zs vom Radius |z3 — z4|, wenn gilt

2 2
|z1 + t(z1 — 22) — 25" = |z3 — z4/".
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Indem wir [z|* = zZ schreiben, wird daraus eine Gleichung der Form
(a+bH@+bt)=c
wobei g,b, c in dem Korper K liegen. Das gesuchte ¢ ist eine Losung der quadratischen Gleichung
lal> = ¢ + t(ab + ab) + b2 = 0,

deren Koeffizienten in K liegen, also liegt t entweder in K oder einer quadratischen Erweiterung.
Dasselbe gilt dann fiir z(t).

Schnitt zweier Kreise: Hier muss z die folgenden zwei Gleichungen erfiillen:

|z — 23 = |z1 — zo?

Iz = 26l = Iz4 = zsP%,
was zu Gleichungen der Form

(z—a)z—-a)=0D
(z-o)(z-¢c)=d

mita, b, c,d € K fiihrt. Hier konnen wir b # 0 und damit z — a # 0 annehmen, da sonst z = a schon in K
liegt. Dann fiihrt die erste Gleichung zu

b
z—a

zZ= +a.

Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein, erhalten wir
b _ _
(z—c)(— +a—c) =d,
z—a

was zu einer quadratischen Gleichung tiber K fiihrt, so dass die Behauptung bewiesen ist.

Damit ist (a)=(b) gezeigt. Fiir die Umkehrung erfiille z € C eine quadratische Gleichung tiber K. Dann
istz =a+b+amita, b, € K. Man kann aber aus « auch dessen Wurzel konstruieren, wie wir in
Beispiel 3.14.2 gesehen haben, so dass man auch z konstruieren kann.

(b)=(c) Dies folgt aus Lemma 3.5.11, da es besagt, dass mit L auch die normale Huelle von L ueber Q
multiquadratisch ist.

(c)=(b): Sei z € L mit L/Q galoisch von 2-Potenzgrad. Nach Korollar 1.8.4 gibt es in G = Gal(L/Q) eine
Kette von Untergruppen 1 = Go C - -+ C G = G so dass [Gj11 : Gj] = 2. Die entsprechenden Fixkoerper
erfuellen nach dem Hauptsatz der Galoistheorie die Bedingung von (b). o

Beispiele 3.14.4. e Die Quadratur des Kreises. ...ist nicht moglich. Genauer, zu einem gegebenen
Kreis lasst sich kein Quadrat gleichen Flacheninhalts konstruieren. Sagen wir, der Kreis hétte
Radius 1, dann ist der Fldacheninhalt 7. Es geht also darum, die Zahl 4/1t zu konstruieren. Diese

aber ist nicht einmal algebraisch, wie von Lindemann 1882 bewiesen wurde.

e Die Verdopplung des Wiirfels. Es ist nicht moglich, zu einem gegebenen Wiirfel einen des
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doppelten Volumens zu konstruieren. Habe der Ursprungswiirfel Kantenlidnge 1 und der zu
konstruierende Kantenldnge a, so muss a®> = 2 gelten, also a = V2. Die Kérpererweiterung

Q(‘S/z) /Q hat aber Grad 3!

e Die Dreiteilung des Winkels. Man kann nicht einen beliebigen Winkel in drei gleiche Teile teilen.

Wiirde dies zB mit dem Winkel 271/3 gehen, kénnte man also die neunte Einheitswurzel ¢ = €™/

konstruieren. Der Korper Q(e) hat aber Grad ¢(9) = 6!

e Das regelmaessige 17-Eck ist konstruierbar. Genauer sei p eine Primzahl der Gestalt p = 2F + 1,
dann ist die primitive p-te Einheitswurzel

Cp — eZm'/p
konstruierbar. Beachte hierzu, dass K = Q((,) eine Galoiserweiterung von Q vom Grad

dp) =p—1=2Fist.

3.15 Unendliche Erweiterungen

Definition 3.15.1. Sei L/K eine Korpererweiterung. Eine Teilmenge S C L heisst algebraisch

unabhingig tiber K, falls aus einer Gleichung der Art
P(s1,...,8,) =0, $1,...,5: €8S

fir ein Polynom P € K[xy, ..., x,] schon folgt, dass P das Nullpolynom ist, also P = 0 gilt.

Mit dem Lemma von Zorn macht man sich klar, dass es zu jeder Kérpererweiterung L/K eine maximale
algebraisch unabhingige Menge S C L gibt. Man nennt eine solche Menge eine Transzendenzbasis von
L iiber K.

Satz 3.15.2. Sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Ist S C L eine Transzendenzbasis, so ist L/K(S) algebraisch.

(b) Je zwei Transzendenzbasen haben dieselbe Michtigkeit. Diese wird der Transzendenzgrad von L
iiber K genannt.

(c) IstT c Lirgendeine Erzeugermenge, d.h., es gilt L = K(I') und ist ¥ C I eine algebraisch
unabhingige Teilmenge, dann existiert eine Transzendenzbasis S mit © C S C I’.

Beweis. (a) ist klar.

(b) Seien S und T Transzendenzbasen. Es reicht zu zeigen |S| < |T|. Wir nehmen zunaechst an, dass T
endlich ist und benutzen Induktion nach n = |T|. Ist n = 0, dann ist L algebraisch ueber K und jede
Transzendenzbasis ist leer. Nimm also 7 > 1 an und sei s € S. Nach Zorns Lemma gibt es eine maximale

Teilmenge Ts C T so dass s ¢ T; und {s} U T; algebraisch unabhaengig ist. Dann muss |T| < n sein. Sei
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Ki =K(s) und §" = S \ {s}. Dann sind T und S’ algebraisch unabhaengig ueber dem Koerper Kj, nach
Induktionsvoraussetzung ist also |T,| > |S’| und damit |T| > [S|.

Sei nun T unendlich. Jedesx € T ist algebraisch ueber S, es gibt also eine endliche Teilmenge S(x) C S so
dass x algebraisch ueber K(S(x)) ist. Sei S’ = |J,r S(x) € S und da T unendlich ist, ist |S’| < |T|. Da jedes
Element von T algebraisch ueber K(S’) und jedes Element von L algebraisch ueber K(T), ist jedes

Element von L auch algebraisch ueber K(S) und daher ist S’ eine Transzendenzbasis, also S’ = S.

(c) ist mit Zorns Lemma klar. O

Bei nicht-algebraischen Erweiterungen geht die Galois-Theorie schief. Das zeigt der folgende Satz.

Satz 3.15.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei L = K(t) = Quot(K[t]) der rationale
Funktionenkorper.
(@) Esist G = Gal(L/K) = PGLy(K) := GL,(K)/K*I.

(b) Sei H die Untergruppe von G isomorph zu {(5 1 ) 1X € K} Dann ist LH = K. Insbesondere ist bei
transzendenten Erweiterungen der Hauptsatz der Galois-Theorie verletzt, denn Gal(L/L") # H.

a(t)
b(t)

Polynom b ist normiert und a und b haben keine gemeinsamen Nullstellen. Wir wollen « als Funktion

Beweis. (a) Jedes Element von L kann in der Form o = geschrieben werden wobei g, b € K[t], das
von K = K U {o0} in sich auffassen, indem wir sagen a(c) = oo, wenn ¢ € K eine Nullstelle von b ist.
Ferner soll
0 grad(a) < grad(b),
a(00) = < oo grad(a) > grad(b),

Leitkoeffizient von a —
Leitkoeffizient von b grad(a) - grad(b)

sein. Jedes a € K liefert dann die konstante Abbildung. Wir behaupten, dass jedes a € L \ K eine
surjektive Abbildung K — K liefert. Sei hierzu c € K. Dann ist a(x) = ¢ dquivalent zu a(x) = cb(x) und
diese polynomiale Gleichung hat in dem algebraisch abgeschlossenen Korper K eine Losung, es sei
denn c = 0 und a ist konstant. In diesem Fall ist aber a(o0) = c, also hat ¢ € K in jedem Fall ein Urbild. Ist
¢ = 00, so beachte, dass a(y) = co, wenn y eine Nullstelle von b ist. Hat b keine Nullstellen, dann gilt
a(o0) = 00, also hat auch oo ein Urbild.

0]

Seinun o € G, dann ist o(t) = ok o It) = f®

M/

[ fp(t)/q(t))
gpt/q(t)

also folgt

Als nichttriviale rationale Funktion nimmt p/q als Abbildung von K U {oo} in sich jeden Wert an,
insbesondere die Polstellen von f/g. Da t nur einen Pol hat, kann f/g auch nur einen Pol besitzen, also
grad(g) < 1. Dasselbe gilt fiir Nullstellen, so dass grad(f) < 1.

(b) Sei f/g € K(t) f, g teilerfremd zueinander mit f/g € L. Dann sind die Nullstellen von f invariant
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unter Translation, also ist f konstant. Ebenso ist ¢ konstant.
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Quotientenkoerper, 57

rationalen Funktionen, 59
Rechtsnebenklassen, 25
Rechtstranslationsoperation, 12
Ring, 33
Ringhomomorphismus, 38

separabel, 81

Separabilitdtsgrad, 84
Signumabbildung, 11
Spur, 98

Stabilisator, 14
Standgruppe, 14

Teiler, 51

teilerfremd, 49

teilt, 51
Transzendenzbasis, 118
Transzendenzgrad, 119

Unterkorper, 65
Untermodul, 63

Zentralisator, 16
Zentrum, 15
Zerfallungskorper, 77, 79
Zykel, 2
Zykelschreibweise, 2
zyklisch, 17

zyklische Gruppe, 6
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