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1 Normierte Riume

1.1 Definition

In dieser Vorlesung werden nur Vektorrdume tiber C betrachtet. Viele Aussagen gelten auch ueber R.

Die lassen sich dann meist aus der komplexen Version folgern.

Definition 1.1.1. Ein normierter Vektorraum ist ein C-Vektorraum V mit einer Abbildung
[l : V= [0, 00) so dass fiir v,w € V und A € C gilt:

e [t =0 & v=0 (Definitheit)

e [[Ag] = [A[[[vl| (Multiplikativitat)

e |[v+w| < o] + |lwl| (Dreiecksungleichung).
Mit der Metrik

d(v,w) = [lv — wl|

wird V dann ein metrischer Raum. Ein normierter Raum, der vollstandig ist, in dem also jede

Cauchy-Folge konvergiert, heisst Banach-Raum.

Beispiele 1.1.2. (a) Ist X ein topologischer Raum, dann ist der Vektorraum C;(X) aller beschrankten
stetigen Funktionen f : X — C ein Banach-Raum mit der Norm

£l = sup 1£Go
xeX

Beweis. Die Normeigenschaften sind trivial. Es ist Vollstandigkeit zu zeigen. Sei also (f;) eine
Cauchy-Folge. Dann gilt fiir jedes x € X,

00~ 0] < supIfi(y) = fiy)] = £ = filly -
yG

Also ist (fj(x))jen eine Cauchy-Folge in C, konvergiert also. Nennen wir den Limes f(x). Sei ¢ > 0,
dann gibt es jj so dass fiir alle j, k > jo und alle x € X gilt

|fj(x) = fu)l < e.

Mit k — oo folgt, dass fiir jedes j > jo und jedes x € X gilt

Ifj(x) = fO)l < e.

Das bedeutet aber, dass f; gleichmissig gegen f konvergiert. Wir zeigen, dass f stetig ist. Hierzu
muessen wir zeigen, dass es zu gegebenem x € X und ¢ > 0 eine offene Umgebung U von x gibt, so
dass [f(x) — f(u)| < e. Um dies zu zeigen, beachte, dass es ein j € IN gibt, so dass |f;(x) — f(x)| < &/3.
Da f; stetig ist, gibt es eine offene Umgebung U von x, so dass |f;(x) — fj(u)| < &/3 fuer jedes u € U
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gilt. Dann ist fuer jedes u € U

[e)

[f () = fal < 1f (0 = [+ 1f; (0 = [l + i) = f)l < 5 + 5 +

= E&.

W[ m
W[ m

Damit folgt, dass f stetig ist.

Es ist leicht einzusehen, dass f auch beschrankt ist, also f € C;(X), womit die Vollstandigkeit
gezeigt wire.

(b) Firjedes1 < p < oo und jeden Mafiraum (X, u) ist LP(u) ein Banach-Raum. Der Beweis gehoert in
die Analysis 3 und findet sich in meinem Buch zur Analysis.

Hier zwei Saetze aus der Topologie, die wir spaeter benutzen werden:

Satz 1.1.3 (Tychonov). Seien X;, i € I topologische Raeume. Der Produktraum X = [, X; ist genau dann
kompakt, wenn alle Faktoren X; kompakt sind.

Definition 1.1.4. Fuer einen topologischen Raum X schreiben wir C(X) fuer den Vektorraum aller
stetigen Funktionen X — C. Ist X kompakt, dann wird C(X) durch die Norm

||| = sup £ ()|
xeX

ein Banach-Raum, also ein vollstaendiger normierter Raum.

Satz 1.1.5 (Satz von Stone-Weierstraf3).

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und sei A C C(X) ein multiplikativ abgeschlossener Untervektorraum,
so dass

(a) A trennt Punkte,
(b) fiir jedes x € X gibt es ein f € A so dass f(x) # 0 und

(c) ist f € A, dann liegt auch die komplex konjugierte Funktion f in A.

Dann ist A dicht im Banach-Raum C(X).

Die Beweise finden sich in meinem Buch zur Analysis.

* * ¥
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1.2 Stetige lineare Abbildungen

Definition 1.2.1. Fiir lineare Abbildung T : V — W zwischen normierten Rédumen sei

IT@)Il
ITllp = sup IT@) = sup L € [0, 0]

Iloli=1 020 Iigl
die Operatornorm. Die Abbildung T heisst beschrinkte lineare Abbildung, falls ||T]|,, < co.

Man spricht statt von einer linearen Abbildung auch von einem linearen Operator. Ist der Zielraum W
gleich C, so nennt man T ein lineares Funktional.

Satz 1.2.2. (a) Die Operatornorm ist eine solche, d.h. es gilt

o [Tl=0 & T=0 (Definitheit)
o [[ATI| = |ALIT]] (Multiplikativitit)
o S+ T <|ISII+ Tl (Dreiecksungleichung).

(b) Sind S, T komponierbar, so gilt
IS o T < [ISIITI-

(c) Fiir jeden linearen Operator T : V. — W zwischen normierten Riumen und jedes v € V gilt
IT@)II < I Tllop 01l -

Ein linearer Operator T ist genau dann stetig, wenn er beschrinkt ist.

Beweis. Fiir die Dreiecksungleichung rechnen wir

IS+ Tl = ”51”1_191 IS + T)(@)Il = HStnl_p1 IS(@) + T()l|

< sup [|S@)I[ + [IT@)Il < sup [IS@)Il + sup IT@)Il = [ISI| + IT]|-
loli=1 leli=1 leli=1

(b) Es sei ohne Einschrankung T # 0. Es gilt

IST@)I _ sup IS(T@)II

IS o Tl = su -
e S ke A T
S(T(v T(v S(w To
_ qup IST@NIT@I _ _IS@I Tl _ g
BTN Mol o Tl S el

(c) Die Ungleichung ist klar. Wir zeigen zunéchst, dass eine lineare Abbildung T : V' — W zwischen
normierten Riumen genau dann stetig ist, wenn sie im Nullpunkt stetig ist. Ist T stetig, dann ist T stetig
in Null. Sei umgekehrt T linear und stetig in Null. Sei vj > veinein V konvergente Folge, dann
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konvergiert v; — v gegen Null, also konvergiert auch T(v;) — T(v) = T(v; — v) gegen Null, d.h. T(v;) geht
gegen T(v), somit ist T in v stetig und da v beliebig ist, ist T schlechthin stetig.

Wir zeigen, dass ein stetiger Operator beschrankt ist. Sei also T stetig und nimm an, er ist nicht
beschrankt. Dann existiert eine Folge v; von Vektoren mit HU]H =1und HT(U j)H — 00. Nehmen wir an,

dass HT(U]‘)H # 0 fiir alle j, dann geht die Folge mvj gegen Null, also folgt
]
1 1
——T()=T| ———0; 0
el (HT(v»H J] -

Diese Vektoren haben aber Norm 1, Widerspruch! Sei umgekehrt T beschrankt und v; eine Nullfolge,
das heisst, dass ||v ]|| gegen Null geht. Dann gilt

||T(Uj)|| < I Tllop HUJ” — 0.

Also geht T(v)) gegen Null, T ist also stetig in Null, also stetig. m]

* * ¥

1.3 Das Lemma von Zorn

Definition 1.3.1. Eine partielle Ordnung auf einer Menge M ist eine Relation < auf M so dass fiir alle
x, Y,z € M gilt

(@) x<«x (Reflexivitat)
b)x<yy<x = x=y (Antisymmetrie)
(©)x<yy<z = x<z (Transitivitat)

Beispiele 1.3.2. (a) Aufjeder Menge ist die Identitdt “=" eine partielle Ordnung.

(b) Auf der Menge IN der natiirlichen Zahlen ist die iibliche “kleiner gleich” Relation eine partielle
Ordnung. Desgleichen fiir Z, Q, R.

(c) Ist X irgendeine Menge. Auf der Potenzmenge P (X) liefert die Mengeninklusion eine partielle
Ordnung.

Definition 1.3.3. Eine partiell geordnete Menge (M, <) heifit vollstindig geordnet oder linear
geordnet, wenn je zwei Elemente vergleichbar sind. Also wenn fiir je zwei Elemente x, y mit x # y
entweder x < y oder y < x gilt.

Beispiele 1.3.4. (a) Die Identitdt “=" auf M ist genau dann linear, wenn die Menge hochstens ein
Element hat.

(b) Die nattirliche Ordnungen auf IN, Z, Q, R sind alle linear.

(c) Die Ordnung auf der Potenzmenge $(X) ist in der Regel nicht linear. (Nur dann, wenn |X| < 1)
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Lemma 1.3.5 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Existiert zu jeder linear
geordneten Teilmenge L C M eine obere Schranke s € M, dann hat M maximale Elemente.

Hierbei ist s € M eine obere Schranke zu L ¢ M, wenn x < s fiir jedes x € L gilt.
Ferner heifit ein Element m € M maximales Element, wenn m < x = m = x gilt.

Die Bedingung, dass jede linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt, wird auch
Kettenbedingung genannt. Diese Sprechweise kommt daher, dass linear geordnete Teilmengen auch
Ketten genannt werden.

Das Lemma von Zorn kann man nicht beweisen. Es ist aequivalent zum Auswahlaxiom der

Mengenlehre, kann also selbst als Axiom betrachtet werden.

Lemma 1.3.6.
(a) Die Menge IN x IN ist abzaehlbar, es gibt also eine surjektive Abbildung n: IN — IN X IN.

(b) Fiir jede unendliche Menge I gilt |I| = |I X IN|.

Beweis. (a) Eine abzaehlbare Vereinigung A = | J;; E, endlicher Mengen ist abzaehlbar, denn man
kann zuerst die Elemente von E; durchnummerieren, dann die von E,, wobei man bei der Indexzahl
|E1] + 1 anfaengt und so fort. Seinun E,, = {(i, HNENXIN:i+j= n}. Dann ist jedes E, endlich und
IN x N = U, E, ist abzaehlbar.

(b) Die Projektion I X IN — [ ist surjektiv. Wir miissen nur zeigen, dass es eine surjektive Abbildung
I — I x N gibt. Wir benutzen das Lemma von Zorn. Sei S die Menge aller surjektiven Abbildungen
Y : T — T xIN, wobei T eine Teilmenge von [ ist. Die Menge S ist nichtleer, denn man kann eine
abzaehlbar unendliche Teilmenge T C I waehlen. Dann gibt es eine Bijektion T — N. Wir koennen
also so tun, als sei T = IN und damit liefert T ein Element von S nach Teil (a).

Wir ordnen S partiell durch (¢, T) < (¢, T’) falls T ¢ T" und ¢’ eine Fortsetzung von ¢ ist. Die
Vereinigung ist eine obere Schranke zu jeder linear geordneten Teilmenge, also liefert das Lemma von
Zorn ein maximales Element (1, T). Wir behaupten, dass T = I ist. Ist T # [ und ist I \ T endlich, dann
existiert eine Bijektion zwischen I und T und durch Vor- und Nachschalten dieser kann man 1) nach I
transportieren und hat das Lemma bewiesen. Ist I \ T unendlich, enthilt es eine abzédhlbar unendliche
Teilmenge B und man hat eine surjektive Abbildung B — B X IN, die man mit ¢ zusammenstecken
kann um eine Erweiterung von ¢ zu erhalten, ein Widerspruch! m|

* ¥ ¥

1.4 Basen beliebiger Vektorraume

Wir benutzen das Lemma von Zorn, um zu zeigen, dass jeder Vektorraum ueber jedem Koerper eine
Basis hat. Das schliesst die unendlich-dimensionalen Raeume ein.
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Definition 1.4.1. (a) Sei V ein K-Vektorraum und sei (v;);; eine Familie von Vektoren. Eine
Linearkombination der v; ist eine Summe der Gestalt

Z A,
wobei fast alle Koeffizienten A; € K gleich Null sind. Hierbei heifst fast alle dasselbe wie alle, bis auf

endlich viele.

(b) Die Menge aller Linearkombinationen schreiben wir als
Spann(vier).

Dies ist ein Untervektorraum von V.

(c) Die Familie heifst linear unabhingig, falls jede Linearkombination der Null bereits trivial ist, also

wenn aus ) Aiv; = 0 schon folgt, dass alle Koeffizienten A; gleich Null sind.

(d) Eine Familie von Vektoren (v;)ic; heifst Erzeugendensystem von V, falls sich jeder Vektor von V als
Linearkombination der v; schreiben ldsst, also wenn V = Spann(v;e) gilt.

(e) Eine Basis oder auch Hamel-Basis ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

Satz 1.4.2. (a) Ein minimales Erzeugendensystem ist eine Basis.
(b) Ein maximales linear unabhiingiges System ist eine Basis.

(c) Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Genauer enthiilt jedes Erzeugendensystem eine Basis und jedes linear unabhingige System kann zu
einer Basis erweitert werden.

Beweis. (a) Sei (v;)ier ein minimales Erzeugendensystem und sei

ZAiU,‘ =0

iel
eine Linearkombination der Null. Angenommen, ein Koeffizienten A;, ist ungleich Null. Dann folgt

v —Ai v
iy — U ir
i#i /\10
daher ist die Familie (v;);x, immer noch ein Erzeugendensystem, was der Minimalitat Widerspricht!
Wegen des Widerspruchs miissen alle Koeffizienten A; gleich Null sein.

(b) Sei (v;)ies eine linear unabhingige Familie und sei v € V mit v ¢ Spann(vier). Wie in LinAl zeigt man,
dass dann die um v erweiterte Familie ebenfalls linear unabhéingig ist. Eine maximale linear

unabhéngige Familie muss daher ein Erzeugendensystem sein.
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(c) Wir benutzen Zorns Lemma, indem wir zeigen, dass es eine maximale linear unabhéngige Familie

gibt. Sei M die Menge aller linear unabhéngigen Familien, partiell geordnet durch
(iier < (wj)jey

genau dann, wenn I C J und v; = w; fiir alle i € I. Sei L C M eine linear geordnete Teilmenge. Wir
konstruieren eine obere Schranke s = (v, ),ey Wie folgt: Sei A die Vereinigung aller Mengen I, die als
Indexmengen von Elementen (v;)ic; € L auftreten, also

A= U I
[:3(vi)ier €L

Fiir jedes v € A gibt es ein (v;);er € L so dass v =i fiir ein i € I gilt. Definiere dann v,, = v;. Da L linear
geordnet ist, ist dies wohldefiniert und wir erhalten ein Element (v,),ca, welches eine obere Schranke
zu L ist.

Nach dem Lemma von Zorn existiert also eine maximale linear unabhingige Familie, d.h., eine Basis.

Ebenso sieht man, dass ein gegebenes Erzeugendensystem eine maximale linear unabhéngige

Teilfamilie enthilt. Diese muss dann eine Basis sein.

Auch zeigt das Lemma von Zorn, dass es zu einem gegebenen linear unabhéngigen System eine

maximale linear unabhédngige Erweiterung gibt. Die muss dann ebenfalls eine Basis sein. o

Satz 1.4.3. Je zwei Basen eines Vektorraums V sind gleichmiichtig. Zwei Vektorraume V und W sind genau
dann isomorph, wenn sie Basen gleicher Michtigkeit haben. Die Michtigkeit einer Basis wird die
Dimension des Vektorraums genannt.

Beweis. Der Satz ist in der LA1 bewiesen worden, falls V endlich-dimensional ist. Sei also V
unendlich-dimensional. Seien (v;);e; und (w;)e; Basen. Fiir jedes i € I gibt es genau eine Darstellung

U = Z Ai,jw]'.
j€l

Fiir i € I sei E(i) C | die Menge aller j € | mit A;; # 0. Dann ist E(i) stets endlich und ] = [, E(7). Sei
E(@i) = {ji1, ...} eine Aufzdhlung der Elemente, bei der Elemente mehrfach vorkommen (miissen!).
Definiere die Abbildung

¢:IxN -],
(k) ik

Dann ist ¢ surjektiv. Da es nach Lemma 1.3.6 eine Surjektive Abbildung I — I x N gibt, gibt es
insgesamt eine surjektive Abbildung I — J. Aus Symmetriegriinden gibt es auch eine Surjektion | — I
und damit eine Bijektion I — J.
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Fiir die zweite Aussage des Satzes ist Sei ¢ : V — W ein Isomorphismus. Dann ist das Bild einer Basis
eine Basis und daher bleibt die Mdchtigkeit derselben erhalten. Seien umgekehrt (v;)ic; und (w))je;
Basen gleicher Machtigkeit, dann kénnen wir I und | vermittels einer Bijektion identifizieren und I = |
annehmen. Die Abbildung v; = w; setzt sich in eindeutiger Weise zu eine linearen Bijektion V — W
fort. O

* * ¥

1.5 Hilbert-Riume

Erinnerung: Ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum V ist eine Abbildung
(-, 1 VxV — C mit folgenden Eigenschaften:

e Fir w € Vist die Abbildung V — C; v = (v, w) linear.

e Esgilt (w,v) = (v,w) furallev,w € V.
e Flirve Vist(v,v) >0und (v,v) =0 & v=0.
Definition 1.5.1. Ein Vektorraum V mit einem Skalarprodukt (., .) heisst Pra-Hilbert-Raum.

Beispiele 1.5.2. (a) Das einfachste Beispiel nach dem Nullraum ist V = C mit (a, §) = af. Oder
allgemeiner V = C* mit k € N und
(v, w) = v'w,

(b) Sei I eine Menge und sei ¢*(I) der L>-Raum, wenn man I mit dem Zihlmaf ausstattet. Dann ist £2(1)
die Menge aller Funktionen f : I — C mit

Y If)P < oo.
i€l

Insbesondere ist fiir jedes f € ¢*(I) die Menge {i € I : f(i) # 0} abzdhlbar. Das Skalarprodukt ist
gegeben durch

(f,8) =) F)30).

i€l

Definition 1.5.3. Die Norm auf einem Pra-Hilbert-Raum V ist definiert durch

loll = (v, v), veV.

In der linearen Algebra wird bewiesen, dass dies in der Tat eine Norm ist. Ausserdem wird dort die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[{v, w) | < [lol|[lwl|
fiir v, w € V bewiesen.
Lemma 1.5.4. (a) Ist V ein normierter Raum, dann ist die Norm ||.|| : V — R eine stetige Abbildung.

(b) Ist V ein Pri-Hilbert-Raum, dann ist das Skalarprodukt V x V — C eine stetige Abbildung.
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Beweis. (a) Es sei v; — v eine konvergente Folge, dann ist | ||v ,” — ol < ||v]~ - v” eine Nullfolge.

(b) Ist V ein Hilbert-Raum und sind v; — v und w; — w konvergent in V, so gilt nach der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung,

|<vj,w]-> — (v, w>| < |<vj, w]-> - <vj, w>' + |<vj, w> - (v,w)'
= |<vj, wj — w>| + |<v]- -7, w>|

< [loill lfeo; = ol + ffos = el e

Da Hv]H konvergent ist, ist diese Folge beschrénkt, also geht die rechte Seite (und damit die linke) gegen
Null. m|

Definition 1.5.5. Ein Hilbert-Raum ist ein Pra-Hilbert-Raum, der vollstdndig bzgl der induzierten
Norm ist.

Proposition 1.5.6. Jeder endlich-dimensionale Pri-Hilbert-Raum ist vollstindig, also ein Hilbert-Raum.
Beweis. In der Linearen Algebra wird gezeigt, dass jeder endlich-dimensionale Pra-Hilbert-Raum zu C"
isomorph ist, wobei n die Dimension ist. Dieser Raum ist vollstandig. m]
Definition 1.5.7. Seien V, W, Z komplexe Vektorraeume. Eine sesquilinieare Abbildungb: VX W — Z
ist eine Abbildung, die folgende Axiome erfuellt:

(a) Fuerjedes w € V ist die Abbildung v + b(v, w) linear.

(b) Fuerjedes v € V ist die Abbildung w +— b(v, w) antilinear.

Satz 1.5.8 (Polarisierung). Sei (., .) ein Skalarprodukt mit Norm ||.||. Dann gilt

1 . . . .
@ w) = 7(Ilo +wl? ~ o = wl +illo + iw|f ~ i|fo ~ iwi? ).

Insbesondere ist also das Skalarprodukt durch die Norm eindeutig festgelegt.

Beweis. Man setzt rechts fiir die Norm ||u|* jeweils (u, u) ein und nutzt die Sesquilinearitét aus. O

In der Tat, diese Polarisierungsidentitdten nutzen nur die Sesquilinearitdt aus und nicht die Symmetrie,

bzw Antisymmetrie. Wir formulieren daher das folgende Korollar.

Korollar 1.5.9. Seien V, Z Vektorriume iiber C und sei

b:VxV—->2Z



FUNKTIONALANALYSIS 11

eine sesquilineare Abbildung. Sei D(v) = b(v, v) die Diagonale. dann gilt fiir allev,w € V,
b(v, w) = }I(D(v +w) = D(v - w) +iD(v + iw) — iD(v — iw)),

also ist b durch D eindeutig festgelegt.

Beweis. Wie im Satz. m]

Definition 1.5.10. Eine lineare Isometrie zwischen zwei normierten Raumen V, W ist eine lineare
Abbildung T : V — W mit
IToll = ([l

fiir jeden Vektor v € V. Eine lineare Isometrie ist injektiv und ist sie zusdtzlich surjektiv, so ist ihre
Umkehrabbildung ebenfalls eine lineare Isometrie. In dem Fall heisst sie isometrischer Isomorphismus

Sind V und W Hilbert-Rdume und ist T : V' — W eine lineare Isometrie, so folgt
(Tv, Tw) = (v, w)

fur alle w, w € V. Dies folgt aus den Polarisierungsidentitdten (Satz 1.5.8).
Definition 1.5.11. Ein Orthonormalsystem oder ONS in einem Hilbert-Raum H ist eine Familie von
Vektoren (e;)ies fiir die gilt
1 fallsi=j,
(1.0} =
0 sonst.

Ein Orthonormalsystem (e;);er heisst vollstindiges ONS, oder Orthonormalbasis ONB, falls der von
den e; aufgespannte Untervektorraum dicht liegt in H.

Satz 1.5.12. Jeder Hilbert-Raum H hat eine Orthonormalbasis. Fiir jede ONB (e;)ic; und Vektoren v,w € H
gilt: Ist c;(v) = (v, e;), so sind nur abzihlbar viele dieser Koeffizienten ungleich Null und es gilt

v= Z ci(v)ei,
i€l
wobei die Reihe in jeder Reihenfolge konvergiert. Es gilt
Z lci@)? = |lvll*  oder, allgemeiner, (v, w) = Z ci(v)ci(w)
i€l i€l
Ist umgekehrt v = );; cie; eine konvergente Reihe, dann folgt ¢; = ¢;(v), d.h., die Koeffizienten sind

eindeutig.

Sind ferner beliebige komplexe Koeffizienten (c;)ic; gegeben, so dass nur abzihlbar viele ungleich Null sind
und Y lcil* < oo gilt, dann konvergiert die Reihe Y ;; cie; in H in jeder Reihenfolge mit demselben
Grenzwert.
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Korollar 1.5.13. Man kann die Aussagen des Satzes auch so ausdriicken: Die Abbildung v v (i = c¢;(v)) ist ein
isometrischer Isomorphismus von Hilbert-Raumen H = (D).

Beweis. [Beweis des Satzes] Mit dem Lemma von Zorn beschafft man sich ein maximales ONS (e;);¢;-
Dessen Orthogonalraum

(e)i; = (v e H: (v,e)) =0 Vier)
muss Null sein, denn ist w # 0 im Orthogonalraum, dann ist f = w/ ||w|| ein neuer Vektor, um den man
das ONS erweitern kann, was der Maximalitdt widerspricht. Sei also (e;)e; ein ONS mit trivialem
Orthogonalraum und sei v € H. Fiir eine endliche Teilmenge E C I setze

Vg = Z ci(v)e;.
i€E

Dann gilt (vg, v) = (vg, vg) = Yicr lci(v)[?, wie man leicht sieht. Also ist

2
lo = vgll” = (v —vg, v —vE)

= ol = (v, 0e) = (vr, ©) + (0, o) = ol = ) leio)P.
ieE
Da dies > 0 ist, folgt Y ;cr lei(@)? < lvll* . Also Yie lci(@)? < [lo]/? . Damit folgt, dass nur abzahlbar viele
ci(v) ungleich Null sind und dass die Reihe der |c;(v)]* konvergiert. Wir wollen zeigen, dass die Reihe
Y.ier Ci(v)e; in jeder Reihenfolge konvergiert. Sei also c1, ¢, . . . irgendeine Nummerierung der
Koeffizienten # 0, so gilt fir n <min N,

2 m

=) l@)P,

i=n

m

Z ci(v)ei

i=n

woraus folgt, dass Y, c;i(v)e; eine Cauchy-Folge in H ist, also konvergiert. Wir zeigen, dass der Limes

<U - Z ci(v)e,-,ej> = <v, ej> —¢j(v) =0.

iel

gleich v ist. Fuir j € I rechne

Also ist der Vektor v — ) ;¢; ci(v)e; im Orthogonalraum des ONS, also gleich Null, die Summe
konvergiert also in der Tat gegen v. Insbesondere ist der von (¢;) aufgespannte Unterraum dicht. Es folgt

(v,w) = <Z c@)ei, Y cj<w>e,-> =YY c@)c@) (eiej) = ) cilo)ci@).
i€l jel iel jel iel
Ist umgekehrt v = } i, cje; konvergent, so gilt wegen der Linearitdt und Stetigkeit des Skalarproduktes,
ci(v) =(v,e;) = <Z cjej,ei> = ch <e,-,ei> =¢j.
jel jel

Ist schliesslich (c;)es eine Familie von Koeffizienten mit )., |c;]*> < oo, so folgt die Konvergenz von

Y. ciei genau wie die oben gezeigte Konvergenz von }; ¢i(v)e;. O

Beispiel 1.5.14. In der Analysis zeigt man in dem Abschnitt tiber Fourier-Reihen, dass die Funktionen
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ex(x) = e2™* fiir k € Z eine Orthonormalbasis von L2([0,1]) = L2([0, 1)) = L*(IR/Z) ist.

Satz 1.5.15. Je zwei ONB eines Hilbert-Raumes haben die gleiche Miichtigkeit. Zwei Hilbert-Riume sind
isometrisch-isomorph, falls sie ONBs der gleichen Miichtigkeit haben.

Beweis. Sei H ein Hilbert-Raum mit zwei ONBs (¢;)ic; und (f)) ;. Ist H endlich-dimensional, so folgt
[I] = |/l nach LinA. Sei also H unendlich-dimensional. Fiir i € I sei 5(i) die Menge aller j € | mit
<ei, f]> #0.Dae; =Y je] <e,-, f]> fj, ist S(i) stets abzahlbar. Da andererseits auch jedes f; sich in die e;
entwickeln ldsst, folgt

s =1

i€l

Damit gibt es eine surjektive Abbildung I X N — J. Da I und ] beide unendliche Mengen sind, folgt
hieraus [J| < |I|. Aus Symmetriegriinden folgt [I| = []|.

Sind H;, H, Hilbert-Rdume mit ONBs (¢;);e; und (fi)ier, so definiert die Vorschrift T(e;) = f; einen
isometrische Isomorphismus von H; nach H. m]

Lemma 1.5.16. Sei V ein Vektorraum und P : V — V linear. Es gelte P> = P. Dann folgt

V = ker(P) & Bild(P).

Beweis. Seiv € V und sei vy = v — P(v). Dann gilt P(vg) = P(v) — P*(v) = P(v) — P(v) = 0, also liegt v im
Kern. Es ist
v =11y + P(v) € ker(P) + Bild(P).

Es bleibt zu zeigen, dass die Summe direkt ist, dass also ker(P) N Bild(P) = 0 ist. Sei v in diesem Schnitt.
Dann ist v = P(w) fuer ein w und es gilt 0 = P(v) = P2(w) = P(w) = v. O

Satz 1.5.17. (a) Sei H ein Hilbert-Raum und U ein abgeschlossener Unterraum. Dann gilt
H=UeU",

wobei U+ = {v € H : (v, U) = 0} der Orthogonalraum zu U ist.

(b) Sei H ein Hilbert-Raum und sei o : H — C ein stetiges lineares Funktional. Dann existiert ein
eindeutig bestimmter Vektor w € H mit
a(v) = (v, w)

fiir jeden Vektor v € H.
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Beweis. (a) Wie in der Linearen Algebra sieht man U N U* = 0. Da U ein abgeschlossener Unterraum
ist, ist U selbst wieder ein Hilbert-Raum. Sei (e;) eine ONB von U und setze fiir v € H:

P(v) = Z (v, e)e.
iel
Dann ist P : H — U eine lineare Abbildung mit P(v) = v falls v € U, also P2 =P, d.h., Pisteine
Projektion. Der Kern von P ist U*. Sei v € H, dann ist v — P(v) € Ker P = U+, also folgt H = U ® U*.

(b) Sei @ : H — C ein stetiges lineares Funktional. Ist & = 0, so wahle w = 0. Ist & # 0, dann ist
U = Ker(a) ein abgeschlossener Unterraum von H. Daher ist H = U @ U* und da U # H, ist U* # 0. Sei

also wy € U+ mit ||wy|| = 1. Dann ist a(wg) = ¢ # 0. Setze w = cwy. Dann ist
a(wp) = ¢ = (wo, w) .

Da a einen Isomorphismus U+ — C induziert, ist U+ = Cwy, also insbesondere ist jedes v € H von der
Form v = Awy + u mit u € U. Daher ist

a(@) = a(Awg + u) = Ac = A{wy, w) = (v, w).

Dies zeigt die Existenz. Fiir die Eindeutigkeit nimm an, es gebe einen weiteren Vektor w’ mit
a(v) = (v, w"). Dann gilt fiir jedes v € H, dass 0 = (v, w — w’). Insbesondere fiir v = w — w’ folgt
w—-w =0. o

* ¥ ¥

1.6 Vervollstindigung

Definition 1.6.1. Seien X, Y metrische Rdume. Eine Isometrie von X nach Y ist eine Abbildung
f: X - Y mit

d(f(x), f(x)) = d(x, x’)

fur je zwei Elemente x, x” € X. Eine Isometrie ist stetig und injektiv. Ist eine Isometrie surjektiv, so ist
ihre Umkehrabbildung ebenfalls eine Isometrie. Eine bijektive Isometrie heisst isometrischer
Isomorphismus.

Ein metrischer Raum X heisst vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Satz 1.6.2 (Vervollstandigung). Sei X ein metrischer Raum. Dann existiert eine Isometrie ¢p: X — X in
einen vollstindigen metrischen Raum X, so dass das Bild ¢(X) dicht in X liegt. Das Paar (X, ¢) nennt man
eine Vervollstindigung von X.

Die Vervollstindigung ist eindeutig bestimmt in folgendem Sinne: Ist  : X — Y eine weitere Isometrie auf
einen dichten Teilraum eines vollstindige Raumes Y, dann existiert genau ein isometrischer Isomorphismus
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a:X — Ysodass ) = a o ¢, d.h., das Diagramm

e
o

\7
(—
=)

y..<

kommutiert.

Beweis. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir konstruieren X. Sei CF(X) die Menge aller Cauchy-Folgen in
X. Wir haben eine natiirliche Abbildung ¢: X — CF(X), die jedes x € X auf die konstante Folge x, = x
wirft.

Auf CF(X) betrachten wir folgende Aquivalenzrelation: Zwei Cauchy-Folgen (x,) und (y,) heissen
dquivalent, (x,) ~ (y,), falls die Folge d(x,, y.) gegen Null geht. Ist (x,) eine Cauchy-Folge und ist (y,)
eine Teilfolge, so folgt (x,) ~ (y,). Sei

X := CF(X)/ ~ .

Die Abbildung ¢ ist gegeben durch ¢ gefolgt von der Projektion CF(X) — CF(X)/ ~. Die Metrik auf X
ist gegeben durch d([x,], [y,]) = lim,, d(x,, y,), wobei zu zeigen ist, dass dieser Limes existiert und nicht
von der Wahl der Vertreter abhéngt. Dies und den Rest des Beweises iiberlassen wir dem Leser zur
Ubung. O

Satz 1.6.3. Ist (V, ||-|l) ein normierter Raum, so kann man die Norm auf die Vervollstindigung V fortsetzen.
Dasselbe gilt fiir die Vektorraumstruktur, so dass V wieder ein normierter Raum ist und ¢ : V. — V ist eine
lineare Isometrie.

Beweis. Man definiert |[v]| = d(0,v) fiirv € V. Es folgt [|v]| = lim ||v]|| tiir jede Folge (v;) in V, die gegen v
i

konvergiert. Aus dieser Tatsache schliesst man leicht die Normeigenschaft. Die Vektorraumstruktur

definiert man durch

v+ w = lim(v; + w)),
j

wobei v; —» v und w; — w Folgen in V sind. Wir zeigen hier beispielhaft die Wohldefiniertheit. Es ist zu
zeigen, dass die Folge (v; + w;) konvergiert und dass der Grenzwert nicht von der Wahl der Folgen
abhéangt. Fiir j, k € N ist

I+ 207) = @+ w0l < oy = vul| + [eo; - o

7

also ist (v; + w;) eine Cauchy-Folge, damit konvergent. Sind ; und @; weitere Cauchy-Folgen, die
gegen v und w in V konvergieren, dann gilt

[ +w)) = @ + || < [Jo; = 0| + ||w; — @

4
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also ist der Grenzwert wohldefiniert. Der Rest geht d&hnlich. o

* X ¥

1.7 Aquivalenz der Normen bei endlicher Dimension

Satz 1.7.1. Seien ||-||, und |||, zwei Normen auf demselben C-Vektorraum V. Dann sind dquivalent:

(a) Die beiden Normen definieren dieselbe Topologie auf V.

(b) Es gibt Zahlen C, ¢ > 0 so dass gilt:
ClHla < [1lp < Cll-lla

(c) Eine Folge konvergiert genau dann in ||||,, wenn sie in |||, konvergiert. In diesem Fall sind die Limiten
gleich.

Beweis. (a)=(b): Wenn beide dieselbe Topologie definieren, heisst das, dass die Identitaet, aufgefasst als
Abbildung

(VM) = (V1111
stetig, also beschraenkt ist. Dies liefert die zweite Abschaetzung, die erste folgt aus Symmetrie.
(b)=(c): Dies ist trivial.

(c)=(a): In einem metrischen Raum ist eine Menge genau dann abgeschlossen, wenn sie mit jeder Folge
auch deren Limes enthaelt. Aus (c) folgt dann, dass beide Normen dieselben abgeschlossenen Mengen
haben, damit sind die Topologien gleich. ]

Definition 1.7.2. Wir nennen zwei Normen auf V dquivalent, wenn sie den Bedingungen dieses Satzes

gentigen.

Beispiel 1.7.3. Auf dem Raum C.(R) definieren wir zwei Normen, die L'-Norm

I, = f}R |F(0)]dx

und die Supremumsnorm

1Al = sup ()]

Diese beiden Normen sind nicht dquivalent, denn zum Beispiel geht die Folge der charakteristischen

Funktionen 1jg 1/, in der L!-Norm gegen Null, in der Supremumsnorm nicht.
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Satz 1.7.4. Ist der C-Vektorraum endlich-dimensional, so sind alle Normen dquivalent.

Beweis. Jeder endlich-dimensionale C-Vektorraum ist isomorph zu C", wobei n die Dimension ist. Es
reicht also, die Behauptung fiir V = C” zu zeigen. Sei ||-|| eine beliebige Norm auf C". Wir zeigen, dass sie
dquivalent ist zur euklidischen Norm ||||o,- Seien ey, . .., e, die Standard-Basisvektoren von C". Es folgt

n n
loll = || vjesl| < Y. 1ol |lef]] < (maxoyl) (maxlei]]) < 1 M Iiolleus -
= = : :
=[[0llmax =M

Das bedeutet, dass die Identitaet, aufgefasst als Abbildung

(Cnr ”-”eukl) d (Cnr ””)

beschraenkt, also stetig ist. Damit ist das Bild der Menge S = {v € C" : ||Vleuu = 1} kompakt. Da0 ¢ S,
folgt, dass das Minimum
c= min{llvll 1V E S}

angenommen wird und > 0 ist. Das bedeutet
lwllewa =1 = |lwll =c.
Fiir v # 0 heisst das Hm” > ¢, oder [|v]| = c||v|lewq und die Behauptung ist bewiesen. O

* 3% %

1.8 Nichtstetige lineare Abbildungen

Nichtstetige lineare Abbildungen sind fiir diese Vorlesung nicht von Interesse. Der Vollstandigkeit
halber wollen wir aber die Frage ihrer Existenz kladren. Ja, es gibt sie, und zwar viele davon. Um dies zu
beweisen betrachtet man Hamel-Basen.

Sei (¢)) jej eine Orthonormalbasis. Schreibe E = {e; : j € J}. Diese ist dann zwar linear unabhéngig, aber
keine Hamel-Basis, denn sei F = {fi, f5,...} C E eine abzéhlbare Teilmenge, wobei wir f; # f; fiiri # j
annehmen. Nach Satz 1.5.12 ist die Reihe v = 2}21 % fj konvergent in H, aber nicht als endliche Summe
von Elementen von E darstellbar. Wir vergrossern E zu einer Hamel-Basis HB. Wir konnen ein lineares
Funktional ¢ : H — C definieren, indem wir ¢ auf der Hamel-Basis vorgeben. Wir setzen also ¢(e) = 0
fur jedes e € E und ¢(b) = 1 fiir b € B \ E. Dann ist ¢ ein lineares Funktional, das nicht stetig ist, denn
jedes stetige lineare Funktional, dass die ¢; auf Null wirft, ist schon Null.

* X X
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2 Grundprinzipien der Funktionalanalysis

2.1 Fortsetzung von linearen Funktionalen

In diesem Abschnitt geht es um folgendes Prinzip: Ein stetiges lineares Funktional kann von einem

beliebigen Teilraum auf den ganzen Raum stetig und linear fortgesetzt werden.

Satz 2.1.1. Ist V ein Banach-Raum und ist die Menge
B=Bi(0)=fveV:|pll<1)

kompakt, dann ist V endlich-dimensional.

Beweis. Sei (V,||.|[) ein normierter Raum. Fiir eine Teilmenge U C V und v € V definiere
d(v, U) = inf [|[v — u]|.
uel

Lemma 2.1.2. Ist U # V ein abgeschlossener linearer Unterraum, dann existiert ein v € V, so dass |[v|| = 1 und
dv, U) > %

Beweis. Zuw € V \ U wihle ein ug € U, so dass ||w — ug|| < 2d(w, U). Setze v = IIZ:ZEII' Dann gilt [|v]| = 1
und
d(w)—d(M u)—d( w u)— U dw,uys + A
’ llew — woll” llew — woll” llow —ull ™" 77— 2°

Zum Beweis des Satzes: Ist V unendlich-dimensional, so gibt es eine Folge von Unterrdumen

VicV, ... mitdimV, = n. Nach dem Lemma gibtes v, € V,, \ V,,_1 mit v, € Bund |jv, — ul| > % fiir
jedes u € V,_;. Insbesondere folgt |[v, — vyl > % falls n # m. Also enthilt die Folge v, € B keine
konvergente Teilfolge, also ist B nicht kompakt. |

Satz 2.1.3 (Hahn-Banach). Sei U ein Unterraum eines reellen Vektorraums V und seip : V — [0, o0) eine
Abbildung mit
p+w) < p©) +pw) und p(Av) = Ap(v)

fiirallev,w eV, A 2 0. Sei a : U — R linear mit a(u) < p(u) fiir jedes u € U. Dann existiert eine lineare
Abbildung & : V — R mit

o d(u)=a(u), uelund
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o —p(—v) <a() <pv), veV.

Insbesondere folgt: Jedes stetige lineare Funktional auf einem Unterraum eines normierten Raums kann
stetig auf den ganzen Raum fortgesetzt werden, wobei die Fortsetzung dieselbe Norm hat.

Beweis. Nimm an U # V. Seiv; € V \ U und setze
W =U®& Ro.
Dann ist W ein Untervektorraum von V. Seien u, u’ € U. Wegen
a)+a@)=a+u')<pu+u')<pu-uvi)+pv+u)

folgt
a(u) —pu—0v1) < p’ +v1) — a(u’).

Sei M das Supremum tiber die linke Seite, wobei u in U lduft. Es folgt also
a(u) —pu—0v1) <M< p’ +o1) —au')

fiir alle u, u’ € U. Setze
a(u + tvy) = au) + tM.

Dann ist @ linear auf W, es setzt a fort und fiir t > 0 gilt mit y = u/t,
a(u + tvy) = a(u) + tM < a(u) + tp(y + v1) — ta(y) = p(u + tvy).
und ebenso

a(u—tv) =a()—tM < a(u) - t(a(y) -ply - 01)) =tp(y — v1) = p(u — tovy).

Zusammen folgt d(w) < p(w) fiir alle w € W. Indem man w durch —w ersetzt, folgt auch —p(-w) < a(w),
also ist & die gewtinschte Fortsetzung nach W. Wir haben damit gezeigt, dass im Fall U # V das
Funktional a stets eine Fortsetzung auf einen Unterraum W # U besitzt. Nach dem Lemma von Zorn
existiert ein maximaler Unterraum (I C V, auf den sich & mit —p(—u) < a(u) < p(u) fortsetzen lasst. Ist
U # V, so lasst sich aber @ noch weiter fortsetzen, was der Maximalitit widerspricht! Es folgt U=v
und die Hauptaussage des Satzes ist bewiesen.

Fiir die Zusatzaussage sei (V, ||.|) ein normierter Raum, U C V ein Unterraum und « : U — C ein stetiges
lineares Funktional. Sei C = [|a||,, die Operatornorm von a. Setze p(v) = C|[v||. Das R-lineare Funktional
Re(w) besitzt dann eine R-lineare Fortsetzung dr nach V mit |@r(v)| < p(v). Sei & das komplex-lineare
Funktional mit Re(@) = dg. Ist v € V, so existiert ein 0 € R, so dass ed(v) = @(¢'?v) € R gilt. Es folgt

la()] = le“a)l = lar(ev)l < p(e?v) = p(v). O
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Definition 2.1.4. Sei V ein normierter Vektorraum. Wir bezeichnen mit V’ die Menge aller stetigen
linearen Funktionale V — C. Wir nennen V' den stetigen Dualraum. Er ist in der Regel ein echter

Teilraum des algebraischen Dualraums V*.

Lemma 2.1.5. Ein lineares Funktional a # 0 auf einem normierten Raum ist eine offene Abbildung.

Es braucht in der Tat noch nicht einmal stetig zu sein.

Beweis. Sei0 # a : V — C eine lineare Abbildung und sei U C V eine offene Teilmenge. Wir wollen
zeigen, dass das Bild a(U) offen ist. Sei also z € a(U), also etwa z = a(u). Sei v € V mit a(v) # 0. Dann ist
die Menge M = {A € C: Av + u € U} offen in C. Das Bild von «a enthilt die Menge aller

a(Av +u) = Aa(v) + z, wobei A € M ist. Dies ist gerade das Bild von M unter der affinen Abbildung

m — a(v)m + a(u), also offen. Damit enthilt das Bild von a eine offene Umgebung des Punktes z. Da z
beliebig war, ist das Bild offen. ]

Definition 2.1.6. Eine Teilmenge A C V eines reellen Vektorraums V heisst konvex, falls A mit zwei
Punkten auch deren Verbindungsstrecke enthdlt, also wenn fiir allev,w € V und t € [0, 1] gilt

v,weA = (1-to+tweA.

Satz 2.1.7. Konvexe Teilmengen lassen sich durch stetige lineare Funktionale trennen.

Genauer seien A, B nichtleere, konvexe Teilmengen eines normierten Raumes V mit AN B = 0.

(a) Ist A offen, dann existiert ein o € V' und ein T € R mit
Re(a(a)) < T < Re(a(b))

fiirallea € A, b € B.

(b) Ist A kompakt und B abgeschlossen, so existieren a € V' und S, T € R mit
Re(a(a)) < S < T < Re(a(b))

fiirallea € A, b € B.

Beweis. (a) Sei A offen. Wahle Fufipunkte a9 € A und by € B und setze vy = by — a9. Sei

U=A-B+vyy={a—-b+vy:a€A, beB}
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Dann ist U eine konvexe offene Nullumgebung in V. Sei
. 1
p(v) == mf{t >0: ?v € LI}.

Es folgt p(Av) = Ap(v) fur A > 0. Die Funktion p nimmt endliche Werte an und da U konvex ist, erfiillt p

die Dreiecksungleichung, also es gilt

p(v +w) < p(v) + p(w)

fur allev,w € V. Da vy ¢ U, folgt p(vg) > 1. Auf dem eindimensionalen Raum Ro, definiere ein

Funktional a(tvg) = t. Nach Satz 2.1.3 setzt a zu einem reellen linearen Funktional auf V fort mit

—p(—v) < a(v) < p(v). Wir zeigen, dass a stetig ist. Da U offen ist und die Null enthdlt, existiert ein r > 0

mit B,(0) C U. Das bedeutet: |[v|| < r = v € U = p(v) < 1. Ersetzt man v durch rv, so heisst das

lloll < 1= p(v) < 1 und im Grenzwert [[v]| < 1 = p(v) < 1 also insbesondere [[v]| = 1 = p(v) < 1. Damit
1

sup |a(v)| < sup p(v) < =-.
lloll=1 loll=1

<

Also ist a beschrénkt, ergo stetig. Sind nuna € A und b € B, so folgt
a@ —ab)+1=al@—b+v)) <pla-b+vy) <1,

also a(a) < a(b) Die Bilder a(A) und a(B) sind konvexe Teilmengen von IR, also Intervalle. Da A offen ist,

ist @(A) nach Lemma 2.1.5 ein offenes Intervall, damit folgt (a).

(b) Beh. Es gibt eine konvexe offene Nullumgebung U, so dass (A + U) N B = 0 gilt.

Beweis: Angenommen nicht. Sei B,, der offene Ball By,(0). Es gilt dann (A + B,) N B # 0, also gibt es

X, € A+ B,, etwax, =a, + b, mita, € Aund ||b,]| < 1/n. Da A kompakt ist, hat die Folge (a,) eine
konvergente Teilfolge, wir ersetzen sie durch diese und nehmen an, dass (a,) gegen ein ag in A
konvergiert. Da b, — 0, folgt x, — a. Nun ist aber x,, € B und B ist abgeschlossen, also a9 € A N B, diese

Menge war aber als leer angenommen worden. Widerspruch!

Die Mengen A + U und B kénnen nach Teil (a) durch ein stetiges Funktional a getrennt werden, dann
ist a(A + U) ein offenes Intervall disjunkt zum Intervall a(B). Ferner ist a(A) ein kompaktes Intervall,
das im offenen Intervall a(A + U) enthalten ist. O

Korollar 2.1.8. Sei V ein normierter Raum.

(a) Ist V # 0 ein normierter Raum, dann gibt es fuer jedes v € V ein lineares Funktional a von Norm 1, so dass

a(@) = ||l

(b) V' ist punktetrennend. Das heisst fuer je zwei v # w in V gibt es ein stetiges lineares Funktional o € V' mit
a(v) # a(w).

Beweis. (a) Sei o : Cv — C gegeben durch a(zv) = z||v]|. Dann hat @ Norm 1, setzt also fort zu einem
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Funktional von Norm 1.

(b) Wende (a) auf den Vektor v — w an. O
Korollar 2.1.9. Sei V ein normierter Raum und U ein Unterraum, sowie v € V \ U. Dann gibteseina € V', so

dass a(v) # 0 und a(U) = 0.

Beweis. Zunaechst definieren wir & auf dem Raum U & Cov durch
a(u + Av) = A.

Dav ¢ U, gibtes ein 6 > 0, so dass [[v — u| > 6 fuer jedes u € U gilt. Insbesondere folgt fuer u € U und
A € C*%, dass ||%u + UH > 0, also
1

= 5||u+Av||.

1
la(u + Av)| = |A] < % 'IXM +0v

Damit ist & beschraenkt, kann also nach Hahn-Banach zu einem stetigen Funktional auf V fortgesetzt
werden. m]

* % %

2.2 Der Satz von Krein-Milman

Definition 2.2.1. Sei A C V eine Teilmenge eines Banach-Raums, dann ist die konvexe Huelle conv(A)
von A definiert als der Schnitt aller konvexen Mengen, die A enthalten:

conv(A) = ﬂ C.

CDA
C konvex

Die ist die kleinste konvexe Menge, die A enthaelt.

Beispiele 2.2.2.

(a) Die konvexe Huelle zweier Punkte ist das Geradensegment zwischen ihnen, bei drei Punkten
bekommt man ein Dreieck, bei vieren ein Tetraeder usf.

(b) Die konvexe Huelle der Kreislinie S! c R? ist der abgeschlossene Einheitsball B1(0).
(c) Sei A c C die abzaehlbare Menge aller z = ¥, r € Q. Dann ist

conv(A) = A U B1(0).
Proposition 2.2.3. Die Punkte der konvexen Huelle von A # 0 lassen sich explizit angeben:

n
conv(A) = Zt]-aj:nelN, ajeA,OStjﬁl,thzl
j=1 j
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Man sagt das so: die Punkte von conv(A) sind die endlichen Konvexkombinationen von Punkten aus A.

Beweis. Sei A die rechte Seite der Gleichung. Dann gilt A ¢ A und A ist konvex. Wir zeigen durch
Induktion nach n € IN, dass conv(A) alle Konvexkombinationen der Laenge < n enthaelt. Fuern =1

sind die Konvexkombinationen gerade die Punkte von A und damit liegen diese in conv(A).

Es sei nun bereits gezeigt, dass alle Konvexkombinationend der Laenge < n in conv(A) liegen und es sei

U= Z t]-aj
j=1

mita; € Aund 0 < t; < 1, sowie Z';Ill tj=1.Setze A = 27:1 tj < 1. Wir koennen A # 0 annehmen. Es gilt
tps1 =1 — A und daher

n
0= Z tjaj + fp1lns
j=1

n t
=AY X]aj + (1= A)apr.
j=1

Nach Induktionsvoraussetzung liegt Z;':l %a jin conv(A) und da conv(A) konvex ist, liegt daher auch v
in conv(A). O

Definition 2.2.4. Fuer zwei Elemente x, y eines lokalkonvexen Raums V schreiben wir
oy ={A-tx+ty:te©1),xyek|

fuer die Strecke zwischen x und y (ohne Endpunkte). Sei K eine kompakte Teilmenge von V. Eine
abgeschlossene Teilmenge ) # S C K heisst Seite von K, falls gilt

LyekK (x,y)yNS+#0 = x,y€S.

Insbesondere ist K selbst eine Seite. Die Seiten eines Dreiecks sind die Kanten und die Eckpunkte.

Definition 2.2.5. Ein Punkt k € K heisst Extremalpunkt von K, falls {k} eine Seite ist. Das heisst also,
dass k sich nicht als echte Konvexkombination zweier Punkte in K schreiben laesst. Wir schreiben

ext(K)

fuer die Menge aller Extremalpunkte von K.

Satz 2.2.6 (Krein-Milmann). Sei K # 0 eine konvexe kompakte Teilmenge eines Banach-Raums V. Dann
gilt
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(a) Jede Seite von K enthaelt einen Extremalpunkt. Insbesondere ist ext(K) # 0.

(b) K = conv(ext(K)).

Beweis. Wir zeigen, dass jede Seite S von K einen Extremalpunkt von K enthaelt. Da eine Seite 5’ von S
auch eine Seite von K ist, reicht es, den Fall S = K zu betrachten. Wir muessen also nur zeigen, dass K

einen Extremalpunkt enthaelt.

Sei S die Menge aller Seiten von K. Wir versehen S mit der Ordnung die durch die Inklusion gegeben

ist. Sei L C S eine linear geordnete Teilmenge, dann ist

F=(s

SeL

wieder eine Seite, wobei die endliche Schnitteigenschaft der kompakten Menge K benutzt wird, um

F # 0 zu erreichen. Nach dem Lemma von Zorn hat £ ein minimales Element S. Wir behaupten, dass S
nur einen Punkt enthaelt. Angenommen, es gibt x # y in S. Dann gibt es ein stetiges lineares Funktional
a:V - Rmit a(x) # a(y). Seinun S’ = a~(ty), wobei o = min a(S). Dann ist S’ eine Seite in S, also
auch eine Seite in K, die echt kleiner ist als S, was ein Widerspruch ist.

Daher gibt es also einen Extremalpunkt in K. Sei E die Menge aller Extremalpunkte in K und sei
K" = conv(E). Angenommen, K’ # K, dann gibt es ein x € K \ K’ und nach Hahn-Banach gibt es ein
stetiges lineares Funktional o : V — R so dass a(x) > a(K). Dann ist

S = oc_l(max (a(K)))

eine Seite von K. Diese enthaelt einen Extremalpunkt, der nicht in K’ liegt, Widerspruch! O

Anwendung 2.2.7. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und sei M die Menge aller
Wabhrscheinlichkeitsmafie auf X. Wir koennen M als Teilmenge des Dualraums C(X)" des
Banach-Raums C(X) aller stetigen Funktionen auf X auffassen. Sie ist eine abgeschlossene Teilmenge
des Einheitsballs, also folgt M = conv(ext(M)). Man stellt fest, dass die Extremalpunkte in M genau die
Punktmafle sind. Damit sagt der Satz, dass es zu jedem W-Maf3 i auf X eine Folge von W-Mafen p,
gibt, die jeweils endlichen Traeger haben und im Sinne der vagen Konvergenz gegen 1 konvergieren.
Damit lassen sich mafstheoretische Beweise auf Mafse mit endlichen Traegern zurueckfuehren.

* ¥ ¥

2.3 Von der offenen Abbildung und vom abgeschlossenen Graphen

In diesem Abschnitt und den folgenden brauchen wir wieder einen Satz aus der Topologie.

Definition 2.3.1. Ein topologischer Raum X heifit Baire-Raum, falls fiir jede abzédhlbare Familie (A,)qen
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abgeschlossener Mengen gilt:

enthaelt U A, eine offene Menge # 0

= ein A,, enthaelt eine offene Menge # 0.

Satz 2.3.2 (Baire). Jeder lokalkompakte Hausdorff-Raum ist ein Baire-Raum. Jeder vollstindige metrische
Raum ist ein Baire-Raum.

Beweis. Analysis. |

Korollar 2.3.3. Ein Banach-Raum, der eine abzihlbare Basis besitzt, ist endlich-dimensional.

Beweis. Sei V ein Banach-Raum der von vy, v, ... aufgespannt wird. Sei A,, der von v, ... v,
aufgespannte Unterraum. Dieser ist als endlich-dimensionaler normierter Raum selbst vollstandig, also
abgeschlossen in V. Ferner gilt V = [ J,, A, also enthdlt ein A, eine offene Teilmenge von V. Jede offene

Teilmenge von V enthilt allerdings eine Basis, also ist V = A,,. m]

Satz 2.3.4 (Satz von der offenen Abbildung). Sei T : V. — W eine stetige lineare Abbildung zwischen
Banach-Riumen. Ist T surjektiv, dann ist T eine offene Abbildung.

Insbesondere gilt: Ist T bijektiv und stetig, so ist die Umkehrabbildung T~1 ebenfalls stetig. In diesem Fall
nennen wir T invertierbar.

Beweis. Sei B C V offen. Es ist zu zeigen, dass T(B) offen ist. Da T linear ist, reicht es zu zeigen, dass fiir
jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass T(B.(0)) die Kugel Bs(0) enthailt.

1. Schritt. T(B,(0)) enthélt eine Kugel B;(0).
Sei B = B;2(0). Aus V = |, nB folgt

W:T(V):UnT(B)cUanw.

n n

Da der Banach-Raum W ein Baire-Raum ist, gibt es m € N, w € W und & > 0 mit

mT(B) D B,(w).



FUNKTIONALANALYSIS 26

Aus B.(0) B — B folgt T(B.(0)) > T(B) — T(B), also

T(B.(0)) > T(B) = T(B) > T(B) - T(B)
> L Ba(w) - +-Bo(w)

= Ba/m(w/m) - Ba/m(w/m) ) Ba/m(o)-

2. Schritt. T(B,(0)) enthilt eine Kugel Bs(0).

Wiéhle Zahlen r, > 0 mit ), 7, < €. Sei V,, = B,(0) und W, = B,(0) in W. Nach dem 1. Schritt gibt es
0p > 0mit Ws, C T(Trn) Wir kénnen annehmen, dass 0, eine Nullfolge ist. Sei w € W;,, also w € T(Tro)
Zu dem gegebenen 0; existiert dann ein vy € V,, mit |[|w — T(vp)|| < 61, das heisst,

w — T(vy) € Ws, € T(V,,). Dann existiert ein v1 € V,, mit ||w — T(vp) — T(v1)|| < O2. Durch Iteration
erhalten wir eine Folge v, € V,, mit

llo = T(wo) = -+ = T(0p)ll < Ons1-

Also konvergiert die Reihe )72, T(v;) gegen w. Wegen

Ylel= <

konvergiert auch die Reihe v = Z}X’:O vjund es gilt |[v]| < ¢, also v € V.. Es folgt T(v) = w und somit
Ws, € T(B.(0)). 0

Korollar 2.3.5.
(a) Gilt fuer einen Banach-Raum V = X @ Y mit abgeschlossenen Unterraeumen X und Y, dann traegt V die

Produkttoplogie, d.h., die Abbildung X XY — V, (x,y) = x + y ist ein Homoeomorphismus.

(b) Eine Projektion P : V — V auf einem Banach-Raum V ist genau dann stetig, wenn Kern und Bild
abgeschlossen sind.

Beweis. (a) Die Abbildung ist stetig und surjektiv, also ein Homoemorphismus nach dem Satz der
offenen Abbildung.

(b) Sei P eine Projektion, also eine lineare Abbildung mit P> = P. Dann gilt V = ker(P) ® Bild(P) = X &Y.
Ist P stetig, dann ist X abgeschlossen. Der Raum Y ist der Kern der stetigen Abbildung 1 — P und damit
auch abgeschlossen.

Seien umgekehrt X und Y abgeschlossen, dann traegt V die Produkttoplogie, die Projektion ist also
stetig. O

Definition 2.3.6. Sei T : V — W eine Abbildung, so ist der Graph von T die Menge

G(T) = {(0,T@): v e V| C VX W.
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Satz 2.3.7 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Sei T : V — W eine lineare Abbildung zwischen
Banach-Riumen.

Der Graph G(T) ist genau dann abgeschlossen im Produkt V X W, wenn T stetig ist.

Beweis. Sei T stetig und sei (v;, T(v;)) eine Folge im Graphen, die in V x W gegen (v, w) konvergiert. Das
bedeutet v; — v und T(v;) — w. Da T stetig ist, konvergiert T(v;) gegen T(v), also folgt w = T(v), somit
liegt (v, w) im Graphen, dieser ist also abgeschlossen.

Sei umgekehrt der Graph abgeschlossen. Die Abgeschlossenheit des Graphen bedeutet, dass fiir jede
konvergente Folge v; — v in V gilt: konvergiert T(v;) gegen w € W, so gilt T(v) = w. Der Graph ist als
abgeschlossener linearer Unterraum des Produktes selbst ein Banach-Raum. Die Abbildung

P : G(T) — V, gegeben durch P(v, T(v)) = v ist stetig, surjektiv und injektiv, also auch offen. Damit ist
die Umkehrabbildung v — (v, T(v)) stetig, also auch deren Komposition mit der zweiten Projektion

v T(v). O

Beispiel 2.3.8. Wir geben eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen, die einen
abgeschlossenen Graphen hat, aber nicht stetig ist. Sei X = {% :n € N} U {0} mit der Metrik von IR. Sei
Y =Rund f(3) = n, sowie f(0) = 0.

Als Anwendung beweisen wir den Satz von Hellinger Toeplitz.

Satz 2.3.9 (Hellinger-Toeplitz). Sei T : H — H ein linearer Operator, der symmetrisch ist in dem Sinne,
dass

(Tx,y) = {x, Ty)

fuer alle x, y € H gilt. Dann ist T stetig.

Beweis. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen und der Linearitaet von T reicht es, folgendes
zu zeigen: Ist (x,,) eine Nullfolge und ist Tx, konvergent, dann ist lim,, Tx, = 0. Hierzu sei y = lim,, Tx,,.

Dann folgt
(yy) = liﬁn (Txy,y) = lizn (xn, Ty) = (limx,, Ty) = (0,y) = 0. O

* ¥
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2.4 Prinzip der gleichmissigen Beschrianktheit

Satz 2.4.1 (Banach-Steinhaus). V sei ein Banach-Raum und W ein normierter Raum. (T})es sei eine
Familie stetiger linearer Abbildungen V- — W. Die Familie sei punktweise beschrinkt, d.h. zu jedemv € V
existiert ein ¢, > 0 so dass

ITi (@)l < ¢ lloll

fiir jedes i € I gilt.
Dann ist die Familie T; gleichmiissig beschrinkt, d.h. es gilt

SuP“TiHOp < 0o.
iel

Beweis. Sei A, = {v e V :||Ti(v)|| £ n Vigr}. Dann ist A, abgeschlossen und es gilt V = [ J,, A,,. Also gibt es
nach dem Satz von Baire ein ny € IN, ein vy € V und ein € > 0 mit

Apy D Be(vp).

Sei w € V mit ||w|| = 1. Dann ist v = vy + Sw € B.(vp) C Ay, also folgt

= 21T0) - Ti@oll < Z(IT@) + Tl < =22,

IT; ()|l = HTi (27) - 7)0)

€
. 4

also ist [|Tillop < 2.

Korollar 2.4.2. Punktweise Limiten stetiger linearer Operatoren sind stetig.

Genauer sei V ein Banach-Raum, W ein normierter Raum. Eine Folge T} stetiger linearer Operatoren V. — W, die

punktweise konvergiert. Sei T(v) = lim; T;(v) fiir v € V. Dann ist T ein stetiger linearer Operator von V nach W.

Beweis. Die Linearitdt von T ist klar. Da die Folge T; punktweise konvergiert, ist sie punktweise
beschréankt. Damit sind die Operatornormen beschrankt nach dem Satz von Banach-Steinhaus. Sei also
etwa ||TjH0p < C fiir jedes j. Dann folgt fiir [[v]| = 1,

IT@)I = lim [Ty(o)]| <

also [|Tllop < Cund T ist stetig. O

* ¥ ¥
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2.5 Dualitit bei Banach-Riumen

Seien V und W Banach-Rdume. Auf dem Raum Hom(V, W) aller stetigen linearen Operatoren
T :V — W installieren wir die Operatornorm.

Lemma 2.5.1. Mit der Operatornorm ist Hom(V, W) wieder ein Banach-Raum.

Beweis. Wir miissen Vollstandigkeit zeigen. Sei T; eine Cauchy-Folge in Hom(V, W). Fiir v € V ist
I75(0) = Teco)| = [T = To@)] < el |7 = T,

Damit ist Tj(v) eine Cauchy-Folge in W, also konvergent. Sei T(v) der Limes. Dann ist T wieder in
Hom(V, W) nach Korollar 2.4.2. Wir miissen uns nur noch iiberzeugen, dass die Folge (T;) auch in der
Norm gegen T konvergiert. Hierbei hilft uns die Cauchy-Eigenschaft. Sei also ¢ > 0. Dann existiert ein
jo so dass fiir alle j, k > jj gilt

|7 - Tl < e.

Fiir jedes v € V mit [[v|| = 1 gilt dann
HT]'(U) - Tk(v)” <e¢

und im Limes k — oo also
|T() - T)|| < e.

Da dies wie gesagt fiir jedes ||v|| = 1 gilt, folgt ||Tj - T”Op < ¢ und dies gilt fiir jedes j > jo, was die
verlangte Konvergenz bedeutet. o
Insbesondere ist also der stetige Dualraum V’ wieder ein Banach-Raum.

Proposition 2.5.2. Sei V ein Banach-Raum. Die Abbildung 6 : V. — V"' gegeben durch
0o(@) = a(v)

ist eine lineare Isometrie V — V.

Beweis. Linearitit ist klar. Isometrie zu sein heisst fiir 6, dass ||0,|| = ||v]| gilt. Wir zeigen zundchst “<”.
Firov e Vist

1601l = sup [6o(@)] = sup |a(v)] < [[v]].
=1 llafl=1 ~—~—
<ladlitel

Fir die andere Abschitzung brauchen wir den Hahn-Banach Satz. Auf dem Raum Cv betrachte das
Funktional f(tv) = t||v]| und setze es linear fort zu einem Funktional g mit |[f(w)| < [[w]]. Da |8(©)| = [[vll,
gilt dann Hﬁ” = 1. Also folgt

1601l = sup |a(v)| = [B()| = |v]]. O

llall=1
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Definition 2.5.3. Eine Paarung zwischen zwei Vektorraumen V und W ist eine bilineare Abbildung
b:V x W — C. Man kann eine Paarung b auch beschreiben durch die induzierte lineare Abbildung
¢:V = W*; p(v)(w) = b(v, w) oder auch durch die entstehende Abbildung W — V*. Eine Paarung
zwischen zwei Banach-Raumen heisst perfekte Paarung, falls die entstehenden Abbildungen jeweils in
die stetigen Duale abbilden und isometrische Isomorphismen

G: VW, WSV
induzieren.

Definition 2.5.4. Eine Folge (x,) in einem Banach-Raum V heisst schwach konvergent gegen x € V,
falls a(x,) — a(x) fuer jedesa € V.

Korollar 2.5.5.
(a) Jede schwach konvergente Folge eines normierten Vektoraums ist beschraenkt.

(b) Eine Paarung b : V X W — Z auf Banachraeumen ist genau dann stetig, wenn die Abbildungen
x = b(x, yo) und y = b(xo, y) fuer alle xo € X, yo € Y stetig sind.

Beweis. (a) Sei x, — x schwach konvergent. Sei dann A, = o, € V" und A = 6,. Dann gilt fuera € V’
mit ||a|| = 1, dass
An() = a(x,) = a(x) = Ada).
Insbesondere gibt es ein ¢, > 0, so dass
|An(a)] < ca

fuer alle n. Fuer beliebige a folgt dann |A,(«)| < ¢, |lal| und der Satz von Banach-Steinhaus besagt dann,
dass es ein C > 0 gibt, so dass
H(Sx,,H = ”An“op <C

fuer alle n € IN gilt. Nach Proposition 2.5.2 ist aber H(an = |Ix,|| und Teil (a) folgt.

(b) Die Hinrichtung ist klar. Nehmen wir also an, dass die beiden slots separat stetig sind. Seien dann
xj — xund y; — y konvergente Folgen in V bzw W. Dann ist insbesondere die Folge b(x,, —) : W — Z
schwach konvergent gegen b(x, —). Nach Teil (a) gibt es ein C > 0 so dass

b, y)] < C|

yl
fuer alle n € IN. Es gilt

1b(xn, yn) = b, Y| < 1b(xn, Yn) — b(xn, Y| + b(xn, y) — b(x, )|
= |b(xn/ Yn — y)l + |b(xn - X, y)l

Die Folge |b(x, — x, y)| geht nach Voraussetzung gegen Null. Ferner gilt
b, yn = )1 < Clly = v

und die rechte Seite geht gegen Null. Insgesamt konvergiert b(x;, y;) also gegen b(x, y). |
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Definition 2.5.6. Ein Banach-Raum V heisst reflexiv, falls die kanonische Abbildung 6 : V — V"" auch

surjektiv ist.

Lemma 2.5.7. (a) Ein Banach-Raum V ist genau dann reflexiv, wenn die natiirliche Paarung auf V x V’
perfekt ist. Insbesondere ist V' dann auch reflexiv.

(b) Eine perfekte Paarung ist stetig.

Beweis. (a) Wir zeigen, dass in der obigen Notation gilt

¢ =6

Definitionsgemaess ist fuerv € Vund a € V’,

¢(v) (@) = b(v, a) = a(v) = 6,(a),
Also ¢(v) = 6,. Wir haben nun

b perfekt © ¢ isometrischer Isomorphismus
& 0 isometrischer Isomorphismus

& V reflexiv.

(b) Seib : V x W — C eine perfekte Paarung. Fuer festes v € V ist w = b(v, w) = ¢(v)(w). Da ¢(v) € V',
also stetig ist, ist b im zweiten Slot stetig. Aus Symmetrie dann auch im ersten und nach Korollar 2.5.5
ist b stetig. ]

Beispiele 2.5.8. (a) Jeder endlich-dimensionale Banach-Raum ist reflexiv.

(b) Jeder Hilbert-Raum ist reflexiv.

Beweis. Sei H ein Hilbert-Raum. Wir miissen zeigen, dass 6 : H — H" surjektiv ist. Nach dem Satz
von Riesz ist jedes o € H' von der Form a = ay, fiir ein w € H, wobei a,,(v) = (v, w) ist. Die
Abbildung @ : w — a,, ist ein R-linearer isometrischer Isomorphismus H —5 H’. Durch

(ap, o) = (v, w) wird ein Skalarprodukt auf H’ installiert, so dass H’ wieder ein Hilbert-Raum ist.
Daher gibt es auch fiir H’ den kanonischen R-linearen Isomorphismus @’ : H" — H”. Wir zeigen
@’ o @ = §. Hierzu rechne fiir v, w € H:

D o O(v)(ary) = D' (ar) ()
= g, ()

= {a, Ay) = {0, W) = ay(v) = 6p(ay). O
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(c) Fur 1 < p < oo sei £ der Banach-Raum aller komplexen Folgen z = (z1, z2,...) mit

1
[ P

lzll, = | ) Iz | < oo
=1

Seien 1 < p,q < co mit % + % = 1. Wir behaupten, dass die Paarung
() Pxt1T—>C
(z,w) — Z Zjw;
j=1
perfekt ist. Die Konvergenz der Reihe folgt aus der Hoelder-Ungleichung, die besagt

|z, w) | < Izl lfoll,

Fiir w € {7 sei ay, : £ — C gegeben durch a,,(z) = (z, w). Dann sagt die Hoelder-Ungleichung
ausserdem, dass a;, € (£7)’ und dass llevollop < llewll, gilt. Wir wollen nun zeigen, dass hier Gleichheit
gilt. Sei dazu w € ¢1 mit [[w||, = 1. Wir miissen zeigen, dass a,, die Operatornorm 1 hat. Definiere

z =(z1,...) durch

1
zj = Ojlw;l?,
wobei 0; € C mit |0| = 1 so gewdhlt ist, dass w;z; > 0 ist. Dann ist z € ¢¥ und es gilt
p_ _ q_
llzll, = (z, w) = llwll; = 1.

Wir haben also ein z € {7 gefunden mit ||z[|, = 1 und a,,(z) = 1, woraus |laylly, = 1 folgt, so dass

w > ay, eine Isometrie ist. Wir miissen zeigen, dass diese Isometrie surjektiv ist. Sei dazu a € ({F)’.
Firn e Nseie, =(0,...,0,1,0...) mit der Eins an der n-ten Stelle. Setze w,, = a(e,). Wir behaupten,
dass die so entstehende Folge w in {7 liegt. Sei z" = (z1,...,2,,0,...) die bei n abgeschnittene Folge.
Wir wollen zeigen, dass Z]f”:l |w;|T < oo ist. Betrachte hierzu

n n n .
-1 a
Y it =Y ol = ) gl o
j=1 =1 j=1

n
=Y zjwj = &', w) = la@)] < Cllz"l,,
=1

q
wobei z; = Ojw;|7 gewdhlt wird mit |0;] = 1 und C = |||, ist. Nun ist wieder
(", w)y = (", w") = ||z”||Z = ||w”||Z und daher

lko"ll] "]

— a1y _ n
=T, < S
q

Die Folge [[w"[], ist monoton wachsend, also konvergent und daher [[w||, < co. Schliesslich gilt fiir
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(d)

beliebiges z € 7,

[

(z,w) = szwj = limz ziw; = lima(z") = a(z).

j=1 =1
Aus Symmetriegriinden folgt dasselbe fiir vertauschte p und 4. Insbesondere ist ¥ reflexiv.
Wir liefern nun ein Beispiel eines nicht reflexiven Raums. Sei > der Banach-Raum aller

beschrankten Folgen z = (z1, 2, . .. ) in C mit der Norm

lzllee = sup |zjl.
jEN

Ferner sei ¢! der Banach-Raum der Folgen mit ||z||; = Zj‘;l |zj| < co. Wir zeigen zunéchst, dass
(€'Y = €> gilt via der Paarung

(Y x> —>C

(o)
(z,w) — Z Zjw;.
j=1

Die Isometrie ist klar. Fiir die Surjektivitit sei o € (€!)'. Setze w, = a(e,). Da a beschréankt ist, liegt
w € £ und es gilt a(z) = (z, w).

Wire nun der Raum ¢! reflexiv, so miisste die Paarung perfekt sein. ist sie aber nicht, denn die
entstehende Abbildung ¢! — (£)" ist nicht surjektiv. Sei hierzu U C ¢* der abgeschlossene
Unterraum der konvergenten Folgen. Sei a : U — C gegeben durch

a(z) = lim z;.
j—oo

Dann ist « ein stetigen lineares Funktional, also gibt es nach Hahn-Banach eine stetige lineare
Fortsetzung, die wir auch als a schreiben. Nun kann aber dieses « nicht von £! kommen.

* * ¥

2.6 Schwache Topologien

Definition 2.6.1. Die schwache Topologie auf einem Banach-Raum V ist definiert als die

Initialtopologie aller o € V".

Es handelt sich also um die Topologie, die erzeugt wird von allen Mengen der Form

a”' (W),

wobei @ € V' und U c C offen ist. Da all diese Mengen in der Normtopologie offen sind, ist die

schwache Topologie grober als die Normtopologie, hat also a priori weniger offene Mengen.

Beispiele 2.6.2. (a) Ist V endlich-dimensional, dann ist die schwache Topologie gleich der

Normtopologie. Hierzu reicht es, V = C" anzunehmen. Die Koordinatenabbildungen v - v; fiir

33
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j=1,...,nsind stetige lineare Funktionale, also sind alle Mengen der Gestalt U; X - - - X U,, schwach
offen, wenn Uj, ..., U, C C offene Mengen sind. Diese Mengen erzeugen allerdings die Topologie

von C", die auch die Normtopologie ist.

(b) Wir werden spdter sehen, dass die schwache Topologie bei jedem unendlich-dimensionalen
reflexiven Banach-Raum echt verschieden ist von der Normtopologie. Hier schon mal ein Beispiel.
Sei V = ?>(N) und seie, = (0,...,0,1,0,...) € V mit der 1 an der n-ten Stelle. Dann gilt [le,|| = 1 ftir
jedes n € IN, aber wir zeigen, dass die Folge (e,) schwach gegen 0 geht. Damit ist die schwache
Topologie echt verschieden von der Normtopologie. Um zu zeigen, dass e, — 0 gilt, miissen wir
zeigen, dass a(e,) — 0 gilt fiir jedes a € V. Sei also a € V’. Dann gibt es nach dem Satz von Riesz
genau ein w € V mit a(v) = (v, w) fiir jedes v € V. Insbesondere also a(e,) = w,. Nun gilt aber
Y lw;? = |[wll* < o0, also geht die Folge w; gegen Null, also geht a(e,) gegen Null.

Erinnerung: Eine Abbildung f : X — V von einem topologischen Raum X nach V ist genau dann stetig

beziiglich der schwachen Topologie, wenn a o f : X — C fiir jedes a € V"’ stetig ist.

Jede schwach offene Menge ist auch offen in der Norm-Topologie, aber nicht umgekehrt, die
Norm-Topologie hat also mehr offene Mengen.

Ist A C V, so bezeichnet wie bisher A den Abschluss in der Norm-Topologie. Den Abschluss in der
schwachen Topologie bezeichnen wir mit A" Da die schwache Topologie weniger offene Mengen hat

als die Norm-Topologie, hat sie auch weniger abgeschlossenen Mengen, also gilt immer

A' S A

Satz 2.6.3. Sei K C V eine konvexe Teilmenge des Banach-Raums V. Dann ist der schwache Abschluss
gleich dem Norm-Abschluss, also

K' =K.

Beweis. Die Inklusion K c K gilt sowieso. Fiir die umgekehrte Inklusion seiv € V \ K, wir zeigen
v¢ K . Nach Satz 2.1.7 gibteseina € V' und S € R mit

Re(a(v)) < S < Re(a(w))

fur jedes w € K. Daher ist die Menge {u € V:Re(a(u)) < S} eine schwache Umgebung von v, die K nicht

trifft. Also liegt v nicht im schwachen Abschluss von K und also auch nicht in K. m]

Satz 2.6.4. Sei V ein Banach-Raum. Sei (v,) eine Folge in V, die schwach gegen v € V konvergiert. Dann
existiert eine Folge (w;) in V so dass

e jedes w; ist eine Konvexkombination von endlich vielen v, und
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e w; — v in der Norm.

Genauer heisst das, dass es fiir jedes j € N Zahlen a,, ; > 0 gibt, so dass fiir jedes j nur endlich viele

(o]
Za”'f =1, Zan,jv,, =w;.

n=1 n=1

ay,j # 0 sind und so dass gilt

Beweis. Sei K die konvexe Hiille aller v, und sei ‘W der schwache Abschluss von K. Dann liegt v in ‘W.
Da K konvex ist, gilt W = K, also gibt es eine Folge in K, die gegen v konvergiert. |

Beispiel 2.6.5. Wir wenden dies auf die Folge e, in V = ¢*(N) an. Es gibt demnach eine

Konvexkombination v, der e, so dass ||v,|| — 0. In der Tat, sei

1
Up = E(€1+"'+€n),
. 2
so gilt[[o,|> = & =1 — 0.

Definition 2.6.6. Sei V ein Banach-Raum und V’ sein stetiger Dualraum. Die schwach-*-Topologie auf
V’ ist die Topologie erzeugt von allen Abbildungen

0, : V' = C, veV.

Satz 2.6.7 (Banach-Alaoglu). Der abgeschlossene Einheitsball in V' ist schwach-*-kompakt.

Genauer sei V ein Banach-Raum und V'’ sein stetiger Dual. Sei |||| die Norm auf V' und sei
B ={aeV :|al <1}.

Dann ist B kompakt in der schwach-*-Topologie.

Beweis. Sei E die Menge aller a € C mit |a| < 1. Betrachte die Abbildung ¢ : B’ — X := H [|[9|| IE

veV

gegeben durch

a = (av)vEV/ ay = (X(U).

Der Raum X ist nach dem Satz von Tychonov kompakt. Die schwach-*-Topologie ist die
Initialtopologie der Abbildung ¢, welche injektiv ist, also B’ mit einer Teilmenge von X identifiziert.
Wir miissen nur zeigen, dass diese Teilmenge abgeschlossen ist. Sei F C X die Teilmenge aller a € X so
dass fiir alle v,w € V und alle A, u € C gilt

XDo+puw = Aoy + Uy
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Dann ist F abgeschlossen in der Produkttopologie. Nun ist F C X aber gerade das Bild von ¢, welches
damit abgeschlossen ist. ]

Korollar 2.6.8. Ist V ein reflexiver Banach-Raum, dann ist die Einheitskugel B = B1(0) in V schwach kompakt.

Beweis. Sei W = V’, dann ist B die Einheitskugel in W’, also schwach-*-kompakt. Die
schwach-*-Topologie auf W’ ist aber die Topologie erzeugt von W = V’, also gleich der schwachen
Topologie. m]

Beachte, dass bei nicht-reflexiven Banach-Raumen W die schwache Topologie auf W’ nicht mit der

schwach-*-Topologie tibereinstimmen muss.

Definition 2.6.9. Sei ¢y der Vektorraum aller Nullfolgen in C. Durch

llx[l = sup |xy|
nelN

wird ¢j ein Banach-Raum.

Korollar 2.6.10. (a) Ist V ein unendlich-dimensionaler reflexiver Banach-Raum, dann ist die Norm-Topologie
verschieden von der schwachen.

(b) Die Einheitskugel von cg ist nicht schwach-kompakt. Der Banach-Raum cy ist kein Dualraum eines
Banach-Raums.

Beweis. (a) In der Norm-Topologie ist die abgeschlossene Einheitskugel nicht kompakt.

(b) Man macht sich klar, dass der Satz von Krein-Milmann 2.2.6 auch in der Schwachen und der
schwach-* Topologie gilt. Im Beweis wird nur die Existenz von stetigen linearen Funktionalen verlangt,
die Punkte trennen. Waere also die abgeschlossene Einheitskugel B schwach kompakt oder waere ¢; ein
Dualraum und somit B schwach-*-kompakt, dann haette nach Krein-Milman die Kugel B
Extremalpunkte. Wir zeigen, dass sie keine hat. Sei x € B. Dann gibt es einen Index m mit |x,,| < % Sei
dann & € ¢y definiert durch

. I n=m,
! 0 n+m.
Dann folgt [lx £ h|| < 1und x = %(x +h) + %(x — h) ist also kein Extremalpunkt. O

Beispiel 2.6.11. Betrachte den Banach-Raum V = C[0, 1] und das stetige lineare Funktional

a:fHL%f(x)dx—ﬁlf(x)dx.

Dann ist die Norm von « gleich 1, aber |a(f)| < ”fH[o 1 gilt fuer jedes f € C[0, 1], d.h., @ nimmt seine

Norm auf dem Einheitsball von V nicht an, der Einheitsball ist also nicht schwach-kompakt.

Beweis. Sei f € V mit Hf”[O 3 = 1. Waere la(f)| = 1, also ohne Einschraenkung a(f) = 1, dann muss f = 1
fast ueberall auf [0, %] sein und f = -1 fast ueberall auf [%, 1]. Dann kann f aber nicht stetig sein. O
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Satz 2.6.12. Ist (v;) eine Folge paarweise orthogonaler Vektoren in einem Hilbert-Raum H, so sind
dquivalent:

(a) Z v; konvergiert in der Normtopologie,
=1
(b) Z v; konvergiert schwach,
=1
— 2
(c) Z ||v]|| < 00,
j=1
Beweis. (a)—(b) ist Kklar.
(b)—(c): Da die v; paarweise orthogonal sind, gilt
[y + -+ + vl = lloallP + - + lloall-

Da die Folge v; + - - - + v, schwach konvergiert, ist sie normbeschrankt, damit folgt (c).

(c)—(a): Wieder wegen |[v; +--- + oal? = llon|? + - - + ||oall? ist Z]’Ll v; eine Cauchy-Folge, also

konvergent. O

* X ¥
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3 Stetige Operatoren auf Hilbert-Raumen

3.1 Adjungierte Operatoren

Fir einen Hilbert-Raum H schreiben wir $(H) fiir den Banach-Raum aller stetigen Operatoren
T:H—H.

Satz 3.1.1. Sei H ein Hilbert-Raum und T € B(H).

(a) Es gibt genau einen linearen Operator T* auf H so dass fiir alle v,w € H gilt
(To,w) = (v, T"w).

Dieser heisst der adjungierte Operator zu T. Ein Operator T heisst selbstadjungiert, falls T* = T
gilt.

(b) Der Operator T* ist ebenfalls beschraenkt. Genauer gilt T lop = ITllop = VIT*Tllop-

(c) Fiir S,T e B(H)und A, pu € C gilt

(d) Esgilt

T invertierbar & T invertierbar.

In diesem Fall gilt (T*)™! = (T71)".

Beweis. (a) Sei w € H fest. Das lineare Funktional a(v) = (Tv, w) ist als Komposition stetiger
Abbildungen stetig, also existiert genau ein Vektor u = T*w so dass fiir jedes v € H gilt

(To,w) = (v, T"w).
Die so definierte Abbildung w — T*w ist schnell als linear erkannt, es gilt zum Beispiel

(0, T"(w+w)y ={To,w +w') ={Tv,w) +(Tv,w)

= (v, T'w) + (v, T"w'y = v, T'w + T"w'),

so dass die Eindeutigkeit im Rieszschen Satz die Gleichung T*(w + w’) = T*w + T*w’ impliziert. Die
Skalarmultiplikation T*(aw) = aT*w fiir « € C geht ebenso.

(b) Wir zeigen zuerst: T* ist beschrdankt und T** = T. Sei hierzu fiir w € H das Funktional a,, definiert als
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a(v) = (v, w). Wir stellen nun fest, dass fiir die Norm dieses Funktionals gilt
llavwll = |lell -
Dies folgt einerseits aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die besagt
| ()] = [ <o, w) | < [o]] |[wll
und andererseits aus a,,(w) = |lw|[>. Beachte nun ar(v) = (v, T'w) = (Tv, w) = ay o T(v). Daher folgt
IT"wll = llar-wll = llaw o TII < Il IT1].

Also gilt ||T*|| < ||T||. Damit ist auch T* beschraenkt und man kann T und T* vertauschen um auch
ITI| < ||IT*|| zu erhalten. Es gilt

IToll* = (Tov, To) = (T*Tv,v) = |IT*To|l |0l
< IT*TIHRIP < ITHITIHRIP = (1T

Also ||T||*> < ||T*T|| < ||T|[>, was bedeutet || T|| = V[T*T]|. Teil (c) ist leicht nachzurechnen.

(d) Fuer "=" sei T invertierbar. Dann gilt

Id=1d" = (T7'T)" = T(T7)
und ebenso

d=Id"=(TT) =TT

Zusammen folgt, dass T* invertierbar ist mit Inverser (T~!)*. Die Rueckrichtung folgt durch
Vertauschen von T und T". ]

Beispiele 3.1.2. (a) Sei H = C" mit dem tiblichen Skalarprodukt. Dann ist jeder lineare Operator auf H
durch eine Matrix A gegeben und es gilt A* = A wie man in der Linearen Algebra sieht.

(b) Sei H = *(N) und sei k : N x N — Cmit C = }¥; e Ik(i, j)I* < 0. Dann definiert k einen linearen
Operator Ty durch

Tid(i) = ) ki, Db,

=1

wobei wir jetzt Elemente von ¢?(IN) als Abbildungen ¢ : N — C mit ) jlep( /)I? < oo auffassen. Nach
der Hoelder-Ungleichung gilt dann

o 2
Y kG, o)
j=1

Damit ist Ty wohldefiniert und stetig. Wir behaupten, dass sein adjungierter Operator T} gegeben

(o)

Il = 3,

i=1

<Y Y P Y 00 = ol

i=1 j=1 v=1

ist durch den Kern
k@, j) = k(j, 1).
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Zum Beweis rechnen wir fiir ¢, € (2(N),

SOTy(@) = Y ¢(i) Z kG, Dy
i=1

() i kG, () = f’, f kG, @Y ()

=1 j=1 i=1

Tip(NY() = (Tep, 1)

(0 Tey) =

P ':'l\u’la el

—.
1l
—_

* ¥ ¥

3.2 Normale Operatoren

Definition 3.2.1. Ein Operator T € B(H) heisst normal, falls TT* = T*T.
Beispiele 3.2.2. (a) Jeder selbstadjungierte Operator ist normal.

(b) Eine Matrix A € M,,(C) ist genau dann normal, wenn es ein k € U(#n) und eine Diagonalmatrix D
gibt, so dass A = kDk™! gilt.

Satz 3.2.3. Ein Operator T € B(H) ist genau dann normal, wenn
IToll = [IT"0]]

fiir jedes v € H gilt. Fiir einen normalen Operator T gilt

(a) Ker(T) = Ker(T"),

(b) das Bild Bild(T) ist genau dann dicht in H, wenn T injektiv ist,

(c) T ist genau dann invertierbar, wenn es ein 6 > 0 gibt so dass ||T|| > 6 ||v|| fiir jedes v € H,
(d) gilt To = Av fiir ein v € H und A € C, dann folgt T*v = Av,

(e) sind A und u verschiedene Eigenwerte von T, dann stehen die zugehorigen Eigenridume senkrecht

aufeinander.

Beweis. Ist T normal, so gilt
ITo|? = (Tv, Tv) = (v, T"Tv) = (v, TT*v) = (T*v, T*v) = ||T*U||2.

Ist umgekehrt ||To|| = ||T*7||, so folgt aus der Polarisierungsidentitit, dass fiir alle v, w € H die Gleichung
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(Tv, Tw) = (T*v, T*w) gilt. Also folgt
(T"To,w) = (To, Tw) =(T*v, T"w) = (TT v, w),
so dass T*T = TT" folgt.

(a) Sei v € Ker(T), so folgt 0 = ||T0|| = ||T*v||, also v € Ker(T™). Die Riickrichtung folgt aus Symmetrie.

(b) Sei das Bild dicht, so ist wegen (Tv, w) = (v, T*w) der Operator T* injektiv. Wegen ||T|| = ||T*9|| ist
dann T injektiv. Sei umgekehrt T (und also T*) injektiv und sei u € Bild(T)*. Fiir jedes w € H folgt
0 = (u, Tw) = (T*u, w), also u € Ker(T*), somit u = 0.

(c) Es existiere solch ein 6. Ist dann (Tv;) eine Cauchy-Folge im Bild, dann ist (v;) eine Cauchy-Folge,
also konvergent gegen ein u € H. Dann ist Tu der Limes der Folge (Tv;), also ist das Bild abgeschlossen.
Da T injektiv ist, folgt nach (b), dass T surjektiv, also bijektiv ist.

Sei umgekehrt T invertierbar, dann folgt ||v|| = ||T’1 Tv” < ||T’1|| |ITv||, man kann also 6 = 1/ ||T’1||
nehmen.

(d) Es gelte Tv = Av und es sei v # 0, so folgt T(T*v) = T"Tv = AT"v, also liegt T*v wieder im
T-Eigenraum zum Eigenwert A. Sei w ein weiterer Vektor in diesem Eigenraum, so gilt

(T*v,w) = (v, Tw) = (v, \w) = A (v, w) = av, w> . Da dies fiir jedes w aus dem Eigenraum gilt, folgt
T*v = Av.

(e) Sind A und u zwei verschiedene Eigenwerte. Seien v und w zugehorige Eigenvektoren, so gilt
A v, wy = (Av,w) = (To,w) = (v, T'w) = (v, pw) = u{v, wy, also (v, w) = 0. O

Beispiele 3.2.4. (a) In der Linearen Algebra lernt man, dass jeder normale Operator auf dem C"
diagonalisierbar ist, dass also C" eine Basis von Eigenvektoren besitzt.

(b) Jeder Operator T € B(H) kann als Linearkombination von selbstadjungierten Operatoren
geschrieben werden:
T =Re(T) + iIm(T),

wobei Re(T) = %(T + T*) und Im(T) = %(T —T%). Esist dann
T* = Re(T) — iIm(T)

und T ist genau dann normal, wenn je zwei der drei Operatoren T, Re(T), Im(T) miteinander

kommutieren.

* X X
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3.3 Isometrien

Definition 3.3.1. Der Operator T auf einem Hilbert-Raum heisst unitar, falls
TT =TT =1d

gilt.

Satz 3.3.2. Der Operator T : H — H ist genau dann unitdr, wenn er ein isometrischer Isomorphismus ist.

Beweis. Ist T unitédr, dann ist er isometrisch, denn es gilt dann
(Tv, Tw) ={T"Tv,w) = {v,w).
Er ist ferner surjektiv, da invertierbar.

Sei nun T isometrisch und surjektiv. Da T isometrisch ist, ist T injektiv, also zusammen bijektiv. Fiir
v,w e H gilt
(v,w) =(To, Tw) ={T"To,w).

Also folgt T*T = Id, damit ist T* eine Linksinverse zu T. Da T invertierbar ist, ist T* auch eine

Rechtsinverse, T also unitér. O

Beispiele 3.3.3. (a) Auf ¢?(IN) sei T definiert durch
T(xl,xz, .. ) = (O,Xl,XQ, “e )

Dann folgt ITx|”” = |Ix||%, also ist T eine Isometrie, aber da ¢; ¢ Bild(T), ist T nicht surjektiv, also nicht

unitédr. Der Operator T wird der Shiftoperator genannt. Man sieht leicht, dass
T'(x1,x2,...) = (x2,%3,...)

und damit folgt T*T = Id. Man sieht also, dass die Identitdt T*T = Id allein nicht zur Unitarit&t

ausreicht!

(b) Auf (*(Z) ist der Shiftoperator
T(...,x1,%0,%1,-..) = (-or, X-2,X-1,X0,---),

also (Tx)x = x_1, unitér.

(c) Ist f € LY(R), so ist die Fourier-Transformierte

f) = fR F)E dy
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definiert. Ist f € L! N L?, so besagt der Satz von Plancherel:
Il = 1141
wobei ||f H; = [ [f(0)P dx die L?-Norm ist. Der Raum L' N L? liegt dicht in L und daher setzt die
Fourier-Transformation zu einer Isometrie auf dem Hilbert-Raum L?(RR) aus. Man zeigt, dass die
Fourier-Transformierte in der Tat unitdr ist mit
fx) = f(=2).
(d) Eine n x n Matrix A € M,,(C) ist als Operator auf C" genau dann unitér, wenn A* = A™!, wobei
A=A
* %k %
3.4 Projektionen
Erinnerung: Ein stetiger Operator P auf einem Hilbert-Raum H ist eine Projektion oder ein
Projektionsoperator, falls gilt
P?=P.
Fuer jede Projektion P gilt
H = ker(P) ® Bild(P).
Satz 3.4.1. Sei P eine Projektion auf einem Hilbert-Raum H. Stehen Kern und Bild senkrecht aufeinander,
so nennen wir P eine Orthogonalprojektion.
(a) Jede Orthogonalprojektion ist stetig.
(b) Fuer eine Projektion P sind aequivalent:
(i) P ist eine Orthogonalprojektion.
(ii) P ist selbstadjungiert.
(iii) P ist normal.
Beweis. Uebungsaufgabe. ]

Beispiele 3.4.2. (a) Ist vy € H mit ||vp]| = 1, dann ist die Abbildung
P(v) = (v, v0) vo

die Orthogonalprojektion auf den eindimensionalen Unterraum U = Cuy.
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(b) Sei H = L2([0,1]) und sei A C [0, 1] eine messbare Teilmenge. Die Abbildung P4 : H — H definiert
durch

Pag(x) = 14(0)$(x)
ist eine Orthogonalprojektion, deren mit Bild isomorph zu L*(A) ist.

() Sei (X,(, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum, also ein Mafraum mit p(X) = 1 und seidy c (I eine
Unter-o-Algebra. Der Raum L?(y| ff) aller Jy-messbaren L?-Funktionen ist ein abgeschlossener
Teilraum von L?(y). Sei Py, die Orthogonalprojektion mit Bild L?(ul v)- In der
Wahrscheinlichkeitstheorie ist Py, als bedingter Erwartungswert bekannt. Als Beispiel betrachten
wir den Fall J = {0, X}. Dann ist L2yl 1’;) der Raum der konstanten Funktionen und daher ist

Py =(6,1)1= [ oW duco-1.
Lemma 3.4.3. Fiir eine Orthogonalprojektion P gilt ||P(v)|| < ||v]| und

IPoll =loll & Pov=vo.

Beweis. Klar. O

Satz 3.4.4. Seien Py, P, Orthogonalprojektionen auf einem Hilbert-Raum H. Seien V1 und V, die
Bildriume, also Py(H) = V;. Dann sind dquivalent:

(a) V1 L VZ/
(b) P1P, =0,

(c) P1 + P, ist eine Projektion.

Ist dies erfiillt, dann ist Py + P, eine Orthogonalprojektion mit Bild V1 & V.

Beweis. (c)—(b): Es gilt
Py + P, = (Py + Py)* = P§ + P5 + P1Py + PPy = Py + Py + P1Py + PyPy,

also ist P1P, + P,P; = 0. Wir multiplizieren einmal von links und einmal von rechts mit P; und erhalten
PP, + P1P,P1 =0 = P,Py + P;P,P,, also P1P, = P,P, = 0.

(b)—(a): Die Gleichung P1 P, = 0 bedeutet, dass V>, das Bild von P,, im Kern von P;, also in Vf liegt.
Daher folgt Vi L V5.
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(@)—(c): Es gilt (V1 ® V3)* = Vi N V3 und also
H:V1LV2J_(Vf'ﬂV;').

Seiv = v; + v, + w € H in dieser Zerlegung geschrieben. Sei Q die Orthogonalprojektion mit Bild
V1@ Vy, so gilt Q(v) = v1 + v,. Andererseits ist auch (P + P2)(v) = v1 + vs. ]

Satz 3.4.5. Seien P;, V; wie im letzten Satz. Dann sind dquivalent:

(@) VicVy,
(b) P1Py = PoP =Py,

(c) P, — P ist eine Projektion.

Ist dies erfiillt, dann ist P, — Py eine Orthogonalprojektion mit Bild Vo N V.

Beweis. (a)—(b):Sei V3 =V, NV Dannist Vo =V L Vzund H=V; L V3 L V;. Zerlege ein
gegebenes v € H entsprechend v = vy + v3 + v,. Dann ist P1P,(v) = P1(vq + v3) = v1 = P1(v) = P,P1(v).

(b)—)(C) Es ist (P2 —P1)2 = P% + P% — PPy, — P,Py =Py + Py —Py—Py=P,—P.
(c)—(a): Sei v € V1. Dann ist

Py(v) — v = (P, — P1)(v) = (P2 — P1)*(0)
= PQ(U) +0 - PQ(Z)) - Ple(v) =70- P1P2(v),

also (1 + P1)P2(v) = 2v. Wenden wir hierauf P an, erhalten wir P;P,(v) = v, woraus nach Lemma 3.4.3
folgt P,(v) = v. O

Satz 3.4.6. Seien P, Q Orthogonalprojektionen auf dem Hilbert-Raum H. Dann sind dquivalent:

(a) PQ ist Projektion,
(b) PQ = QP,

(c) Es gibt eine Orthogonalzerlegung
H=HyoUo VoW,

so dass
Plh+u+v+w)=u+v, und Qh+u+v+w)=v+w

gilt, fallshe Hy,ue U,ve Vundw e W.
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In diesem Fall ist PQ eine Orthogonalprojektion mit Bild V.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

* X ¥

3.5 Starke und schwache Topologie

Auf dem Raum B(H) aller beschraenkten Operatoren auf dem Hilbert-Raum H gibt es neben der
Topologie der Operatornorm, also der Normtopologie noch zwei weitere Topologien, die Erwaehnung
verdienen, die starke und die schwache Topologie.

Definition 3.5.1. Sei H ein Hilbert-Raum. Die starke Operator-Topologie auf 8(H) ist die Topologie
induziert durch die Abbildungen
Ny : T ||To||

wobei v € H laeuft. Das bedeutet, dass die Mengen
U=Uvy,...,v€) = {T € B(H) : mrélx”Tv]-” < e}
j=

eine Nullumgebungsbasis bilden, wobei v, ...,v, € H und € > 0 ist.

Definition 3.5.2. Die schwache Operator-Topologie auf 8(H) ist die Topologie induziert durch alle
Abbildungen der Form
Yy : T (To,w),

wobei v, w durch H laufen.

Proposition 3.5.3. Sei (1) eine Folge in B(H). Dann gilt

T, > Tinder Norm = T;— Tstark = T; — T schwach.

Beweis. Dies folgt sofort aus den Abschaetzungen

[{Tiv,w) —{To,w) | = |{Tv — To,w)|
<|ITyw = To|| |[wl|

< Ti = Tllop oIl [l O
Beispiele 3.5.4.

(a) Sei H = ¢*(IN) und sei T, die Orthogonalprojektion auf den von den ersten Basisvektorene;, ..., e,
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aufgespannten Unterraum. Dann gilt fuer v € H, dass

o0
2 2
ITo =9l = E [o;]~ — 0.

j=n+1

fuer n — oo. Also konvergiert (T,) gegen Id in der starken Operatortopologie, aber nicht in der
Normtopologie, denn ||T;, — Id||,, = 1 fuer jedes n € IN.

(b) Sei wieder H = ¢?>(N) und sei
Ty :(v1,v2,...) = (0,...,0,01,00,...)

die Verschiebung um n Einheiten. Fuer v, w € H gilt

2
KTuo, ) = Y o] < [Z |va2] [Z Jewj?
j=1

j=1 j=n+1

— 0.

Daher konvergiert (T,) in der schwachen Operator-Topologie gegen Null, nicht aber in der starken,

denn ||T,,9|| = ||v]| gilt fuer alle v und alle n.

* % %
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4 Der Spektralsatz

4.1 Spektrum

Definition 4.1.1. Sei T ein stetiger linearer Operator auf einem Hilbert-Raum H. Das Spektrum ist die
Menge aller A € C, fiir die der Operator

T-A=T-AId

nicht invertierbar ist

Beispiel 4.1.2. Ist H endlich-dimensional, dann besteht o(T) genau aus den Nullstellen des
charakteristischen Polynoms, es ist dann also

o(T) = Menge der Eigenwerte von T.

Definition 4.1.3. Sei T ein stetiger Operator auf einem Hilbert-Raum H. Ist Ker(T — A) # 0, so heisst A
Eigenwert von T.

Es gibt auch Spektralwerte, die keine Eigenwerte sind. In diesem Fall ist T — A zwar injektiv, nicht aber
surjektiv.

Beispiel 4.1.4. Multiplikationsoperator Sei H = L?[0,1] und sei T : H — H gegeben durch

T()E) = tf (D).
Wir behaupten, dass T keine Eigenwerte hat, das Spektrum aber aus dem ganzen Intervall [0, 1] besteht.
Beweis. Zum ersten sei A € Cund f € H mit (T — A)f = 0. Das heisst, dass

0=(T-MNf{t) =tf() = Af(t) = (t = A)f()
fast tiberall in t € T gilt. Fiir t # A heisst das aber f(t) = 0, also f = 0 fast tiberall.

Zum zweiten sei A € C \ [0,1], dann ist T invertierbar, der Inverse Operator ist S mit

S0 = = £

Schliesslich sei A € [0,1]. Angenommen, T — A wire surjektiv. Dann gébe es f € L*(0,1) mit
(T = A)(f) = 1 (konstante Funktion). Es wére also (f — A)f(t) = 1 fast tiberall, also

f =

fast iiberall. Diese Funktion liegt aber nicht in L2. Widerspruch! |
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Lemma 4.1.5. Fiir einen stetigen Operator T auf einem Hilbert-Raum H gilt

a(T*) = o(T).
Beweis. Nach Satz 3.1.1 ist ein Operator S genau dann invertierbar, wenn S* invertierbar ist. Wegen
(Tr=A) = (T - X)* folgt, dass A genau dann im Spektrum von T* liegt, wenn A im Spektrum von T ist. O

Definition 4.1.6. Die Einheitengruppe von 8(H) ist die Gruppe B(H)* aller invertierbaren Operatoren
in B(H).

Satz 4.1.7.

(a) Die Einheitengruppe B(H)* ist eine offene Teilmenge von B(H). Die Inversion T + T ist eine stetige
Abbildung B(H)* — B(H)*.

(b) Die Abbildung ¢t : C — B(H) mit
or(A)=T—-A

ist stetig. Das Spektrum o(T) ist eine abgeschlossene Teilmenge von C.

(c) Das Spektrum von T € B(H) ist eine Teilmenge der abgeschlossenen Kreisscheibe Byry(0) c C.
Insbesondere ist das Spektrum kompakt.

Beweis. (a) Wir zeigen zunédchst, dass B(H)* eine offene Umgebung der Identitdt enthdlt. Genauer
zeigen wir By (Id) ¢ B(H)*. Der Einfachheit halber schreiben wir Id = 1. Es ist

Bi(1) ={T:|IT - 1|l <1} = {1 - R: [IR] < 1}.

Sei also R € B(H) mit |[R|| < 1. Wir miissen zeigen, dass 1 — R invertierbar ist. Die Reihe )., |[R]["
konvergiert in C. Also konvergiert die geometrische Reihe

absolut in B(H). Es ist

(o) (e8] (o)

(1-R)S=SA-R)=(1-R)) R"=Y R"- Y R =1,
=0

n=0 n=0 n

Istnun T € B(H)* beliebig, dann liegt die Menge TB1(1) ganz in B(H)*. Wir behaupten, dass TB;(1) eine
Umgebung von T ist:

TBy(1) = [T = TR : Rl <1} > (T = Z : |Zl] < ——} = Byjjr-1) (T)-

=]
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Also ist B(H)* offen.

Nun zur Stetigkeit der Inversion: Wir zeigen, dass die Inversion die Menge B1(1) in sich wirft und dort
stetig ist. Hieraus folgt die Behauptung, denn auf der offenen Menge B;(1)T) ist die Inversion eine
Komposition stetiger Abbildungen:

TH TT61 = TOT’1 - T

Es reicht also zu zeigen, dass die Inversion auf B;(1) stetig ist. Seien hierzu S, T € B(H) mit
ISII, lIT]| < ¢ < 1. Dann folgt

(o)

s

n=0

-5 =

und ebenso fuer T. Damit folgt

1=t =a-1" = H(1 ~5) (s -T)1 - T)—1||
<fla-s7 us-mifla -7

1
< WHS—TH

Geht nun S gegen T, dann geht auch (1 — S)™! gegen (1 — T)~!, die Inversion ist also stetig.

(b) Fiir A, u € C gilt
[[or(A) = pr()| = || = Al = 1A = i,

also ist ¢r stetig. Das Spektrum ist das Urbild der abgeschlossenen Menge B(H) \ B(H)*, also
abgeschlossen.

(c) Sei A € € mit |A| > ||T]|. Wir miissen zeigen, dass A ¢ o(T), also dass T — A invertierbar ist. Es ist
T-A= )\(%T —1) und fiir den Operator R = %T gilt [|R]] = ﬁ [IT]| < 1, also ist R — 1, und damit auch
T — A, invertierbar. |

Definition 4.1.8. Sei D C C offen und sei f : D — V eine Abbildung, wobei V ein Banach-Raum ist. Wir

sagen, f ist holomorph, wenn fiir jedes z € D der Grenzwert

£1@) = lim 2(f + 1) - £2)

in V existiert. Ist f holomorph und ist & : V — C ein stetiges lineares Funktional, dann ist die Funktion
z = a(f(z)) eine holomorphe Funktion von D nach C.

Lemma 4.1.9. Sei H ein Hilbert-Raum und sei T € B(H). Dann ist die Abbildung f : A — (T — )~ holomorph
ausserhalb des Spektrums o(T).

Beweis. Nach dem Satz ist f stetig. Sei A ¢ o(T) und sei h eine kleine komplexe Zahl. Dann ist
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L(FA +h) - f(1)) gleich

%((T A== (T-A)")

1
" h
=—(T-A-h Y (T-1)"L

A+h=T) (T =)= (T-A-W)A-T"

Diese Abbildung ist stetig in /1 = 0. o

Definition 4.1.10. Sei H ein Hilbert-Raum. Fiir T € B(H) sei der Spektralradius r(T) definiert als

r(T) = sup |Al.
Aeo(T)

Satz 4.1.11 (Spektralradiusformel). Sei H ein Hilbert-Raum und T € B(H).

(a) Das Spektrum o(T) ist nicht-leer.
(b) Es gilt v(T) < ||T|| und
P(T) = Km || "] .

(c) Ist T normal, so gilt
rT) =TIl

Beweis. (a) Angenommen, o(T) = 0. Dann ist T — A stets invertierbar, also die Abbildung A + (T — 1)~

auf ganz C holomorph. Fur [A| > 2||T|| ist H(%T)nH < % < 217 und daher konvergiert die Reihe
= (1" 1.\"
2 (37) =(-37) -
n=0
Es ist dann :
1 1.\ 1 © 2
T-A)7Y == (1——T) <— Yy 2"==
=7 |A|H 7 mL =
Also folgt fiir v,w € H und |A| > 2||TJ],
2|[oll lwl]

T-A)" <
(e =n0w)| < Al

Die holomorphe Abbildung A — <(T - A)loy, w> ist auf {|A| < ||T|} beschrdnkt, nach obigem also
insgesamt beschrankt, damit konstant, aber nach der obigen Abschitzung kann diese Konstante nur

die Null sein. Wir erhalten also
(T-A)1t=0,

ein Widerspruch! Damit ist die Annahme falsch, also folgt o(T) # 0.
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(b) r(T) < ||T]| folgt aus Satz 4.1.7. Wir beweisen die Ungleichungen
A(T) < liminf | 7" < limsup [T"||" < #(T),
aus denen der Satz folgt.

Fiir A € o(T), gilt
n—-1
A= T" = (A =T) Z A1,
=0
Also A" € o(T") und damit [A]" < [|T"|| fiir jedes n € IN. Also r(T) < ||T”||»17 fir jedes n € IN, so dass die
erste Ungleichung folgt.

Um lim sup ||T”||% < r(T) zu zeigen, betrachte

V! « 1
-1 _ 4-1 _ n
A-T)1=A (1——)\) _2 TM+1
0

n=

far [A| > ||T]|. Da diese Funktion holomorph ist, konvergiert die Reihe schwach fiir jedes |A| > #(T). Fiir
gegebenes |A| > r(T) folgt, dass die Folge T" 11+ schwach konvergent, nach Korollar 2.5.5 also
normbeschrinkt ist. Also existiert ein C > 0 so dass [|T"|| < C|A|"*! fiir jedes n € IN. Nimmt man auf
beiden Seiten n-te Wurzeln und wendet lim sup an, erhdlt man lim sup ||T”||717 < |A|. Da dies fiir jedes

IA| > #(T) gilt, folgt lim sup || T"||" < r(T).
(c) Sei T normal, so gilt
|IT%0|” = (T?0, T%0) = (To, T'T0) = (T"To, T"To) = | T"To|*.

Also folgt ||T2H = ||IT*T|| = |IT|7?, siehe Satz 3.1.1 (b). Dies gilt ebenso fiir T* anstelle von T, also folgt
induktiv, dass ||T2'|| = ITI?" ist. Daher #(T) = lim, ||T2'|]* " = ITII. O

Beispiele 4.1.12. (a) Der Nulloperator, Tv = 0 fiir alle v, hat Spektrum {0}.

(b) Ein Beispiel, dass der Spektralradius nicht mit der Operatornorm tibereinstimmen muss, ist leicht
gefunden. Betrachte die Matrix A = (8 (1)) als Operator auf C2. Der einzige Eigenwert ist Null, also
ist7(A) =0 <1 = [|Allop-

Satz 4.1.13. (a) Ist T ein unitirer Operator und ist A € o(T), dann ist [A| = 1.

(b) Ist S ein selbstadjungierter stetiger Operator und ist A € o(S), dann ist A eine reelle Zahl.

Beweis. (a) Da ||T|| = 1, folgt |[A| < 1. Gilt |A| < 1, soist [AT*|| < 1 und also ist

T—A=T1-AT)
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invertierbar, was bedeutet A ¢ o(T).
(b) Sei S selbstadjungiert

und sei A = ¢ +it. Setze S, = S — A. Dann folgt

IS1017 = |ISv = oo — itv||?
= (Sv - ov —itv, Sv — 0v — itv)

=(Sv - 0v,5v — ov) + i(Sv — 0V, tv) — i {tv, Sv — oV) + {tv, tV)

=0

= |1Sv = oolf® + £ o]
Damit ist ||S 0]l = |t ||v]]. Ist t # 0, so ist S, invertierbar nach Satz 3.2.3 (c), also A ¢ d(S). O
Definition 4.1.14. Ein selbstadjungierter Operator T € B(H) heisst positiver Operator, falls
(Tv,v) >0 VveH.

Proposition 4.1.15. Ist T ein positiver Operator, dann liegt das Spektrum o(T) im Intervall [0, oo).

Wir werden spéter sehen, dass auch die Umkehrung richtig ist, d.h.: ist das Spektrum eines
selbstadjungierten Operators T in [0, o), dann ist T positiv.

Beweis. [Beweis der Proposition] Wir konnen annehmen, dass ||T|| = 1. Dann o(T) € [-1,1] da T
selbstadjungiert ist. Wir zeigen dass T,, := T + u1 invertierbar ist fiir jedes u > 0. Nach Annahme haben
wir

IT,olliloll > (T, v) = (Tv,0) + v, 0) > pllolP,

also [|T,vl| > ullo|| fiir jedes v € H. Daher ist T, invertierbar nach Satz 3.2.3. O

* X ¥

* ¥

4.2 Funktionalkalkiil fuer selbstadjungierte Operatoren

Erinnerung: eine Algebra tiber C ist ein komplexer Vektorraum A mit einem bilinearen und
assoziativen Produkt A x A — A, geschrieben (4, b) — ab. Das heisst also, es gilt

alb+c)=ab+ac (b+c)a=ba+ca
Aab) = (Aa)b = a(Ab) (ab)c = a(be)

furallea,b,c € Aund jedes A € C.
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Beispiele 4.2.1. (a) Man kann jeden Vektorraum V zu einer Algebra machen, indem man ab = 0 setzt.
Dies ist allerdings nicht das interessanteste Beispiel.

(b) M,,(C) mit der Matrixmultiplikation.
(c) B(H) fiir einen Hilbert-Raum H, das Produkt ist hier die Hintereinanderausfiihrung.
(d) Co(X) fiir einen lokalkompakten Hausdorff-Raum.

Definition 4.2.2. Eine Algebra A heisst unital, wenn es ein Einselement gibt, das ist ein Element
1 = 14 so dass fiir jedes a € A gilt
la=al =a.

Wenn es ein solches gibt, ist es eindeutig bestimmt, denn sei 1’ ein zweites, dann gilt 1 = 11" = 1".

Definition 4.2.3. Eine lineare Abbildung ¢ : A — B zwischen zwei Algebren heisst
Algebrenhomomorphismus, falls ¢(ab) = ¢p(a)p(b) fiir alle a,b € A gilt. Ist A unital, so verlangt man
ausserdem, dass B auch unital ist und dass ¢(1) = 1 ist.

Ein Algebrenhomomorphismus ¢ heiss Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist. Dann ist die
Umkehrabbildung ebenfalls ein Algebrenhomomorphismus.

Beispiel 4.2.4. Ist Y C X eine abgeschlossene Teilmenge des lokalkompakten Hausdorffraums Raums
X, dann ist die Restriktion Cyp(X) — Co(Y); f +— fly ein Algebrenhomomorhismus.

Sei C[x] die Algebra der Polynome in der Variablen x. Fiir T € B(H) betrachte den
Algebrenhomomorphismus P : C[x] — B(H) gegeben durch

P(f) = (D).
Istalso f(x) =ap +ai1x +...a,x", dann ist P(f) =ap + a1 T + - -+ + a, T".

Lemma 4.2.5 (Spektraler Abbildungssatz fiir Polynome). Sei T ein stetiger normaler Operator auf einem
Hilbert-Raum H. Fiir ein Polynom f € C[X] ist f(T) ein stetiger Operator mit

a(f(T)) = f(o(T))

wobei f(o(T)) = {f(A) : A € o(T)).

Beweis. Sei der Grad von f grosser Null. Wir schreiben
fX) = A =a(X=A1)-- (X = Ay).

Dann ist
FM) = A =a(T = A1) (T = Ay).

”C” Sei A € o(f(T)). Dann ist f(T) — A nicht invertierbar und daher muss ein A; im Spektrum von T
liegen. Es ist dann A = f(A;) € f(o(T)).
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">"Sei A € f(o(T)), also A = f(u) mit u € o(T). Dann ist p = A; fiir ein i. Daher ist f(T) — A nicht
invertierbar, also A € o(f(T)). O

Satz 4.2.6 (Stetiger Funktionalkalkiil). Sei T ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbert-Raum H.
Es qibt genau einen isometrischen Algebrenhomomorphismus ¢ : C(o(T)) — B(H) mit ¢(Id) = T. Hierbei
bezeichnet 1d die Abbildung o(T) — C gegeben durch z — z. Dieser Homomorphismus hat die zusiitzliche
Eigenschaft

(f) = (),
wobei wir fiir f € C(o(T)) definieren: f*() = f(t). Wir schreiben O(f) suggestiv als f(T). Es gilt

a(f(T)) = f(a(T)).

Insbesondere ist f(T) selbstadjungiert, falls f reellwertig ist.

Beweis. Jedes Polynom p(x) liefert eine stetige Abbildung o(T) — C. Wir erhalten also einen
Algebrenhomomorphismus ¢ : C[x] — C(o(T)). Andererseits haben wir einen
Algebrenhomomorphismus P : C[x] — B(H) gegeben durch P(f) = f(T). Wir wollen den gepunkteten

Homomorphismus konstruieren:

Clx] — C(o(T))
NI
B(H)

1. Schritt: Das Bild von ¢ ist dicht in C(a(T)):

Das Bild A ist eine Unteralgebra von C(o(T)). Es gilt

(a) A trennt Punkte, da z.B. die Funktion x + x in A liegt.

(b) Fiir jedes x € X gibt es ein f € A so dass f(x) # 0, da z.B. die Konstanten in A liegen.

(c) Ist f € A, dann liegt auch die komplex konjugierte Funktion f in A. Fuer ein Polynom
f(x) =ap+a1x +--- +a,x" sei das Polynom f* definiert durch

ffx)y=ap+ax+---+a,x",

also f*(z) = f_(E) Fuer eine reelle Zahl A gilt f(A) = f*(A) und da das Spektrum in R liegt, folgt? e A.

Nach dem Satz von Stone-Weierstrafi folgt dann, dass A dicht liegt.

2. Schritt: Fiir jedes f € C[x] gilt
1My = POl -
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Da T normal, ist f(T) normal, also ist r(f(T)) = Hf(T)” nach Satz 4.1.11. Daher
||¢(f)||gm = sup |f(z,z2)l = sup |z2l= sup [z
z€a(T)

zef(o(T)) zeo(f(T))
=r(f(D) = ||FD| = |-

3. Schritt: Finale.
Aus dem 2. Schritt folgt, dass der Kern ] von ¢ gleich dem Kern von P ist, das Bild Bild () ist also
isomorph C[X]/] und dies ist isomorph zum Bild Bild(P). Ferner ist die Abbildung

Bild(y) — Bild(P) — B(H)

isometrisch, setzt also zu genau einer isometrischen Abbildung ¢ : C(6(T)) — B(H) fort. Auf der
dichten Unteralgebra Bild (i) ist i ein Algebrenhomomorphismus, also ist ¢ insgesamt ein
Algebrenhomomorphismus. Die Eindeutigkeit ist klar wegen der Dichtheit der Polynome.

Die Eigenschaften ¢(f*) = ¢(f)* und o(f(T)) = f(o(T)) klar, wenn f ein Polynom ist, siche Lemma 4.2.5.
Die erste folgt durch Approximation fuer alle f.

Sei f; eine Folge von Polynomen die in C(0(T)) gegen f konvergiert. Es gilt f;(o(T)) = o(f;(T)) nach
Lemma 4.2.5. Dann besteht f(o(T)) genau aus den Limiten der Folgen fi(z), z € o(T). Da o(T) kompakt
ist, besteht f(o(T)) auch aus den Limiten aller konvergenten Folgen der Form f;(z;) mit z; € o(T). Daher
gilt wegen der Offenheit von B(H)*,

AeCNo(f(T) & f(T) - A € BH)"
& Fjpen 0¥ 2 Vaeroy (F(T) - 2) € BEH)Y
© Jjjens>0Y j2jy VzeBs(t) 2 € C N o(fi(T))
& JjieNs>0Y j2jo VzeBy1) 2 € C N\ fi(o(T))
& AeC fo(T)).
Damit also o(f(T)) = f(c *T)). O

Proposition 4.2.7. Ein selbstadjungierter Operator ist genau dann positiv, wenn sein Spektrum positiv ist.

Beweis. Ist T > 0, so ist nach Proposition 4.1.15 o(T) > 0.

Sei umgekehrt o(T) > 0. Dann existiert nach dem Funktionalkalkiil ein selbstadjungierter Operator
S = VT sodass T = S. Es folgt fiir v € H,

(Tv,v) = <S2v,v> = (Sv, Sv) > 0. O

Korollar 4.2.8. Sei T ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbert-Raum H. Es gelte o(T) = A U B mit zwei
disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B. Dann existieren eindeutig bestimmte selbstadjungierte Operatoren
Ta, Tg so dass
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o T=Tx+Tg,
® o(Ta)=A4A, o(Ts) =B,

o die drei Operatoren T, T4, T kommutieren miteinander.

Ferner gibt eine Orthogonalzerlequng H = Hp ® Hp, so dass gilt
Ta =PoT=TPs, Tp=PpT=TP;g,

wobei P4 und Py die entsprechenden Orthogonalprojektionen sind. Man kann diesen letzten Tatbestand etwas lax
so ausdriicken, dass in der Zerlegung H = Hx @ Hp gilt

r=("* )

0 Tp

Beweis. Da A N B = 0 und beide abgeschlossen sind, liegen die Funktionen 14 und 15 in C(G(T)). Setze
fa(t) = t14 und fp(t) = t1g und Ta = fa(T) sowie Tg = fp(T). Wegen fa + fz = Idy(r) folgt T = Ta + T},
ferner ist 0(T4) = fa(o(T)) = A und ebenso fiir B. Da alle Operatoren eines Funktionalkalkiils

miteinander kommutieren sind die ersten drei Punkte bewiesen.

Fiir den Rest setze P4 = 14(T), dann ist P4 eine selbstadjungierte Projektion, also eine
Orthogonalprojektion, sei Ha das Bild. Wir machen dasselbe fiir B und stellen fest. dass
PaPp = 1415(T) = 0 ist, sowie P4 + Py = 1(T) = Idy. m]

Proposition 4.2.9. Sei T = T* € B(H) und f € C(o(T)) reellwertig. Sei S = f(T), dann ist S selbstadjungiert.
Sei g € C(0(S)), dann gilt
(g o AUT) = g(f(T)).

Beweis. Ist g(x) = x", dann ist g o f(x) = f(x)" und da h — h(T) ein Algebrenhomomorphismus ist, folgt
go f(T) = f(T)" = g(f(T)). Wegen Linearitit beider Seiten folgt die Behauptung fiir den Fall, dass g ein
Polynom ist. Ist allgemein g; — ¢ eine Folge von Polynomen, die ¢ auf 6(S) approximiert, dann geht
gj o f gleichmissig auf o(T) gegen g o f, es folgt also

go f(T) = li]mgj o f(T) = li}ngj(f(T)) = 8(f(T)). O

Beispiel 4.2.10. Sei H = L?(I), wobei I = [0, 1] das Einheitsintervall ist. Fuer eine stetige Funktion
¢ : I — C sei der Operator Ty definiert durch

To(M(x) = ¢(x) n(x).

Wir wissen, dass o(Ty) = ¢(I) gilt. Wir behaupten nun

(a) Konvergiert die Folge ¢; gleichmaessig auf I gegen ¢, dann konvergiert Ty, in der Operator-Norm
gegen Ty.
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(b) Fuerjedes f € C(a(Ty)) gilt f(Ty) = Tfogp-
Beweis. (a) Sei ||||; die Supremumsnorm auf I. Wir haben dann ||q5 i— (p” ;= 0.Fuerne L*(I) gilt

[T, = To|” = fI [T, (M) = To(@)[” dx
- fl |6/ (@) = px) )| dx
= f, |6/ = @) In()P dx
< [los - @Il [l

Nimmt man das Supremum ueber alle  mit Hn“ =1, so folgt

ITs, = Toll,, <0 = ¢ll, = 0.

(b) Ist f(x) = x", dann gilt

f(Tp))(x) = Tg()(x) = ¢()" n(x) = T (1(x) = T oy () ().

Also gilt die Behauptung fuer diesen Fall. Gilt die Behauptung fuer f, g, dann auch fuer jede
Linearkombination, denn ist h = A f + ug, dann gilt

WTy) = Af(Ty) + ug(Ty)
= /\Tfo(('l + [ngoqj = TAfo(erygog’)
= Tafrugep = Thoo-

Damit gilt die Behauptung fuer Polynome. Ist schliesslich f € C(c(T,)) beliebig und f; eine Folge von

Polynomen, die gleichmaessig auf o(T) gegen f konvergiert, dann konvergiert f; o ¢ auf I
gleichmaessig gegen f o ¢ und damit folgt nach Teil (a),

58

f(Ty) = li§nf]-(T¢) da f — f(T)stetig ist
= 111'1’1 Tfjo(f)
)
= Tfoqt)- O

* X ¥

4.3 Polarzerlegung

Sei T ein stetiger Operator auf H. Dann ist T*T selbstadjungiert und positiv. Deshalb ist das Spektrum

o(T*T) eine Teilmenge von [0, o), siehe Proposition 4.1.15. Deshalb ist die Wurzelfunktion x — +/x eine
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stetige Funktion auf o(T"T). Mit Hilfe des Funktionalkalkiils definieren wir |T| = VT*T € B(H). Dies ist
ein selbstadjungierter Operator mit positivem Spektrum und der Eigenschaft |T|*> = T*T.

Satz 4.3.1. Sei T ein stetiger Operator auf dem Hilbert-Raum H. Fiir v € H ist die Norm von |T|v gleich
IT||. Es existiert ein isometrischer Isomorphismus U vom Abschluss von Bild(|T|) zum Abschluss von
Bild(T) so dass

T=UIT).

Diese Zerlegung von T heisst Polarzerlegung. Sie ist eindeutig in folgendem Sinne. Ist T = U’ P, wobei P
selbst-adjungiert und positiv ist und U’ : Bild(P) — H ist isometrisch, dann folgt U’ = U und P = |T.

Beweis. Fiir v € H ist das Quadrat der Norm ||Tv|]? gleich
(T, Tv) = (T"Tv,v) = (|Tf*v,0) = (|Tlo, |Tlo) = | Tlo

Fir v € H definieren wir U(|T|v) = Tov, dann ist U eine wohldefinierte Isometrie von Bild(|T|) nach
Bild(T), die auf den Abschluss ausdehnt und die Behauptung erfiillt. Ferner ist U surjektiv, da es nach
Definition schon surjektiv von Bild(|T|) — Bild(T) ist und da es eine Isometrie ist, ist das Bild
U(Bild(|T])) c Bild(T) vollstandig und enthalt Bild(T), also ist U surjektiv.

Fiir die Eindeutigkeit sei T = U|T| = U’P. Erweitere U zu einem beschrankten Operator auf H durch
U = 0 auf Bild(|T|)* mach dasselbe fiir U’. Dann ist U*U die Orthogonalprojektion auf Bild(|T|) und
(U')-U ist die Orthogonalprojektion auf Bild(P), so dass (U’')*'U’P = P. Es gilt

IT| = VT*T = \(U'P)U'P = \/P*(WyWP = VPP= VP2 =P.
Hieraus folgt auch U = U'". m]

Beispiele 4.3.2. (a) Sei H = C? und T durch die Matrix A = (8 ) mit A € C gegeben. Dann ist
A"A = ( )(8 6) (0 Mlz) Also ist |T| gegeben durch (0 ,3,) und U durch (/\/(?AI MOW).

(b) Sei H = L3([0,1]) und f : [0,1] — C* eine stetige Funktion. Betrachte den Operator Ty : H - H
gegeben durch

Trp(x) = f()P().

Wir schreiben die Funktion f als f = u|f], wobei u : [0, 1] — T stetig ist, genauer ist
u(x) = f(x)/|f(x)l. Es gilt dann Ty = T|»T,, und dies ist genau die Polarzerlegung.

4.4 Spektralmafie

Definition 4.4.1. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und (I die Borel-o-Algebra auf X und sei H ein
Hilbert-Raum. Ein Spektralmaf ist ein Abbildung  : 0 — B(H) mit folgenden Eigenschaften:

(@ p(@) =0und u(X)=1d.
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(b) Jedes u(A) ist eine Orthogonalprojektion.

(© WA NB) = u(Au(B).
(d) Fiir alle v,w € H ist die Funktion
How(A) = (u(A)v, w)

ein C-wertiges Radon-Maf3 definiert auf der o-Algebra a.
Erste Eigenschaften

- Sind Ay, Ay, ... paarweise disjunkte messbare Mengen, dann gilt

u [IJ Af] = ) u(A),
j=1 j=1

wobei die Summe in der schwachen Operatortopologie konvergiert.

— Fiirjedes v € H gilt
2

7

Hoo(A) = (u(A), v) = (u(A), u(A)) = ||u(A)o

so dass [1,, ein positives Radon-Maf3 ist mit
Loo(X) = ol .

= |pow(A) < ||y(A)UH |lw]| < [[v]] ||z]]. fiir eine messbare Funktion f auf X mit |f(x)| < C fiir jedes x € X gilt

< Clioll ljzolf -

fmmwm
X

Beweis. Die erste Aussage ist klar nach Definition. Fiir die zweite reicht es, anzunehmen, dass
fx) = 2;:1 ¢j14; mit paarweise disjunkten messbaren Mengen A; C X und ¢; € C. Indem wir eine
weitere Menge A; mit ¢; = 0 hinzufiigen, kénnen wir X = A; U --- U A, annehmen. Dann ist
|<y(A]-)v, w)‘ =0, <y(A]-)v, w> firein9; e T={z€C:|z| =1}. Sei Uv = ):;‘:1 0;u(Aj)v, dann ist U ein
unitdrer Operator auf H. Es ist dann |cj| < C und

\meWw

i Cithow(Aj) i ¢j (u(Aj)v, w>

= =

< i lcjl K#(Aj)v, w>| < CZn: |<y(A]-)v, w)‘
=

=1

n

=C ) 0;(uApo,w) = C(Uv,w) < Clol|lw]. o

J=1

— Je zwei Projektionen p(A) und p(B) kommutieren miteinander.
— Ist AN B = 0, so stehen die Bilder von u(A) und u(B) senkrecht aufeinander, d.h. es gilt u(A)u(B) = 0.

Beispiele 4.4.2. (a) Sei T : H — H ein normaler Operator auf dem endlich-dimensionalen Hilbert-Raum

H. Auf der Borel-o-Algebra von C definieren wir

uA)=) Pr,

A€A

wobei Pr, die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum Eig(T, A) ist. Da verschiedene Eigenrdume von

T senkrecht aufeinander stehen, ist 1 ein Spektralmaf.
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(b) Sei H = L*(R) und fiir jede messbare Teilmenge A C R sei u(A) : H — H gegeben durch

HA)P) = 149
Dann ist u ein Spektralmaf.

Proposition 4.4.3. Ist y ein Spektralmafs, dann ist fiir jedes v € H die Abbildung
A u(Ayp

ein abzihlbar additives, H-wertiges Maf$ auf X. Mit anderen Worten, i : a - B(H) ist o-additiv, wenn wir B(H) mit
der starken Topologie versehen.

Man beachte, dass p als Abbildung von ( nach B(H) im Allgemeinen nicht o-Additiv ist, wenn B(H) die
Normtopologie tréagt!

Beweis. Nur die o-Additivitét ist zu zeigen. Seien also A1, As, ... paarweise disjunkte messbare Mengen und
A =J;Aj. Nach Voraussetzung ist fiir jedes w € H,

gk

(y(A]-)v, w) = (WA, w).

-
I
[N

Seiv; = u(A;j)v. Da die A; paarweise disjunkt sind, sind die v; paarweise orthogonal. Da

Yol = Y lucapel| = Y (uayo, uaiyo)
] ] ]
= Y (pA)0,0) = Y po(A)) = 1o(A) < p1p(X) = [l < o0
j j

konvergiert die Reihe }’;v; in der Norm gemass Satz 2.6.12. m|

Beispiel 4.4.4. Ein Beispiel, dass ein Spektralmaf als Abbildung nach B(H) nicht o-additiv ist: Sei H = L*(R)
und p(A)(¢) = 1a¢p. Sei A; = (j,j+1) fiir j € N und sei A = |J; A;. Dann konvergiert die Summe }; i(A;) stark
gegen [1(A) wie wir in der Proposition gezeigt haben. Sie konvergiert allerdings nicht in der Norm, denn

UAf]

>N

N
u(A) =Y wA) =
j=1

ist eine Projektion # 0, hat also stets Norm 1.

Lemma 4.4.5. Sei u ein Spektralmafl und seien Ay, Ay, --- € Ol mit 1(A;)) = 0 fiir jedes j. Sei A = \J; A;. Dann ist
wA) =0.

Beweis. Fiir v € H gilt y1,,(A;) = 0 und daher 0 = p1,,(A) = {u(A)v, v). Daher ist die Projektion 1(A) gleich
Null. O

Lemma 4.4.6. Sei i ein Spektralmafs auf X mit Werten in B(H). Sei f € C(X). Es gibt dann genau einen stetigen
linearen Operator T mit der Eigenschaft

(To,w) = fx () dton()

fiir v,w € H. Wir schreiben diese Operator als

7= [ fdu.
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Beweis. Furv,w € H gilt

< ||l el izl

| f F0) it ()

daher ist die lineare Abbildung w j;( f(x) g (x) stetig und es gibt einen eindeutig bestimmten Vektor Tv
mit
(To,w) = f () d ().
X

Die so entstehende Abbildung v + Tv ist linear und nach obiger Abschitzung ist sie auch beschrankt. m|

Lemma 4.4.7. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen kompakten Hausdorff-Raeumen und sei i ein
SprektralmafS auf X. Dann ist f,u, definiert durch

fu(A) = u(f(A)
ein Spektralmaf auf Y.
Beweis. Klar. m|

* % %

4.5 Der Spektralsatz fiir normale Operatoren

Satz 4.5.1 (Spektralsatz). Sein T ein normaler stetiger Operator auf dem Hilbert-Raum H. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes Spektralmafs yu = ur auf der Borel-o-Algebra von o(T) so dass

T = f tdu(t)
o(T)

Jede Projektion 1(A) kommutiert mit jedem S € B(H), welches mit T kommutiert. Der Traeger von u ist o(T).
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Satz 4.5.2 (Funktionalkalkiil fuer normale Operatoren). Sei T ein normaler stetiger Operator auf einem Hilbert-
Raum H und sei u sein Spektralmafi. Die Abbildung f — f(T), wobei

A1) = f(  fdun

definiert einen isometrischen Algebrenhomomorphismus ¢ : C(o(T)) — B(H) mit ¢(Id) = T. Hierbei bezeichnet 1d die
Abbildung o(T) — C gegeben durch z v z. Dieser Homomorphismus hat die zusiitzliche Eigenschaft

o(f) = o(f),
wobei wir fiir f € C(o(T)) definieren: f*(t) = m Wir schreiben ¢(f) suggestiv als f(T). Es gilt
o(f(1)) = f(a(T)).

Insbesondere ist f(T) selbstadjungiert, falls f reellwertig ist.

Beweis. Wir beweisen beide Saetze zusammen.

Zur Eindeutigkeit des Spektralmafles: Es sei ein Spektralmaf3 i fuer T gegeben. Fuer f € C(X) sei
f(T) = fg - f(t) du(t) gemaess Lemma 4.4.6 definiert. Sind f, g € C(o(T)), so wollen wir zeigen, dass

F)g(T) = f s du

gilt. Seien hierfiir zunédchst A, B C o(T) messbar und f =14, § = 13, dann ist

f(D(T) = w(A)u(B) = u(ANB) = fm f(D(E) du(t).

Beliebige f und g approximiert man nun durch Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen
und erhalt die Behauptung. Damit ist insbesondere f +— f(T) ein Algebrenhomomorphismus wie im Satz.
Sei p € C[X, Y] ein Polynom in zwei Variablen und f(z) = p(z, z). Setze dann f(T) = p(T, T*), so folgt
insbesondere

P = [ fduc

o(T)

wobei auf der rechten Seite das Einsetzen ins Polynom gemeint ist. Insbesondere setzt diese Vorschrift das
stetige Funktionalkalkuel auf normale Operatoren fort.

Die Aussage bedeutet
(f(Tyo, w) = f( O
o(T

fir alle v, w € H und alle f € C(o(T)) von dieser Gestalt. Da diese Integrale ein Spektralmaf} eindeutig
festlegen, folgt die Eindeutigkeit.

Zur Existenz: Wir nehmen zunéchst an, dass T selbstadjungiert ist. Die Abbildung f +— (f(T)v, v) ist ein
positives lineares Funktional, definiert nach dem Darstellungssatz von Riesz also ein Radon-MaS p1,,, auf

o(T). Dieses Maf3 nimmt wegen u,,(c(T)) = lv]|> < oo nur endliche Werte an. Aus den
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Polarisierungsidentitdten erhélt man dann komplexwertige Mafle p,,,,, durch

1 . )
How = Z [‘uv+w — Uo-w + Z#m—iw - l#v—iw] s

wobei wir abkiirzend y, fiir ,, geschrieben haben. Fiir die Totalvariation |y, | gilt

1
|[lv,w| < Z [,uv+w + [Jv—w + [Jv-%—iw + fflv—iw] .

Auf Grund der Polarisierungsidentititen folgt { f(T)v, w) = fa @ f(t) duo(t) fur alle v, w € H und jedes
f € C(a(T)). Ist f reellwertig, so gilt {f(T)v, w) = {f(T)w,v) und daher folgt py = How-

Ist f nur messbar und beschrankt, etwa |f| < C macht die rechte Seite der Gleichung immer noch Sinn. Wir
behaupten, dass die lineare Abbildung w fa @ f(t) duoq(t) stetig ist. Hierzu seien [|[w|| = |[v|| = 1. Dann gilt

f(#®) dpo(t)

o(T)

d v,
< f( RUCEIE

1
< Z f |f(t)| d [“v+w + Ho—w + ,uv+iw + [Jv—iw]
)

o(T
1
< Z f Cd [[Jv-%—w + Ho—w + [Jv+iw + ,uv—iw]
a(T)
C
= Z((v+w,v+w)+(v—w,v—w)+
+ (v +iw,v + iw) + (v—iw,v—iw))

= C(llol + llwlf*) = 2C.

Also ist diese lineare Abbildung stetig. Daher existiert genau ein Vektor ¢(f)v so dass

(oo = [ | SOl

fur alle w gilt. Nach der obigen Rechnung ist fiir ||v]| = ||w|| = 1 schon | <¢( v, w> | <2C, also gilt fiir beliebige
v, w:

{0, w)| < 2C ol [
Die Abbildung v — ¢(f)v ist schnell als linear erkannt. Sie ist auch stetig, denn fiir w = ¢(f)v erhalten wir

loryol” = 1{6(Ho, d(H0)1 < 2C Il Fro

7

also || (f)|| < 2C|foll.

Wir behaupten nun, dass ¢(fg) = ¢(f)¢p(g) fiir alle beschrankten messbaren Funktionen f, ¢ auf o(T) gilt.
Hierzu beachte, dass diese Gleichung fiir f, g € C(o(T)) richtig ist, also

L ., FOSE) duton(®) = (6(Fg)v,w) = (S(Nb(g)v, w) = f . £ dtgeryone-

Die Gleichheit dieser Integrale bleibt erhalten, wenn f durch eine beschréankte messbare Funktion ersetzt

wird. In diesem Fall schreiben wir dann

f( 3O dpn) = (6(fg)0,w) = (p(g)0, H(f)w)

= f &) dito,p(praw-
a(T)
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Jetzt konnen wir auch g durch eine beschrankte messbare Funktion ersetzen, so dass wir erhalten

<¢(fg)vr w> = fo(T) f8duow = \fa(T) 8ty g(fyw
= {90, $(fyw) = (p(Np(g)0, ).

Die Gleichung ¢(f)* = ¢(f*) vererbt sich ebenfalls von C(o(T)) auf alle beschrédnkten messbaren Funktionen.
Wir definieren nun p(A) = ¢(1,) fiir eine messbare Teilmenge A C o(T). Dann ist 1(A) eine
Orthogonalprojektion. Die Eigenschaften eines Spektralmafes sind erfiillt.

Das beendet den Beweis des Spektralsatzes im Falle eines selbstadjungierten Operators.

Seinun T : H — H ein normaler Operator auf dem Hilbert-Raum H. Dann gilt T = R + iS, wobei R und S
selbstadjungiert sind und miteinander vertauschen. Sei Kg s C C das Kompaktum ¢(R) + io(S), und seien pg
und ps die Spektralmafie von R und S. Nach den bereits bewiesenen Aussagen des Satzes 4.5.1 kommutieren

die Spektralmafie ug und ug miteinander, d.h., fiir je zwei messbare Teilmengen A, B C R gilt

ur(A)us(B) = us(B)ur(A).

Insbesondere folgt, dass
H(A X B) = pir(A)ps(B)

wieder eine Orthogonalprojektion ist. Da die Mengen der Form A X B die Borel-0-Algebra von K erzeugen,

definiert diese Vorschrift ein Spektralmaf auf Kz s. Wir haben

[ EZCE f( ) [ L) sy

~ [ xdw@dasi i [ [ ydusdusto
a(R) Ja(S) d(R) Ja(S)

= f xdugr(x) +if ydus(y) =R+iS=T.
a(R) a(S)

Die Eindeutigkeit des Spektralmasses ist wieder klar. Es bleibt zu zeigen, dass das auf K definierte

Spektralmafs  Trager o(T) hat. Dies folgt aus einem Lemma von unabhaengigem Wert.

Lemma 4.5.3. Sei A C o(T) messbar und sei H = B ® K die Orthogonalzerlegung von H in Bild und Kern der
Projektion (A). Dann sind B und K stabil unter T und es gilt

o(Tg) c4,  o(Tk) co(T)\ A.
Die Zerlegung spaltet also das Spektrum auf.

Beweis. Esgilt Tlg =T 14 = fa(T) t1a(F) du(t) = fA tdu(t). IstA ¢ A, dann ist f(t) = (t— A)7! stetig auf A, das
Integral S = fA(t — A)"L du(t) ist ein Operator, fuer den gilt

-n5= [G=20-1" w0 = [ 1dp = pa)

Das bedeutet A ¢ o (T|g). Damit folgt die Behauptung fuer A, fuer das Komplement ersetzt man A durch sein

Komplement. O
Mit dem Lemma zeigen wir fuer das auf K definierte Spektralmaf$ p, dass

supp(u) = o(T).
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Sei U C K eine offene Menge mit u(U) = 0. Dann bedeutet das nach dem Lemma , dass o(T) C U", also folgt
o(T) € supp(u). Fuer die umgekehrte Inklusion sei A € supp(u). Fuer jede offene Umgebung U von A ist
dann p(U) # 0. Da das Spektrum von T|y nichtleer ist, folgt nach dem Lemma, dass o(T) N U # @ und damit
A e a(T).

Schliesslich zur letzten Aussage f(o(T)) = o(f(T)). Diese folgt sofort aus

Lemma 4.5.4. Fuer f € C(o(T)) gilt
pry = feir
und

supp(f.pt) = f(supp(u))-

Beweis. Es gilt

= d = d(f. ,
£T) f( ICET0 ff )

so dass die erste Aussage aus der Eindeutigkeit des Spektralmafles folgt. Fuer Bildmafe stetiger Funktionen
gilt stets supp(f.it) = f(supp(u)). Da o(T) kompakt ist, ist f(supp(u)) kompakt, also abgeschlossen und die
Behauptung folgt. m]

Mit dem Lemma ist auch der Satz bewiesen. ]

Beispiel 4.5.5. Sei H = L2([0,1]) und T : H — H definiert durch
T()(x) = xp(x).
Dann ist das Spektralmaf3 u gegeben durch
p(A)P(x) = 1a(x)Pp(x).

Beweis. Dass dies ein Spektralmaf ist, haben wir uns schon tiberlegt. Wir beweisen nun, dass es das
Spektralmafs zu T ist, indem wir fiir ¢, 1 € H und f € C(o(T)) = C([0, 1]) rechnen:

<(f f(f)d#(f))¢,¢>:f fOdpy,y.
[01] [01]

Sind ¢ = 1, und ¢ = 15 fiir messbare Teilmengen A, B C [0, 1], dann gilt
Hp,0(8) = (1(S)P, ¥) = (1514, 15) = AN BN ),

wobei A das Lebesgue-Maf3 auf [0, 1] ist. Daher ist in diesem Fall

<(L,1] f& d“(f))¢'¢> = fA _fwarw.

Andererseits ist f(T)$(x) = f(x)P(x) und daher

(FDo, ) = fA @,

Da die Funktionen der Form 14 in L*([0, 1]) einen dichten Teilraum erzeugen, folgt die Gleichheit

<(f[o,1] 1o d“(f)) ¢, ¢> = (fMo,y)
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allgemein.

* X ¥

67
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5 Kompakte Operatoren

5.1 Jordan Normalform fiir kompakte Operatoren
Definition 5.1.1. Ein Operator T auf einem Hilbert-Raum H heisst kompakter Operator, falls T
beschrankte Mengen auf relativ kompakte Mengen abbildet.

Lemma 5.1.2. Fiir einen stetigen Operator T auf einem Hilbert-Raum H sind dquivalent:

(a) T ist kompakt.
(b) Ist B der abgeschlossene Einheitsball in H, dann ist T(B) kompakt.

(c) Ist (v)) eine beschriinkte Folge in H, dann hat die Folge (Tv;) eine konvergente Teilfolge.

Beweis. (a)=(b) ist klar.

(b)=(c): Sei (v;) eine beschraenkte Folge, etwa Hv,” < Cfuer ein C > 0. Dann ist w; = %v]- eine Folge im
abgeschlossenen Einheitsball B. Dann ist (Tw;) eine Folge im Kompaktum TB, hat also eine
konvergente Teilfolge und dasselbe gilt dann fuer Tv; = CTw;.

(c)=(a): Ist X beschridnkt, dann hat nach (c) jede Folge in T(X) eine konvergente Teilfolge, damit ist
T(X) relativ kompakt. O

Definition 5.1.3. Eine lineare Abbildung F : H — H auf einem Hilbert-Raum H heisst von endlichem
Rang, falls das Bild F(H) endlich-dimensional ist.

Beispiele 5.1.4. (a) Jeder Operator von endlichem Rang ist kompakt.
(b) Der Operator T = Idy ist genau dann kompakt, wenn H endlich-dimensional ist.
(c) Sei (c,) eine beschréankte Folge in C und sei
T:H—H,
(x1,x2,...) = (c1x1,C2%2, .. .)

Der Operator ist stetig. Er ist genau dann kompakt, wenn (c,;) eine Nullfolge ist.

Beweis. Sei T kompakt und nimm an, (c,) ist keine Nullfolge. Dann gibt es ¢ > 0 so dass fiir
unendlich viele j € N gilt |cj| > ¢. Sei {j1, j2,...} die Menge dieser Indizes. Sei dann
v =¢e;, =(0,...,0,1,0,...) mit der Eins an der ji-ten Stelle. Fiir k # [ gilt

IT(00) = T@)IP = Ic; 2 + cj P > 262

Daher kann T(v;) keine konvergente Teilfolge haben, Widerspruch!

Die Riickrichtung folgt leicht aus dem spéter zu beweisenden Satz 5.2.4. m]
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Proposition 5.1.5. Sei K = K(H) die Menge aller kompakten Operatoren auf H. Dann ist K ein linearer
Unterraum von B = B(H). Ausserdem gilt

KeK, TeB = KT, TKeXK,

d.h., K ist ein Ideal in der Algebra B.

Beweis. Fuer die erste Aussage ist zu zeigen, dass mit K, L auch AK + pL in K liegen, wenn A, u € C

sind. Sei dazu (v;) eine beschraenkte Folge in H. Dann gibt es eine Teilfolge 05.1), so dass K(vgl))

konvergiert. Von dieser gibt es eine Teilfolge 05.2), so dass auch L(U;Z)) konvergiert. Dann konvergiert
auch AK(vj.”) + yL(vf)).

Fuer die zweite Aussage sei B C H beschraenkt. Dann ist T(B) beschraenkt, also ist K(T'(B)) relativ
kompakt und daher ist KT kompakt. Fuer die andere Reihenfolge sei (v;) eine beschraenkte Folge. Dann
hat K(v;) eine konvergente Teilfolge K(v;,) un dann ist aber auch die Folge T(K(v;,)) konvergent. O

Lemma 5.1.6. Ist T kompakt, dann auch |T| und T".

Beweis. Wir schreiben T = U|T|, wobei U : Bild(|T|) — Bild(T) eine Isometrie ist. Als solche hat sie eine
Umkehrabbildung V, die ebenfalls eine Isometrie ist, also gilt |T| = VT und V kann durch Null auf
Bild(T)* fortgesetzt werden zu einem stetigen Operator auf H. Daher ist |T| kompakt. Wir setzen auch
U durch Null fort und erhalten T* = (U[T])* = |T|U". Damit ist auch T* kompakt. m|

Lemma 5.1.7. Ist T : H — H kompakt, dann ist das Bild von T — I abgeschlossen.

Beweis. Sei (T — I)x, — y konvergent in H. Wir miissen zeigen, dass y im Bild von (T — I) liegt.
Wir zeigen zunéchst, dass der Abstand

(s ker(T = D) = __inf  llxy ~zl
beschrankt sein muss. Wir gehen zu H/ ker(T — I) {iber und miissen zeigen, dass unter der
Voraussetzung ker(T — I) = 0 die Folge x,, beschrankt sein muss. Nimm das Gegenteil an und sei x,,

eine Teilfolge mit ||xnk|| > kund sei z; = mx”k' Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir
3

annehmen, dass Tz konvergiert. Dann ist (T — I)zy = ——(T — I)x,, — 0. Damit konvergiert auch

ool
zx = Tz — (T — 1)z, sei z der Limes, so folgt (T — 1)z =0, glso, nach unserer Voraussetzung, z = 0.

Andererseits ist aber ||z|| = limy ||z¢|| = 1, ein Widerspruch!

Da nun der Abstand d(x,, ker(T — I)) beschrankt ist, konnen wir x,, durch x,, — z, mit z,, € ker(T — I)
ersetzen und annehmen, dass x, beschrankt ist. Dann hat T, eine konvergente Teilfolge, damit hat

Xy = Tx, — (T — I)x, eine konvergente Teilfolge x,, — x, dann folgt (T — I)x = lim(T — I)x,, = y, also liegt
y im Bild. O
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Satz 5.1.8 (Jordan-Normalform-Satz). Sei T ein kompakter Operator.

(a) Jedes 0 # A € o(T) ist ein Eigenwert.

(b) Fiir jedes 0 # A € o(T) gibt es ein m € IN so dass ker(T — A)" = ker(T — A)"*! und dieser Raum wird
der Hauptraum H(A) zum Eigenwert A genannt. Er ist endlich-dimensional.

(c) Die Eigenwerte konnen sich nur bei Null hiufen. Ist dim H = oo, so ist 0 € o(T).

(d) o(T) ist abzihlbar.

Beweis. (a) Nach Skalierung kénnen wir A = 1 annehmen. Angenommen, A =1 € o(T) ist kein
Eigenwert, so heisst das, dass (I — T) injektiv, aber nicht surjektiv ist. Damit ist H; = Bild(I — T) ein
echter, nach Lemma 5.1.7 abgeschlossener Unterraum von H, also gilt

H=H ® H;
——
#0

und da (I — T) injektiv ist, folgt

Hy=(I-T)H; & (I - T)H;.
—_————
#0

Daher ist H, = (I — T)(H;) ein echter abgeschlossener Unterraum von H;. Setze H,, = (I — T)"(H). Wir

erhalten eine absteigende Folge abgeschlossener Teilraume
H=Hy>oH;DHD...

wobei alle Inklusionen echt sind, also niemals Gleichheit herrscht. Sei nun x,, € H, mit ||x,|| = 1 und
Xy L Hyp1. Damit gilt also d(x,, Hy1) = 1. Da T kompakt ist, hat Tx, eine konvergente Teilfolge. Es ist

aber fiir m < n.

Tx, — Txpll = [|(I — T)xy — (I = T)xy + X5 —Xp|| = 1.

€Hp1

Widerspruch!

(b) Wieder kénnen wir A = 1 annehmen. Die Folge E, = ker(T — I)" ist eine aufsteigende Folge
abgeschlossener Unterrdume. Beachte zunichst, dass aus E,, = E,.+1 schon folgt E,, = E, fiir jedes

k € N, denn ist v € ker(T — I)****1, dann ist (T — I)v € ker(T — I)"* = ker(T — I)", also ist

v € ker(T — I)"*! = ker(T — I)". Die Behauptung sagt also, dass diese Folge stationdr wird.
Angenommen, dies ist nicht der Fall, dann gibt es v, € E, mit Hyn” =1und y, L E,_;. Wieder muss
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Ty, eine konvergente Teilfolge haben, es ist aber fiir m < n

Ty = Tyul| = |[(T = Dyu = (T = Dy + Y —yu|| = 1.

€Eq
Widerspruch!
Zur Endlich-Dimensionalitét: Sei S die Einssphére in ker(T —I), dann ist S = ker(T —I) N T(S) und damit

ist S kompakt, also ist ker(T — I) endlich-dimensional. Durch Ubergang zu H/ ker(T — I) erhalten wir,
dass auch ker(T — I)? endlich-dimensional ist und so fort.

(c) Angenommen, die Eigenwerte hiufen sich woanders. Dann gibt es ein A € C*, so dass es zu
gegebenem ¢ > 0 eine Folge von Vektoren x; gibt mit Hx]H = 1 und paarweise verschiedene A;, so dass
Aj — A.Sei H, = Spann(xy, ..., x,). Waehle y,, € H,, mit Hyn” =1und y, L Hy—1. Fuer m < n gilt dann

1 1 1 1
A_”T]/n - /\_mT]/m - yn + (_ym + /\_n(T - An)yn - E(T - /\m)ym)

=Yn — Wmn

mit Wy, , € Hy—1. Also

2
= ”y””2 + me,nHZ > 1.
~——
1

1 1
“W = Ay, L

Nach Uebergang zu einer Teilfolge kann Ty, also konvergent angenommen werden. Sei z der Limes. Es

gilt dann
1< lign h’};n AlnTy,, - ﬁTym
1 1
= ' XZ — XZ =0.

Widerspruch! Ist schliesslich die Dimension unendlich, so gibt es unendlich viele Eigenwerte, da das
Spektrum abgeschlossen ist, muss Null im Spektrum sein. Teil (d) ist klar. m]

Beispiel 5.1.9. Sei T : ¢2(IN) — ¢*(IN) gegeben durch T(x1, x2,...) = (0,x1, 32, 2x3,...). Dannist T
kompakt, hat aber keinen Eigenwert, also folgt o(T) = 0.

Beweis. Sei T, der Operator T,(x1,x2,...) = (0,x1, %xz, eee, %xn, 0,...). Dann hat T,, endlichen Rang und
ITy = Tllp — O, wie man leicht sieht. Im naechsten Absatz zeigen wir, dass ein Operator genau dann
kompakt ist, wenn er Norm-Limes von Operatoren endlichen Rangs ist, damit ist T kompakt. Da T
injektiv ist, ist Null kein Eigenwert. Sei also A € C* und x € £?(N) mit Tx = Ax. Dann ist Ax; = 0, also

x1 = 0. Weiter ist Ax, = x; =0, also x, = 0 und so weiter, so dass x = 0 folgt. a

Beispiel 5.1.10. Ein weiteres Beispiel fuer einen kompakten Operator mit trivialem Spektrum ist der
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Volterra Operator V : L2([0,1]) — L*([0,1]),
vie = [ sy

Beweis. Wir werden in Abschnitt 5.3 zeigen, dass Operatoren mit L?-Kern kompakt sind. Damit ist V
kompakt. Ferner hat V keinen Eigenwert. Zunaechst ist Null kein Eigenwert, denn ist Vf = 0, dann ist
fl f(y)dy = 0 fuer jedes Intervall und damit fuer jede messbare Menge, so dass f = 0 folgt. Ferner ist

A € C* kein Eigenwert, denn aus Vf = Af folgt

1 X
fo =1 [y

Die rechte Seite ist stetig in x, also ist f stetig. Dann ist die rechte Seite aber differenzierbar, also ist f
differenzierbar. Es folgt

F0) = 1)

und damit f(x) = ce/* fuer ein ¢ € C. Das widerspricht aber f(0) = J(;O = 0. Also hat V keinen Eigenwert
und daher ist o(V) = {0}. O

5.2 Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren

Satz 5.2.1 (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren).
Sei T ein kompakter normaler Operator auf dem Hilbert-Raum H. Es existiert eine Folge A; € C*, die
entweder endlich ist oder gegen Null geht, so dass der Raum H sich orthogonal zerlegt:

H = Ker(T) ® (P Eig(T, A)).
j

Jeder Eigenraum Eig(T, A;) = {v € H : Tv = Ajv} ist endlich-dimensional und die Eigenriume sind
paarweise orthogonal.

Beweis. Sei T # 0 ein kompakter normaler Operator. Nach Satz 4.1.11 ist der Spektralradius gleich der
Operatornorm, also gibt es einen Spektralwert A # 0. Aus dem Jordan-Normalform-Satz 5.1.8 folgt,
dass jeder kompakte normale Operator T # 0 einen Eigenwert A # 0 hat. Sei U C H der Abschluss der
Summe aller Eigenrdume von T, die Eigenwerte # 0 haben. Nach Satz 3.2.3 ist jeder Eigenvektor von T
auch ein Eigenvektor von T*. also ist U stabil unter T und T*. Das orthogonale Komplement U* ist dann
ebenfalls stabil unter T und T". Der Operator T induziert einen kompakten normalen Operator auf U*.
Dieser kann keinen Eigenwert # 0 haben, muss also der Nulloperator sein. Also ist U* der Kern von T.
Wir haben damit gezeigt, dass H die direkte Summe von T-Eigenrdumen ist. Ferner ist nach dem
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JNF-Satz jeder Eigenraum Eig(T, A) mit A # 0 endlich-dimensional und die Eigenwerte konnen sich
nicht in C* hdufen. Der Satz ist bewiesen. m]

Korollar 5.2.2 (Umformulierung des Spektralsatzes). Sei T ein normaler kompakter Operator auf einem
Hilbert-Raum H. Seien A; die Eigenwerte wie im Satz und sei P; die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum

Eig(T, A)), dann gilt
T=Y AP
j

wobei die Reihe in der Operatornorm konvergiert. Ist umgekehrt A; eine beliebige Nullfolge in C* und ist (P;)
eine beliebige Folge von paarweise orthogonalen Orthogonalprojektionen mit endlich-dimensionalen Bildern,
dann ist die Reihe ) ; ajPj normkonvergent gegen einen kompakten Operator.

Beweis. Klar. m]

Korollar 5.2.3 (Noch eine Umformulierung). Sei T : H — H ein normaler kompakter Operator. Dann hat H
eine Orthonormalbasis (¢) jer bestehend aus Eigenvektoren von T, d.h. fiir jedes j existiert ein A € C mit

Toj=Aip;.

Fiir jedes C > 0 ist die Menge aller j € | mit |Aj| > C endlich.

Beweis. Klar. m]

Satz 5.2.4. Sei K = K(H) der Raum der kompakten Operatoren. Dann ist K ein abgeschlossener Teilraum,
also selbst ein Banach-Raum. Genauer ist er der Normabschluss des Raums der Operatoren von endlichem
Rang.

Beweis. Sei T, — T eine normkonvergente Folge kompakter Operatoren. Wir muessen zeigen, dass T
wieder kompakt ist. Sei v; eine Folge mit [|v;|| = 1. Sei dann v eine Teilfolge, so dass T;(v!)
konvergiert. Sei dann v® eine Teilfolge von V() so dass auch T,(v/?) konvergiert und so fort. Sei dann
()

wj =0, Dann konvergiert T, w; fuer jedes n. Sei u,, der Limes. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es ny so dass

T, — T||Op < ¢ fuer alle n > ny. Sei also n > np. Dann gilt ||anj - ij” <e¢€ ||w]|| = ¢. Also folgt

|[Tw: = Twj|| < 1Tw: = Tuwill + || Tuw: = Tuwoy]| + || Tow; ~ T

<2e+ ||ani - T,,ij.

Nun ist (T, w;); eine Cauchy-Folge und damit ist (Tw;) ebenfalls eine Cauchy-Folge, also konvergent.
Folglich ist T kompakt.

Sei schliesslich T € K und ¢ > 0. Wir wollen zeigen, dass T der Norm-Limes einer Folge von Operatoren
von endlichem Rang ist. Schreibe dazu T = R + iS, wobei R und S die selbstadjungierten Operatoren

R = %(T +T)und S = %(T — T*) sind. Dann sind R und S wieder kompakt. Kann man R und S jeweils
als Limes schreiben, dann auch T. Es reicht also, T = T* anzunehmen. Ist T selbst von endlichem Rang,
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sind wir fertig. Sonst bilden die Eigenwerte (A;) eine Nullfolge. Wir ordnen die Eigenwerte so, dass
[Ail = |Ai11]. Sei dann P; die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum Eig(T, A;) und sei

n
Fu= ) APy
j=1

Dann ist F, von endlichem Rang, T — F,, normal und kompakt und nach dem Spektralsatz hat T — F,, die
Eigenwerte A;41, Ayy2, ... Dann ist

IT = Fullop = #(T = Fa) = e

und diese Folge geht gegen Null. ]

* X X

5.3 Hilbert-Schmidt-Operatoren

Lemma 5.3.1. Sei T € B(H), und sei (e;) eine Orthonormalbasis von H. Die Zahl

Tl = [y Tl e 10,0l
\5

hingt nicht von der Wahl der ONB ab. Es gilt ferner ||T||, = ||T"||,. Diese Zahl heisst Hilbert-Schmidt-Norm
des Operators T.

Beweis. Zunéchst halten wir fest, dass fiir zwei Vektoren v, w € H und eine beliebige ONB (¢;) gilt

@y =) (oe) (o).

]

Sei nun (¢,) eine zweite ONB. Da wir die Unabhéngigkeit noch nicht gezeigt haben, schreiben wir
||T||§ (e;) und ||T||§ (¢a), fiir die entsprechenden Hilbert-Schmidt-Normen. Wir rechnen

ITIE (e = Y, Y (Tej,ba) (¢, Te)
] 2%
SET e (rone)
] o
=YY (e Ta) (T pue) = IT'I (o).
a

Die Vertauschung ist gerechtfertigt, da alle Summanden positiv sind. Indem wir dies zunédchst fiir
(¢j) = (¢o) und dann fiir T* anstelle von T anwenden, erhalten wir

ITI (e) = IT°I13 (e) = ITI (a). O
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Definition 5.3.2. Der Operator T heisst ein Hilbert-Schmidt-Operator, falls

Tl < oo.

Satz 5.3.3.
(a) Fiir jeden beschrinkten Operator T auf H gilt

ITllop < NITll -

Fiir jeden unitiren Operator U ist ||{UT||, = [ITUll, = |Tll,. Es gilt [T, = [[ITIll,.

(b) Die Menge B,(H) aller Hilbert-Schmidt-Operatoren ist ein Untervektorraum von B(H). Die Vorschrift

(S,T)y =) (Sej, Tej)

]

definiert ein Skalarprodukt auf B,, das nicht von der Wahl der ONB (e;) abhingt und 8B, zu einem
Hilbert-Raum macht.

(c) Jeder Hilbert-Schmidt-Operator ist kompakt.

(d) Sei T ein normaler kompakter Operator und seien Aq, Ay, ... die Eigenwerte, wobei jeder nach seiner

Vielfachheit wiederholt wird. Dann ist
Y AR =TI
i

Das heisst, ein normaler kompakter Operator ist genau dann Hilbert-Schmidt, wenn seine Eigenwerte

eine {>-Folge bilden.

Beweis. (a) Sei v € H mit [[v]| = 1. Dann existiert eine ONB (e;) mit e; = v. Es folgt

ITol? = ITeal < Y [[Tej{|" = ITI3.
j

und damit || T]lop < [IT]l,-

Da mit (e;) auch (Ue;) eine ONB ist, folgt der Rest. Ist T = U|T| die Polarzerlegung nach Satz 4.3.1, dann

folgt
TR =Y el = Y Juimie|” = Y 1te{f” = i
j

] ]
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(b) Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Hoelder-Ungleichung gilt

2 [(sei e < 3 elire|
< [Z HS@IF]Z [Z ||Te;)|2]2 = ISl 1Tl < oo,

also konvergiert die Reihe absolut. Fiir S, T € 8, folgt
00 > [(5,5); + (T, T); + (5, T)y +(T,S) | = IS+ T, .

Damit ist auch S + T € B,, die Menge 5, also ein Vektorraum. Schliefilich ist (., .), ein Skalarprodukt
mit Norm ||.||; und die Polarisierungsidentitdt aus Korollar 1.5.9 zeigt, dass (., .), nicht von der Wahl der
ONB abhéngt.

Zur Vollstaendigkeit: Sei (e;);c; eine ONB. Wir zeigen, dass die Abbildung

¢ By — C(IxX]),
T (<Tei’ € >)(i,j)el><l

ein Isomorphismus ist. Es gilt

loIf = Y [(Tee) = Y, Y |(Tewe)) = img.

i,jel i€l  jel
N———
ITeil?

Beachte, dass diese Rechnung fuer jeden linearen Operator auf H gilt. Damit liegt ¢(T) tatsaechlich in £2

und ¢ ist eine Isometrie. Fuer die Surjektivitaet sei (a; ;) in (I x I). Definiere einen Operator T durch
To = T[Z /\,’61‘] = Z /\lﬂ,’,]’e‘]‘.
i€l i,jel
Zur Wohldefiniertheit rechnen wir, zunaechst formal:

ITol? = Y |} Aiayg| < Z [Z WZ] (Z |“i,f|2) = [l@:pII* 1ol

jel | FANE] i

2

Es liegt <Te,-, e j> = a;,j in €% und damit ist ¢(T) = (a; ;). Also ist ¢ ein unitaerer Isomorphismus und
folglich B, ein Hilbert-Raum.

(c) Sei T ein Hilbert-Schmidt-Operator und sei (¢;) jen eine orthonormale Folge. Dann konvergiert die
Reihe Z}’il ||Tej||2. Fuer n € N sei T,, der Operator

v Zn: <v, ej> Te;.
j=1
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Dieser hat endlichen Rang und es gilt

2

(o]

ITv — To|* = Z <v, ej> Te;

j=n+1
< Y e X lire
j=n+1 j=n+1
= 2
<lplP Y |Te
j=n+1

Dieser Ausdruck geht gegen Null fuer n — co. Nimmt man das Supremum ueber alle v mit |[v]| = 1, so
erhaelt man ||T, — Tl|,, — 0. Damit ist T ein Norm-Limes von Operatoren von endlichem Rang, also
kompakt.

(d) Es existiert eine ONB (¢;), die aus Eigenvektoren besteht, also Te; = Ae;. Dann ist
Z |/\j|2 = Z <T€]', T6j> . O
j j
Lemma 5.3.4. Die Menge der Operatoren von endlichem Rang liegt bzgl der Norm ||.||, dicht in B,.

Beweis. Sei T € B, und sei (¢;)ie; eine ONB. Dann gilt };; |ITeill* < o0, also sind nur abzaehlbar viele der
Te; ungleich Null. Seien diese durch Tey, Tey, ... gegeben. Fuer n € IN sei dann der Operator T, definiert
durch

n
T,v= Z (v,e;) Te;.

i=1
Dann ist T, von endlichem Rang und es gilt
IT, = TIE = ) IITe?
i=n+1
und dieser Ausdruck geht gegen Null fuer n — co. m]

Definition 5.3.5. Sei u ein o-endliches Maf auf einer o-Algebra auf einer Menge X. Betrachte den
Hilbert-Raum L2(X). Sei k eine Funktion in L?(X x X). Wir nennen k einen L2-Kern.

Der Integraloperator Iy zum Kern k ist definiert durch

o) = [ K)oy,

wobei wir abkuerzend dy statt du(y) geschrieben haben.

Proposition 5.3.6. (a) Fuer ¢ € L*(u) existiert das Integral Iy fast iiberall in x. Die Funktion Iy liegt in
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L2%(X) und Iy ist ein Hilbert-Schmidt-Operator I : L2(X) — L%(X) mit

LR = f f Ik(x, )P dxdy = (K.
X JX

(b) Ist umgekehrt T ein Hilbert-Schmidt-Operator auf L2(y), dann gibt es einen L>-Kern k, so dass T = I gilt.

(c) Esgilt [ = I mit
k(x,y) = k(y, x).

(d) Es gilt I o I; = Iy mit
el ) = [ k) I, )
X

Beweis. (a) Um die Existenz des Integrals zu zeigen, sei 1 ein beliebiges Element von L?(X). Dann liegt
die Abbildung (x, y) — ¥ (x)¢(y) in L>(X x X) und daher ist die Funktion (x, y) — k(x, y)p(y)v(x)
integrierbar tiber X X X. Nach dem Satz von Fubini folgt, dass

| vkt o dy = v [ ks o0y
fiir fast alle x € X existiert. Da ¢ beliebig ist, folgt die behauptete Existenz des Integrals.

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung schitzen wir ab

lnolf = [ wowras= [ [
< [ [wewrasay [1owra
_ fx fX ke, y)P dxdy ||o|] -

Also definiert Iy einen stetigen Operator auf L%(X). Sei (e ;) eine ONB von L*(X). Dann gilt

||Ik||§:Z<Ike]fIke] Zf[ke](x )Ixej(x) dx
_Z INEE y)e,(y)dywdx
:; fx k(x,.),e;) {ej, k(x, )) dx
- fx Z]‘ (k(x, ), e) (e kx, ) dx
- fx (k(x, ), k(x, ) dx = fx fX Ik(x, y) dx dy.

(b) Fuer die Umkehrung beachte, dass die Abbildung k + I; eine Isometrie ist, also abgeschlossenes
Bild in B; hat. Sei T ein Operator von Rang 1. Dann gibt es f, ¢ € L*(u), so dass T(v) = (v, f) g. Daher ist

2
dx
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k(x,y) = g(x)]Ty) ein Kern fuer T. Damit liegen alle Rang-1-Operatoren im Bild und auch ihre
Linearkombinationen, das sind aber alle Operatoren von endlichem Rang und die liegen dicht in 8.

(c) und (d) folgen durch Rechnung. O

Proposition 5.3.7. Fuer S, T € B(H) gilt

@) Tl = IITll2,

(b) 15Tl < ISllop NIl ITS]l2 < lISllop 1Tl -

Insbesondere folgt: ist T ein Hilbert-Schmidt-Operator, dann auch T, ST und TS, also ist B, ein zweiseitiges
+-Ideal in B(H).

Beweis. (a) Fuer eine ONB (¢;) gilt
15 = ) ITeil?
i
= Z (Tei, T"es)
i
=YY (Teie0) (e, T'er)

iel kel

= Z Z (e;, Ter) (Tey, e;) .

iel kel

Nun darf die Summationsreihenfolge geaendert werden, da die Summanden > 0 sind dann rechnet

man rueckwaerts und erhalt ||T||§.

(b) Fuer eine ONB (¢;);e gilt

Y lISTeilP < Y lisli, el

iel iel

so dass die erste Aussage folgt. Fuer die Zweite ersetzt man T durch T*, sowie S durch S* und wendet
die erste Aussage an. O

5.4 Spurklasse-Operatoren

Lemma 5.4.1. Sei T ein beschriinkter Operator auf einem Hilbert-Raum H und sei (e;) eine Orthonormalbasis
von H. Die Zahl

Il := )" (ITlej e)) € [0,0]

)

hingt nicht von der Wahl der ONB ab. Diese Zahl heisst die Spurnorm von T. Der Operator T heifst
Spurklasse-Operator, falls
ITlly < co.
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Beweis. Sei S = V/|T|, dann ist S positiv selbstadjungiert und

Z <|T|ej,e]-> = Z <Sej, Se]->

i j
ist nach Lemma 5.3.1 nicht von der Wahl der ONB abhingig. ]

Definition 5.4.2. Sei T ein kompakter Operator. Die Eigenwerte des Operators |T| werden die
singuldren Werte von T genannt. Man schreibt sie in der Form s; = 51(T) > s,(T) > ..., wobei jeder
Wert nach seiner Vielfachheit wiederholt wird. Es gilt ||T]|, = 2}21 s;(T). Es folgt

T Spurklasse & (s)) € £(N).

Satz 5.4.3. (a) Fiir einen beschrinkten Operator T gilt ||T|l, = [|IT*|l, und |T|l; = ||T7|l;.

(b) Ist T von Spurklasse und S stetig, so sind die Normen ||ST||, , ||TS||; beide < ||S|||T|;.

Insbesondere bildet der Raum der Spurklasse-Operatoren ein Ideal in der Algebra B(H) der stetigen
Operatoren auf H.

(c) fiir jeden beschrinkten Operator T auf einem Hilbert-Raum H gilt

Tl = inf Z]: |ITe;

7

wobei das Infimum tiber alle ONB von H erstreckt wird.

Insbesondere ist ein beschrinkter Operator T genau dann Spurklasse, wenn es eine ONB (e;) gibt mit
Y lITei]| < .
j

(d) T ist genau dann Spurklasse, wenn es zwei Hilbert-Schmidt Operatoren Sy, S, gibt so dass T = 515;.

(e) Fiir jeden Operator T auf H gilt
ITIl < [Tl < 1Tl -

Beweis. (a) Schreibe T = U|T| mit einer Isometrie U : Bild(|T|) — Bild(T). Setze U auf ganz H fort durch

U(v + w) = U(v), wenn v € Bild(T) und w € Bild(T)*. Dann ist T* = |T|U*. Sei dann (¢;) eine ONB von
Bild(T) und (f;) eine von Bild(T)* = ker(T*), dann ist

IR =Y el + Y [T Al = Y nmiuce?
i j i

Nun ist (U"¢;) eine ONB von Bild(|T|) und daher ist dies gleich || [T] ||, = [|T]l,. Fuer die Spur-Norm

T f;
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beachte dass UU" die Projektion auf Bild(|T]) ist. Aus TT" = U|TPu* folgt dann |T*| = U|T|U" und also

1Tl = Y (T les e+ Y (TIUe;, e5) = 1Tl
i i

(b) Sei T ein kompakter Operator. Da die singuldren Werte s; die Eigenwerte des Operators |T| sind und
da stets [|T9|| = [[|T|vl|, gilt s1(T) = ||T]| und

siy1(T) = inf sup{||Twl|| : w L vy,...,0;, |lw|| = 1}.
01,...,0;€H

Hieraus folgt sofort, dass fiir jeden beschrankten Operator S auf H gilt s;(ST) < ||S||s;(T) und damit folgt
die Ungleichung [|ST]l; < [S||[Tll; Die Ungleichung ||TS|l; < [ISI[{|T1l; aus [[T|| = [|T"|| und [ITll; = IT"[};.

(c) Sei (e)) eine beliebige ONB. Dann gilt
ITlh = )" (ITlei ;) Z | = Z I
i

Ist}; HTe]-” < o0, s0 folgt, dass T Spurklasse ist. Ausserdem zeigt diese Abschitzung “<” in der
verlangten Gleichheit. Fiir “>" konnen wir annehmen, dass T von Spurklasse ist. Ist (¢;) eine ONB
bestehend aus Eigenvektoren von |T|, dann gilt [|T||; = ), j ||TejH und damit folgt die Gleichheit.

(d) sei T Spurklasse und sei T = U|T]| die Polarzerlegung von T. Nach dem Spektralsatz ist das Bild des
Operators S, = VT gleich dem Bild von |T| und deshalb konnen wir den Operator S = U V[T
definieren. Die Operatoren S; und S; sind Hilbert-Schmidt Operatoren und es gilt T = 5;5,.

Fiir die umgekehrte Richtung miissen wir zeigen, dass fiir je zwei Hilbert-Schmidt-Operatoren S und T
der Operator TS von Spurklasse ist. Nun hat S* dieselben singuldren Werte und es folgt, dass S*S ein
Spurklasse Operator ist. Wir betrachten die sesquilineare Abbildung b : B(H) x B(H) — B(H) gegeben
durch

b(S,T) =

Nach der Polarisierungsidentitét aus Korollar 1.5.9 gilt
b(5,T) = 411 [D(S+T)-D(S—-T)+iD(S +iT) —iD(S - iT)],

wobei D(S) = §*S ist. Die rechte Seite besteht nur aus Spurklasse-Operatoren, also ist die linke Seite,
also T*S ebenfalls Spurklasse. Ersetze nun T durch T*, so folgt (d).

(e) Die erste Abschdtzung kommt schon in Satz 5.3.3 vor und die zweite ist die Abschétzung ||.|l, < [|.lly
zwischen der €2 und der *-Norm. ]

Bemerkung 5.4.4. Die Grofe }.; HTe]-” hiangt durchaus von der Wahl der ONB ab. In der Tat laesst sich
zeigen: Ist H unendlich-dimensional und gilt }’; ||Te ]H < oo fiir jede ONB, dannist T = 0
(Ubungsaufgabe).
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Satz 5.4.5. Sei T ein Spurklasse-Operator.

(a) Die Spur

tr(T) = Z (Tej,e;)

j
hiingt nicht von der Wahl der ONB (e;) ab. Es gilt | tr(T)| < [|Tl|;.

(b) Ist T ausserdem normal, dann gilt
tr(T) = Z A, dim Eig(T, A,),
n
wobei die Summe iiber die nichtverschwindenden Eigenwerte A, liuft.
(c) Es gilt tr(T*) = tr(T) und

Tl = sup [tr(AT)].
AcB(H)
IIAllop:1

(d) Die Menge der Spurklassen-Operatoren ist ein Untervektorraum von B(H) und ||.||; ist eine Norm.

(e) Ist S ein beschraenkter Operator, so gilt

tr(ST) = tr(TS).

Beweis. (a) Wir wihlen zwei Hilbert-Schmidt Operatoren R und S mit T = RS. Dann ist
Y (Teye) =) (Re;,S'er).

Dies ist gerade das Hilbert-Schmidt Skalarprodukt (R, S), und hdngt nach Proposition 5.3.3 nicht von
der ONB ab. Die zweite Aussage folgt aus der Definition.

(b) Fiir die zweite Aussage wahle eine ONB, die aus Eigenvektoren besteht.

(c) Es gilt

tr(T") = 2 <T*€]', €j> = Z <€j, T€j> = Z <T€]’, €j> = m

j j i
Weiter ist

ITlh = tr(IT]) = [tr(U'T)| < sup [tr(AT)| < sup [IATIly < [|Allop ITIl = Tl ,
AeB(H) AeB(H)
IAllop=1 Allop=1

so dass ueberall Gleichheit folgt.

(d) Der einzig kitzelige Teil ist die Dreiecksungleichung. Seien A € B(H) und S, T € 8;. Dann sind AS
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und AT von Spurklasse und es gilt
tr(AS) + tr(AT) = Z (ASe;, e;) + Z (ATe;, ;)
= ) (ASei e)) +(ATei e

= Z (A(S + T)e; ey = tr(A(S + T)).

Womit wir auch gleichzeitig die absolute Konvergenz der letzten Summe und damit S + T € 8B; gezeigt
haben.

Nach Teil (c) gilt

IS+ Tl = sup |tr(AS + AT)|
AeB(H)

l1Allop=1
< sup [tr(AS)| + [tr(AT)|
AeB(H)
[1Allop=1
< sup |[tr(AS)|+ sup [tr(BT)| =Sl + ITll; -
A€B(H) BeB(H)
IAllop=1 IBllop=1

(e) Sind S, T beide selbstadjungiert, dann ist tr(ST) = tr((ST)*) = tr(TS). Im allgemeinen schreibe
S =A+iBund T = C + iD mit selbstadjungierten Operatoren A, B, C, D. Wegen C = (T + T*) sind auch
C und D von Spurklasse. Daher ist

tr(ST) = tr (A +iB)(C + iD))
= tr(AC) + i tr(BC) + i tr(AD) — tr(BD)
= tr(CA) + i tr(CB) + i tr(DA) — tr(DB)
= tr((C + iD)(A +iB)) = tr(TS). O

Satz 5.4.6. Die Paarung 81 X K — C,
(T,K) — tr(TK)

induziert einen isometrischen Isomorphismus B, = K’. Insbesondere ist B; vollstaendig, d.h., ein
Banach-Raum.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung a : 8; — K’ gegeben durch 5§ — ag mit

as(T) = tr(ST).
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Es gilt [as(T)| < [ISlly ITllop , also llasllop < [ISIly. Fuer T = §* gilt
las(S) = tr(SS*) = tr(ISP) = [|S?||, > 1Sl 1Sllop - = 1S*l11 1S lop -

Also ist a eine Isometrie. Fuer die Surjektivitaet sei A € K’ gegeben. Die Einschraenkung von A auf den
Hilbert-Raum 8, ist ebenfalls stetig, also gibt es ein T € B, mit

A(S) =(5,T), =tr(ST") = ar(S).

Da 8, in der Normtopologie dicht in K liegt, sind die beiden Funktionale auch auf K gleich. m|

Satz 5.4.7. Sei B, = B1(H) die Menge der Spurklasse-Operatoren auf einem gegebenen Hilbert-Raum H
und K die Menge der kompakten Operatoren, dann sind K, B,, B, Ideale in der Algebra B(H). Es gilt
B2 = By und

B CcB K.

Die Einbettungen der Banach-Raeume 81 — B, und B, — K sind stetig.

Beweis. Dieser Satz fasst nur einige Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen. |

Bemerkung 5.4.8. Ist T ein Spurklasse-Operator und sind A, seine Eigenwerte # 0, gezdhlt nach
algebraischer Vielfachheit. Es ist leicht zu sehen, dass die Summe ), A, absolut konvergiert. Weniger
leicht zu sehen ist, dass diese Summe gegen die Spur von T konvergiert. It T normal, so haben wir diese
Aussage gezeigt. Sie ist allerdings immer richtig, was als der Satz von Lidskii bekannt ist. Man hat

tr(T) = Z A

Konvergiert umgekehrt fiir einen kompakten Operator T die Summe der Eigenwerte absolut, so
braucht T deshalb noch nicht Spurklasse zu sein. Ein Gegenbeispiel ist der Operator T : £2(IN) — ¢*(IN)
gegeben durch

dann also

Teru—1 = —éap,
n

T€2n =0.

Dann gilt T? = 0, also ist Null der einzige Eigenwert. Die Eigenwerte von T*T sind 1/n?, damit sind die
kritischen Werte 1/, also ist T nicht Spurklasse.

* ¥ ¥
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6 Lokalkonvexe Vektorraeume

6.1 Netze

Definition 6.1.1. Eine partiell geordnete Menge (I, <) heisst gerichtet, falls je zwei Elemente eine obere
Schranke haben, falls es also zu je zwei x, y € I ein z € I gibt, so dass x < zund y < z gilt. Ist I gerichtet,
so hat jede endliche Teilmenge eine obere Schranke, was man leicht durch eine Induktion einsieht.

Beispiele 6.1.2.

e Die natiirlichen Zahlen sind mit der “kleiner-gleich”-Relation gerichtet.

e Ist X eine Menge, so ist die Menge & aller endlichen Teilmengen mit der Inklusion gerichtet, denn
fur zwei endliche Mengen E, F C X ist E U F eine obere Schranke in &.

e Sei X ein topologischer Raum und sei x € X ein Punkt. Die Menge U, aller Umgebungen von x ist
mit der umgekehrten Inklusion gerichtet, denn fiir U, V € U, ist U N V eine obere Schranke. Dies
ist die fiir die Topologie wichtigste gerichtete Menge.

Definition 6.1.3. Ein Netz in einem topologischen Raum X ist eine Abbildung
a:l - X

wobei I eine gerichtete Menge ist. Man schreibt die Bilder als a;, i € I.

Beispiel 6.1.4. Jede Folge ist ein Netz, wobei man IN mit der nattirlichen “kleiner-gleich”-Relation
versieht.

Definition 6.1.5. Man sagt, ein Netz a konvergiert gegen einen Punkt x € X, falls es zu jeder

Umgebung U von x einen Index iy € I gibt so dass
i>ip = a; € U

In dem Fall einer Folge, also I = IN, stimmt dies mit der Definition der Konvergenz einer Folge tiberein.

A priori kann ein Netz gegen mehrere Punkte konvergieren. Den Extremfall stellt die triviale Topologie
dar, in der jedes Netz gegen jeden Punkt konvergiert. Die Eindeutigkeit der Limiten ist dquivalent zur
Hausdorff-Eigenschaft.

Satz 6.1.6. Ein topologischer Raum X ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn Limiten eindeutig sind,
d.h., wenn jedes Netz hochstens einen Grenzwert hat.

Beweis. Sei X ein Hausdorff-Raum und sei (x;) ein Netz in X, das sowohl gegen x € X als auch gegen

y € X konvergiert. Es ist zu zeigen, dass x = y ist. Angenommen, sie sind verschieden. Wegen der
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Hausdorff-Eigenschaft gibt es offene Mengen U 3> x und V 3 y so dass UN V = 0. Da (x;) gegen x und y
konvergiert, gibt es einen Index i so dass x; € U und x; € V, ein Widerspruch! Also ist der Limes eines

Netzes in der Tat eindeutig bestimmt.

Fiir die Riickrichtung sei ein topologischer Raum X gegeben, in dem alle Limiten eindeutig sind. Es ist
zu zeigen, dass X ein Hausdorff-Raum ist. Seien also x, y in X mit der Eigenschaft, dass je zwei
Umgebungen U von x und V von y einen nichtleeren Schnitt haben. Es ist zu zeigen, dass x = y gilt. Sei
S die Menge aller Paare (U, V) so dass U eine offene Umgebung von x ist und V eine von y. Die Menge
S wird partiell geordnet durch umgekehrte Inklusion, d.h.,

uvy<u,vy o Uo>UundVoOV.

Die Menge S ist gerichtet, da der Schnitt zweier Umgebungen wieder eine Umgebung ist. Fiir jedes

(U, V) € S wahle ein Element zyy in U N V. Dann ist zyy ein Netz mit Indexmenge S. Da zyy sowohl in
U als auch in V liegt, konvergiert dieses Netz gegen x und gegen y. Wegen der Eindeutigkeit der
Limiten ist x = y. O

Definition 6.1.7. Eine Abbildung ¢ : ] — I zwischen zwei gerichteten Mengen heisst streng cofinal,
falls es zu jedem iy € I ein jo € | gibt, so dass fiir jedes j > jo gilt ¢(j) > ip. Das bedeutet, dass die
Abbildung ¢ nicht monoton zu sein braucht, sie kann vor und zurtickspringen, aber sie soll "im

Wesentlichen” monoton sein.

Definition 6.1.8. Sei a : I — X ein Netz. Ein Teilnetz ist ein Netz § : | — X zusammen mit einer

Nt

X

Faktorisierung

J

so dass die Abbildung ¢ streng cofinal ist.
Mit anderen Worten, Teilnetze werden gegeben durch streng cofinale Abbildungen in die Indexmenge I.

Konvergiert ein Netz a gegen x € X, dann konvergiert jedes Teilnetz ebenfalls gegen x € X.

Satz 6.1.9. Sei X ein topologischer Raum und sei A C X. Der Abschluss A ist gleich der Menge aller
Limiten von Netzen in A.

Mit anderen Worten, ein Punkt x € X liegt genau dann in A , wenn es ein Netz (ai)ier gibt mit o € A, fiir
alle i € I, welches in X gegen x konvergiert.

Beweis. Der Abschluss A ist die Menge aller x € X so dass A N U # 0 fiir jede Umgebung von x gilt. Sei
also x € A und U eine Umgebung von x. Dann ist A N U nichtleer. Wihle ein Element a;; in A N U. Sei I
die Menge aller Umgebungen U von x. Die Menge I sei versehen mit der partiellen Ordnung der
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umgekehrten Inklusion
Uu<u e uslu.

Dann ist der Schnitt zweier Umgebungen eine obere Schranke fiir beide, also ist die Menge I gerichtet.
Das Netz (ai)uer konvergiert nach Konstruktion gegen x.

Fiir die andere Richtung sei x € X und a; € A, i € I ein Netz, das gegen x konvergiert. Sei U eine
Umgebung von x. Dann existiert ein i € I mit a; € U, alsoist UN A # (. Da U beliebig ist, folgt x € A O

Satz 6.1.10. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riumen ist genau dann stetig, wenn fiir
jedes Netz (x;) in X, das konvergiert, das Bildnetz f(x;) ebenfalls konvergiert. In diesem Falle gilt:
konvergiert x; gegen x, so konvergiert f(x;) gegen f(x).

Beweis. Der folgende Beweis ist fast wortlich derselbe wie fiir Folgen in IR. Sei f stetig und sei (x;)er ein
gegen x € X konvergentes Netz. Es ist zu zeigen, dass f(x;) = f(x). Sei hierzu U eine offene Umgebung
von f(x), dann ist V = f~1(U) eine offene Umgebung von x. Daher existiert ein i so dass x; € V fiir jedes
i > g, also f(x;) € U fiir jedes i > iy, also konvergiert f(x;) gegen f(x).

Fiir die umgekehrte Richtung nimm an, dass f die Limes-Bedingung erfiillt. Sei A C Y abgeschlossen
und sei B C X das Urbild zu A. Es ist zu zeigen, dass B abgeschlossen ist. Sei hierzu b; ein Netz in B,
konvergent gegen x € X. Dann konvergiert das Netz f(x;) € A gegen f(x). Da A abgeschlossen ist, folgt
f(x) € A, also x € f1(A) = B, damit ist B abgeschlossen. O

Satz 6.1.11. Ein topologischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jedes Netz in X ein konvergentes
Teilnetz hat.

Beweis. Analysis-Buch. i

* X ¥

6.2 Topologische Vektorraeume

Definition 6.2.1. Ein topologischer Vektorraum ueber C ist ein C-Vektorraum E mit einer
Hausdorff-Topologie so dass die Strukturabbildungen

EXE — E CxE — E
xy - x+y A,x) — Ax

stetig sind.
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Beispiele 6.2.2. ¢ Jeder normierte Raum (E, ||.||) ist ein topologischer Vektorraum, wobei die offenen
Mengen genau die Vereinigungen von offenen Béllen

Bi(x) = {y €E: ||x—y|| < r}
mit x € E und r > 0 sind.

o Sei § = S(R) der Raum aller glatten Funktionen f, so dass fuer alle m, n € INy die Funktion
x™ £ (x) beschraenkt ist.

Dieser wird der Schwartz-Raum genannt. Er ist ein topologischer Vektorraum, wobei die
Topologie von den offenen Béllen

Br,m,n(f) = {g eS: om,n(f - g) < 1’}

mit f € S, r > 0 und m, n € Ny erzeugt wird. Hierbei ist

Omu(f) = sup X" FP ().

xeR

Definition 6.2.3. Eine lineare Abbildung T : E — F ist ein Isomorphismus topologischer
Vektorraeume, falls T bijektiv und bistetig ist, d.h., T und T~! sind beide stetig.

Bemerkung 6.2.4. Man kann zeigen, dass es auf C" genau eine Topologie gibt, die diesen Raum zu
einem topologischen Vektorraum macht. Damit gibt es auf jedem Vektorraum E eine feinste Topologie,
die E zu einem topologischen Vektorraum macht, das ist die von allen linearen Abbildungen C" — E
induzierte Topologie. (Uebungsaufgabe)

Proposition 6.2.5. Ist E ein topologischer Vektorraum und sind v € E, sowie A € C*, dann sind die Abbildungen
To:x—>x+0, M) :x— Ax

Homoeomorphismen E — E.

Beweis. Zunaechst beachte, dass fuer zwei topologische Raeume X, Y und yy € Y die Abbildung
f:X—->XxY, x = (%, yo)

stetig ist, da die Koordinaten fi(x) = x und f>(x) = yo stetig sind.

Die Abbildung T, ist stetig, denn sie ist die Verknuepfung der stetigen Abbildungen E — E X E,
x+= (x,v)und EXE - E, (y,z) = y +z.

Die Abbildung M, ist die Verknuepfung x — (A,x) — Ax und daher stetig.

Die Umkehrabbildungen T,! = T_, und M;' = M, sind dann ebenfalls stetig. O

Definition 6.2.6. Ein topologischer Vektorraum E heisst lokalkonvex, falls die Null (und damit jeder
Vektor) eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen besitzt.
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Das heisst also, dass jede Umgebung der Null eine konvexe Umgebung enthaelt.

Beispiele 6.2.7.

(a) Jeder normierte Raum (E, ||.||) ist lokalkonvex, da die offenen Baelle B, = B,(0), r > 0 konvex sind,
denn sind x, y € B,(0) und ¢ € [0, 1], dann ist

H(l —Hx + ty” <@ =0)|lx|| +¢ ||y|| <(1=-Hr+tr=r,

so dass (1 — t)x + ty ebenfalls in B, liegt.

(b) Sei0 < p <1und E = L*([0, 1]). Wir behaupten, dass die Vorschrift

d(f,8) = fm . |f(x) — g dx

eine Metrik definiert und dass diese Metrik E zu einem topologischen Vektorraum macht, der nicht
lokal-konvex ist.

Beweis. Zunaechst zur Metrik-Eigenschaft: Beachte, dass die Funktion ¢ : [0, c0) — [0, o), ¢p(x) = x”
konkav ist, dass also gilt

B = Hx + ty) = (1= H() + tP(y).
Man beachte, dass genau hier die Tatsache p < 1 zum Tragen kommt!

Setzt man nun x = 0 und y = a + b mita,b > 0, sowie t = - ein, so folgt
a
¢@) = (1 =ty +tx) 2 (1 = HO(Y) + tP(y) = ——P(a +b)
und ebenso ¢(b) > -L-¢(a + b). Addiert man beide Ungleichungen, erhaelt man

Pa+b) < Pa) + P(b)

und damit

f(x) - )P = p(f(x) - g(x))
= ¢(g(x) = h(x) + h(x) - g(x))
< ¢(3(x) = h(x)) + P(h(x) - g(x))
= |3(x) = h)P + |h(x) - ()P

Integriert man ueber [0, 1], folgt die Dreiecksungleichung. Die Definitheit und Symmetrie sind klar,
so dass d ein Metrik ist. Ferner gilt fuer f, g, h € E dass

d(f +8, f+h) =d(gh),

sowie

d(Af,Ag) = IAFd(f,8),  d(Af,uf) =IA—pl d(O, f)
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fuer A € C. Fuer die Stetigkeit der Addition seien f; — f und g; — g konvergente Netze. Dann folgt

dfi+ g, f+g <d(fi+gifi+g+d(fi+g f+9)
=d(gi,g) +d(f, f) = 0,

so dass die Addition stetig ist. Seien ferner A; = A und f; — f konvergente Netze in C bzw E. Dann
gilt

d(Aifi, Af) < d(Aify, Aif) + d(Aif, Af)
= Al d(fi, f) + 1A = AP d(O, f),

was gegen Null geht fuer i — oo. Insgesamt folgt, dass E ein topologischer Vektorraum ist.

Es bleibt zu zeigen, dass E nicht lokalkonvex ist. Fuer gegebenes r > 0 sei
B, = B,(0) = {f € E:d(0, f) <7}

der r-Ball um Null. Angenommen, E ist lokalkonvex. Dann muss jeder Ball B, eine konvexe
Nullumgebung K enthalten. Diese muss dann wiederum einen Ball B, um Null enthalten, da die
Baelle die Topologie erzeugen. Wir haben dann also

B, c K CB,.

Wir wollen zeigen, dass K beliebig grosse Elemente enthaelt, was der Aussage K C B, widerspricht.

Fuera <bin[0,1] und A > 0 gilt
b
d(0, A 1yep) = f AP dx = AP (b - a).

1
Das heisst also, die Funktion f,, = (m)” 1jap) = Agpliap liegtin B,. Sei T > 0. Wir zeigen, dass
eine konvexe Menge K, die fuer alle a < b die Funktion Tf,; enthaelt, schon Tq f, fuer beliebig

1
1427

T > L

grosse T > 0 enthaelt, wobei g =

Seien also a < b in [0, 1] gegeben, sei A = A}, und sei m = ’%b der Mittelpunkt des Intervalls. Dann

enthaelt K auch
1 T € ’ 3 ; T € 7
=(Tfap+T == 1 = 1.
2( fap + f”f’") 2((2(17—{1)) +(2(m—a)) ] am * Z(Z(m—a)) b
T € ; 1 € ’ T 1 £ ;
§ 5((2(b—a>) b= ]1”"" 3% (z5=g)
- %()\ + 20 A) L + 520 Ay
Analog erhaelt man, dass
T 1

1 T 1
52 My + (/\ + ZpA) i
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in K liegt. Das arithmetische Mittel dieser beiden ist

1

1+ 2%
4

T 1
(21, =T fap=4T fop €K

Durch Iteration erhaelt man, dass 4" f,, fuer jedes n € N in K liegt und damit die Behauptung. O

Definition 6.2.8. Eine Halbnorm auf einem C-Vektorraum E ist eine Abbildung p : E — [0, c0) mit
folgenden Eigenschaften:

o p(ax) = |a|p(x) fira e Cund x € E, Multiplikativitat

o px+y) < p(x) +p(y) Dreiecksungleichung

Eine Halbnorm ist also wie eine Norm, bis auf die Tatsache, dass sie nicht positiv definit zu sein
braucht. Man beachte, dass die Summe zweier Halbnormen ebenfalls eine Halbnorm ist.

Beispiele 6.2.9. e Jede Norm ist eine Halbnorm.
e Die konstante Null ist eine Halbnorm.

e Ist K C R ein Kompaktum, dann ist fuer die Abbildung
pi(f) = sup |f(x)
xekK

eine Halbnorm auf C(R).

e Ist p eine Halbnorm auf E und ist F = {x € E : p(x) = 0}, dann ist F ein Untervektorraum und p
induziert eine Norm auf dem Quotientenraum E/F.

Definition 6.2.10. Sei P = (p,)aeca eine Familie von Halbnormen auf dem Vektorraum E. Die durch die
Familie P induzierte Topologie ist die Topologie auf E, die erzeugt wird von allen offenen Baellen:

Bra(x) = {y €EE:pulx—y) < r}
wobeir > 0, x € E und a € A beliebig sind.

Die Familie (p,)qca heisst positiv definit, falls fuer jedes x € E gilt
Pa(X) =0V4ea = x=0.
Definition 6.2.11. Sei p eine Halbnorm auf E. Sei
B(p) ={x € E:p(x) <1}.
Dann gilt

¢ B(p) is konvex,

e B(p) ist ausgewogen, d.h. ist x € B(p) und ist & € C mit |a| = 1, dann ist ax € B(p),
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e B(p) ist absorbierend, d.h., fuer jedes x € E gibt es ein a € C mit x € aB(p).

Es gilt
1
p(x) = inf {t >0 ve B(p)}.
Beachte, dass in einem topologischen Vektorraum jede Nullumgebung absorbierend ist.

Proposition 6.2.12. Ist B eine Teilmenge eines Vektorraums E , die konvex, ausgewogen und absorbierend ist,
dann ist 1
p(x) = inf{t >0: ?x € B}

eine Halbnorm auf E.

Beweis. Da B absorbierend ist, nimmt p endliche Werte an. Da B ausgewogen ist, folgt p(ax) = p(|alx)

und damit , ,
plax) = inf{t >0: Wx € B} = inf{|a|t >0: ?x € B} = |alp(x).
Da B konvex ist, folgt die Dreiecksungleichung. m]

Lemma 6.2.13. Sei E ein topologischer Vektorraum.

(a) Ist K ¢ C* kompakt und A C E abgeschlossen, dann ist KA abgeschlossen.

(b) Jede Nullumgebung U in E enthaelt eine ausgewogene Nullumgebung.

Beweis. (a) Sei x; = kja; ein Netz in KA, das gegen ein z € E konvergiert. Zu zeigen ist, dass z € KA liegt.
Nach Uebergang zu einem Teilnetz kann man k; als konvergent gegen ein k € K annehmen. Dann
konvergiert a; = k;'x; gegen a := k™'z, also liegt a € A und wir haben z = ka € KA.

(b) Sei V = Nger OU. Das Komplement ist

ve=| Jour =Tur

O€T

und dies ist offen nach Teil (a), also ist V die gewuenschte ausgewogene offene Nullumgebung. ]

Satz 6.2.14. (a) Sei der komplexe Vektorraum E mit der Topologie einer positiv definiten Familie von
Halbnormen (py)aca versehen. Ein Netz v; in E konvergiert genau dann gegen v € E, wenn fuer jedes
a € A das Netz p,(v; — v) in C gegen Null geht.

(b) Ein topologischer Vektorraum E ist genau dann lokalkonvex, wenn es eine Familie von Halbnormen gibt,
die die Topologie erzeugt.

(c) Ist E lokalkonvex und ist (p;) eine Familie wie in (b), dann ist jede Halbnorm p; eine stetige Abbildung.
Die Topologie eines lokalkonvexen Raums V wird von allen stetigen Halbnormen erzeugt.
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Beweis. (a) Es konvergiere v; — v. Sei @ € A und sei ¢ > 0. Dann ist B, (v, p,) eine Umgebung von v, also
gibtes ein iy € [ so dass i > iy = v; € B,(v, p,), was soviel heisst wie p,(v; — v) < €. Also konvergiert
pa(vi — v) gegen Null. Fuer die Rueckrichtung laesst sich dieser Schluss umkehren.

(b) Sei E lokalkonvex. Nach Lemma 6.2.13 enthaelt jede konvexe Nullumgebung eine ausgewogene
offene Nullumgebung. Zu jeder offenen konvexen ausgewogenen Nullumgebung U gibt uns
Proposition 6.2.12 eine Halbnorm py;. Es gilt dann

B(pu) = U.

Ferner ist fuerx€e Eundr > 0,
B,(x,pu) = x +rl,

also ist der Ball B, (x, pu) offen. Die von der Halbnormen py; erzeugte Topologie liegt also in der
Ursprungs-Topologie von E. Da andererseits die U eine Nullumgebungsbasis bilden, wird die
Topologie von E von allen Mengen der Form v + rU erzeugt.

Die Umkehrung ist klar.

(c) Sei die Topologie von E durch (p,)aea erzeugt und sei a € A. Sei x; — x ein konvergentes Netz in E,
dann folgt nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

[pa(x:) = Pa(x)] < palxi — x) — 0.

Also ist p, stetig. Der Zusatz ist klar. m|

Beispiel 6.2.15. Hier ein Beispiel fuer einen Raum, fuer den es keine abzaehlbare Familie von
Halbnormen gibt. Sei E = C.(IR). Fuer jede stetige Funktion ¢ : R — [0, o0) erhalten wir eine Halbnorm

po(f) = sup PO If ().

Wir versehen C.(IR) mit der Topologie dieser Halbnormen.

6.3 Vollstaendigkeit

Definition 6.3.1. Ein Netz (x;);c; in einem topologischen Vektorraum E heisst Cauchy-Netz, falls es zu
jeder Nullumgebung U C E einen Index iy € I gibt so dass

i,jZio = xi—xjell.

Definition 6.3.2. Ein topologischer Vektorraum E heisst vollstaendig, falls jedes Cauchy-Netz
konvergiert.

Beispiel 6.3.3. Der Raum S der Schwartz-Funktionen auf R ist vollstaendig.
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Beweis. Sei (f;)ie1 ein Cauchy-Netz. Insbesondere ist (f;) ein Cauchy-Netz in der Norm
£]lx = sup £ @)l
xeR

Da der Raum der beschraenkten stetigen Funktionen vollstaendig ist, konvergiert das Netz
gleichmaessig gegen eine stetige Funktion f. Da fuer jedes k die Ableitungen fi(k) ebenfalls ein
Cauchy-Netz bilden, konvergieren alle Ableitungen. Da der Ableitungsoperator stetig ist, konvergieren
die Ableitungen des Netzes gegen die Ableitungen von f. Es folgt nun leicht, dass f; —» fin Sgilt. O

Beispiel 6.3.4. Der Raum C(IR) mit der Topologie wie in Beispiel 6.2.15 ist vollstaendig. Sei hierzu
(fi)ier ein Cauchy-Netz. Das heisst, dass es zu jeder stetigen Funktion ¢ : R — [0, o0) ein iy gibt, so dass
fi—fi € B(¢) = {g: pp(8) < 1} fuer alle i, j > iy gilt. Sei Co(R) der Raum aller stetigen Funktionen

f R = C mit limpy« f(x) = 0. Dieser Raum ist ein Banach-Raum mit der Supremumsnorm. Es folgt,
dass (f;) ein Cauchy-Netz in Co(IR) ist, also konvergiert das Netz gleichmaessig gegen eine stetige
Funktion f. Wir zeigen, dass f kompakten Traeger hat. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann gibt
es eine Folge (x,;) in R mit |x,| — oo, so dass f(x,) # 0 fuer jedes n € IN. Es gibt dann eine stetige
Funktion ¢ : R — [0, e) so dass fuer jedes n € N gilt p(x,) > 75, also pg(f) = o0, was der Konvergenz
fi — f in der Halbnorm p, widerspricht!

* o ¥

6.4 Lineare Abbildungen

Satz 6.4.1.

(a) Sei (E, (pa)aeA) ein Vektorraum mit einer positiv definiten Familie von Halbnormen. Eine Halbnorm
p : E — [0, 00) ist genau dann stetig, wenn es endlich viele a1, .. ., a, € A gibt, sowie eine Konstante
C>0,s0dassp < CYiy pa; gilt.

(b) Seien (E, (pi),'el) und (F, (qj)je]) Vektorriume mit positiv definiten Familien von Halbnormen. Eine
lineare Abbildung T : E — F ist genau dann stetig, wenn es zu jedem j € | eine endliche Teilmenge
& C 1 gibt, sowie eine Konstante C > 0, so dass q]-(T(x)) < CYieg pi(x) fiir jeden Vektor x € E gilt.

(c) Eine lineare Abbildung T : E — F zwischen lokalkonvexen Riumen ist genau dann stetig, wenn es zu
jeder stetigen Halbnorm q auf F eine stetige Halbnorm p auf E gibt mit

9(T()) <p(x) Vier.

Beweis. (a) Wie im Fall von linearen Abbildungen sieht man, dass eine Halbnorm genau dann stetig ist,
wenn sie stetig in Null ist. Sei also p eine stetige Halbnorm. Dann ist der Ball By ,(0) offen und da 0 in
diesem Ball liegt, enthaelt er eine Menge der Form

B0, (0) N -+ N By, 4,(0)
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mit 7; > 0 und a; € A. Sei r > 0 das Minimum der r; und sei g = 1 Z;Ll Pa;, dann folgt
B14(0) C B, (0)N---N B4, (0) C Byp(0).
Hieraus folgt p < g, was zu zeigen war.

Umgekehrt geltep < C Z;’zl Pa; und sei € > 0. Wir muessen zeigen, dass B, ,(0) eine offene
Nullumgebung enthaelt. Sei r = £, dann folgt

B4, (0) N -+ N By, (0) € Be ,(0).
Damit ist p stetig.

(b) Ist T stetig, dann ist die Halbnorm x + q;(T(x)) stetig und die Aussage folgt aus (a). Fuer die
Umkehrung nimm an, dass die Abschaetzung gilt. Wir muessen zeigen, dass es zu jeder Nullumgebung
U C F eine Nullumebung V' C E gibt mit T(V) C U. Wir koennen annehmen, dass U von der Form

B, 5 (0)N---N B, (0)

ist. Indem wir die Abschaetzung fuer jedes q; anwenden und dann addieren, finden wir py, ..., p, in
(Pa)aca, und ein C > 0, so dass

m
qloT+~--+qnoTSCij.

=1

Dann wird aber die Nullumgebung
V= Br/nC,;n n---N Br/nC,p,,,

von T nach U abgebildet.

() folgt aus (a) und (b), da C Y, pi wieder eine stetige Halbnorm ist. O

Satz 6.4.2 (Hahn-Banach fiir lokalkonvexe Rdaume). Sei E ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum
und D C E ein Teilraum.

(@) Zu jeder stetigen Halbnorm p auf D gibt es eine stetige Halbnorm q auf E, so dass p < q auf E gilt.

(b) Jedes stetige lineare Funktional oo : D — C besitzt eine stetige lineare Fortsetzung nach E.

Beweis. (a) Sei B der offene p-Einheitsball in D. Dann existiert eine offene Menge U C Emit UN D = B.
Diese Menge U enthaelt eine konvexe, ausgewogene Nullumgebung V in E. Sei g die zugehoerige
Halbnorm mit Einheitsball V. Wegen B  V folgtp < g.
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(b) Nach Satz 6.4.1 gibt es eine stetige Halbnorm p auf D mit

la(x)] < p(x)

fur alle x € D. Nach Teil (a) gibt es eine stetige Halbnorm g auf E, die p dominiert. Nach dem
klassischen Hahn-Banach-Satz folgt, dass a eine Fortsetzung @ nach E hat mit |d@(x)| < q(x) fuir alle x € E,
so dass @ in der Tat stetig ist. m]

* * ¥

6.5 Lokalkonvexe Finaltopologie

Definition 6.5.1. Sei E ein komplexer Vektorraum und sei (7;);e; eine Familie von linearen Abbildungen
ni: Ei = E,

wobei jedes E; ein lokalkonvexer Vektorraum ist. Sei P die Familie aller Halbnormen p auf E, so dass die
Halbnorm p o n; fuer jedes i € I stetig ist. Die durch P induzierte Topologie ist die feinste lokalkonvexe

Topologie, die alle 7); stetig macht. Wir nennen sie die von den 1); erzeugte lokalkonvexe Finaltopologie.

Satz 6.5.2. Sei E mit der lokalkonvexen Finaltopologie der Familie (¢;)ier ausgestattet. Eine lineare
Abbildung T : E — F in einen lokalkonvexen Raum F ist genau dann stetig, wenn T o ¢; : E; — F fuer jedes
i € I stetig ist.

Beweis. Ist T stetig, so auch T o ¢;. Sei umgekehrt jedes T o ¢); stetig. Sei P die Familie der Halbnormen
p, fuer die p o ¢; fuer jedes i stetig ist. Sei g eine stetige Halbnorm auf F. Dann ist g7 = g o T eine
Halbnorm auf E und da E; e LF stetig ist, ist gr o ¢p; stetig, also g7 € P. Es gilt dann die
tautologische Abschaetzung

q(T(x)) < q7(x)
und also ist T stetig. ]

Proposition 6.5.3. Die Topologie auf dem Raum C(IR) gegeben in Beispiel 6.2.15 ist die lokalkonvexe
Finaltopologie der Einbettungen
ag : Ck(R) = Ci(R),

wobei K € R kompakt ist und Cx(R) die Menge aller stetigen Funktionen auf R bezeichnet, deren Traeger in K
liegt.

Beweis. Sei p eine Halbnorm auf C.(R), die auf allen Cx(IR) stetig ist. Nach Satz 6.4.1 gibt es zu jedem
N € N eine Konstante dy > 0 mit

p(f) <dn ||fH[—N,N]
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fuer jedes f € Cj_ynj(R). Sei ¢ : R — [0, o0) eine stetige Funktion mit der Eigenschaft ¢(x) > 2d,, falls
x€[n+1,-n-1]\[n—-1,-n+1]. Ein gegebenes f € Cj_ynj(R) kann man schreiben als Summe
f=fN+foN+1+ -+ fn,s0dass supp(fn) C [n—1,n+ 1] und |f,]| < |f]. Daraus folgt

p(f) < p(f-n) +--- + p(fn)
1 1 1
= 2 ||¢f_N||[—N—1,—N+1] Tt 2 ||¢fn”[n71,n+l] oot 2 H(PfNH[Nfl,NH]
= H(Pf”[—N,—NH) + ||¢f||[—N+1,—N+2) Tt ||¢fH[N—1,N)
= H(Pf”[—N,N] :

Damit ist p dominiert durch eine Norm wie in Beispiel 6.2.15, also stetig nach Satz 6.4.1. Damit ist jede
stetige Halbnorm der Finaltopologie schon stetig in der Topologie aus Beispiel 6.2.15. Umgekehrt ist
jede Halbnorm aus 6.2.15 auch stetig auf allen Cx(IR) und damit folgt die Behauptung. ]

* * ¥

Zum Schluss noch eine Bemerkung zum Satz von Krein-Milman. Man macht sich klar, dass der Beweis

des Satzes von Krein-Milman, 2.2.6 auch fuer beliebige lokalkonvexe Raeume funktioniert. Es gilt also

Satz 6.5.4 (Krein-Milman). Sei K # 0 eine konvexe kompakte Teilmenge eines lokalkonvexen Raums E.
Dann gilt

(a) Jede Seite von K enthaelt einen Extremalpunkt. Insbesondere ist ext(K) # 0.

(b) K = conv(ext(K)).

Beweis. Genauso wie bei Banach-Raeumen. m]

* ¥ ¥

6.6 Der Fixpunktsatz von Kakutani-Markov

Definition 6.6.1. Seien E, F reelle Vektorraeume und sei K C E konvex. Eine Abbildung f : K — F heisst
affine Abbildung, falls
fx)=Ax+b

fuer eine auf lineare Abbildung A : E — F und ein b € F gilt.

Proposition 6.6.2. Eine Abbildung f : K — E wie oben ist genau dann affin, wenn f Konvexkombinationen
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respektiert, wenn also

fa-bx+ty)=1 -1 f@) +t f(y) *)

fuerallex,y € Kundalle0 <t <1 gilt.
Beweis. Ist f affin, dann respektiert es Konvexkombinationen. Fuer die Rueckrichtung koennen wir K
verschieben und annehmen, dass die Null in K liegt. Ersetzen wir dann f(x) durch h(x) = f(x) — f(0),
dann gilt () auch fuer 1 und wir koennen annehmen, dass f(0) = 0 ist. Wir haben dann zu zeigen, dass
f linear ist. Wir beginnen mit f(Ax) = Af(x) falls A € Rund x, Ax € K gilt. Ist 0 < A <1, so folgt dies
direkt aus (+), indem man t =1 — A und y = 0 setzt. Ist A > 1, dann setzt man ¢ = % und erhaelt
1 1

f(xx) =1/

Ersetzt man x durch Ax und multipliziert mit A, dann folgt die Behauptung in diesem Fall. Schliesslich

seien x,y € %K, dann gilt

fa+ ) = £ (500 + 32) = 3720 + 3729 = £09 + fw)

Die additive Gruppe von Spann(K) wird von 1K erzeugt, also setzt f zu einem eindeutig bestimmten
Gruppenhomomorphismus auf Spann(K) fort. Insbesondere dann auch

0=f(0)= f(x+(=x)) = f(x) + f(—x), so dass f(—x) = —f(x) und daher f(Ax) = Af(x) fuer alle A € R gilt
und die Proposition folgt. ]

Lemma 6.6.3. Seien E, F und f : K — F affin wie in der Definition. Nun aber seien E, F lokalkonvexe
topologische Vektorraeume. Dann sind aequivalent

(a) f ist stetig.

(b) Fuer jede stetige Halbnorm q auf F existiert eine stetige Halbnorm p auf E, so dass

9(f() - fv) < plx—y)

fuer alle x, y € K gilt.

Beweis. f ist genau dann stetig, wenn der lineare Anteil stetig ist. m|

Satz 6.6.4. Sei K eine konvexe kompakte Teilmenge eines lokalkonvexen Raums E und sei G eine abelsche
Gruppe von stetigen affinen Abbildungen K — K.

Dann hat G einen gemeinsamen Fixpunkt in K.
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Beweis. Sei S das System aller Untergruppen H von G, fuer die
K" = {xeK:g.x=x\7’geH}

nichtleer ist. Da {e} € S, ist S # 0. Wir ordnen S durch die Inklusion. Sei £ C S eine linear geordnete
Teilmenge. Da K kompakt ist, folgt wegen der endlichen Schnitteigenschaft, dass (e K nichtleer ist
und daher Uy H € S. Nach dem Lemma von Zorn hat S ein maximales Element M. Wir wollen
zeigen, dass M = G ist. Sei also ¢ € G. Da G affin und stetig operiert, ist K¥ konvex und abgeschlossen,
also kompakt. Da G abelsch ist, ist KM stabil unter G und daher kann man K durch KM ersetzen und

verlangen, dass M trivial operiert. Sei vy € K und fuer jedes n € IN sei
Iy
Uy = — E g'vy.
n &
=1

Da g affin ist, gilt gv, = ; Y.}_; ¢/*'vp und damit

Uy — §Up = %(gvo - g””vo).

Ist g eine Halbnorm, dann geht

max q(k)

2
1 keK

]' n 1 n
q(vn — §0n) = Eq(gvo -3 “vo) < E(q(gvo) +q(g +1vo)) <

gegen Null. Da K kompakt ist, gibt es ein konvergentes Teilnetz (v,,);c; mit v,, — w. Sei dann g eine
Halbnorm und p eine Halbnorm wie in Lemma 6.6.3. Dann gilt fueri € I,

q(gw — w) < q(gw — gvy,) + q(gVn, — V) + q(Vn, — W)
< P(Un, - w) + Q(vn, - w) + q(gvn, - Un)-

Fuer i — oo gehen alle diese Ausdruecke gegen Null. Daher folgt g(gW — w) = 0 fuer jede stetige
Halbnorm g und daher gw = w, so dass fuer die Gruppe H = (M, ¢) die Fixpunktmenge K'! nichtleer ist,
also H € S gilt. Da M maximal ist, folgt ¢ € M und damit M = G. |

Anwendung: Existenz des Haar-Maf3es

Definition 6.6.5. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G mit einer Topologie, derart, dass die
Abbildungen

GxG—-G, G—-G,

(x,y) = xy, X x!

stetig sind. Eine kompakte Gruppe ist eine topologische Gruppe, die hausdorffsch und kompakt ist.

Beispiele 6.6.6.

(a) Die Gruppen (R, +) und (R, X) sind topologische Gruppen.
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(b) Die Gruppe GL,(IR) mit der Topologie des R" ist eine topologische Gruppe.
(c) Die Gruppe O(n) ¢ GL,(RR) ist eine kompakte Gruppe.

(d) Sei fuer jedes n € IN eine endliche Gruppe G, gegeben. Versieh jedes G, mit der diskreten

G=HGn

nelN

Topologie. Dann ist

mit der Produkt-Topologie eine kompakte Gruppe.

Satz 6.6.7. Sei G eine kompakte abelsche Gruppe. Versieh G mit der Borel o-Algebra. Dann gibt es ein
Wahrscheinlichkeitsmafl u auf G, das invariant unter Translationen ist, also

H(xA) = p(A)

fuer alle messbaren Mengen A C G erfuellt.

Beweis. Der Raum C(G) ist ein Banach-Raum. Die Menge K der Wahrscheinlichkeitsmafe ist eine
konvexe Teilmenge von C’(G), die im Einheitsball liegt und abgeschlossen ist in der
schwach-*-Topologie. Daher ist K kompakt. Die Gruppe G operiert auf K durch

g-(A) = u(g™A).

Nach dem Fixpunktsatz gibt es einen Fixpunkt p € K. ]

* ¥
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7 Distributionen

7.1 Definition

Im Folgenden betrachten wir Distributionen auf R. Man kann hier R auch durch R" ersetzen, indem
man partielle Differentiation benutzt.

Definition 7.1.1. Fuer ein Kompaktum K C R sei C¢ = C¢(R) die Menge aller f € C*(RR) mit

supp(f) C K. Wir versehen C¢ mit der Familie (p,)sen, von Halbnormen definiert durch

pu(f) = sup [fP ().

xekK

Der Raum Cy ist ein Teilraum von C7°. Wir versehen C:° mit der lokalkonvexen Finaltopologie der
Einbettungeni: CY — CZ.
Definition 7.1.2. Eine Distribution auf R ist eine stetige lineare Abbildung

T:C = C.

Man nennt eine Funktion f € C;° auch eine Testfunktion, da sie in eine Distribution eigesetzt wird um

die Distribution auf bestimmte Eigenschaften zu ‘testen’.

Satz 7.1.3. Eine lineare Abbildung T: C° — C ist genau dann stetig, also eine Distribution, wenn
lim 7(g)) = T(g)

Fuer jede Folge (g;) in CZ°(IR) mit der Eigenschaft, dass es eine kompakte Menge K C R gibt so dass
supp(gx) C K fuer jedes n € N gilt und dass jede Ableitung d"g; — 9" g gleichmaessig konvergiert.

Beweis. Nach Satz 6.5.2 ist T genau dann stetig, wenn jedes Tk : Cy — C stetig ist. Die Topologie von
Cy ist durch eine abzaehlbare Familie von Halbnormen erzeugt, also kann man Folgen statt Netze
nehmen. O

Beispiele.

e Die Delta-Distribution

6(f) = f(0).

e Der Dirac-Kamm ist die Distribution

K(f) =) f(0).

keZ
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e Sein € INy. Dann ist

£ 3"FO)
eine Distribution.
e Das Integral

9= [ e

e Eine messbare Funktion ¢ auf IR heisst lokal integrierbar, falls jeder Punkt x € R eine Umgebung
U besitzt, so dass fu |p(x)| dx < oo. Eine gegebene lokal-integrierbare Funktion ¢ definiert eine
Distribution I, durch die Vorschrift

Io(f) = f}R () ba)d.

Wir bezeichnen den komplexen Vektorraum der Distributionen mit C;°(IR)’. Eine Distribution T ist im
Allgemeinen nicht durch eine Funktion gegeben, also kann man eigentlich nicht T(x) schreiben, es hat

sich aber eingebuergert, trotzdem
()= [ Tefew dx
R

zu schreiben. So ist zum Beispiel die Distribution T(x — a), a € R, gegeben durch

f T(x—a)f(x)dx = f T(x)f(x + a)dx.
IR R

Es ist also

fé(x—a)f(x)dx:fé(x)f(x+a)dx:f(a).
R R

Man kann den Raum
Lllok(lR)

aller lokal-integrierbaren Funktionen (modulo des Unterraums der Nullfunktionen) als Teilraum von
CZ(R)’ betrachten.

* X X

7.2 Ordnung einer Distribution

Es gilt CN(R) = Ug CY(RR), wobei fuer ein Kompaktum K C R der Raum C} (R) die Menge aller
f € CY(R) bezeichnet mit supp(f) C K.

Wir versehen den Raum C¥ (R) mit der Topologie erzeugt durch die Halbnormen p,(f) = || f (”)H  mit
n < N. Da auf C}{ weniger Halbnormen ausgewertet werden, ist die Einbettung C¥'(R) < C¥(R) stetig.
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Definition 7.2.1. Sei T eine Distribution, dann haben wir fuer jedes Kompaktum K C R die Situation:

2 ——C

X

Die stetige Inklusion C¢'(R) < C% (R) induziert eine groebere Topologie auf Cg’(IR). Wir sagen, eine
Distribution T hat Ordnung < N, falls T fuer jedes Kompaktum K C R zu einem stetigen Funktional
auf C}(R) fortgesetzt werden kann.

Die Ordnung einer Distribution T ist das kleinste N € INy U {oo} mit dieser Bedingung.

Beispiele 7.2.2. e Jede Distribution T der Ordnung Null ist gegeben durch

Nﬂ=Lﬂmwm,

mit einem eindeutig bestimmten Radon-Maf$ u (Darstellungssatz von Riesz). Man sagt auch, eine
Distribution von Ordnung Null ist ein Radon-MaS.

¢ Nicht jede Distribution hat endliche Ordnung. Zum Beispiel hat

fr ) fm

nelN

die Ordnung co.

Lemma 7.2.3. Eine Distribution T € C2°(R)” hat genau dann Ordung < N, wenn
lim 7(g;) = T(g)

Fuer jede Folge (g;) in C°(R), g € C°(R), mit der Eigenschaft, dass es ein Kompaktum K C R gibt mit
supp(g;) C K fuer jedes j € IN gilt und dass jede Ableitung gi.”) — ¢ mit n < N gleichmaessig konvergiert.

Beweis. Dies ist eine Umformulierung der Definition. ]

Satz 7.2.4. Jede Distribution hat lokal endliche Ordnung. Genauer gilt: Ist U C R offen und relativ kompakt
und T eine Distribution auf R, dann hat die Einschraenkung T|y : C°(U) — C endliche Ordnung.

Hierbei fassen wir C;°(U) als Teilraum von C°(IR) auf (Fortsetzung durch Null).

Beweis. Sei K C R der Abschluss von U. Dann ist T stetig auf dem lokalkonvexen Raum Cy'(R) und
damit gibt es ein N € IN so dass

THr<c Y Il

n<N
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fuer jedes f € CY(R) gilt. o

* X ¥

7.3 Traeger einer Distribution

Definition 7.3.1. Ist U C R eine offene Teilmenge, so koennen wir C°(U) als eine Teilmenge von C°(R)
auffassen, indem wir jedes g € C°(U) durch Null ausserhalb von U fortsetzen. Wir schreiben dann Ty,
fuer die Einschraenkung der Distribution T auf C;°(U).

Der Traeger einer Distribution ist definiert als
supp(T) = {x € R: fuer jede offene Umgebung U gilt Ty # 0}.

Umgekehrt ist x ¢ supp(T), wenn es eine offene Umgebung U gibt mit T|;; = 0. Hieran sieht man, dass
das Komplement supp(T)° offen ist, also ist supp(T) abgeschlossen.

Beispiel 7.3.2. Der Traeger der Dirac-Distribution 0 ist die Menge {0}.

Satz 7.3.3. Sei T eine Distribution. Dann verschwindet T auf der offenen Menge W = R X\ supp(T).

Beweis. Die Menge W ist eine Vereinigung von Mengen auf denen T verschwindet, also etwa
W = U Ui, wobei jedes U; eine offene Teilmenge von R ist, auf der T verschwindet. Sei nun (u4;)e; eine
Teilung der Eins auf W, d.h., jedes u; € C*(R) mit supp(u;) C U; und u; > 0 so dass

Z ui(x) =1
i€l

fuer jedes x € W gilt, wobei die Summe lokal-endlich ist in dem Sinne, dass es zu jedem x € W eine
offene Umgebung V gibt, auf der nur endlich viele Summmanden # 0 sind. Ein Existenzbeweis fuer

eine Teilung der Eins findet sich etwa in (Deitmar: Analysis).

Lemma 7.3.4. Fuer jedes Kompaktum K C W ist die Menge
{iEI:Mi|K¢O}
endlich.
Beweis. Fuer jedes x € K existiert eine offene Umgebung V., so dass nur endlich viele u; auf V, ungleich

Null sind. Dann ist (V)rek eine offene Ueberdeckung von K, also reichen endlich viele, woraus die
Behauptung folgt. ]
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Seinun f € CZ(W). Dann ist
T(f) = T[fZ ui] =Y T(fu),
i€l iel
wobei der letzte Schritt dadurch gerechtfertigt wird, dass mit dem Lemma auf K = supp(f)

angewendet folgt, dass die Summe Y ;.; fu; in der Tat endlich ist, d.h., fast alle Summanden sind Null.
Da nun jedes einzelne T(fu;) gleich Null ist, folgt T(f) = 0 und der Satz ist bewiesen. m|

Definition 7.3.5. Sei i) € C*(IR).dann koennen wir eine Distruibution T mit i) multiplizieren und
erhalten eine Distribution y/'T die wir durch

@T)(f) = T(¥f)

definieren.

Satz 7.3.6. Sei T € CZ°(IR) eine Distribution.

(a) Ist f € C°(R) mit supp(f) Nsupp(T) = 0, dann folgt

T(f) = 0.

(b) Ist supp(T) =0, dann ist T = 0.

(c) Ist Y € C*(R) und ist p = 1 in einer Umgebung von supp(T), dann ist YT =T.

Beweis. Klar. m]

* * ¥

7.4 Die Ableitung einer Distribution

Definition 7.4.1. Sei ¢ eine glatte Funktion auf R. Dann definiert ¢ eine Distribution
Is(f) = f]R f(x) ¢(x) dx. Durch partielle Integration sieht man, dass fuer jede Testfunktion f und jedes
n € N gilt

Ly (f) = fﬂ{ M (x) f(x) dx = (=1)" fR P(x) ) (x) dx = (1) T (f™).

Dies motiviert die folgende Definition: Sei T eine Distribution und n € INy. Wir definieren die n-te
Ableitung von T als die Distribution

T(g) := (-1)"T(g™).



FUNKTIONALANALYSIS 106

Beispiele 7.4.2. o Sei ¢ = 1jp«) die charakteristische Funktion des Intervalls [0, o). Fuer g € C°(RR)
gilt dann

19 = 1) =~ [ gwdr=g0),

so dass I;P = 6 oder

¢ =6.

Insbesondere bedeutet dies, dass wir fuer eine lokal integrierbare Funktion ¢ alle Ableitungen ¢™ in

Sinne von Distributionen definieren koennen.

Distributionen als Ableitungen

Lemma 7.4.3. Seien K C R kompakt und g € L}(K). Setze ¢ = 0 ausserhalb von K. Fuer x € R sei
P(x) == foo g(t)dt. Dann ist ¢ stetig und es gilt fuer jedes f € C2°, dass

f g(x) f(x)dx = — f () f(x) dx.
R R

Mit anderen Worten, es gilt ¢’ = g als Distributionen.

Beweis. Wir zerlegen g in Real- und Imaginaerteil und dann in Positiv- und Negativteil und sehen, dass
es reicht, ¢ > 0 anzunehmen. Wir stellen g als monotonen Limes einfacher Funktionen dar und sehen
mit dem Satz von der dominierten Konvergenz, dass wir g = 1,4 fuer eine beschraenkte messbaren
Menge A annehmen koennen. Wegen der Regularitaet des Lebesgue-Maf3es gibt es eine Folge offener
Mengen A C U1 € Uy, so dass A =, U, \ N fuer eine Nullmenge N. Man kann A durch den Schnitt
ersetzen und sieht wieder mit dominierter Konvergenz, dass man A = U fuer eine offene Menge U
annehmen kann. Jede offene Menge in R ist eine abzaehlbare Vereinigung offener Intervalle und daher
reicht es, A = (a, ) fuer zwei reelle Zahlen a < b anzunehmen. Dann aber ist die Sache klar mit partieller

Integration. m|

Satz 7.4.4. Sei T € CX(R) und K C R eine kompakte Teilmenge. Dann existiert eine stetige Funktion ¢ auf
R und ein m € Ny, so dass

T(f) = fR B0) F ) d

fuer jedes f € CZ(R). Mit anderen Worten, wir haben
Tl = (-1)" 1" .

Das heisst, dass jede Distribution lokal eine iterierte Ableitung einer stetigen Funktion ist.
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Beweis. Wir koennen OE annehmen, dass K c (0,1) c [0,1] ¢ R. Dann gilt fuer jedes f € CZ(RR) dass

wm{ﬁfmmsLVWWSﬁme

Fuer n € N sei p,(f) = sup, |f™(x)| die uebliche Halbnorm. Wir erhalten zwei Abschaetzungen

po() < pr(f) mdmmsﬁWWﬁ

Iteration liefert

mmswmsMSmmSLWMWMt

fuer jedes n € IN. Da T stetig ist auf CY, gibt es n € IN und C > 0 so dass fuer jedes f € Cy’ gilt

C n
UWSEH;MWS@M)

Insbesondere folgt fuer f € C%,

IT(f)l<C fK || dx. (7.4.1)

Der lineare operator D"*!(f) = f"*1) ist injektiv auf C. Also koennen wir ein lineares Funktional T; auf
dem Bild Y von D"*! definieren indem wir setzen:

Ty(D"' f) = T().

Nach (7.4.1) folgt
[T1(h)| < Cf lh(x)|dx, heY.
K

Nach dem Hahn-Banach Satz kann man T; zu einem stetigen linearen Funktional T auf L'(K)
fortsetzen. Jedes stetige Funktional auf L'(K) ist durch Integration gegen eine Funktion in
L*(K) c L'(K) gegeben. Daher gibt es ein ¢ € L!(K), so dass fuer jedes f € CR(R) gilt
T() =0 1) = [ s
K
Nach Lemma 7.4.3 gibt es dann eine stetige Funktion ¢, so dass

nﬁiﬂwwwmw. -

Beispiel 7.4.5. Fuer n = 1 sei ¢(x) = max(x,0) und sei T = ¢”". Dann gilt fuer f € CZ(R),

Nﬁi&mwww

= fo xf"(x)dx

=—£,ﬂww=ﬂw
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Also haben wir 6 = ¢”.

108

T= i g
n=0

gibt, so dass T = ¢ gilt.

jedes Kompaktum K C R nur die Traeger von endlich vielen g, trifft und dass gilt

Satz 7.4.6. Sei T eine Distribution auf R. Dann existiert fuer jedes n € INy eine stetige Funktion g,, so dass

Die Distribution T ist genau dann von endlicher Ordnung, wenn es eine stetige Funktion g und ein n € Ny

Beweis. Sei R = |J;; U; eine offene Ueberdeckung so dass U, kompakt ist. Sei (1;);e; eine unterliegende

Teilung der Eins. Fuer f € C° gilt dann

T(f) = Y T(wf)

iel

=2 f 91(0) (i) () dx

i€l
Mit geeigneten stetigen Funktionen ¢; und n; € IN. Wir definieren
— i) (ni—n)
80 = (1" Y () (n)u/' @),
iel
Diese Summe ist lokal-endlich, definiert also eine stetige Funktion. Es gilt

1=y f]R 61(2) (1)) (x) dx

i€l

iel] YR n=0
) fR 29 (ni) u{" ) F0(x) dx
n=0 i€l

=(=1)"8n(v)
= Z f g (x) f(x)dx.
R
Damit folgt die Behauptung.

* ¥ ¥
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8 Die Fourier-Transformation

8.1 Die Transformation

Fuer f € L'(R) sie die Fourier-Transformierte f definiert durch

f= [ et

109

Satz 8.1.1. Sei f € L'(R).

(@) It g(x) = f(x) ™™ fuer a € R, dann ist 3(y) = f(y — a).

(b) Ist g(x) = f(x —a), dann §(y) = f(y) e

(0) Ist g(x) = f() fuer A > 0, dann §(y) = Af(Ay).

(d) Ist g(x) = —2mixf(x) und g € L\(R), dann ist f stetig differenzierbar und es gilt ( f)'(y) = 3(y).

(e) Sei f stetig differenzierbar und nimm an, dass die Funktionen f und f’ in L}(RR) liegen. Dann gilt
f" (v) = 2miyf(y), insbesondere ist y f(y) beschraenkt.

Dann ist f € L'(R).

(f) Sei f zweimal stetig differenziebar und nimm an, dass die Funktionen f, ', f alle in L'(R) liegen.

Beweis. Die Punkte (a),(b) und (c) sind direkte Konsequenzen der Definition.

(d) Beachte

f (y) - f(z) B |
? = L f(x)e ?dx.

Fuer t € R gilt
e =1 < I,

weil |t| die Bogenlaenge von 1 nach e beschreibt, die groesser ist als die Entfernung zu 1. Sei
o(x, u) = (6—271:# Dann folgt [¢p(x, u)| < 2m|x| fuer alle u # 0. Ferner gilt

¢(x,u) - —2mix fueru — 0,

wobei die Konvergenz lokal gleichmaessig in x ist. Nach dem Satz der Differentiation unter dem
Integralzeichen, (Satz 14.3.3 Analysis), folgt die Behautung.

(e) folgt mit partieller Integration.

(f) Wende (e) zweimal an und erhalte, dass 2 f(y) beschraenkt ist. Damit ist f integrierbar.
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Proposition 8.1.2. Esist S ¢ LY(R) und die Fourier-Transformation bildet S in sich ab, also

feS = feS

Beweis. Sei f € S. Dann ist (1 + x?) f(x) beschraenkt, sei C > 0 eine Schranke, also

1
lef(x)ldx < Cju;1+x2dx < 00,

so dass f € L(R) folgt. Eine wiederholte Anwendung von Satz 8.1.1 (e) liefert, dass f glatt ist, falls
f € Sund dass

((-2mix)" f)" = f*

fuer jedes n € IN. Eine wiederholte Anwendung von Satz 8.1.1 (f) zeigt, dass fuer jedes f € S gilt

FOy) = @miy)" fy)

fuer jedes n € IN. Zusammen folgt, dass fuer jedes f € S und jedes Paar m, n > 0 die Funktion

ym f'(n) (y)

die Fourier-Transformierte einer Funktion in S und damit beschraenkt ist. ]

* 3% %

8.2 Die Inversionsformel

Lemma 8.2.1.
(a) Esist f]Re‘""z dx =1.

(b) Sei fo(x) = e™. Dann ist fo = fp.
Beweis. (a) Sei L der Wert des Integrals, dann rechnen wir mit Polarkoordinaten:

I*= f f e dxdy = 27zf re ™ dr = [—e‘”rz]oo =1
R JR 0 0

(b) Es ist
fB(x) — fe—nyz o 2mixy d]/ — e—nx2 fe—n(y+ix)2 d]/
R R

([
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Man verschiebt den Integrationsweg von Im(z) = 0 nach Im(z) = —y und erhaelt nach dem Residuensatz

f e gy = f e dy =1. m
R R

Satz 8.2.2. Die Fourier-Transformation ist eine Bijektion S — S. Es gilt die Inversionsformel:

£ = f(=2).

Beweis. SeiAT( Hx) = f(—x). Wir muessen zeigen T(f) = f fuer jedes f € S. Beachte
T(fo)(x) = fa(—x) = fg(—x) = fo(=x) = fo(x), da fo auch gerade ist, also insgesamt

T(fo) = fo-

Nimm zunaechst an, dass f(0) = 0 gilt. Nach dem Satz ueber Taylor-Entwicklung ist dann die Funktion

g(x) = @ glatt. Ihre Ableitungen sind auch schnell fallend und daher ist g € S. Damit folgt

s 1 a3
f(x)—z—m.a(x)‘

Und daher

N 029
T()(0) = fm fwdr =5 Ra—f(x>dx=0=f<0>.

Seinun f € S beliebig. Sei dann
h(x) = f(x) = £(0) fo(x).

Dann ist h € S und wegen f;(0) = 1 folgt dann 1(0) = 0, also T(h)(0) = 0 oder
T(f)(0) = f(O)T(f0)(0) = f(0)fo(0) = f(0).
Schliesslich sei f € S, xp € Rund g(x) = f(x + x¢). Dann ist
g(x) — ff(y + xo)e—Znixy dy — eZnixx[)f’\(x).
R
Also

f(x0) = §(0) = T()(0) = (0)
= f §(x)dx = f 20 £(x) dx = T(f)(xo). O
R R
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Satz 8.2.3 (Plancherel-Satz). Fuer f, g € Sist
(£.8) =9
wobei {.,.) das Skalarprodukt des Hilbert-Raums L*(R) ist, also durch
)= [ st

definiert wird. Es folgt, dass die Fourier-Transformation in eindeutiger Weise zu einem unitaeren
Isomorphismus

[3(R) = LX(R)
fef

ausgedehnt werden kann.

Beweis. (a) Betrachte das zugehoerige Skalarprodukt

(f,8)= fR F(x)g(x) dx.

Es gilt dann

(f8)= fR fR Fy) e dy g(x) dx

= [ s [ ergenaxdy
=(£.%),

wobei §(x) = g(—x). Wegen f = f folgt insbesondere

IR =<5 = (7. 0) = (£.£) = (£, = DAl .

* % %

8.3 Temperierte Distributionen

Sei S = S(R) der Schwartz-Raum, also der Raum aller f € C*(RR) so dass fuer alle m,n € Ny gilt
Pma(f) < co, wobei
pun(f) = sup " fO ().

x€R



FUNKTIONALANALYSIS

Dann ist S stabil unter der Fourier-Transformation:

) = fR F)e 2 dy.

Der Raum S erhaelt eine lokalkonvexe Topologie durch die Halbnormen py, .

Lemma 8.3.1. Die Einbettung
i:S < L*(R)

ist eine stetige lineare Abbildung.

Beweis. Betrachte die stetige Halbnorm p = pog + p1,0. Fuer f € Sist|f(x)] < 20) Daher

= 1+x|*
I = fR FG)R dx

1 2
< |t o0

—_—————
C

und es folgt ||fH2 < Cp(f) und daher ist 7 stetig.

Definition 8.3.2. Eine temperierte Distribution ist eine stetige lineare Abbildung
T:S—>C.

Der Raum der temperierten Distributionen wird mit S’ bezeichnet.

Beispiel 8.3.3. Jede Distribution T € C°(IR) mit kompaktem Traeger definiert eine temperierte

Distribution.

113

Satz 8.3.4.
(a) Der Raum CZ(R) liegt dicht in S.

(b) Die Einschraenkungsabbildung

S — CI(R),
T = Tle=(ry,

ist injektiv.

Distributionen auffassen.

Wir koennen also den Raum der temperierten Distributionen als einen Teilraum des Raums aller

Beweis. (a) Sei f € S. Sei 1 eine glatte Funktion R — [0, 1] mit n(x) = 0 falls x < 0 und n(x) = 1 fuer x > 1.
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Fuer j € N setze

Xj(x) = n(j + 2n(j = 2).
Dann hat x; kompakten Traeger und x;(x) = 1 fuer |x| < j — 1. Sei fj(x) = x;(x)f(x). Dann liegt f; in
CZ(R) und die Folge f; konvergiert in S gegen f (Uebungsaufgabe).
(b) Sei T € 8’ mit T(g) = 0 fuer jedes g € C°(R). Sei f € S. Nach Teil (a) gibt es eine Folge f; € CZ°(R),
die in S gegen f konvergiert. Es folgt T(f) = lim; T(f;) = 0, also T = 0. m]

Lemma 8.3.5. Sei ¢ eine lokal-integrierbare Funktion auf IR, so dass es eine natuerliche Zahl N gibt mit der
Eigenschaft

« 1
| Wi < o

Dann konvergiert das Integral I,(f) = L O:Q O(x)f (x) dx fuer jede Funktion f € S und definiert eine temperierte
Distribution f + I(f).

Beweis. Die Konvergenz des Integrals ist klar, also bleibt zu zeigen, dass es eine temperierte
Distribution definiert. Seien ¢ und N wie im Lemma. Sei C = f_ o; Iqb(x)lﬁ dx, wobei wir ohne
Einschraenkung C > 0 annehmen koennen. Fuer jedes f € S gilt dann

|mm§£@wwmw

< Csup [ f@)II1 + i = C(poo(f) + pon(f))- o
xeR
Beispiel 8.3.6. Wir zeigen, dass f(x) = ¢ keine temperierte Distribution auf R ist.

— V1+x2

Beweis. Die Funktion g(x) =e liegt in S, wie man leicht sieht. Sei x ;(x) wie im Beweis von Satz

8.3.4. Die Funktionenfolge
8i(*) = xj+18(x)

konvergiert in S gegen g. Es gilt aber

j?m&mwszmmwx
R —-n

1
2_ 1122
zf & 1+x dx
-n
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und dies geht gegen +oo fuer n — oo. Daher ist f keine temperierte Distribution. Dies widerspricht dem
Satz von Hahn-Banach nicht, da S eine andere Topologie traegt als C°(IR). m]

8.4 Fourier Transformation von Distributionen

Fuer f € § schreiben wir f¥(x) = f(—x). Die Fourier-Inversionsformel besagt j"\: fY und der
Plancherel-Satz besagt (f, g) = < f, §> Fuer ¢, f € S gilt daher

=67 =(5.7) = (6"7) = (0.7 ).

Ferner,

o) = f e dy = f fyeivdy = f(—x).

2V —
Damit folgt f = f und daher
13(f) = Is(f).

Definition 8.4.1. Wir definieren die Fourier-Transformation einer temperierten Distribution T durch

T(f) := T(f).
Beispiele.

o Seil(f)= [ f(x)dx. Dann ist
)= [ fwdx= o
Alsoist] = .

e Ebenso berechnen wir

5(f) = 6(f) = £(0) = f F(dx = I(f).

Lemma 8.4.2. Fuer jede temperierte Distribution T und jedes f € S gilt
T(f) = T(f).
Beweis. Es ist

() = T(H) = T(H = T(F). 0

Proposition 8.4.3. Sei T eine temperierte Distribution.

(a) Ist T(x) = S(x) €™ fuer a € R und eine temperierte Distribution S,, dann ist T(y) = §(y —a).

(b) Ist T() = S(x —a), dann T(y) = S(y) 2.
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(¢) Ist T(x) = ~2nmix S(x), dann ist T = (3)’

(d) Ist T = S, dann ist T(x) = —2mix S(x).

Beweis. Die Proposition folgt aus den entsprechenden Aussagen fuer Funktionen, also Satz 8.1. m|

Definition 8.4.4. Eine glatte Funktion f hat mit allen Ableitungen moderates Wachstum, falls es zu

jedem n € N ein N € N gibt, so dass
AR

p
wer 1+ N

< 0

Das bedeutet also, dass jede Ableitung hoechstens polynomial waechst.
Lemma 8.4.5. Sei f mit allen Ableitungen von moderatem Wachstum und g € S. Dann liegt das punktweise

Produkt fgin S. Konvergiert eine Folge (g;) in S gegen g, dann konvergiert fg; gegen fg.

Beweis. Partielle Ableitungen von fg sind Linearkombinationen von Ausdruecken der Form £ g
Damit folgt, dass fg € S und auch die Konvergenzaussage. m]

Satz 8.4.6. Sei T eine temperierte Distribution. Dann existiert eine stetige Funktion F von moderatem
Wachstum und ein N € Ny, so dass
T=FM.

Beweis. Der Beweis fuer den Fall allgemeiner Distributionen, Satz 7.4.4, kann auf den Fall einer

temperierten Distribution angepasst werden. O

* ¥ ¥

8.5 Der Satz von Paley-Wiener

Lemma 8.5.1. Ist T eine Distribution mit kompaktem Traeger. Dann ist T durch eine ganze Funktion gegeben.

Genauer gilt: Ist K der Traeger von T, dann gibt es eine stetige Funktion ¢ mit Traeger K und ein n € IN, so dass
ﬁ@:fmwﬂmwwmmﬂ
K

Beweis. Es existiert ein n € N und eine stetige Funktion ¢ mit kompaktem Traeger, so dass T = ¢™. Sei
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K = supp(T). Fuer f € S setze f,(x) = 2mix)" f(x). Es gilt dann

1) =T = 1" [ ) 600
K
- f F0) () dx
K

- fK f]R fiy) e dy o(x) dx

= [ [ o ez dy
R JK

= [ o e i @rivy s v o
R JK

Satz 8.5.2 (Paley-Wiener fuer Funktionen). Sei f eine ganze Funktion und sei r > 0. Dann sind

aequivalent:
(a) f ist die Fourier-Transformation einer Funktion ¢ € ijr’r] (R).

(b) Es gibt Konstanten y, > 0 fuern =0,1,2... so dass

Vn 27tr| Im(z)|
< ———
If@) < N

fuer jedes z € C gilt.

Satz 8.5.3 (Paley-Wiener fuer Distributionen). Sei f eine ganze Funktion und v > 0. Dann sind

aequivalent:

(a) f ist die Fourier-Transformation einer Distribution T mit Traeger in [—r,1].

(b) Es gibt ein n € N und ein C > 0, so dass
|f(Z)| <C (1 + |Z|2)" ean| Im(z)|

fuer jedes z € C gilt.

Beweis des Satzes fuer Funktionen. (a)=(b): Sei f = q3 Dann erhaelt man mit partieller Integration

1 r ,
0] = | | 00

(zi)nf |¢(n)(t)|dt eanlIm(z)\

<

(b)=(a): Sei f eine ganze Funktion wie in der Voraussetzung und setze ¢(t) = f]R f(x)e?™ i dx. Da
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(1 + |x|") f(x) fuer jedes n integrierbar ist, kann man unter dem Integral differenzieren und stellt fest,
dass ¢ € C* ist. Durch Verschieben des Integrationswegs ins Komplexe, was wegen der

Wachstumsbedingung moeglich ist, stellt man fest dass

¢(t) — ff(x)EZm'tx dx = ff(x + Z'y)EZnit(xH'y) dx
R R
fuer jedes y € R. Fuer y > 0 gilt dann

If(x + iy)EZnit(xHy)I — If(x + l-y)|672nty

< yn(l + |x|)—n82n(r—t)y

und daher
()] < Y f (1 + |xl) ™ dx.
R
Mit y — oo folgt ¢(f) = 0 fuer t > r. Ersetzt man f(z) durch f(—z), so erhaelt man auch ¢(t) = 0 fuer

t< —r. O

Beweis des Satzes fuer Distributionen. (a)=(b): Nach dem Lemma gibt es eine stetige Funktion ¢ mit

Traeger in [—7,r] und ein n € IN, so dass

100 = [ g e ay eniay.
Hieraus folgt die Behauptung wie im Funktionenfall.

(b)=(a): Sei f wie in der Voraussetzung. Dann ist f die Fourier-Transformierte der Distribution T = ’I}v.
Wir muessen also zeigen, dass die Distribution T = f} Traeger in [-7, r] hat. Sei h eine Testfunktion mit
Traeger in (r, ) (der andere Fall geht analog). Sei ¢ € S die Fourier-Transformierte von fi(—x)(1 + x2)"*1.

Dann gilt

T(h) = fR F(x) (x) dx
_ f IO Goya + 2y ax
R

(1 + xZ)n+1

[ 2 o
R

(1 + xZ)n+1

S

i s

Fuer z € C gilt [e?™2Y| = ¢ 7¥ImG)  also fuer Im(z) > 0 gilt

f(Z) eZnixy <C

eZn(r— y) Im(z)
(1 + |Z|2)n+1 -

1+ |z

Man verschiebt das Integral f]R in der Ebene nach oben und sieht, dass es wegen r — y < 0 gegen Null
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geht. ]

Definition 8.5.4. Fuer ein Polynom P(x) = a9 + a1x + ... a,x" schreiben wir P(d) fuer den
Differentialoperator
P(d) = ag + 10 + a29* + -+ + a,,9".

Satz 8.5.5 (Spielzeugbeispiel). Hat das Polynom P(2mix) keine Nullstelle in IR, dann gibt es zu jedem
u € S(R) ein v € S(R) mit P(d)v = u.

Beweis. Nach Satz 8.1.1 (f) gilt I@ (y) = P(Zniy)ﬂy). Sei u gegeben. Die Funktion v(x) = ’h\(—x) mit

u(y)

hy) = P(2riy)

liegt in S und es gilt
P@)o(y) = PRmiyfoly) = PRriy)h(y) = Wy),

so dass P(d)v = u folgt. O
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