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Logik 2
1 Aussagenlogik und Logik erster Stufe

1.1 Aussagenlogik
Die formale Aussagenlogik besteht aus

e einer abzdhlbaren Menge von Aussagensymbolen A, B, C oder Ay, Ay, A3, ...,

£ 7 7

e Klammern “(” und “)” sowie den Junktoren “~” und “—".
Definition 1.1.1. Eine Aussage ist eine Zeichenkette, die sich aus den Symbolen der
Aussagenlogik zusammensetzt und auf folgende Weise entsteht (induktive Definition)

e Jedes Aussagensymbol ist eine Aussage,

e Sind A und ‘B Aussagen, so sind (A - B) und (- A4) Aussagen.

Der Begriff der induktiven Definition beinhaltet, dass jede Aussage durch endliche
Anwendung dieser Prinzipien entsteht.

Lemma 1.1.2. (a) Jede Aussage besitzt genausoviele Linksklammern wie Rechtsklammern.
Das erste Mal, wenn diese beiden Zahlen uebereinstimmen, ist am Ende der Formel.

(b) Eine Aussage kann nur auf genau eine Weise durch sukzessives Anwenden der
Definitionsprinzipien gewonnen werden. Genauer heif$t das: Ist C eine Aussage, dann gilt
genau einer der drei Fille:

(i) C ist ein (eindeutig bestimmtes) Aussagensymbol, oder

(i) es gibt genau eine Aussage A mit
C = (—\ ./‘Zl),

oder

(iii) es gibt genau ein Paar von Aussagen (A, B), so dass
C=(A4-~ Qg).

Beweis. Induktion nach der Laenge der Formel, simultan fuer beide Behauptungen.
Nach Definition ist jede Aussage entweder eine Aussagenvariable oder beginnt und
endet mit “(” und “)”. Wir entfernen beide. Ist dann das erste Zeichen ein -, sind wir
in Situation (i). Andernfalls ist das erste Symbol ein “(” und wir haben Fall (iii). Es
bleibt nur noch die Eindeutigkeit in diesem letzten Fall zu zeigen. Aber wir koennen
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(i) auf alle kuerzeren Formeln anwenden und haben A4 gefangen, sobald die Zahlen
gleich sind. m|

Zur Schreibweise: Wir lassen dufsere Klammern meistens weg. Wir lassen auch innere
Klammern manchmal weg, wobei wir vereinbaren, dass - stdrker bindet als —, also

soll etwa
—|A g B

als (-A) — B gelesen werden. Innere Klammern kénnen nicht immer weggelassen
werden, denn - (A — B) ist durchaus verschieden von - A — B.

Definition 1.1.3. Wir fiithren die folgenden Abkiirzungen ein:
AvB stehtfir -4 - B

AAB stehtfir - (A - -B)

Beispiele 1.1.4. e - (A — B) ist eine Aussage, ebenso ist (-A) — (- B) eine
Aussage.

e Die Zeichenkette
() = =ABCD(((

ist keine Aussage.

Ferner vereinbaren wir, dass bei gleichen Zeichen Rechtsklammerung herrscht, also
soll
A-B-C-D

dasselbe sein wie
A—-(B-(C-D)).

* % %

1.2 Wahrheitsbelegung

Definition 1.2.1. Eine Wahrheitsbelegung ist eine Funktion b, die jedem
Aussagensymbol einen Wahrheitswert in {w, f} zuordnet, also eine Abbildung

615—’{w1f}/

wobei S die Menge der Aussagensymbole ist.

Lemma 1.2.2. Ist b eine Wahrheitsbelegung, dann gibt es genau eine Fortsetzung von b zu
einer Abbildung
b: Auss — {w, f},
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wobei Auss die Menge der Aussagen ist, so dass

b(-A)-w < b(A)-F,
b(A-B)=w <« wenn b(A)=wdann b(B) = w.

Beweis. Existenz. Wir definieren die Fortsetzung induktiv durch 6(A4 - B) = w falls
(b(A) =w) = (b(B) =w) und b(A - B) = f andernfalls, sowie b(- A) = f falls
b(A) = w und umgekehrt. Diese Vorschrift liefert per Induktion eine Fortsetzung, die,
was man wieder per Induktion verifiziert, die Bedingung erftillt, so dass die Existenz
gesichert ist. Man beachte, dass hier die Eindeutigkeit des induktiven Aufbaus zum
Tragen kommt. Ware dem nicht so, miisste man an dieser Stelle ein
Wohldefiniertheitsproblem 16sen.

Die Eindeutigkeit zeigen wir wieder ueber eine Induktion: Sei /' eine weitere
Abbildung b’ : Auss — {w, f} mit der Eigenschaft:

b(-A)=w < b(A)-=Ff,
b'(A-B)=w < wenn b'(A)=wdann b'(B)=w.

Es gelte H(A) = b'(A) fuer jedes Aussagensymbol A. Wir zeigen b(A4) = b'(A4) fuer
jede Aussage A durch Induktion ueber die Laenge der Zeichenkette A: Ist 4 ein
Aussagensymbol, so ist nichts zu zeigen. Ist 4 = - B fuer eine Aussage ‘B, so gilt

b(A)=w<b(-B)=w
- 6(B)=f
= b(B) - f
= b(-B)=w<e b(A)=w.

Ist schliesslich 4 = B - ( fuer zwei Aussagen B und C, so gilt

b'(A)=we=b(B-C)=w
< wenn b'(‘B) =wdann b'(C) = w
< wenn H(B) =w dann b(C) =w
@ﬁ(Q;»C)zwc»E(ﬂl):w. ]

Definition 1.2.3. Zwei Aussagen A und B heissen aussagenlogisch dquivalent,
wenn fiir jede Wahrheitsbelegung b gilt

b(A)=w < b(B)=w.
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Beispiele 1.2.4. e Die Aussagen AA (BvC)und (AAB)v (AAC)sind
aussagenlogisch dquivalent. Dies sieht man ein, indem man die méglichen Werte
aller Wahrheitsbelegungen in einer Wahrheitstafel vergleicht

A | B | C|BvC | AA(BVC) | AAB | AAC | (AAB)V(AAC)
wWlw|lw| w w w w w
wilw|f| w w w f w
wi|f|lw| w w f w w
w|f|f f f f f f
flwiw| w f f f f
flw|f| w f f f f
flflw| w f f f f
f|f|f f f f f f

e Fuer eine natuerliche Zahl n > 3 ist die Aussage
A > Ay - = Ay
aussagenlogisch dquivalent zu
(AAAy AN NAL) = A
Beweis. Fuer n = 3 ist die Aequivalenz von
A-B-C und (AAB)->C

zu zeigen, was man wieder ueber eine Wahrheitstafel bewerkstelligt.

Fuer den Induktionsschritt n — n + 1 beachte die Rechtsklammerung. Wir wenden
die Induktionsvoraussetzung auf den zweiten Teil der Formel an und erhalten

Ay (Ar o> Ay ) & AL > (Aane A AY) = Ay
= (Al /\A2 AR /\An) _>An+11
wobei im zweiten Schritt der Induktionsanfang benutzt wurde. m|

Definition 1.2.5. Eine Tautologie ist eine Aussage A4, die unter jeder
Wahrheitsbelegung den Wert w zugewiesen bekommt.

Beispiele 1.2.6. o A v - A ist eine Tautologie.

e Die Aussage
[An@BvO)| = [(ArB)v(AAC)]
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ist eine Tautologie.

e Die Aussage A - (A — B) — B ist eine Tautologie, denn wir haben uns schon
klargemacht, dass diese Aussage dquivalent ist zu

[Arn(A-B)]->B
o (Syllogismus) Die Aussage
((A=>B)A(B~C)) > (A~C)
ist eine Tautologie.

* %k

1.3 Sprachen der ersten Stufe
Definition 1.3.1. Die Grundzeichen einer Sprache (erster Stufe) sind

(a) abzdhlbar viele freie Variablen ay,a,,as,...,
(b) abzdhlbar viele gebundene Variablen x4, x5, x3, ...,

(c) fiir jedes n > 0 eine Menge von n-stelligen Funktionszeichen f, g, f", ¢" und eine
Menge von n-stelligen Pradikatszeichen p,q,p",q", unter den 2-stelligen

“_n

Pradikatszeichen das Gleichheitszeichen ,

(d) die Junktoren -, - und der Quantor VY (fiir alle).

Die Unterscheidung von freien und gebundenen Variablen ist ein kleiner Trick, durch
den man sich Unannehmlichkeiten erspart.

Beispiele 1.3.2. e Das zweistellige Funktionszeichen + kommt in der Sprache der
Ringtheorie vor.

e Das zweistellige Pradikatszeichen < kommt in der Sprache der partiellen
Ordnungen vor.

e Ein nullstelliges Funktionszeichen ist dasselbe wie eine Konstante, etwa e fiir die
Eulerzahl. Nullstellige Pradikatszeichen heissen auch Aussagezeichen.

Definition 1.3.3. (Induktive Definition der Terme einer Sprache L)
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(a) Jede freie Variable ist ein Term von L.

(b) Ist f ein n-stelliges Funktionszeichen und sind t4, ..., t, Terme, so ist ft;...t, ein
Term von L.

Ein Term heifit geschlossener Term, wenn er keine Variablen enthdlt. Konstanten sind
Beispiele geschlossener Terme.

Zur klammerfreien Schreibweise. Als Mathematiker schreiben wir gern f(ty,...,t,)
statt ft;...t,, das ist aber nur eine andere Schreibweise. In diesem Skript benutzen wir
die klammerfreie Schreibweise, da es erstens induktive Beweise leichter macht und
wir zweitens die Klammern zu anderen Zwecken brauchen. Wir werden etwa F(a) fiir
eine Zeichenkette schreiben, in der die Variable a auftauchen kann (oder auch nicht).
Dann bezeichnet F(x) die Zeichenkette, die wir erhalten, wenn wir jedes Auftreten
von a durch x ersetzen. Ist etwa F(a) die Zeichenkette —= aa = aa, dann ist F(x) die
Zeichenkette —= xx = xx.

Man beachte, dass im ersten Abschnitt die Aussagenlogik mit Klammern eingefiihrt
wurde. Letztenendes ist das Geschmacksfrage, man kann auch die Aussagenlogik
klammerfrei machen, die Tautologie

[A/\(BVC)] - [(AAB)V(A/\C)]

wiirde dann etwa
- AAVBCvVvAABAAC,

was die Lesbarkeit nicht verbessert. Einigen wir uns darauf, theoretisch eine
klammerfreie Schreibweise zu benutzen, dann aber die jeweilige Schreibweise mit
Klammern als Abkiirzung fiir die klammerfreie zu betrachten.

Beispiele 1.3.4. e a+b, ab+csind Terme in der Sprache der Ringe. Eigentlich
miissten wir +ab und + - abc schreiben, aber die geldufigen Schreibweisen dienen
hier als Abkiirzung.

e ¢ ist ein Term in der Sprache der vollstindigen geordneten Korper, wobei wir
Freiheit haben, etwa e als Konstante zu definieren und dann e” = pot(e,a) zu
setzen, wobei pot das Zeichen des Potenzierens sein soll, oder aber e* als e(a) zu
interpretieren, wobei wir e als einstelliges Funktionszeichen verstehen und
gelegentlich e als Abkiirzung fiir e! = ¢(1) benutzen.

Definition 1.3.5. Die Primformeln einer Sprache L sind die Zeichenreihen pt; .. .t,,
wobei p ein n-stelliges Pradikatszeichen und ¢4, ..., t, Terme von L sind.
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Definition 1.3.6. (Induktive Definition der Formeln von L)

(a) Jede Primformel von L ist eine Formel von L.
(b) Sind A und B Formeln von L, so sind auch A - B und - A Formeln von L.

(c) Ist F(a) eine Formel, in der die gebundene Variable x nicht auftritt, dann ist YxF(x)
eine Formel von L, wobei F(x) die Zeichenkette bedeutet, die man erhilt, wenn
man jedes Auftreten der Variablen a durch x ersetzt.

Beispiele 1.3.7. e Vx = xa ist eine Formel, weil = ba eine Formel ist, in der x nicht
auftritt.

e VxVy = xy ist eine Formel.
e Vxxy und VxVx = xx sind keine Formeln.

o (VxF(x))v (YxG(x)) ist eine Formel, falls F(a) und G(a) Formeln sind, in denen x
nicht auftritt.

Definition 1.3.8. Eine Sprache L der ersten Stufe besteht aus den Grundzeichen, den
Termen und den Formeln von L.

Definition 1.3.9. Die logischen Grundzeichen einer Sprache L sind
-,y vl =.
Lemma 1.3.10. Haben zwei Sprachen L und L' dieselben Grundzeichen, so sind sie identisch.

Beweis. Die Sprachen haben dieselben Grundzeichen. Induktiv folgt, dass sie
dieselben Terme und Formeln haben. m]

Wir schreiben auch V,F(x) fuer Vx F(x). Desweiteren ist V,.4F(x) eine Abkuerzung
fuer Vx (x € A — F(x)).

Ferner steht
3:F(x) fuer -V,-F(x).

Zur Klammerersparnis vereinbaren wir ausserdem:

(a) Aussenklammern werden meist fortgelassen,
(b) - bindet am stérksten,

(c) A, v binden starker als —, <.
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Definition 1.3.11. Ist  eine Formel, so sei FV(}) die Menge der freien Variablen in
F.Ist FEV(F) = @, so heifit F eine geschlossene Formel.

Definition 1.3.12 (Allabschluss). Ist B eine Formel mit FV(B) = {a;,...,a,}, dann ist
B=F(ay,...,a,).Jede Formel der Art

Vi Vay oo Vo, F(21, ..., X))

heifst dann ein Allabschluss von B.

Beispiel 1.3.13. Ist B die Formel a = b, so sind die Formeln V,V, x =y und V,V, y =x
zwei Allabschliisse von B.

* %k

1.4 Der Begriff der Theorie

Definition 1.4.1. Eine Theorie (der ersten Stufe) ist ein Paar T = (L(T), Ax(T)),
bestehend aus einer Sprache L(T) und einer Menge von Formeln Ax(T). Die Elemente
von AX(T) heissen die Axiome der Theorie T.

Beispiel 1.4.2. (Gruppentheorie) Die nicht-logischen Zeichen der Gruppentheorie
sind:

e ein O-stelliges Funktionszeichen, also eine Konstante e,

e cin 1-stelliges Funktionszeichen i und

e ein 2-stelliges Funktionszeichen m.

Wir schreiben ¢! fiir it und (s - t) fiir mst und lassen dufSere Klammern fort. Die
Axiome der Gruppentheorie sind dann

Gl: (a-b)-c=a-(b-c),
G2:a-e=a,

G3:a-al=e.
Diese stehen abkiirzend fiir

G1: = mmabcmambc,
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G2: =maea,
G3: = maiae.

Der Nutzen der Abkiirzungen diirfte damit klar sein.

Beispiel 1.4.3. (Ringe mit Eins) Die nicht-logischen Grundzeichen der Theorie Tk der
Ringe mit Eins sind:

e die Konstanten 0 und 1,
e ein 1-stelliges Funktionszeichen —,

e zwei 2-stellige Funktionszeichen + und -.
Die Axiome von Tj sind

Rl (a+b)+c=a+(b+c),

R2a+b=0b+a,
R3 a+0=ag,
R4 a+(-a)=0,

R5 (a-b)-c=a-(b-c),
R6a-1=anl-a=a,
R7a-(b+c)=a-b+a-c,

R8 (a+b)-c=a-c+b-c.

Streng genommen miissen wir die rechten Seiten von R7 und R8 klammern:
(a-b) + (a-c), wir benutzen aber die Konvention, dass - stirker bindet als +
(Punktrechnung geht vor Strichrechnung). In der logischen Schreibweise ist das

+-ab-ac.
Erweitern wir Tz um das Axiom
RO a-b=b-a,

so erhalten wir die Theorie der kommutativen Ringe mit Eins.

Beispiel 1.4.4. (Zahlentheorie Z) Die nichtlogischen Grundzeichen von Z sind
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e die Konstanten 0, 1,
e zwei zweistellige Funktionszeichen + und -,

e ein zweistelliges Praedikatszeichen <.

Die Axiome von Z sind

-a+1=0 a+1=b+1—-a=b,
a+0=a a+(b+1)=(a+b)+1
a-0=0 a-(b+1)=a-b+a

sowie

(a<b) v (a=b) v (b<a)
-(a<a)
a<(b+1) < ((a<b)v(a=0))

und fiir jede Formel F(a), in der x nicht auftritt und in der ausser a keine freie Variable
auftritt, die Formel

P(O) - VY, (F(x) —>P(X+1)) - VXF(X).

Man beachte, dass Z unendlich viele Axiome besitzt. Ferner fillt auf, dass zum
Beispiel das Assoziativgesetz der Addition nicht verlangt wird. Dies kann man aber
mit dem Induktionsschema herleiten, wie wir spéter sehen werden, wenn wir
definiert haben, was eine Herleitung ist. Diese Version der Zahlentheorie ist als
erweiterte Peano-Arithmetik bekannt.

Beispiel 1.4.5. (Theorie LO der linearen Ordnung) Einziges nichtlogisches
Grundzeichen ist ein 2-stelliges Pradikatszeichen <. Wir schreiben a < b statt < ab. Die
Axiome von LO sind

a<b->b<c—a<c (Transitivitat)
-(a<a) (Antireflexivitét)
(a<b) v (a=b) v (b<a) (Linearitit)

Aus LO entsteht die Theorie DLO der dichten linearen Ordnung, indem man das
folgende Axiom hinzuftigt

a<b - 3 (a<ynry<b).
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Definition 1.4.6. Eine Sprache L heifst algebraisch, wenn alle nichtlogischen
Grundzeichen Funktionszeichen sind. Eine Sprache heifit relational, wenn alle
nichtlogischen Grundzeichen Pradikate oder Konstanten sind.

Beispiele 1.4.7. e Die Gruppentheorie T ist algebraisch, ebenso die Theorie T
der Ringe mit Eins. Die Ordnungstheorien LO und DLO sind relational.

* % %

1.5 Strukturen, Interpretation und Modelle

Definition 1.5.1. Sei L eine Sprache. Eine Struktur 4 zu L ist ein Tripel 4 = (A, F, P)
mit

(i) einer nichtleeren Menge A = |4], genannt die Trigermenge von A.

(i) einer Familie F = (fg) e, die zu jedem n-stelligen Funktionszeichen f von L
genau eine n-stellige Funktion auf A

fa: A" A

enthélt. Wir identifizieren O-stellige Funktionen auf A mit ihrem einzigen Wert in
A.

(iii) einer Familie P = (pg),e, die zu jedem n-stelligen nicht-logischen
Pradikatszeichen p von L genau eine Teilmenge p 4 c A" enthdlt.

Ist L eine algebraische/relationale Sprache, so nennt man 4 eine
algebraische/relationale Struktur.

Gruppen, Ringe und Korper sind algebraische Strukturen, geordnete Mengen
relationale.

Definition 1.5.2. Sei A eine Struktur zu L. Man erhilt die Sprache L(A) als
Erweiterung von L, indem man zu jedem Element a € | 4| eine Konstante, den Namen
von a hinzufiigt. Den Namen von a bezeichnen wir wieder mit 4. Dann wird 4 zu
einer L(A)-Struktur erweitert, indem man dem Namen von a das Element a zuordnet.

Beispiel 1.5.3. Sei L die Sprache der Ringe mit Eins und R der Korper der reellen
Zahlen. Dann enthdlt L(IR) einen Namen fiir jede Zahl.
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Lemma 1.5.4. (Interpretation) Sei A eine Struktur zur Sprache L. Dann gibt es genau eine
Zuordnung, die jedem geschlossenen Term t von L(A) ein Element A(t) € |A| und jeder
Formel F von L(A) einen Wahrheitswert A(F) € {w, f} zuordnet, derart, dass gilt:

(a) Fiir jedes n-stellige Funktionszeichen f und geschlossene Terme t,, ... ,t, gilt
A(ftr...ty) = fq(A(H),..., A(tn)).

(b) Fuer beliebige Formeln gilt

(i) Sind ay,...,a, alle freien Variablen der Formel F = F(ay, ..., a,), dann ist
AF)=w < A(F(c1,...,cn))=w fiirallecy,... c, €|A|.
(ii) sind ty,...,t, geschlossene Terme und p ein Praedikatszeichen, so gilt
Alpt...ta) =w = (A(h),..., A(t:)) €pa,

(c) Fuer alle geschlossenen Formeln A, B, C, V. F(x) gilt

@) A-A)=w <= AA)=f,
(i) AB->C)=w < wenn A(B)=wdann A(C)=w,
(i) A(V,F(x))=w < A(F(c))=w fiirallec €| A|.

Diese Zuordnung wird die Interpretation der Sprache L(A) in der Struktur A genannt.

Beweis. Existenz: Man definiert die Zuordnung A induktiv, indem man genau die
geforderten Eigenschaften zur Definition benutzt. Man definiert also

A(fty...ty) = fq(A(t),..., A(t,)) und so weiter. Die Eindeutigkeit des Aufbaus
tuehrt dazu, dass kein Wohldefiniertheitsproblem entsteht.

Eindeutigkeit: Sei A’ eine zweite solche Zuordnung. Fuer c € | 4] gilt dann
A(c)=c=A'(c).Sind t,...,t, geschlossene Terme, fuer die A(t;) = A'(t;), j=1,...,n
gilt, dann ist

A(fty...ty) = fa(A(t),..., A(ty)) = A (ft.. . tn).

Induktiv folgt hieraus, dass A(t) = A4'(t) fuer jeden geschlossenen Term . Fuer
Formeln geht man ebenso vor. |

Bemerkung 1.5.5. Man beachte, dass fiir eine Formel F genau dann A (F) = w gilt,
wenn dies fiir ihren Allabschluss richtig ist.
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Bemerkung 1.5.6. Man beachte ferner, dass
ABvC)=w < A(B)=woder A(C)=w
fuer nicht geschlossene Formeln falsch ist, wie das Beispiel

B=a=b
C=a=+b
fuer eine Struktur mit mindestens zwei Elementen zeigt.

Lemma 1.5.7. Sei VF(x) eine Formel aus L(A). Dann gilt

(@) A(3,F(x))=w < A(F(c)) = w fiir mindestens ein c € | 4|.
(b) /q(vxvy (F(x) > F(y) »x= y)) =w
< A(F(c)) = w fiir hichstens ein c € | 4.

Beweis. (a) 3,F(x) ist =V~ F(x). Also folgt aus der Definition der Interpretation

A(~Vi-F(x)) =w = A(V:~F(x)) = f
< A(-F(c)) = w gilt nicht fiir alle c € | 4|
< A(-F(c)) = f gilt fiir mindestens ein ¢ € | 4|
< A(F(c)) = w gilt fiir mindestens ein c € | 4.

(b)

AtV (E(x) ~ F(y) = x =) = w
< fiir alle ¢,d € | 4] folgt ¢ = d aus A(F(c)) = A(F(d)) =w
< es gibt hochstens ein ¢ € |[4| mit A(F(c)) = w. O

Interessanterweise ist also Es gibt (mindestens) ein... eine Existenzaussage, wohingegen
Es gibt hochstens ein... eine Allaussage ist.

Definition 1.5.8. (Modell) Sei T eine Theorie zur Sprache L.

(a) Sei A eine Struktur zu L. Eine Formel B gilt in 4 oder ist A-giiltig, falls 4(B) = w.

In diesem Fall schreiben wir

AEeB

und lesen dies als “in A4 gilt B”.
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(b) Eine Struktur A4 ist ein Modell von T, wenn jedes Axiom von T in 4 gilt.

(c) Eine Formel B gilt in der Theorie T, wenn B in jedem Modell gilt. Wir schreiben
dann
TEB.

Beispiele 1.5.9. e Die Modelle der Gruppentheorie sind genau die Gruppen, die
Modelle der Ringtheorie sind genau die Ringe.

e Die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null: INj ist ein Modell der Zahlentheorie.
Dies ist das Standardmodell der Zahlentheorie. Es gibt aber noch weitere
Modelle, wie wir spéter sehen werden.

Definition 1.5.10. Sei A eine Struktur zur Sprache L. Die Theorie T(A) = T.(A) von
A ist die Theorie zur Sprache L, deren Axiome genau alle in 4 wahren Formeln sind:

Ax(T(A)) = {C : C ist eine Formel aus L mit 4(C) = w}
Lemma 1.5.11. Sei A eine Struktur zur Sprache L.

(a) A ist ein Modell von T(A).

(b) Fiir jede Formel C aus L gilt

AEC«e CeAx(T(A))
< T(A)eC

Beweis. (a) Die Axiome von T(A) gelten nach Definition in 4.

(b) Die erste Aquivalenz ist die Definition von Ax(T(A)). Zur zweiten: Ist C ein
Axiom von T(A), dann gilt C in jedem Modell, also folgt T(A) = C, d.h., C gilt in
T(A). Umgekehrt: gilt C in T(A), dann gilt C in jedem Modell, also insbesondere gilt
Cin A und damit liegt C nach Definition in Ax(T(A)). i

Bemerkung 1.5.12. (Sprachabhingigkeit der Theorie T(A))

Man beachte, dass T(A) = T.(A) essentiell von der Sprache L abhédngt und sich zum
Beispiel von Ty (4, (A) unterscheidet. Wir machen das an einem Beispiel klar. Sei L die
logische Sprache, also ohne alle nichtlogischen Grundzeichen. Jede Menge A definiert
dann eine L-Struktur. Sei A eine L-Struktur mit iiberabzihlbarer Trigermenge A = | A4].
Da wir nur das Pradikat = haben und keine Funktionszeichen, konnen wir in L nicht
so viele interessante Formeln hinschreiben und man macht sich klar, dass eine Formel
in dieser Sprache, die in A gilt, in jeder unendlichen Menge gilt. Wir brauchen eine
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unendliche Menge, weil wir ja zum Beispiel fiir jedes n die Formel

Vy Ve, 3y (VExX1 A AY £ Xy)

1o

haben, die sichert, dass jedes Modell von T;(A) unendlich ist. Da wir aber mit
unseren Formeln immer nur endliche Sachverhalte ausdriicken konnen, ist es auch so,
dass jede abzihlbar unendliche Menge ein Modell fiir T, (A) ist.

Betrachten wir dieselbe Situation in der Sprache L(A), so sieht die Sache anders aus:
Wir haben einen Namen g fiir jedes a € A und die unendlich vielen Formeln

a+b

ftra # b in A gelten in 4. Also gelten sie in jedem Modell von T} 4,(A), woraus folgt,
dass jedes Modell dieser Theorie eine Kardinalitdt > |A| haben muss.

* % %

1.6 Herleitungen

Definition 1.6.1. Sei F(A;,...,A,) eine aussagenlogische Tautologie, die ausser den
Aussagenvariablen A, ..., A, nur noch die logischen Junktoren v und - enthalt. Sind
dann Qs, ..., Q, Formeln in der Sprache L, dann nennen wir

F(Ql/---/Qn)

eine Tautologie in der Sprache L.

Definition 1.6.2. Die Logischen Axiome sind

1. alle Tautologien A der Sprache L, (Tautologien)

2. alle Formeln
V.F(x) - F(t),

wobei t ein Term ist, (Ersetzungsregel)

3. alle Formeln
(V2(A - B)) - (V:A) - (ViB),

(V-Verteilung)

4. falls x nicht in F(a) auftritt,
F(a) — VY F(x)
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fiir jede freie Variable g4, (Verallgemeinerung)
5. alle Formeln t = t fiir Terme ¢, (Gleichheit)

6. alle Formeln
s=t->A->A,

wenn A’ aus A entsteht, indem man an einigen Stellen s durch t ersetzt. Hierbei
sind s und t Terme. (Termersetzung)

Wir schreiben
Ax(Log)

tiir die Menge der logischen Axiome.
Bemerkung 1.6.3. Die logischen Axiome gelten in allen Strukturen zur Sprache L.

Definition 1.6.4. (Modus Ponens) Wir sagen, eine Formel B entsteht durch Modus
Ponens aus einer Formelmenge A, wenn A die Formeln A — B und A enthélt. Wir
schreiben dies als

(A-B,A) + B.

Definition 1.6.5. (Herleitung) Sei A eine Menge von Formeln und sei F eine Formel.
Eine Herleitung von F aus A ist eine Folge (Fj, ..., F,) von Formeln, so dass F, = F gilt
und fiir jedes j = 1,...,n die Formel F; durch Modus Ponens aus den logischen
Axiomen und (A, Fy, ..., Fj_1) entsteht.

Wir sagen, F ist aus A herleitbar, falls eine Herleitung aus A existiert. Wir schreiben
dafiir auch
A+ F

Lemma 1.6.6. (a) Ist Ac A, dann gilt A + A.

(b) Gilt A + F, so gibt es eine endliche Teilmenge A’ c A, so dass A’ + F.

Beweis. (a) Sei A € A. Die Tautologie A — A ist herleitbar und daher ist nach dem
Modus Ponens A + A.

(b) Da eine Herleitung nur endlich viele Modus Ponens Schritte hat, werden in ihr
auch nur endlich viele Formeln aus A benétigt. O

Definition 1.6.7. Ist T eine Theorie und F eine Formel in der Sprache von T, so
schreiben wir
T + F

falls Ax(T) + F, also falls die Formel F aus den Axiomen von T herleitbar ist.
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Satz 1.6.8 (Korrektheitssatz). Ist eine Formel herleitbar, dann gilt sie in jedem Modell,
also
T—-F = TEegkFE

Beweis. Sei F eine herleitbare Formel und sei (F, ..., F,) eine Herleitung. Wir
beweisen den Satz durch Herleitungsinduktion, also Induktion nach n. Ist n =1, so
entsteht F durch Modus Ponens aus logischen Axiomen oder Axiomen von T, also
etwa (A,A - F) + F.Da A und A - F dann in allen Modellen gelten, gilt auch F in
allen Modellen. Im Induktionsschluss schliesst man ebenso, nur dass dann die
Giiltigkeit von A und A - F aus der Induktionsvoraussetzung gefolgert wird. O

Definition 1.6.9. Eine Theorie T heifdt widerspriichlich oder inkonsistent, falls es
eine Formel F gibt, so dass in T sowohl F als auch - F herleitbar sind.

Eine Theorie heifit konsistent, wenn sie nicht widerspriichlich ist.

Korollar 1.6.10. Hat eine Theorie T ein Modell, so ist sie konsistent.

Beweis. Sei 4 ein Modell. Wire T inkonsistent, so gdbe es eine Formel F, so dass F und
- F beide herleitbar wiren. Dann golten aber auch beide in 4, was nach dem
Korrektheitssatz dazu fiihrt, dass A(F) gleichzeitig w und f ist, was nicht sein

kann. O

* %k

1.7 Der Vollstindigkeitssatz
Lemma 1.7.1 (Deduktionslemma). Gilt (A,A) + B, so gilt auch A + A — B.

Beweis. Wir setzen der Einfachheit voraus, dass A alle logischen Axiome enthalt. Ist B
schon in A herleitbar, dann folgt aus der Tautologie B - A — B, dass A + A — B. Wir
konnen also annehmen, dass B nicht aus A herleitbar ist.

Wir zeigen durch Induktion tiber Herleitungssldnge, dass A — B herleitbar ist. Sei
(Fi,...,Fn = B) eine Herleitung kuerzester Laenge von B aus (A, A). Sei der letzte
Schluss von (A, A) + B der Modus Ponens (C,C - B) + B.

Induktionsanfang: Ist n = 1, dann liegen die Formeln C,C — B beide in (A, A) und, da A
nicht B herleitet, muss A gleich C oder C - B sein. Ist A = C, dann ist A - B in A und
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damit nach Induktion aus A herleitbar und wir sind fertig. Ist andererseits
A =(C - B),dann ist A — B dasselbe wie (C - B) — B. Die Formel C muss dann in A
liegen, ist also aus A herleitbar. Nun ist

C-(C->B)—-B

eine Tautologie (Beispiel 1.2.6) und damit aus A herleitbar, so dass nach einem Modus
Ponens die Formel (C — B) — B aus A herleitbar ist.

Induktionsschluss (n — 1) — n mit n > 2: In diesem Fall sind C und C - Bjeweilsinn -1
Schritten aus (A, A) herleitbar, nach Induktionsvoraussetzung folgt dann also

A+ A-C,
A+ A-C-B.
Mit der Tautologie
(A-C)-(A-C—-B)-(A-B)
folgt in zwei Modus Ponens-Schritten, dass A + A — B. m|

Lemma 1.7.2 (Reductio ad absurdum). Ist Au {A} nicht konsistent, dann folgt A + - A.

Beweis. Nach Definition gibt es eine Formel B, so dass in (A, A) sowohl B als auch - B
herleitbar ist. Nach dem Deduktionslemma folgt, dass in A sowohl A — B als auch
A — - B herleitbar ist. Nun ist aber

(A-B)->(A->-B)—>-A

eine Tautologie! Also folgt A +— - A. O

Satz 1.7.3 (Vollstandigkeitssatz). (a) Ist eine Theorie T konsistent, dann hat sie ein
Modell.

(b) Gilt eine Formel F in allen Modellen von T, dann ist sie auch herleitbar. Zusammen
mit dem Korrektheitssatz gilt also

TF < TW®+F

Korollar 1.7.4 (Ex falso quodlibet). Ist eine Theorie inkonsistent, so kann man jede Formel
in ihr herleiten.
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Beweis des Korollars. Ist T inkonsistent, dann hat sie nach Korollar 1.6.10 kein Modell.
Ist F irgendeine Formel in der Sprache von T, dann gilt F in allen Modellen von T
(denn es gibt ja keine). Damit ist F nach dem Satz herleitbar. m|

Beweis (a)=(b). Zum Beweis des Vollstindigkeitssatzes stellen wie als erstes fest, dass
es reicht, Teil (a) zu zeigen. Sei dazu F eine Formel, die in allen Modellen von T gilt.
Nimm nun an, dass (T, - F) konsistent ist. Dann hat sie nach Teil (a) auch ein Modell.
Dies ist dann aber ein Modell von T in dem - F gilt, also F nicht gilt, was ein
Widerspruch ist!

Wir folgern also, dass (T, - F) nicht konsistent ist. Nach der Reductio ad absurdum
folgt, dass T + - —-F.Nunist - -F — F eine Tautologie, also beweist T die Formel
F. O

Wir finalisieren den Beweis des Vollstaendigkeitssatzes im naechsten und
uebernaechsten Abschnitt.

* %k

1.8 Maximalkonsistente Mengen

Definition 1.8.1. Eine Formelmenge X zu einer Sprache L heifst maximalkonsistent,
wenn sie maximal ist in der Menge aller konsistenten Formelmengen zu L.

Lemma 1.8.2. (a) Eine konsistente Formelmenge Y. ist genau dann maximalkonsistent, wenn
fiir jede Formel F in der Sprache L gilt

FeXY oder -FeX.

(b) Zu jeder konsistenten Formelmenge A einer Sprache L gibt es eine maximalkonsistente
Formelmenge ¥, die A enthiilt.

Beweis. (a) Sei X maximalkonsistent und F eine Formel der Sprache L. Da ¥ maximal
ist, folgt: F € X oder (X, F) ist nicht konsistent. Im zweiten Fall folgt nach dem letzten
Lemma, dass £ + —F und damit ist (X, - F) konsistent, so dass wieder aus der
Maximalitdt - F € © folgt.

Umgekehrt gelte F oder - F liegt in I fuer jede Formel F. Angenommen, X ist nicht
maximalkonsistent, dann gibt es ein F ¢ X, so dass (X, F) konsistent ist. Da aber F ¢ X,
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folgt also —F € X, also sind sowohl F als auch - F herleitbar, damit ist X inkonsistent,
Widerspruch!

(b) Sei S die Menge aller konsistenten Formelmengen ¥ > A. Wir wollen das Lemma
von Zorn auf S anwenden. Ist L c S eine linear geordnete Teilmenge, dann behaupten
wir, dass M = Uz £ immer noch konsistent ist. Angenommen, M ist nicht konsistent,
es gibt also eine Formel A mit M - Aund M + -A.Nach Lemma 1.6.6 gibt es eine
endliche Teilmenge M’ von M so dass M’ = Aund M’ + - A. Da L linear geordnet,
gibt es ein X € K so dass £ > M/, damit ist £ aber inkonsistent, im Widerspruch zur
Annahme.

Es folgt also, dass M konsistent ist, damit erfiillt S die Kettenbedingung, hat also nach
Zorns Lemma ein maximales Element . O

Lemma 1.8.3 (Verallgemeinerung). Es gelte A + F(c), wobei c ein Konstantensymbol ist,
das in keiner Formel von A auftritt, dann gibt es eine gebundene Variable x, die nicht in F(c)
auftritt, so dass A + V.F(x) gilt. Ferner gibt es eine Herleitung fiir VF(x), in der ¢ nicht
auftritt.

Beweis. Induktion tiber die Herleitung von F(c). Sei a eine freie Variable, die in F(c)
nicht auftritt. Ist F(c) ein logisches Axiom, dann ist auch F(a) eines und damit ohne ¢
herleitbar. Das logische Axiom Nummer 4 besagt F(a) - V,F(x) und damit ist mit
Modus Ponens auch V,F(x) ohne c herleitbar.

Der Fall F(c) € A tritt nicht auf, da keine der Formeln in A die Konstante ¢ enthaelt.

Induktionsschritt: Sei (A(c), A(c) = F(c)) + F(c) der letzte Schritt der Herleitung.
Nach Induktionsvoraussetzung sind in A auch die Formeln V,A(x) und

V+(A(x) - F(x)) ohne c herleitbar. Nach der V-Verteilung ist dann auch

Y A(x) - Y F(x) ohne c herleitbar und mit dem Modus Ponens folgt A + V,F(x) mit
einer c-freien Herleitung. O

* %k

1.9 Das spezielle Modell

Definition 1.9.1. Eine Sprache L. heisst Konstantenerweiterung von L, falls L, durch
Hinzunahme neuer Konstantensymbole aus L entsteht.

Eine Formelmenge X heisst Henkin-Menge, falls fiir jede Formel F(a) gibt es eine
Konstante c, so dass die Formel - V,F(x) - - F(c) ein Element von X ist mit einer
Variablen x, die nicht in F(a) auftritt.
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Satz 1.9.2. Sei T = (L, A) eine konsistente Theorie. Dann gibt es eine
Konstantenerweiterung L, von L und eine Formelmenge X. > A zur Sprache L., so dass

(a) X ist maximalkonsistent und

(b) X ist Henkin-Menge.

Beweis. Wir konstruieren L wie folgt. Fiir jede freie Variable g, jede Formel F(a) der
Sprache L, und jede gebundene Variable x, die nicht in F(a) auftritt, wahlen wir ein
neues Konstantensymbol ¢, r, und erhalten so eine Sprache L;. Dann erweitern wir A
tur jedes (a,F, x) um die Formel - V,F(x) - = F(c,ry) und erhalten so die Formelmenge
Ar.

Lemma 1.9.3. A, ist konsistent.

Beweis. Angenommen, A, ist widerspriichlich. Da A konsistent ist, gibt es eine
minimale Teilmenge {¢», ..., {¥,, ¥} von neuen Formeln, deren Vereinigung mit A
widerspriichlich ist, also etwa Au {¢,...,¢,} = —1. Die Formel ¢ ist von der Form
-V F(x) - = F(c) mit ¢ = ¢, . Wegen der Tautologie

~(A—>-B)< (AAB)

ist =1 dquivalent zu - V. F(x) A F(c). Wir haben daher (A, 4,...,1,) = = V.F(x) und
(A, Y1, ...,Py) = F(c). Das letztere liefert nach Lemma 1.8.3 schon

(A Yn,...,,) + VY.F(x),sodass (A,,...,1,) schon widerspriichlich ist, was der
Minimalitdt widerspricht. O

Jetzt wiederholen wir den Prozess mit der Sprache L; und erhalten die Sprache L,,
erweitern auch A; zu A,, welches dann ebenfalls konsistent ist. Wir iterieren den
Prozess und erhalten eine Kette von Sprachen Ly c L; c ... und von Formelmengen
Apc Ay c....Schliesslich sei L, = U, L, und A, = U, A,. Da A, eine aufsteigende
Vereinigung von konsistenten Formelmengen ist, ist A, selbst konsistent. Ferner ist A,
eine Henkin-Menge. Sei nun X eine maximalkonsistente Erweiterung von A,, dann ist
auch X eine Henkin-Menge, da Erweiterungen von Henkin-Mengen bei der gleichen
Sprache stets Henkin-Mengen bleiben. O
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Wir konstruieren nun ein Modell 4 fiir die Theorie (L., X). Zunichst brauchen wir
eine Tragermenge |A|. Sei hierzu G die Menge aller geschlossenen Terme von L,. Auf
der Menge G definieren wir eine Aquivalenzrelation durch

s~t <« die Formels=tistin X.

Beweis (dass dies eine Aquivalenzrelation ist). Zundchst gilt immer f ~ t nach dem
logischen Axiom Nummer 5. Es gelte s ~ t, nach dem logischen Axiom 6 ist die Formel
s=t—s=t—t=sherleitbar, woraus man durch zweimaligen Modus Ponens

Y + t=serhdlt. Da X maximalkonsistent ist, liegt t =sin X, also t ~ s.

Zum Schluss seien s ~ t und t ~ w. Wieder aus dem logischen Axiom 6 folgt, dass
t=s—>t=w—-5=w
herleitbar ist, woraus man wie oben folgert, dass s ~ w gilt. ]

Wir definieren die Tragermenge | 4| als die Menge aller Aquivalenzklassen, also
|A| =G/ ~.
Nun sei
(a) Fiir jedes n-stellige Pradikatssymbol p
pa={([t]- [t]):ph ..t T}

(b) Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f

fa(ltal, - [8a]) = [ftr o £

Die Wohldefiniertheit dieser Pradikate und Funktionen tiberpriift man wie oben
durch Anwendung der logischen Axiome Nummer 6.

Lemma 1.9.4. A ist ein Modell zur Theorie (L., L) und damit auch von T. Man nennt es ein
spezielles Modell von T. Es ist als Modell von T nicht eindeutig festgelegt, da die
Formelmenge ¥ als eine maximalkonsistente Erweiterung von A, nicht eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Sei F(ay,...,a,) eine Formel in £, die keine anderen freien Variablen als
a,...,a, enthilt. Fir jedes Tupel (cy,...,c,) € | A" ist dann

F(ay,...,a,) > F(cy,...,¢n)
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herleitbar und damit ist F(cy, ..., c,) herleitbar und liegt wegen Maximalitat in X.

Gesetzt, wir haben gezeigt, dass jedes solche F(cy, ..., c,) in A gilt, dann gilt
definitionsgeméf auch F(ay, ..., a,) in 4. Wir kénnen uns also auf den Fall
geschlossener Formeln einschranken.

Wir beweisen also (X + F) = (A & F) fiir geschlossenes F durch Induktion nach
Formelaufbau. Ist F eine Primformel, also etwa F = pt; ...t,, dann gilt
(t,a,.--,t, 2) € pg nach Definition von p 4.

Ist im ndchsten Schritt sei F € £ von der Form B — C. Ist dann B € ¥, so folgt nach
Modus Ponens, dass £ + C und wegen Maximalitdt auch C € X.. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt 4(B) = w = A4(C) und damit 4(B - C) = w. Ist
andererseits B ¢ ¥, dann folgt — B € X wegen der Maximalitidt und daher 4(-B) = w
also A(B) = f und damit A(B - C) = w.

Im naechsten Schritt sei F gleich - B € £. Wir muessen zeigen, dass A4(B) = f gilt. Wir
fuehren eine Unterinduktion nach dem Aufbau von B.

(a) Ist B=pty...t, und gilt A(B) = w, so gilt ([t1],...,[t:]) € pg- Nach der Definition
von p 4 bedeutet das aber gerade B = pt;...t, € £, was der Konsistenz von X
widerspricht.

(b) SeinunB=C - D, also £ + - (C - D). Nun sind
-(C-»D)->C und -(C-D)->-D

Tautologien, also folgt © + C,-D. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
A(C) =w = A(-D) und daher, nach der Definition der Interpretation, dass
A(C-D)=f.

(c) SeiB=-C,alsogilt X -+ --Cund da --C — C eine Tautologie ist, folgt © — C
und dann nach Induktionsvorausstezung A(C) = w, also 4(-C) = f.

(d) Sei schliesslich B = V,F(x). Da L + -V,F(x) und X eine Henkin-Menge ist, gibt es
eine Konstante c mit £ ~ -V,F(x) » -F(c),also X + - F(c). Nach
Induktionsvoraussetzung folgt 4 = - F(c) und daher A (V,F(x)) = f.

Damit ist die Unterinduktion beendet.

Sei schliesslich F von der Form V,G(x), wobei x nicht in G(a) auftritt fiir eine freie
Variable 4, die ihrerseits nicht in G(x) auftritt. Sei c € | 4|. Wir miissen zeigen, dass
A(G(c)) =wist. Nun gilt & + V,G(x) > G(c) und & + V,G(x), so dass mit Modus
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Ponens folgt ¥ — G(c). Nach Induktionsvoraussetzung ist dann A4 = G(c¢) und da ¢
beliebig war, folgt A £ V,G(x). Damit ist der Vollstaendigkeitssatz bewiesen. O

Definition 1.9.5. Fiir eine Sprache L sei |L| die Kardinalitédt ihrer Symbolmenge.

Korollar 1.9.6. Sei T = (L, A) eine konsistente Theorie. Dann gibt es stets ein Modell der
Maechtigkeit < |L|.

Beweis. Beei jedem Schritt L = Ly c L; ... bleibt die Kardinalitdt der Sprache
unverandert, also gilt also |L| = |Lo| = |L1| = --- = |L.|. Daher hat ein spezielles Modell
stets eine Kardinalitat < |L|. O

* %k

1.10 Folgerungen aus dem Vollstindigkeitssatz

Definition 1.10.1. Sei (L, A) eine Theorie. Unter einer Teiltheorie verstehen wir eine
Theorie (L, A’"), wobei A’ c A ist. Wir verkleinern also nur die Axiomenmenge, nicht
die Sprache. Das konnte man auch tun, liegt aber nicht im Bereich unserer
Anwendungen.

Die Teiltheorie (L, A’) heifst endlich, wenn A’ endlich ist.

Satz 1.10.2 (Kompaktheitssatz). Hat jede endliche Teiltheorie von T ein Modell, dann
hat auch T ein Modell.

Beweis. Sei T = (L, A) eine Theorie so dass jede endliche Teiltheorie ein Modell hat.
Dann ist jede endliche Teiltheorie konsistent. Wir behaupten, dass T selbst konsistent
ist. Wére dies nicht der Fall, so gébe es eine Herleitung einer Formel F und ihrer
Negation - F. Nach Lemma 1.6.6 gibt es dann eine endliche Teilmenge A’ c A mit

A + F,—-F, damit ist dann die endliche Teiltheorie (L, A’) widerspriichlich, was oben
gesagtem widerspricht!

Daher ist also T konsistent, hat nach dem Vollstandigkeitssatz also ein Modell. |

Satz 1.10.3 (Loewenheim-Skolem). Hat eine Theorie T = (L, A) ein unendliches Modell
hat, dann hat sie Modelle jeder beliebigen unendlichen Michtigkeit « > |L|.
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Beweis. Die Theorie T habe ein unendliches Modell und « sei eine Kardinalitat > |L|.
Wir fiigen zu L eine Familie (e;);; von Konstantensymbolen hinzu mit |I| = k. Danach
hat die erweiterte Sprache L die Kardinalitdt |L| = x. Wir fiigen nun zur Theorie die
unendlich vielen Axiome ¢; # ¢; fiir i # j in I hinzu. Die so entstehende Theorie T* hat
eine Sprache der Kardinalitdt « und hat nur Modelle der Kardinalitét > x. Falls sie
tiberhaupt konsistent ist, hat sie also nach Korollar 1.9.6 ein Modell der Kardinalitat «.
Wir muessen zeigen, dass jede endliche Teiltheorie T von T* ein Modell besitzt.
Genauer zeigen wir, dass ein unendliches Modell A4 der urspruenglichen Theorie T
bereits ein Modell von T ist. Beachte hierzu, dass T’ nur endlich viele der neuen
Axiome e; # ¢; enthalten kann. Sei also E die Menge aller Indizes i € I, ie in einem
dieser Axiome von T’ vorkommen. Die Menge E ist endlich, also findet man im
unendlichen Modell A4 auch paarweise verschiedene Interpretationen fuer die e; mit

i € E. Die Axiome von T’ gelten dann allesamt in diesem Modell, es ist also ein Modell
von T’. Damit hat nach dem Kompaktheitssatz die Theorie T* ein Modell, ist also
konsistent, hat also ein spezielles Modell, dieses hat die Kardinalitat «. O

* ok %

1.11 Kategorische und vollstindige Theorien

Definition 1.11.1. Eine konsistente Theorie T heifst vollstindig, falls fiir jede Formel F
gilt
T+F oder T+ -F.

Beispiel 1.11.2. Ist A4 eine L-Struktur und T(A4) die Theorie, deren Axiome alle in 4
wahren Formeln sind. Dann ist T(A) vollstindig.

Proposition 1.11.3. Eine konsistente Theorie T ist genau dann vollstindig, wenn jede
Formel, die in einem gegebenen Modell gilt, in jedem Modell gilt.

Beweis. Sei T vollstindig und A ein Modell. Sei ‘B ein weiteres Modell. Sei F eine
Formel mit 4 = F. Da T vollstindig ist, folgt T + Foder T + -F und da A4 ein
Modell ist, folgt T + F und damit B F.

Sei umgekehrt T eine konsistente Theorie mit der Eigenschaft, dass jede Formel, die in
einem Modell A4 gilt, in jedem Modell gilt. Ist dann F eine Formel, dann gilt entweder
F oder - F in A. Im ersten Fall gilt F in allen Modellen, ist damit also herleitbar, im

zweiten Fall ist - F herleitbar. Damit ist T vollstaendig. |

Definition 1.11.4. Sei T eine Theorie. Ein Isomorphismus zwischen zwei Modellen

A= (A, (fa)s, (pa)a) und B = (|B|, (fz)s, (p3) ) eine Bijektion ¢ : [ 4] — | B so
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dass fuer jedes n-stellige Funktionszeichen f und alle a, ..., a, € |CA| gilt

f@((]ﬁ(m), . -I(P(an)) = (P(fﬂl(all . .,tly,)),

und dass fuer jedes n-stellige Praedikatszeichen p gilt

pa(ay,...,an)=w <  pg(d(a),...,¢(a,)) =w.

Definition 1.11.5. Eine konsistente Theorie T heifst kategorisch, falls alle Modelle von
T isomorph sind.

Beispiele 1.11.6. e Ist T kategorisch, dann hat sie nur endliche Modelle.

Beweis. Hat sie ein unendliches, dann hat sie nach Loewenheim-Skolem Modelle
verschiedener Kardinalitaeten, diese koennen nicht isomorph sein. O

e Sei G eine Gruppe und sei T = T(G) die Erweiterung der Gruppentheorie um alle
Formeln, die in G wahr sind. Dann gilt: T(G) ist genau dann kategorisch, wenn
die Gruppe G endlich ist.

Beweis. Ist die G endlich, so laesst sich die Gruppenstruktur in Formeln
festnageln. Die Umkehrung ist nach obigem klar. |

e Kategorische Theorien sind vollstindig. Es gibt vollstandige Theorien, die nicht
kategorisch sind, z.B. die Theorie der algebraisch abgeschlossenen Kérper der
Charakteristik Null, siehe unten.

Definition 1.11.7. Sei « eine Kardinalzahl. Eine Theorie T heifst k-kategorisch, falls je
zwei Modelle der Machtigkeit x isomorph sind.

Beispiele 1.11.8. e Sei L die Sprache, die nur die logischen Grundzeichen und =
enthélt. Sei T die Theorie, die nur die logischen Axiome enthdlt. Sie ist
k-kategorisch fiir jedes x, denn je zwei Mengen der gleichen Kardinalitit sind als
Mengen isomorph.

e Sei p eine Primzahl. Die Gruppentheorie ist p-kategorisch.

Definition 1.11.9. Eine abelsche Gruppe A heifst torsionsfrei, falls na = 0 = a = 0 fiir
jedes a € A und jedes n € IN gilt.

Eine abelsche Gruppe A heifit divisibel, falls es zu jedem 2 € A und jedem 7 € IN ein
b e A gibt mit nb = a.

Proposition 1.11.10. Die Theorie der torsionsfreien divisiblen abelschen Gruppen ist
K-kategorisch fiir jedes ueberabzaehlbare .
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Beweis. Eine torsionsfreie divisible abelsche Gruppe V ist dasselbe wie ein
Q-Vektorraum. Je zwei Q-Vektorraume unendlicher Dimension haben genau dann
dieselbe Kardinalitdt, wenn sie Hamel-Basen gleicher Machtigkeit haben. In dem Fall
sind sie isomorph. m|

Satz 1.11.11. Sei p = 0 oder eine Primzahl. Die Theorie der algebraisch abgeschlossenen
Korper der Charakteristik p ist k-kategorisch fiir jedes ueberabzaehlbare x.

Beweis. Seien K, L zwei algebraisch abgeschlossene Korper der Charakteristik p
derselben Miachtigkeit. Wir miissen zeigen, dass sie isomorph sind. Ist p = 0, so
enthalten beide den Primkorper Q und daher enthalten beide den algebraischen
Abschluss Q. Ist p > 0, so enthalten beide die Primkérper F, und damit den
algebraischen Abschluss F,. Sei dieser gemeinsame Unterkérper mit U bezeichnet. Da
|K| = |L|, haben beide denselben Transzendenzgrad tiber U, es gibt also eine Menge S
so dass die Korpererweiterungen K/U(S) und L/U(S) beide algebraisch sind, wobei
U(S) die freie Korpererweiterung von U in den Erzeugern S ist. Da K und L
algebraisch abgeschlossen sind, sind beide isomorph zum algebraischen Abschluss
u(s). O

Satz 1.11.12. Sei T eine Theorie zur Sprache L. Ist die Theorie x-kategorisch fuer ein
K > |L| und hat sie ein Modell der Maechtigkeit x, dann ist T vollstindig.

Beweis. Nimm an, T ist nicht vollstindig. Sei dann F eine Formel so dass weder F
noch - F in T beweisbar ist. Sei T; = Tu {F} und T, = T u {-F}. Jede der beiden
Theorien T; hat ein unendliches Modell. Nach dem Satz von Loewenheim-Skolem gibt
es zwei Strukturen 4, 4, der Michtigkeit x so dass A; £ T;. Beide sind auch Modelle
von T und da T k-kategorisch ist, folgt 4; ¥ 4,, was im Widerspruch zu 4, = F und
A, = - F steht. O

Satz 1.11.13. Sei p = 0 oder eine Primzahl. Die Theorie T, der algebraisch abgeschlossnen
Korper der Charakteristik p ist vollstindig.
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Beweis. Sei x eine ueberabzaehlbare Kardinalitaet. dann ist T, nach Satz 1.11.11
x-kategorisch und daher ist T, nach Satz 1.11.12 vollstaendig. |

Korollar 1.11.14. Alles, was in der Sprache der Korper ausdriickbar ist und in C gilt, gilt in
allen algebraisch abgeschlossenen Korpern der Charakteristik Null.

Dies ist in der Anwendung sehr nuetzlich, denn es erlaubt es, analytische Argumente
im Beweis von algebraischen Aussagen zu verwenden.

* ok %
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2 Rekursionstheorie

2.1 Registermaschinen

Eine Registermaschine ist ein theoretisches Modell fiir eine Rechenmaschine. Sie
eignet sich fiir unsere Zwecke besser als eine Modell-Programmiersprache, weil sich
ihre Instruktionen sehr einfach kodieren (godelisieren) lassen. Eine Registermacschine
hat endlich viele Register Ry, Ry, ..., Ry die jedes eine nattirliche Zahl oder Null
enthalten konnen.

Definition 2.1.1. Eine Registermaschine M ist eine endliche Folge I, 1, ...,I; von
Quadrupeln, den sogenannten Instruktionen der Gestalt

I] = (j/i/b/l)/

wobei

e jist die Nummer der Instruktion, also1<j<s,
e iist die Nummer eines Registers, also 1 <i <N,
e bist + oder — oder eine Instruktionsnummer oder s + 1,

e |ist eine Instruktionsnummer (Folgeinstruktion) oder s + 1.
Die verschiedenen Instruktionen bedeuten:

(@) (j,i,+,1) Addierschritt: addiere 1 zum Register R; und fiihre dann Instruktion /
aus, falls I <'s. Die Maschine stoppt, falls [ = s + 1.

(b) (j,i,—,1) Subtrahierschritt: subtrahiere 1 vom Register R; (falls moglich) und fiihre
dann Instruktion [ aus (bzw. stoppe, falls [ = s + 1).

(c) (j,i,k,1): Testschritt: Teste, ob der Wert des Registers R; gleich Null ist. Falls ja,
springe zu Instruktion I, sonst zu Instruktion I;. Beide, k und | kénnen auch s + 1
sein, in welchem Fall die Maschine stoppt.

Beachte, dass die Anzahl der angesprochenen Register schon durch die Instruktionen
festgelegt ist, ist also M = (I3, ..., I;), dann ist

N =max{i: (j,1,b,1) ist eine Instruktion von M}.

In diesem Fall sagen wir auch, M ist eine N-Registermaschine.
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Beispiel 2.1.2. Eine Registermaschine der Laenge 3, die den Inhalt des zweiten
Registers zum ersten addiert:

(1,2,4,2) teste Register 2, wenn Null stoppe, sonst Schritt 2
(2,1,+,3) addiere 1 zum Register 1, weiter zu Schritt 3
(3,2,—,1) subtrahiere 1 von Register 2, weiter zu Schritt 1

Beispiele 2.1.3. e (1,1,-,2) Subtrahiert 1 vom Register 1, soweit moglich und
bleibt dann stehen.

e (1,1,—,1) Loscht den Inhalt von Register 1, andert dann nichts mehr, bleibt aber
auch nicht stehen.

(1/ 11 _12)

(2,1,3,1) oschtRegister 1 und stoppt dann.

Definition 2.1.4. Sei M eine N-Registermaschine der Lange s. Eine Konfiguration ist
ein N + 1-Tupel (j,x1,...,xn), wobei die x; € N, die Registerinhalte sind und
1 < j<s+1isteine Instruktionsnummer oder s + 1.

Eine Konfiguration (I, y) ist eine Folgekonfiguration von (j,x), oder

(x) = (Ly),

falls

(@) j<sund

o Ii=(ji,+)undy=(xy,...,x;+1,...,xy), oder

o Ii=(ji-l)undy=(xy,...,x;—1,...,xy), wobei das -1 so zu verstehen ist,
dass Null rauskommt, wenn x; = 0 war, oder

e I;=(jik1)und x; >0, sowie y = x und k ist eine Instruktionsnummer, oder

o Ii=(jilk)und x; = 0, sowie y = x.

(b) oder j =s+1, in welchem Fall (], y) =)j, x) ist (Stopkonfiguration).

Jede Konfiguration hat genau eine Folgekonfiguration.

Definition 2.1.5. Eine Rechnung der Dauer T auf einer Registermaschine M der
Lénge s ist eine Folge

(jl/xl)/-‘-/(jT/xT)

von Konfigurationen, wobei j; = 1 ist und jeweils (j.1,x,+1) die Folgekonfiguration
von (j,, x,) ist. Hierbei heifst x; die Eingabe und (1,x;) die Anfangskonfiguration. Die
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Rechnung heifit abgeschlossen oder beendet, falls jr = s + 1. Ist dies der Fall, dann
heifst x; auch das Ergebnis der Rechnung. Wir schreiben dies als

M:x; = x7.

Lemma 2.1.6. Das Ergebnis einer M-Rechnung ist, wenn es existiert, durch die Eingabe
eindeutig festgelegt.

Beweis. Klar, weil jede Konfiguration eine eindeutig bestimmte
Nachfolgekonfiguration hat. m|

Definition 2.1.7. (Verkettung von Registermaschinen) Fiir eine Registermaschine M’
der Lange s’ und eine Zahl s € IN sei s + M’ die Folge von Instruktionen, die man erhalt,
wenn man in M’ alle Instruktionsnummern um s vergrofiert. Ist dann M eine
Registermaschine der Lange s, so ist die Verkettung MM’, die man durch
Hintereinanderschreiben von M und s + M’ erhilt, eine Registermaschine der Linge
s+s'.

Lemma 2.1.8. Die Verkettung zweier Registermaschinen ist eine Registermaschine, es gilt
eM=Mz=M, MMM")=(MM)M",
hier sind M, M'M" Registermaschinen und & steht fiir die leere Registermaschine.

Beweis. Klar. 0

Definition 2.1.9. Sei f : N§ — IN eine Funktion. Eine Registermaschine M berechnet f,
falls fiir jedes x € INf gilt

M:(x1,...,%,0,...,0) = (f(x),0,...,0).

Eine Funktion heifit berechenbar, wenn es eine Registermaschine gibt, die sie
berechnet.

* % %

2.2 Rekursive Funktionen

Definition 2.2.1. Induktive Definition der Rekursiven Funktionen f : ]N’é — INj.
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(RO) Die Funktionen

S(x)=x+1, (einstellig)
Pi(x1,. .., xn) = X,

Ch(x1,...,x,) =0

sind rekursiv.

(R1) Sind die g; und h rekursiv, dann auch

flxa, ..o, xy) =h(g1(x),..., g(x)).
(Einsetzung)
(R2) Sind g und h rekursiv, dann auch f(x,...,x,,v), wobei
f(x1,...,%,,0) = g(x1,...,%,)

und
fxy,...,xp,y+1)=h(x1,..., x5y, f(x1,..., %0, Y)).

(primitive Rekursion)

(R3) Sei g rekursiv und es gelte Vyany 3, g(x,y) = 0. Dann ist auch
[l x) = uy(g(f, y) = 0)
rekursiv, wobei uyA(y) = das kleinste y mit A(y). (u-Rekursion)

Verwendet man nur (R0), (R1) und (R2), so heifst f primitiv-rekursiv.

Satz 2.2.2. Eine Funktion ist genau dann berechenbar, wenn sie rekursiv ist.

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Richtung: wir zeigen, dass rekursive
Funktionen berechenbar sind.
Die Rueckrichtung wird in Abschnitt 2.4 bewiesen.

Induktion nach Definition. Die Funktionen nach RO sind offensichtlich berechenbar.
Eine Maschine fiir die Nachfolgerfunktion S wére etwa

(1,1,+,2),
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Eines fiir P’; ist
(1,j+1,4,2)
(2,1,+,3)
(3,j+1,-,1)

gefolgt von einem Programm, das die Register Ry, ..., R,.1 auf Null setzt.

(R1) Seien M;, ..., M Registermaschinen, die g, ..., gk berechnen und sei N deren
maximale Registerzahl. Zunachst kopiert man (xy,...,x,) in die Register

Rni1, .-, Rnyn. Dann setzt man die Maschine M; ein und erhélt das Ergebnis
21(x),0,...,0,x. Man kopiert g;(x) in das Register Ry.,+1 und xy, ..., X, in die ersten
Register, wendet dann M, and und so fort. Am Ende hat man die Registerinhalte
Qk(x),0...,0,x,81(x),..., gk-1(x) Man kopiert g1(x), ..., gk(x) in die ersten Register,
setzt die weiteren Register auf Null und wendet eine Maschine M an, die h berechnet.
(R2) Seien G und H Maschinen, die g und h berechnen und sei N deren maximale

i+ L., T

Registerzahl. Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall n = 1. Sei ﬂgp i
eine Maschine, die die Inhalte der Register j,..., j + r in die Register p, ...p + r kopiert,
wobei die Disjunktheit dieser Zahlintervalle vorausgesetzt sei. Ferner sei /\j die
Maschine, die das Register k auf Null setzt. Wir beschreiben eine Maschine fiir f

durch das Flussdiagramm:

0
Input - K72 v A G Stop

+0

Ry +1 ¢ H € Ry -1

Hierbei bedeuten die Sterne, dass dazwischen noch entsprechende Kopiervorgange
stehen.

(R3) Sei G eine Maschine, die g berechnet. Das Flussdiagramm fiir f ist
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0
Input —— X, x G — —— Stop
*
+0

N+1,N+2 |,
2 ¢ RN+2 +1

wobei hier der Stern noch einen Kopiervorgang und ein Loeschen beinhaltet. Das
beendet den Beweis, dass alle rekursiven Funktionen berechenbar sind. Die
Rueckrichtung von Satz 2.2.2 wird im Abschnitt 2.4 bewiesen.

* %k

2.3 Die Ackermann-Peter-Funktion

Definition 2.3.1. (Ackermann-Peter-Funktion) Wir definieren

a(0,n)=n+1,
a(k+1,0)=a(k,1)
alk+1,n+1)=a(k,a(k+1,n)).

Zum Beispiel ist a(1,1) =a(0,a(1,0)) =a(1,0) +1 = 3.

Lemma 2.3.2. Es gilt

(@ a(l,n)=n+2,

(b) a(2,n)=2n+3,

() a(3,n)=2"3-

(d) a(4,n)= & -3.
n+3 Zuweien

Beweis. (a) Fuer n =0ista(1,0) =a(0,1) =2.

Fuer n - n + 1 rechne

a(l,n+1)=a(0,a(l,n))=a(l,n)+1=n+2+1.

(b) Fuer n =0ista(2,0) =a(1,1) = 3.

35
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Fuer n — n + 1 rechne
a(2,n+1)=a(1l,a(2,n))=a(2,n)+2=2n+3+2=2(n+1) +3.

(c) Fuern=0ista(3,0) =a(2,1) =5=23-3.

Fuer n - n + 1 rechne

a(3,n+1)=a(2,a(3,n)) =2a(3,n) +3=2(2"3-3) +3 =203 _3

(d) Schreibe "2 fuer 22" mit nn Zweien. Fuer 1 = 0 ist a(4,0)=a(3,1) =24 -3=22 -3,

Fuer n - n + 1 rechne
a(4,n+1)=a(3,a(4,n)) =21m+3 _3-2"2-3+3 _3_ (m+1)p _3 O
Proposition 2.3.3. Es gilt

(D) n<a(k,n),

() a(k,n) <a(k,n+1), (Monotonie im zweiten Argument)
(1) a(k,n+1) <a(k+1,n), (wichst stirker im ersten Argument)
(IV) a(k,n) <a(k+1,n), (Monotonie im ersten Arqument)

(V) ma(k,n) <a(k,n+m), k>3,
(VD) a(k,n) +n<a(k,n+1), k>3,

(VII) a(k,2n) <a(k+1,n), k>2.

Beweis. (I) Fuerk=0istn<n+1=a(0,n).

Fuer k — k + 1 machen wir eine Unterinduktion nach 7, also mit n = 0 ist
a(k+1,0)=a(k,1) >1>0. Fuer n - n + 1 rechne

n<a(k+1,n) LV.
<a(k,a(k+1,n)) L.V.
=a(k+1,n+1).

Da hier zwei “<”-Schritte auftreten, folgt insgesamt n+1 <a(k+1,n+1).

(Il) Fuerk=0ista(0,n) =n+1<n+2=a(0,n+1).
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Fuer k - k + 1 machen wir eine Unterinduktion nach n. Fuer n = 0 ist
a(k+1,0)=a(k,1) <"a(k,a(k,1)) =a(k,a(k+1,0)) =a(k+1,1). Fuer n - n + 1 rechne

a(k+1,n+1) =a(kalk+1,n)) <" a(k,a(k+1,n+1)) =alk+1,n+2).

(IIT) Fuer k=0ista(k,n+1)=n+2=a(1l,n) =a(k+1,n).

Fuer den Schritt k — k + 1 machen wir eine Unterinduktion nach n. Fuer n = 0 ist
alk+1,n+1)=a(k+1,1)=a(k+2,0) =a(k+2,n). Fuer den Schritt n — n + 1 rechne

alk+1,n+2)=a(kalk+1,n+1))

<a(k,a(k+2,n)) LV.+(II)
<a(ka(k+2,n)+1) (IT)
<a(k+1,a(k+2,n)) LV.
=a(k+2,n+1).

(IV)Fuer k=0ista(0,n) =n+1<n+2=a(1,n).

Fuer k — k + 1 machen wir eine Unterinduktion nach #n. Fuer n = 0 ist
a(k+1,0)=a(k,1) <"V a(k+1,1) =a(k+2,0). Fuer n - n + 1 rechne

alk+1,n+1)=a(ka(k+1,n))

<a(k+1,a(k+1,n)) LV.
<a(k+1l,a(k+1,n+1)) (1)
<a(k+1,a(k+2,n)) (II) + (I1I)
=a(k+2,n+1).

(V) Fuer k = 3 ist ma(k,n) = m(2"+3 - 3) < 2m(2n+3 - 3) < 2m+1+3 — 3 = a(k,n + m).

Fuer k — k + 1 machen wir eine Unterinduktion nach n. Fuer n = 0 ist
ma(k+1,n) =ma(k+1,0) =ma(k,1) <"V-a(k,m+1) <UD a(k+1,m) =a(k+1,m+n). Da
fuer m = 0,1 die Behauptung trivialerweise erfuellt ist, nehmen wir m > 2 an. Fuer den
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Schritt n - n + 1 rechne dann

ma(k+1,n+1) =ma(k,a(k+1,n))

<a(kalk+1,n)+m) LV.
<a(k,ma(k+1,n)) alk+1,n)>2
<a(kalk+1,m+n)) LV.+ (II)
=a(k+1,m+n+1)).

(VI) Fuer k=3ista(k,n) +n=2"3-3+n <23 -3 4+ 23 =24 _3 = g(k,n+1).

Fuer k — k + 1 machen wir eine Unterinduktion nach n. Fuer n = 0 ist die Behauptung
klar. Fuer den Schritt n — n + 1 rechne

alk+1,n+1)+n+1=a(kak+1,n)+n+1

<alka(k+1,n))+a(k+1,n) (I
<a(ka(k+1,n)+1) LV.
<a(ka(k+1,n)+n) (I
<alka(k+1,n+1)) I.V.
=a(k+1,n+2).

(VII) Fuer k =2 ista(k,2n) =2n+3 <23 -3 = a(k+1,n). Fuer k - k + 1 machen wir eine
Unterinduktion nach n. Fuer n = 0 ist

a(k+1,2n) =a(k+1,0) <M a(k+1,1) =a(k+2,0) = a(k +2,n). Fuer den Schritt n - n +1
rechne

a(k+1,2(n+1)) <a(k+1,a(k,2(n+1))) (I
<atk+1,a(k+1,n+1)) LV.
<a(k+1,a(k+2,n)) (III)
=a(k+2,n+1). ]

Satz 2.3.4. Zu jeder primitiv-rekursiven Funktion f auf IN| gibt es eine Zahl k, so dass
fueralleny, ..., n, e Ny gilt

f(m,...,n) <a(k,ng+---+mn,).
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Beweis. Dies ist klar fuer die Funktionen aus (R0).

(R1) Seien g; und h rekursiv und

flxa,...,x0) =h(g1(x),..., g(x)).

Ferner seien g;(x1,...,x,) <a(K,xy +--- +x,) sowie h(y1,..., yx) <a(K yi +--- + yi) mit
einem K > 3, was wir nach der Monotonie von a annehmen koennen. Dann ist

flxa, .o, xy) <a(K g1(x) +--+ gr(x))

<a(Ka(K, Y x)+---+a(K ) x)) (IT)
=a(K ka(K,> x))

<a(Ka(Kk+) x)) (V)
<a(Ka(K+k, > x)) (I1I) + (IT)
<a(K+ka(K+k+1,> x)) (IV) + (II)
=a(K+k+1,> x+1)

<a(K+k+2,> x) (D),

wobei Y x fuer x; +--- + x,, steht.

(R2) Seien nun g und h gegeben mit g(x) <a(K, Y x) fuer ein K> 1 und h(z) <a(K, Y z),
sowie
f(x1,..0,%,,0) = g(x9,...,%,)

und
fxa,..o,xp,y+1)=h(xy,...,. x5y, f(x1,..., %0, Y)).

Wir zeigen induktiv, dass f(x,y) <a(K+2,Y. x + y). Hierzu rechne

f(x,0)<a(K, Y x)<a(K+2,) x), (IV)
fy+1) =h(x,y, f(x,y))
<a(K Y x+y+f(xy))
<a(K Y x+y+a(K+2,Y x+y)) (1)
<a(K,2a(K+2,> x+v)) (I) + (1)
<a(K+1,a(K+2,> x+y)) (viII)
=a(K+2,> x+y+1). O
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Satz 2.3.5. Die Ackermann-Peter-Funktion ist rekursiv, aber nicht primitiv-rekursiv.

Beweis. Man sieht ein, dass a berechenbar ist. Spéter zeigen wir, dass berechenbare
Funktionen rekursiv sind.

Wir wissen, dass es zu jeder primitiv-rekursiven Funktion f auf INj eine Zahl k gibt, so

dass
f(ny,...,n) <alk,ny +---+n,).

Angenommen, 7 ist primitiv-rekursiv, dann ist auch g(n) = a(n, n) primitiv-rekursiv.

Dann existiert ein k so dass g(n) < a(k,n). Setzt man n = k ein, so folgt der
Widerspruch:

a(k, k) = g(k) <a(k,k).

* % %

24 Godelisierung

Lemma 2.4.1. Die Funktionen
x+y, x-y, x¥, x-y
sind rekursiv, wobei x —y = 0 falls x < y.

Beweis. Klar.

Definition 2.4.2. Eine Relation R c IN’(; heifst rekursiv, falls die charakteristische
Funktion

1 xeR,
XR(xll"'/xk) =
0 x¢R.

rekursiv ist.

Lemma 2.4.3. Sind P und Q rekursiv, dann auch PAQ, Pv Q, =P und
P(fi(x1,...,x4),..., f(x1,...,x,)) fiir alle rekursiven Funktionen fi,..., fr.

Beweis. Esist xpno =xp- X0, X-p=1-xpund Pv Q < - (=P A -Q). Setzt man
schliesslich die f; in die charakteristische Funktion von P ein, erhélt man die von

P(fi,..-, fr).
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Lemma 2.4.4 (Fallunterscheidung). Sind Py, ..., P, rekursive Pridikate und f, ..., f,
rekursive Funktionen, so ist auch

fo(x)  Po(x),
fi(x) = Po(x) A Pi(%),

fn(f) —\Po(f)/\---/\—\Pn_l(f)/\Pn(X')

0 sonst

rekursiv. Hierbei steht X fiir (x1,...,X).

Beweis. Die Pradikate Qy =Py, Q1 =-PyAPy,...Q,=-PyA--A=P,_1 AP, sind
rekursiv, also auch

f£(x) = im(i)ﬁ(f)- 0
2

Lemma 2.4.5. Sei P rekursiv. Dann sind auch die Relationen

R(X,y) < V.o, P(%,2),
S(%,y) < 3.y P(X,2)

rekursiv.

Beweis. Man definiert R durch die Rekursion:

R(x,0) := wabhr,
R(X,z+1) < R(X,z) A P(X,2).

Schliesslich ist S(%, y) < = V.., - P(X,z). O
Beispiele 2.4.6. e x|y (x teilt y) ist rekursiv.
e x ist Primzahl ist rekursiv.

e p(n) = (n+1)-te Primzahl ist rekursiv, denn

p(n+1)=py ((y ist Primzahl ) A (y > p(n)))

* % %
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Lemma 2.4.7. Sei p,, die n-te Primzahl. Sei IN}; die disjunkte Vereinigung aller IN§ mit
k=0,1,.... Die Abbildung ( ) : IN} — IN,

_m Ng_1 Mk +1
(ni,...,m) =pi-plapt -1

ist eine Bijektion. Es gilt

(a) Die zweistellige Komponentenfunktion (x); definiert durch

((m, ..., 1)), = {Tli i<k,

0 sonst,

ist rekursiv.

(b) Die Lingenfunktion 1g(x) definiert durch

lg((n1,...,n¢)) =k
ist rekursiv.
(c) Fiir jedes kist { ) : IN§ — Ny rekursiv.

(d) Fiiralle nist 1g(n) <n. Ist n >0, dann ist (n); < n.
Wir nennen (ny, ..., 1n;) die Gédelnummer von (1, ..., ).

Beweis. (c) folgt aus Lemma 2.4.1.
(d) ist klar.
(b) es ist
1g(x) = uy Vaex(y <n = pu £ (x+1)).

(a) Esist

pyp!tH (1) i<lg(a),
(x)i=uy p()r2 4 (x+1) i=1g(x), 0
0 i>1g(x).

Sei : INg - INj eine rekursive Bijektion. Dann ist die Umkehrabbildung uy (y) = x
wieder rekursiv. Es definiert
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eine Godelnummerierung mit rekursiver Komponentenfunktion und rekursiver
Langenfunktion L(x).

Bemerkung 2.4.8. Sei []: INj - N eine Bijektion mit rekursiver
Komponentenfunktion und rekursiver Langenfunktion L(x). Dann gibt es eine
rekursive Bijektion f : Ny — N mit [] = ()"

Beweis. Man definiert § durch

B(s) = pt (L(£) =1g(5) A Viago [£]: = (5):)- o

Godelisierung von Registermaschinen

Wir ordnen jedem Befehl, jeder Registermaschine, jeder Konfiguration und jeder
Rechnung X eine Zahl "X, ihre Gédelnummer zu:

Objekt X Godelnummer "X
+ 1,

- 2,

i =Instruktionsnummer oder Registernummer | i+2

Instruktion (j,7,b,1) (i,
Registermaschine (Iy, I, ..., I;) ("L, ..., L")
Konfiguration (j,x1,...,xn) (j,x1,...,xN)
Rechnung (Kj, ..., Kr) ("Ky', ..., "Kg').

Fiir eine Konfiguration K zu einer Registermaschine M schreiben wir M(K) fiir die
entsprechende Nachfolgekonfiguration.

Lemma 2.4.9. Es gibt eine rekursive Funktion N(x,y) so dass fiir jede Maschine M und fiir
jede Konfiguration K zu M gilt

N(FM‘I, FK'I) - FM(K)'I.

Beweis. Man macht sich klar, dass man N durch Komposition bekannter rekursiver
Funktionen erhlt. O

Beweis von Satz 2.2.2. Es ist nun klar, dass man eine RM-Berechnung durch rekursive
Funktionen modellieren kann und damit ist jede berechenbare Funktion rekursiv, also

folgt der Satz. O

* %k
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2.5 Rekursiv aufzihlbare Mengen

Definition 2.5.1. Eine Relation R heifst rekursiv aufzihlbar, wenn es eine rekursive
Relation R gibt, so dass

R(x) < 3, Rz ).
Insbesondere sind rekursive Relationen rekursiv aufzahlbar.

Lemma 2.5.2. Eine Menge von natiirlichen Zahlen ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn
sie leer ist oder das Bild einer rekursiven Funktion.

Dieses Lemma rechtfertigt den Namen “rekursiv aufzdhlbar”, weil es eine rekursive
Funktion (oder eine Registermaschine) gibt, die die Menge aufzahlt.

Beweis. “=" Sei R(x) < 3, R(x,y) und r € R, dann ist R das Bild der rekursiven
Funktion

Fx) = {(x)1 wenn R((x)1, (x)2)

r sonst.

“<" Das Bild R einer rekursiven Funktion f ist rekursiv aufzdhlbar, denn

R(x) < 3,f(z)=x

Lemma 2.5.3. R ist genau dann rekursiv, wenn R und - R rekursiv aufzihlbar sind.

Beweis. Sei R(x) < 3, V(%,y) und -R(%) < 3, W(%, y) fiir rekursive V und W. Dann
ist

g(x)=uy (V(x,y) vW(x,y))

fiir alle x definiert und rekursiv. Es gilt
R(x) <= V(xg(x)). O

Definition 2.5.4. Wir definieren das rekursive Kleene-Pradikat T, (1m,x1,...,%,,§) <
m ist Goedelzahl einer Registermaschine M und diese stoppt mit dem Input x;, ..., x,
nach (g)1 Schritten mit dem Output (g).. Dieses ist rekursiv.
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Satz 2.5.5. Es gibt eine Relation U c N2, so dass

(a) U ist rekursiv aufzihlbar.

(b) Fiir jede rekursiv aufzihlbare Menge R gibt es ein e so dass
R=W,= {x: U(e,x)}.

Man nennt U eine universelle rekursiv aufzaehlbare Relation.

Beweis. Sei S(x,y) rekursiv und M eine Maschine, die versucht uy S(x,y) zu
berechnen. Dann stoppt M beim Input x genau dann, wenn 3, S(x, y). Wir haben also
3, S(x,y) = 3, T1("M’,x,g). Die rekursiv aufzdhlbare Relation

U(E,X) <~ Ely Tl(elx/y)

ist also universell. O

Proposition 2.5.6. Es gibt eine Menge, die rekursiv aufzihlbar, aber nicht rekursiv ist.

Beweis. Da U rekursiv aufzaehlbar ist U(x, x) rekursiv aufzaehlbar.
Die Menge - U(x, x) kann nicht die Form W, haben, weil - U(e,e) < e ¢ W,. Daher ist
- U(x,x) nicht rekursiv aufzdhlbar.

Deshalb ist U(x, x) nicht rekursiv, aber rekursiv aufzidhlbar. O

* %k

2.6 Godelnummern von Formeln

Definition 2.6.1. Sei L = {A4,...,A;} eine endliche Sprache. Wir ordnen den Zeichen

= - - ( ) A X1 Xp
Al /\1 ay dp

die Godelnummern

(0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5) (0,6) (0,7) (0,8)
(1,1) ... (L) (1,1+1)
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zu und jeder Zeichenreihe Z = z1z; ...z, die Godelnummer 'Z" = ("z,7, "z,7,..., "z, ).
Zuletzt ordnen wir eich einer Herleitung (Fy, ..., Fi) die Goedelnummer

“(F1,...,F) = (F1, . F)

Zu.

Lemma 2.6.2. Die folgenden Mengen sind rekursiv

(@) {"t":tistein Termin L}

(b) {"F':F ist eine Formel in L}

Beweis. Man kann eine Registermachine bauen, die einer Zahl ansieht, ob sie ein Term
oder eine Formel ist. O

Definition 2.6.3. Eine Theorie T heifdt
(a) rekursiv, falls {rF :Fe AX(T)} rekursiv ist.
(b) rekursiv aufzdhlbar, falls {rl-ﬂ :Fe Ax(T)} rekursiv aufzdhlbar ist.

(c) entscheidbar, falls {rF1 :T + F} rekursiv ist.

Satz 2.6.4. Ist eine Theorie T rekursiv aufzihlbar, dann ist auch die Menge {'F’ :T — F }
rekursiv aufzihlbar.

Beweis. Wenn es eine Registermaschine gibt, die alle Axiome aufzdhlt, dann gibt es
auch eine, die alle Herleitungen aufzahlt. m|

Erinnerung. Eine konsistente Theorie heifit vollstindig, falls fiir jeden Satz F gilt
T+ F oder T+ -F

Beispiel 2.6.5. Die Zahlentheorie ist rekursiv aufzahlbar. Sie hat zwar unendlich viele
Axiome, diese konnen aber aufgezahlt werden, da ja fiir jede Formel ein Axiom
entsteht und die Menge der Formeln rekursiv aufzédhlbar ist.

Proposition 2.6.6. Ist eine Theorie rekursiv aufzihlbar und vollstindig, so ist sie
entscheidbar.
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Beweis. Sei A die Menge aller Godelnummern aller L-Formeln und B die Menge der
Godelnummern der T-beweisbaren Formeln. Sei f eine rekursive Funktion mit
f("'¢") ="-¢". Aus der Vollstandigkeit von T folgt

x¢B << x¢Avf(x)eB.

Die Menge A ist rekursiv, die Menge B ist rekursiv aufzdhlbar. Damit ist aber auch - B
rekursiv aufzihlbar. Nach Lemma 2.5.3 ist B daher rekursiv. m]

* 3k %

2.7 Alternativer Aufbau der rekursiven Funktionen

Satz 2.7.1. Alle rekursiven Funktionen lassen sich aus den Grundfunktionen

S(x)=x+1,
Pi(x1,...,xq) = x;,

Ci(x1,...,x0) =0,

sowie +,- und

1 x<y,
x<(x,y)={0

x>y
S(X)IP?/ CO/ +, X<

durch Anwenden der Regeln (R1) (Einsetzung) und (R3) (u-Rekursion) gewinnen.

Zur Erinnerung;:

(R1) (Einsetzung) Sind die g; und h rekursiv, dann auch
flxy,...,x) =h(g1(x),...,g(x)).
(R3) (u-Rekursion) Sei g rekursiv und es gelte Vyany 3, g(x,y) = 0. Dann ist auch

flxr, .o x0) = uy(g(x,y) = 0)

rekursiv, wobei
uyA(y) = das kleinste y mit A(y).
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Beweis. Wir nennen eine Funktion, die wir wie im Satz erhalten, *x-rekursiv. Wenn wir
zeigen konnen, dass die Klasse der *-rekursiven Funktionen unter (R2) (primitive
Rekursion) abgeschlossen ist, sind wir fertig.

(R2) Sind g und h rekursiv, dann auch

f(xll ceer Xny ]/)/
wobei
f(x1,..0,%,,0) = g(xq,...,%,)

und
fxa,..o,xp,y+1)=h(xy,..., x5y, f(x1,..., %0, Y))-

(primitive Rekursion)

Ein Pradikat P nennen wir *-rekursiv, falls seine charakteristische Funktion xp
*-rekursiv ist.

Lemma 2.7.2. (a) Die Funktion x -y ist in *-rekursiv.
(b) Sind f, g *-rekursiv, dann auch f- g, f - g.
(c) Das Pridikat x = y ist *-rekursiv.
(d) Das Pridikat x =y mod z ist *-rekursiv.
(e) Ist P ein *-rekursives Pridikat, dann sind auch die Priidikate
R(X,z) < V.. P(%,y),
S(%,z)  3,- P(%,y)
*-rekursiv.
(f) Die Klasse der *-rekursiven Pridikate ist abgeschlossen unter Fallunterscheidung (siehe
Lemma 2.4.4).
Beweis. (a)x-y=puzx<(y+z)+1.
(b) Dies durch Einsetzung, da -, — € S.
Qx=ye (mx<yr-y<x).
(d)x=y modz < ey (X =Yy +wzVvy=x+wz).

(e) Sei P(%,y) ein *-rekursiv. Definiere

g(x,y) =uz (P(x,z) vz=y).
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Dann ist
- P(x,y) <= g(xz)<z

und damit *-rekursiv. R bekommt man durch Negation.

(f) Wie in Lemma 2.4.4. O

Lemma 2.7.3 (Godels p-Funktion). Es gibt eine =-rekursive Funktion f(a,b,1) so dass es zu
jeder endlichen Folge cy,c1,...,cy-1 €s a,b gibt, so dass

B(a,b,i)=c;
firi=0,1,...,n-1.
Eine rekursive Funktion mit dieser Eigenschaft ist schnell gebaut: man benutzt die

Primzahlkodierung von Goedel. Nun soll’s aber *-rekursiv sein, da mueesen wir
anders rangehen.

Beweis. Die Funktion
B(a,b,i)=pzz=a mod (b(i+1)+1)

ist x-rekursiv. Seien ¢y, ¢y, ...,c,-1 gegeben. Wihle fiir b eine Zahl, die durch alle
Zahlen 2,3, ...,n teilbar ist und grofier ist als alle ¢;. Dann sind
b-1+1,b-2+1,...,b-n+1 paarweise teilerfremd. Teilt eine Primzahl p ndmlich bi + 1,
dann teilt p nicht b. Wiirde p aber auch bj + 1 teilen, dann teilt p die Zahl b(i - j), also
p| (i-j) aberi- jist ein Teiler von b, Widerspruch!

Nach Chinas Restsatz existiert eine gemeinsame Losung a der Kongruenzen

a=coy mod (b+1)
a=c mod (2b+1)
a=cyq mod (nb+1).

Weil ¢; < b(i1) + 1, ist c; jeweils die kleinste natiirliche Zahl, die zu a kongruent ist
modulo b(i+1) + 1. O

Beweis von Satz 2.7.1. Wir miissen zeigen, dass die Klasse der *-rekursiven Funktionen
unter primitiver Rekursion abgeschlossen ist. Seien also ¢ und h *-rekursiv und sei f
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definiert durch

f(x,0) = g(%),
flx,y+1)=h(xy, f(x,y))

Die Relation
R(x,y,a,b) < (B(a,b,0)=g(x)AViyp(ab,i+1)=h(xip(anb,i)))
ist +-rekursiv. Offenbar gilt V3, 3,5 R(x,y,a,b). Also ist
S(X,y) = us Jopes R(x,y,a,b)
+-rekursiv. Damit ist auch

f(Ey) = bz Japesry) (R(x,y,a,0) Az =B(a,b,y))

*-rekursiv. m|

* %k

3 Unvollstindigkeit der Arithmetik

3.1 Erster Godelscher Unvollstindigkeitssatz

Definition 3.1.1. Eine Relation R c INjj heif$t arithmetisch, wenn sie in der Struktur

N = (No, +,-,+,<)

definierbar ist, also wenn es eine Formel F in der Sprache von A gibt, so dass

R@) < N eF@a).
Eine Funktion heifdt arithmetisch, wenn ihr Graph arithmetisch ist.
Lemma 3.1.2. Rekursive Funktionen und Relationen sind arithmetisch.
Beweis. Da man eine Relation aus dem Graphen ihrer charakteristischen Funktion

zurueckerhaelt, reicht es, den Funktionenfall zu betrachten. Wir verwenden die
alternative Beschreibung der rekursiven Funktionen in Satz 2.7.1. Die
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Grundfunktionen
S(x)/ P?l CO/ +, X<

sind alle arithmetisch.
(R1) Sei f(x) = h(g1(%),...,8u(X)). Dann ist (%, y) € G genau dann, wenn
3.3, (Zy) €Gun(%,21) € Gy A+ A (X,24) € Gy,).

Da nach Induktionsvoraussetzung die G;, G ., Gg, alle durch Formeln beschreibbar

g
sind, ist demnach auch G durch eine Formel beschreibbar.

(R3) Sei f(%) = uy g(%,y) = 0. Dann ist (%, y) € G genau dann, wenn
(%,1,0) € Gg A V.o (%,2,0) ¢ Gy O
Korollar 3.1.3. Rekursiv aufzithlbare Relationen sind arithmetisch.

Beweis. Sei R rekursiv aufzdhlbar. Dann existiert eine rekursive Relation S, so dass
R(X) < 3, S(X,y). Dann ist S nach dem Lemma durch eine Formel in N
ausdrueckbar, also auch R. m|

Definition 3.1.4. Eine Teiltheorie T von T(A) heift arithmetisch, falls die Menge
{F:FeAX(T)}

arithmetisch ist.

Lemma 3.1.5. Ist T arithmetisch, dann ist auch
T*={F:T + F}
arithmetisch.

Beweis. Es gibt eine Formel A(a) mit
N e A(n) < Fpaxr) F =n.
Wir behaupten, dass es eine Formel B in der Sprache von A gibt, so dass
No=B@) < v A((a)).

Um dies einzusehen, muss man die rechte Seite so formulieren: fuer jede Primzahl p
ist die maximale Potenz e von p in a entweder Null oder es gilt A(e).
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Sei
Herl(a,e, f)

die Relation definiert durch Herl(a, e, f) < f ist die Goedelzahl einer Formel F und e
ist die Goedelzahl einer Herleitung von F in die maximal die Axiome mit den
Goedelzahlen (a),, ..., (a), mit k = 1g(a) eingehen. Dann ist Herl rekursiv. Fuer eine
Formel F ist die Aussage T + F aequivalent zu

3, Herl(a,e,"F') A B(a).

Damit ist {F: T + F} arithmetisch. m|

Satz 3.1.6 (Erster Godelscher Unvollstandigkeitssatz).

(a) Die Theorie T(N) der natiirlichen Zahlen ist unentscheidbar, d.h., die Menge
{F":T + F}
ist nicht rekursiv.

(b) Die Theorie T(N)) ist nicht arithmetisch und damit auch nicht rekursiv aufzihlbar.

(c) Jede arithmetische Teiltheorie von T(N) ist unvollstindig.

Korollar 3.1.7. Es gibt keine Maschine, die mir fuer eine gegebene Formel sagt, ob diese in
den natuerlichen Zahlen gilt oder nicht.

Beweis. (a) folgt aus (b).
Fuer (b) betrachte die Relation

U(e,n) = eist Godelnummer einer Formel F(a), fir die N = F(n).

Angenommen, U ist arithmetisch, dann ist auch die Relation R(x) = - U(x, x)
arithmetisch. Das bedeutet aber, dass R(x) durch eine Formel beschrieben wird. Sei e
die Godelnummer dieser Formel, dann folgt

R(n) < U(en).
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Insbesondere fiir n = e folgt
~U(e,e,) < R(e) < Ulee),

Widerspruch!

(c) Sei T eine arithmetische Teiltheorie von T(A). Dann ist auch T* = {F: T + F}
arithmetisch. Da A ein Modell von T ist, ist es auch eines von T*. Wire nun T
vollstandig, so miisste T* = T(\) sein, was aber nicht sein kann, da T(A() nicht
arithmetisch ist. O

* %k

3.2 Die eingeschrankte Zahlentheorie EZ

Definition 3.2.1. Wir erinnern an die Zahlentheorie in Beispiel 1.4.4. Wir schreiben
Ao = 0und fiir n € N der Term A,, definiert durch

Ap=1+1+---+1.
———
n-mal

Dann ist in Z fiir jedes Paar m, n € IN? herleitbar

(EZl) Ay + Ny = A,
(EZZ) Am ’ An = Amn/
(EZ3) Vy-(x<Ag)A[(x<Ap) < (x=Agvx=AVv---vx=A,q)]

Definition 3.2.2. Sei EZ die Theorie zur Sprache L(Z) der Zahlentheorie, die aus den
unendlich vielen Axiomen der Form (EZ1), (EZ2), (EZ3) besteht, wobei m, 1 € INj.

Lemma 3.2.3. (a) Fiiralle m,n € N, gilt

m<n=EZ - A, <A,
m+n=EZ + -A,=A,,
m¢n=EZ + -\, <A,

(b) Jedes Modell von EZ enthaelt N als Submodell.

(c) Fuer jeden geschlossenen Term t aus L(Z) gibt es genau eine Zahl n € N, so dass

EZ + t=A,.



Logik 54
(d) Alle N -wahren, quantorenfreien geschlossenen Formeln aus L(Z) sind in EZ beweisbar.

Beweis. (a) Seien m < n in INy. Dann gilt EZ + A, = A,, und daher gilt

EZ + (Ap=Agv---VvA,=A,1)also EZ - A, <A, nach (EZ3). Dies ist die erste
Aussage.

Sei nun m # n, also ohne Einschraenkung m < n. Angenommen, EZ }-A,, # A,. Dann
gibt es ein Modell A4 von EZ mit A4 = A,, = A,. Nach der ersten Aussage folgt damit,
dass A4 = Ay, < Ay Nach (EZ3) folgt dass m = 0 oder 4 £ A, = A fuer ein k < m.
Wiederholung des Schlusses mit k statt m endet irgendwann mit A, = Ay, was zu

A = Ay < A fuehrt. Widerspruch zu (EZ3). Dies beweist die zweite Aussage. Die
dritte folgt aehnlich.

(b) folgt aus (a), denn die Interpretationen der A, liefern eine Submodell.

(c) Ist t = A, fuer ein n € Ny, so folgt die Behauptung trivialerweise. Ist t = s + 1 fuer
einen Term s, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein n € IN; so dass

EZ + s=A,.Dannfolgt EZ + t=s+1=A,+1=A,..Istt =351 +s; fuer Terme sy, 5; so
gibt es 11,1, € Ny so dass EZ + s; = A, und EZ + s, = A,,. Dann folgt

EZ + t=51+5 = Ay 4, Ist schliesslich t = s, - 55, so gibt es ny,n, mit EZ + s; = Ay, 80
folgt EZ + t =515, = Ayp,-

(d) Sei F eine A\ -wahre, quantorenfreie geschlossene Formel aus L(Z). Angenommen,
EZ leitet F nicht her, dann gibt es ein Modell 4 von EZ, mit 4 = -F. Dies enthaelt N
als Submodell und da F quantorenfrei und geschlossen ist, folgt A = —F,
Widerspruch! O

Definition 3.2.4. (X;-Formeln) Eine ¥; Formel entsteht aus quantorenfreien Formeln
durch (wiederholte) Anwendung von 3,, beschrankten Allquantoren V,.; (f ein Term)
und den Junktoren A, v.

Eine X;-Formel im engeren Sinne entsteht aus Formeln der Form
O=x,a+1=b,a+b=c,a-b=c,a=b, —a=b,a<b, —a<b

durch Anwenden von A, Vv, 3, V.

Bemerkung 3.2.5. Jede X; Formel ist herleitbar dquivalent zu einer XZ;-Formel im
engeren Sinne. Also, zu jeder X; Formel F existiert eine ¥;-Formel G im engeren Sinne,
so dass

EZ + F < G.

Beweis. Man eliminiert kompliziertere Terme mit Hilfe von Existenzquantoren. Zum
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Beispiel ist (2 +1) + b = c + 1 dquivalent zu

dpdga+l=amrc+l=ciAa;+b=c. O

Satz 3.2.6. Alle in N wahren geschlossenen ¥.\-Formeln sind in EZ beweisbar.

Beweis. Wir zeigen fiir alle X;-Formeln F(a, ..., a;) im engeren Sinne, die keine
weiteren freien Variablen haben und alle natiirlichen Zahlen n;, ..., ni, dass

N eF(n,...,ny) = EZt F(Ay,...,A).

Wir zeigen dies durch Induktion tiber den Aufbau. Ist F eine Primformel, so folgt es
aus Lemma 3.2.3.

Ist F = G A H, und gilt N\ = F(7), dann folgt A = G(72) und N = H(72). Nach
Induktionsvoraussetzung folgt dann EZ +~ G(Ap) und EZ + H(A;). Da

G(An) = H(An) » G(An) A H(Ar) eine Tautologie ist, folgt mit zweifachem Modus
Ponens, dass EZ + G(An) AH(Ay), also EZ + F(Ay). Der v-Fall geht ebenso.

Ist A = 3 (x, An), so ist N e Y (A, Ar) fur ein m € Ny. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt EZ +~ (A, An) und daher EZ + 3,(x, Az).

Ist F(m, 1) = VyeuP(x,,7) und gilt N e F(m,7), dann ist N e Y(1,n) fur alle I € Ny,
I < m. Nach Induktionsvoraussetzung ist EZ +~ (A}, A;) fiir alle I < m. Nach (EZ3)
folgt daraus

EZ - Ve, 0(x,An). 0

Lemma 3.2.7. Alle rekursiven Funktionen und alle rekursiv aufzihlbaren Relationen sind mit
Y.1-Formeln definierbar.

Beweis. Ist f rekursiv, so zeigen wir durch Induktion tiber den Aufbau von f, dass G
durch X;-Formeln definierbar ist. In Lemma 3.1.2 haben wir gezeigt, dass rekursive
Funktionen arithmetisch sind. Der Beweis muss nur an einer Stelle abgedndert
werden, naemlich an der Stelle, wenn man zeigt, dass die ¥-definierbaren
Funktionen unter (R3) abgeschlossen sind. Wir erinnern:
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(R3) Sei f(%) = uy g(%,y) = 0. Dann ist (%, y) € G genau dann, wenn

(%,1,0) € Gg A V.ey (%,2,0) ¢ Gg

Ist nun G, durch eine X;-Formel F gegeben, also (17,1, k) € G, < F(ii1,n,k), Dann ist
etwa F(%,y,z) eine X1 Formel, F(X, y,0) aber nicht. Aber diese letztere Formel ist
aequivalent zu der X;-Formel

3.z=0AF(%,y,z2).

Ebenso ersetzt man im zweiten Teil der Formel den Ausdruck V.., ~F (%,z,0) durch
die X;-Formel
Jw mw=0AF(X,z,w).

Sei nun R eine rekursiv aufzihlbare Relation, also
R(x) < 3, Rz y)

fiir eine rekursive Relation R. Dann ist x rekursiv, also ist der Graph G,, durch eine
Y1-Formel F definierbar, d.h.,

R(z,y) < xx(x,y) =1 F(%x,y,1) < 3,F(x,y,z) Az=1.

Dabher ist
R(x) < 3J,3.F(xyz)rz=1

Die rechte Seite ist eine X;-Formel. O

* % %

3.3 Unentscheidbarkeit von EZ

Satz 3.3.1. EZ ist unentscheidbar. Jede N -wahre konsistente Erweiterung von EZ ist
unentscheidbar.

Erinnere: T entscheidbar < die Menge der in T herleitbaren Formeln ist rekursiv.

Beweis. Sei T eine /\/-wahre konsistente Erweiterung von EZ. Sei R(x) eine beliebige
rekursiv aufzdhlbare Relation. Dann ist R definiert durch eine X;-Formel F. Es gilt fiir
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jedes n € Ny
R(n) < N e=FA,) < T+ F(A)

Zur zweiten Aequivalenz ”<" gilt weil T eine N-wahre Theorie ist, die
Rueckrichtung gilt, weil jede A\'-wahre geschlossene X;-Formel schon in EZ herleitbar
ist.

Wire nun T entscheidbar, also {"Q": T + Q} rekursiv, dann wére auch
{n:T + F(A,)} rekursiv und damit wire R(n) rekursiv, also ware jede rekursiv
aufzdhlbare Relation in INy schon rekursiv, im Widerspruch zu Proposition 2.5.6. O

Lemma 3.3.2 (Fixpunktlemma). Zu jeder Formel F(a) mit nur einer freien Variablen a gibt
es eine Formel Q mit
EZ - Qo F(Ag)

Beweis. Termeinsetzen wird durch eine rekursive Funktion beschrieben
Sub("F(a)',n) = "F(A,)'
Sei Sub in EZ reprasentiert durch die X;-Formel 0. Das heifst, lax ausgedrtickt
EZ + Sub(m,n) =k < o(k,m,n).

Genauer miissen natiirlich die natiirlichen Zahlen hier als Terme interpretiert werden,
also
EZ + Sub(A,, Ay) = Ay < 0(Ak, A, Ay).-

Dann ist also fiir alle F(a) und alle n,
EZ = Y, (x=Afn,y < 0(X, Ay, An)).
Sei nun F(a) gegeben. Wir setzen
p(a) =3, (F(x) Ao(x,a,a)).
Dann ist fiir alle Formeln H(a) in EZ herleitbar:

p(Aray) < 3c (F(x) A o (x, Artgay, Articay))
< 3, (F(x) AX = ArH(ArH(ﬂ>~)‘)

<~ F(ArH(A,H(u)1)‘ )
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Fiir H = p ergibt sich
EZ & p(Arp) < F(Arpeayr)-

Also leistet Q = p (A, ) das Gewiinschte. |

Korollar 3.3.3. Jede konsistente Erweiterung von EZ ist unentscheidbar.

Beweis. Sei T eine entscheidbare Erweiterung von EZ, d.h., die Menge der in T
herleitbaren Formeln ist rekursiv. Sei die Menge der Godelnummern aller in T
beweisbaren Formeln in EZ durch die Formel 7 reprasentiert, also EZ + t(A+) fiir in
T beweisbare F und EZ + -1(A-p) fiir in T unbeweisbare F. Nach dem
Fixpunktlemma, angewendet auf - 7 gibt es eine Formel 6 mit

EZ + 6 < ~1(Ay).
Dann gilt einerseits
TF6 = EZF -t(Ay) = EZrOS6 = Tr56
und andererseits
T-6 = EZrF1Ay) = EZF -0 = T+ -0
woraus folgt, dass T inkonsistent ist. ]

* %k

3.4 Der zweite Unvollstindigkeitssatz
Sei T eine rekursiv aufzdhlbare Erweiterung von EZ, zum Beispiel die Zahlentheorie
Z.

Betrachte die Relation bt c ]Ng gegeben durch br(f,e) < f ist die Godelnummer einer
Formel und e ist die Godelnummer eines Beweises in T von f. Betrachte die Relation

bewr(f) = e, b(f,€).

Dann driickt bewr (A4 ) die T-Beweisbarkeit einer Formel ¢ aus.

Die Relation br ist rekursiv aufzdhlbar. Nach Lemma 3.2.7 gibt es daher eine
Y.;-Formel Br(a,b) so dass

br(f,e) < Br(fe).
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Sei Bewr(a) die Formel 3, Br(a, y). Dann besagt Bewr(A-) die T-Beweisbarkeit der
Formel F. Sei N eine Formel, deren Negation eine Tautologie ist. Die Formel

Konr = - Bew(A-)

driickt dann die Konsistenz von T aus.

Satz 3.4.1 (Zweiter Unvollstandigkeitssatz). Ist T c T(N) rekursiv aufziihlbar mit
EZ c T, dann ist Konr wahr in ,‘7\[ aber nicht beweisbar in T.

Man kann die Konsistenz einer Theorie nicht innerhalb der Theorie beweisen.

Beweis. Wir stellen zunichst fest, dass T konsistent sein muss, da die Theorie T(\)
konsistent ist. Ferner erfuellt Bewr die Loeb-Axiome:

L) Tr¢ = T+ Bewr(Ary).
(L2) T + Bewr(Ary) ABewr(Arg_y ) — Bewr(Ary»).

(L3) T + Bewr(Ary) »BeWT(ArBewT(A,q,)w).

(L3) driickt aus, dass (L1) in T beweisbar ist.

Begruendung: Es handelt sich um wahre ¥;-Formeln, diese sind in EZ und daher in T
beweisbar.

Mit derselben Beguendung gilt auch:
@T+¢—-1¢ = T+ Bewr(Ay)—>Bewr(Ary).
(b) T = Bewr(Argry) <> (Bewr(Ary) ABewr(Arye).

Nach dem Fixpunktlemma angewendet auf die Formel - Bewy(a) gibt es eine Formel
Q so dass

T - Q <> - BeWT(ArQ*).

Diese Formel Q behauptet also ihre eigene Unbeweisbarkeit. Wir zeigen, dass
tatsdchlich
T + Q< Konr.
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Da - N eine Tautologie ist, ist N - Q eine Tautologie. Also folgtaus T + N - Q und
Teil (a) der Folgerung, dass T + Bewr(Ary) = Bewr(A-g'). Durch Kontraposition
folgt T + Q — Kony.

Andererseits folgtaus T + Q — - Bewr(A-o"), dass
T + Bewr(Arq) > Bewr (A« pewr(ag))-
Die folgende Formel ist N-wahr und X; und daher beweisbar, also
T + Bewr(Ar pewr(a-o)') A BeWT(Arpewr(arg)?) = Bewr(Ary).

Damit folgt T + Bewy(Arg) - - Konroder T + Konr - Q.

Damitist T + Q < Konr bewiesen. Nehmen wir an, dass T + Konr. Dann folgt
T+ Q,alsoT + Bew(Ary)nach (L1) aber T + - Bewr(Aro ) nach der Konstruktion
von Q. Damit wire T also inkonsistent. O

* %k

4 Mengenlehre

4.1 Naive Mengenlehre

Die Sprache der Mengenlehre hat nur ein nichtlogisches Symbol €. Die naive
Mengenlehre hat ein Axiom und ein unendliches Axiomenschema:

o (Extensionalitit)
(aeb<wacc)—b=c

(Zwei Mengen sind gleich, wenn sie gleiche Elemente haben).

¢ (Volle Komprehension) Fiir jede Formel F = F(a, b, ...,b,) mit freien Variablen
(a, bl, ce ,bn) gllt
Vy oo Vy, Vo (zex <> F(z, Y1, Yn))-

(Mengen sind durch beliebige Formeln definierbar).

Die im Komprehensionsaxiom verlangte Menge x ist nach dem Extensionalitdtsaxiom
eindeutig bestimmt. Man schreibt sie als

{Z|P(z,y1,...,yn)}.
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Satz 4.1.1 (Russel). Die naive Mengenlehre ist inkonsistent.

Beweis. Sei R = {z |z ¢ z}.

1.Fall: R € R, dann folgt, dass R die definierende Formel erfiillen muss, also R ¢ R,

Widerspruch!

2.Fall: R ¢ R. Damit erfiillt R aber die definierende Formel, also folgt R € R,
Widerspruch! O
4.2 ZFC

Als Alternative hat sich die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre plus Auswahlaxiom

durchgesetzt, kurz
ZEC.

Die Axiome sind:
Extensionalitdt - Aussonderung - Paarmenge - Vereinigung - Potenzmenge -
Ersetzung - Fundierung - Unendlichkeit - Auswahl

Und hier nochmal zum Mitschreiben:

o (Extensionalitat)
(aeb<acc)—b=c

(Zwei Mengen sind gleich, wenn sie gleiche Elemente haben).
¢ (Aussonderung) Teilmengen koennen durch Formeln definiert werden.

Genauer: Fiir jede Formel F = F(a, by, ..., b,) mit freien Variablen (a,b;,...,b,) gilt

Vo Voo Vy 3 Vo (zex < (zeyoAF(z,y1,...,Yn))).

Dies ist eine Art beschréankter Komprehension. Wir schreiben die geforderte
Menge x als

{z €Yp: F(z,yl,...,yn)}.

Die Russellsche Antinomie ist hier gelost, sie bewirkt, dass die Klasse aller
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Mengen keine Menge ist. Oder genauer,
~dy V,yeV.
Denn: gébe es solches V, so fiihrt die Betrachtung von
R = {z eV:iz¢ z}

zu demselben Widerspruch wie vorher.

Definition 4.2.1. Eine Klasse ist die Gesamtheit aller Mengen x, die eine
gegebene Formel F(x) erfiillen, wir schreiben sie als

K={x|F(x)}

Formal behandeln wir die Klasse so, dass wir x € K als Abkiirzung fiir F(x)
auffasssen.

Die Teilmengen einer Klasse sind genau die Mengen der Form K na fiir eine
Menge a, oder

{xea:F(x)}.

e (Paarmengen)
VyVy, e Vozex o (z=y1vz=1p).

Man schreibt die geforderte Menge als

o b2}

oder im Spezialfall y; = y, = y auch als {y}.

Definition 4.2.2. Das geordnete Paar von zwei Mengen x, y ist die Menge

(o y) = {{x} {x v}

Es gilt
ZFC + (a,b)=(c,d) < (a=cnb=4d).

e (Vereinigung)
V,3 V.zex < 3, (zewnrwey).

(Die Vereinigung iiber alle Elemente von y existiert). Wir schreiben diese Menge
als

Uy,
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oder auch als Uy, w. Im Spezialfall, dass y nur zwei Elemente 4, b hat, schreiben
wir die Vereinigung auch alsa u b.

¢ (Potenzmenge) Wir fiihren die Schreibweise x c y als Abkiirzung fiir
V. z € x - z € y ein. Das Potenzmengenaxiom besagt dann

VydxVazexezcy.
Die geforderte Menge x heifst Potenzmenge von y und wird als

P(y)

geschrieben.

Lemma 4.2.3. Aus den Axiomen von ZFC folgt fiir alle a und b die Existenz des
direkten Produktes

axb={(x,y)|xeanyeb}.

Genauer heifSt, das, es gibt eine Menge a x b deren Elemente genau die geordneten Paare
(x,y) mit x ea und y € b sind.

Beweis. Wenn x € a und y € b, dann sind {x} und {x, y} Elemente von P(aub).
Dann ist (x,y) = {{x}{x, y}} ein Element von P(P(aub)). Damit ist a x b eine
definierbare Menge nach dem Aussonderungsaxiom. |

Wir definieren Tripel durch (x,y,z) = ((x, y),z) und so weiter.

Definition 4.2.4. Eine Relation ist eine Teilmenge R c a x b. Eine Funktion oder
Abbildung ist eine Relation f c a x b mit der Eigenschaft

Vixea—3,(x,y)ef

und
Vo, yiva (X y1) € fA (X, 42) € f = y1 = Yo

¢ (Ersetzung) Das Bild einer Menge unter einer durch ein Formel ¢ beschriebenen
Abbildung ist eine Menge, genauer:

Vyo(Vu 3z p(u,z,@) » 3, Vao(zex < 3, (e ynd(u,z,m))).

Hier steht @ fiir ein Tupel von Variablen und 3!x¢(x) steht fiir

F:p(x) AV, Vo, (P(x1) > P(x2) > X1 = X2).
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¢ (Fundierung)
Vi(nXx=@ > Fenznx=09).

Hierbei steht a = @ fuer V, y € a — y # y. Das Fundierungsaxiom driickt aus, dass
es keine unendliche Kette x; 3 x; 3 x, 5... geben kann, denn sonst verletzt die
Menge x = {x3,3,... } das Fundierungsaxiom. Es kann daher auch keine
periodischen Ketten 1 € x; € x3 € x; geben. Es gibt Versionen der Mengenlehre
ohne das Fundierungsaxiom, die muessen aber fuer viele Aussagen unendliche
Ketten ausschliessen (regulaere und irregulaere Mengen). Ausserdem gilt dann
der Wohlordnungssatz, s.u., nicht.

e (Unendlichkeit)
Fr (@B ex AV zu{z} €x).

e (Auswahl)
Vi (mDex > 3fnyx Voer f(2) €2).

* % %

4.3 Die natiirlichen Zahlen

Definition 4.3.1. Fiir jede natiirliche Zahl n € N, definieren wir induktiv

das heifst also

Wir schreiben s(x) fiir den Nachfolger s(x) = x u {x}.

Lemma 4.3.2. Fiir jedes n € INy gilt

ZFC + n+1=s(n).

Ist n+m, so gilt
ZEC + m+n.
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Genauer gilt

m<n=72ZFC + men,
m>n=7ZFC + -men.
Beweis. Eine leichte Induktion. O

Definition 4.3.3. Sei < eine Relation auf 4, also eine Teilmenge von a x a.

1. <ist eine partielle Ordnung, wenn

(a) —~x<xfurallexea,

b) (x<y)r(y<z)—-> (x<z)furallex,y,zea.

2. Eine partielle Ordnung < auf a heifdt linear, wenn fiir alle x, y € a gilt

(x<y) v (x=y) v (y<x).

Definition 4.3.4. Eine Menge x heifst transitiv, falls alle ihre Elemente auch
Teilmengen sind:
ZEYEX - ZEX.

Definition 4.3.5. x heifst natiirliche Zahl, wenn

1. x transitiv ist,
2. e eine lineare Ordnung auf x definiert,

3. jede nicht-leere Teilmenge von x in dieser Ordnung ein grofites und ein
kleinstes Element besitzt.

Lemma 4.3.6. (a) Ist x eine natiirliche Zahl, so sind alle Elemente von x natiirliche Zahlen.
(b) 0 ist eine natiirliche Zahl. Ist x eine natiirliche Zahl, so auch s(x).

(c) Jede natiirliche Zahl x # O hat die Form s(y) fiir eine natiirliche Zahl y, genauer ist y das
grofite Element von x.

Beweis. Klar bis auf (c) vielleicht. Sei also x # & eine nattiirliche Zahl und sei y das
grofite Element von x. Wir behaupten, dass x = s(y) = yu {y}. Klar ist, dass s(y) c x. Sei
z € x beliebig. Da y das grofite Element von x ist, ist also z = y oder z < y. Aus z = y folgt
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zes(y) =yu{y} und aus z < y, also z € y folgt ebenfalls z € s(y). Zusammen folgt
s(y) = x. O
Sei w die Klasse aller natiirlichen Zahlen.

Lemma 4.3.7. w ist eine Menge.

Beweis. Sei x eine Menge wie im Unendlichkeitsaxiom, also
BexAVuw zU{z}ex.

Wir zeigen, dass w eine Teilmenge von x ist. Die Behauptung folgt dann aus dem
Aussonderungsaxiom. Nehmen wir an, es gébe ein a € @ \ x. Sei b das kleinste Element
von s(a), das nicht zu x gehort. Dann sind alle Elemente von b Elemente von x. Weil

b ¢ x, ist b nichtleer. Also hat b die Form s(c). Dann ist ¢ € x, woraus aber auch b € x
folgt. Widerspruch! m|

Lemma 4.3.8 (Induktion). Eine Menge, die O enthiilt und unter s abgeschlossen ist, enthilt

alle natiirlichen Zahlen.

Beweis. Folgt aus dem Beweis des letzten Lemmas. O

* % %
Lemma 4.3.9. Wir schreiben < fiir die € Relation auf den natiirlichen Zahlen.

(a) < ist eine lineare Ordnung auf w. Jede nicht-leere Teilmenge von w hat ein kleinstes
Element.

(b) Fiir jedes n € w ist s(n) der unmittelbare Nachfolger von n, d.h., s(n) ist das kleinste
Element mit s(n) > n.

(c) Jedes 0 < n € w hat einen unmittelbaren Vorgiinger.

Beweis. Alle Aussagen folgen leicht, bis auf die Vergleichbarkeit zweier natiirlicher
Zahlen. Sei also m € w fest. Wir zeigen durch Induktion, dass jedes n € w mit n
vergleichbar ist. Zundchst sei 0 # m angenommen, dann ist zu zeigen, dass 0 < m, also
0 € m. Nach Definition hat m ein kleinstes Element . Jedes Element x von m, wére
wegen der Transitivitdt auch ein Element von m und daher muss m, die leere Menge
sein, also folgt 0 < m.

Sei nun also 7 € w mit m vergleichbar. Sei zuerst n < m, also n € m. Ist n das grofite
Element von m, dann ist s(n) = m nach Lemma 4.3.6. Ist n > m, dann auch
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s(n) > s(m) > m. Damit ist s(n) ebenfalls mit m vergleichbar und nach dem
Induktionslemma 4.3.8 sind alle natiirlichen Zahlen mit m vergleichbar. |

Satz 4.3.10 (Rekursionssatz). Seien zwei Funktionen g: A - Bundh:Axw xB - B
gegeben. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes f : A x w — B mit

f(a,0) = g(a),
f(a,5(n)) = h(a,n, f(a,n)).

Beweis. Seia € A fest. Durch Induktion tiber m zeigt man, dass es fiir jedes m € w genau
ein f':s(m) — B gibt mit ¢(a,m, f'), wobei

¢(a,m, f1) = [f'(0) =g(a) A Vuen f(s(n)) =h(a,n, f'(n))].
Wir definieren jetzt

f={(amb)eAxwxB:3p ¢p(a,m,f') A f'(m) = b}. O

* % %

4.4 Ordinalzahlen

Definition 4.4.1. Eine Ordinalzahl ist eine transitive Menge, die durch ¢ linear
geordnet wird.

Alle natiirlichen Zahlen sind Ordinalzahlen. Wir bezeichnen mit Q) die Klasse der
Ordinalzahlen.

Lemma 4.4.2. (a) Q wird durch € linear geordnet. Wir schreiben dies Ordnung als <.
(b) Jede nicht-leere Teilklasse hat ein minimales Element.

(c) Jede Ordinalzahl « ist die Menge ihrer Vorgiinger:
a:{ﬁeQ:ﬁ<a}.

(d) Qist keine Menge.
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Beweis. (a) Das Fundierungsaxiom impliziert, dass jede Teilmenge einer Ordinalzahl
ein kleinstes Element hat. Sei a eine Ordinalzahl und sei S & a ein Abschnitt, d.h.,
x<yeS—xeS. Seif das kleinste Element von a \ S. Dann folgt S = p. Das heisst also,
jeder Abschnitt einer Ordinalzahl ist selbst eine Ordinalzahl. Umgekehrt ist jede
Ordinalzahl € a ein Abschnitt, wie aus der Transitivitaet folgt.

Wenn nun ¢, f zwei Ordinalzahlen sind, dann ist S = @ n § ein Abschnitt von a und .
Wire S # a und S # 8, dann miisste S ein Element von @ und f sein, also Seanp =S,
was dem Fundierungsaxiom widerspricht. Ist aber S = @, dann folgt @ < , woraus
folgt, dass je zwei Ordinalzahlen vergleichbar sind.

(b) folgt aus dem Fundierungsaxiom.
(c) folgt aus dem Beweis von (a).

(d) Wenn Q eine Menge wire, so wire Q eine Ordinalzahl und miisste sich selbst als
Element enthalten. O

Definition 4.4.3. Ist a eine Ordinalzahl, so auch ihr Nachfolger: s(a) = a u {a}. Wir
schreiben auch a + 1 fiir s(«). Eine Ordinalzahl > 0, die keine Nachfolgerzahl ist, heif3t
Limeszahl.

Definition 4.4.4. Eine partielle Ordnung < auf einer Menge a heifst Wohlordnung,
falls jede Teilmenge ein kleinstes Element hat.

Lemma 4.4.5 (Lemma von Zorn). Seia + & eine Menge, < eine partielle Ordnung auf a mit
der Eigenschaft, dass jede linear geordnete Teilmenge L eine obere Schranke hat. Dann hat a
maximale Elemente, d.h.,

Frea Vzen ~ (X < 2).

Beweis. Angenommen, a2 hat kein maximales Element. Dann gibt es zu jeder linear
geordneten Teilmenge L eine obere Schranke s € a, die nicht in L liegt.

Sei K die Menge aller linear geordneten Teilmengen von a. Wir definieren eine
Abbildung h : K - P(a), die jeder linear geordneten Teilmenge L die Menge aller ihrer
oberen Schranken zuordnet, die nicht in L liegen, also

h(L):{xea:x¢L,x22VZ6L}.

Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Abbildung g: P(a) \ {@} - aso dass g(z) €z
fur jedes z. Die Abbildung f = g o h hat dann die Eigenschaft, dass sie jeder linear
geordneten Teilmenge L c a eine obere Schranke f(L) ¢ L zuordnet. Dies geht
insbesondere fiir einelementige Mengen, in welchem Fall wir f(x) statt f({x})
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schreiben. Es gilt dann also immer f(x) > x. Sei x, € a beliebig Wir behaupten, dass es
genau eine Abbildung F : QO — a gibt so dass

F(@) = Xy,
F(a)=f({F(B):p<a}).

Zur Eindeutigkeit: Sei H : QO — a eine zweite Abbildung mit dieser Eigenschaft. Sei X
die Klasse aller Ordinalzahlen B, fiir die gilt F(«) = H(«) fiir alle o < f. Wire X # Q),
dann gdbe es ein kleinstes Element a € QO \ X. Fiir dieses gilt dann aber

F(a) = f({F(B): p< ar})
= f({H(B):p<a})
=H(a)

was einen Widerspruch darstellt, also ist X = Q. Die Existenz zeigt man ebenso, indem
man jetzt X als die Menge aller Ordinalzahlen a definiert, fiir die ein F : @ — a mit der
genannten Eigenschaft existiert.

Nun ist F : () - a ordnungstreu also injektiv, identifiziert also {2 mit einer Teilmenge
von a. Genauer gilt: es gibt eine Formel in ZFC, die die Elemente von {2 beschreibt.
Daher gibt es eine Formel, die das Bild von F beschreibt. Dies liegt in einer
Obermenge 4, also ist nach dem Extensionalitaetsaxiom F(()) eine Menge. Die
Umkehrfunktion F~1 : F(Q) — Q ist in ZFC durch Formeln beschreibbar, existiert also,
damit ist das Bild, also €2, nach dem Ersetzungsaxiom eine Menge. Widerspruch! O

Satz 4.4.6. Sei (A, <) eine wohlgeordnete Menge, dann gibt es genau eine Ordinalzahl a,
so dass es einen Ordnungsisomorphismus f : A — a gibt. Auch dieses f ist eindeutig

festgelegt.

Man kann also die Ordinalzahlen auch mit den Isomorphieklassen von Wohlordnungen
identifizieren.

Beweis. Flirae Asei S, = {be A:b<a} der Abschnitt von a. Nach dem Lemma von
Zorn hat die Menge aller Abschnitte S, die zu einem Ordinalzahlabschitt isomorph
sind, maximale Elemente. Sei S ein solches, sei f : S - a ein Isomorphismus fiir ein

a € ), nimm an S # A und sei x das kleinste Element von A \ S. Definiere dann

f(x) = a. Dies definiert eine Fortsetzung von f, die es nicht geben diirfte, also folgt

S = A. Die Eindeutigeit folgt dhnlich. O
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Satz 4.4.7 (Wohlordnungssatz). Auf jeder Menge existiert eine Wohlordnung.

Beweis. Sei A eine Menge und S die Menge aller Paare (U, f), wobei U c A und f eine
Bijektion U — « fiir eine Ordinalzahl . Wir sagen (U, f) < (V, g), falls U & V und

glu = f. Man sieht leicht, dass in S jede linear geordnete Teilmenge eine obere
Schranke besitzt. Nach dem Lemma von Zorn hat S ein maximales Element (U], f). Ist
U # A, so seixg € A~ U und definiere f(x,) = a, wobei f: U — . Dies setzt f fort,
Widerspruch! Also ist U = A. Die Bijektion f : A - a transportiert nun die
Wohlordnungsstruktur von a nach A. m|

Satz 4.4.8. In der Theorie ZF, also der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom, sind aequivalent

(a) Das Auswahlaxiom.
(b) Das Lemma von Zorn.

(c) Der Wohlordnungssatz.

Beweis. (a)=>(b): Dies ist der Beweis von Lemma 4.4.5.
(b)=(c): Dies ist der Beweis von Satz 4.4.7.

(c)=(a): Das Auswahlaxiom laesst sich so formulieren, dass es zu jeder Menge M # &
eine Funktion f: P(M) \ {@} - M gibt mit f(T) € T fuer jedes T. Setzt man den
Wohlordnungssatz voraus, kann man auf M eine Wohlordnung installieren und
definiert dann

f(T) := kleinstes Element von T.

Dies ist dann die gewuenschte Funktion. |

Bemerkung 4.4.9. Der Wohlordnungssatz laesst sich auch so formulieren, dass es zu
jeder Menge M einen Ordinalzahlabschnitt S gibt, der zu M gleichmaechtig ist. Indem
man dasselbe auf die Potenzmenge P (M) anwendet, findet man:

Zu jeder Menge M gibt es einen Ordinalzahlabschnitt S, dessen Kardinalitaet > |M] ist.

Diese Aussage wiederum gibt Anlass zu der Beweistechnik der Transfiniten
Induktion oder auch Ordinalzahlinduktion genannt. Alles, was man ueblicherweise
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mit dem Lemma von Zorn beweist, kann man auch mit Transfiniter Induktion
beweisen.

Beispiel 4.4.10. Als Beispiel benutzen wir Transfinite Induktion, um zu zeigen, dass
jeder Vektorraum eine Basis (=linear unabhaengiges Erzeugendensystem) hat.

Wir nehmen an, es gebe einen Vektorraum V, der keine Basis hat. Wir ordnen dann
jeder Ordinalzahl w eine linear unabhanegige Teilmenge V(w) zu. Fuer w = 1 waehlen
wir irgendeinen Vektor v; # 0 und setzen V(1) = {v; }. Sei w eine Ordinalzahl und V(w)
bereits definiert. Da V(w) keine Basis sein kann, gibt es einen linear unabhangigen
Vektor w und wir setzen V(w + 1) = V(w) u {w}. Ist A eine Limeszahl, dann setzen wir

V() = U V(w).

w<A

Man beachte, dass nach Konstruktion |V (w)| = |w| gilt. Dies kann aber nicht sein, da es
ein w gibt mit |w| > |V|. Also hat jeder Vektorraum eine Basis.

* % %

4.5 Kardinalzahlen

Definition 4.5.1. Zwei Menge A, B heissen gleichmichtig, geschrieben A ~ B, falls es
eine Bijektion zwischen ihnen gibt.

Wir schreiben A < B, falls es eine Injektion A — B gibt.

Satz 4.5.2. (a) Sind A und B nichtleere Mengen, so gibt es genau dann eine Injektion
B — A wenn es eine Surjektion A - B gibt.

(b) Sind M, N Mengen und gibt es surjektive Abbildungen ¢ : M - N und ) : N - M,
dann gibt es eine Bijektion b: M — N.

Beweis. (a) Sei ¢ : A — B surjektiv. Nach dem Auswahlaxiom wéhlen wir zu jedem
b € B ein Urbild ¢(b) € A, so erhalten wir eine Injektion ¢’ : B - A. Sei umgekehrt eine
Injektion 1 : B - A gegeben und sei by ¢ B ein festes Element. Definiere ¢» : A - B durch

o a=v),
(P(a){bo a ¢ Bild(1).
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Dann ist ¢ eine Surjektion.

(b) Nach Teil (a) konnen wir annehmen, dass es injektive Abbildungen ¢ : M < N und
Y : N - M gibt. Setze My = M und Ny = N und Nj,; = ¢(M;) sowie M;,; = P(N;). Sei
schliefslich M., =N iM; und N, =N iN;j. Wir stellen fest

(i) M1 ¢ M; und ebenso fiir N.

(ii) M ist die disjunkte Zerlegung aus M., und M;\ M., fiir j =0,1,... und ebenso
fur N.

(iii) ¢ ist eine Bijektion Mo, - N.
(iv) ¢ ist eine Bijektion M; \ M;,; = N1 \ N}, und ebenso fiir 1) mit M und N

vertauscht.

Wir beweisen (i) durch eine (leichte) Induktion nach j. Damit ist auch (ii) klar. (iii)
folgt sofort und ebenso (iv). Wir definieren nun eine Bijektion b : M - N durch

P(x)  xeM.,
b(x) = {¢p(x) X € Mpj\ Myjiq, j >0,
P (x)  x€Mpjur N Majip, j20.

—

N,

—

LB

Man sieht leicht ein, dass b eine Bijektion ist. m]

Die Kardinalitdt |[M| der Menge M ist die kleinste Ordinalzahl, die zu M gleichméchtig
ist.
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Lemma 4.5.3.

3A —> B < |A| =B
3A < B<|A|<|B|

Beweis. Die erste Aussage folgt, weil ~ eine Aequivalenzrelation ist.

Fuer die zweite Auusage betrchten wir das Diagramm

A— 4]

B—|B|

Da die waagrechten Pfeile Bijektionen sind, existiert die eine senkrechte Inklusion
genau dann, wenn die andere existiert. m|

Satz 4.5.4. Fiir jede Menge A gilt |P(A)| > |A].

Beweis. Angenommen, es gebe eine Surjektion f : A - P(A). Sei dann

S={acA:a¢f(a)}.

Dann gibt es ein b € A mit f(b) = S.
1. Fall. b € S: Dann folgt b ¢ f(b) = S Widerspruch!

2.Fall. b ¢ S: Dann erfiillt b das Kriterium, das S definiert, also b € S, Widerspruch! O

* %k

4.6 Unvollstaendigkeit der Mengenlehre

In der Mengenlehre lassen sich die zahlentheoretischen Operationen ausdruecken.
Zunaechst sei Ord(a) die Formel

(Viyeo (xeyvyexvr=y))a (Vo (xeyea—xea)).



Logik 74

Diese Formel drueckt aus, dass a eine Ordinalzahl ist. Die Formel Bij(x, v) :=

3, ((z cxxy) A (Voer (b ey) (a,0) €2) A (Vpeylaex(a,b) € z)),

wobei z c y fuer V, x € z - x € y steht, drueckt aus, dass es eine Bijektion zwischen x
und y gibt. Aus dem Auswahlaxiom folgt

ZFC + V.3, Ord(y) A Bij(x,y).

Ebenso folgt, dass in ZFC herleitbar ist, dass es eine kleinste solche Ordinalxzahl z
gibt. Wir verwenden die Abkuerzung z = |x| fuer diese kleinste Ordninalzahl. Wir
definieren dann x - y durch

z=x-y < z=|xxy|

Dies zeigt, dass die Multiplikation auf INy (und auf allen Kardinalzahlen) in der
Sprache von ZFC beschreibbar ist. Ein gleiches gilt fuer die Addition und fuer <
sowieso.

Man stellt fest, dass alle Axiome der einfachen Zahlentheorie EZ in ZFC herleitbar
sind.

Satz 4.6.1. Fuer jede Formel F(a) aus der Sprache der Mengenlehre gibt es eine Formel Q,
so dass
ZFC - Q< F("Q").

Hierbei steht "Q" fuer die Goedelzahl von Q, aufgefasst als ein Element von INy, einer
Teilmenge der Menge aller geschlossenen Terme von ZFC.

Beweis. Da wir die elementare Zahlentheorie EZ in ZFC herleitbar ist, kann man den
Beweis von Lemma 3.3.2 umschreiben und erhaelt einen Beweis dieses Satzes. ]

Da man jedes rekursiv aufzaehlbare Praedikat durch eine EZ-Formel beschreiben
kann, kann man es auch durch eine ZFC-Formel beschreiben. Sei N eine Formel in
ZFC, so dass -~ N eine Tautologie ist. Sei dann

KOI’IZFC = Bewzpc (N)

Satz 4.6.2. Wenn ZFC konsistent ist, ist Konggc nicht in ZFC beweisbar.
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Beweis. Umschreiben des Beweises des zweiten Unvollstaendigkeitssatzes der
Arithmetik.
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