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1 Praliminarien

1.1 Haar-Mafie

Definition 1.1.1. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G

zusammen mit einer Topologie auf G, so dass die Abbildungen

GxG—G, G—G,

(x,v) = xy, X x !

stetig sind. Fine lokalkompakte Gruppe ist eine topologische Gruppe
G, die ein lokalkompakter Hausdorff-Raum ist.

Beispiele 1.1.2. o (IR, +) und (IR, X) sind lokalkompakte Gruppen.
Die Stetigkeit von Addition und Multiplikation zeigt man in der
Analysis.

¢ GL,(R) und SL,(R) sind mit der Topologie von R™ topologische
Gruppen.

Definition 1.1.3. Ein Radon-Maf$ auf einem lokalkompakten Raum X
ist ein Mafs u auf der Borel-o-Algebra mit den folgenden Eigenschaften:
e lokal-endlich: fiir jedes x € X gibt es eine Umgebung U mit
p(l) < oo,
e reguldr von auflen: Fiir jedes messbare A C X gilt

u(A) = inf p(),

offen

e reguldr von innen: Fiir jedes offene U C X gilt

uU) = sup (K.
Kcu
kompakt
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Ist u ein Radon-Maf3, dann ist jedes f € C.(X) integrierbar und die
Abbildung

Hely

I#(f)=j;fd‘“

ist nach dem Satz von Riesz eine Bijektion

{Radon—MaBe} o {positive lineare Funktionale I auf CC(X)}.

Das Lebesgue-Maf3 auf R ist ein Radon-Maf.

Definition 1.1.4. Ein Radon-Maf? i auf einer lokalkompakten Gruppe G

heisst linksinvariant, falls

u(xA) = u(A)

tiir jedes x € G und jede messbare Menge A C G gilt. Ein
linksinvariantes Radon-Maf3 # 0 auf einer lokalkompakten Gruppe
heifst auch Haar-Maf3.

Satz 1.1.5. Auf jeder lokalkompakten Gruppe gibt es ein Haar-Maf3. Dieses
ist eindeutig bestimmt bis auf Vielfache. Sind also y und v Haar-MafSe auf

G, so gibt es genau ein ¢ > 0 mit | = cu.

Wegen die Eindeutigkeit eines Haar-Mafses ist der Raum der

integrierbaren Funktionen L!(G) eindeutig bestimmt. Die
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Linksinvarianz eines Haar-Mafses bedeutet, dass

f Fy) duty) = f ) du(y)
G G

fiir jedes f € LY(G).

Definition 1.1.6. Ist u ein Haar-Maf3, dann ist fiir jedes x € G auch
ux(A) = u(Ax) eines, so dass ein A(x) > 0 existiert mit u(Ax) = A(x)u(A).
Die Funktion

A:G— (0,00)

ist ein stetiger Gruppenhomomorphismus, also

A(xy) = AX)A(Y).

Eine lokalkompakte Gruppe G heisst unimodular, falls A = 1 ist. Dies
ist genau dann der Fall, wenn jedes links-Haar-Maf$ auch

rechtsinvariant ist.

Kompakte Gruppen und abelsche Gruppen sind unimodular.

Satz 1.1.7 (Quotienten-Integralformel). Sei G eine lokalkompakte
Gruppe und sei H eine abgeschlossene Untergruppe. Es existiert genau
dann ein G-invariantes Radon-Maf v # 0 auf dem Quotienten G/H, wenn
die Modularfunktionen Ag und Ay auf H iibereinstimmen. In diesem Fall
ist das Maf$ v eindeutig bestimmt bis auf skalare Vielfache. Zu gegebenen
Haar-MafSen auf G und H existiert genau ein solches v, so dass fiir jedes

f € C.(G) die Quotienten-Integralformel

fc flx)dx = j(; . fH f(xh)dhdv(x)

gilt. Das so gegebene Mafs v heif$t das Quotientenmafs.
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2 SL(2,R)

2.1 Die obere Halbebene

Die Gruppe GL,(C) operiert auf der Menge C? \ {0} durch
Matrixmultiplikation. Da dies eine Operation durch lineare
Abbildungen ist, operiert die Gruppe auch auf dem projektiven Raum
IPY(C), den wir als die Menge aller eindimensionalen Unterrdume von

C? definieren, oder als
PL(C) = (C*\ {0}) /T,

Wir schreiben die Elemente von P!(C) in der Form [z, w], wobei
(z,w) € C*> \ {0} und

[z,w]=[z,w'] & AN e C*: (Z,w) = (Az, Aw).

Fiir w # 0 gibt es genau einen Vertreter der Form [z, 1] und die
Abbildung z + [z, 1] ist eine injektive Abbildung C < IP1(C), so dass
wir C als eine Teilmenge von IP!(C) betrachten kénnen. Das
Komplement von C in IP}(C) ist ein einzelner Punkt oo = [1,0], so dass
IP!(C) auch mit der Einpunktkompaktifizierung C von C identifiziert

werden kann, also der Riemannschen Zahlenkugel
C = C U {o0}.

Wir betrachten die Operation von GL,(C) gegeben durch
¢.(z,w) = (z,w)g'. Mit ¢ = (z Z) haben wir

az+b
glz, 1] =[az+b,cz+d] = [cz+d'1]'
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falls cz + d # 0. Die rationale Funktion Z*2 hat genau einen Pol in der
Menge C, also definieren wir eine Operation der Gruppe GL,(C) auf
der Zahlenkugel durch

z4b  fallscz +d # 0,

gz = cz+d
oo fallscz+d=0,
falls z € C. Beachte, dass cz + d und az + b nicht beide Null sein konnen.

Schliesslich

. ¢ fallsc #0,
goo= lim gz=

Im(z)—oc0 o  sonst.

Eine Matrix der Form (A A) mit A # 0 operiert trivial, also reicht es, die
Operation auf der Untergruppe SL,(C) = {g € GLy(C) : det(g) = 1} zu

betrachten.

Definition 2.1.1. Sei
H :={z € C:Im(z) > 0}

die obere Halbebene in C.

Lemma 2.1.2. Die Gruppe SLy(C) operiert transitiv auf der Riemannschen
Zahlenkugel C. Das Element (7t _,) operiert trivial. Schriinken wir die
Operation auf die Untergruppe G = SLy(IR) ein, wird die Menge C in drei
Orbiten zerlegt: H und —IH und die Menge R = R U {oo)}.

Beweis. Fiir gegebenes z € C gilt z = (% #71) .00, also ist die Operation

transitiv. Insbesondere liegt R im G-Orbit des Punktes oo

Fiir ¢ = (?Z) € G und z € C rechnet man
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Dies bedeutet, dass die Gruppe G die drei genannten Mengen stabil
lasst. Esist (1¥).0 =x € Rund (; 71).0 = oo, daher ist R ein G-Orbit.
Wir zeigen, dass G auf H transitiv operiert. Fiir gegebenes

z=x+iy € Hgilt

a

z = [ vy % ]i
v|E
' W
Damit operiert die lokalkompakte Gruppe
a b
G:SLz(]R):{( d)EMz(IR)Zﬂd—bczl}.
c
auf der oberen Halbebene durch gebrochen lineare Transformationen:
(a b) az+b
z = .
c d cz+d

Man rechnet leicht nach, dass

Stabilisiert g = (ch Z) € G den Punkt i € IH, dann folgt % = 1, oder
ai + b = —c+di,sodassa = d und b = —c. Der Stabilisator des Punktes

i € H ist also die Rotationsgruppe:

a

b
K:SO(Z):{(Z ):a,beIR, a2+b2:1}.

Da die Operation von G auf H transitiv ist, kann die obere Halbebene

HH mit dem Quotienten G/K identifiziert werden.
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Satz 2.1.3 (Iwasawa-Zerlegung). Sei A die Gruppe aller

Diagonalmatrizen in G mit positiven Eintrigen.

Sei N die Gruppe aller Matrizen der Form ((1) {) fiir s € R. Dann gilt
G = ANK. Genauer ist die Abbildung

Y : AXNXK— G,

(a,n, k) — ank

ein Homdomorphismus.

Beweis. Sei g € G, und sei gi = x + yi. Dann gilt mit

a:(\/y ) and n:(lx/y)
1/\y 1)

schon ¢i = ani und so liegt ¢"lan in K, was bedeutet, dass es ein k € K
mit ¢ = ank gibt. Mit Hilfe der expliziten Formel fiir gz oben im Fall

z = 1, konstruiert man die inverse Abbildung zu i) wie folgt. Sei

¢:G— AXNxK

gegeben durch ¢(g) = (a(g), n(g), k(g)), wobei

1

a a b — Ve2+d? ,
“\cd V2 + d?

a b 1 ac+bd
n - 7
“Nc d 1
' a b B 1 d —c
“cdl| Ve2+d2\ ¢ d
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Eine Rechnung zeigt, dass ¢y = Id und ¢ = Id. O

Fiir x, t, 0 € Rs schreiben wir auch

ot

ag 1= tJEA
e

1 x
Ny = , eN

cosf® —sinf
k9:= ) e K

sin® cos0

Eine Funktion f : G — C ist genau dann glatt, wenn die Abbildung
R® — C gegeben durch

(t,x,0) — f(amko)

glatt ist. Wir schreiben C*(G) fiir den Raum der glatten Funktionen und

C2°(G) fiir den Raum der glatten Funktionen mit kompakten Tragern.

Satz 2.1.4. Die Gruppe G = SLy(IR) ist unimodular.

Beweis. Sei ¢ : G — R} ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Wir
zeigen dass ¢ = 1. Zuerst beachte, dass ¢(K) = 1 da K kompakt ist. da ¢
auf A ein stetiger Gruppenhomomorphismus ist, existiert ein x € IR, so

l'=4_,und

dass ¢(a;) = e fiirjedes t € R. Sei w = (; '), dann gilt wa,w"
daher e = ¢(a;) = p(wa;w™) = e fiir jedes t € R, so dass x = 0 folgt
und damit ¢(A) = 1. Ebenso ist ¢(n,) = ™ fiir ein r € R. Wegen

amya;t = ngy folgt e = e’ fiir jedes t € IR, so dass r = 0 und damit



SLy(IR) 10
¢(N) = 1. Wegen der Iwasawa-Zerlegung folgt ¢ = 1. O

Wir schreiben £(g) fiir das eindeutig bestimmte ¢t € R mit a(g) = a;, d.h.,
so dass gilt

a(g) = ayg)-

Satz 2.1.5. Fiir jede Wahl von Haar-MafSen auf drei der vier Gruppen
G,A, N, K existiert genau ein Haar-Maf$ auf der vierten, so dass fiir jedes

f e LY(G) gilt
fo(x)dx=f14LfI<f(ank)dkdnda.

Fiir ¢ € LY(K) und x € G gilt

[ o= [ poeonet e
K K

Normalisierung. Von jetzt an normalisieren wir die Haar-Mafde wie
folgt. Auf K wéhlen wir das MafSs mit Volumen 1. Auf A wéhlen wir das
Mafs dt, wobei t = t(a) und auf N wahlen wir f]R f(ns)ds. Man beachte,
dass mit dieser Normalisierung auf der oberen Halbebene G/K = H das

dxdy . ) )
Maf3 ;yZy induziert wird.

Beweis. Sei B = AN die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit
positiven Diagonaleintrdgen. Man rechnet nach, dass db = dadn ein
Haar-Maf3 auf B ist und dass B nicht unimodular ist. In der Tat gilt
Ap(am) = e7*, was aus der Gleichung asn,am, = s 411y o-2x folgt. Sei

b : G — B die Projektion b(g) = a(g)n(g). Die Abbildung B — G/K = H,
b — bK ist ein B-dquivarianter Homdomorphismus. Jedes G-invariante
Maf3 auf G/K liefert ein Haar-Mafs auf B und da diese Mafse jeweils
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eindeutig sind mit auf Skalierung, folgt, dass jedes B-invariante Maf3
auf G/K schon G-invariant ist. Die Formel J;; f(x)dx = fG K j;< f(xk) dk dx
fiihrt zu [ f(x)dx = [, [, f(bk)dkdb. Da db = dadn, folgt die

Integralformel.

Fiir die zweite Aussage sei ¢ € L!(K). Sei 1 € L!(B) und sei
¢(bk) = n(b)p(k). Dann liegt ¢ in L}(G). Da G unimodular ist, gilt fiir

yeG
fB fK n(b)p (k) dkdb = fG o(y) dy = fc o(y0) dy

~ [ oy
- [ [ e dea
B JK
= [ [ epteoeo dea
B JK
= [ [ noateor okt deas
B JK
_ f f (b)) k() dk b,
B JK

wobei wir k(bg) = k(g) fir alle b € B, g € G und t(b(kx)) = t(kx) fiir alle
b € B,k € Kund x € G benutzt haben. Da 1 beliebig ist, folgt der Satz. O

2.2 Hyperbolische Geometrie

Sei g =(74)in G = SLy(R). Fiir z € H gilt

iZ_iaz+b_a(cz+d)—c(az+b)_ 1
dz®"  dzcz+d (cz + d)? "~ (cz+d)?
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Im(z)

. Im(gz)
Da andererseits Im(gz) = Tz dE folgt |;—Z gz| = %, oder
d d
|£2| _ |#
Im(gz) Im(z)
. . o dxXP+dy? . .
Das bedeutet, dass die Riemannsche Metrik e (., euk] iINVariant

ist unter der Gruppenaktion von G auf IH. Man nennt sie die
hyperbolische Metrik. Fiir einen stetig differenzierbaren Weg
p : [0,1] — H ist die induzierte ehyperbolische Lange gleich

0]
Ly )‘fo tmp(e) 7

Es folgt dass L(p) = L(g o p) fiir jedes g € G, also ist die Lange
G-invariant. Der hyperbolische Abstand zweier Punkte z, w € H ist

definiert als

p(z,w) = irp\fL(p),

wobei das Infimum tiber alle Wege p erstreckt wird, die p(0) = z und

p(1) = w erfiillen.

Lemma 2.2.1. Fiir je zwei Punkte z, w € H gibt es ein g € G so dass gz =i
und gw = yi fiirein y > 1.

Beweis. Die Aktion von G ist transitiv, also gibt es h € G mit hz = i. Wir
zeigen, dass es ein k € K gibt, so dass g = kh die Behauptung erfiillt.
Hierfiir miissen wir zeigen, dass es zu jedem z € H ein k € K gibt, so
dass kz = yi fiir ein y > 1. Die Abbildung 0 + kgz ist stetig, fiir O = 0 ist
koz = zund fiir 0 = 1t/2 ist kg = ((1) o ), also k. pz = —1/z. Damit haben
die Realteile von z und k;/»z entgegengesetztes Vorzeichen. Nach dem
Zwischenwertsatz gibt es ein k € K so dass Re(kz) = 0. Ist nun kz = yi

mit y < 1, dann ersetzen wir k mit k,»,k und der Beweis ist beendet. O



SL,(R) 13

Lemma 2.2.2. Der hyperbolische Abstand definiert eine Metrik auf H. Diese
ist G-invariant, d.h., p(gz, gw) = p(z, w) gilt fiir alle z,w € H, g € G. Fiir

z,w € H gilt

o(z, w) = log :2 — | + |z — w|

—w| - |z-w|
und
Iz — wf?

2coshp(z,w) =2 + Im (@) Im(@)

Beweis. Die G-Invarianz folgt aus der Invarianz der Lange. Die Axiome
eine Metrik sind klar aus der Definition. Fiir die explizite Formel
beginnen wir mit dem Fall z = i und w = yi mit y > 1. Fiir jeden Weg p
mit p(0) =i und p(1) = yi gilt

dt
Im(p(£))

Dies wird minimiert vom Weg p(t) = ity, da fiir jeden Weg

1
L) = [ e @y +impoy

p = Re(p) + iIm(p) der Weg i Im(p) ebenso die Punkte i und yi verbindet.
Es folgt p(i, yi) = log y und damit die Behauptung im Spezialfall. Die
Aquivalenz der ersten und zweiten Formel sind klar, ebenso ist die
G-Invarianz der rechten Seite der zweiten Formel klar. Hieraus folgt die
G-Invarianz der rechten Seite der ersten Formel und damit die

Behauptung. O

Die Operation von G = SL,(IR) auf H setzt sich auf den Rand
JH=RUoo

fort. Die biholomorphe Cayley-Abbildung;:

H — E,

zZ—1
Z = —
Z+1
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bildet den Rand ¢H auf den Rand T der Einheitskreisscheibe
E={zeC:|zl <1}

ab.

2.3 Die Cartan-Zerlegung

Sei A* die Teilmenge von A bestehend aus allen Diagonalmatrizen der
For (et e*t) mit £ > 0. Sei A* = A* U {1} der Abschluss in G.

Satz 2.3.1 (Cartan-Zerlegung). Die Gruppe G kann als G = KA*K
geschrieben werden, d.h. jedes x € G ist von der Form x = kyak, mit

a € A*, ki, k, € K. Das Element a ist durch x eindeutig bestimmt. Ist

a # 1, was bedeutet, dass x ¢ K, dann sind ki und ky bis aufs Vorzeichen

eindeutig bestimmt.

Fiir f € LY(G) gilt die Integralformel

fc f()ydx = 7 fK fo ) fK Fkad)(@ — ey didt I

Beweis. Fiir x € G ist die Matrix xx! symmetrisch und positiv definit. Da

sie Determinante 1 hat, existieren k € K und t > 0, so dass kxx'k! die
Diagonalmatrix mit Eintrdgen e/, e ist. Fiir zwei Elemente x, x; € G ist
die Bedingung xx' = x1x} dquivalent zu

1 =x7 ) (x)™! = (x7'xq)(x'x7)". Die letzte ist dquivalent zu

x~tx; € K. Also gibt es kK’ € K mit x = k™la,k’.

Fiir die Eindeutigkeit beachte, dass e’ der grissere der beiden

Eigenwerte von xx' ist. Fiir die Eindeutigkeit von k, k; nimm an, dass
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a € A* und kyak, = hal, mit ky, ky, 11, I, € K. Dann gilt ak,l;* = k;'ha.
Aber die Gleichung ak = k'a mit k, k € K impliziert k = k¥’ = £1 wie wir

nun zeigen. Seia = a;, k = (Z ‘ab),k’ = (fi ‘Cd). Dann ist

to ot t _
e'a —e'b e a —b k= Ka
e'b ela etJ\b a

(¢ —d et _(etc —e‘td]

eld e ic

Betrachte die Norm der ersten Spalte dieser Matrix:
=P +d) =ea®+e ' =ea® +e7l(1-a?),
oder
el(1—a®) =e7{(1 - a?),

hieraus folgt a = +1 und daher b = 0. Aber dann ist auch d = 0 und die
Behauptung folgt. Das bedeutet ky[; Qe kl‘lll = +1 und damit die
Behauptung.

Sei M = {+1} € K. Um die Integralformel zu zeigen, betrachte die
Abbildung ¢ : K/M x A™ — AN \ {1} definiert durch

(kM) = a(kayn(ka).

Lemma 2.3.2. Die Abbildung ¢ ist ein C'-Diffeomorphismus. In den
Koordinaten R/mZ X Rso 3 (0, s) = (koM, as) auf K/M X A und
(t,x) = amy auf AN gilt fiir die Differentialmatrix

| det(De)(6, 5)| = ¢ — 7.
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Beweis. Eine Rechnung zeigt
Qb(kGr as) = Z(k@ﬂs)ﬁ(kgl as) = atnx/
wobei
t = . log (825 sin” 0 + ™% cos® 9)
2
X = (625 —e® ) sin 0 cos 0

Nach der Cartan-Zerlegung ist die Abbildung K/M X A* — (G \ K)/K
bijektiv. Nach der Iwasawa-Zerlegung ist die Abbildung AN — G/K
ebenfalls bijektiv, also ist ¢ bijektiv.

Die Abbildung ¢ ist stetig differenzierbar. Zeigen wir die behauptete
Formel fiir das Differential, so folgt dass die Differentialmatrix
invertierbar ist und die inverse Funktion ist ebenfalls stetig

differenzierbar. Es gilt

%0 s ﬁ&x ot dx
ox

Jt  dt
det(Dqﬁ)(@,s) = det(% ) = 89% - %%

ox
Js
Hieraus folgt das Lemma mit einer Rechnung. O

Die Transformationsformel fiir die Variablen (x, t) = ¢(0, s) zeigt

[swds= [ [ | samparaya
_ 1f0 ' £ ) g Flkoad)(@ — ) dl ds dO
=5 . oas])(€® — e™*) dl ds d6
:nﬂfomﬁf(kasl)(ezs—e‘zs)dldsdk,



SL,(R) 17

fiir jedes f € L'(G), wobei der Ubergang vom Integral iiber [0, 7] zum
Integral tiber [0, 27t] in der Mitte gerechtfertigt ist durch das Fakt, dass
koinas = kgasm mit m = £1 € M fiir alle 6 € R und s > 0. Der Beweis des

Satzes ist beendet. O

Korollar 2.3.3. Die Abbildung
K\G/K — [2, ), x - tr(x'x)
ist eine Bijektion.

Beweis. Die Abbildung ist eine Bijektion, wenn man sie auf A+

einschréankt, also folgt das Korollar aus dem Satz. O

2.4 Konjugationsklassen

Ist ¢ € G = SL»(IR), dann ist nach dem Jordan-Normalform-Satz das
Element g in der Gruppe GL,(C) konjugiert zu einem Element der Form
(A %) fur ein A € C oder zu (* ) mit u, v € C. Da die Determinante Eins
ist, folgt A> = 1 oder pv = 1. Also ist A = £1 und im anderen Fall sind p
und v = u! die Nullstellen eines reellen Polynoms (des
charakteristischen Polynoms), also sind sie entweder beide reell oder

komplex konjugiert zueinander.

Wir nennen g # +1

elliptisch g~ (“ il ), ué¢R
parabolisch  falls g~ ()Y
hyperbolisch g~ (“ = ) , p€R.

Je nach Lage eines Eigenwerts in der komplexen Ebene ergibt sich
folgendes Bild:
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elliptisch
parabohsch

/ / hyperbolisch

Proposition 2.4.1. Sei g € G = SLy(IR).

(a) g =1 & goperiert trivial auf H.
(b) g ist elliptisch & g hat genau einen Fixpunkt in H & |tr(g)| < 2.

(c) g ist hyperbolisch & ¢ hat genau zwei Fixpunkte im Rand von H &
| tr(g)| > 2.

(d) g ist parabolisch & g hat genau einen Fixpunkt im Rand von H.

Beweis. (a) g = =1 operiert trivial. Sei umgekehrt ¢ € G mit gz = z fiir
jedes z € H. Das bedeutet z = 2t wenn g = ( ) Mit z — oo folgt
darausc =0, alsoz = 5z + 5, so dass a/d = 1 und b = 0 folgt. Damit ist
g=(",)mitdetg =1 folgta* =1, also g = +1.

(b) Hat g einen Fixpunkt in H, dann kann man, da G transitiv operiert,
nach Konjugation annehmen, dass gi = i, also ¢ € K, damit ¢ = (g ‘ab)
und damit ist g konjugiert zu (“ ;) mit ¢ = a + bi € T. Hat g einen

weiteren Fixpunkt in IH, so folgt leicht ¢ = +1. Es folgt also, dass g

elliptisch ist und Spurbetrag < 2 hat.
Ist g elliptisch, also ¢ ~ (“ ) mit ¢ = a + bi, dann ist g ~ (g ‘ab) € Kund
hat damit einen Fixpunkt.

Ist ¢ € Gmitt = |tr(g)| < 2, und ist & ein Eigenwert, also a®> + at +1 =0,

alsoa = ¥5 + 't;_4 und damit @ ¢ R und |a]® = 1.
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(c) Das hyperbolische Element (“ 1/,) mita € R \ {0, £1} hat im Rand
genau die Fixpunkte 0 und oco. Fiir a € R* gilt [ + 1/a] > 2 und es gilt
Gleichheit © a = +1.

Hat g zwei Fixpunkte im Rand, so kann man nach Konjugation
annehmen, dass dies die Punkte 0 und oo sind, woraus dann ¢ = (" 1/,)
fiir ein a € R \ 0, £1 folgt. Gilt schliesslich | tr(g)| > 2, dann hat das

charakteristische Polynom zwei reelle Nullstellen.

(d) Ist ¢ = (*! ), dann fixiert ¢ genau den Randpunkt co. Hat
umgekehrt ¢ genau einen Fixpunkt am Rand, so kann man nach
Konjugation annehmen, dass dieser gleich oo ist. Dann ist ¢ = (“ " )
Fiir x € R gilt dann gx = a%x + b. Da gx = x keine Losung hat, folgt

a*> =1, also a = 1/a = £1 und nach Konjugation erhilt man b = 1. O

2.5 Lie-Algebra

Definition 2.5.1. Sei s{>(IR) die Menge aller reellen 2 X 2 Matrizen mit
Spur Null.

Proposition 2.5.2. Fiir A € M,(R) konvergiert die Exponentialreihe

(o]

1
exp(A) = Z EA”
n=0
in Ma(IR). Es gilt exp(A + B) = exp(A) exp(B) falls AB = BA. Ferner ist
det(exp(A)) = exp(tr(A)).

Beweis. Sei |A| = |All, = /Zi,]- Afj die euklidische Norm. Fiir zwei
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Matrizen A, B gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

JABJ? = Z(AB)fj =Y Zk:AikBkj

ij i,j
Yy Afk] (Z Bi]-] = JAIP IBIP.

iji \k n
Damit folgt ||%A”|| < % |A|l" und die Reihe konvergiert absolut mit der
reellen Exponentialreihe als Dominante. Gilt AB = BA, dann folgt

(A+ B)" = Yy (DA*B"* und daher

2

(o]

exp(A + B) = Z %(A + B)"

= exp(A) exp(B).

Zum Schluss zu det(exp(A)) = exp(tr(A)). Wegen

exp(SAS) = Sexp(A)S! sind beide Seiten der Gleichung stabil unter
Konjugation. Des Weiteren kénnen die obigen Argumente auch fiir
komplexe Matrizen angewendet werden. Da iiber C jede Matrix

konjugiert ist zu einer oberen Dreiecksmatrix, reicht es, die Aussage fiir
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eine obere Dreiecksmatrix zu zeigen. Nun ist

2 b) > 1(ab)
B G e G

n=0
B > 1 (a® = B et =
_nzon! d?l - ed’
so dass
det(exp(A) = det|exp[? Z|| = det| | = et = e 0
et(exp = det|exp d—e ed—e =",

Lemma 2.5.3. Die Exponentialabbildung
exp : Ma(R) — GLy(R)

ist unendlich oft differenzierbar und hat im Punkt O invertierbares Differential.
Insbesondere bildet sie eine Umgebung der Null in My(RR) diffeomorph auf eine
Umgebung der Eins in GLy(R) ab.

Beweis. Die Exponentialfunktion ist durch eine {iberall konvergente
Potenzreihe gegeben, ist also glatt. Die Potenzreihendarstellung
impliziert

exp(A) =1+A + p(A)

mit ¢p(A) = A2Y.7, (n‘f;)!. Damit geht fuer A — 0 die Funktion ¢
schneller gegen Null als die Norm und es folgt nach der Definition des
totalen Differentials, dass D exp(0) = Id, damit ist diese Abbildung

invertierbar. O

Insbesondere folgt, dass exp den Unterraum s¢>(IR) nach SL,(IR)
abbildet. Ist ¢ € G = SL»(R), sei dann 7, : G = G, x — xg. Dann bildet

das Differential Dr, den Tangentialraum T.G bijektiv auf den
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Tangentialraum TG ab. Damit haben wir das folgende Lemma

bewiesen.

Definition 2.5.4. Ab jetzt schreiben wir
g = gr = s2(R)

und
gc = s2(C) =g C.

Lemma 2.5.5. Fiir jedes y € G liefert die Abbildung
g — T,G,

X (f - %‘ f(eXP(tX)]/))/ f € C*(G)
t=0

eine kanonische Identifikation des Tangentialraums mit g. Wir schreiben dann
auch Xf fiir die Funktion Xf(y) = %Lzo
Funktion f auf G genau dann glatt, wenn X; - - - X,, f existiert fiir jedes Tupel

f(exp(tX)y). Insbesondere ist eine

X]'EQ.

3 Darstellungen

3.1 Vektorwertige Integrale

Sei V ein Banach-Raum. Fuer eine Funktion f : X — V mit Werten in V
wollen wir ein Integral fx fdu € V definieren, so dass fuer jedes stetige

lineare Funktional o : V — C gilt

a(fxfdy)=fxa(f)du-
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Sei also (V, |-|]) ein Banach-Raum und sei (X, A, u) ein Mafiraum. Eine

einfache Funktion ist eine Funktion s : X — V, die in der Form

n
S = Z 1Ajbj
j=1

geschrieben werden kann, wobei A;, ..., A, messbare Mengen
endlichen Mafles sind, also 1(A;) < co und b; € V irgendwelche
Vektoren. Man kann eine solche Darstellung immer so waehlen, dass
die A; paarweise disjunkt sind. Wir definieren das Integral der

einfahcen Funktion s als
n
fsdy = Z wANb; € V.
X ,
j=1

Es gilt dann || fx S dy” < fx Is|l 4 und fuer jedes lineare Funkttional
a:V—-C gilta(fxsdp) = fxa(s)dy.
Wir versehen V mit der Borel o-Algebra. Eine messbare Funktion

f : X = V heisst integrierbar oder Bochner-integrierbar, fall es eine

Folge s, einfacher Funktionen gibt, so dass

lim f ||f—sn|| du = 0.
n—oo X

In diesem Fall heiss (s,,) eine approximierende Folge.

Proposition 3.1.1. (a) Sei f integrierbar und (s,) eine approximierende
Folge. Dann konvergiert die Folge von Vektoren J;( spdu. Der Limes dieser

Folge haengt nicht von der Wahl der approximierenden Folge ab.
Man definiert daher das Integral von f als

n—oo

ffdy = lim [ s,du.
X X
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(b) Fuer jede integrierbare Funktion f gilt

”fxfdy st”f” du < co.

(c) Sei f integrierbar. Fuer jeden stetigen linearen Operator T : V — W zu

einem Banach-Raum W gilt

T(fxfdu)=fXT(f)d#-

(d) Iist V = C, dann stimmt das Bochner-Integral mit dem ueblichen Integral

ueberein.

Proof. Es reicht zu zeigen, dass fuer jede apprixmierende Folge (s,) die
Folge fx s, du konvergiert, denn ist (f,) eine weitere approximierende
Folge, Dann ist die Folge (r,) mit o, = s, und ry,-1 = t, ebenfalls eine
approximierende Folge. Da dann fx r, du konvergiert, muessen die

Limiten von fX spdy und fx t, du uebereinstimmen.

Um die Konvergenz zu zeigen, reicht es, zu zeigen, dass die Folge von

Vektoren fX sy du eine Cauchy-Folge ist. Fuer m,n € IN betrachte

fwtom ]| -
X X X
S‘]\”Sm_snn d‘u
X

< [lso=fll s+ [ =5 du

Fuer gegebenes ¢ > 0 gibt es nun ein 1y, so dass fuer m, n > ny die

beiden Summanden in der letzten Zeile < ¢/2 sind. Damit ist fX Spdu in

der tat eine Cauchy-Folge.

Um (b) zu beweisen, beachte dass die Ungleichung
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||| f || - ||sn||| < || f- sn” zeigt, dass die C-wertige Funktion || f || integrierbar
ist und dass |is,| gegen ||f|| in LY(X) konvergiert. Es folgt

ffd‘uH:Iim fsndy < limfllsnu dy:fllflldy.
X n X noJx X

Schliesslich zu Teil (c). Die Stetigkeit und Linearitaet von T implizieren

T(]};fdy):lignfxT(sn)dy.

Wir wollen zeigen, dass die rechte Seite gleich fx T(f)du ist. Da T stetig

ist, existiert ein C > 0, so dass |T(v)| < C||v|| fuer jedes v € V gilt.
Insbesondere gilt ||T( f )” <C || f || und daher ist T(f) eine integrierbare

Funktion. Wir koennen abschaetzen

[ 1~ [ T6dm

—T(,)| 4
< fX |7(H) = T(sw)| du
= [ 7= s e

X
SCfX”f—sn” .

Dies geht gegen Null und damit folgt die Behauptung. Teil (d)
schliesslich folgt aud der letzten Abschaetzung, angewendet auf die

Ooperator Id. O

Proposition 3.1.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Fuer eine stetige Funktion
f M — Vin einen Banach-Raum V sind aequivalent:

o f ist integrierbar,
o Jelfl du <.

Proof. Ist f integrierbar, dann ist nach Proposition 3.1.1 (b) auch die

Funktion || f || integrierbar.
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Fuer die Umkehrung nimm an, dass fx || f || du < oo gilt. Da M ein
o-kompakter Raum ist, ist das Bild f(M) C V ebenfalls o-kompakt. Eine
o-kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist separabel, also sei
D = {d, : n € N} eine abzaehlbare dichte Teilmenge von f(M). Fuer

n € N und 6 > 0 sei A} die Menge aller x € M so dass ||f(x)|| > 6 und

|| flx) - dn” < 0. Da f messbar ist, ist dies eine messbare Menge. Wir

machen diese Folge paarweise disjunkt:

B =A% N | AL
k<n

Die Menge |,.en A% = |,en B ist gleich f~1(f(X) \ Bs(0)), da D dicht in
f(X) liegt. Da || f || integrierbar ist, hat die Menge | |, B} endliches
Mafs. Sei s,, = Z?zl 1B;/nd j- Dann ist s, eine einfache Funktion. Wir
zeigen, dass (s,) punktweise gegen f konvergiert. Sei x € X. Ist f(x) =0,
dann ist s,,(x) = 0 fuer jedes n. Nimm also f(x) # 0 an. Dann ist
||f(x)|| > 1 fuer ein n € N. Fuerjedes m > n giltx € | |,en Bi/™, also
existiert fuer jedes m > n ein eindeutig bestimmtes v, mit x € B}/", also
sm(x) = dy, und || f(x) — d,,|| < L, so dass s, — f folgt.

Nach Konstruktion gilt auch |s,| < 2 || f || Daher gilt punktweise
|f = sull = 0und [If =5 < ] + hsull <3 £

ueber dominierte Konvergenz gilt

, 80 dass nach dem Satz

fX”f—sn” du - 0. g

Korollar 3.1.3. Sei X eine Mannigfaltigkeit, V ein Bachan-Raum und u ein
Radon-Maf3 auf X. Dann ist jede stetige Funktion f : X — V mit kompaktem

Traeger integrierbar.

Proof. Da die C-wertige Funktion || f || ebenfalls stetig mit kompaktem

Traeger ist, ist sie integrierbar. Das Korollar folgt daher aus der
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Proposition 3.1.2. O

3.2 Das Lemma von Schur

Fiir einen Banach-Raum V, sei GL(V) die Menge aller bijektiven,
stetigen Operatoren T : V — V. Nach dem Satz der offenen Abbildung
ist fiir jedes T € GL(V) der Operator T~! wieder stetig, also ist GL(V)

eine Gruppe.

Definition 3.2.1. Sei G eine topologische Gruppe. Eine Darstellung von
G auf einem Banach-Raum V ist ein Gruppenhomomorphismus
1 : G — GL(V), so dass die Abbildung

GxXV->YV
(g,v) = 1(8)Y,

stetig ist. Ist V ein Hilbert-Raum, so nennt man 7 eine
Hilbert-Darstellung,.

Lemma 3.2.2. Sei 1t ein Gruppenhomomorphismus von der topologischen
Gruppe G nach GL(V), wobei V ein Banach-Raum ist. Die Abbildung Tt ist
genau dann eine Darstellung, wenn

(a) es gibt einen dichten Teilraum Vi von V so dass fiir jedes vy € V die

Abbildung g v T(g)v stetig im Punkt ¢ = 1 ist und

(b) die Abbildung g ||71(g)||Op auf einer Einsumgebung (und damit auf
jedem Kompaktum) in G beschriinkt ist.

Beweis. Sei 1t eine Darstellung. Dann ist (a) offensichtlich erfiillt. Fiir (b)
beachte, dass es fiir fiir jede Umgebung Z der Null in V eine Umgebung
Y der Null in V und eine Umgebung U der Eins in G gibt, so dass
n(U)Y C Z. Damit folgt (b).
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Fiir die Riickrichtung schreibe

[m(g)0 = m(goyoo| < [[(g0)]|o, 1785 )0 = vo
< [m()|o, (85" )@ — o)
+ g0l (85" 820 = oo
< (g0l (g5 9o, I = ol
+ |50, 185" )20 = w0

Nach den Annahmen (a) und (b) werden beide Terme rechts klein,

wenn g nah bei gy und v nah bei vy € V) ist. Ist u € V beliebig, so gilt

/4

I(8)0 — m(go)ul| < || (g)0 — m(go)uo|| + || (g0)10 — 7 (g0)u

tiir ein ug € V), das beliebig nah bei u gewédhlt werden kann. Die

Behauptung folgt. O

Beispiele 3.2.3. e Sei G = SL(IR), dann hat man eine natiirliche
Darstellung auf C? gegeben durch Matrixmultiplikation.

e Sei k € Ny und sei Py der Raum der Polynome p(x, y) € Clx, y], die

homogen vom Grad k sind. Dann ist

k k=1, k=2 2 k
X5, Y, X Y, Y

eine Basis von Py, also dim(Px) = k + 1. Die Gruppe G = SLy(IR)
operiert auf Py durch die Darstellung 6x gegeben durch

o(Qr(x, y) = p((x, ¥)8)-

Hierbei ist (x, v) (‘j g) = (ax + cy, bx + dy). Dann ist 0 die triviale
Darstellung. Die Darstellung 0, ist die natiirliche

zweidimensionale Darstellung. Die Darstellung 6, ldsst sich in
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Matrixform schreiben als

a? ab b?
a b
62( ): 2ac ad + bc 2bd
C
c? cd d>

Definition 3.2.4. Sei V ein Hilbert-Raum. Eine Darstellung 7 auf V
heisst unitire Darstellung, falls n1(g) fiir jedes ¢ € G unitar ist, wenn
also (1(g)v, m(g)w) = (v, w) fur alle v, w € V gilt.

Lemma 3.2.5. Eine Darstellung 1t der Gruppe G auf einem Hilbert-Raum V
ist genau dann unitir, wenn 7(¢"Y) = n(g)* fiir jedes g € G gilt.

Proof. Ein Operator T ist genau dann unitdr, wenn er invertierbar ist
und T* = T™! gilt. Ist 7 eine Darstellung, dann ist jedes 11(¢) automatisch

invertierbar mit Inversem 7t(¢™!). Damit folgt die Behauptung. O

Beispiele 3.2.6. e Sei G = SL,(IR). Dann ist x — L, mit
L:p(y) = ¢(x71y) eine unitdre Darstellung auf dem Raum L*(G).

Man nennt L die linksreguldre Darstellung von G

Beweis. Jedes L, ist unitdr, denn wegen der Invarianz des
Haar-Mafses gilt

(LorLov) = [ LowTaGy
= fG Py P(xy) dy
= fG WPy dy = (b, ).

Der Raum C.(G) aller stetigen Funktionen mit kompakten Tragern
ist dicht in L?(G). Um zu sehen, dass L eine Darstellung ist, reicht

es nach Lemma 3.2.2 zu zeigen, dass L auf G X E stetig ist. (Die
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Bedingung (b) aus dem Lemma ist wegen der Unitaritét erfiillt.)
Wir haben also zu zeigen, dass fiir f € C.(G) die Abbildung

G — L*(G), x > L,f stetig in x = 1 ist. Sei ¢ > 0. Da jede stetige
Funktion mit kompaktem Tréger gleichmdssig stetig ist, gibt es
eine Einsumgebung U C G so dass |f(z) — f(y)| < Ve/C falls
yz‘l € U. Da G lokalkompakt ist, kdnnen wir annehmen, dass U
kompakt ist. Dann ist auch U supp(f) kompakt. Sei C das
Haar-Mafs dieser kompakten Menge. Ist also x € U, so folgt fiir

jedes y € G, dass |f(y) — f(x"1y)| < Ve/C. Daher ist

I -l = [ 170 - s b

<%C:£. O

Definition 3.2.7. Seien (111, V1) und (72, V) zwei unitdre Darstellungen.
Auf der direkten Summe V = V; @ V, gibt es die direkte
Summendarstellung = = 7; ® m,. Allgemeiner, ist {t; : i € I} eine
Familie von unitdren Darstellungen auf Hilbert-Rdumen V;, so
schreiben wir @i 7 fur die direkte Summendarstellung der 7t;, i € [

auf dem Hilbert-Raum

— ) | N
P _vi= {v e[]:) 1o < oo}.
iel i€l
Beispiel 3.2.8. Sei H = R/Z und sei V = L?(R/Z). Sei 7t die
linksregulédre Darstellung. Nach dem Satz iiber Fourier-Reihen bilden

27tikx

die Elemente ei(x) = e mit k € Z eine Orthonormalbasis von

L*(R/Z). Es gilt n(x)ex(y) = ex(y — x) = e V™) = gi(=x)ex(y), also
1i(x)ex € Cey. Damit ist 7t eine direkte Summendarstellung auf
V = @keZCek.

Definition 3.2.9. Eine Darstellung (r, V;) heisst Unterdarstellung einer
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Darstellung (1, V), falls V; ein abgeschlossener Unterraum von V,, ist
und nt(x) die Einschrankung von n(x) auf V' ist. Daher liefert jeder

abgeschlossene, G-stabile Unterraum eine Unterdarstellung.

Eine Darstellung heisst irreduzibel, wenn sie keine echte
Unterdarstellung hat, also wenn die einzigen Unterdarstellungen der

Nullraum und der ganze Raum sind.

Beispiel 3.2.10. Sei U(n) die Gruppe der n X n unitdren Matrizen, also
die Gruppe aller u € M,,(C), so dass uu* = I (Einheitsmatrix), wobei
u* = @i, Die natiirliche Darstellung von U(n) auf C" ist irreduzibel

(Ubungsaufgabe).

Lemma 3.2.11. (Schur) Sei (n, V) eine unitire Darstellung einer

topologischen Gruppe G. Dann sind dquivalent:

(@) (mt, V) ist irreduzibel.

(b) Ist T ein beschriinkter Operator auf V, so dass Ti(g) = 1i(g)T fiir jedes
g € G gilt, dann ist T € CId. Man driickt diesen Sachverhalt auch

dadurch aus, dass man schreibt
Homg(V,, V) = CId.

Beweis. (a)=(b): Sei A = Homg(V,, V) die Algebra der
G-Homomorphismen. Wir behaupten, dass mit T € A auch T* € A
folgt. Hierzu sei g € G, dann gilt

T'n(g) = (T'r(9))" = (r(9)'T)" = (n(g™HT)" = (Tr(g ™))" = m(9)T".

Fiir T € A schreiben wir T = R +iS = 3(T + T*) + i5(T — T*), so sind R, S
selbstadjungierte G-Homomorphismen. Es reicht also zu zeigen, dass

jeder selbstadjungierte G-Homomorphismus in CId liegt. Sei also
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T =T € Endg(Vy). Dann gilt T = f]R Adu(A), wobei u das Spektralmaf3
von T ist. Ist ¢ € G, dann ist T = n(¢™1)Tn(g) = f]R A dud(A), wobei

u(A) = (g Hu(A)mr(g) fiir jede messbare Teilmenge A C C. Daher ist u8
ebenfalls ein Spektralmaf fiir T. Da das Spektralmaf’ aber eindeutig
bestimmt ist, ist u = u$, also vertauscht auch jede Projektion p(A) mit
11(G). Dann ist p(A)(Vr) ein G-stabiler, abgeschlossener Unterraum, also
gleich V; oder gleich Null. Ist A = B LI C, dass ist u(A) = u(B) + u(C), ist
also u(A) # 0, dann ist genau eine der Beiden Projektionen u(B), u(C)
gleich Null, die andere ist die Identitit. Es folgt, dass es genau einen
Punkt Ay € C gibt, so dass u(A) =1Id & Ag € A. Daherist T = Apld.

(b)=(a): Sei 0 # U C V ein G-stabiler abgeschlossener Unterraum und
sei P : V;; — V; die Orthogonalprojektion mit Bild U. Dann ist P ein
G-Homomorphismus, also P € CId und da P # 0 eine Projektion ist,
folgt P =1d, also U = V.. O

Definition 3.2.12. Zwei unitdre Darstellungen 7, 1 heissen unitar
dquivalent, wenn es einen unitdren Isomorphismus T': V;; — V,, gibt
mit

Tr(g) =n(@T
tiir alle g € G.

Beispiel 3.2.13. Sei G = Rund sei V, =V, = L*(R). De Darstellung 7 ist
durch n(x)p(y) = ¢p(x + y) gegeben und 1 durch n(x)P(y) = e p(y).

Die Fourier-Transformation ist ein unitdrer G-Homomorphismus
Vi - V.

Korollar 3.2.14. Seien (11, V) und (n, V) zwei irreduzible unitire
Darstellungen. Ein G-Homomorphismus T : V — V, ist entweder Null oder
invertierbar. Im zweiten Fall existiert eine Skalar ¢ > 0, so dass cT unitir ist.
Der Raum Homg(Vy, V) ist Null, ausser wenn 1t und n unitdr dquivalent
sind, in welchem Fall der Raum eindimensional ist.
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Proof. Sei T : V; — V, ein G-Homomorphismus. Sei adjungierter
T : V, — V, ist ebenfalls ein G-Homomorphismus, denn fiir v € V,

w e Vyund g € G gilt

(o, T'(g)w) = (T, n(g)w) = (n(g™)To,w)
= <T7t(g‘1)v, w> = <7I(g"1)v, T*w>
= (v, 1(9)T"w) .

Damit ist dann auch T*T ein G-Homomorphismus auf V; und daher
gibt es nach dem Schurschen Lemma ein A € C mit T°T = AId. Ist T
nicht Null, dann ist T*T positiv semidefinit und ungleich Null, also
A >0.Seic= VA1, dann gilt (cT)*(cT) = Id. Ahnlich sieht man, dass
TT" bijektiv ist, daher ist cT bijektiv, also unitar.

Zum Schluss seien S, T € Homg(Vy, V;) beide # 0. Dann existieren
¢,d > 0so dass ¢S und dT unitaer sind. Dann ist auch

cdST* = ¢S(dT)" € Homg(V,, V) unitaer, also ungleich Null. Damit ist
ST* # 0 und nach dem Lemma von Schur gibt es ein A € C* mit

ST = Ald, also

S = SAT)"(dT) = d*(ST)T = d*AT.

Damit ist Homg(V, V) eindimensional. O

Definition 3.2.15. Fiir eine lokalkompakte Gruppe G sei G die Menge
aller Isomorphieklassen aller irreduziblen unitdren Darstellungen von

G. Wir nennen E das unitiare Dual von G.

Definition 3.2.16. Sei (7, V) eine Darstellung von G. Ein Vektor vy
heisst zyklischer Vektor, falls Spann(7t(g)vg dicht liegt in V.

Ein Vektor vy ist genau dann zyklisch, wenn er die Darstellung erzeugt.

Ist 7t irreduzibel, dann ist jeder Vektor vy # 0 zyklisch.
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Beispiele 3.2.17. e Ein Beispiel einer Darstellung, die nicht
irreduzibel ist, aber dennoch einen zyklischen Vektor hat: Sei
B = (:9) die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in SL,(R) und
sein : B — GLy(C) die Inklusionsabbildung. Dann ist 77 eine

Darstellung auf dem Raum V, = C?. Diese Darstellung ist nicht

irreduzibel, weil der Raum C( (1) ) ein abgeschlossener, B-stabiler

Unterraum ist. Der Vektor vy = [ 1 ] ist ein zyklischer Vektor.

(Beweis zur Ubung)

e Sei U(n) die Gruppe aller unitdren n X n Matrizen, also aller
A € M,,(C) mit A*A = I. Dann ist die Inklusionsabbildung
y : U(n) — GL,(C) = GL(C") eine Darstellung. Wir zeigen, dass sie
irreduzibel ist. Sei dazu 0 # U C C" ein U(n)-stabiler Unterraum.
Angenommen, U # C", dann gibt es ein 1 < k < nn und eine
Orthonormalbasis (e, . ..,e,) von C" so dass ey, ..., e den Raum U
aufspannen. Sei 7 die Transposition von {1, ...,n}, die 1 und n

vertauscht. Definiere eine lineare Abbildung A durch
Aej = eq(j

Dann wirft A eine ONB auf eine ONB, ist also unitar, also in U(n),
lasst aber U nicht stabil. Widerspruch!

Proposition 3.2.18. Sei K eine kompakte Gruppe und sei (t, V) eine

endlich-dimensionale Darstellung von K.

(a) Auf V. gibt es ein Skalarprodukt, das die Darstellung unitir macht.

(b) 7 ist eine direkte Summe von irreduziblen Unterdarstellungen.
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Beweis. (a) Sei (., .) irgendein Skalarprodukt auf V;, dann ist

(v,w) = fK(T(k)v,T(k)w) dk

ein Skalarprodukt unter dem 7 unitér ist.

(b) Ist U ¢ V, stabil unter K, dann ist U~ ein K-stabiles Komplement. O

3.3 Faltung

Definition 3.3.1. Sei G = SL,(R). Fiir f, ¢ € L'(G) und x € G sei

Frst = [ fgtr oy
das Faltungsintegral

Lemma 3.3.2. Das Faltungsintegral konvergiert fast iiberall in x und definiert
eine Funktion in L'(G). Es gilt || » g”1 <|f |1 ||g||1 und LY(G) wird mit der
Faltung zu einer *-Algebra mit Involution f*(x) = f(x~1). Die Menge C.(G)

ist eine *-Unteralgebra.

Beweis. Es gilt

-1 _ _ oo,
fG fG f(y)g(y~ o)l dxdy = fG fG Fg@ldxdy = ||£|, |g], <

Nach dem Satz von Fubini existiert das Faltungsintegral fast tiberall in

x und die Behauptung folgt. O

Lemma 3.3.3. Ist (1, V) eine Darstellung von G und f € C.(G), dann ist

v ni(f)v = fo(x)n(x)v dx
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ein stetiger linearer Operator auf V. Es ist n(f * g) = n(f)m(g) und
(o = nlLyflo, w(HnW)o = 1Ry 1 1),
fuer y € G, wobei L, f(x) = f(y'x) und R, f(x) = f(xy).
Ist V ein Hilbert-Raum und 1t unitaer, so gilt ausserdem ||7T( f)”Op < || fl,- so

dass 7t in diesem Fall zu einer Darstellung der Faltungsalgebra L(G)
ausdehnt. Ferner ist dann n(f*) = n(f)*, wobei f*(x) — f(x71).

Beweis. Man sieht leicht, dass die Abbildung v — 7n(f)v linear ist. Sei
C= SUP ycsupp(f) ||7z(x)||Op < 00. Dann gilt

(ool = [ seomeooas

d
< fG () rGo)o] dx
<A, .

Beachte, dass C = 1, falls  unitaer, in diesem Fall folgt also

”n(f)v” < ||f||1 |o||. Die Eigenschaft nt(f * ¢) = n(f)7n(g) rechnet man
leicht nach. Weiter gilt

(r(y)(f)o, w) = fG ) (nlyxyo, w) dx

= ff(y‘lx) (rt(x)v, w) dx
G
= (n(Lyfyo,w).
Fuer die Rechtsdarstellung geht das ebenso.

Sei nun V ein Hilbert-Raum und 7 untaer. Wir haben schon gesehen,
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dass dann ||7T( f)” op < || f ”1 gilt. Zuletzt rechnen wir

(n(f)'o,w) = fG £ ()0, wp d

:ff(x—l)(n(x)v,w) dx
G

- fG F@) (n(x")o, w) dx
_ fG 700 (o, m()w) dx
- [ @ fmtaya) s
= (o, (f)w).
Definition 3.3.4. Eine Dirac-Folge ist eine Folge f, € C=(G) so dass

e Zujeder Einsumgebung U C G existiert ein 1y € IN so dass fiir
jedes n > ny gilt
supp(f.) C U

e f,>0und fcfn(x) dx =1 fur jedes n € IN.

37

Lemma 3.3.5. Sei (f,) eine Dirac-Folge und sei (11, V) eine Darstellung von

G. Dann gilt fiir jedes v € V,, dass
[n(f)o—of| 0

wenn n — o0,

Beweis. Seiv € V und sei ¢ > 0. Dann gibt es wegen der Stetigkeit der

Darstellung eine Einsumgebung U C G so dass fiir jedes x € U gilt

It(x)o — 7| < €.

Sei dann ny € IN so gross, dass fiir jedes n > ny gilt supp(f,) C U. Dann
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folgt fiir n > ny

ool = | | featmtrro = opas
< — ol d
< [ 1Fimeo0 —of dx
:flf(x)llln(x)v—vll dx<sf|f(x)|dx:e. O
u u

3.4 Glatte Vektoren

Betrachte die Gruppe K = SO(2). Fiir k = (‘g ‘ab) € Kund m € Z sei
Xm(k) = (a +1b)".

Die Menge aller x,,, m € Z ist genau die Menge aller stetigen

Charaktere von K.

Proposition 3.4.1. Sei K = SO(2) C G = SL,(R). Sei (1, V) eine

Darstellung von G. Dann ist der Unterraum

Vn,K = @ Vn(m)

meZ.

dicht in V,, wobei
Ve(m) = {v e Vy:nlk)o = )(m(k)v}.
Die Unterraeume V(m) mit m € Z heissen die K-Typen der Darstellung .

Beweis. Fiir jede kompakte Gruppe gilt, dass eine beliebige Darstellung

in dieser Weise zerlegt werden kann (Deitmar/Echterhoff). O

Definition 3.4.2. Der Raum V ¢ aus der Proposition wird der Raum

der K-endlichen Vektoren genannt. Ein Vektor v € V, liegt genau dann
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in V x, wenn der Raum
Spann{n(k)v : k € K}

endlich-dimensional ist.

Definition 3.4.3. Sei (7, V) eine Darstellung von G. Ein Vektor v € V
heisst glatter Vektor, falls die Abbildung

G- Vq

X - 11(x)v

unendlich oft differenzierbar ist.

Satz 3.4.4. Sei (1, V) eine Darstellung von G. Dann sind ist der

Unterraum V7Y der glatten Vektoren dicht in V. Ausserdem ist der Raum
Vo =Va NV

der K-endlichen, glatten Vektoren dicht in V.

Beweis. Sei X € gund sei f € C(G), seiv € V; und w = n(f)v. Dann gilt
n(exp(tX))w = n(exp(tX))r(f)v
= f fx)m(exp(tX)x)v dx
G

= f f(exp(=tX)x)mt(x)vdx.
G

Da Xf(x) = %| o J (exp(tX)x) existiert und in C°(G) liegt, ist
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t > m(exp(tX))w differenzierbar und es gilt

d
dt|i— m(exp(tX))w = — fG Xf()n(x)o = —n(Xf)o.

Dies kann nun beliebig oft wiederholt werden und daher ist 7t(f)v ein
glatter Vektor fiir jedes f € C°(G). Da C°(G) eine Dirac-Folge enthiilt,
ist 1(C°(G))V, c VX dichtin V..

Nun zum Zusatz. Fiir m € Z sei
Vi(m) = {o € Vi : (k)0 = ()0 Viex |
Die Projektion auf V,(m) ist gegeben durch
P,0 = ﬁ Am(EH1(k)v dk.
Fir f € CZ(G) ist daher
P,m(f)o = ff)(m(k N f(x)m(kx)o dx dk
ff)(m(k Dk x)m(x)o dx dk

f(f)(m(k"l)f(k"lx)dk)n(x)vdx
G \Jk

= f(x)

= n(f™)o.

Mit f ist auch f,, wieder in C°(G). Ist nun (f;) eine Dirac-Folge in C°(G),

dann gilt fiir gegebenes v € V,, dass v, —» vund v, € V', wobei

Up = Z n(figm))v' o

|m|<n
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3.5 Lie-Algebren

Definition 3.5.1. Sei K = R oder K = C. Eine Lie-Algebra tiber K ist ein

K-Vektorraum L mit einer bilinearen Abbildung
[,.]:LXL—>IL,
so dass
e [X, X] =0 fiirjedes X € L und

o [X,[Y,Z]] +[Y.[Z X]] + [Z [X, Y]] = O fiiralle X, Y,Z € L.

Die zweite Eigenschaft nennt man auch die Jacobi-Identitit. Die erste

Eigenschaft hat als Konsequenz:

[V, X] = -[X, YI.

Hauptbeispiel ist gl,(IK), die Menge aller n X n Matrizen iiber K = R, C

mit der Kommutator-Klammer:
[A, B] = AB — BA.
Beachte, dass die Menge gk = s¢,(K) aller Matrizen A mit
tr(A) =0

eine Unteralgebra ist.

Definition 3.5.2. Eine Darstellung von gk ist eine K = IR, C-lineare
Abbildung
7t : g — End(V)
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tiir einen komplexen Vektorraum V, so dass
([X, Y]) = [(X), n(Y)]

tiir alle X, Y € gk gilt, wobei [11(X), 7(Y)] = n(X)n(Y) — n(Y)n(X) die

Kommutator-klammer ist.

Jede Darstellung von gc liefert per Restriktion eine von ggr und

umgekehrt kann wegen

dc = 9r D iGR

jede Darstellung 7 von gr zu einer Darstellung m¢ von gc¢

komplexifiziert werden, indem man
nie(X + 1Y) = n(X) + ir(Y)

setzt. Diese beiden Operationen sind invers zueinander, so dass

Darstellungen von gr oder gk im Grunde dasselbe sind.

Lemma 3.5.3. Die Vektoren

-1 . i 1 . (-1 1
W = , E= |, F= ,
1 1 —1 1 1
sind eine Basis von gc. Es gilt

[W,E] =2iE, [W,F]=-2iF, [E F]=-4iW.

Es gilt exp(RW) = SO(2). Die Gruppe K = SO(2) operiert durch
Konjugation auf gc. Unter dieser Operation zerfillt g¢ in die K-Typen

ac = 9c(—2) @ ac(0) @ gc(2)
=CEeCWeaCFE.

Beweis. Nachrechnen. O
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Proposition 3.5.4. Ist (71, V) eine Darstellung von G = SL(IR). dann
definiert

ri(exp(tX))
t=0

dt

eine Darstellung von g = st>(IR) auf dem Raum V) bzw dem Raum V7.

Ist 1t endlich-dimensional, dann gilt

ni(exp(X)) = exp(7i(X)) = Z ﬁ(j?n.

n=0

Beweis. Fiir X,Y € gund s, t € R schreibe x; = exp(sX) und rechne

d L d
T » X Yx; = I » exp(sX)Y exp(—sX)
_4 (1+sX +s’R)Y(1 —s + s°R)
dS 5=0
_ 4 Y +5(XY - YX) +s°R
ds s=0

= XY -YX=[XY]

wobei R jeweils fiir einen Rest steht, der fiir s — 0 beschréankt bleibt. Ist
v € V7, dann ist die Abbildung
g Vr

d
Y > T((Y)U = E

ri(exp(tY))v
t=0

linear und damit stetig (da g endlich-dimensional). Es folgt

4 (Y, Yo = (i

ds|,—o ds

stxs_l) v =mn(X Y])w.
s=0
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Schliesslich rechnen wir

[1(X), 7(Y)]o = (X)) (Y)v — (Y)(X)v

— % . % » ni(exp(sX) exp(tY))v — n(Y)m(X)v
d| d
= Tl 1i(xs exp(tY))v — n(Y)n(X)v
= % » % » n(exp(tstxs_l)xs)v - n(Y)n(X)o
= Yo — n()(X)o
ds s=0
_ % e % (e~ n(Y)m(X)o
= n([X, Y])v + n(Y)(X)v — n(Y)n(X)v
= n([X, Y])v.

Jetzt ist alles gezeigt bis auf die Tatsache, dass T(X)V ", € V7, fiir jedes
X € g gilt. Hierzu beachte, dass die Abbildung

ac ® V;::K - V;o
(X,0) > (X)v

linear ist und K = SO(2) dquivariant, wobei K auf g¢ = sf>(C) durch
Konjugation operiert. Ist v € V’(I), also nt(k)v = x;(k)v fiir k € K, dann

folgt aus dem letzten Lemma
g Cc Vy(I-2)e V(e V(I +2).

Damit ist t(X)v wieder K-endlich wenn v dies ist.

Ist T endlich-dimensional, dann konvergiert die Reihe
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exp(ft(X)) = Yo XL Es gilt

n=0 pn!

& n(exp(tX) = lim = (m(exp((t + 1)X) ~ r{exp(tX)))
= }ling % (r(exp(hX)) — Id) exp(tX)

= fi(X)m(exp(tX)).

Da auch exp(t7t(X)) dieselbe Differentialgleichung erfiillt, bei gleichem
Anfangswert in t = 0, folgt die Gleichheit. O

Definition 3.5.5. Ist f eine glatte Funktion auf G und ist y € G, dann
schreiben wir R(y) f(x) = f(xy). Dies definiert eine lineare Operation

von G auf C*(G). Fur X € g definieren wir

X7 = G| e,

t

3.6 Die Universell Einhiillende

Ist A eine assoziative Algebra tiber K, dann wird A zu einer

Lie-Algebra durch die Kommutator-klammer:
[a,b] = ab — ba.

Wir zeigen nun, dass sich jede Lie-Algebra als Unteralgebra einer

solchen Lie-Algebra darstellen ldsst.

Satz 3.6.1. Sei L eine Lie-Algebra tiber IK. Dann gibt es eine assoziative
Algebra U(L) iiber K und einen Lie-Homomorphismus 1 : L — U(L) mit
der folgenden universellen Eigenschaft: Ist A irgendeine assoziative

Algebra und ist ¢ : L — A ein Lie-Homomorphismus, also
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H([X, Y]) = d(X)P(Y) — ¢(Y)P(X), dann gibt es genau einen

Algebrenhomomorphismus « : U(L) — A, so dass das Diagramm

L—LU(r)
AN
A

kommutiert. Die Algebra und der Morphismus 1 sind bis auf Isomorphie

eindeutig bestimmt.

Proof. Sei

TL) =KoL (LeL) ®(LILIL)®...
—KelLaol®a[®g...

die tensorielle Algebra tiber L. Sei I das zweiseitige Ideal erzeigt von

allen Elementen der Form
[X,Y]-XQY+Y®X

wobei X, Y € L liegen. Dann hat U(L) := T(L)/I die verlangte universelle
Eigenschaft. Die Eindeutigkeit folgt wie immer bei universellen

Eigenschaften. O

Satz 3.6.2. Ist (1, V) eine Darstellung von G = SLy(R), so setzt die
Operation der Lie-Algebra g auf den glatten Vektoren V' zu einem

eindeutig bestimmten Homomorphismus assoziativer Algebren

7 : U(g) = End(V))
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fort. Diese g-Operation und die G-operation sind vertriglich in dem Sinne,
dass fiir jedes g € G und jedes Z € U(g) gilt

n(Q)m(Z)n(g™") = n(gZg™).

Hierbei wir fiir Z = Z - - - Z, mit Z; € g geschrieben

8Zg " = (8Z187") -+ (8Z:g™H).

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus der universellen Eigenschaft. Die
zweite Aussage braucht nur fiir X € g nachgewiesen zu werden. Dann

aber ist
-1 d -1
n(gXg ) = Et_on(eXp(thg )

-~ -1
=7 tzon(geXp(tX)g )

= 2| m(g)n(exp(tX)m(g™)

t=0

-9

0 n(eXP(tX))) n(g™") = n(gn(X)m(g™) O

t=

Satz 3.6.3 (Poincaré-Birhoff-Witt). Ist L eine Lie-Algebra und ist

X1, ..., X, eine Basis von L. Dann ist die Familie aller
k kn
X X

mitky,...,k, € Ny eine Basis von U(L).

Beweis. Beachte zuerst, dass die universell Einhiillende U(L) eine
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Filtrierung tragt:
K= UQ(L) C U1(L) cC...

wobei U;(L) das Bild in U(L) von
T(L)=KoLoL* @ - @ L%
ist. Ist W € U(L), dann sei der Grad von W definiert als

grad(W) = 1}{151 W e Uk(L).

2

Wir benutzen die universelle Eigenschaft. Sei A der formale
Vektorraum mit Basis (X(k) = Xll‘1 e Xﬁ")ke]Ng- Auf A definiere ein

Produkt durch bilineare Fortsetzung von
(X(k), X(1)) = X(k)X(I)

modulo der Reduktionen, die man erhilt, wenn man die Vektoren in

die richtige Reihenfolge bringt. Zum Beispiel:
X1Xo X1 = Xa[Xo, Xa] + X7Xo,

dann schreibt man [X;, X5] als Linearkombination der X; und reduziert
erneut. Da der Grad des reduzierten Terms kleiner ist als der des
Ausgangsterms, stoppt dieser Algorithmus. Man iiberzeugt sich
induktiv, dass ‘A damit zu einer assoziativen Algebra wird und dass die
natiirliche Einbettung ¢ : L — A ein Lie-Homomorphismus ist. Nach
der universellen Figenschaft existiert ein Algebrenhomomorphismus

a : U(L) — A der das Diagramm

L—LU(L)

N

A
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kommutativ macht. Da das Bild von a das Bild von ¢ enthilt, welches
A als Algebra erzeugt, ist a surjektiv. Da die Monome X(k) ein

Erzeugendensystem von U(L) bilden, ist @ auch injektiv. O

Definition 3.6.4. Sei K = R, C. Auf gk = sf»(KK) betrachte die

Bilinearform

b: Ok X g — K
(X,Y) b tr(XY).

Lemma 3.6.5. Die Bilinearform b ist nicht entartet, symmetrisch und
SL,(K)-invariant, d.h. es gilt

b(gXg™, gYe™) = b(X,Y)
fiir alle X, Y € st»(K) und jedes g € SLy(K). Ferner gilt fiir X, Y, Z € gk, dass
b([X, Y], Z) = b(X, [Y, Z]).

Beweis. Symmetrie ist klar. Sei X = (¢ £) € gx mit b(X,Y) = 0 fuir alle Y.
Wir zeigen, dass X = 0 ist. Es ist

0=0b((22%),(" 1)) =24,

O:b((@_ba ,(8(1))) =c,
0=b((24),(%9)) =b,

also folgt die Behauptung. Die Invarianz folgt aus der Tatsache, dass
tr(gAg') = tr(A) gilt. Ferner gilt tr(AB) = tr(BA) und damit
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b(X,Y],Z) = tr(XYZ) — tr(YXZ)
= tr(XYZ) — tr(XZY) = b(X, [Y, Z)). O

Lemma 3.6.6. Sei X1, X5, X3 eine Basis von g und sei X7, X5, X} die b-duale

Basis, d.h., die X; sind die eindeutig bestimmten Vektoren mit
b(X;, X;.) = 0j;.
Dann ist das Element
Q= X1Xi + XzXé + X3Xé € U(g)

unabhiingig von der Basis X1, X, X3. Man nennt ) das Casimir-Element.
Es gilt Qg™ = Q fiir alle ¢ € SLy(K) und QZ = ZQ fiir alle Z € U(g).

Beweis. Wir geben eine andere Konstruktion von € an, die ohne
Basiswahl auskommt. Die reguldre Bilinearform b induziert einen

linearen Isomorphismus zum Dualraum

9H<i>9}i<

X X,
wobei X(Y) = b(X, Y). Die Bilinearform b liefert andererseits ein Element
beg®g =g®a.

Dann ist Q) das Bild von b unter g ® g — U(g). Die Eigenschaft
gQ) g‘l = () folgt aus der Invarianz der Bilinearform b. Durch Ableiten
ergibt sich daraus ZQ = QZ fiir alle Z € g und da diese die universell

Einhiillende erzeugen, liegt Q) im Zentrum. O
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Bemerkung 3.6.7. Wir betrachten eine spezielle Basis von s{»(IR). Seien
1 1
H = , E= , F= :

[H,E]=2E, [HF]=-2F |[EF]=H.

Dann gilt

Man rechnet

b(H,H) =2, b(HE)=b(HF)=0,
b(E,E) = b(F,F) =0, b(E,F)=1.

Damit ist die zu H, E, F duale Basis gegeben durch 3H, F, E und daher ist

1
Q:§H2+EP+PE.

3.7 Zulassigkeit

Definition 3.7.1. Eine Darstellung (7, V;) von G heisst zuldssig, wenn

die K-Typen endlich-dimensional sind, wenn also
dim V() < oo

fiir jedes | € Z gilt.

Definition 3.7.2. Sei (71, V) eine Darstellung. Ein Vektor v € V; heisst
analytisch, falls die Abbildung G — V, x = m(x)v reell-analytisch, also
lokal in konvergente Potenzreihen entwickelbar, ist. Sei V& der

Vektorraum der analytischen Vektoren. Es gilt

| 4=l
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Lemma 3.7.3. Ist (rt, V) unitaer, dann liegt V3! dicht in V.

Beweis. Indem man die Iwasawa-Koordinaten verwendet und

Funktionen der Form

f(x, t,0) = e—s(x2+t2+(9+m)2)
mit s > 0 verwendet, sieht man, dass es eine Folge analytischer
Funktionen (f;) auf G gibt, so dass t(f;)v — v fuer jedes v € V.. Der
Vektor 7t(fj)v ist analytisch. 0

Lemma 3.7.4. Ist (1, V) zulaessig, dann ist jeder K-endliche Vektor glatt, es
gilt also
Vn,K C V;o

Ist Tt ausserdem unitaer, dann ist jeder K-endliche Vektor analytisch, dann gilt
also sogar
Vn,K - Vf_?

Proof. Da V7 dicht in V, ist nach Projektion auf den K-Typ V(m) auch
V' (m) dicht in V(m). Da V(m) endlich-dimensional ist, folgt
Vi (m) = Va(m).

Die zweite Aussage folgt ebenso. O

Satz 3.7.5. Jede irreduzible unitire Darstellung ist zulissig. Genauer
haben wir sogar
dimV, () <1

fiir jedes | € Z, wenn (1, V) eine irreduzible unitire Darstellung ist.

Beweis.
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Lemma 3.7.6. Sei (1), V) eine endlich-dimensionale Darstellung von G.

(a) Es gibt einen gemeinsamen Eigenvektor von AN, d.h., es gibt ein vy € V,,

do dass zu jedem an € AN ein A(an) € C existiert mit n(an)v = A(an)v.

(b) Ist n irreduzibel, dann folgt fiir die K-isotypische Zerlegung:
Nk = @, Vil), dass jedes | € Z gilt

dim V,(I) < 1.

Beweis. (a) Die Gruppe N is abelsch, also gibt es einen gemeinsamen
Eigenvektor. Ist v ein solcher, dann gilt 7(n)v = A(n)v fiir jedes n € N mit
A(n) € C. Sei dann a € A und sei w = n(a)v, dann gilt

nmyw = n(a)yn(a*na)o = A 'na)n(a)o = A(a ‘na)w.

eN

Das bedeutet, dass a den Eigenraum Eig(A) in den Eigenraum Eig(“A)
abbildet, wobei “A(n) = A(a~'na) ist. Die Abbildung

A — Homgont(N, C*) =2 Homeont(R, C*) = {x > ™ : a € C}, gegeben
durch a — ?A ist stetig. Da V,, endlich-dimensional ist, gibt es nur
endlich viele Homomorphismen A : N — C*, die auftreten, daher muss
die Abbildung a — “A konstant sein. Damit ldsst die abelsche Gruppe
A den Eigenraum Eig(A) fest, hat dort also einen gemeinsamen

Eigenvektor.

(b) Sei 1 irreduzibel und sei v ein AN-Eigenvektor. Da G = KAN und 7
irreduzibel, ist vy ein K-zyklischer Vektor. Sei vy = }_;cz vo(l) die
isotypische Zerlegung von vy, also vy(l) € V(). Da die V(I) stabil unter
K sind, ist vy(l) ein K-zyklischer Vektor in V(I). Da K auf V(I) durch
Skalare operiert, folgt dim V(I) < 1. O

Lemma 3.7.7. Sei 0 # f € C.(G). Dann gibt es eine endlich-dimensionale
Darstellung 1 von G so dass 1n(f) # 0.
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Beweis. Sei ‘A der Vektorraum aller Funktionen auf G, der von den
Matrixkoeffizienten aller endlich-dimensionalen Darstellungen erzeugt
wird. Da Tensorprodukte von Darstellungen wieder Darstellungen
sind, ist A eine Algebra. Da man Darstellungen komplex konjugieren
kann, ist A unter komplexer Konjugation abgeschlossen. Da die
Koeffizienten der natiirlichen Darstellung 6, auftreten, welche injektiv
ist, trennt A Punkte und enthilt fiir jedes x € G eine Funktion f mit
f(x) #0.5ei S C G eine kompakte Teilmenge, dann liegt nach dem Satz
von Stone-Weierstrass Als dicht in C(S). Daher ist jedes f € C.(G) mit
supp(f) C S ein auf S gleichmaéssiger Limes von Funktionen in A, es
gibt also ein ¢ € A mit fG f(x)g(x)dx # 0. Also gibt es eine
endlich-dimensionale Darstellung 1 mit n(f) # 0. O

Lemma 3.7.8. Fiir | € Z sei C; der Raum aller f € C.(G) mit
flkx) = f(xk) = xi(k) f(x) fiir alle k € K. Dann ist C; eine *-Algebra unter der
Faltung und f*(x) = f(x71). Diese Algebra ist kommutativ.

Beweis. Fiir f € C.(G) sei

mwﬂm=£m®mﬂmm

sowie

f ok xi(x) = fK Flxk)xi(k™) dk.

Dann folgt C; = x; * C.(G) * x;. Fiir eine Darstellung 7 von G ist

Pi=n0) = [ il dk
K
gerade die Projektion auf den K-Typ V(). Es gilt

() (f)m(x) = mlxi = £+ xa)-
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Ist © endlich-dimensional und irreduzibel, dann ist V(I)
eindimensional und daher ist fiir f, g € C; schon

ni(f * §) = n(f)n(g) = m(g)7(f) da beide iiber die Projektion auf den
hochstens eindimensionalen Raum V (/) faktorisieren. Sie

F = f+g—g* f,dann folgt n(F) = 0 fiir jede endlich-dimensionale
Darstellung. Nach Lemma 3.7.7 ist F = 0, also C; kommutativ. O

Wir beweisen nun den Satz. Sei (77, V) eine irreduzible unitédre
Darstellung von G und sei ] € Z mit V(I) # 0. Dann operiert C; auf dem
Raum Vr(I). Wir behaupten, dass diese Darstellung von C; irreduzibel
ist. Sei dazu U C V(I) ein Cj-stabiler Unterraum und sei n(C.(G))U der
von U-erzeugte C.(G)-Modul. Dann ist n(C.(G))U dicht in V; und daher
ist P)(1(C.(G))U) dicht in V(I). Es ist aber

P(r(Cc(G)HU) = Pin(Ce(G))PU
= n(x)T(Cc(G))m(x)U
= 1t(x1* Ce(G) * x)U
=n(C)U = U

Daher ist U dicht in V(I), da U aber abgeschlossen war, ist U = V(]).
Nun ist C; kommutativ. Daher vertauscht jedes 7t(f) mit f € C; mit allen
anderen 7(g), ¢ € C;. Nach dem Lemma von Schur ist 7t(f) ein Skalar
auf V(I). Da das fiir jedes f gilt, operiert die ganze Algebra C; durch
Skalare. Da V,(I) aber irreduzibel ist, folgt

dim V() = 1. O

Definition 3.7.9. Ein U(g)-Modul heisst einfach, wenn er keine echten

Untermoduln hat.
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Satz 3.7.10. Sei (1, V) eine unitaere zulaessige Darstellung von G. Dann

sind aequivalent:

(a) 7t ist irreduzibel,

(b) der U(g)-Modul V  ist einfach.

Bemerkung: Der Satz gilt auch fuer beliebige zulaessige Darstellungen.
Man muss dann nur zeigen, dass es genuegend analytische Funktionen
f gibt, die schnell genug fallen, dass das Integral 7t(f) existiert. Fuer

nicht zulaessige Darstellungen ist er falsch.

Beweis. (a)=(b): Sei 7 irreduzibel. Sei 0 # U C V k ein
U(g)-Untermodul. Wir zeigen zunaechst, dass U = €, _, U(m) gilt,

wobei U(m) die Menge aller u € U mit 7t (; ~!)v = imv. Sei hierzu

meZ.

0#wuelU Dannistu = Z?:l u(m;), wobei m; € Z verschiedene ganze
Zahlen sind und 0 # u(m;) € Vr(m). Wir wollen zeigen, dass u(m;) € U
ist und benutzen Induktion nach n. Esist w = im,u —n(; ~!)u € Wund

dieser Vektor erfuellt w = 27:_11 i (m, —mj)u(m;). Nach
——
0

Induktionsvoraussetzung ist u(mm;) € U. Es folgt U = & U(m). Sei
U’(m) das orthogonale Komplement von U(m) in dem
endlich-dimensionalen V(m). Da  unitaer ist, ist fuer u,v € V>* und
X €eqg:

(m(X)u,v) = % » (rt(exp(tX)u, v)
d
=2 » (u, m(exp(—tX)v)

= —(u, (X)v).
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Hieraus folgt, dass das orthogonale Komplement
u = u'em)

von U in Vi ebenfalls ein g Untermodul ist. Sei P : V; x — U die
Orthogonalprojektion. Diese vertauscht dann mit 7t(g), d.h., es gilt fuer
jedes X € g, dass Pri(X) = n(X)P. Der Operator P dehnt aus zu einer
Orthogonalprojektion auf V,, mit Bild U. Seien v € V. x und X € g. Die
Abbildung y : R — V5,

y(t) = Pri(exp(tX))v — m(exp(tX))Po

ist analytisch und erfuellt
(0 =0

fuer jedes n > 0. Daher ist y = 0 und das bedeutet Pri(x)v = nt(x)Po gilt
fuer jedes x in einer Einsumgebung von G und jedes v € V x. Aus
Stetigkeitsgruenden gilt es dann fuer jedes x € V;; und da G von jeder
Einsumgebung erzeugt wird, gilt es fuer jedes x € G. Dann ist aber

U = Im(P) stabil unter 7(G) und da 7 irreduzibel ist, folgt u="V,.
Daher V. x = Uk = U.

(b)=(a): Sei 0 # V C V ein abgeschlossener, G-stabiler Unterraum.

Dann ist Vg ein g-stabiler Unterraum von V, g also Vx = V. x und
daher V = Vg = Vek = Ve O

Satz 3.7.11. Sei (wt, V) eine irreduzible zuliissige Darstellung von
G = SLy(IR). Dann gibt es ein Skalar w = w, € C, so dass fiir jedes v € V?
qilt

(Q)v = wo.




SL,(R) 58

Ferner gibt es Iy, l1 € ZZU {£oo} mit Iy < |y und Iy = I; mod 2 falls beide

in Z liegen so dass

VeiD#0 & [<I<Lhundl=ly, mod 2.

Beweis. Sei (1, V) eine irreduzible zuldssige Darstellung und sei
V.= ez Vn(l) die Zerlegung in K-Typen. Dann ist V7(I) dicht in V(I)
und da dieser Raum endlich-dimensional ist, ist jedes Vektor in V (/)
glatt. Sei v € VY. Dann ist v genau dann in V(I), wenn mt(k)v = x;(k)v
fiir jedes k € K gilt. Dann folgt

n(k)(Q)v = n(kQk Hr(k)v = xi(k)(Q)v.

Damit bildet 71(€2) den endlich-dimensionalen Raum V(I) in sich ab.
Daher hat Q) auf diesem Raum einen Eigenwert w € C. Es gibt also ein
0 # v € V() so dass n(Q2)v = wv. Sei nun W der Raum aller w € VX mit
(Q)w = ww. Dann ist dieser Raum stabil unter 7t(G) und da er # 0 ist,
ist er dicht in V. Insbesondere ist W N V(I) dicht in V(I) also gleich
V(). Dies gilt fiir jedes / und damit folgt W > V7, . Istnun u € V7’ und
ist P; : V; — V(I) die Projektion auf den [-ten K-typ, dann vertauscht P,
mit QO und fuer jedes v € V7 gilt

P;(Qv — wv) = Q(Pv) — wPp =0

da dies fuer jedes I gilt, ist Qv — wv = 0, also liegt v € W, so dass
W = V> folgt.

Fiir die zweite Aussage seien
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Dann ist T, P.Q eine Basis von g¢ = 5{»(C) und T spannt die

Unteralgebra fc = s0(2)¢ auf. Man rechnet nach:
[T/P] = 2P/ [T/ Q] = _ZQ/ [P/ Q] =T.

Da f¢ die Komplexifizierung von t = so(2) = Lie(SO(2)) ist, operiert T
auf V(I) durch ein Skalar. Sei W = iT € so(2), so folgt W? = =1 und

damit

exp(tW) = (

cost —sint
sint cost |

so dass xi(exp(tW)) = (cost + isint) = e, so dass T(W)v = %L:o et = il
tiir v € Vz(I) folgt. Daher operiert T auf V(I) durch den Skalar / und fiir
ve VY gilt

veV() & n(T)v=Iw.

Beachte weiter, dass fiir die komplexifizierte Bilinearform
b(X,Y) = tr(XY) auf gc gilt

b(T,T) =2, b(T,P) =b(T,Q)=0
b(P,P) =b(Q,Q) =0, b(P,Q) =1/2.
Hieraus folgt
1

Q= ET2 +2PQ + 2QP.

Sei v € V() = Eig(T, ) und sei w = t(P)v, dann gilt

(T)w = n(TP)v
= ([T, P)v + (PT)v
= 2nt(P)v + In(P)v
= (I+2)w.
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Das bedeutet, dass

P(Eig(T, 1)) c Eig(T,1 + 2).
Analog erhélt man

Q(Eig(T, 1)) c Eig(T,1 - 2).

Sei nun 0 # vy, € V(m) fiir ein m € Z. Da nach Satz 3.7.5 jeder K-Typ
hochstens eindimensional ist, sind 7(P"Q")v und n(Q"P")v Vielfache
von vy, fiir jedes n € IN. Fiir n € IN sei vy42, := n(P")v,, und sei

Um—on = T(Q")v,,. Dann ist der Raum

stabil unter T, P, Q, also unter gc. O

3.8 Induzierte Darstellungen

Definition 3.8.1. Sei M = {i ((1) (1))} C G und fixiere einen Charakter ¢
von M. Dann gilt o(-1) = (=1)° fiir ein ¢ € {0, 1}. Wir schreiben dann

o(m) = m*

firm € M. Sei A € C und sei V5 der Raum aller messbaren Funktionen
f:G— Cmit

o f(manx) = m‘a* f(x) fiir allem € M, a € A, n € N, wobei wir

schreiben

o [ If(R)Pdk < co.
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Wir identifizieren zwei Funktionen fi, f» € V. 1, wenn sie ausserhalb
einer Nullmenge tibereinstimmen. Dann ist V, , ein Hilbert-Raum mit

Skalarprodukt
(f,8) = f f(k)g(k) dk.
K

Lemma 3.8.2. Die Vorschrift

e A(y) f(x) = f(xy)

definiert eine Darstellung von G auf dem Hilbert-Raum V. ;.
Diese Darstellung ist genau dann unitir, wenn A € iR ist.

Man nennt m. ) die durch (¢, A) induzierte Darstellung.

Definition 3.8.3. Man nennt die Darstellungen 7, , die Darstellungen
der (nichtunitdren) Hauptserie. Ist A € iR, so spricht man von der

unitiren Hauptserie.

Beweis des Lemmas. Zundchst miissen wir zeigen, dass 7. 1(y) f wieder
in V, ) liegt. Die Aquivarianzbedingung ist klar. Fiir die

Integralbedingung schitzen wir ab

f k)P dk = f (k)" (k)P dk
K K
<Chy fK a(ky)?|f (k(ky)I* dk
= CA,nylf(k)lzdk< oo,

)ReA-1 yund im letzten Schritt wurde Satz

Hierbei ist C, , = sup, . a(ky
2.1.5 benutzt. Beachte, dass diese Abschédtzung auch besagt, dass
||nm(y)|| Op < m Nach Lemma 3.2.2 miissen wir dann nur noch
zeigen, dass es einen dichten Teilraum Vj C V, , gibt, so dass fiir jedes

fo € Vi die Abbildung y = 1. 1(y) fo in vy = 1 stetig ist. Hierfiir nehmen
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wir einfach den Teilraum der stetigen Funktionen in V, ;. Ist fy stetig
und y, — 1 eine in G konvergente Folge, dann konvergiert fo(ky,)
gleichmadssig auf K gegen f(k) und damit konvergiert diese Folge im

L2-Sinne.

Nun zur Unitaritit. Sei A = it € iR. Dann ist |a(ky)"| = 1 fiir jedes y und
damit ist die Darstellung unitér. Bei Betrachtung der oberen
Abschidtzung stellt man fest, dass die Darstellung genau dann unitar
ist, wenn |a(ky)"| = 1 fiir jedes y gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
A imaginadr ist. O

Lemma 3.8.4. Das Casimir-Element Q operiert auf V. y durch den Skalar

A2 -1

5
Beweis. Sei fi(ank) = a**12x,(k). Ist] = ¢ mod 2, dann ist V. 1(I) = Cf;
und daher ist (Q) f; = y; f;. Wir berechnen den Eigenwert ;. Wir
schreiben Q = 1H? + EF + FE und rechnen

Tle A (Q) =

1, _1d d
EH fi1) = 5 I » T tzofl(exp(tH) exp(sH))
1d d
=235 o i tzofl(ﬂ2t+25)
14d d 1
- - = el (t+s)(A+1) — — 2
2 dS s=0 dt t:()e Z(A * 1) '
Dann gilt
EEA) = 2| 2] fiexp(sE) exp(th)
l _dSs=0(7lft=olep =P
d d 1 s){1 O
-2 gl oA
dS s=0 dt =0 01 t 1
d d 10
= — — = 0/
ds |s=o dt t=0fl t 1
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sowie
FEf(1) = a4 fi(exp(tF) exp(sE))
Tt dsl, NPT
d d 1 0)(1 s
o
dt =0 dS s=0 t 1 0 1
d d 1 s
T dt =0 ds s:ofl t 1 +St))
N
:i i (t2+(1+st)2)% 1+st+1it
dtle—o dsls=o VB + (1 +st)?
=-A-1
Damit folgt die Behauptung. O

Satz 3.8.5. (a) Ist A = 0 und € = 1, dann zerfillt V. ) in eine Summe

zweier Unterdarstellungen
Vip=Vi @V,
den sogenannten Steinberg-Darstellungen, wobei

Vi =P Varo@k+1) und V=P V(-2 -1).
k>0 k>0

(b) st A =neNunde=n+1 mod 2, dann enthilt V, , die direkte
Summe zweier irreduzibler unendlich-dimensionale
Unterdarstellungen D, = DT & D .. Filr die K-Typen gilt

n+1

Dr, = P DF, (£n + 1+ 2K)).
k>0




SL,(IR)

Wir erhalten eine exakte Sequenz

0— Dn+1 — V(—l)”“,n - 6?1—1 — 0.

(c) Ist A =—nmitn € Nunde =n+1 mod 2, dann enthilt V. , eine
endlich-dimensionale Darstellung = 6,,_1. Wir erhalten eine exakte
Sequenz

00— 671_1 — V(—l)””,—n g Z)I’l+l — 0.

In allen anderen Fillen ist V. , irreduzibel.

Beweis. Es seien wieder

Dann ist .
(2:?ﬂ+QPQ+2QR
Wegen
P(Eig(T, 1)) c Eig(T,I + 2).
und

Q(FEig(T,L)) c Eig(T,1 - 2).
Es folgt, dass P(f;) = cf, fiir ein ¢ € C. Wir berechnen c. Es gilt

i1 1
P=--H--E-=F.
27272
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Also ist

Pi(1) = ~5HA(1) = SEf() = 3FA(D)

- tpan-2d _fitexp()

= —%(/\ +1) - % % t—Oﬁ((1 JJ

= —é(/\ +1) - % % _ax )72 (1 + it)!
= —é(l +A+1).

Da Q = P +iH, folgt .
Qfi(1) = ~5( = A~ 1)

Damit folgt
Pfi=0 & A=-1-1

und
Qfi=0 & A=I-1

Ist also A ¢ Z, so kann dies nie passieren. Wir folgern nun die
Irreduzibilitat fiir A ¢ Z. Sei 0 # U C V., eine Unterdarstellung. Dann
gibt es ein [y € Z mit U(lp) # 0. Da V. 1(I) hochstens eindimensional ist,
folgt U(lp) = V¢ 1(lp). Da Pfj, = cfi,+2 nicht Null ist, ist auch U(lp +2) # 0
und so weiter und mit Q ebenso, so dass wir erhalten, dass U alle V. ,(I)
enthélt fiir / = [ mod 2. Dies sind aber alle K-Typen von V, 4 und ihre
Summe liegt dichtin V, , alsoist U = V, ;.

Istnun A € Z, so gehen wir die Falle durch. Ist A = 0, so muss, damit
Pf; = 0ist, | = =1 sein und dann muss ¢ = 1 sein, da sonst V. ,(I) =0
wadre. In diesem Fall ist aber auch Qf; = 0 und damit geben die

angegebenen K-Typen Unterdarstellungen. Ist A = n € IN, so folgt
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Pf,1 = 0und Qf-,+1 = 0 so dass sich die Behauptung ergibt. der Fall
A = —n geht ebenso. O

4 Das unitare Dual

4.1 Lie-Aquivalenz

Wir wissen schon, dass 7, » genau dann unitér ist, wenn A € iRR gilt.

Definition 4.1.1. Zwei Darstellungen 7, 77 von G heissen Lie-dquivalent,

falls die g-Moduln der K-endlichen Vektoren isomorph sind, wenn also
Vn,K Eg Vr],K-

Proposition 4.1.2. Zwei irreduzible unitire Darstellungen sind genau dann

Lie-iiquivalent, wenn sie isomorph sind.

Beweis. Seien 1t und n Lie-dquivalent. Nach Satz 3.7.11 gibt es
lo,I1 € Z U {xoo} mitly <[y und [y =I; mod 2 falls beide in Z liegen so
dass

Vi) #0 & [h<I<lhundl=ly mod 2.

Fiir jeden K-Typ V(I) # 0 sei v; € V() so gewaehlt, dass [[vj| = 1 und
Pv; = Ajuiy, mit einem A; € R. Dann ist V;(I) = Cv;. Wir schreiben das
Skalarprodukt von Vi als (., .). Wir fixieren einen g-Isomorphismus
Ve k = V,x und transportieren das Skalarprodukt von V;, nach V. g,
welches wir dann als (., .},] schreiben. Die verschiedenen K-Typen
stehen in beiden Skalarprodukten senkrecht aufeinander, also fiir [ # m

haben wir

<Ul/ Um> =0= <UZ/ Um>17 .

Sei ¢; = (v, vp),, > 0. Es gilt Pv; = Ajuj4, fiir ein A; € C. Der entscheidende



SLy(IR) 67

Punkt ist, dass fiir X € g gilt n(X)* = n(—X) und ebenso n(X)* = n(-X).
Sei also X — X" die antilineare Involution auf U(gc), die auf g mit

X — —X libereinstimmt, dann ist 7(Z)* = nt(Z*) fiir alle Z € U(gc¢). Sei
l € Z so dass v; # 0 # vj4,. Es folgt

A1 = (P, v11) = vy, Pogya),
und hieraus ergibt sich P*vj,, = A;v;. Damit erhalten wir
Micra = (Poy, Uiva)y, = (v, Proia), = Aicy,

also ¢ + [ + 2 = ¢; falls Pv; # 0. Derselbe Schluss mit Q statt P liefert
c1—p = ¢ falls vj_p # 0 # v;. Damit folgt (., I =, fur ein ¢ > 0. Die
Abbildung v - ¢!/?v is dann eine g-dquivariante Isometrie von
Vrk = V; k, die sich zu einer unitdren Isomorphie von Hilbert-Raumen
S:V, SN V), fortsetzt. Auf V; x ist S dquivariant unter g. Wir
behaupten, dass S schon G-dquivariant sein muss. Sei v € V, x und
X € g. Die Kurve

y(t) = Sm(exp(tX))S 'ov

ist differenzierbar in V, und hat die Ableitung
Y'(B) = StX)m(exp(tX))S™'v = n(X)y(H

und den Anfangswert y(0) = v, so dass aus der Eindeutigkeit der

Losung einer gewohnlichen DGL folgt

y(t) = n(tX)o.

Damit ist St(exp(X)) = n(exp(X))S fiir alle X € g und damit
Sm(g) = 1n(g)S tiir alle g € G, die in einer Umgebung der Fins liegen,
diese erzeugt die Gruppe G, damit ist S ein

G-Vertauschungsoperator. O
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Lemma 4.1.3. Zwei irreduzible zulissige Darstellungen sind genau dann

Lie-dquivalent, wenn sie dieselben K-Typen und denselben Casimir-Eigenwert
haben.

Beweis. Sei 1t eine irreduzible zulédssige Darstellung mit dem
Casimir-Eigenwert w. Sei L = L(nt) die Menge aller [ € Z mit V(I) # 0
und sei v; ein Erzeuger von V(I) falls I € L. Da diese Erzeuger eindeutig
sind bis auf Skalierung, konnen wir Pv; = v, annehmen, falls
[l +2 e L.Seic(l) € C definiert durch Qu; = ¢(l)v,_, falls[,1 — 2 € L.
Wegen

Q= %T2 +2PQ + 2QP.

folgt
1,
= El v + 2c()o; + 2¢(I + 2)v;,
also )
w = E12 +2¢(l) + 2¢(1 + 2).

Andererseits ist T = [P, Q], also
[ =c(l)—c(l+2).

Es ergibt sich

w— 3% +2I

c(l) = 4

so dass die Strukturkonstanten c¢(/) durch die K-Typen, also L und
festgelegt sind. O

Definition 4.1.4. Wir nennen eine Darstellung 7 unitarisierbar, wenn

sie Lie-dquivalent zu einer unitdren Darstellung ist.

Proposition 4.1.5. (a) Ist ¢ = 0 und ist 1, , unitarisierbar, dann ist A in
iIRUJ[-1,1].
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(b) Ist € =1, dann ist . 5 nur unitarisierbar, wenn A € iR ist.

(c) Fiir A € (=1,1) ist V1 unitarisierbar.

Beweis. (a) Sei = 1 ) unitarisierbar. Wir haben 7(Q) = % Wegen
Q' = (1H2 + EF + FE) = L(-H)* + (—E)(~F) + (-F)(-E) = Q st der
Eigenwert 71(Q) reell, also A> € R und damit A € RUiR. Sei also A € R.

Wir miissen zeigen, dass |A| < 1 ist, oder, was auf dasselbe hinauslduft,
n(QQ) < 0.

Im Beweis von Satz 3.8.5 haben wir gezeigt, dass

Pﬁ:—é(l+A+1)ﬁ+z, Qﬁ:—%(l—)\—l)ﬁ_z.

Und Tf; = If;, sowie
Q= %TZ +2PQ + 2QP.

Wegen

{ 1 1 ] 1 1
= —— —_ —F — = = — — —F — —F
P 2H ZE ZF' Q 2H ZE 2

folgt P* = —Q. Damit ist

m(©Q)(fi f) = (Qfi f) = 5 A - 2Pl - 2]l

Wir kénnen [ = 0 wahlen und erhalten 7(€2) < 0.
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(b) Fiir ¢ = 1 beachten wir zunachst P* = —Q und damit fiir A € R

—é/\ (fi, f1) =Pf, f1)
= —<f—1er1>
~(fr=5-Nf)
A
= fa fa).

da die Normen > 0 sind, kann dies nur sein, wenn A = 0 ist.

(c) Wir definieren ein Skalarprodukt auf V; ; fiir -1 < A < 1. Wir
verlangen (f}, fu) = 0 falls I # m. Sei c¢(A, 1) = c(I) = (fi, fi). Wir wédhlen
¢(0) = 1 und miissen die anderen c(l) so bestimmen, dass P und —Q

adjungiert sind. Es gilt dann

_%a+1.+axa+2)=<3hfﬁﬁ
= - <ﬁ/ Qfl+2>
__<h_%a+1—mﬁ>
= 51+ 1= (i )

i
= 5+ 1= A)e()

also

CU+D:;+1_2d&

Wir sehen, dass die Definition c¢(0) = 1 und

1/2

Ilz_l A l € 2N,

cl)y={Gg2-1+A

o(=I) 1<0
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die Bedingung erfiillt. Diese Definition liefert dann ein Skalarprodukt
mit (Xv, w) = — (v, Xw) fiir X € g. Auf der Vervollstindigung operiert G

dann unitar. O

Proposition 4.1.6. Fiir jedes n € N ist die diskrete Serien-Darstellung
Z)i

unitarisierbar.
n+1

Beweis. Sein € N und sei fi(ank) = a"*!x(k), dann gilt

Pfiz=—a(l+n+Dfia,  Qfi=—20-n—Dfiz

Wir definieren ein Skalarprodukt auf O, | durch (f41, fur1) = 1 und
{fi, iy = c(l), wobei wir ¢(I) so definieren miissen, dass P und —Q

adjungiert sind. Sei/ € N, [ > n + 1, dann ist

—é(l +1+n)(l+2)= —é(l + 1+ 1) {fir2, f1+2)
= <Pflrfl+2> == <flr Qfl+2>
=~ {fi-50-n+Df)

= —é(l + 1 —n)c(l).

Damit muss gelten
I+1—-mn

D).
[+1+ nc( )
Startend mit c(n + 1) = 1 16sen wir diese Rekursion und erhalten so das

c(l+2)=

verlangte Skalarprodukt. Der Fall D, geht dhnlich. O

Definition 4.1.7. (Nebenserie) Sei A € (—1,1), A # 0. Wir schreiben
(n? vV A) fiir die Vervollstandigung nach diesem Skalarprodukt und
nennen diese Darstellungen die Darstellungen der Nebenserie.
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4.2 Klassifikation der irreduziblen unitiaren Darstellungen

Definition 4.2.1. Das unitire Dual G von G ist die Menge der

Isomorphieklassen irreduzibler unitdrer Darstellungen von G.

Satz 4.2.2. Ein Vertretersystem des unitiren Duals von G = SLy(IR) ist
gegeben durch:

(a) der trivialen Darstellung triv.

(b) den Hauptseriendarstellungen ., ; fiir t > 0, sowie Tt 0,
(c) den Nebenseriendarstellungen mp, mit 0 < A <1,

(d) den Darstellungen der diskreten Serie D, mitn € IN,

(e) den beiden Steinberg-Darstellungen 7y, und 7 .

Beweis. Zundchst machen wir uns klar, dass die angegebenen
Darstellungen jeweils paarweise nicht isomorph sind. Die

Casimir-Eigenwerte sind:

triv(QQ) =0
—2 _
() = Az ; 11
m0(Q) = 22‘
Z)$+1(Q) = & 2_ !
T(li,O(Q) = —%.

Damit konnte triv hdchstens zu O3 isomorph sein, die sind aber



SL,(R) 73

unendlich-dimensional. Insgesamt unterscheiden sich alle

Darstellungen durch den Casimir-Figenwert oder die K-Typen.
Ferner ist klar, dass alle diese Darstellungen irreduzibel sind.

Lemma 4.2.3. Fiir alle (¢, A) mit A ¢ Z sind die Darstellungen . ) und

Tte - Lie-iquivalent.

Dies erklirt, warum nicht alle Haupt- und Nebenseriendarstellungen im Satz
auftreten, denn insbesondere ist fiir t € R die Darstellung m, i unitir

dquivalent zu T, _j.

Beweis. Sei A € C \ Z. Wir miissen eine lineare Bijektion

¢ : Ve ik = Ve-ak angeben, die mit den g-Operationen vertauscht. Sei
f{* die Funktion auf G mit f;*(ank) = a**' y;(k). Dann spannt £ den
Raum V, (I) auf, wenn ¢ =/ mod 2. Da ¢ den Raum V, ,(I) auf V. _,(])

werfen muss, muss es ein Skalar c(A,[) € C* geben, so dass
O(f) = c(A, D) f7*. Nun ist

Pfl = —%(l +A+1D)f, Qf = —%(l —A=Df,,

so dass

_%(z +A+1)c(A,1+2)f ) = —é(l + A+ Do(f,)
= O(Pf) = PO(f) = (A, DPF
= —5(1= A+ De(d,Dfi A
und wir erhalten 141-1

CWI+2) =177

Fixiert man ein [y, so liefert diese Rekursion im Fall A ¢ Z Werte fiir alle

c(A, D).

c(A, 1) so dass ¢ in der Tat existiert. O
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Nun zum Beweis des Satzes. Sei 7 eine irreduzible unitdre Darstellung.

Nach Satz 3.7.11 gibt es ein Skalar w € C mit
(Q)v = wo.

Da Q = ()", ist w € R. Sei L die Menge aller | € Z mit V(I) # 0. Dann
gibtes Iy, [y € Z U {xoo} mitly <]y und [y =I; mod 2 falls beide in Z

liegen so dass
L:{ZEZ:loslsllundlElo modZ}.

Fiir jedes | € L sei v; ein normierter Erzeuger von V(I). Dieser ist nur

modulo eines Skalars aus T bestimmt, also kénnen wir verlangen, dass
Pv; = c(l)uy4
mit c(/) > 0 gilt, falls [,/ + 2 € L. Da —Q zu P adjungiert ist, finden wir
Quy = —c(l - 2)u1»
falls[,] — 2 € L. Ferner ist stets
To, = Iy,
also, da [P, Q] = T folgt

lv; = Tv, = PQu; — QPy;
= (c()* = c(I = 2)*)v;.

Also ist
c(l+2?=c()>+1+2,

falls [,1 + 2 € L. Fiir | = ] folgt ausserdem [y = ¢(ly)?, so dass, wenn [,
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nicht —co ist, [j > 0 gelten muss.

Betrachten wir also zunédchst den Fall [ € IN. Setzen = [, — 1 > 0, dann
folgt
12
Qfy, = 2 fy, + 2QPf;
n+1)?% 1
=( L+ 22 =) fi
n? -1

= 2 flO'

Damit hat  denselben Casimir-Eigenwert wie D) | oder 7, falls

n = 0. Wir miissen nur noch feststellen, dass © dieselben K-Typen hat.
Indem wir P und Q vertauschen stellen wir mit denselben Schltissen
fest, dass wenn 7t eine obere Grenze fiir die K-Typen, also [; € Z hat,
dann ist [; < 0, dies kann also nicht sein. Damit ist der Fall, dass es eine

endliche Grenze fiir die K-Typen gibt, erledigt.
Seien nun alle K-Typen vorhanden, also L = 2Z oder L = 27 + 1. Sei

w = 1t(Q)) der Casimir-Eigenwert. Wir miissen nur zeigen, dass w < 0
gilt, denn alle w < 0 werden in unserer Liste realisiert. Seien also v;
Erzeuger der K-Typen mit ||| = 1. Es gelte Pv; = c(l)v;4p mit c(l) > 0.
Dann folgt Qu; = —c(I — 2)v;—p. Wegen T = [P, Q] gilt

l?)l = TU[ = PQU[ — QPZJ;
= (c(l)® = c(l = 2))v,,
Also
c(l —2)? =1+ c())>

Wegen
Q= %TZ +2PQ +2QP
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ist
1 2
WU = El v; + 2PQu; + 2QPvy,
_ (%lz — 2l - 2) — 2c(l)2) o
- (%lz _ol- 4(:(1)2) o.

Im Fall L = 27 setzen wir [ = 0 ein und erhalten w < 0. Im anderen Fall
setzen wir | = 1 und kommen zu demselben Resultat. Der Satz ist

bewiesen. O

5 Der Plancherel-Satz

5.1 Kompakte Operatoren

Satz 5.1.1 (Spektralsatz). Sei T ein kompakter normaler Operator auf dem
Hilbert-Raum H. Dann gibt es eine Folge A,, von verschiedenen komplexen
Zahlen # 0, die gegen Null geht, so dass der Raum H die
Orthogonalzerlequng

H =ker(T) ® (] Eig(T, 1)

hat. Jeder Eigenraum Eig(T, A,,) ist endlich-dimensional und die

Eigenriume sind paarweise orthogonal.

Beweis. Funktionalanalysis. O

Definition 5.1.2. Sei T ein kompakter Operator auf einem Hilbert-Raum

H. Dann ist T*T ein selbstadjungierter kompakter Operator mit
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positiven Eigenwerten. Der Operator |T| = VT*T ist ebenfalls kompakt.
Sei sj(T) die Familie der Eigenwerte # 0 von |T|, wobei jeder Eigenwert
gemdss seiner Vielfachheit wiederholt wird und so dass s;,1(T) < s;(T)

tiir alle j. Diese s;(T) heissen die singuldren Werte von T.

Proposition 5.1.3. Sei T eine kompakt Operator.
(a) Es gilt s1(T) = |T|| und
sjir1(T) = ) inf Hsup{||Tw|| cw L oy,...,05 lw| =1},

wobei die Vektoren vy, ... ,v; linear unabhiingige Eigenvektoren fiir die

Eigenwerte s1(T), ...,s;(T) sind.

(b) Fiir jeden beschriinkten Operator S auf H gilt s;(ST) < ||S|s;(T).

Beweis. Die Formeln in (a) folgen, da die s; Eigenwerte des
selbstadjungierten Operatoren |T| sind und | T|| = [||T]|. Teil (b) folgt aus
Teil (a). O

5.2 Hilbert-Schmidt und Spurklasse-Operatoren

Sei T € B(H), und sei (¢j) eine Orthonormalbasis von H. Die
Hilbert-Schmidt-Norm |T|s von T ist definiert als

ITl == )" (Tej, Te;).

]

Diese Zahl ist > 0, kann aber +co sein. Sie hdngt nicht von der Wahl der
Orthonormalbasis ab, wie wir jetzt zeigen. Dabei zeigen wir auch, dass
ITIs = ITlgs fiir jeden beschrdankten Operator T gilt. Zuerst erinnern

wir, dass fiir je zwei Vektoren v, w € H und jede Orthonormalbasis (e;)
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gilt

(v, w) = Z <v, e]-> <ej, w>
j
Sei nun (¢,) eine untere Orthonormalbasis. Da wir die Unabhdngigkeit

noch nicht gezeigt haben, schreiben wir ||T||%I.S (e;) bzw. ||T||2HS (Qq) fur die

jeweiligen Hilbert-Schmidt-Normen. Wir rechnen

||T||2HS (e]-) = Z Z <T€]’, (,ba> <¢a/ T€j> = Z Z <€]', T*(‘ba> <T*¢a/ €j>
R P
=2 ) (e Thu) (Tdasey) = I s (o).
a ]

Die Anderung der Summationsreihenfolge ist gerechtfertigt, da alle

Summanden positiv sind. Wir wenden dies auf den Spezialfall

(¢j) = (¢o) und dann auf T* an Stelle von T an und erhalten

ITli;s () = IT" 355 (e) = I Tlis ().

Definition 5.2.1. Ein beschréankter Operator T heisst
Hilbert-Schmidt-Operator, falls

ITllks < oo

Lemma 5.2.2. Fiir je zwei beschrinkte Operatoren S, T auf H gilt
ISTN5s < [1Sllop ITllks und [STlgs < ISlas I Tlop, sowie

ITllop < 1Tlys -
Fiir jeden unitiren Operator U gilt |UT| s = ITUllgs = ITs-

Beweis. Sei (ej) eine Orthonormalbasis. Die Ungleichung
||ST||%{S = Zj ”STe]-”2 < IISII%)p Zj ”Tej”2 impliziert die erste Abschédtzung.
Die zweite folgt wegen ||T| s = [[T"||gs und derselben Aussage fiir die
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Operatornorm.

Sei v € H mit [v]| = 1. Dann existiert eine Orthonormalbasis (e;) mit

e1 = 0. Esist

ITol? = [Tey | leTe;ll ITIs -

Die Invarianz unter Multiplikation mit unitdren Operatoren ist klar,

denn (Ue;) ist wieder eine Orthonormalbasis. O

Beispiel 5.2.3. Das wichtigste Beispiel ist folgendes. Fiir einen
Mafiraum (X, A, 1) betrachte den Hilbert-Raum L?(X). Nimm an, dass
das Mafs o-endlich ist, oder dass X lokalkompakt ist und u ein dusseres
Radon-Mafi ist, so dass der Satz von Fubini gilt beztiglich des
Produktmafles u ® y auf L*(X X X). Sei k eine Funktion in L*(X X X).

Dann nennen wir k einen L2-Kern.

Proposition 5.2.4. Sei k(x, y) ein L>-kern auf X. Fiir ¢ € L*(X) definiere

Kp(w) = [ ks, 9000 ducy).

Dann existiert dieses Integral fast iiberall in x. Die Funktion K¢ liegt in L*(X)
und K setzt zu einem Hilbert-Schmidt-Operator K : L*(X) — L*(X) fort, so
dass gilt

Ky = fX fX kG, P dp(x) du(y).

Beweis. Funktionalanalysis. O

Proposition 5.2.5. Der Operator T ist genau dann Hilbert-Schmidt, wenn er
kompakt ist und seine singuliiren Werte } ;s i{(T)? < co erfiillen. Fiir jeden
kompakten Operator gilt ) ; si(T)* = 1T
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Beweis. Funktionalanalysis. O

Definition 5.2.6. Man sagt, ein kompakter Operator T ist von
Spurklasse, falls die Spur-Norm,

IThe =) si(T),

J

endlich ist. Es folgt, dass jeder Spurklassen-Operator auch
Hilbert-Schmidt ist.

Lemma 5.2.7. Sei T ein Spurklassen-Operator und S ein beschrinkter

Operator.

(a) Die Normen ||ST||y, , | TS|l sind beide < ||S|| | Ty

(b) Sei T ein kompakter Operator auf H. Dann gilt

IThe = sup ) 1(Te; )|,
(ei),(hi) =

wobei das Supremum iiber alle Orthonormalbasen (e;) und (h;) genommen

wird.

Beweis. Funktionalanalysis. O

Satz 5.2.8. Sei T ein Spurklassen-Operator. Die Spur
tr(T) := Z <Te]-, ej>
j
hiingt nicht von der Wahl der Orthonormalbasis (e;) ab. Ist T ausserdem

normal, so gilt tr(T) = )., A, dim Eig(T, A,,), wobei die Summe iiber die

Folge der Eigenwerte (A,) von T liuft. Die Summe konvergiert absolut.
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Beweis. Funktionalanalysis. O

Satz 5.2.9. Sei H ein Hilbert-Raum,  der Raum der beschriinkten
Operatoren T von endlichem Rang, T die Menge der
Spurklassen-Operatoren, HS die Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren
und K die Menge der kompakten Operatoren. Ferner schreiben wir HS’
fiir die Menge aller Linearkombinationen von Operatoren der Form ST,
wobei S und T beide in HS liegen.

(a) Die Raume F,7 ,HS und K sind Ideale in der Algebra B(H), die
stabil unter * sind.
(b) Der Raum K ist der Normabschluss von F .

(c) Es gilt
FcT =HS*cHS K,

wobei die Inklusionen echt sind, falls H unendlich-dimensional.

Beweis. Funktionalanalysis. O

5.3 Integraloperatoren

Definition 5.3.1. Ein Maf3 u auf einer glatten Mannigfaltigkeit heisst
glattes MaB3, wenn fiir jede glatte Karte ¢ : U — R” das BildmaR eine
glatte Dichte gegen das Lebesgue-Mafs hat.

Ist H eine Lie-Gruppe, dann ist das Haar-Maf3 glatt.
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Satz 5.3.2. Sei M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit und p ein glattes
Map auf M. Sei k € C*(M X M) und sei der Operator T auf L*(u) definiert
durch

TF(x) = fM kG, 1) f () duy).

Dann ist T Spurklasse und es gilt

tr(T) = fM k(x, x) dp(x).

Proof. Deitmar/Echterhoff: Principles of Harmonic Analysis. O

5.4 Plancherel-Formel

Proposition 5.4.1. Ist h € C°(G) und ist 1t € G, dann ist t(h) ein
Spurklasse-Operator.

Beweis. Sei 7t € G. Dann ist V,, = P, V(D) mit dim V(I) < 1. Das
Element T = (91- 6) von gc¢ operiert auf V() durch Multiplikation mit /.
Der Operator (1 + 7t(T)?)~! ist von Spurklasse. Die Spur ist
1
tr ((1 + n(T)Z)_l) = Z 5 < oo.

1:V(D)#0 1+1

Sei f = (1 + T?)h € C(G), dann ist 7t(f) ein stetiger Operator und daher

1st
n(h) = (1+m(T?) " m(f)

von Spurklasse. m|
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Satz 5.4.2 (Plancherel-Formel). Sei h € C(G), dann gilt
1 (o]
H(1) = —n f tr(rtg lt(h))ttanh( )) dt
;— f tr(rty lt(h))tcoth( ) dt

Z te(D}, 1 (h) & D, (h)).

n=1

Zur Abkiirzung schreiben wir die Formel auch als

h(1) = fAtr nt(h) du(m).
G
Der Satz beinhaltet dann eine explizite Beschreibung des Mafles u auf
G. Man nennt u das Plancherel-Maf$ von G.
Der Beweis zieht sich durch den Rest des Abschnitts.

Doch zuvor eine andere Formulierung:

Satz 5.4.3. Fiir jedes ¢ € LY(G) N L%(G) ist 1(g) ein Hilbert-Schmidt
Operator fiir u-fast alle 7 € G. Es gilt dann

Il = 5 f Jro.(@)]s t tank (3
"‘_f ||7let(g)||ﬂstcoth( )dt

2 (e e o N
n=1
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Beweis von Satz 5.4.3. Ist g € C° und h = ¢ * ¢*, dann ist
e 2
1) = [ gt e = ;.

Ferner gilt tr t(h) = tr n(g)1(g)" = || g”; & SO dass die Behauptung aus
Satz 5.4.2 folgt. Da C°(G) dicht in L? liegt folgt die Behauptung. Die
Einschrinkung ¢ € L!(G) ist erforderlich, da sonst 7t(¢) nicht definiert
ist. Ersetzt man 7(g) durch den Limes in der Hilbert-Schmidt-Norm,

gilt der Satz auch ohne diese Einschrankung. O

Hier eine dritte Formulierung:

Satz 5.4.4. Die Rechts- und Linkstranslation liefern eine unitire
Darstellung von G X G auf L*(G). Die Abbildung g (1(g))...g ist ein
G X G unitirer Isomorphismus

L2(G) — *du(n).
© = [ ron dutr)

Beweis. Der Hilbert-Raum H(7) ist isomorph zu w ® 7*. O

Lemma 5.4.5. Die kompakte Gruppe K = SO(2) operiert durch Rechts- und
Linkstranslation auf C2(G). Entsprechend lisst sich h € CZ(G) in eine

Summe zerlegen
h= Y B,

LmeZ
wobei hy ,(kxk") = x_1(k) X =m (k"Y1 (x) fiir alle k, k' € K und alle x € G gilt.
Diese Zerlegqunyg ist eindeutig, die Summe konvergiert absolut und jedes hy

liegt in C(G). Ferner gilt fiir jedes 1 € G, dass tr 1t(hym) = 0 ausser wenn
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I = m. Ferner gilt bei absoluter Konvergenz

tr rt(h) = Z tr ().

leZ

Beweis. Nach dem Satz von Peter-Weyl gilt fiir jede Darstellung n der
kompakten Gruppe K X K, dass

—

Vo=@, vt

wobei
Vo(l,m) = {o € Vy : ik, K) = xi() xm(K')0}.

Wir wenden dies auf den Banach-Raum Cy(G) mit

If]| = sup f ()l
xeG

und der Darstellung n(k, k') f(x) = f(k~'x(k’)~!) an. Damit folgt Existenz
und Findeutigkeit der Zerlegung.

Es folgt ausserdem

() = fK fK XK Yk’ e K,

so dass h;,, € CZ(G).

Sei 77 € G und sei
Vall) = {o € Vi k)0 = xa(k)o ik

der K-Typ. Dann zerfillt V; in eine orthogonale Summe

V, = @vna).

Man macht sich leicht klar, dass 7t(h;,,)v = 0 falls v € V(m’) mit m’ # m
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und dass 7t(h;,,v € V(m) gilt. Daher folgt tr nt(h;,,) = 0 falls I # m. Die
letzte Aussage folgt da m(h) von Spurklasse ist. O

Wir zeigen nun die Plancherel-Formel in dem Spezialfall, dass h = h; ,,,
mit [ # m. Da die Spuren alle Null sind, bedeutet die Formel dann, dass
h(1) = 0. Fiir k € K gilt

h(1) = h(kk™) = xi()xm(R) ' h(1).

Da [ # m, gibt es ein k € K mit x,,(k) # xi(k), so dass h(1) = 0 folgt.

Gesetzt den Fall, wir haben die Plancherel-Formel fiir h = h;; fiir alle [

gezeigt. Fiir beliebiges h folgt dann durch Summation

w1y =Y iy =Y fa tr () dp(r).
I I

Wir konnen die verlangte Formel zeigen, wenn wir die Summe und das
Integral vertauschen diirfen. Dies diirfen wir zum Beispiel dann, wenn
alle Spuren > 0 sind. Dies ist zum Beispiel garantiert, wenn h = g * ¢*
tiir ein g € C°(G). Wir schreiben o(f, ) = f * ¢*. Diese Abbildung ist

sesquilinear, erfiillt daher die Polarisierungsformel:

o(f,9) = 7 (0(f +§) = of =) +iolf +ig) = io(f - ig)),

wobei wir o(F) = o(F, F) geschrieben haben. Das bedeutet, dass die
Plancherel-Formel fiir alle Funktionen der Form f * ¢* mit f, g € C(G)
folgt. Die Menge solcher Funktionen liegt dicht in C°(G), und zwar

auch in Hinsicht auf die Spur-Norm.

Es reicht also, die Plancherel-Formel im Fall i = h;; zu beweisen. Wir
werden dies allerdings nur im Spezialfall / = 0 vorfiihren, der

allgemeine Fall folgt dhnlichen Techniken, ist nur mehr Rechnerei.
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5.5 Die Hecke-Algebra

Wir erinnern uns an Korollar 2.3.3, welches besagt, dass die Abbildung
K\G/K — [2, ), x - tr(x'x)

eine Bijektion ist.

Definition. Eine Funktion f auf G heisst K-bi-invariant, falls sie tiber
K\G/K faktorisiert. Wir definieren die Hecke-Algebra H von G als die
Menge aller K-bi-invarianten Funktionen f auf G, die in L!(G) liegen.
Diese Algebra ist uns aus Abschnitt 3.7 als Cy bekannt. Der Raum H ist
der Raum aller f € L'(G) mit

Lif = f = Ref

fiir jedes k € K, wobei Ly f(x) = f(k™'x) und Ry f(x) = f(xk). Fiir
f, ¢ € LY(G) gilt

Li(f*g) = (Lef) *g und  R(f *g) = f * (Reg)-

Damit ist H eine Faltungs-Unteralgebra von L!(G). Ferner ist H stabil
unter der Involution f*(x) = f(x71), also ist H eine *-Unteralgebra von
LY(G). Aus Abschnitt 3.7 wissen wir:

e Die Hecke-Algebra H ist kommutativ.

e Fiir jede irreduzible unitdre Darstellung 7w von G ist der Raum der

K-Invarianten,
VE={veV,:nkw=0oVkeK)

null oder eindimensional.
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e Fiir jede irreduzible Darstellung 7w von G und fiir jedes f € H gilt
n(f) = Px7i(f)Px, wobei Pk : V; — VK die Orthogonalprojektion ist.

Sei EK die Menge aller 1t € E, fiir die der Raum VX von K-invarianten
Vektoren nicht Null ist. Nach Satz 4.2.2 besteht G genau aus

e der trivialen Darstellung,
e der unitdren Hauptserie m;, = 1 mit r > 0 und
e der Nebenserie 1) = g, mit0 < A < 1.
Wir schreiben V), = V) ;. Der eindimensionale Raum V§ wird durch das

Element p, mit

palank) = a**!

aufgespannt. Nach Korollar 2.3.3 gibt es zu jedem f € H eine Funktion
¢ auf [0, c0) so dass

f(x) = dp(tr(e'x) - 2).

Betrachte den Spezialfall x € AN, sagen wir x = a;n; = (et - ) (%), dann

ist tr(xfx) = (s? + 1)e* + e 2.
Definition 5.5.1. Fiir f € H gibt es eine Funktion ks so dass
Tfir(f)pir = hf(r)pir-

Diese Funktion /¢ heisst die Eigenwertfunktion von f. Hier kann ir in

iRU (0,1/2) gewéhlt werden. Da p;,(1) = 1, kénnen wir h¢(r) ausrechnen:

() = 7 (pa(1) = fG Fpn) dx

Lemma 5.5.2. Die Abbildung f w hy ist injektiv auf H. Es gilt
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he(r) = tr m;,(f), und fiir f, g € H gilt
hfg = hhg.

Die Funktion h¢ kann durch die folgenden Integraltransformationen berechnet

werden. Zunichst sei

gr(x) = A(Pr)(x) := jﬂ;%c(x + sz)ds, x> 0.

Die Abbildung ¢ — A(¢p) heisst die Abel-Transformation. Als nichstes
definiere

gr(u):==qpe® +e*-2), uek

Dann gilt
he(r) = f]Rgf(u)eim du.

Beweis. Die Injektivitdt folgt aus der Injektivitdt der einzelnen

Transformationen, die jeweils klar ist.

Esist 7;,(f) = hy(r)ldyx und hy., = hehg folgt aus ne(f * g) = w(f)(g) fiir
alle f, ¢ € LY(G).

Mit Hilfe der Iwasawa-Koordinaten und der K-Invarianz von f rechnen

wir
he(r) = f flan)a™ ' dadn
AN

:f]Rf]Rf((ete_t)(li))e(i’”)tdsdt

— f f Pr((s* + 1)e* + e — 2)e™ V! ds dt

- f f Pp(s* + e + e —2)e" dsdt,

wobei wir die Substitution s - e~'s benutzt haben. Da g¢(x) = A ()
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und g gerade ist, gilt

(o)

he(r) = f gre® +e = 2)e"dt = fgf(u)ei”‘ du. O
oo R

Definition. Sei S|y ) der Raum aller unendlich oft differenzierbaren
Funktionen ¢ auf [0, o), so dass fiir jedes m,n > 0 die Funktion
x"$"(x) beschrankt ist.

Lemma 5.5.3. Die Abel-Transformation ist invertierbar in folgendem Sinne:

Sei ¢ stetig differenzierbar auf [0, 00), so dass

[P(x + 7)), I’ (x +5%)| < g(s)
fiir ein g € LY([0, 00)), dann ist q = A(¢) stetig differenzierbar und
-1,
¢ =—A@).
Ferner bildet die Abel-Transformation den Raum Sy ) in sich selbst ab und

definiert eine Bijektion A : Sj,c) — S[o,00)-

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass fiir jedes ¢, das die Bedingungen des
Lemmas erfiillt, gilt lim, . ¢(x) = 0. Hierfiir sei h(s) = s¢’(s%). Dann ist

h is integrierbar auf [0, oo]. Es folgt

y N
P(y) — p(0) = fo h(—ﬁdtzz fo h(u) du.

Mit y — oo folgt, dass lim,_, ¢(x) existiert und da ¢(x + s?) integrierbar

ist, ist dieser Limes gleich Null.

Mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz sieht man, dass g stetig

differenzierbar ist und dass g° = A(¢’). Mit Polarkoordinaten rechnen
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—% f]RfIqu’(x +5% + ) dsdt = -2 f:o ¢ (x + 1) dr
=—¢p(x + r2)|8° = P(x).

Wir

Es ist leicht zu sehen, dass die Abel-Transformation und ihre Inverse
den Raum 8y ) in sich selbst abbilden. O

Lemma 5.5.4. Sei E der Raum aller ganzen Funktionen h so dass fiir alle
m,n > 0 und jedes k € R die Funktion R — C, x > x"h"(x + ki) beschriinkt
ist. Sei F der Raum aller glatten Funktionen g auf R so dass fiir jedes

(m,n) € INZ die Funktionen u — (e" + e™")"g"(u) beschriinkt ist. Dann

definiert die Fourier-Transformation

F (h)(u) := % jﬂ; h(r)e ™ dr, heE,

eine lineare Bijektion ¥ : E —> F. Ihre Inverse ist durch

-1 — irud
F(Q)r) f]R g(u)e™ du

gegeben. Die Abbildung F bildet den Unterraum der geraden Funktionen E€Y

in E bijektiv auf den Raum der geraden Funktionen F®V in F ab.

Beweis. Der Raum F kann auch charakterisiert werden als der Raum
aller glatten Funktionen g, so dass e ¢ (u) fiir jedes k € R und jedes
m > 0 beschréankt ist. Der Raum F ist nach Definition ein Unterraum des
Schwartz-Raums S(IR). Nach dem Identitdtssatz fiir holomorphe
Funktionen, ist die Einschrankung /i — h|r eine Injektion von E in S(R).
Da die Fourier-Transformation eine Bijektion auf S(IR) ist, reicht es zu
zeigen, dass sie E nach F abbildet und umgekehrt. Dies ist durch eine

leichte Rechnung einzusehen. O
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Proposition 5.5.5. Sei Hs der Raum aller glatten Funktionen f auf G von
der Form f(x) = ¢(tr(x'x) — 2) fiir ein ¢ € Sjp,c0). Dann ist Hsg eine
Unteralgebra der Hecke-Algebra H und die Abbildung \V : f + hy
(Definition 5.5.1) ist eine Bijektion Hs —> E°".

Fiir ein gegebenes h € E®¥ wird die Funktion f = W~1(h) wie folgt berechnet.

Zuniichst definiert man die gerade Funktion

g(u) = % f]R h(r)e ™ dr.

Dann wird q : [0, 00) — C definiert als die eindeutig bestimmte Funktion mit

g(u) = g(e* + ™" — 2). Ferner setzt man ¢ = —>A(q’). Dann ist

£(x) = plir(@'n) - 2).

Beweis. Zuerst gibt die Abbildung g — ¢ mit g(u) = g(e" + e™ — 2) eine
Bijektion zwischen Sjp ) und dem Raum F¢¥. Dann folgt die

Behauptung aus Lemma 5.5.3 und Lemma 5.5.4. O
Wir zeigen nun, dass fiir jedes f € Hs gilt
1
)= fR tr(s(f)) r tanh (%r) dr.

Beweis. Seih = h¢, ¢ = ¢fund ¢ = ¢r wie in der Diskussion am Ende
des letzten Abschnitts. Beachte, dass

Ad(e +e 2 = 2) = g(u) = 2i f h(r)e™ dr,
T JR

woraus folgt, dass ¢’'(u) = ﬁ fR rh(r)e™ dr. Mit Lemma 5.5.3 folgt

1) =9(0) =~ fR (Ady () dx.
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Da g¢(u) = Ap(e™ + e — 2) = Ap((¢" — e™")?), erhalten wir
¢ (1) = 2(AQ) ((e" — e7)?)(e* — 7). Setzen wir x = ¢ — ¢ ins Integral

ein, so gibt das
F1) = 1fgWDm
R €' —

elx[

—4#ffmm

Da h gerade ist, ist dies auch

; iru —iru
) f " _duar
812 Jg R €4 —e

dr du.

Wir berechnen

{ eiru _ e—im p 1 00 eiru _ e—iru p
— u= - u
8n? Jg et —e 4% J, et —e

1 00 eiru _ e—iru

—u
— e '———du
4712 0 1 —6_2”
(ee)
1 P » Z -
— ywcE e u(ezru —e zru) e 2nu du
™1 Jo

Z —u(2n+1 ir) f e—u(2n+1+ir) du
" 4l f 0

1 1
4n2 22n+1 ir on+1+ir

Fiir diesen letzten Ausdruck schreiben wir voriibergehend (7). Dann

ist

Y(i(r+1)) = 1.00 L 1 1,cot(n—r).

4n21n202n+2+r 2n—r 8T 2

Der letzte Schritt ist die Partialbruchzerlegung des Cotangens.
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Wir folgern

1 Tr 1 r
Y0 = 5 tan( 2 )_ %tanh(T)'

Die zweite Aussage des Satzes ist bewiesen. Fiir die erste setze
f = g* ¢ und wende die zweite Aussage auf dieses f an. Auf der einen

Seite hat man dann f(1) = g% ¢"(1) = ”g“i und auf der unteren fiir 7 € G,

tr7(f) = tr(@)(9)” = [(8)[s -

Wir haben den Satz jetzt fuer K-bi-invariante Funktionen bewiesen.
Dass soll uns genuegen, denn der allgemeiner Fall geht genauso, mit

nur etwas mehr Rechnung. a
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