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1 Kategorien und Funktoren

1.1 Kategorien

Definition 1.1.1. Eine Kategorie ( besteht aus den folgenden Daten:

(a) eine nichtleere Klasse Ob(() von “Objekten”,

(b) fiir je zwei X, Y € Ob(() eine Menge Hom (X, Y) von

“Morphismen” oder “Pfeile”,
(c) fiir jedes Objekt X einen Pfeil 1x € Hom(X, X),

(d) eine Kompositionsabbildung
o : Hom(Y, Z) x Hom(X, Y) - Hom(X, Z),

so dass o assoziativ ist und fiir jedes a : X — Y gilt
a=1yoa=aoly.
Das Symbol o wird oft ausgelassen, man schreibt also
a=1ya = aly.

Definition 1.1.2. Fiir jedes Kategorie C gibt es die duale Kategorie C°PP

mit denselben Objekten, aber umgedrehten Pfeilen, also
Hom fopp (X, Y) :== Hom (Y, X).

Eine Kategorie C heisst kleine Kategorie, falls Ob(() eine Menge ist.

Beispiele 1.1.3. (a) Die Kategorie der Mengen und Abbildungen SET,
die Kategorie der Gruppen und Gruppenhomomorphismen GRP,
die Unterkategorie der abelschen Gruppen AB, die Kategorie der
kommutativen Ringe mit Eins, RING und die Kategorie RMOD von
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Moduln eines kommutativen Rings R mit Eins sind Kategorien, die

oft auftreten.

(b) Eine triviale Kategorie ist eine Kategorie C, deren einzige Pfeile die
Identititen 1x, X € C sind.

(c) Eine Gruppe G kann als eine Kategorie mit nur einem Objekt
betrachtet werden. Die Elemente der Gruppe sind die Pfeile dieser

Kategorie.

Definition 1.1.4. Ein Morphismus f : X — Y heisst Monorphismus
oder mono, falls stets aus fa = ff folgt @ = 5. Er heisst epi, wenn er

mono in C°PP ist, was soviel heisst wie

yf=1f = y=rt

Definition 1.1.5. Ein Pfeil f : X — Y heisst Isomorphismus, falls es ein
g:Y — Xgibtmit fg =1y und gf = 1x.

Definition 1.1.6. Ein Gruppoid ist eine Kategorie, in der alle Pfeile

Isomorphismen sind.

Beispiele 1.1.7. (a) Ist C ein Gruppoid und X € C, dann ist
End ~(X) := Hom (X, X) eine Gruppe. Ein Gruppoid mit nur einem
Objekt ist ein Gruppe.

(b) Fiir einen topologischen Raum X definieren wir das
Fundamentalgruppoid # = F (X) wie folgt: Objekte sind die
Punkte von X und Morphismen sind die Homotopieklassen (mit
festen Enden) von Wegen in X. Die Komposition ist durch die
Hintereinanderausfiihrung von Wegen gegeben. Fiir jedes x; € X ist
die Gruppe

Hom(xo, x0) = m1(X, x0)

die Fundamentalgruppe im Basispunkt x.
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Definition 1.1.8. Ein Objekt T einer Kategorie A heisst terminales
Objekt, falls fiir jedes Objekt X € A4 es genau einen Pfeil X — T gibt. Es
gilt dann also

|Hom(X, T)| =1

tiir jedes X.

Dual heisst ein Objekt I ein initiales Objekt, falls es terminal in “4°PP

ist, wenn also fiir jedes A € A4 gilt |[Hom(I, A)| = 1.

Lemma 1.1.9. Ein terminales Objekt ist eindeutig bestimmt bis auf

Isomorphie (falls es existiert). Dasselbe gilt fiir initiale Objekte.

Beweis. Seien S, T beide terminal. Seiendanna : S - Tund f: T — S
die eindeutig bestimmten Pfeile. Dann ist aff der eindeutige Pfeil

T — T. Andererseits ist 11 ebenfalls ein Pfeil T — T, es folgt also

af = 1r. Ebenso folgt fa = 1s. O

Bemerkung 1.1.10. Nach diesem Lemma konnen wir Eindeutigkeit aus
universellen Eigenschaften folgern, denn universelle Eigenschaften
bedeuten immer Terminalitédt in einer geeigneten Kategorie. Wir zeigen
das am Beispiel des Produktes: Das Produkt zweier Objekte X, Y € C
ist das eindeutig bestimmte Objekt X X Y zusammen mit zwei Pfeilen
XXY — Xund X XY — Y, so dass fiir jedes Z mit Pfeilen Z — X,

Z — Y es genau einen Pfeil Z — X X Y gibt, so dass das Diagramm

X

AN

kommutiert.

Falls es existiert ist das Produkt eindeutig bestimmt. Um dies
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einzusehen, betrachte die Kategorie P(X, Y), deren Objekte die Tripel
(A, px, py) sind, wobei px : A —» X und py : A — Y Pfeile in C sind.
Morphismen f : (A, px, py) — (B, gx,qy) sind alle Morphismen in C mit
die Eigenschaft

px =qxf und py=gqyf.

Die Universaltitdt von X X Y ist dquivalent dazu, dass X X Y ein
terminales Objekt in P(X, Y) ist.

Beispiele 1.1.11. (a) In SET ist die leere Menge initial und jede

Einpunktmenge terminal.
(b) In GRP ist die triviale Gruppe initial und terminal.
(c) In RING ist der Ring Z initial und der Nullring ist terminal.

Definition 1.1.12. Eine Kategorie 4, mit einem Objekt X, welches
sowohl initial als auch terminal ist, heisst eine punktierte Kategorie.
Das terminale und initiale Objekt heisst Nullobjekt oder einfach Null.
Fiir zwei Objekte X, Y existiert dann jeweils genau ein Pfeil0: X — Y,
der tiber das Nullobjekt faktorisiert. Es gilt

Of=0 und f0=0.

Definition 1.1.13. Ein Objekt P einer Kategorie C heisst projektives
Objekt, falls fiir jeden epi A - B und jeden Pfeil P — B es einen Pfeil
P — A gibt, so dass das Diagramm
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kommutiert. Das bedeutet, dass jeder Pfeil von P entlang einer

Surjektion geliftet werden kann.

Anders gesagt, falls fiir jeden Epi A - B die Kompositionsabbildung
Hom(P,A) — Hom(P, B)

surjektiv ist.

Beispiele 1.1.14.

e In der Kategorie der Mengen ist jedes Objekt projektiv.
¢ Sei R ein Ring. In der Kategorie RMOD sind alle freien Moduln
projektiv.

Definition 1.1.15. An Objekt I von ( heisst injektives Objekt, falls es
in C°PP projektiv ist. Das bedeutet, dass fiir jeden Mono A — B und

jeden Pfeil A — I es einen Pfeil B — I gibt, so dass das Diagramm

A—B
I

kommutiert.

Als ist I genau dann injektiv, wenn fiir jeden mono A — B die

induzierte Abbildung
Hom(B,I) —» Hom(A,I)

surjektiv ist.

Beispiele 1.1.16.

¢ In der Kategorie der Mengen ist jede nichtleere Menge injektiv.
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e In der Kategorie der abelschen Gruppen ist ein Objekt (A, +) genau
dann injektiv, falls A divisibel ist. Hierbei heisst eine kommutative
Gruppe (A, +) divisible, falls fiir jedes a € A und jedes n € IN ein

b € A existiert mit a = nb.

Definition 1.1.17. Wir sagen: Eine Kategorie C hat genug Injektive,
talls fiir jedes Objekt X es einen Mono X < I in ein injektives Objekt I
gibt. Die Kategorie hat genug projektive, falls 4°PP genug injektive
hat, also falls es fiir jedes Objekt X einen Epi P - X von einem

projektiven P gibt.

Beispiel 1.1.18. Die Kategorie RMOD hat genug projektive, da jedes
Modul Bild eines freien Moduls ist.

Proposition 1.1.19. Die Kategorie AB der abelschen Gruppen hat genug
Injektive.

Beweis. Sei (A, +) eine abelsche Gruppe. Sei S die Menge aller
Einbettungen ¢ : U C D, wobei U eine Untergruppe und D eine
divisible Gruppe ist. Die Menge .S ist geordnet durch ¢ < v, falls i eine
Fortsetzung von ¢ ist. Zorns Lemma liefert uns ein maximales Element
¢ : U — D. Wir behaupten, dass U = A. Nimm an, dies ist nicht der
Fall, es gibt also eina € A \ U.

1.Case: Es gibt ein n € IN mit na € U. Wahle n minimal mit dieser
Eigenschaft und wihle ein d € D mit nd = ¢(a). Dann kann ¢
fortgesetzt werden auf die Gruppe (U, a) durch ¢(a) = d.

2. Fall: Es gibt kein solches n. Dann kann ¢ nach (U,a) - D& Q

fortgesetzt werden, indem man ¢(a) = 1 € Q setzt. O
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1.2 Funktoren und Transformationen

Definition 1.2.1. Ein Funktor F : 4 — ‘B zwischen zwei Kategorien
ordnet jedem Objekt A € A4 ein Objekt F(A) € B und jedem Pfeil

f : A — B einen Pfeil F(f) : F(A) — F(B) zu, so dass gilt F(fg) = F(f)F(g)
und F(14) = 1p).

Beispiele 1.2.2. (a) Wichtige Beispiele sind die Vergiss-Funktoren
GRP — SET, AB — SET, RING — SET, etc, die in jedem Fall die
jeweile algebraische Struktur vergessen und auf die jeweilige
Menge abbilden.

(b) Sind G, H Gruppen, dann ist ein Funktor F : G — # dasselbe wie

ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 1.2.3. Ein Funktor F : C°PP — D wird auch kontravarianter
Funktor von C nach D genannt. Ein kontravarianter Funktor dreht

Pfeile um.

Beispiele 1.2.4. (a) Sei K ein Korper und VEKT(K) die Kategorie aller
K-Vektorrdaume und linearen Abbildungen. Der

Dualisierungsfunktor V — V* = Hom(V, K) ist ein kontravarianter
Funktor VEKT(K) — VEKT(K).

(b) Ist C eine Kategorie und A € ( ein Objekt. Dann sind
Hom(A,-) : X —» Hom(A,X) Hom(—,A): X — Hom(X,A)

Funktoren, der erste ko- der zweite kontravariant. Morphismen

werden auf die Verkettung abgebildet, also fiir f : X — Yist
Hom(A, —-)(f) : Hom(A, X) — Hom(4,Y), a foa.

Und ebenso Hom(—, A)(f)(@) = a o f.
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Definition 1.2.5. Ein Funktor F : 4 — ‘B ist ein Isomorphismus von

Kategorien, falls es einen Funktor G : ‘B — 4 gibt, so dass
FG=Idg und GF=1Idg4.

Definition 1.2.6. Ein Funktor F : 4 — ‘B heisst treu, falls fiir je zwei
X,Y € A4 die Abbildung

F: Hom 4(X, Y) - Homg(F(X), F(Y))

injektiv ist.

Der Funktor F heisst voll, falls fiir je zwei X, Y € 4 die Abbildung
F : Hom 4(X, Y) = Homg(F(X), F(Y))

surjektiv ist.

Der Funktor heisst volltreu, wenn er beides ist, voll und treu.

Beispiel 1.2.7. Die Vergissfunktor AB — SET ist treu, aber nicht voll.

Aus den Definitionen folgt, dass ein Funktor genau dann ein
Isomorphismus ist, wenn er volltreu ist und eine Bijektion auf den

Obijektklassen.

Definition 1.2.8. Seien F, G : 4 — ‘B Funktoren. Eine natiirliche
Transformation t : F — G oder einfach Transformation ist eine Familie

(tx)xeq von Morphismen

tx : F(X) —» G(X),
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so dass fiir jeden Pfeil f : X — Y in 4 das Diagramm

Fx) 22, By

le G(f) lty

axX) 2 G(y)

kommutiert. Transformationen t: F — G und s : G — H konnen
hintereinander ausgefiihrt werden, was man als st : F — H schreibt.
Eine natiirliche Transformation ¢ : F — G heisst natiirlicher
Isomorphismus oder Isomorphismus von Funktoren, falls es eine
Transformation s : G — F gibt, so dass st = Idr und ts = Id. Ist f ein
Isomorphismus, dann ist jeder Pfeil tx : F(X) — G(X) ein

Isomorphismus.

Beispiele 1.2.9. (a) Jede Gruppe G ist natiirlich isomorph zu ihrer

dualen Gruppe G°PP, indem man x € G auf x™! abbildet.

(b) Seien ¢,y : G — H ein Gruppenhomomorphismen. Eine
Transformation T : ¢ — ¢ ist dann dasselbe wie ein Element t € H

mit der Eigenschaft, dass

(0 = P(x)
fiir jedes x € G.

(c) Sei K ein Korper und sei F : VEKT(K) — VEKT(K) der Funktor, der
einen Vektorraum V auf seinen Bidualraum F(V) = V* wirft. Die
Abbildung

tvIV—>V**

v 0y,

mit 6,(a) = a(v) definiert eine Transformation ¢ : Id — F.
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Definition 1.2.10. Ein Funktor F : 4 — ‘B heisst eine Aquivalenz von

Kategorien, falls es einen Funktor G : ‘B — 4 gibt, so dass
FG=Idg und GF=Idj.
In dem Fall heisst G ein Quasi-Inverser Funktor zu F.

Jede Isomorpohie von Kategorien ist eine Aquivalenz.

Beispiel 1.2.11. Sei K ein Korper und sei ‘B die Kategorie aller
endlich-dimensionalen K-Vektorrdume. Sei K™ die Unterkategorie der
Riaume 0, K, K?, . ... Die Einbettung K™ — B ist eine Aquivalenz von

Kategorien.

Definition 1.2.12. Eine Unterkategorie D c A heisst dicht, falls jedes
Objekt A € A4 isomorph ist zu einem Objekt A" € 4".

Die Unterkategorie 7/ C 4 heisst voll, falls der Einbettungsfuktor voll
ist, d.h., falls
Hom (X, Y) = Hom4(X, Y)

firalle X, Y e V gilt.

Satz 1.2.13. (a) Ein Funktor F : A — ‘B ist genau dann eine Aquivalenz

von Kategorien wenn er volltreu ist und dichtes Bild hat.

(b) Zwei Kategorien A, B sind genau dann dquivalent, wenn es dichte
Unterkategorien A’ ¢ A und ‘B’ C ‘B gibt, die isomorph sind, d.h., es
qilt A’ = B’

Beweis. (a) Sei F eine Aquivalenz von Kategorien mit quasi-inverser

G:B — Aundseit:1dg — GF die natiirliche Isomorphie. Fiir je zwei
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X,Y € A ist die Abbildung
Hom(X, Y) <5 Hom(GF(X), GE(Y)) '—>" Hom(X, Y)

gleich der Identitdt. Also ist F treu. Da t;l und tx Isomorphismen sind,
folgt, dass G voll ist. Wegen Symmetrie erhalten wir, dass F ebenfalls
vollist. Sei s : Idg — FG die natiirliche Isomorphie. Fiir Z € B ist der
Pfeil s : Z — F(G(Z)) ein Isomorphismus, also hat F dichtes Bild.

Umgekehrt sei F : 4 — ‘B volltreu mit dichtem Bild. Fiir jedes Z € ‘B
wdhle ein X € A4 und einen Isomorphismus vz : Z 7' =F (X), wobei
wir annehmen, dass Z’ = Z und vz = Idy, falls Z bereits im Bild liegt.
Setze G(Z) = X. Fiir Z, W € ‘B definiere

G : Hom(Z, W) — Hom(G(Z), G(W)) by

o1
(¢] OVZ

Hom(Z, W) =57 Hom(Z’ = F(X), W’ = F(Y)) == Hom(X = G(Z), Y = G(W)).

Dann ist G ein Funktor, ein Quasi-Inverser zu F.

(b) Sei F : 4 — ‘B eine Aquivalenz mit Quasi-Inversem G : B — 4. In
jeder Isomorphieklasse [X] von Objekten in 4 wihle ein Objekt

X € im(G), welches nach (a) moglich ist. Sei A4’ die volle Unterkategorie
dieser gewdhlten Objekte. Die Kategorie 4’ ist nach Konstruktion dicht
in 4. Sei ‘B’ = F(A’). Wir behaupten, dass B’ dicht liegt in B und dass

F| 4. ein Isomorphismus zwischen A4’ und ‘B’ ist.
a p

Sei Y € B. Dann gibt es ein X € A4, so dass F(X) isomorph zu Y ist. Es
gibt ein X" € A’, so dass X = X’ und da F volltreu ist, erhalten wir
FX)=FX)=Y.

Dabher ist B’ dicht in B. Fiir die Isomorphie beachte, dass je zwei
verschiedene Objekte X, Y in A4’ nicht isomorph sind und damit
F(X) # F(Y) gilt. Das bedeutet, dass F eine Bijektion von Ob(A’) nach
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Ob(B’) ist. Der Funktor ist ausserdem bijektiv auf jeder Hom-Menge

und hat daher einen Inversen.

Fiir die Umkehrung nimm an, dass A4’ und B’ existiere und dass ein
Isomorphismus F’ : 4’ — ‘B’ existiert. Fiir jedes X € 4 fixiere einen
Isomorphismus ax : X — X'’ fiir ein Objekt X’ € A4’, so dass im Fall dass
X € A’ schon X’ = X und ax = Idx gilt. Setze F(X) = F/(X’) fir X € 4
und fiir je zwei X, Y € A4 und jedes 7 € Hom (X, Y) definiere

F(t) = F/(ay o T 0 ayyd).
Dann ist F ein Funktor und dieselbe Konstruktion mit F~! liefert einen
Quasi-Inversen G. O

Lemma 1.2.14. Fiir einen gegebenen Pfeil f : A — B in einer Kategorie C
induzieren die Kompositionen o — a o f und f + f o 8 Transformationen

von Funktoren
Hom(B, —-) L> Hom(A, -), Hom(—, A) i) Hom(—, B).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir jeden Morphismus a : X — Y das
Diagramm

Hom(B, X) —— Hom(A, X)

a*l la*

Hom(B, Y) — Hom(A, Y)
kommutiert. Sei also y : B — X. Dann gilt
a(f()=ac(yof)=(aoy)of=(aly)of=f(al)) O

Definition 1.2.15. Sei A4 c ‘B eine volle Unterkategorie. Sei B € B und
sei f : B—> A € A4 an Pfeil in B. Wir sagen, dass f das Objekt B in 4

darstellt, falls die Komposition mit f ein Isomorphismus von
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Funktoren 4 — SET,
Hom(A, -) = Hom(B, —)

ist. Dies bedeutet, dass f initial ist in der Kategorie aller Pfeile B — X
mit X € 4.

Lemma 1.2.16. Sei A4 C B eine volle Unterkategorie und f : B — A ein Pfeil
mit A € A und B € ‘B. Dann sind iiquivalent:

(a) f stellt B dar.

(b) Jeder Pfeil a : B — X fiir X € A faktorisiert eindeutig iiber f.

In diesem Fall ist der Pfeil f eindeutig in folgendem Sinne: ist g : B — A’ ein
weiterer Pfeil, der B darstellt, dann gibt es einen Isomorphismus t : A — A’,

sodass g =to f.

Beweis. (b)=(a) ist klar, denn (b) bedeutet ja nur, dass die Abbildung
Hom(A, Z) — Hom(B, Z) die durch f induziert wird, bijektiv ist. Teil (a)
enthdlt nur die Zusatzinformation, dass diese Abbildung funktoriell,

das ist aber gerade Lemma 1.2.14. O

Beispiele 1.2.17. (a) Sei B die Kategorie AB der abelschen Gruppen
und A die Unterkategorie der divisiblen Gruppen. Dann ist eine
beliebige abelsche Gruppe Bdurch f : B—-B®Q,b—b®1
dargestellt.
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(b) Sei ‘B die Kategorie der metrischen Raume und sei 4 die
Unterkategorie der vollstindigen Rdume. Dann wird ein gegebener

Raum X dargestellt durch seine Vervollstaindigung X X.

Definition 1.2.18. Ein kommutatives Quadrat

rt.x

% s

Z

“|

heifst kartesisch, falls fiir jedes andere kommutative Quadrat

>
JVQ
<

joN)
%
.<—

~

>.<
|
N

ein eindeutig bestimmter Pfeil 1 : A — P existiert, so dass @ = pn und
p=qn.

Das heifst also, dass das Diagramm

Y

X

kommutiert, wobei 1 der gestrichelte Pfeil ist.

Definition 1.2.19. Seien C, D Kategorien. Die Produkt-Kategorie
C X D hat als Objekte die Paare (C,D) mit C € C und D € D. Ferner,

Hom ((4, B), (X, Y)) := Hom(A, X) X Hom(B, Y).

Definition 1.2.20. Zwei Funktoren L. : 4 — Bund R : ‘B — 4 heissen
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adjungiert, falls es einen natiirlichen Isomorphismus
Homg (L(X), Y) = Homg (X, R(Y))

von Funktoren auf A°PP x B gibt. In diesem Fall sagt man genauer,
dass R rechtadjungiert zu L ist oder L ist linksadjungiert zu R. Zu
gegebenem R ist der Linksadjungierte L, falls es ihn gibt, eindeutig

bestimmt und ebenso andersherum.

Beispiele 1.2.21. (a) Sei R : AB — SET der Vergissfunktor. Fiir eine
Menge S sei Z|[S] der freie Z-Modul mit Basis S. Dann ist
L: S+ Z][S] der Linksadjungierte zu R.

(b) Sei @ : A — B ein Ringhomomorphismus von kommutative Ringen
und V : BMOD — AMOD der Pullbackfunktor. Dann ist V
rechtsadjungiert zu M — B ®4 M.

Definition 1.2.22. Eine Kategorie A heisst klein, falls die Objektklasse
Ob(A) eine Menge ist.

Definition 1.2.23. Sind A4, ‘B Kategorien, wobei A4 klein ist. Dann
definieren wir die Funktor Kategorie Fun(A4, B) wie folgt: Objekte sind
alle Funktoren F : 4 — ‘B und Hom(F, G) ist die Menge aller

Transformationen von F nach G.

Man muss hier “klein” verlangen, da sonst Hom(F, G) moeglicherweise

keine Menge ist.

Als Beispiel betrachte Fun(A4°PP, SET). Jedes Objekt A € A4 definiert
einen Funktor F : 4°PP — SET durch F(X) = Hom(A, X).
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1.3 Limiten

Definition 1.3.1. Sei 4 eine Kategorie und D eine kleine Kategorie. Ein
‘D-Diagramm in A4 ist ein Funktor D : D — 4. Ein Diagramm heisst
kommutativ, falls fiir je zwei Objekte X, Y in D gilt

|Hom(X, Y)| < 1.
Beispiel 1.3.2. Ein Diagramm

.Y

>

=N
—

)/
0
—

N

erzeugt von den Pfeilen ¢, 8, v, 6 ist genau dann kommutativ, wenn
ya = 6p.

Definition 1.3.3. Fiir eine beliebige Kategorie C sei C* die Kategorie C
erweitert um ein neues Objekt X, und fiir jedes X € C genau einen Pfeil
Xo — X. Dann ist X ein initiales Objekt in C*.

Definition 1.3.4. Sei D* eine solche Erweiterung von D. Fiir ein given
Diagramm D : D — A4 machen wir die Klasse X p aller Fortsetzungen
D* : D* — A zu einer Kategorie, indem wir Hom(D", E*) definieren als

die Menge aller Transformationen t : D™ — E* fiir die gilt ¢|p = Id.

Ein Element von X p ist ein Paar (Z, (tx)xcp), wobei Z € C und
Tx : Z — D(X) eine kompatible Familie von Morphismen ist. Wir

nennen ein solchen Paar einen Pra-Limes.

Bemerkung 1.3.5. Da nur ein Objekt hinzugefiigt wurde, besteht eine
Transformation t : D™ — E™ aus einem einzigen Morphismus
tx, : A = D*(Xo) — B = E*(Xp), der kompatibel mit den Pfeilen in D(D)
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ist. Das bedeutet, dass das Diagramm

NS 7N
// \\\/// \
~ | x X N
XN A NN
AP A AN
V2 e NS \ N
, / - a \/ N ~ N
/// /I A\ |\ § N
L7 . 7 AN N
. 7l / A\ NN NN
-7y s Iy \ | RN
AV Ee Iy N N WD
7 7 AR N

/ Yx AV Vs N S
%", D(X) — D(Y) — D(Z) — D(W) —*-.

kommutiert.

Definition 1.3.6. Ein Limes fiir das Diagramm D ist ein terminales
Objekt in K p.

Bemerkung 1.3.7. Die Definition bedeutet folgendes: Ein Limes eines
Diagramms D : D — ( ist ein Tupel (L, (qbX)XE@) bestehend aus einem
Objekt L € C und einer Familie von Pfeilen ¢x : L — D(X), mit den

beiden Eigenschaften

(a) Kompatibilitit: Fiir jeden Pfeil a : X — Y in D gilt D(a)¢x = ¢y und

(b) Universalitdt: Fiir jedes andere Objekt M € C und jede kompatible
Familie Ox : M — D(X), X € D, existiert genau ein Pfeil n: M — L,
so dass Ox = ¢x o 1 fiir jedes X € D gilt.

Lemma 1.3.8. (a) In der Kategorie SET existieren alle Limiten. Man sagt

auch: SET ist eine vollstindig Kategorie.

(b) In der Kategorie ‘V aller endlich-dimensionalen Vektorriume iiben einem

gegebenen Korper K existieren nicht alle Limiten.

(c) Ist D : D — A ein Diagramm und L = limy.p D(X) ein Limes, dann ist
L das (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmte Objekt, fiir welches eine
Isomorphie von Funktoren

Hom (Z, L) = }1{1% Hom (Z, D(X)),
€
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gibt, wobei beide Seiten als Funktoren A — SET betrachten werden.

Beweis. (a) Sei D : D — SET ein Diagramm. Sei L die Menge aller
a € []xep D(X), so dass fiir jeden Morphismus f : X — Yin D gilt

ay = D(f)(ax).

Die Strukturabbildungen ¢x sind die projektionen. Fiir einen

Pra-Limes (Z, (Tx)) definiert man ¢ : Z — L durch seine Koordinaten
Hz)x = tx(2).

(b) Betrachte das Diagramm - - - K" —% K"! — ... — K, wobei jede
Abbildung linear und surjektiv ist. Sei S der Vektorraum aller Folgen
(Vn)nen mit v, € K" und 7,(v,) = v,_1. Dieser Raum ist
unendlich-dimensional und die Projektionen liefern eine kompatible
Familie linearer Abbildungen ¢, : S — K". Beachte dass jedes ¢,
surjektiv ist. Nimm an, dass / einen Limes L fiir dieses Diagramm
enthélt. Dies ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum L mit einer
kompatiblen Familie von Abbildungen 7, : L — K". Nach der
universellen Eigenschaft gibt es eine Abbildung t: S — L, so dass

T, = 1, o t fiir jedes n. Dies bedeutet insbesondere, dass jedes

Ny, : L — K" surjektiv ist. Ist aber n > dim(L), so ist dies nicht moglich,

Widerspruch!

(c) Sei zunaechst L ein Limes. Dann ist die Isomorphie von Funktoren

durch a = (pxa)xcp gegeben.

Fir die Umkehrung sei L ein Objekt von A4 und sei
t : Hom (—, L) — limy.p Hom (—, D(X)) eine Isomorphie von
Funktoren. Wir miissen die Strukturabbildungen fiir L basteln. Eine

kompatible Familie von Pfeilen ¢x : L — D(X) ist aber genau dasselbe



Kohomologie und Garben 19

wie ein Element von limy.» Hom(L, D(X)). Wir koennen die Familie

¢ = (Px)xep also definieren als

(Px)xep = tL(1L).

Fiir die universelle Eigenschaft sei (P, 0 = (Ox) XE@) ein Pralimes. Dann
ist die Familie (Ox)xcp ein Element von limy.p» Hom(P, D(X)). Sei dann
a: P — L gegeben durch a := tljl((QX)Xeg)). Es ist zu zeigen, dass
O=¢oa.

Da t eine nattiirliche Transformation ist, haben wir ein kommutatives

Diagramm

Hom(L, L) —% limy.p Hom(L, D(X))

_oal _oal

Hom(P, L) —+ limy.p Hom(P, D(X))
Insbesondere heifst das t;(1;) o o = tp(lL o a), also
tL(lL) O t_l((ex)XEQ)) = tL(lL) onx = i’p(lL o 0() = tp(a) = (Qx)

Es bleibt zu zeigen, dass tz(a) = (¢xa)xep. Hierfiir betrachte « als ein
Element von Hom(Z, L). Da t eine natiirliche Transformation ist, folgt

tz(a) = tz( Hom(~, L)(a)(11))
= li)r(n Hom(—, D(X))(«) (li}r{n Hom(—, D(X)(tL(lL)))
= (¢x¥) xep- O

Beispiele 1.3.9. (a) Sei F : D — A ein Diagramm mit einer trivialen

Kategorie D. In diesem Fall heisst ein Limes Produkt und wird
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geschrieben als

H F(D).

(b) Die Kategorien GRP, AB, RING sind vollstdndig, die Kategorie
FIELD ist es nicht, da das Produkt zweier Korper kein Korper ist.

(c) Ist das Diagramm von der Form

X
|«
YTS

dann nennt man einen Limes auch ein Faserprodukt von X und Y
uber S und schreibt es als X Xs Y. In dieser Notation werden die
Pfeile a,  nicht hingeschrieben wenn klar ist, welche Morphismen

gemeint sind. Ein Diagramm der Form

XXsY—X

|l

Y—S

p
heisst ein kartesisches Diagramm.

Definition 1.3.10. Eine gerichtete Menge ist eine geordnete Menge

(I, <) mit der Eigenschaft, dass fiir je zwei i, j € I es eine obere Schranke
gibt, also ein k € I mit i, j < k. Eine gerichtete Menge kann als Kategorie
gesehen werden, mit I als Objektemenge und jeweils geneu einen Pfeil
i « j, fallsi < j. Ein Funktor von einer gerichteten Menge zu einer 4
wird dann ein projektivs System genannt. Ein Limes heisst projektiver

Limes und wird in der Form lim D; geschrieben.

i€l
Beispiel 1.3.11. Betrachte die gerichtete Menge IN. Sei RING die
Kategorie der Ringe und sei p eine Primzahl. Definiere D : D — RING
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durch D(n) = Z/p" und sei D(n — m) die Projektion Z/p" — Z/p™. Der

Limes dieses Diagramm existiert, es ist
. n _
lim Z[p" = Z,,
nelN

der Ring der p-adischen Zahlen.

1.4 Colimiten

Definition 1.4.1. Sei F : D — 4 ein Diagramm. Ein Colimes von D ist
ein Limes in A°PP. Das bdeutet, dass er initial ist in der Kategorie aller
Paare (A, ( fD)DGQ)), wobei A € 4 und fp : F(D) — A eine kompatible

Familie von Pfeilen ist.

Beispiele 1.4.2. (a) Die Kategorie SET hat alle CoLimiten. Um dies zu
beweisen, sei F : D — SET ein Diagramm. Setze

A= u FD)[ ~,
DeD

wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, die erzeugt wird von

x ~ F(f)(x),

fiirjedes D € D, jedex x € D und jeden Morphismus f : D — D’ in
‘D. Die Transformation r : F — Const, ist gegeben durch die
Einbettung in die disjunkte Vereinigung. Es ist leicht zu sehen, dass

dies ein Colimes ist.



Kohomologie und Garben 22

(b) Sei F : D — SET ein Diagramm, wobei D trivial ist. Dann gilt

colim(F) = |_| F(D).

DeD

Definition 1.4.3. Sei (M;);c; eine Familie von Objekten in einer Kategorie
A. Sei D die triviale Kategorie mit Objektmenge I. In dieser Situation

nennt man den Colimes auch das Coprodukt und schreibt es als
H M; oder @ M,;.
i€l i€l

Beispiele 1.4.4. (a) In SET ist das Coprodukt gleich der disjunkten

Vereinigung
[[s:=] |s:

i€l i€l
(b) In RING ist das Coprodukt gleich dem Tensorprodukt
R
i€l
Hier ist das Tensorprodukt ein unendliches Tensorprodukt von

Ringen. Man betrachtet dazu jedes Element als einen unendlichen

Tensor mit fast allen Fintrdagen gleich 1. Genauer definiert man es

QOR=| | QR [~

iel Ecl icE
finite

so: Sei

wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, die von w ~ w ® 1 erzeugt wird,
wobei w € ), Ri und w ®1 liegt in )., R; fiir jede endliche
Menge F D E. Addition und Multiplikation wird vom endlichen
Tensorprodukt geerbt.

(c) In RMOD fiir einen Ring R ist das Coprodukt gleich der direkten
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Summe

| [ M= EEm.

i€l i€l
Bemerkung 1.4.5. Die definierende Eigenschaft des Colimes kann in
der Form
Hom ( colimpep D, Z) = lim Hom(D, Z)
DeD

geschrieben werden.

Definition 1.4.6. Sei 4 eine punktierte Kategorie. Sei F : D — A4 ein
Diagramm mit einer trivialen Kategorie D. Fur gegebene D, E € D sei
fep : F(D) — F(E) in A4 gegeben durch

1rpy D =,
fED =

0 sonst.

Die Familie (fr p)pep kann als ein Element von [[, Hom (F (D), F (E))

gesehen werden. Da
Hom ( colimp F(D), F(E)) = lim Hom (F(D), F(E))

= H Hom (F(D), F(E)),
D

definiert diese Familie einen Pfeil fr : colimp F(D) — F(E). Die Familie

(fe)gep induziert einen kanonischen Pfeil colimp F(D) — limp F(D) oder
P ro) - H F(D).
DeD DeD

Beispiel 1.4.7. Betrachte ein Diagramm

A— X

|

Y
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Ein Colimes heisst in diesem Fall auch Co-Faserprodukt oder ein

Pushout. Er wird geschrieben als X ][, Y. Das vollstandige Diagramm

A——X

A

Y—XT]IY
heisst dann ein cocartesisches Diagramm.

Definition 1.4.8. Dual zum fall des projektiven Limes kann eine
gerichtete Menge (I, <) auch auf duale Weise in eine Kategorie
verwandelt werden. Hier verlangt man, dass es einen eindeutig
bestimmten Pfeil i — j gibt falls i < j. Ein Diagramm fiir diese
Kategorie heisst ein induktives System und ein Limes ist einn
induktiver Limes. Man schreibt den Limes als lii)n Aj;.
i€l

Beispiele 1.4.9. (a) Ist X eine Menge und I ein System von Teilmengen

mit A,B€l = AUB €. Dannist I gerichtet durch

A<B & AcCBundesgilt

limA=|_JA
Ael A€l

(b) Ein wichtiges Beispiel ist gegeben durch die Keime von
Funktionen. Sei p € C und sei M die Menge aller Paare (U], f), wobei
U eine offene Umgebung von p ist und f eine holomorphe Funktion
auf U. Wir setzen

(U, f) <V, 8) N usv, flv=g.

Dann ist M eine gerichtete Menge und

lim f
feM
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heisst die Menge der Funktionskeime holomorpher Funktiomnen

um den Punkt p.

Proposition 1.4.10. Ein rightsadjungierter Funktor kommutiert mit Limiten.

Ein linksadjungierter Funktor kommutiert mit Colimiten.
Beweis. Es gilt

Hom (X, R (lim D)) = Hom (LX, lim D)
DeD DeD

= lim Hom (LX, D)
DeD

= lim Hom (X, RD)
DeD

= Hom (X, lim RD)
DeD

so dass R( limpeqp D) = limpp RD folgt. Durch Dualisieren erhelten wir

die zweite Aussage. O

Fiir spater beweisen wir noch

Lemma 1.4.11. Sei A eine punktierte Kategorie und nimm an, dass A alle
endlichen Produkte und Coprodukte hat Dann gibt es fiir je zwei Objekte X, Y
eine eindeutig bestimmte Abbildung ¢ : X®Y — X X Y, die das Diagramm

X 1d X
XOY—"XxY

YN

Y Y

kommutatio macht.
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Beweis. Es gilt

Hom(Xa® Y, X X Y) = Hom(X, X X Y) Xx Hom(Y, X X Y)
= Hom(X, X) Xx Hom(X, Y)
X Hom(Y, X) x Hom(Y, Y).

Die Kommutativitdt des Diagramms ist dquivalent dazu, dass ¢ der
Pfeil (1x,0, 0, 1y) ist. Dies zeigt Existenz und Eindeutigkeit. O

Beispiel 1.4.12. Sei SET. die Kategorie der punktierten Mengen:
Objekte sind Paare (X, xy), wobei X eine Menge und xy € X ein Punkt
ist. Ein Pfeil (X, xo) to (Y, yp) ist eine Abbildung f : X — Y mit f(xo) = yo.
Dann ist jede Einpunktmenge {x} ein Nullobjekt. Das Produkt ist das
direkte Produkt (X XY, (xo, yo)) und das Coprodukt ist

(X, x0) ® (Y, y0) = X L Y/x0 ~ Yo.
Die Abbildung ¢ : X® Y — X X Y ist given by

O(x) =, yo),  Oy) = (x0, )

firxe XundyeY.

1.5 Additive und Abelsche Kategorien

Definition 1.5.1. Sei f : X — Y ein Pfeil in einer punktierte Kategorie.
Ein Kern fiir f ist ein terminales Objekt in der Kategorie aller Pfeile

a : K — X mit der Eigenschaft, dass fa = 0. That bedeutet, dass « ein
Kern ist, falls fo = 0 und jedes h : Z — X mit fh = 0 eindeutig iiber «
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faktorisiert, d.h., gegeben ein kommutatives Diagramm mit

durchgezogenen Pfeilen

KET>X—>Y

f

dann existiert ein einedeutig bestimmter gepunkteter Pfeil, der das

ganze Diagramm kommutativ macht.

Beispiel 1.5.2. In AB ist die Inklusion f~!(0) < A ein Kern von
f:A—B.

Definition 1.5.3. Sei C eine punktierte Kategorie. Ein Cokern fiir
f: X = Yistein Kern in C°PP. Also ist ein Cokern ein initiales Objekt in
der Kategorie aller f: Y — C mit ff = 0. Anders ausgedrtickt ist § ein

Cokern, falls fiir ein gegebenes kommutatives Diagramm

X—Y—C

X%

Z

ein eindeutig bestimmter gepunkteter Pfeil existiert, der das ganze

Diagramm kommutativ macht.

Lemma 1.5.4. Ein Kern ist mono und ein Cokern ist epi.

Beweis. Seik: K — XeinKernfiir f : X — Y. Seiena,: Z — K
Morphismen mit ka = k. Wir miissen zeigen, dass @ = 5. Betrachte das

(nicht kommutative) Diagramm

K- xSty
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Der Pfeil F := ka = kp hat die Eigenschaft, dass fF = 0, faktorisiert also
eindeutig tiber k, aber a und f sind beide solche Faktorisierungen und

damit folgt @ = . Die zweite Aussage folgt aus der ersten fiir C°PP. O

Beispiele 1.5.5.

e Fiir einen Ring R hat die Kategorie RMOD Kerne und Cokerne.

e Betrachte die Kategorie der punktierten Mengen: Objekte sind
Paare (X, xp), wobei X eine Menge und x( € X ein Punkt. Ein Pfeil
(X, x9) nach (Y, yo) ist eine Abbildung f : X — Y mit f(xo) = yo. Das
Paar ({xo}, xo) ist ein Nullobjekt. Der Kern von f : (X, x0) — (Y, yo)
ist die Inklusionsabbildung k : f~!(yy) < X. Ein Cokern existiert
ebenfalls und ist gegeben durch die Menge C = Y/ f(X), d.h. f(X)
wird su einem Punkt zusammengezogen, der dann der spezielle

Punkt des neuen Raums ist.

Definition 1.5.6. Eine additive Kategorie ist:

e Eine punktierte Kategorie C, in der endliche Produkte und

Coprodukte existieren,

e Auf jeder Menge Hom (X, Y) die Struktur einer abelschen Gruppe,

so dass die Komposition
o : Hom(X, Y) X Hom(Y, Z) - Hom(X, Z)

bilinear ist, was bedeutet, dass (f + g)h = fh + gh und
fo(h+k)y=aoh+ fok.

Bemerkung 1.5.7. In einer additive Kategorie ist der Nullmorphismus
0 € Hom(X, Y) gleich dem neutralen Element 0 der abelschen Gruppe
Hom(X, Y).
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Beweis. Die Mengen Hom(X, 0) und Hom(0, Y) enthalten jeweils nur ein
Element, sind also jeweils die triviale Gruppe. Damit ist

o : Hom(X, 0) x Hom(0, Y) — Hom(X, Y) eine bilineare Abbildung

{0} x {0} = Hom(X, Y). Das Bild dieser bilinearen Abbildung besteht
also aus nur aus der Gruppen-Null 0. Andererseits ist das Bild nach
Definition das einzige Element von Hom(X, Y), das iiber das Nullobjekt

faktorisiert, und das ist gerade 0. O

Beispiele 1.5.8.

e Fiir einen (nicht notwendig kommuttiven) Ring R ist die Kategorie
RMOD additiv, wobei Addition die punktweise Addition ist.

e Fiir einen Korper K ist die Kategorie VEKT,,(F) aller

gerad-dimensionalen Vektorraume eine additive Kategorie.

Proposition 1.5.9. Sei A4 additiv. Dann ist die kanonische Abbildung
¢: X®Y — X XY aus Lemma 1.4.11 ein Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist die einzige Abbildung, die das Diagramm

X 1d X
XoY-2XxY
Y 1d Y

kommutativ macht. Seien
Ux : XXY->X-> XY

und
Py : XXY->Y - XY
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Setze

Y=yx+ Yy
Die Abbildung (¢ — 1) : X® Y — X @ Y schickt X nach Null und Y
ebenso, ist also die Nullabbildung. Die Abbildung
a=(pY—-1): XXY — XX Yerfiillt px o = 0 und py o @ = 0, wobei px
und py die Projektionen sind. Daher ist i invers zu ¢. O

Definition 1.5.10. Eine additive Kategorie ( heisst abelsch, falls:

(a) Alle Kerne und Cokerne existieren.

(b) Ein Morphismus mit trivialem Kern und Cokern ist ein

Isomorphismus.

Bemerkung 1.5.11. Sei f ein Pfeil in einer abelschen Kategorie. Ist
ker(f) = 0, dann ist f der Kern seines Cokerns. Ist coker(f) = 0, dann

istr f der Cokern seines Kerns.
Beispiele 1.5.12. (a) Fiir ein Ring R ist die Kategorie RMOD abelsch.

(b) Ein Beisiel einer additiven Kategorie, die nicht abelsch ist, ist die
Kategorie der gerad-dimensionalen Vektorraume und linearen
Abbildungen iiber einem gegebenen Korper K. In dieser Kategorie

hat eine lineare Abbildung von ungeradem Rang keinen Kern.

Lemma 1.5.13. Sei A eine abelsche Kategorie.

(a) Die duale Kategorie A°PP ist ebenfalls abelsch.
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(b) Ein Pfeil f ist genau dann mono, wenn ker(f) = 0. Ein Pfeil g ist genau

dann epi, wenn coker(g) = 0.
(c) Faserprodukte und Pushouts existieren.

(d) Ein Morphismus f, der epi und mono ist, ist ein Isomorphismus.

Beweis. (a) Die definierenden Eigenschaften sind symmetrisch.

(b) Ist ker(f) = 0, dann ist f der Kern seines Cokerns, also mono nach
Lemma 1.5.4. Umgekehrt, ist f mono und «a ein Kern, dann folgt

f0=0= faund so a = 0. Die Aussage fiir Epis folgt durch Dualisieren.
(c)Seien f : A — Cund g: B — C gegeben. Seia : AX B — C die

Komposition A XB — A L, C und ebenso sei B:AXB— B — C. Dann

ist K = ker(a — ) ein Faserprodukt. Pushouts sind Faserprodukte in
A PP,

(d) Sei f : X — Y ein Pfeil, der epi und mono ist. Nach (b) hat er

trivialen Kern und Cokern, ist also ein Isomorphismus. O

Definition 1.5.14. Eine Sequenz von Morphismen

x Ly 7

heisst exakt, falls
im(f) = ker(g).

Eine Sequenz

di—l di
o Al — A — A o

heisst exakt, falls sie an jeder Stelle exakt ist.

Bemerkung 1.5.15. Da ein Kern nur bis auf Isomorphie bestimmt ist,
bedeutet die Gleichung im(f) = ker(g), dass jeder Kern von jedem

Cokern von f ein Kern von g ist.
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Man kann das auch so ausdriicken: Es gilt g o f = 0 und daher
faktorisiert f tiber ker(g):

K
V\ker(g)
X Y2

Die Sequenz ist exakt in ist exakt in Y, falls a epi ist.

Definition 1.5.16. Ein Funktor F : C — ‘D zwischen additiven
Kategorien heisst ein additiver Funktor, falls fiir je zwei Objekte X, Y
die induzierte Abbildung F : Hom(X, Y) — Hom(F(X), F(Y)) ein

Gruppenhomomorphismus ist.

Ein additiver Funktor F : C — D zwischen abelschen Kategorien heisst

ein exakter Funktor, falls er exakte Sequenzen auf exakte Sequenzen
abbildet.

Lemma 1.5.17. Sei
0>A-5B i> C—-0

eine exakte Sequenz in einer abelschen Kategorie. Dann sind aequivalent:

(a) Es gibt einen Pfeil s : C — B mit s = Idc.

0 A—-B
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(c) Es gibt einen Isomorphismus 1 : B — A @ C, so dass das Diagramm

H/?\H
oA

AeC

kommutiert.

Definition 1.5.18. Sind diese aequivalenten Bedingungen erfuellt, so

sagen wir, dass die Sequenz 0 - A — B — C — 0 spaltet.

Proof. (c) = (a) und (c) = (b) sind klar.
(@) = (c): Seis : C — Bmit ps = Idc. Fur b € B gilt b —sf(b) € ima, da

im a = ker g und
B(b — sp(b)) = B(b) - Bsp(b) = B(b) — B(b) = .
Man kann also definieren ¢ : B — A @ C by
P(b) = a”\(b - (b)) @ (b).

Fiir a € A gilt Y(a(a)) = a'a(a) ®0 = a® 0. Fiir b € B gilt poy(b) = B(b).

Daher kommutiert das Diagramm.

(b) = (c): Seit : B — A gegeben mit ta = Id4. Definiere

() = t(b) ® B(D).

Die Kommutativitaet des Diagramms ist klar. O
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1.6 Tensorprodukte

Definition 1.6.1. Fiir eine Menge S und einen Ring R sei R[S] der freie
Modul mit Basis S, definiert als die Menge aller formalen Ausdriicke
Y ses As[s] mit A; € R, wobei fast alle A; gleich Null sind (fast alle heifst

alle bis auf endlich viele). Man addiert Elemente wie folgt

[Z As[s]] ' (Z us[s]] = (A + po)ls].

seS seS s€S

Hierdurch wird R[S] zu einer abelschen Gruppe. Man macht es zu

einem Modul, indem man definiert

A (Z /\S[S]) - Z AA[s].

seS seS

Bemerkung 1.6.2. (a) Ist ) .. As[s] ein Element von R[S], dann ist
f:S — K, s = A; eine Abbildung mit endlichem Tréger. Dies liefert
einen Modul Isomorphismus von R[S] zum Modul R® aller

Abbildungen f : S — R mit endlichen Tragern.

(b) Ist S endlich, so ist R[S] = R", wobei n = |S|.

R[S] = @R s,

s€S

(c) Es gilt

Lemma 1.6.3. Der Funktor S — R[S] ist linksadjungiert zum Vergiss
Funktor VEKT(K) — SET.

Beweis. Die Behauptung ist, dass es einen funktoriellen Isomorphismus
¢ : Homygxr(o(R[S], B) — Homsgr(S, B)

gibt. Sei a : R[S] — B ein Modulhomomorphismus, wir sagen auch
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R-lineare Abbildung. Definiere

¢(@): S — B,

s = a([s])-
Eine R-lineare Abbildung ist durch ihre Werte auf einer Basis eindeutig

bestimmt, also ist ¢ injektiv. Umgekehrt sein : S — B eine beliebige
Abbildung. Dann ist

a : R[S] — B,

Z Ag[s] — Z Asn(s)

seS seS

eine R-lineare Abbildung R[S] — B mit der Eigenschaft ¢(a) = n und
damit ist ¢ surjektiv. O

Definition 1.6.4. Seien V, W Moduln. Das Tensorprodukt ist der Modul
VW = R[VxW]/U,
wobei U der Untermodul ist, die von allen Elementen der Form
(v+7,w) - (v,w) — (v, w) und (v,w+w') — (v,w) — (v,w),

sowie
A, w) — (Av, w) und A, w) — (v, Aw)
erzeugt wird. Man schreibt das Bild von (v,w) in V® W als v ® w.

Durch die Definition erzwingt man, dass die Abbildung (v, w) —» v®@w

R-bilinear ist.

Proposition 1.6.5. (a) Fiir je zwei Mengen S, T definiert die Vorschrift
[(s,t)] = [s] ® [t] einen Modul Isomorphismus

0:R[SxT] — R[S]® R[T].
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(b) Fiir jeden Modul V gilt V = R® V.

(c) Esgiltstets VW =W V.

Beweis. (a) Die lineare Abbildung 0 ist surjektiv, da die rechte Seite von
allen [s] ® [t] erzeugt wird. Umgekehrt ist zu zeigen, dass die Vorschrift
[s] ® [t] = [s ®t] eine R-lineare Abbildung liefert, wobei hier die
Wohldefiniertheit das Problem ist. Nach Definition ist das
Tensorprodukt ein Quotient von G = R[R[S] X R[T]]. Die Abbildung

a : R[S] X R[T] — R[S x T], gegeben durch

@ (Z Adsl, Y lt[ﬂ] = Y Adi[(s,0)]
s,t

seS teT

definiert eine lineare Abbildung von G nach R[S X T], die auf dem
Raum U (siehe Definition 1.6.4) verschwindet, definiert also eine lineare
Abbildung A : R[S] ® R[T] — R[S x T], die auf der Basis (und damit
tiberall) die Gleichung OA = 1d erfiillt.

(b) Die Vorschrift a  a ® 1 liefert einen Isomorphismus.

(c) Man bildeta ® b auf b ® a ab. O

Definition 1.6.6. Die Elemente der Form v ® w von V ® W erzeugen den

Raum V ® W. Sie werden einfache Tensoren genannt.

Lemma 1.6.7. Seien V, W ein R-Moduln. Dann ist die bilineare Abbildung
bp: VXIW—oSVRW, (v, W) > VW

die unibverselle bilineare Abbildung auf V X W in folgendem Sinne: Zu jeder
bilinearen Abbildung b : V. x W — X existiert genau eine lineare Abbildung
L:VQ®W — X mitbh=Loby. Mitanderen Worten, wir haben einen
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funktoriellen Isomorphismus
Bil (V x W, X) = Lin (V ® W, X),

wobei Lin die linearen Abbildungen und Bil die bilinearen Abbildungen

bezeichnet.

Beweis. Seib : V@ W — X bilinear. Wir definieren eine lineare
Abbildung L : R[V X W] — X durch i([(v, w)]) = b(v, w). Die Bilinearitat
von b bewirkt, dass L(U) = 0, wobei U der Unterraum aus Definition
1.6.4 ist. Damit faktorisiert L {iber eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung L : V® W — X. Dieses L erfiillt die Behauptung. Fiir die
Eindeutigkeit sei L’ eine weitere lineare Abbildung V® W — X, sdie die
Behauptung erfiillt. Dann gilt fiir (v,w) € V X W, dass

L(v®w) = b(v,w) = L'(v ® w). Da die einfachen Tensoren v ® w den
Modul V ® W erzeugen, folgt L = L'. O

1.7 Komplexe

Definition 1.7.1. Eine Sequenz von Pfeilen in einer abelschen Kategorie

d,_ d
NG Sl e BNy g L N

heisst Komplex, falls
dyd,—1 = 0.

Die Kohomologie eines Komplexes C ist definiert als

HP(C) = kerd,/imd,_;.
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Beachte dass eine exakte Sequenz dasselbe ist wie ein Komplex mit

trivialer Kohomologie.

Definition 1.7.2. Sind (A7, d)pez und (B?, d,),cz Komplexe, dann ist ein
Homomorphismus von Komplexen ¢° : A* — B*® eine Familie von

Pfeilen ¢” : AP — BP, so dass fiir jedes p das Diagramm

d
AP —5 AP+l

ldﬁp l%ﬂ

d
BY —%, gr+l

kommutiert.

Ein Homomorphismus von Komplexen bildet den Kern von d4 auf den
Kern von dp ab und ebenso fiir das Bild. Daher induziert ¢* einen

Morphismus auf der Kohomologie:
¢. : HP(A) — HP(B).

Definition 1.7.3. Ein Homomorphismus von Komplexen ¢* : A* — B*®

heisst nullhomotop, falls es Pfeile h¥ : AP — B! gibt, so dass
oF = dn’ + h'*ld

fiir jedes p € Z. Wir visualisieren die Situation durch das

(nicht-kommutative!) Diagramm

AP-1_4  Ap 4. Ap+l

| 4 e L o

B —— B — B

Lemma 1.7.4. Sei ¢° : A* — B® ein Homomorphismus von Komplexen. Ist ¢
nullhomotop, dann ist ¢. = 0.
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Beweis. Nimm an, dass ¢ = dh? + hP*1d. Sei & € AP mit da = 0. Dann

() = d(hP p+1 = d(WP
(o) =dHPa)+ W™ ( da ) =dHa).
=0
Daher liegt ¢,(a) im bild von d, ist also Null in der Kohomologie, d..h.,
¢* = 0. O

Bemerkung 1.7.5. Eine nullhomotope Abbildung von topologischen
Rdumen f : X — Y indiziert eine nullhomotope Abbildung auf dem

Singuldren Kokettenkomplex. (Alg Top)

Lemma 1.7.6 (Serres Ser-Lemma). Gegeben sei ein kommutatives

Diagramm mit exakten Zeilen

A B C D E

do o o o)

X Y Z u V

I
I

Sind a, B, 6, € Isomorphismen, dann ist auch y ein Isomorphismus.

Beweis. Fiir die Injektivitét sei c € C ein Element im Kern von y. Sei

d € D das Bild von c in D. Dann gilt 6(d) = 0, also d = 0. Wegen
Exaktheit der ersten Zeile ist ¢ das Bild eines b € B. Sei y = (), dann ist
das Bild von y in Z gleich y(b), d.h., Null. Deshalb gibt es ein x € X, das
nach y abbildet. Dann gibt es ein a € A mit x = a(a). Das Element b ist
dann das Bild von 4 und daher ist ¢ = 0. Dir Surjektivitdt erhédlt man

durch Dualisieren. O

Korollar 1.7.7. Der Beweis liefert stirkere Statements:

(a) Sind B und 6 injektiv und ist a surjektio, dann ist y injektiv.
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(b) Sind 6 und B surjektiv, und ist ¢ injektiv, dann ist y surjektiv.

Bemerkung 1.7.8. Der Beweis des 5er-Lemmas ist ein typischer Beweis
durch Diagrammjagd, d.h., einzelne Elemente werden durch das
Diagramm gejagt. Beweise durch Diagrammjagd sind allerdings in
jeder abelschen Kategorie giiltig! Das kann man auf verschiedene

Arten sehen:

(a) Man kann die Beweise umarbeiten, so dass sie keine Elemente mehr

erwahnen. Das ist miihsam und liefert schwer lesbare Beweise.

(b) Man kann Elemente durch verallgemeinerte Elemente von X
ersetzen, das sind Pfeile Z — X modulo der Aquivalenzrelation

erzeugt von f ~ f op, wobei p ein Epi ist.

(c) Man benutzt Mitchells Einbettungssatz, der besagt, dass es fiir jede
kleine abelsche Kategorie A einen Ring R mit eins gibt und einen
volltreuen exakten Funktor F : 4 — RMOD. Man arbeitet dann in
RMOD und interpretiert die Ergebnisse in A4.

Definition 1.7.9. Sei 4 eine abelsche Kategorie. Ein kommutatives

Diagramm der Form

A

0 X Y—Z

mit exakten Zeilen heisst ein Schlangendiagramm.

Lemma 1.7.10 (Schlangenlemma). Gegeben sei sin Schlangendiagramm.

Wir erweitern es um Kerne und Cokerne, so dass ein ein kommutatives exaktes
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Diagramm

k k'
At p 8 .C 0
d d d’
0 XY —— 7
0 v

coker d’ —— coker d — coker d”’

0 0 0

erhalten. Dann gibt es eine funktorielle Abbildung 6 : kerd”” — cokerd’, so

dass die Sequenz

kerd’ — kerd — kerd” LN cokerd’ — cokerd — cokerd”

exakt ist.
0
kerd’ kerd kerd”
A B C — 0
0 — X Y Z
cokerd’ —— cokerd coker d”

Die Funktorialitit von 6 bedeutet, dass fiir jeden Morphismus S — S, von

41
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Schlangendiagrammen das Diagramm

5
kerd; — kerd; — kerdy — coker d; — coker d; — coker d7/

N I

kerd), — kerd, — kerd} —2 coker d’, — coker d, — coker d}

kommutativ ist.

Beweis. Wir benutzen Diagrammjagd. Genauer zeigen wir, dass
6:(P0(f/)_1odog_1ok”

Wohldefiniert ist und die Sequenz exakt macht. Hierbei bedeutet z.B.
¢!, dass man ein beliebiges Urbild wihlt, was dann nach Anwendung
der folgenden Abbildung unabhingig von der Wahl wird. Diese

Konstruktion garantiert bereits die Funktorialitat.

Sei also a € kerd”. Wir bilden es nach C ab und erhalten ¢ = k" (a).
Wihle hierzu ein beliebiges Urbild b € B. Bilde es auf y = d(b) € Y ab.
Die Kommutativitdt des Diagramms liefert

g (y) =g'(d(b)) =d"(c) =d" (k" (a)) = 0. Wegen Exaktheit hat y ein
Urbild x € X und man definiert 6(a) = ¢(x).

Wir zeigen Wohldefiniertheit. Sei also b’ € B ein weiteres Urbild von c.
Wegen Exaktheit gibt es ein &« € A mit b’ = b + f(a). Dann gilt

d(b’) =d(b) +d(f(a)) =d(b) + f'(d'(a)) und da P(d’(a)) = 0, konnen wir b
durch b’ ersetzen und erhalten dasselbe Bild in coker d’. Da das Urbild
unter f’ ist eindeutiog bestimmt ist, gibt es weiter kein
Wohldefiniertheitsproblem.

Nun zur Exaktheit der langen Sequenz. Wir zeigen zuerst, dass 67 = 0.
Hierfiir seien z € kerd und a = 7(z). Das Urbild von c kann als k(z) € B

gewdhlt werden. Dieses Element wird von d auf die Null abgebildet.
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Wir zeigen €6 = 0. Sei a € kerd” und seien b, y, x wie oben. Dann gilt
£(6(a)) = e(@(x)) = P(y) = YP(d(b)) = 0.

Seia € ker(6). Dann ist ¢(x) = 0, also gibt es ein @ € A mit x = d’(a), oder
y = f'(d'(a)) = d(f(«)). Damit folgt b = f(«) + O fiir ein O € kerd. Wir
haben ¢ = g(f(a) + 0) = §(f(@)) +$(6) = §(6) = K"(x(0)), also a = (0).

Schliesslich sei z € ker e. Widhle ein Urbild x € X und setze y = f'(x).
Dann folgt ¢(y) = P(f'(x)) = €(y’(x)) = €(z) = 0 und daher gibt es ein

b € Bmity =d(b). Sei c = g(b). Es folgt, dass

d’(c) =d"”(g(b)) = gd®)) = ¢'(y) = ¢'(f'(x)) = 0 und daher gibt es ein

a € kerd” mit c = k”(a). Geht man wieder zurtick, sieht man, dass

z = 0(a). O

Satz 1.7.11. Sei
0EF2650

eine exakt Sequenz von Komplexen. Fiir jedes k € Z liefern die Abbildungen,

die von f und g induziert werden eine exakt Sequenz
HYE) —» HYF) — HYG).

Es gibt einen natiirlichen Verbindungshomomorphismus 6 : H(G) —
HYY(E), der die Sequenz

0 — HE) - H(F) —» HG) = ...... = HYE) L5 HYF) <5 HYG)
i) Hk+1(E) i) Hk+1(F) i) Hk+1(G) ...

exakt macht.




Kohomologie und Garben 4

Beweis. Betrachte das kommutative Diagramm

0 Ek—l Fk—l N Gk—l —0
g e

0 EX FF Gt 0
d dk d’é

0 Ek+1 Fk+l . Gk+1 —0
dkr dkr dlg—l

0 Ek+2 Fk+2 . Gk+2 —0
d’,f:+2 d}}c;z d}gfz

Die Zeilen mit Indizes k und k + 1 bilden ein Schlangendiagramm. Das

Schlangenlemma liefert einen Morphismus
O: kerd’é — Ek”/imd]é.

Der Schlangenhomomorphismus 6 faktorisiert tiber
H*(G) = ker d:/imd5 ! und bildet in ker d5*! ab. Die Exaktheit der

Sequenz ist leicht zu sehen. O

Korollar 1.7.12. Die lange exakte Sequenz ist funktoriell in folgendem Sinne:
Gegeben sei ein kommutatives exaktes Diagramm

0 E F G 0

Lok

0 E’ F G’ 0

von Komplexen. Die Morphismen e*, f* und g* kommutieren mit langen
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exakten Sequenzen, d.h., fiir jedes k kommutiert das Diagramm

H*(E) —— HX(F) —— HN(G) —% H*L(E)

O A I

Hk(E/) —>Hk(F/) —>Hk(G’) —6>Hk+1(E’).

Beweis. Kommutativitat der ersten drei Quadrate ist klar. Die
Kommutativitét des letzten Quadrats folgt aus der Funktorialitét des

Schlangenhomomorphismus. O
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2 Die klassischen Kohomologietheorien

2.1 Singuldre Kohomologie

Definition 2.1.1. Der standard n-Simplex ist die konvexe Hiille
A" = conv(eg, ...,e,) ¢ R"!

Der Standardbasis ey, . . ., e, von R"*!.

Definition 2.1.2. Sei X ein topologischer Raum. Ein singulirer

n-Simplex ist eine stetige Abbildung
o: A" = X

Sei C,(X) die freie abelsche Gruppe erzeuhgt von allen singuldren
n-Simplizes in X. Da ein 0-Simplex eine Abbildung vom Einpuktraum
ist, ist die Gruppe Co(X) die freie Gruppe mit Basis X. Die Abbildung
t > (1 —t)eg + teq liefert einen Homeomorphismus [0, 1] — Al. Also ist

ein 1-Simplex dasselbe wie ein Weg in X.

Definition 2.1.3. Wir schreiben die konvexe Hiille von (e, ...,e,) in

R™1 als [ey, . .., e,]. Sei [eo, . 8i...eqx] =leo,...,e-1,€j11,...,6,], dann
kann an diesen Unterkomplex mit dem standard (n — 1)-Simplex A"
identifizieren mit Hilfe der affinen Abbildung S; : A"l — A" gegeben

durch
€; 1< ]
Si(e;) = o
ir1 12 JE

Diese Abbildung heisst die j-te Seitenabbildung.
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Definition 2.1.4. Sei d,, : C,(X) — C,,-1(X) die lineare Abbildung

n
(@) = Y (=)0l 5.z,
i=0

Die Abbildung d, heisst der Randoperator.

Lemma 2.1.5. Es gilt 9,19, = 0.

Beweis. Wir rechnen
811—1811(0) = du1 Z(_l)i(ﬂ[...éi...]

=0
- Z(—l)”fﬁl[...éj...éi...]

j<i

+ Z(—1)i+j+10|[...éi...éj...] =0.

j>i
Definition 2.1.6. Die singuldre Homologie eines Raums X ist

H(X) := ker(dy)/ Bild(9p11).

Definition 2.1.7. Sei R ein Ring und X ein topologischer Raum. Die

Menge der singuldren Koketten mit Koeffizienten in R ist

C"(X,R) := Hom(C,(X), R).

Die Korand-Abbildung 4" : C"(X,R) — C"*}(X, R) ist definiert als die

Abbildung dual zur Randabbildung, also

4(0) = $(00).

Das heisst

n+1

dd(o) = Z(—1)i(]5(0|[vo,...zz-...,vm])-

i=0

47
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Da d? dual ist zu 0% = 0, folgt d*> = 0 und man definiert die singulire
Kohomologie H”(X, R) mit Koeffizienten in R:

HP(X, R) = ker &? | im(d" ™).

Definition 2.1.8. Ist f : X — Y eine stetige Abbildung und ist

o : A" — X ein singuldrer Simplex, dann ist f o ¢ ein singuldrer Simplex
in X. Die Abbildung induziert eine Kettenabbildung f4 : C,,(X) — C,(Y)
und nach Dualisierung eine Kokettenabbildung

f*:C"(Y,R) - C"(X,R), die eine Abbildung der Kohomologie

f*:H"(Y,R) - H"(X,R)

induziert.

Satz 2.1.9. Seien X, Y topologische Riaume und f, g : X — Y stetige Abbil-
dungen. Sind f und g homotop, dann stimmen die induzierten Abbildungen

auf der Kohomologie iiberein, d.h.,

f=g

2.2 De Rham Kohomologie

Definition 2.2.1. Sei M be eine glatte Mannigfaltigkeit und fiir p € Ny
sei (OP(M) der reelle Vektorraum der p-Differentialformen. Das dufsere
Differential d” : QF — QP*! erfiillt dP*1dP = 0, liefert also einen Komplex
von R-Vektorrdumen. Die entsprechende Kohomologie wird de Rham

Kohomologie von M genannt.
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Definition 2.2.2. Sei C;’(M) die freie Gruppe erzeugt von allen
p-Simplizes s : AP — M, die glatt sind. Durch Zuriickziehen einer

gegebenen p-Form w € (O’(M) entlang s definiert man

(s, w) ::fs*a):f .
A s(A)

So entsteht eine bilineare Abbildung C;°(M) x (¥(M) — R, oder eine
lineare Abbildung 1 : OO — C;7(M)*. Stokes Integralsatz besagt

(ds, w) = (s,dw) .

* X X

2.3 Gruppenkohomologie

Definition 2.3.1. Sei I' ein Gruppe und sei M ein I'"Modul. Fiirn > 0
operiert die Gruppe G auf G"*! durch

(80, ---,8n) =(8%0,---,88n)-
Sei
C"(G, M) := Homg(G"", M)

die abelsche Gruppe der G-Homomorphismen. Wir definieren das
Differential 4 : C"(G, M) — C""(G, M),

n+1

da(go, - .., gn+1) = Z(—l)i algo,---Gi--r n+1)-

i=0

Man rechnet nach, dass d> = 0. Die Gruppenkohomologie ist definiert

als die Kohomologie dieses Komplexes:

H"(G, M) = ker(d")/ im(d" ™).
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Bemerkung 2.3.2. Ein Anwendungsbeispiel fiir Gruppenkohomologie
ist dies: H*(G, M) klassifiziert die Isomorphieklassen aller
Erweiterungen

1->-M->X->G-—o1,

mit der gegebenen G-Aktion auf M.

3 Abgeleitete Funktoren

3.1 Auflésungen

Definition 3.1.1. Fiir eine abelsche Gruppe A sei
A" =Hom(A,Q/Z)
die duale Gruppe. Da die Gruppe Q/Z divisibel ist, folgt, dass das
Dual einer freien Gruppe divisibel ist.
Lemma 3.1.2. (a) Die kanonische Abbildung zum Bidual,
0:A— A7,
a0,
mit O,(ar) = a(a), ist injektiv.

(b) Ist M ein R-Modul fiir einen kommutativen Ring R, dann wird M" ein
R-Modul durch

ra(m) = a(rm), a € M.

Fiir einen R-Modul Homomorphismus f : M — N ist die duale
Abbildung f* : B* = A", f*(5) = B o f ein R-Modul-Homomorphismus.
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Es qilt 5f™ = 6 f, was bedeutet, dass das Diagramm

A** L B>(->(-

1, ]

A———
kommutiert.

(c) Das Dual von 64 : A — A™ wird als py : A™ — A* geschrieben. Die
Komposition

Oar

* Bl pA* *
AA—D AT — A

ist die Identititsabbildung.

(d) Die Abbildung 6 ist ein R-Modul-Homomorphismus. Ist P ein projektiver
Modul, dann ist P* injektiv.

Beweis. (a) Die Gruppe Q/Z ist divisibel, also injektiv in der Kategorie
AB der abelschen Gruppen. Also ist fiir jede Untergruppe B C A die
Abbildung A* — B" surjektiv.

Wir miissen zeigen, dass es fiir jedes a # 0 einen Homomorphismus
n:A — Q/Z mitn(a) # 0 gibt. Hierfiir sei 2 < n < oo die Ordnung von
a. Sei

1417 n<oo,

n@) =1q7
§+Z n = oo.

Dann dehnt 1 aus zu einem nicht-trivialen Gruppenhomomorphismus
von der von a erzeugten Untergruppe (a) nach Q/Z aus. Da Q/Z
divisibel, also injektiv ist, kann dieser Homomorphismus auf ganz A

ausgedehnt werden und das gesuchte 7 ist gefunden.

(b) Fiir r € Rund € B*, sowie a € A gilt

fB)a) = (rB)(f(a)) = B(rf(a)) = B(f(ra)) = f(B(ra)) = (rf"(B)(a),
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also ist f* ein R-Modul-Homomorphismus. Um die Kommutativitét

des Diagramms zu zeigen, rechnen wir fiir a € A und f € B,
F7(0a)(B) = 6a(f*(B)) = 0a(B 0 f) = B(f () = O5(a)(P)-
(c) Fiira € A*und a € A gilt
pa (0a(@)) (a) = 0a+() (04(a)) = da(a)(@) = a(a).

(d) Es gilt
Ora(a) = a(ra) = (ra)(a) = O,(ra) = ro(a).

Sei P projektiv und sei ein kommutatives und exaktes Diagramm

P*

|

0— A—B

gegeben. Man dualisiert es zu:

P

Pa(-x-

0+—A"«—B"

Da P projektiv ist, existiert der gepunktete Pfeil und das duflere

Diagramm dualisiert zu

P*

™\

O A** BX-X-

| ]

0 A B
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Wir zeigen, dass der Pfeil ¢ : A — P~ in diesem Diagramm mit dem
urspriinglichen Pfeil 77 im ersten Diagramm {iibereinstimmt. Hierfiir

beachte, dass nach Konstruktion gilt

Qb:(n*oép)*oészé;or]**oéfl:5;0613*017:17
— Y
613*07] Id

Hierbei wurden Teil (b) und dann Teil (c) verwendet. Damit ist P* ein
injektives Objekt. O

Proposition 3.1.3. Sei R ein kommutativer Ring, dann hat die Kategorie
RMOD genug Injektive.

Beweis. Sei M ein R-Modul und sei
P—-M —>0

eine exakte Sequenz, wobei P projektiv ist. Dualisieren liefert
0 — M™ — P*und da M nach M™ eingebettet werden kann, bettet es

nach P* ein, welches nach dem Lemma injektiv ist. O

Definition 3.1.4. Ein injektive Auflosung eines Objektes X einer

abelschen Kategorie ist ein exakte Sequenz

0->X—->0I">T1"—..

in der die Objekte IV, I, . .. injektiv sind. Wir schreiben 0 — X — Iy.

Lemma 3.1.5. Hat eine abelsche Kategorie A genug Injektive, dann gibt es zu
jedem Objekt injektive Auflosungen.

Beweis. Sei X ein Objekt und X < I" eine Injektion in ein injektives
Objekt. Sei M der Cokern X — I° und sei M < I! eine Injektion in ein

injektives I'. Dann ist die Sequenz 0 — X — I° — I' exakt. Sein > 1
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und sei I, ..., I" bereits konstruiert. Sei M der Cokern von I"'"! — I".
Wiéhle eine Injektion M < I"*! in ein injektives Objekt. Die Sequenz
0> X — 0 — ... > "1 ist exakt. Damit ist die induktive

Konstruktion einer Auflosung beendet. O

Bemerkung 3.1.6. Eine projektive Auflosung eines Objektes X ist eine
injektive Auflosung in der dualen Kategorie, d.h. eine exakte Sequenz
von Form

---—)P2—>P1—>P0—>X—>O,

wobei alle P; projektive Objekte sind. Hat die Kategorie genug

Projektive, dann gibt es stets projektive Auflosungen.

In der Kategorie RMOD kann man sogar freie Moduln nehmen. Man

spricht dann von einer freien Auflosung.

Definition 3.1.7. Seien A4 und ‘B abelsche Kategorien. Ein additiver
Funktor F : 4 — ‘B heisst ein exakter Funktor wenn er exakte
Sequenzen in exakte Sequenzen iiberfiihrt. Er heisst linksexakt, falls

tiir jede exakte Sequenz von Form
0>A—>B—->C—-0

die Sequenz
0 — F(A) — F(B) — F(C)

exakt ist. Er heisst rechtsexakt, wenn die Sequenz

F(A) - F(B) - F(C) » 0

exakt ist.

Ist F kontravariant, betrachtet man ihn als Funktor auf 4°PP, so heisst F
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linksexakt, wenn fiir jede exakte Sequenz wie oben die Sequenz
0 - F(C) —» F(B) —» F(A)

exakt ist.

Bemerkung 3.1.8. Ein Funktor F ist genau dann linksexakt, wenn er fiir
jede exakte Sequenz

0-x-1 v Sz

die Bildsequenz
0->FX—>FY—>FZ

exakt ist.

Beweis. Sei F linksexakt und 0 —» X i> Y -£5 Z exakt. Sei
7' =1im(g) = ker(coker(g)), dann ist die Sequenz

0—- X i) Yy 2720 5 0 exakt, also ist

0 FX L ry 25 Fz
exakt. Da der Kern von Fg sich nicht dandert, wenn wir FZ’ durch FZ

ersetzen, folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.1.9. Fiir jedes Objekt A einer abelschen Kategorie A ist der
Funktor Hom(A, —) linksexakt.

Proof. (a)Sei0 — X - Y £, 7 — 0 exakt. Dann ist a der Kern von B

und g ist der Cokernvona. Sei f : A - Xmitao f =0. Da0 — X der
Kern von «a ist, faktorisiert der Morphismus f tiber die Nullabbildung,
ist also Null. Damit ist die Abbildung Hom(A, @) injektiv.

Es gilt Hom(A, f) o Hom(A, @) = Hom(A,foa) =0,dafoa =0. Sei
f 1A — Yim Kern von Hom(A, ), d.h., fo f = 0. Da a der Kern von f3
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ist, faktorisiert f tiber o, d.h., f = @ o h = Hom(A, a)(h) fiir ein h.

Zusammen erhalten wir, dass die Sequenz
0 - Hom(A, X) - Hom(A4,Y) - Hom(A, Z)

exakt ist. 0

Lemma 3.1.10. Ein Objekt A ist genau dann projektiv, wenn Hom(A, —)
exakt ist. A ist genau dann injektiv wenn Hom(—, A) exakt ist.

Beweis. Nach dem Beispiel ist der Funktor bereits linksexakt. Danach

ist die Aussage nur eine Umformulierung der Definition. O

Lemma 3.1.11. Gegegeben seien zwei Auflosungen: 0 — M — Iy und
0 = N — Iy, wobei die zweite als injektiv angenommen wird. Dann kann
jeder Morphismus ¢ : M — N zu einem Morphismus « : Iy — Iy von

Komplexen fortgesetzt werden.

Ist auch die erste Auflosung injektiv, dann sind je zwei solcher Fortsetzungen
homotop, d.h., fiir zwei Fortsetzungen a und p von ¢ : M — N ist die
Differenz a — B nullhomotop.

Beweis. Wir konstruieren eine Fortsetzung induktiv. Die Zeilen in

folgendem kommutativ Diagramm (durchgezogene Pfeile) sind exakt.

fl

0— Mty 1 —,
Lﬁ\ éao
0 N I° Ik

g N ¢ N

Da I, injektiv ist, kann man den diagonalen Pfeil g% auf Iy, liften und
damit a° definieren. Schreibe I} = M, sowie I} = Mund a™! = ¢. Das

bedeutet, dass wir nun a~! und a° haben.
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Fiir den Induktionsschritt nimm an, dass a2 und a! bereits

konstruiert sind und betrachte das kommutative Diagramm mit

"1/ ker( )K
" fn—l _ / fn
R M
la”‘z la”\ o’
117\1/1—2 In—l ﬁl

gn—l N g" N

durchgezogenen Pfeile:

Ist f*(x) = 0, dann gilt x = f""(y) fiir ein y und man erhilt
F(x) = F(f" X(y)) = £"(¢" (@ (y))) = 0. Das bedeutet, dass F {iber
It/ ker(f") faktorisiert. Da I}, injektiv ist, kann man F auf I}, liften.

Wir wiahlen einen Lift und nennen ihn a”.

Damit ist die Existenz gezeigt. Nun zur Eindeutigkeit modulo
Homotopie. In diesem Falle sollen die I}, ebenfalls injektiv sein. Der
Morphismus von Komplexen o — f§ setzt ¢ = 0 fort. Wir muessen also
zeigen, dass jede Fortsetzung der Nullabbildung nullhomotop ist. Wir
haben ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0 Mo % o 4 E

b e e e

0 1 2
0— N ' - P

]

d) dj

bestehend aus injektiven Objekten I¥, J*. Wir konstruieren Pfeile
Pk IF — J&1 so dass af = d’]“lpk + Pk”d’;. Wir beginnen mit P’ : I° — N,
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dies ist die Nullabbildung. Sei also .. ., Pk1, Pk bereits konstruiert.

1 dk 1 ” d i k+1
oLt
l A l“" L‘"”
]k 1 ]k ]k+1
dk 1 dk+1

k-1
]
d’l‘_l(ak — d’]“lPk) = (0. Das bedeutet, dass a* — d’]“lpk auf dem Kern von

df verschwindet, also iiber d faktorisiert.

Wir nehmen an, dass af = @' P¥ auf dem Bild von I*~! gilt, also genauer

k-1 k k+1
Ik 1d Ik d Ik+1d+
e |at im(d’;) ok
/k—dk—lpk
]k—l ]k / ]k+1
dl]c—l dk dk+1

Da J* injektiv ist, setzt a* — d’]“lPk fort zu einem Pfeil [*! — J¥, den wir
P! nennen. Wir haben dann einerseits af = d’]“lpk + PF1d% und
andererseits a1 = cl’;Pka1 auf dem Bild von I¥, so dass die Konstruktion

weiterlauft. Das Lemma ist bewiesen. O

Definition 3.1.12. Sei 4 eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven
und sei F : 4 — ‘B ein linksexakter Funktor zur abelschen Kategorie B.
Fiir jedes Objekt X von A wihle eine injektive Auflosung 0 — X — Ix
und definiere

R¥F(X) = HYF(I)).

Nach Lemma 3.1.11 existiert zu jedem Morphismus f : X — Y in 4 ein
Morphismus von Komplexen Ix — Iy und damit ein Morphismus
R¥F(f) : R*F(X) — R*F(Y). Nach dem Lemma hingen diese

Morphismen nicht von der Wahl von Auflésungen ab. Mit anderen
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Worten: RPF ist ein Funktor von A4 zur Kategorie B.

Lemma 3.1.13.

(a) Wendet man einen additiven Funktor F auf eine spaltende Sequenz
0 - A — B— C — 0an, dann ist die Bildsequenz
0 - FA — FB — FC — 0 ebenfalls exakt.

(b) Sei0 —» I — B — C — 0 eine exakte Sequenz in einer abelschen

Kategorie, wobei I injektiv ist. Dann spaltet die Sequenz.

(c) Sei0 —» X = Y — Z — 0 eine exakte Sequenz in einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven. Dann existieren injektive Auflosungen

Ix, Iy, 17 und ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten

0 0 0

Beweis. (a) Man kann B durch A @ C ersetzen, so dass die Sequenz in

zwei Isomorphismen zerfillt, die durch den Funktor bewahrt bleiben.
(b) Wegen Injektivitdt kann der Id-Pfeil I — I zu einem Pfeils: B — |

erweitert werden, der das Diagramm

0—I—B

4/

I
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kommutativ macht. Also haben wir eine spaltende Sequenz.

s 0 0 0 — 10 0 ;
(c) Wéhle zuerst [ und I, und setze dann [, = I5, & I,. Wiederhole das

dann fiir die Sequenz der Cokerns. O
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Satz 3.1.14. Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und sei

F: A — ‘B ein linksexakter Funktor zu einer abelschen Kategorie ‘B.

(a) Fiir jedes n > 0 ist der Funktor R"F additiv. Bis auf Isomorphie von
Funktoren ist R"F unabhingig von den Wahlen der Auflosungen.

(b) Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus von Funktoren F = ROF.

(c) Fiir jede exakte Sequenz
0->X->Y—>Z->0
und jedes n > 0 gibt es einen natiirlichen Morphismus
8" : R"F(Z) — R"™F(X),
so dass die Sequenz
.-+ = R'F(X) = R"F(Y) = R"F(Z) - R™IF(X) — ...

exakt ist.

(d) Fiir jeden Morphismus kurzer exakter Sequenzen

0 X Y Z 0

|l

0 X' Y’ z' 0

und jedes n > 0 kommutiert das Diagramm

R"F(Z) —5% RIF(X)

| |

RﬂF(Zl) i) Rn+1F(X/)

(e) Ist I ein injektives Objekt, dann gilt R"F(I) = 0 fiir n > 1.
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Beweis. Der einzige nicht-offensichtliche Punkt ist die lange exakte
Sequenz. Wahle Auflosungen wie in Lemma 3.1.13 part (c). Jede
Sequenz 0 — I’§< — I’; — Ié — 0 spaltet nach Teil (b) von Lemma 3.1.13
und daher ist die Sequenz von Komplexen

0 — F(Ix) = F(Iy) — F(Iz) — 0 exakt. Nun folgt die Behauptung aus
Satz 1.7.11. O

Im Folgenden sei F : 4 — ‘B ein linksexakter additiver Funktor
zwischen abelschen Kategorien, wobei wir annehmen, dass A4 genug

Injektive hat.

Definition 3.1.15. Ein Objekt A von A heisst F-azyklisch, oder nur
azyklisch, wenn fiir jedes i > 1 gilt R'F(A) = 0. Sei X € 4. Eine exakte
Sequenz

0->X—->A"- Al > ...

heisst azyklische Auflésung von X, falls alle A/ azyklisch sind.

Beispiel 3.1.16. Injektive Objekte sind stets azyklisch, und daher sind

injektive Auflosungs stets azyklische Auflésungen.

Lemma 3.1.17. Sei
0»A—->B—->C—-0

eine exakte Sequenz in A und nimm an, dass A azyklisch ist. Dann ist die
Sequenz
0— F(A) - F(B) - F(C) - 0

ebenfalls exakt.

Beweis. Dies folgt aus der langen exakten Kohomologiesequenz aus
Satz 3.1.14. O
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Satz 3.1.18. Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und sei
F : A — ‘B ein linksexakter Funktor in eine abelsche Kategorie B. Sei
0 - X —» AY — ... eine F-azyklische Auflosung. Dann existiert
ein natiirlicher Isomorphismus R'F(X) — H'(F(A®)). Das bedeutet, dass
abgeleitete Funktoren mit beliebigen azyklischen Auflosungen berechnet wer-

den konnen.

Beweis. 1. Schritt: X = 0.

In diesem Fall miissen wir zeigen, dass fiir eine exakte Sequenz
0 — Y% > Y! — ... von F-azyklischen Objekten die Sequenz

0 — F(Y%) — F(Y') — ... exaktist.

Beweis von Schritt 1. Da F linksexakt ist, ist
0 — F(Y®) - F(Y") - F(Y?)

exakt. Sei Z/ = coker(Y/"! — Y7). Wir erhalten ein kommutatives und

exaktes Diagramm

0 Y?

\/\/
/\/\

Nach Anwendung von F erhalten wir eine exakte Sequenz
0— F(Y%) - F(Y") - F(Z") - R'F(Y") =0

Es folgt F(Z1) = coker(F(Y°) — F(Y')). Die exakte Sequenz
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0 — Z' - Y? — Y3 gibt eine exakte Sequenz
0 — F(ZY) — E(Y?) — F(Y°).
Setzen wir dies in die vorherige ein, sehen wir, dass die Sequenz
coker(F(Y?) — F(Y!)) — F(Y?) — F(Y®)
ebenfalls exakt ist. Das bedeutet, dass auch
F(YYH) — F(Y?) — F(Y®)

exakt ist. Dieses Argument wird wiederholt und beweist damit die

Ausage. O

2. Schritt: X beliebig.

Wihle eine injektive Auflosung
0->X->IP>I'—....

Nach Lemma 3.1.11 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

0 X Al Al

S

0 X g I

wobei die vertikalen Abbildungen, nach Vergroerung von I, falls
notig, als injektiv angenommen werden konnen. Sei (Y/) die Sequenz

der Cokerns der vertikalen Abbildungen. Wir erhalten ein exaktes,
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kommutatives Diagramm

0 0

Jede Spalte liefert eine lange exakte Sequenz wie in Satz 3.1.14, welche
fiir j > 0 und k > 1 die exakte Sequenz
0 = R*F(I') — R*F(Y/) — RFMIF(AI*1) = 0 enthalt. Wir sehen also, dass
auch Y/ azyklisch ist. Ferner, Lemma 3.1.17 impliziert, dass jede
Sequenz

0 — F(A)) —» F(I') = F(Y/) = 0

exakt ist. Wir erhalten eine exakte Sequenz von Komplexen
0 — F(A) = F(I) = F(Y) — 0.
mit der entsprechenden langen Kohomologiesequenz
H7'F(Y) — H'F(A) — H'F(I) = H'F(Y).

Nach dem ersten Schritt sind beide Enden gleich Null, also ist der Pfeil

in der Mitte ein Isomorphismus und damit

H'F(A) = H'F(I)) = RF(X). O
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3.2 Delta-Funktoren

Definition 3.2.1. Sei 4 und ‘B abelsche Kategorien. Ein 6-Funktor von
A nach ‘B ist eine Sequenz von additiven Funktoren T,i=0,1,2,...,
zusammen mit einer Familie von Morphismen &' : T/(C) — T'*1(A) fiir

jede exakte Sequenz0 — A — B — C — 0, so dass
e Fiir jede kurze exakte Sequenz in 4:
0—-A—->B—->C—0
ist die Sequenz
0 — T%A) — TB) —» T°(C) - TYA) — ...
... = TP(A) — TP(B) — TP(C) - TP*Y(A) — ...

exakt.

e Fiir jeden Morphismus kurzer exakter Sequenzen

0 A B C 0

Lo

0 X Y zZ 0

liefern die Verbindungs-Homomorphismen 6 ein kommutatives
Diagramm
T7(C)—= T (A)
|
TP (Z) —% TP+1l (X).
Definition 3.2.2. Ein 6-Funktor T heisst universeller 6-Funktor, falls
tiir jeden anderen 6-Funktor S und jede natiirliche Transformation
fO: 7% - S0 es eine eindeutig bestimmte Sequenz von natiirlichen

Transformationen f* : TP — SP gibt, so dass fiir jede exakte Sequenz
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0 - A — B — C — 0das Diagramm

.o — = TP(A) — TP(B) — TP(C) =% TP 1(A) — - --

| A s

c . ——SP(A) — SP(B) — SP(C) —% P+ (A) — - -«
kommutiert.

Lemma 3.2.3. Seien S und T universelle 6-Funktoren und es gelte T® = S°.
Dann gilt TP = SP fiir jede p > 0.

Beweis. Sei f°: T° — S° ein Isomorphismus mit Inversem g¢° : S° — T°.
Sei fP und g” die eindeutig bestimmten Fortsetzungen fiir p > 1. Dann
ist fP¢* eine Fortsetzung von f°¢Y = 1d, die mit den 6s kommutiert. Da
eine solche Fortsetzung eindeutig bestimmt ist, folgt fP¢” = Id. Die
andere Richtung geht ebenso, also sind die f? Isomorphismen. O

Definition 3.2.4. Ein Funktor F : 4 — ‘B heisst ausléschbar, falls fiir
jede Objekt X € A4 es einen mono u : X — I gibt, so dass F(u) = 0. In
den Anwendungen gilt sogar F(I) = 0, aber die Definition ist ein wenig

allgemeiner.

Beispiel 3.2.5. Seien A4, B abelsche Kategorien, F : 4 — ‘B additiv und
linksexakt und nimm an, dass A4 genug Injektive hat. Dann gibt es
rechts abgeleitete Funktoren RPF fiir p > 1 und diese Funktoren sind

ausloschbar, da sie auf injektiven Objekte verschwinden.
Lemma 3.2.6. Sei ( eine Kategorie und sei

s—Ih.x
f 0

’

y-“.p

ein cocartesisches Diagramm, also P ist das Co-Faserprodukt von X und Y.
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e Ist hein Epi, dann ist i’ ebenfalls einer.

e Hat C genug injektive und ist h mono, dann ist auch h’ mono.

Beweis. In einer Ubungsaufgabe wurde dieselbe Aussage fiir die duale

Kategorie bewiesen. O

Satz 3.2.7. Sei T ein &-Funktor, so dass jeder TP, p > 1 ausldschbar ist.
Dann ist T universell.

Beweis. Sei S ein weiterer 6-Funktor und sei f°: T° — S° gegeben. Wir
16schen ein gegebenes Objekt A von A mit einem Objekt I aus und

erhalten eine exakte Sequenz
0>A—>I—>C—0

mit T' (1) = 0. Nach der langen exakten Sequenz, bilden die soliden

Pfeile ein kommutatives exaktes Diagramm:

701) =9 70(C) 22 T1(A) — 0

| | 7

50122 50(0) =% 51(A).

Die letzte Null kommt von T'(u) = 0. Es folgt, dass 67 = coker(T°(v)).
Da die zweite Zeile exakt ist, erhalten wir 655°(v) f{ = 0 und so
65 f°(C)T°(v) = 0. Daher gibt es einen eindeutig bestimmten Pfeil f1(A),

so dass das ganze Diagramm kommutiert.

Wir miissen zeigen, dass f ! eine natiirliche Transformation ist, d.h.,
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dass fiir jeden Morphismus 7 : A — B in 4 das Diagramm

T'(4) 22 71(B)

fi f3
slgA) 5, S&B)

kommutiert. Hierfiir sei 7: A — B ein Morphismus in 4. Betrachte das
Cofaserprodukt P:

A——]

-
Da u mono ist, ist nach Lemma 3.2.6 der Pfeil B — P ebenfalls mono.
Sei P < N ein Monomorphismus, der P ausloscht. Wir erhalten ein

exaktes kommutatives Diagramm:

wobei B — N die Komposition B — P — N und Y der Cokern ist. Das
Diagramm, dessen Kommutativitdt wir zeigen wollen, ist die rechte

Seitenfldche des folgenden Wiirfels:

T°(C) o TY(A)
x% ‘ N
o TO(Y) l T'(B)
(e S'(A) vor |1
N
SO(Y) SL(B).

Alle anderen Fldchen dieses Wiirfels kommutieren und da 67 ein epi ist,
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kommutiert die rechte Seite auch.
Als nédchstes miissen wir zeigen, dass f; mit dem
Verbindungs-Homomorphismus 6 kommutiert. Sei

0-A—-B—-C—-0

eine exakte Sequenz in 4. Mit derselben Cofaserprodukt-Konstruktion
erhidlt man einen ausloschenden Monomorphismus A — [ und ein

exaktes kommutatives Diagramm

0 A B C 0
b
0 A I X 0
Betrachte das Diagramm:
T°(C)
HONIRN

0 s
lf X%(ﬁ) \

S9(X) 0

Wir wollen zeigen, dass die rechte Seite kommutiert. Die Dreiecke oben
und unten kommutieren nach der Definition des 6-Funktoren. Das
linke Quadrat kommutiert, da f° eine natiirliche Transformation ist.
Das vordere Quadrat kommutiert nach der Definition von f'. Daher

kommutiert das letzte Quadrat ebenfalls.

Ein Iteration dieses Arguments mit dem Indexpaar (1,7 + 1) an Stelle

von (0, 1) liefert den Satz. O
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4 Garben

4.1 Topologische Garben

Definition 4.1.1. Sei X ein topologischer Raum und sei Off(X) die
Kategorie, deren Objekte die offenen Mengen in X sind und die

einzigen Morphismen sind die Inklusionen U < V ftir U C V.

Eine Pragarbe ist ein kontravarianter Funktor
F : Off(X) —» AB.

Man kann statt der Kategorie von abelschen Gruppen an dieser Stelle
jede Kategorie nehmen. Entsprechend erhélt man Garben von Mengen,
Ringen, Moduln, etc. Da es fiir den Garbenbegriff keine Rolle spielt,
bleiben wir zunéchst bei den abelschen Gruppen, spater nehmen wir
Moduln.

Bemerkung 4.1.2. Sei  eine Pragarbe auf X. Zu jeder offenen Menge
U c X hat man eine abelsche Gruppe ¥ (U) und fiir jede Inklusion

V c U einen Gruppenhomomorphismus F (U) — ¥ (V), den man die
Restriktion nennt und in der Form res{] oder s - s|y schreibt. Es folgt
dann, dass fiir s € F (U) gilt

(sl)lw =slw, und sly =s.
Definition 4.1.3. Die Elemente von ¥ (U) werden Schnitte iiber U der
Garbe # genannt. Ein Element s € F (X) heisst globaler Schnitt.
Beispiele 4.1.4. Wir fixieren eine abelsche Gruppe A und einen

topologisch Raum X.

(a) Sei M, die Pragarbe aller Abbildungen, d.h., fiir eine offene
Menge U sei M4(U) die Menge aller Abbildungen s : U — A. Dann
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ist M, eine Préagarbe bei der s|y wirklich die Einschrankung der
Abbildung s ist.

(b) Mit X 4 bezeichnen wir die konstante Prigarbe mit Wertegruppe
A. Nach Definition ist &K 4(U) die Menge aller lokalkonstanten
Abbildungen s : U — A. Dann ist K 4 eine Pragarbe auf X.

(c) Fiir einen fest gewdhlten Punkt xy € X setze

A if xoe U
SU) = SaU) =
0 sonst.
Mit der Restriktion
u IdA Xg € V,
res;, =
0 sonst

wird S eine Pragarbe, die man die Wolkenkratzerpragarbe in x,

mit Wertegruppe A nennt.

(d) Schliesslich sei Z(U) = A fiir jede offene Menge U und setze

, |da u=v,
res,, =

0 sonst.
Diese Daten definieren eine Préagarbe auf X.

Definition 4.1.5. Ein Morphismus von Prigarben ¢ : f — § ist eine
Familie von Gruppenhomomorphismen (¢ : F (U) — G (U))ucx offens
so dass fiir jede Inklusion von offenen Mengen V C U das Diagramm

FU)2L G

u u
lresv lresv

FWV)2L G(v)
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kommutiert.
Beispiele 4.1.6.

(a) Sei K 4 die konstante Garbe auf X mit Wertegruppe A. Dann
induziert jeder Gruppenhomomorphismus g : A — B einen

Morphismus von Priagarben
& Ka—=XKsp  gs)=gos

(b) Fiir einen festen Punkt x, sei S4 die Wolkenkratzer-Pragarbe in x
mit Wertegruppe A. Dann induziert jeder
Gruppenhomomorphismus g : A — B einen

Pragarben-Homomorphismus
S84 — S, g(s) = g(s).

(c) Sei fy: X — {0, 1} eine lokalkonstante Abbildung, also f ~1(0) und
f£71(1) sind beide offen. Dann induziert f einen
Pragarben-Morphismus ¢ : K 4 — K 4 durch

Pr(s)(x) = f(x)s(x).

* % %

Definition 4.1.7. Eine Garbe iiber einem Raum X ist eine Pragarbe F

mit den Eigenschaften:

e (Lokalitit) Sei U c X offen und sei (U,);c; eine offene Uberdeckung
von U, also U = |J;; U;. Ferner sei s € ¥ (U), so dass s|, = 0 fiir
jedei€l. Dannists = 0.

e (Verklebung) Sei U C X offen und sei (U;);es eine offene

Uberdeckung von U. Sei (s;)ic; eine Familie mit s; € F (U;), so dass
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tiir je zwei 1, j € I gilt
Silu,ﬂuj = SlejﬂU]"

Dann existiert ein s € F (U), so dass s; = s|y, fiir jede i € I.

Das Lokalitdtsaxiom sagt, dass ein Schnitt durch seine lokalen
Einschrankungen festgelegt ist und das Verklebungsaxiom, dass lokale

Schnitte zu einem globalen Schnitt verklebt werden konnen.

Beispiele 4.1.8. (a) Die Prigarbe aller Abbildungen M} ist eine Garbe.

(b) Die Pragarbe F (U) = C(U, R) aller stetigen Abbildungen nach R ist
eine Garbe: Das Lokalitdtsaxiom ist bei Einschrankung von
Funktionen immer erfiillt und fiir das Verklebungsaxiom stellt man
fest, dass man zu einer offenen Uberdeckung U = | J,; U; eine
Familie von stetigen Abbildungen s; : U; — R mit s; = s; auf U; N U;
(Kompatibilitdt) zu einer stetigen Abbildung s : U — IR verkleben
kann, d.h., man definiert s(x) = s;(x) falls x € U;, wobei die
Wohldefiniertheit aus der Kompatibilitdt folgt und die Stetigkeit

aus der Tatsache, dass s lokal immer gleich einem der s; ist.
(c) Die konstante Pragarbe X 4 ist eine Garbe.
(d) Die Wolkenkratzerpragarbe S, », ist eine Garbe.

(e) Sei X # 0. Die Pragarbe Z mit Z(U) = A und res‘L,I = 0 ist keine
Garbe, falls A # 0, denn fiir eine Garbe ¥ gilt F (0) = 0 wie wir

noch beweisen werden.

(f) Sei A eine abelsche Gruppe, X = Rund ¥ (U) = A falls U = X, und
F (U) = 0 sonst. Dann ist F eine Priagarbe, die das

Verklebungsaxiom erfiillt, nicht aber Lokalitét.

(g) Sei A # 0 eine abelsche Gruppe, X = R und sei ¥ (U) = 0, falls der
Durchmesser von U grofer als 1 ist. Sonst sei F (U) = A. Die
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Restriktionsabbildungen sind die natiirlichen Einbettungen. Dann
ist  eine Prédgarbe, die das Lokalitidtsaxiom erfiillt, nicht aber das

Verklebungsaxiom.

Bemerkung 4.1.9. Die Garbenaxiome implizieren, dass fiir jede Garbe
F gilt F(0) = 0. Um dies zu zeigen, sei s € ¥ (0) und sei (U;)e die leere
Uberdeckung, d.h., I = 0. Dann gilt fiir jedes i € I, dass s|y, = 0, da I gar

keine Elemente hat! Nach dem Lokalitdatsaxiom ists = 0.

Lemma 4.1.10. Eine Priigarbe F ist genau dann eine Garbe, wenn fiir jede
offene Uberdeckung U = | J,¢; U; die Sequenz

FW)—L 10 Fuy —411, Fanuy)

exakt ist, wobei die Produkte iiber I und I X I laufen und f(s); = sly,, sowie

a(s.)ij = silunu, und (s.) = sjlunu;- §(s+) =ij=si — ;.
Beweis. Klar. O

Definition 4.1.11. Ein Garbenhomomorphismus ist dasselbe wie ein

Pragarbenhomomorphismus, nur halt zwischen Garben.

Die direkte Summe zweier Garben F und G ist definiert als die Garbe
ue FU)e GgU).

Man sieht leicht, dass dies in der Tat eine Garbe ist.

Definition 4.1.12. Eine Untergarbe # einer gegebenen Garbe ¥ ist
eine Garbe, so dass fiir jede offene Menge U die Gruppe H (U) eine
Untergruppe von ¥ (U) ist und die Restriktions-Homomorphismen von

H und F auf diesen Gruppen iibereinstimmen.

Die letzte Bedingung bedeutet, dass fiir je zwei offene Teilmengen



Kohomologie und Garben 77

V c U das Diagramm
H jLI)% fjll)
HV)— F(V)

kommutiert.

Beispiele 4.1.13. e Eine Prigarbe P auf R, die jeder offenen Menge
U # ( die Gruppe Z zuordnet, kann keine Garbe sein, egal wie die

RestriktionsHomomorphismen aussehen.

Angenommen, es ist eine Garbe. Sei U = (—c0,0) und V = (0, ),
sowie W = U U V. Wegen des Verklebungsaxioms gibt es ein

a € P(W) mitaly = 1 und aly = 0. Ebenso gibt es ein b € P(W) mit
blu=o und b|y = 1. Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus
¢ : Z7* - Z,durch (k,I) > ka + b € P(W) = Z. Sei (k,]) € ker(¢).
Dann gilt 0 = (ka + Ib)|i; = k € P(U) = Z und so k = 0. Ebenso folgt
[ = 0. Also ist ¢ injektiv. Aber es gibt keinen injektiven

Gruppenhomomorphismus Z? — Z, Widerspruch!

e Die Garbe O aller holomorphen Funktionen auf C ist eine Garbe

von Ringen.

* % %

Definition 4.1.14. Sei ¥ eine Pragarbe auf dem Raum X und sei x € X
ein Punkt. Sei I die Menge aller offenen Umgebungen U C X von x. Die

umgekehrte Inklusion definiert eine Ordnung auf I, also
u<v o UDV

Der Halm im Punkt x ist die Gruppe

, = lim F (L.

Usx
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Beispiele 4.1.15.

e Sei A eine abelsche Gruppe und X die konstante Garbe auf X mit
Gruppe A. Fiir x € X ist die Abbildung

K= A,
[(U, )]~ f(x)

ein Isomorphismus X, — A. Das bedeutet, dass fiir die konstante

Garbe alle Halme gleich sind.

e Sei A # {0} eine abelsche Gruppe, x € X und sei F die
Wolkenkratzergarbe in x mit Gruppe A, also

FU=A & xel

Beachte, dass X ein Hausdorff-Raum ist. Fiir y # x in X gibt es dann
eine offene Umgebung V von y mit (V) = 0, also ist der Halm ¥,
in y gleich 0. Die Halm in x ist A. Daher der Name Wolkenkratzer.

Definition 4.1.16. Sei U C X offen und x € U. Ein Schnitt s € F (U)
induziert ein Element des Halms F,, den wir in der Form s|, € %,

schreiben.

Lemma 4.1.17. Sei F eine Garbe. Falls ein Schnitt auf allen Halmen

verschwindet, ist er Null.

Beweis. Die Gleichung s|, = 0 bedeutet, dass es eine offene Umgebung
U, c U gibt, so dass s|i;, = 0. Diese U, bilden eine offene Uberdeckung
von U, auf der s verschwindet. Nach dem Lokalitdtsaxiom folgt

s = 0. O

Lemma 4.1.18. Sei s, t € F (U) fiir eine Garbe F und eine offene Menge U.
Dann ist die Menge
Vz{uell:slxztlx}
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offen.

Beweis. Seiv € V. Da slx = t|,, gibt es nach der Definition des Halms
eine offene Umgebung W C U von x, so dass s|w = t|w. Fiir jedes w € W
git dann ebenfalls s|,, = |, und damit W C V, also ist V offen. O

Definition 4.1.19. Sei ¢ : F — G ein Pragarben-Homomorphismus.
Dann induziert ¢ einen Gruppenhomomorphismus ¢, : F, — G, fur
jedes x € X. Fiir komponierbare Morphismen gilt (¢1), = ¢, und
Id, = 1d.

Proposition 4.1.20. Ein Morphismus von Garben ¢ : F — G ist genau
dann ein Isomorphismus, wenn alle induzierten Abbildungen auf den Halmen

¢x : Fr = Gy Isomorphismen sind.

Beweis. Ist ¢ ein Isomorphismus, dann existiert ein ¢ : G — ¥, so dass
Y¢ = Id und ¢ = Id. Fiir jedes x € X gilt Id, = (¢p1)x = ¢, und

Id, = Yy, also ist ¢, invers zu ¢y, also ist ¢, ein Isomorphismus.

Umgekehrt sei ¢, ein Isomorphismus fiir jedes x. Wir wollen zeigen,
dass ¢ ein Isomorphismus ist. Hierzu reichte es, zu zeigen, dass fiir
jede offene Menge U C X der Gruppenhomomorphismus

¢u : F(U) — G(U) ein Isomorphismus ist, denn: in dem Falle definiert
man 1y = ¢;;. Die Vertriglichkeit mit Restriktion vererbt sich von ¢

auf 1), also ist ¢ ein Garben-Homomorphismus, also ein Inverses zu ¢.

Wir zeigen, dass ¢y injektiv ist. Seis € F (U) mit ¢y (s) = 0. Dann gilt
tiir jedes x € U, dass 0 = ¢y(s)lx = ¢«(sly), so dass also s|, = 0 fiir jedes
x € U und nach Lemma 4.1.17 folgt s = 0, also ist ¢ injektiv.

Fur Surjektivitit seis € G(U). Fiir jedes x € U ist die Abbildung
¢x : Fr = Gy surjektiv, also gibt es ein f, € F, mit ¢.(fy) = sly. Das
bedeutet, dass es eine offene Umgebung U, ¢ U von x gibt, so dass
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fr = tyly flir einen Schnitt ¢, € F (UL,). Also induzieren die beiden
Schnitte ¢ (ty) und s|; dasselbe Element im Halm G. Es existiert also

eine offene Umgebung U, c U,, so dass

bu, (tlu,) = slu,-

Die U, bilden eine offene Uberdeckung von U.

Wir wollen zeigen, dass fiir alle x, y € U
ty=t, auf U,NU, (*)
gilt. Dann liefert das Verklebungsaxiom einen Schnitt in € F (U), der

alle t, induziert.

Um (x) zu zeigen wihle z € U, N U,,. Es gilt

(Pz(txlz) = S(Z) = (Pz(ty|z)

und damit t,[, = t,|,. Das bedeutet, dass es eine Umgebung V', von z
gibt, so dass t,|y, = t,|y,. Die V, bilden eine offene Uberdeckung von
U, N U, auf der lokal ¢, — t, = 0 gilt. Nach dem Lokalitdtsaxiom gilt
dies also auf U, N U,

Nach dem Verklebungsaxiom gibt es einen Schnitt t € F (U) mit ¢y, = t,
tiir jedes x. Die Schnitte s und ¢(t) stimmen auf jedem Halm iiberein

und sind daher nach Lemma 4.1.17 gleich. Daher ist ¢ surjektiv. O

* X X

Garbifizierung

Definition 4.1.21. Sei F eine Pragarbe. Sei G(}') die Kategorie, deren
Objekte die Pragarben-Morphismen ¢ : F — G sind,
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Proposition 4.1.22. Sei ‘F eine Prigarbe. Dann gibt es einen
Priigarben-Morphismus 0 : F — F*, der F in der Unterkategorie von
Garben darstellt, siehe Lemma 1.2.16.

Das bedeutet insbesondere, dass jeder Pfeil F — 2 fiir eine Garbe 2

eindeutig iiber O faktorisiert.

Beweis. Wir konstruieren die Garbe ¥ *as follows. Fiir eine offene
Menge U c X sei F *(U) die Menge aller Abbildungens: U — | |, %

so dass

e fiir jedes x € U gibt es eine offene Umgebung V C U und ein
t € F(V), so dass fiir jedes y € V gilt s(y) = t,.

Insbesondere folgt dann s(x) € ¥, fiir jede x.

Wir zeigen, dass  * eine Garbe ist. Die Restriktion res‘L} ist als eine
Einschrankung von Abbildungen definiert. Damit ist das

Lokalitatsaxiom klar.

Fiir das Verklebungsaxiom sei U = | J,; U; eine offene Uberdeckung
und sei s; € F*(U,), i € I gegeben mits; = sjauf U; N Uj, i,j €1 Das
bedeutet, dass fiir jedes x € X es ein eindeutig bestimmtes s(x) € F, gibt
mit s(x) = s;(x) fiir jede i € I fiir das x € U;. Nach Definition gilt dann
slu, = s; fiir jedes i € [ und also s € F *(U).

Es bleibt die universelle Eigenschaft zu zeigen. Wir definieren

0:F — F*indem wir s in der abstrakten Gruppe F (U) durch die
Abbildung auf U ersetzen, die jedex x € U auf s(x) € ¥, wirft. Dies ist
ein Pragarben-Homomorphismus. Dann sei ¢ : F - g ein beliebiger
Pragarben-Homomorphismus zu einer Garbe G. Wir konstruieren
im Diagramm wie folgt: seis € F *(U) fiir ein offenes U c X. Nach

Konstruktion existiert fiir jedes x € U eine offene Umgebung U, C U
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und ein Element t, € F (U,), so dass s(u) = t,|, fiir jedes u € U, gilt.

Fiir alle x, y € U liegt (t, — t,)|u,nu, im Kern von 6. Fiir gegebenes
u € U, N U, existiert daher eine offene Umgebung V C U, N U,, so dass

tle = tylV- Damit

Ptxlunu )l = V)l = Oyl = dEylunu, )

Mit Lemma 4.1.17 folgt

P(telunu,) = dtylunu,)

Definiere g, € G(U,) durch g, = ¢(tr). Wir haben eine offene
Uberdeckung U = |J,¢; U,. Fiir x,y € U haben wir gerade gezeigt, dass
Sxlu,nu, = gylu,nu,- Da G eine Garbe ist, gibt es ein eindeutiges

g € G(U), das gy induziert. Wir setzen 1)(s) := g. Dies alles ist
kompatibel mit Restriktionen, daher ist i ein Garbenhomomorphismus.

Die Eindeutigkeit von g folgt aus der Eindeutigkeit von . O

Definition 4.1.23. Man nennt # * aus der Proposition die

Garbifizierung von ¥ .

Bemerkung 4.1.24. Fiir jedes x € X ist der Halm ¥, natiirlich isomorph
zu dem Halm F.*. Ist F selbst schon eine Garbe, dann ist 0 ein

Isomorphismus, wie man der universellen Eigenschaft entnimmt.

Definition 4.1.25. Sei ¢ : F — G ein Pragarben-Homomorphismus.
Wir definieren
kerps ¢ : U - ker ¢y

und

cokerp; : U > coker ¢y,
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mit den Pragarben-Morphismen

kerpa(9) — F, G — cokerp(9).

Lemma 4.1.26. Sei ¢ : F — G ein Garbenhomomorphismus. Dann ist

ker,,; ¢ eine Garbe, aber coker,,; ¢ ist im Allgemeinen keine Garbe.

Beweis. Fiir das Lokalitdtsaxiom sei U = | J; U; und sei s € kerp; ¢y mit
slu, = 0 fiir jedes i € I. Dann folgts = 0, da F das Lokalitdtsaxiom
erfiillt.

Fiir das Verklebungsaxiom sei s; € kerps ¢y, mit siluinu; = sjlunu; fur alle
i,j€l. Da f das Verklebungsaxiom erfiillt, gibt es ein s € F (U) mit

s|u, = s;. Wir miissen zeigen, dass s € ker ¢y;. Wir wissen, dass

du(s)lu, = du,(slu,) = Pu,(si) = 0 und daher ¢y(s) = 0, nach dem
Lokalititsaxiom fiir F.

Wir geben ein Beisplie, in dem cokerp.; ¢ keine Garbe ist. Sei X = R/Z,

seiO<e<}Lund

U1:(—£,l+e)+Z, U2:(1—3,1+e)+Z.

2 2

Fiir eine offene Teilmenge U von X sei F (U) die Menge aller
lokalkonstanten Funktionen U — R und G(U) die Menge aller stetigen
Funktionen U — R. Sei ¢y : F (U) — G(U) die Inklusionsabbildung.
Fiir —e <x < 3 +¢eseisi(x) =xund fiir § — e <x <1+ ¢seis(x) =
Dann sind s3, s, Elemente von G(U,), resp. G(LI»). Die Differenz s, — s,
ist lokalkonstant auf U; N Uy, also gilt s; = s, mod ¢y,nu,- Aber es gibt
keinen Schnitt s € G(U; U Uy) = G(X) mit sy, =s; mod ¢y, da jeder
Schnitt von G(X) in 0 und 1 denselben Wert hat. O

Definition 4.1.27. (a) Ist ¢ : F — G ein Garbenhomomorphismus,
dann schreiben wir ker(¢) statt kerp.s(¢).
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(b) Wir definieren den Garben-Cokern von ¢ als die Garbifizierung

der Préagarbe cokerp,s(¢) und wir schreiben diese Garbe als coker ¢.

(c) Die Bildgarbe eines Garbenhomomorphismus ¢ : f — G ist die
Garbifizierung der Pragarbe U +— im ¢y;. Wir schreiben diese Garbe
als im(¢).

Proposition 4.1.28. Die Kern k : X — F des Garbenhomomorphismus
¢ : F — G ist ein Kern im kategorientheoretischen Sinn von Definition 1.5.1.

Das bedeutet, er hat die folgende universelle Eigenschaft: Sei ) : H — F ein
Garbenhomomorphismus mit ¢ o Y = 0. Dann gibt es einen eindeutig

betstimmten Garbenhomomorphismus 0 : H — K, so dass das Diagramm

. P/

kommutiert. Der Cokern hat dieselbe Eigenschaft mit umgedrehten Pfeilen.

Beweis. Sei (#,) wie in der Proposition. Fiir jede offene Menge U C X
ist der Morphismus ¢y o ¥y : H(U) — G (U) gleich Null, also
faktorisiert iy tiber einen eindeutig definierten Morphismus

Oy : H(U) — K (U). Da ¢ ein Garbenhomomorphismus ist, also

Yy orest! = restypy und da k dieselbe Eigenschaft hat, folgt

kvresveu = resV kuOu = kvevresg
——
:HZ/U

Da ky injektiv ist, ist 0 ein Garbenhomomorphismus. Dies zeigt die
Aussage fiir den Kern. Die Beweis fiir den Cokern sei dem Leser

iberlassen. 0
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Direkte und Inverse Bilder

Definition 4.1.29. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen
topologischen Raumen. Fiir eine Garbe F iiber X definiere das direkte
Bild als die Garbe f.F iiber Y, gegeben durch

£F@) = F(F ).

Man sieht leicht, dass dies in der Tat eine Garbe ist.

Definition 4.1.30. Ein Morphismus ¢ : f — G von Garben tiber X
induziert einen Morphismus f.¢ : . — f. G, fiir eine offene Menge
U c Y durch

‘Pf—l(u

Lo LFQ) = FEW) 25 GU) = LG,
Es gilt dann f.(¢ o ) = f.d o f.), also ist
f. : AB(X) — AB(Y)

ein Funktor, wobei AB(X) die Kategorie der Garben iiber X ist.

Beispiel 4.1.31. Ist f : X — Y eine konstante Abbildung mit Bild y, € Y
und sei # eine Garbe iiber X. Dann ist f,F die Wolkenkratzer-Garbe
im Punkt yp mit Halm ¥ (X).

Definition 4.1.32. Sei f : X — Y stetig und sei G eine Garbe tiber Y.
Man definiert das inverse Bild /™ G als die Garbifizierung der
Pragarbe
U lim G(V).
Vof(U)

Ist: F — G ein Morphismus von Garben auf Y, dann sei f~'¢ der
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Morphismus von f~!F nach f~! G given by

. ¢ .
lim F (V)= lim G(V).
Vo f(U) Vo fU)

Dann ist f~! ein Funktor von AB(Y) nach AB(X).

Beispiel 4.1.33. Sei f(x) = o die konstante Abbildung. Dann ist /' G
die konstante Garbe mit Halm G,,.

Satz 4.1.34. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Der Funktor f= ist
linksadjungiert zu f..

Um klar zu machen, was gezeigt werden muss: Wir brauchen

Bijektionen

i’g/f : Homy (f_l g, ,‘F) = Homy(g,ﬂf),

so dass fiir je zwei Garben-Morphismen ¢ : ¥ — ' und ¢ : G’ - G

das Diagramm

Homy (f‘l G, _‘]7) tg’—T>Homy (g,f,ﬂ:)
[ [
Homy (f‘1 G, _‘]—")tﬂ Homy (g’,ﬁf’)

kommutiert.

Beweis des Satzes. Da f~!G die Garbifizierung der Priagarbe
fFG:Um lim, G (V) ist, gibt es eine natiirliche Bijektion

Homx(f~'G, F) = Homx(f~ G, F).

Wir kénnen also im Folgenden die rechte Seite betrachten. Sei
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a: f~G — F ein Pragarben-Homomorphismus. Fiir eine offene
Teilmenge U C X haben wir einen Gruppenhomomorphismus

Vof(U)

Ist V C Y offen, dann ist U = f~}(V) offen in X und wir definieren

pv:G(V)— F(FHUV)) = £.F (V) durch By = ap1(y). Dann ist f ein
Pragarben-Homomorphismus und wir setzen ®(a) = .

Fiir die Umkehrung sei p: G — f.F ein Garbenhomomorphismus,
d.h., fiir jede offene Menge V C Y ist die Abbildung

Bv: G(V)— LF (V)= F(fV)

ein Gruppenhomomorphismus, der kompatibel ist mit den
Restriktionsabbildungen. Fiir offene U C X und V O f(U) gilt

U c f(V) und man erhilt einen Gruppenhomomorphismus

G(V) — F(f~'V) = F(U). Nach der universellen Eigenschaft des
induktiven Limes verkleben diese Homomorphismen zu einem

Homomorphismus

ay : lim G(V) — FU).

VoF()

Dies definiert ein Element « € Homx(f~ G, F ). Setze W(B) = a. Es gilt
Vod=Idund ®o V¥ =Id. O

4.2 Etalgarben

Definition 4.2.1. Eine Etalgarbe iiber einem topologisch Raum X ist
eine surjektive stetige Abbildung 7 : F — X, zusammen mit der

Struktur einer abelschen Gruppe auf jeder Faser F, = 171 (x), x € X so
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e 7t ist ein lokaler Homdomorpphismus, d.h., fiir jeden Punkt f € F
gibt es eine offene Umgebung W, so dass (W) offen in X ist und

7t|w ist ein Homdomorphismus auf sein Bild.

e Die Strukturabbildungen der Gruppen sind stetig.

Die letzte Punkt bedeutet das folgende: Sei S die Menge aller
(f,8) € F X F mit n(f) = m(g), dann sind die Abbildungen

S —» E E — E

(x,y) = x+y X > —Xx
stetig.

Definition 4.2.2. Die Abbildung 7 heisst die Projektion der Etalgarbe
und fiir x € X heisst die Menge F, = 771(x) der etale Halm iiber x.

Fiir eine offene Menge U C X schreiben wir F|; fiir die Etalgarbe
i U) 5 U.

Beispiele 4.2.3.

¢ (Die konstante Etalgarbe) Sei A eine abelsche Gruppe, sei
F=XXxAundsein:F — X die Projektion auf die erste
Koordinate. Wir versehen A mit der diskreten Topologie und F mit
der Produkttopologie. Dann ist 7t eine Etalgarbe, wobei alle etalen

Halme isomorphic zu A sind.

o (Die Wolkenkratzer Etalgarbe) Sei A # 0 eine abelsche Gruppe und
sei xp € X ein abgeschlossener Punkt, d.h., die Menge {xo} ist
abgeschlossen. (In einem Hausdorff-Raum ist jeder Punkt
abgeschlossen.) Sei F = (X — {xo}) U A und sei 7t : F — X definiert
durch n(y) = y fiir y € X — {xo} und m(a) = xo fiir a € A. Dann
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existiert genau eine Topologie auf F, so dass 7 ein lokaler

Homoomorphismus ist.

Wir bewrite diese Topologie, indem wir fiir jeden Punkt eine
Umgebungsbasis angeben. Fiir a € A C F ist eine Umgebungsbasis
given by alle Mengen der Form {a} U (U — {xo}), wobei U C X eine
offene Umgebung von xy ist. Ist y € X — {xo}, dann ist eine
Umgebungsbasis von y durch alle Mengen der Form U \ {xo},

gegeben, wobei U eine offene Umgebung von y in X ist.

Bemerkung 4.2.4. Aus der Bedingung des lokalen Homdomorphismus

folgt insbesondere, dass die Projektion 7 stetig ist.

Definition 4.2.5. (a) Ist 7 : F — X eine Etalgarbe und ist U C X, so

nennt man die Menge
Sr(l) = {s : U — F: stetigmitmos= Id}

die Menge der Etalschnitte iiber U.

(b) Fiir eine gegebene Etalgarbe  : F — X ist der Nullschnitt gleich
der Abbildung sy : X — F mit sp(x) = 0 € F,.

Lemma 4.2.6.

(a) Jeder Etalschnitt ist ein lokaler Homdomorphismus mit 1 als lokaler

Inversen.

(b) Die Menge Sp(U) ist eine Gruppe unter der punktweisen Addition.
Insbesondere ist der Nullschnitt stetig.

Beweis. (a) Sei o ein Etalschnitt und sei x € X ein Punkt. Dann existiert
eine offene Umgebung W C F von o(x), so dass 7t ein

Homoomorphismus W — U fiir eine offene Umgebung U von x ist. Da
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o stetig ist, ist U’ = 0~ (W) offen in U und da o ein Schnitt ist, ist
o(U’) = W € W und damit ist 0 das stetige Inverse zu 7| und da 7 ein

Homoomorphismus auf W’, ist o einer auf U'.

(b) Seien s, t € Sp(U) Etalschnitte. Da Addition und Inversenbildung in

F stetig sind, sind —s und s + t wieder stetig, also Etalschnitte. O

Proposition 4.2.7. Sei F eine Etalgarbe. Dann ist die Abbildung U +— Sp(U)
ist eine Garbe.

Beweis. Da res!] eine Einschrankung von Abbildungen ist und die
Verklebung von stetigen Abbildungen stetig ist, sind die Eigenschaften

einer Garbe trivialweise erfiillt. O

Beispiele 4.2.8.

e Die konstante Etalgarbe induziert die konstante Garbe. Denn: Sei
p: X X A — A die Projektion. Fiir einen Schnitts : X — X X A ist ps
eine lokalkonstante Funktion, da wir A die diskrete Topologie
gegeben haben. Umgekehrt liefert jede lokalkonstante Funktion

genau ein Schnitt.

e Die Wolkenkratzer induziert die entsprechende
Wolkenkratzer-Garbe.

Definition 4.2.9. Sei 7 : F — X und 7 : G — X Etalgarben. Ein
Morphismus von Etalgarben von 7 nach 7 ist eine stetige Abbildung

¢ : F — G, die auf jeder Faser ein Gruppenhomomorphismus
¢ : Fy = Gy ist.

Bemerkung 4.2.10. (a) Fiir einen Etalgarben-Morphismus ¢ muss
insbesondere ¢(Fy) C Gy gelten. Das ist gleichbedeutend mit der
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Kommutativitdt des Diagramms
F\ | / )
X

(b) Ist ¢ : F — G ein Etalgarben-Morphismus, dann liefert jede offene

Menge U C X einen Gruppenhomomorphismus

ou: FU) — GU)

definiert durch ¢y (s)(x) = ¢(s(x)). Hier ist G die Garbe der Schnitte
der Etalgarbe G.

Aquivalenz von Garben und Etalgarben

Definition 4.2.11. Sei F eine Garbe iiber X. Wir definieren den
Etalraum zu F als die disjunkte Vereinigung aller Halme:

F = %ot = Lyex Fr. Wir definieren die Projektion 7t : F — X durch

n(f) = x falls f € ¥,. Wir konstruieren eine Topologie, die 7t : F — X zu
einer Etalgarbe macht. Jeder lokale Schnitt s € # (U) liefert eine
Abbildung se; : U — F mit © o s = Idy;, ndmlich die Abbildung x + s,.
Wir versehen F mit der Topologie, die von allen Mengen der Form

set(U) erzeugt wird, wobei U durch alle offenen Teilmengen und s durch
F(U) lauft.

Lemma 4.2.12.

(a) Das so definierte Paar (1, F) ist eine Etalgarbe.

(b) Die Abbildung s v se ist ein Gruppen-Isomorphismus
¢u : F(U) — SpU)
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Beweis. (a) Sei ‘B die Menge aller Bilder se(U), wobei U C X offen ist
und s € F (U). Wir zeigen, dass ‘B stabil ist unter Schnittmengen, d.h.,

dass
A BeB = AnBeB.

Hierfiir seien A = se(U) und B = t(V). Sei Z die Menge allerx e UN V
mit |, = Set(x) = tet(x) = t|y € F,. Nach Definition des Halms F, = ‘F,
gibt es eine offene Menge W C U NV, so dass s|w = t|w. Das bedeutet,
dass s|, = t|, fiir jedes y € W und daher ist Z offen. Nach Definition gilt
AN B =5.(Z) = ter(Z), also liegt diese Menge in ‘B wie gewiinscht. Also
ist B ein schnittstabiler Erzeuger, die offenen Mengen in F sind genau

die Vereinigungen von Mengen in ‘B.

Das bedeutet insbesondere, dass jeder Schnitt s € F (U) eine stetige

Abbildung s, liefert, denn fiir eine offene Menge A C F, also
A= UieI ti,et(Vi) gllt

sad@) = | Jsalti(v) = | e sl = til)

i€l i€l
und diese Menge ist nach Lemma 4.1.18 offen.

Die Projektion 7 ist stetig, da fiir jede offene Menge U C X, die Menge
n~1(U) die Vereinigung aller se(W) ist, wobei W C U offen ist und

s € F(W). Das ist eine Vereinigung offener Mengen, also offen. Istp € F
und x = 7t(p), dann liegt p im Halm ¥, also gibt es eine offene Menge
W c X und ein s € F (W) mit p = set(x). Dann ist s.;(W) eine offene
Umgebung von p und 7 : s¢t(W) — W ist bijektiv und stetig mit stetiger
Inverser set. Das bedeutet, dass 7 ein lokaler Homdomorphismus ist.
Die Stetigkeit der Strukturabbildungen ist eine Ubungsaufgabe. Also
ist F eine Etalgarbe.

(b) Fiir die Injektivitat gelte ¢(s) = 0. Dann ist 0 = ¢(s)(x) = s|, und



Kohomologie und Garben 93

damit s = 0 nach Lemma 4.1.17. Fiir die Surjektivitat sei o0 € Sp(U). Fiir
jedes x € U gibt es eine offene Umgebung U, von x und ein ¢, € F (U,),
so dass t,|; = o(x) und W, = t,(U,) ist eine offene Umgebung von o(x),
auf der © ein Homoéomorphismus ist. Seien W = W, N o(U,) und

U, = n(W;), dann ist 0 ein Homdomorphismus U; — W7, stimmt dort
also mit t, {iberein. Dann liefern die U, eine offene Uberdeckung von U
und die ¢, kompatible Schnitte, die sich also zu einem Schnitt t € F (U)

verkleben lassen, der dann t, = o(x) fiir jedes x € U erfiillt. O

Notation. Wir identifizieren jedes s € # (U) mit seinem Etalschnitt

Set : U — F. Wir schreiben also

s(x) = set(x) = sly € ,{]:x = F,.

Satz 4.2.13. Sei V die Abbildung, die jeder Garbe F ihre Etalgarbe (F, )
zuordnet und sei @ die Abbildung, die einer Etalgarbe F auf die Garbe Sr

ihrer Schnitte wirft. Dann ist ® eine Aquivalenz von Kategorien:
{ Garben iiber X} o { Etalgarben iiber X}

mit Quasi-Inverser V.

Beweis. Folgt aus Lemma 4.2.12. O

Definition 4.2.14. Eine Sequenz von Garben-Morphismen
FLGSa

heisst exakt, falls g o f = 0 und der induzierte Morphismus

im(f) — ker(g) ein Isomorphismus von Garben ist.
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Korollar 4.2.15. Eine Sequenz von Garben-Morphismen
FLeSa

ist genau dann exakt, wenn fiir jedes x € X die induzierte Sequenz auf dem
Halm
T L G5 A

exakt ist.

Beweis. Nach Satz 4.2.13 kann man # (U) als Menge der Etalschnitte

einer Etalgarbe betrachten. Dann folgt sofort, dass
gf =0 & gxfx =0 Vyex-

Sei also gf =0. Sei F T, G 2% H die entsprechende Sequenz von

Etalgarben. Die Halme von im(f) sind

im(f). = lim f(F () = fi(F).

Das bedeutet, dass f,.:(F) die Etalgarbe von im(f) ist. Ebensoist

ker(g.t) = {x €G: gulx) = 0} die Etalgarbe zu ker(g). Die induzierte
Homomorphismus im(f) — ker(g) entspricht der Inklusion von
Etalgarben und die Exaktheit ist die Gleichheit von f.(F) und ker(g.).
Die Behauptung folgt. O

Definition 4.2.16. Sind ¢, : ¥ — G Garbenhomomorphismen, dann
ist ihre punktweise Summe ¢ + i ebenfalls ein
Garbenhomomorphismus. Auf diese Weise wird Hom(f, G) zu einer

abelschen Gruppe.

Proposition 4.2.17. Die Kategorie AB(X) der Garben abelscher Gruppen

iiber X ist eine abelsche Kategorie.
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Beweis. Die Komposition ist bilinear, da dies in der Kategorie der
abelschen Gruppen der Falle ist. Das Nullobjekt ist die Nullgarbe. Das
Produkt zweier Garben ¥, G ist isomorph zum CoProdukt und beide
sind gleich der direkten Summe U — ¥ (U) ® G(U). Also ist AB(X)
additiv. Kerne und Cokerne existieren, wie wir gerade gesehen haben.

Als ndchstes miissen wir zeigen

(a) Ist ker(f) = 0, dann ist f der Kern seines Cokerns. Ist coker(f) =0,

dann ist f der Cokern seines Kerns.

(b) Ein Morphismus f mit ker(f) = 0 = coker(f) ist ein Isomorphismus.

Fiir (a) gelte ker(f) = 0. und es sei folgendes exakte kommutative

Diagramm gegeben

I

0 ngg}[ 0

Fiir jede offene Menge U C X ergibt dies das folgende kommutative

und exakte Diagramm mit durchgezogenen Pfeilen

Z(U)

0— F(U)— G(U) - H(W)

Dann ist fi; der Kern von gy und damit faktorisiert 1 tiber f; es
existiert also geneu ein gestrichelter Pfeil y;, der das Diagramm
kommutativ macht. Aus dieser Eindeutigkeit folgt dann ay|y = ay fir
V c U und damit ist a ein Garben Homomorphismus, der 1 eindeutig
faktorisiert und damit ist f der Kern von g. Die zweite Aussage geht
ebenso (Umdrehen der Pfeile).
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(b) Aus der Bedingung folgt ker(fi;) = 0 = coker(fy) fiir jedes U. Sei
dann hy = f;*. Fiir V. c U gilt fyly = fv und daher folgt dasselbe fiir &,

so dass h einen Garbenhomomorphismus definiert, der i f = Id und
fh = Id erfiillt. O

4.3 Lokalkonstante Garben

Definition 4.3.1. Seien X ein topologischer Raum und xy € X ein Punkt.
Zwei geschlossene Wege y, 7 : [0,1] — X mit Endpunkt xy koennen
hintereinander gelaufen werden und man erhaelt einen Weg y.7.
Modulo Homotopie mit festen Enden erhilt man eine Gruppe, die
Fundamentalgruppe 71(X, xo) von X. Ist X wegzusammenhéngend, so

hangt I' = 711(X, x9) nicht vom Punkt x( ab.

Ein wegzusammenhdngender Raum X heifst einfach

zusammenhingend, falls 77;1(X) = {1} gilt.

Definition 4.3.2. Eine Uberlagerung eines Raums X ist eine stetige
Abbildung 7 : E — X dergestalt, dass es zu jedem x € X eine offene
Umgebung U gibt und einen Homdomorhismus r~}(U) — U x D,

wobei D ein diskreter topologischer Raum ist, so dass das Diagramm

n(U)—=——UxXD

N

X

kommutiert.
Fakten.

(@) Ein Raum X, der wegzusammenhingend und lokal

einfach-zusammenhéngend ist, besitzt eine universelle
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Uberlagerung X, auf der die Fundamentalgruppe I operiert, so
dass X =T\ X.

(b) Zu jeder Gruppe I gibt es einen Raum X, der I als
Fundamentalgruppe hat und eine zusammenziehbare universelle

Uberlagerung X besitzt.

Definition 4.3.3. Eine Garbe F iiber X heisst lokalkonstante Garbe,
falls jedes x € X eine offene Umgebung U besitzt, so dass F | konstant

ist.

Beispiel 4.3.4. Auf dem Raum X = S! gibt es eine Garbe abelscher
Gruppen, bei der jeder Halm isomort zu Z ist, die lokalkonstant, aber

nicht konstant ist. Beweis am Ende des Abschnitts.

Proposition 4.3.5. Sei F eine lokalkonstante Garbe iiber X. Ist X
zusammenhingend, dann ist die entsprechende Etalgarbe 1t : F — X eine

Uberlagerung. Insbesondere kann man Wege in X zu Wegen in F liften.

Beweis. Sei x € X und sei U eine offene Umgebung, auf der # konstant
ist. Eine solche Umgebung nennen wir trivialisierend. Nach 4.2.3 und
4.2.8 ist der Etalraum F|;; von ¥ |; homdomorph zu U x M, wobei

M = ¥, der Halm ist und das Diagramm

Fly—=UxM

N

kommutiert, wobei wir F|y; fiir die Etalgarbe n=}(U) 5 U schreiben.

Sei U, die Menge aller y € X, so dass es einen Isomorphismus der
Halme ¥, — ¥, gibt. Wegen Lokalkonstanz gibt es dann immer schon
Umgebungen A, B von x und y, so dass F|4 = F|g. Istdann y € U, und V

eine trivialisierende Umgebung von y, dann folgt V C U,, also ist U,
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offen und fiir jeden Punkt z € X haben wir U, = U, oder U, N U, = 0.
Damit ist U, clopen und da X zusammenhédngend ist, folgt U, = X und

daher ist 7t eine Uberlagerung. O

Definition 4.3.6. Sei I' eine Gruppe. Ein I'-Modul ist eine abelsche
Gruppe (M, +) mit einer Operation von I auf M durch
Gruppenhomomorphismen, d.h., fiir jedes y € I gilt

y(m+n)y=ym+yn

tiir alle m, n € M. Da eine abelsche Gruppe dasselbe ist wie ein Modul
des Rings Z, nennen wir eine solche I'-Operation auch eine lineare

Operation.
Beispiele 4.3.7.

e Ist R ist ein Ring und I eine Untergruppe der Einheitengruppe R*,
dann ist jeder R-Modul ein I'-Modul.

e Sei A eine abelsche Gruppe und I eine beliebige Gruppe. Die
Menge A! aller Abbildungen f : T — A ist ein [-Modul mit der

Operation
y-f(1) = fir7n).

Definition 4.3.8. Sei nun X ein wegzusammenhédngeder Raum, der
lokal einfach-zusammenhéngend ist. (Das sind die Rdume, die eine

universelle Uberlagerung X — X haben.)

Sei F eine lokalkonstante Garbe iiber X. Sei xg € X ein Punkt und sei
I' = m1(X, x¢) die Fundamentalgruppe. Sei [y] € T und seim € M = F,,.
Dann kann der Weg y eindeutig zu einem Weg y,,, : [0,1] = F = Fe
geliftet werde, der y,,(0) = m erfiillt. Schreibe y.m = y,,(1).

Lemma 4.3.9. Die Vorschrift [y]m = y.m definiert eine lineare Operation von
I" auf die Gruppe M.
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Beweis. Wir miissen Wohldefiniertheit zeigen. Seien y, T Vertreter
desselben Elements von I', d.h., y und 7 sind homotop mit festen Enden.
Sei h : I* — X eine solche Homotopie. Dann liftet i zu einer Homotopie
von V, to 7. Insbesondere gilt h(0,1) = y.m und h(1,1) = T.m. Also ist
fl(s, 1) € ,, = M fir jedes s € [0, 1]. Daher ists > ﬁ(s, 1) ein Weg in M,
der y.m und ©.m verbindet. Da M diskret ist, ist dieser Weg konstant,

also y.m = 7.m und die Operation ist wohldefiniert.

Fir [y], [t] € T gilt

1 ([t]m) = [ylt.m = p.(t.m) = (£.9) .m = (y.1)".m = [y.1]lm = ([yl[t]) m

Da der trivial Weg durch die Identitdt operiert, heben wir eine

Gruppenoperation definiert.

Schliesslich miisssen wir die Linearitdt der Aktion zeigen, also
y.(m+n)=ym+yn.

Sei v, der Lift mit y,,(0) = m und sei y, und y,,+, ebenso definiert. Fiir
jedes t € [0, 1] liegen die Punkte y,,(t) und y,(t) in der Faser tiber y(t),
sie konnen also addiert werden. Die Weg 17 : t = y,,(t) + y,(t) ist dann
ein weiterer Lift von y. Aber n(0) = m + n = 7,,4,(0) und daher stimmen

nund y,.., wegen der Eindeutigkeit der Lifts tiberein. Es gilt

y-(m+n) = Ymn(1) = (1) = ym(1) + yu(1) = y.m + y.n. O

Definition 4.3.10. Sei M ein I'-Modul. Sei X die universelle

Uberlagerung von X und sei
F=T\(X x M),

wobei I diagonal auf X X M operiert, also g(x, m) = (gx, gm). Wir
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versehen M mit der diskreten Topologie, X x M mit der
Produkt-Topologie und F mit der Quotienten-Topologie. Definiere
n: F — X durch n(T(x,m)) =Tx e T\X = X.

Lemma 4.3.11. 7t : F — X ist eine lokalkonstante Etalgarbe.

Beweis. Sei x € X und sei U eine Umgebung, die die universelle
Uberlagerung p : X — X trivialisiert. Das Urbild U = p~!(U) ist eine
disjunkte Vereinigung von offenen Mengen, die alle homéomorph zu U
sind und die von I' permutiert werden. Fixiere ein solches Uy. Sei

¢ : U — Uy die Umkehrabbildung der Projektion. Dann ist ¢ ein

Homoomorphismus und die natiirliche Abbildung
Ux M 25 Ty x M < U x M — T\ x M = Fly
ist ein Homdomorphismus, der die Garbe ¥ trivialisiert. O

Wir haben nun zwei Konstruktionen: Lemma 4.3.9 liefert einen Funktor
® von der Kategorie aller lokalkonstanten Garben zur Kategorie der
I'-Moduln. Umgekehrt liefert Lemma 4.3.11 einen Funktor W von der

Kategorie der I'"Moduln zur Kategorie der lokalkonstanten Garben.

Satz 4.3.12. Der Funktoren @ und \V sind quasi-invers zueinander. Fiir
einen wegzusammenhingenden und lokal einfach-zusammenhingenden

Raum X haben wir eine Aquivalenz von Kategorien:
{ lokalkonstante Garben } © { I'-Moduln }

wobei I' = 111(X, xo) die Fundamentalgruppe ist.

Beweis. Sei F eine lokalkonstante Etalgarbe. Wir konstruieren einen
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natiirlichen Etalgarben-Isomorphismus
T:F > WOF =T\(XxFy).

Sei f € F und sei x = n(f). Wahle einen Weg 1 in X von xp nach x und
sei 11¢ der eindeutige Lift nach F mit n(1) = f. Sei fo = £(0) € Fy,. Die
Homotopieklasse von 1 definiert ein Element [n] von X mit p([n]) = x.

Wir definieren
©(f) = T([n], fo)-

Diese Konstruktion hdngt a priori von der Wahl des Weges 1 ab. Eine
andere Wahl liefert, modulo Homotopie, einen Weg der Form .7 fiir
ein [y] € I'. In diesem Falle wird f; ersetzt durch [y]fy, also ist T eine
wohldefinierte Abbildung.

Die Definition des Inversen 7! geht so: Jedes Element von T'\X X F,, ist
von der Form I'([n], fo) mit [n] € X und fo € Fy,. Dann liftet n) eindeutig
zu einem Weg 1), mit 17, (0) = fo. Setze T‘1<F([17],f0)) = 15, (1). Es folgt,
dass 7 bijektiv ist. Die Stetigkeit von 7 und 77!, sowie die Kompatibilitit

mit Addition und Inversion werden dem Leser iiberlassen.

Fiir die Riickrichtung beginnen wir mit einem I'-Modul M und
betrachten ®W(M). Dies ist die Faser tiber xo von I'\X X M, welche nach
Definition gleich I'(fy X M) ist, also isomorph zu M, wobei f; ein

beliebiges Element der Faser tiber x ist. O



Kohomologie und Garben 102

4.4 Der Schnittfunktor

Definition 4.4.1. Sei X ein topologischer Raum. Wir betrachten den

Funktor
HY: { Garben iiber X} — { abelsche Gruppen}

gegeben durch
H(F) = F(X).

Dieser heisst der globale Schnittfunktor, oder einfach Schnittfunktor.

Will man den jeweiligen Raum betonen, schreibt man auch HY(X, F).

Beispiel 4.4.2. Wir betrachten einen wegzusammenhédngenden,
lokal-einfach zusammenhdngenden Raum X und eine lokalkonstante
Garbe ¥ . Dies kommt von einem Modul M der Fundamentalgruppe
' = 711(X) und die Etalgarbe kann in der Form I'\(X x M) geschrieben
werden. Ein globaler Schnitt s € F (X) ist eine Abbildung

s : X = I'\(X x M) der Form s(T'%) = I'(%, a5(%)), mit einer eindeutig
bestimmten stetigen Abbildung a, : X — M. Da X zusammenhingend
ist und M diskret, ist die Abbildung a; konstant. Fiir y € I gilt

['(X, a5) = s(I'X) = s(I'yx) = I'(y%,a5) = T)/_l()/f, as) = T'(%, 7/_1as)-

Das bedeutet
as =7.ds,
d.h., a; liegt in der Menge € M der I'-Invarianten. Umgekehrt liefert

jedes a; € M einen globalen Schnitt, also

HY(F) = M' = H'(T, M).
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Proposition 4.4.3. Sei Zx die konstante Garbe mit Halm Z.. Dann gilt
H(F) = Hom(Zx, F).

Insbesondere ist der Schnittfunktor linksexakt.

Proof. Der Etalraum von Zy ist Z X X und ein globaler Schnitt ist eine
lokalkonstante Abbildung s : X — ¥.. Diese induziert einen etalen

Garbenhomomorphismus 6; : Zx et — Fer durch
Os(k, x) = ks(x).
Ist umgekehrt 0 : Zx ot — Fer beliebig, dann ist
s(x) = 0(1, x)

ein globaler Schnitt von ¥ . O

4.5 Garbenkohomologie

Ab jetzt fixieren wir einen kommutativen Ring R mit Eins und
betrachten die Kategorie RMOD der R-Moduln, sowie die Kategorie
RMOD(X) der Garben von R-Moduln tiber einem topologischen Raum
X.

Proposition 4.5.1. Sei R ein Ring und X ein topologischer Raum. Dann hat
die abelsche Kategorie R MOD(X) aller Garben von R-Moduln genug
Injektive.

Beweis. Sei F eine Garbe von R-Moduln tiber X. Fiir jedes x € X ist der

Halm ‘, ein R-Modul, also gibt es eine Injektion ¥, < J, in einen
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injektiven R-Modul. Betrachte die Garbe J : U = [, Jx- Dies ist ein
Produkt von Wolkenkratzer-Garben S,(Jy), x € X in der Kategorie
RMOD(X) der Garben von R-modules iiber X. Also gilt fiir jede Garbe

G
Hom(G, J) = HHom(G,Sx(]x))-

xeX
Andererseits ist Hom(G, 5¢(Jx)) & Hom(Gy, J;). Damit existiert ein
natiirlicher injektiver Homomorphismus ¥ — J gegeben durch die
Abbildungen ¥, — J,.

Der Funktor Hom(—, 7) ist das direkte Produkt tiber alle x € X der
Halm-Funktoren F +— ‘., welche exakt sind, gefolgt von Homg(—, J),
welcher ebenfalls exakt ist, da J, injektiv ist Das bedeutet, dass

Hom(-, J) ein exakter Funktor ist, also ist J ein injektives Objekt. O

Definition 4.5.2. Die Garbenkohomologie einer Garbe ¥ ist definiert
durch die Rechtsableitung des Schnittfunktors, d.h.,

HY(F) = R'HO(F),
Man schreibt dies auch als
HYX, F) = R"H(X, F).

Definition 4.5.3. Eine Garbe ¥ heisst welk, wenn fiir je zwei offenen
Mengen V C U C X die Restriktionsabbildung res‘L} FU) - F (V)

surjektiv ist. Wolkenkratzergarben sind welk.



Kohomologie und Garben 105

Satz 4.5.4. (a) Injektive Garben sind welk.

b)Ist0 - F > G Py H =5 0 eine exakte Sequenz von Garben und

ist G welk, dann ist die Sequenz
0> FX) > GX)—> H(X)—>0

exakt. (Dasselbe gilt dann fiir jede offene Menge U C X an Stelle von
X.)

() Sei0 —» F > G L5 3 - 0 eine exakte Sequenz von Garben und
seien F und G welk. Dann ist H welk.

(d) Welke Garben sind azyklisch in Bezug auf den Schnittfunktor H°.

Beweis. (a) Sei K g die konstante Garbe mit Halm R. Fiir ein offene

Menge U c X sei K ru = ji(K rlu) die Garbifizierung der Pragarbe

Vs Kr(V) Vvl

0 sonst.

Wir zeigen, dass es fiir jede Garbe ¥ einen natiirlichen Isomorphismus

FU) =Hom(Kru, F)

gibt. Fiirs € F(U) sei ¢s : Kruy — F wie folgt definiert. Sei V c X
offen und t € K g (V). Dann

¢s(t) = tslunv.

Die inverse Abbildung von s — ¢, ist durch ¢ — s, gegeben mit
s¢ = P(1y).
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Sei I eine injektive Garbe und sei V C U C X offene Mengen. Diese
induzieren einen Mono K g v < X g und da [ injektiv ist, erhdlt man
eine Surjektion I(U) = Hom(X gy, I) = Hom(XK gy, I) = (V). Daher
ist I welk.

(b) Vorbetrachtung: Seien U, V C X offen und seien t € G(U), ' € G(V)
so dass B(t) = B(t') auf U N V gilt. Dann gibtes f € # (U U V), so dass
t'=t+a(f)autuUnV.

Beweis: Da (#' — t)|uny im Kern von f3, also im Bild von « liegen, gibt es
fre FUNV)mita(f) =+ —t. Da F welk, setzt f’ zu einem
f e FUNYV)fort. Dies ist das gesuchte Element. O

Sei s € H (X). Betrachte die Menge M aller Paare (U, t) mit U C X offen
und ¢t € G(U) mit B(t) = s|y;. Wir ordnen M durch

UH<U,t) o Ucll,tx)="F(x) Ve

Sei K C M linear geordnet und sei U = Jypex Vund 7: U — Ger
gegeben durch r(x) = t(x) falls (V,t) € Kund x € V. Dann ist r ein
stetiger Etalschnitt, also ein Element von G(U) und (U], f) ist eine obere
Schranke von K. Das Lemma von Zorn liefert ein maximales Element
(U, t) in M. Wir zeigen, dass U = X ist. Sei also x € X. Dann gibt es eine
offene Umgebung V von x und ein t' € G(V) mit () = s|y. Nach der
Vorbetrachtung kann man #' so wihlen, dass t' =t auf U N V gilt, also
kann man die beiden verkleben zu einem Schnitt auf U U V. Da U aber
maximal war, folgt V U U = U, damit liegt x in U und da x beliebig war,
ist U = X.

(c) Wir haben eine exakte Sequenz von Garben
0> F 5 G L H — 0, wobei nun F und G welk sind und wir

wollen zeigen, dass H welk ist.
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Seien V C U C X offene Mengen. Wir haben ein kommutatives

Diagramm mit exakten Zeilen (nach Teil (b))

0— F (L) — G(U)— H(U)—0

I

0— F(V)— G(V)— H(V)—0
Mit Diagrammjagd zeigt man, dass der letzte vertikale Pfeil ebenfalls
epi ist.
(d) Wir zeigen, dass welke Garben azyklisch sind Sei also F eine welke

Garbe. Da ¥ in eine injektive Garbe eingebettet werden kann, erhalten

wir eine exakte Sequenz
0> F 51 —->H -0,

wobei [ injektiv ist. Nach (a) ist I welk und nach (c) auch H. Da I
injektiv ist, gilt HP(I) = 0 fiir p > 1. Die lange exakte

Kohomologiesequenz sieht wie folgt aus:

0 - H%¥) - HY(I) - HY(H) —»
- H (F)—>0->H\(H) > H(F)—>0—-H(H) > ...

Nach (b) ist die erste Zeile exakt, wenn man eine Null ans Ende setzt, so
dass also H'(F) = 0 fiir jede welke Garbe gilt. Ferner gilt

HY(H ) = H*Y(F) fiir k > 1. Aber da H welk ist, gilt auch H'(4H) = 0
und daher H(F) = 0 und also H*(#) = 0 und so weiter. O

* X X

Feine Garben

Definition 4.5.5. Sei ¢ : F — G ein Garbenhomomorphismus. Die
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Trager von ¢, geschrieben supp(¢) ist der Abschluss der Menge aller
x € Xmito,: F— Gy #0,dh.,

supp(¢) = {x eX:py# 0}.

Bemerkung 4.5.6. In Biichern tiber Algebraische Geometrie findet man
den Tréger einer Garbe F definiert als die Menge aller Punkte x mit

F. # 0. Das heisst, man nimmt keinen Abschluss. Das ist niitzlich fiir
Nicht-Hausdorff-Rdume, da der Abschluss sonst zu gross wird. In
dieser Vorlesung nutzen wir den Trdgerbegriff wie in der Analysis, da

auch die Anwendungen vorwiegend Hausdorff-Rdume betreffen.

Definition 4.5.7. Eine Garbe ¥ heisst feine Garbe, falls fiir jede offene
Uberdeckung X = ;¢ U; es eine Familie (¢;);c; von Endomorphismen
¢i: F — F gibt, so dass

(a) supp(¢) € U; und

(b) die Familie (¢;) ist lokal-endlich in dem Sinne, dass es zu jedem
x € X eine offene Umgebung U gibt, mit U N supp(¢;) = 0 fiir alle

bis auf endlich viele i € I,

(©) Lier i =1d|#.

Beispiele 4.5.8.

(a) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jede
Uberdeckung (U;) eine Teilung der Eins, d.h., eine lokal-endliche
Familie u; € C*(M) mit supp(u;) C U; und

Zui=1.

i€l

Das heisst, dass die Garbe C* von Keimen glatter Funktionen fein
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ist, wie auch die Garbe ) von (Keimen von) glatten

p-Ditferentialformen, denn man kann definieren ¢;(w) = u;w.
(b) Wolkenkratzergarben sind fein.

Definition 4.5.9. Sei ‘U = (U,);c; eine offene Uberdeckung eines
topologischen Raums X. Eine Verfeinerung von U ist eine offene

Uberdeckung V' = (V)ej, so dass es zu jedem j € J ein i € I gibt, so dass
V]' c u,.

Ein Raum X heisst parakompakt, falls jede Uberdeckung eine

lokal-endliche Verfeinerung besitzt.

Beispiele 4.5.10. (a) Ein abzdhlbar erzeugter, lokalkompakter
Hausdorff-Raum ist parakompakt.

(b) Metrische Rdume sind parakompakt.
(c) CW-Komplexe sind parakompakt.
(d) Die lange Linie ist nicht parakompakt.

(e) Ein weiteres Gegenbeispiel ist ein Produkt von tiberabzdhlbar

vielen Kopien eines unendlichen diskreten Raums.

Erinnerung: Jeder Garbe ¥ lisst sich injektiv einbetten F < J, wobei
J ein Produkt von Wolkenkratzergarben mit injektiven Halmen ist,

siehe den Beweis von Proposition 4.5.1.
Lemma 4.5.11.
(@) Ist0 > F N G 25 H — 0 eine exakte Sequenz von Garben. Falls F

fein ist, dann ist die Sequenz von Gruppen
0> F(X)—> G(X) > H(X) - 0 exakt.
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(b) Sei J ein Produkt von Wolkenkratzergarben mit injektiven Halmen. Die
Garbe [ ist fein und injektiv.

(c) Sei0 > F > I° - I' — ... eine Auflosung in Garben I die Produkte
von Wolkenkratzergarben mit injektiven Halmen sind. Ist ‘F fein, dann
ist die Sequenz 0 — F (X) — I°(X) - I'(X) — ... exakt.

Beweis. (a) Wir miissen zeigen, dass gx surjektiv ist. Sei also t € H (X).
Dann gibt es eine Uberdeckung (U;) von X und s; € G(U;), so dass
g(si) = t|y,- Die Differenenz

Si]' = Si—S]'

ist ein Schnitt von ker(g) = # auf U; N U;. Wir nehmen an, dass F fein
ist, konnen also, nach Verfeinern von Uberdeckung annehmen, dass es
eine Familie ¢; von Endomorphismen von ¥ gibt, die sich zur Identitit
aufaddieren. Da der Trdger von ¢; in U, liegt, kann man ¢(s;;) durch
Null zu einem Schnitt in ker(g)(U;) € G(U;) fortsetzen. Sei

5= ) Bilsi).
j

Dann ist s! € ker(g)(U;) und tiber U; N U; gilt:

S/ =57 = ) Qulsi) = ) drlsi)
k k
Z Pr(si — k) + Pi(sj — 5p) = Z Pr(si —sj) = si —s;.
k k
Da g(s?) = 0 und g(s;) = t|y,, definiert die Vorschrift s(x) = (s; — s})(x) fiir

x € U; einen globalen Schnitt s von G mit g(s) = t.

(b) Sei J das Produkt aller Wolkenkratzergarben 5.(J,), wie im Beweis

von Proposition 4.5.1. Dann ist J injektiv. Wir miissen zeigen, dass
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diese Garbe fein ist. Da X parakompakt ist, reicht es, eine
lokal-endliche Uberdeckung (U))ier zu betrachten. Da J ein Produkt
von Wolkenkratzergarben ist und Einpunktmengen {x}, x € X
abgeschlossen sind, gibt es eine Familie (¢;); von Endomorphismen von
J, die in jedem Punkt nur die Werte 0 oder Id annehmen, mit der
Eigenschaft, dass supp ®@; € U; und }_; ¢; = Id. Damit ist 7 fein.

(c) Sei A ein Objekt einer abelschen Kategorie. Die Menge

End(A) = Hom(A, A) wird durch Addition und Komposition zu einem
Ring mit Eins. Die Kategorie der Komplexe einer gegebenen abelschen
Kategorie ist wieder eine abelsche Kategorie. Sei C* = (C?),cz ein
Komplex von Garben tiber einem Raum X und sei R = End(C®). Sei

N C R die Menge der nullhomotopen Endomorphismen.

N ist ein zweiseitiges Ideal in R.

Um dies zu sehen, sei ¢ € R und sei n € N. Sei P eine Homotopie, so
dass n = Pd + dP. Da ¢ ein Komplex-Morphismus ist, kommutiert es
mit den Differentialen, also n¢ = p¢d + dP¢p und damitis p¢ eine
Nullhomotopie fiir n¢. Ebenso ist P eine Nullhomotopie fiir ¢n.

Sei F eine feine Garbe und sei0 —» F — I - [! — ... eine Auflésung,
wobei jedes IF ein Produkt von Wolkenkratzergarben mit injektiven
Halmen ist. Jeder Endomorphismus ¢ : F — ¥ kann nach Lemma
3.1.11 zu einem Komplex-Endomorphismus (¢,),>0 ausgedehnt
werden, der eindeutig ist bis auf Homotopie (Lemma 3.1.11). Fiir eine
Wolkenkratzergarbe S tiber einem Punkt x( gilt

Hom(¥,.5) = Hom(*,,, S,,) und fiir ein Produkt von
Wolkenkratzergarben gilt Hom (#, [1, S,) = [1, Hom(¥,S,). Daher
sind die Differentiale des Komplexes halmweise definiert und die
Fortsetzungen ebenso, so dass supp(yy) C supp ¢ gilt. Da die

Fortsetzungen nur bis auf Homotopie eindeutig sind, erhalten wir
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einen Ring-Homomorphismus
End(¥) — End(I*)/N.

Die Sequenz 0 — ¥ (X) — I°(X) — I}(X) ist exakt. Sei also p > 1 und sei
s € IP(X) mitds = 0. Da I'"1 — [P — [P*! exakt ist, gibt es eine
Uberdeckung (Uy)ie1, so dass fiir jedes i € [ ein t; € I"~Y(U;) existiert mit
slu; = dt;. Sei (¢b;) eine Familie von Endomorphismen von ¥ zur
Uberdeckung (U;) mit supp(¢;) € U; und Y ;; ; = Id. Diese
Endomorphismen kénnen zu I°® geliftet werden mit der Eigenschaft
supp(¢;p) C U, fiir jedesi € Iund es gilt Id = h + }; ¢;., wobei h
nullhomotop ist. Da ds = 0, folgt h(s) = dt fiir ein t € [P"1(X). Wir
konnen jedes ¢;,(t;) und jedes ¢;,(dt;) durch Null ausserhalb von U;

fortsetzen und erhalten

s=hs)+ ) Gipls) =dt+ Y dip(dt) =d(t+ Y diplti) O
i i T~ i

=d¢i,p(ti)

Satz 4.5.12. Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum. Dann sind feine
Garben azyklisch.

Beweis. Sei F eine feine Garbe auf X. Nach (b) und (c) des Lemmas gibt
es eine injektive Auflosung 0 » F — I° > ' — ..., so dass die
Sequenz 0 — F(X) — I°(X) - IY(X) — ... exakt ist. Die
Garbenkohomologie ist nach Definition die Kohomologie des
Komplexes 0 — I°(X) — I}(X) — ..., der exakt ist, bis auf I°(X), also
H*YX, F) =0 fur k > 1. O
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5 Vergleich der Kohomologie-Theorien

5.1 Singulire Kohomologie
Lemma 5.1.1. Sei X ein parakompakter Hausdorff Raum.

(a) Disjunkte abgeschlossene Mengen lassen sich durch disjunkte offene

Umgebungen trennen.

(b) Zu jeder offenen Uberdeckung (U,)ic; gibt es eine offene Uberdeckung
(U?)ier mit Ul’ C U, fiir jedes i € I.

Proof. Kelly: General Topology. O

Definition 5.1.2. Eine Pragarbe P heifit welk, falls fiir je zwei offene
Mengen U c V die Restriuktion P(V) — P(U) surjektiv ist.

Lemma 5.1.3. Sei X parakompakter Hausdorff Raum. Erfiillt eine Prigarbe
‘P das Verklebungsaxiom und ist sie welk, dann ist auch ihre Garbifizierung
P* welk.

Proof. Wir zeigen zundchst, dass fuer jede offenen Menge U C X die
Abbildung P(U) — P*(U) surjektiv ist.

Hierfiir sei s € P*(U), also eine Abbildung s : U — | |,c; Py, so dass es
eine offene Uberdeckung U = | J;;; U; und s; € P(U;) gibt mit s(x) = s;(x)
fiir jedes x € U;. Da ‘P keine Garbe ist, konnen wir an dieser Stelle nicht
auf die Kompatibilitit der s; schlieRen. Nach Ubergang zu einer
Verfeinerung konnen wir (U;);e; also lokal-endlich annehmen. Weiter

wihlen wir eine Uberdeckung (U?) wie in Lemma 5.1.1.

Fiir i, j € I gilt si(x) = sj(x) fiir jedes x € U; N U;. Daher gibt es eine offene
Umgebung V; j(x) C U; N U; so dass silvi,],(x) =5 ]-Ivi,j(x). Wegen der lokalen



Kohomologie und Garben 114

Endlichkeit der Uberdeckung kénnen wir zu jedem x € X eine offene

Umgebung V(x) finden, so dass

xeU;NnU; = V(x) C Vii(x), also silvw = sjlve (1)
xel; = V(x)cU, (2)

xel = Vx) CI, (3)

V) NU, # 0= xel, (4)

Gilt dann V(x) N V(y) # 0, dann gibt es einen Index i € I, so dass
V(x), V(y) c Uj, denn: ist x € U, dann gilt nach (3), dass V(x) C U'.
Daher V(y) N U # 0 und nach (4) folgt y € Ul’ Damit folgt V(y) C U;
nach (2).

Sei dann s, = s; der nach (1) wohldefinierte Schnitt s, € P(V(x)). Dann
tolgt sxlvewnviy) = silvnvy) = Sylvmnvy)- Da P das Verklebungsaxiom

erfiillt, kommen alle s, von einem globalen Schnitt t € P(X), der dann
auf s abbildet.

Um die Welkheit zu zeigen, seien U C V offene Mengen. Betrachte das

kommutative Diagramm

PHV)— PX(V)

l |

PKU) — PR

Die Horizontalen sind surjektiv nach dem Obigen. der linke vertikale
Pfeil, da P welk ist. Damit ist auch der letzte Pfeil surjektiv. O

Sei X ein topologischer Raum und R ein Ring. Fiir eine offene Menge
U c X sei C*(U, R) = Hom(Ci(U), R) die Menge aller singulidren
Coketten in U mit Werten in R. Fiir V C U sei resg : CK(U,R) — CK(V,R)
die Restriktion. Also ist P* : U +— CK(U, R) eine Prégarbe.
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Beachte, dass P* welk ist.

Der Corandoperator d : C(U, R) — C*(U, R) kommutiert mit
Restriktion, definiert also einen Pragarben-Homomorphismus

Pk — P*1. Sei C* die Garbifizierung von P*. Dann ist C° die Garbe
aller Abbildungen mit Werten in R. Es enthilt die konstante Garbe X
als Untergarbe.

Satz 5.1.4. Sei X ein parakompakter, lokal zusammenziehbarer Hausdorff-

Raum. Die Sequenz
0 Kro 'Lt
ist eine welke Auflosung der konstanten Garbe K g. Wir schliessen

HE (X R) = HYX, K r).

Beweis. Fiir die Exaktheit in C° reicht es, zu zeigen, dass es fiir jedes

x € X eine offene Umgebung U gibt, so dass die Sequenz

K r(U) = CUU, R) — CYU, R) exakt ist. Hierfiir wahle U
wegzusammenhdngend. Sei a € ker(d), also o : U — R mit

a(y(0)) —a(y(1)) = 0 for jeden Weg y in U. Da U wegzusammenhédngend
ist, ist die Abbildung a konstant, d.h., in X z(U). Die Exaktheit an den
anderen Stellen folgt aus der lokalen Zusammenziehbarkeit, da

zusammenziehbare Raume triviale Kohomologie haben. O

Bemerkung 5.1.5. Die Aussage des Satzes wird falsch auf
nicht-lokal-zusammenziehbaren Réumen. Sei zum example X der
hawaiianische Ohrring. Dann Haben Eda/Kawamura in Die singular
homology of the Hawaiian earring. |. London Math. Soc. (2) 62 (2000), no. 1,
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305-310. gezeigt, dass

(e

ol|]z T Vi
1 j=1

1 ~
Hsing(X) =

[z
j=1

Insbesondere ist dies keine freie Gruppe. Aber die Definition der

]':

Cech-Kohomologie impliziert

' (X) = é Z
=1

und wir werden spéter sehen, dass dies auch gleich der singuldren

Kohomologie ist.

5.2 De Rham-Kohomologie

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und sei k € {O, ..., dim X} Fiir ein
offene Menge U C X ist die Menge QF(U) der k-Differentialformen ein
R-Vektor Raum. Die Abbildung U +— QF(U) ist eine Garbe QF. So ist
zum Beipiel Q° die Garbe der glatten Funktionskeime. Diese enthélt die

konstante Garbe X R als Untergarbe.

Satz 5.2.1. Die Sequenz
0o Kr—Q Lot -4
ist eine feine Auflosung der konstanten Garbe K r. Daher erhalten wir

Hip(X) = H(X, K »).
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Beweis. Wir muessen nur die Exaktheit zeigen: Aus der
Analysis-Vorlesung entnehmen wir:

Lemma 5.2.2 (Poincaré Lemma). Sei U C IR" offen und sternformig und sei
w eine glatte k-form in U mit k > 1. Ist dw = 0, dann gibt es n € Q*1(U), so
dass w = dn.

Da eine glatte Mannigfaltigkeit lokal diffeomorph ist zu sternférmigen
Mengen in IR", ist die Sequenz lokal exakt, also eine exakte Sequenz von
Garben. Nach Beispiel 4.5.8 sind die Garben QF fein. O

* X X

5.3 Gruppen-Kohomologie

Definition 5.3.1. Ein Simplizialkomplex iiber einer Menge V ist ein
System § C P(V) von nichtleeren, endlichen Teilmengen, so dass
(a) Firjedes v € V gilt {v} € S.

(b) E€ Sund 0 # F C E impliziert F € . In diesem Fall heift F eine

Seite von E.

Ein Element E € S wird Simplex oder Zelle des Simplizialkomplexes S
genannt. Fin Element von V nennt man Vertex oder Ecke des

Komplexes.

Ist E ein Simplex, die Dimension von E ist

dimE = |E[ - 1.

Im folgenden Bild sind zwei maximale Simplizes {4, b, c} und {b, d} zu

sehen.
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A

a b d

Definition 5.3.2. Sei (V,.5) ein Simplizialkomplex. Fuer jedes
e = {vo, e, vn} € S mit (n + 1) Elementen waehle einen n-Simplex

Ar € R" und nummeriere die Vertizes vy, ..., v,. Sei
Sgeom = [I_I AE]/ ~y
EeS

Wobei ~ die Aequivalenzrelation ist, die fuer F C E den Simplex Ar mit
der entsprechenden Seite von A identifiziert. Dann ist Sgeom €in
topologischer Raum. Dieser Raum heisst die geometrische
Realisierung des Simplizialkomplexes (V,.5).

Beispiel 5.3.3. Fuer eine beliebige Menge V ist der volle
Simplizialkomplex iiber V gleich dem System aller endlichen

Teilmengen.

Zwei Beispiele fuer Simplizialkomplexe:

VAN

Definition 5.3.4. Sei I' eine Gruppe. Sei ' MOD die abelsche Kategorie
aller I'-Moduln. Fiir ein I'"Modul M sei

M ={meM:ym=mVy €T}

die Gruppe aller T-invarianten Elemente. Dann definiert M > M! ein
Funktor H°(T, -) von T MOD zur Kategorie ZMOD = AB von
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Z-Moduln oder, was dasselbe ist, von abelschen Gruppen. Man sieht
leicht, dass dieser Funktor linksexakt ist. Die Rechts-Ableitungen

dieses Funktoren liefern nach Definition Gruppenkohomologie:

HNT, M) = RFHOT, M).

Satz 5.3.5. Sei I eine Gruppe. Dann gibt es einen zusammenziehbaren
Raum Y, mit einer diskontinuierlichen Operation von I', so dass also der

Quotient X = I'\Y die Fundamentalgruppe
7'(1(X) =T

hat.

Der Raum X wird auch ein K(I', 1)-Raum genannt oder
klassifizierender Raum zu I’ und dann schreibt man auch Y = EI und
X = BTI.

Proof. Sei V = INg x I' und sei § das System aller endlichen Teilmengen
E c V mit der Eigenschaft

[En({r)xT)| <1

fur jedes n € INy. Dann ist (V,.5) ein Simplizialkomplex tiber V. Let
Vo = {O} xT.

Die Gruppe I' operiert auf (V,.5) durch linkstranslationen, d.h., durch
Yk y1)s - ey} = {Gku yya)s o Gy
Nach Konstruktion gilt fiir jedes y # 1, dass

yENE =0.
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Sei Y die geometrische Realisierung. Dann operiert I' durch zellulére
Homoomorphismen, d.h., Simplizes werden auf Simplizes geworfen..

The Elemente von Y konnen in der Form
Y 4Gy
=0
geschrieben werden, wobei A; > 0 und nur endlich viele sind # 0 und

Wir behaupten, dass Y zusammenziehbar ist und dass I’

diskontinuierlich operiert.

Fiir jedes n € Ny, sei f, : Y — Y die Abbildung

%) n-1 (o)
fu {Z A m) =Y AGy)+ Y A+ 17,
j=0 j=0 j=n

Beachte, dass in f,(x) kein Summand der Form A(n, y,,) auftritt. Dann

ist f, homotop zu f,;1 durch eine Homotopie h, wie folgt

hy [Sf Z Aj(J, Vi)}

n—1
= Y Gy + (1= 9)An(m, yu) +5(Aa(n +1,7,) + Z A +1,y).
j=0

j=n+1

Wir wenden h auf dem Intervall [O, =] an, dann h; auf [2, 5 ] und so
weiter. Diese passen zusammen und geben eine Homotopie von fj zu

Id, da fiir jedes Element von Y nur endlich viele j eine Rolle spielen.

Schliesslich ist die Abbildung f; homotop zur Punktabbildung

x + (0,1d) via der Homotopie

h(s, x) = (1 =) fo(x) + s(0, Id).
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Daher ist Y zusammenziehbar.

Um zu zeigen, dass I' diskontinuierlich operiert, stellen wir zunachst
fest, dass fiir gegebenes n die Gruppe I frei auf der Menge aller
n-Simplizes operiert. Sei y € Y und sei ny der kleinste Index mit y € Y,
wobei Y, die Vereinigung aller Simplizes der Dimension ny ist. Dann
gilt stets Y, C Y},41 und eine Menge U C X ist genau dann offen, wenn

U NY, offen ist fuer jedes n.

Fiir jedes n > ny konstruieren wir eine offene Umgebung U, von x in X,
so dass
yU,NU, =0fory #1, and U,+1 NX, =U,.

Fiir n = ng sei U, = e die np-Zelle, in der x liegt. Da I frei auf der Menge
aller nyg-Zellen operiert, folgt die verlangte Eigenschaft. Sei nun n > ny
und U, bereits konstruiert. Fiir jeden (n + 1)-Simplex A wéhle einen

festen Punkt x5 im Inneren von A und setze
VA:{txA+(1—t)y:O<t<1, yeAmLIn}.

Betrachte die Menge U,,+1 = U,, U [J, VA, wobei die Vereinigung tiber

alle (n + 1)-Simplizes ldauft. Die verlangten Eigenschaften sind klar.

u:Uun.

Dann ist U eine offene Umgebung von x in X mit

Schliesslich setze

yunu+0 = y=1
Also operiert I' diskontinuierlich und, da X zusammenziehbar ist, folgt
I' = mI\X),

und X ist die universeele Uberlagerung von BI' :=T\X. O
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Sei Y = ET die universelle Uberdeckung von BI' =T'\Y. Ein I'"Modul M
induziert eine lokalkonstante Garbe M = T'\(Y x M) iiber X =T'\Y. Sei
H¥(X, M) die entsprechende Garbenkohomologie.

Satz 5.3.6. Es gibt eine natriirliche Isomorphie
HNT, M) = HNBL, M).

Insbesondere, wenn M = G eine abelsche Gruppe mit trivial I-Aktion ist,
dann ist M die konstante Garbe mit Halm G und dann impliziert Satz 5.1.4,
dass

H(T,G) = H,, (BT, G).

Beweis. Die Funktoren M +— H*(T', M) bilden einen universellen
O-Funktor auf I' MOD. Sei AB(X) die Kategorie der Garben abelscher
Gruppen auf X. Dann ist f H*X, F) ein universeller 6-Funktor auf
AB(X). Der Garben-Funktor ' MOD — AB(X), der einem Modul M die
lokal-konstante Garbe L; zuordnet, ist exakt. Daher ist M — H¥(X, L)
ein 6-Funktor auf ' MOD. Es bleibt, die Universalitdt zu zeigen. Wie
{iblich zeigen wir die Ausloschbarkeit von H* fiir k > 1. Sei M € T MOD
und sei

Iy ={a:T > M}

die abelsche Gruppe aller Abbildungen von I' nach M. Dann wird Ij; zu

einem ['-Modul durch

g.a(1) = g(a(g™'1).

Die Abbildung, die m € M auf die konstante Abbildung mit Wert m
wirft, ist eine Einbettung M < Iy von I'-Moduln. Es ist also noch zu

zeigen, dass
HYX, L) =0
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firk>1.Sein: Y — X =T\Y die Projektion.

Lemma 5.3.7. Es gilt
LIM = s KMI

wobei Ky die konstante Garbe mit Halm M auf Y ist.

Beweis. Seiy € Y und sei U eine offene Umgebung von y, so dass
UnyU =0 firjedes y € I' \ {1}. Ferner kann Iy mit [], - M identifiziert
werden, wobei I durch Permutationen und auf den Faktoren
gleichzeitig operiert. Wir schreiben C'* fiir die Menge aller
lokal-konstante Abbildungen. Dann ist £y, (11(U)) nach Definitiongleich
der Menge aller stetigen Schnitte der Projektion I'\ (TU x Iy) — T'\ (T'U).
Solch ein Schnitt s ist eine Abbildung I'l — I'\ (I'U X 1), die y € TU
auf, sagen wir, I'(y, a(y)) wirft, wobei die Wohldefiniertheit impliziert,
dass fiir y € T gilt

Iy, y " a(yy) =Ty, yy~ alyy) = T(yy, a(yy)) = s(yy) = s(y) = L(y, a(y)).

Das bedeutet, dass a(yy) = ya(y), und, da I die diskrete Topologien

tragt, ist a lokalkonstant. Wir erhalten

Ly, (n(W)) = {a € CTU L) : a(yy) = ya(y))

IR

a e C(rU [ [ M): atyy): = yay),

yel

'

R

e H C(TU, M) : a(yy)e = ya(y),

yel

[Tc(rum) = n K ueuwy. 0

‘y-el"

“V~

[l

Wir zeigen jetzt, dass 7. Ky azyklisch ist. Hierfiir beachte, dass der
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Funktor m, : AB(Y) — AB(I'\Y) exakt ist. Dies folgt aus den
Eigenschaften der Projektion 7t : Y — T'\Y, denn falls ¥ eine Garbe
tiber Y ist und y, € Y, dann ist der Halm von 7, F tiber dem Bildpunkt
11(1o) gleich

nFw= || F

yeY:r(y)=n(yo)
Da eine Sequenz von Garben genau dann exakt ist, wenn alle

Halmsequenzen es sind, schliessen wir, dass . exakt ist.

Ferner gilt fiir jede Garbe F auf Y, dass
HO (. F) = H(F),

wobei H der Schnittfunktor (links {iber I'\ Y, rechts iber Y) ist. Wir
wdhlen eine spezielle injektive Auflosung von X ) durch Produkte von

Wolkenkratzergarben mit injektiven Halmen
0> Kuy—-0FC->I'— ...

Die Bilder mt.(IF) sind wieder Produkte von Wolkenkratzergarben mit

injektiven Halmen. Da 7, exakt ist, ist die Sequenz
0->mmKy—-ml -l — ...
eine injektive Auflosung von 1, K y1. Es folgt, dass
HT\Y, 7. K ) = H(H (1)) = HY(H(I) = HA(Y, Kwm)

Die rechte Seite ist Null fiir k > 1, nach Satz 5.1.4 und der

Zusammenziehbarkeit von Y. O

* X X
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5.4 Cech-Kohomologie

In diesem Abschnitt sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum.

Lemma 5.4.1.

(@) Sei U c X offen, Z C X abgeschlossen mit Z C U. Dann gibt es eine offene
Menge V mit
ZcvVcvcl

(b) Fiir jede lokal-endliche Uberdeckung (U,)ic; gibt es eine Verfeinerung
(Vi)ier, so dass fiir jedes i € I gilt V; c U,

Beweis. (a) Sei A die abgeschlossene Menge A = X \ U. Wir betrachten
zuerst den Fall Z = {z}. Da X ein Hausdorff-Raum ist, gibt es fiir jedes

a € A eine offene Umgebung B, mit z ¢ B,. Dann ist (Ba)aea U {U} eine
offene Uberdeckung von X. Da X parakompakt ist, gibt es eine
lokal-endliche Verfeinerung (W;);e; U {U}, wobei fiir jedes j € | es ein an
a € A gibt mit W; C B,. Sei V eine offene Umgebung von z, die nur
endlich viele der W; trifft, sagen wir Wy, ..., W,,. Dann ist

V=V~WU---UW,)

eine offene Umgebung von z, die die Behauptung erfiillt, denn z ¢ B,
fiir allea € Aund W, C B, fiir ein a.

Sei nun Z beliebig. Nach dem ersten Teil gibt es zu jedem z € Z eine
offene Umgebung V, mit

zeV,cV,cl

Daher ist (V,),cz U {X \ Z} eine offene Uberdeckung von X. Sei
(Vi)ier U{X \ Z} eine lokal-endliche Verfeinerung. Da diese
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Uberdeckung lokal-endlich ist, gilt

Sei V = |J,; Vi. Dann ist V offen und

ZchV:UViCU.
i

Fiir (b) sei (U,)ics eine lokal-endliche Uberdeckung. Sei S die Menge
aller Familien offener Mengen (V;);e;, wobei | C I und V,; c U, so dass
(Vi)ier U (Uj)iern eine Uberdeckung von X ist. Wir ordnen S partiell
durch

Vieg < (Vi © JCJ, Vi=V; V.

Nach Zorns Lemma gibt es ein maximales Element (V;);c;. Wir

behaupten, dass | = I. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Sei

z=x\(|Jviu | Ju)

i€] ii)
ielN]

ip € I\ Jund sei

Dann ist Z abgeschlossen und da die V; und U; eine Gberdeckung sind,
erhalten wir Z C U;,. Nach (a) gibt es eine offene Menge V;, C X mit
ZcV;,c Vio C U;,. Deshalb kann | um iy vergrofsert werden und die

Familie war nicht maximal, Widerspruch! O

Definition 5.4.2. Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum. Sei
‘U = (U));e eine offene Uberdeckung von X. Ein Tupel (Uy, ..., Ux) von
Mengen in der Uberdeckung heisst ein Cech-k-Simplex oder in diesem

Abschnitt einfach ein k-Simplex, falls

lo| := UgU---U Uy # 0.
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Die offene Menge |o| heifit Trager von o.. Die i-te Seite eines k-Simplex
o ist der k — 1-Simplex

—_

o =Uy,...Ui..., U).

Sei F eine Garbe iiber X und sei C*(U, F) die Menge aller
Abbildungen f, die einem k-Simplex ¢ ein Element der Menge ¥ (|o])
zuordnen. Beachte, dass F (9) = 0. Die Elemente von C*(‘U, F) werden

k-Coketten genannt. Definiere
d:CNUF) - C*N(UTF)

durch
k+1

df(@) =Y (~1)'f(0)l.
i=0

Es gilt d*> = 0, also erhilt man einen Cokettenkomplex, dessen
Kohomologie man in der Form Hp(‘ll, F) schreibt. Ein
Garbenhomomorphismus ¢ : F — G induziert einen Morphismus von
Komplexen C*(U, ) — C*(U, G) und so einen Morphismus

Hk(ﬂ, F)— Hk(ﬂ, G). Deshalb ist Hk(ﬂ, -) ein Funktor von der

Kategorie der Garben tiber X zur Kategorie der abelschen Gruppen.

Ein Element f von C°(‘U, F) bildet ein U; auf einen Schnitt s; € F (U,)
ab. Istdf = 0, dann gilt

0= df(U; Uy = FUpluow, — FUdlunu,

und s;|unu; = Sjlunu,, woraus folgt, dass f(U;) = s|y, tur einen eindeutig
bestimmten Schnitt s € F (X). Umgekehrt gibt jeder globale Schnitt s
eine Abbildung f wie oben indem man f(U;) = s|y, setzt. So entsteht ein

Isomorphismus

(U, F) = HY(F,X).
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Sei V eine Verfeinerung der Uberdeckung 7. Dann gibt es eine
Abbildung u: V' — U, so dass V C u(V) fiir jedes V € V. Wir nennen
eine solche Abbildung eine Verfeinerungsabbildung Isto = (V,..., V)
ein k-Simplex der Uberdeckung V', dann ist u(o) = (u(Vo),..., u(V)) ein
k-Simplex der Uberdeckung U. So wird eine Kokettenabbildung

yi :CHU, F) » CKHYV, F) induziert, gegeben durch

uE(A©0) = F(u©)ly

und damit ein Homomorphismus
R vk
i H (U F) - HW, F).

Wir miissen zeigen, dass diese Abbildung auf der Kohomologie nicht

von der Wahl der Verfeinerungsabbildung abhangt.

Lemma 5.4.3. Sei 7 : V' — U eine andere Verfeinerungsabbildung. Dann
Qilt

Tk = He
Beweis. Wir konstruieren eine Homotopie. Sei o = (Vy, ..., Vi_1) ein
(k = 1)-Simplex. Setze

5]' = ([J(Vo), ceey [.l(V]'), T(Vj), ey T(Vk_l)).

Definiere P* : CK(U, F) — CY(V, F) durch

k-1

PE(f)(0) = ) (<1V (@)l

=0

Wir wollen zeigen:
" — u* = dP + Pd.
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Fiir f € CK(U, F) und 0 = (Vy, ..., V}) rechnen wir:

k
dP(f)(0) = Y [(-))P(A)(Va, ... Vi..., Vi)
=0

= Y O FVo), -, (V) TV VD, (Vi)

j<i
+ Z(_l)i+j+1f(H(VO)/ s m sy (U(V])/ T(V])/ ceey 7/-(Vk))hol
j>i
und
k .
Pd(f)(0) = Y (~1Ydf(@)lo
i=0
]k |
= Y (DI @Vo), ., (V) V), ., TVl
j=0
= Y D f@Vo), o gV oo, w(V), TV, (Vi
i<j
£ ) D FVO), (V) TV, (VD) T (Vi)
i>]
k
£ Y f@Vo), - 1V, oV, TVl
=0
]k
=Y F@Vo), o, p(V), (Vi) (VD
7=0

Die ersten beiden Zeilen in dem letzten Ausdruck sind gleich —dP(f)(0),
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heben sich also in dP + Pd auf. Wir erhalten

(dP + Pd)(f)(0)

k
+ Z fo(Vo), ..., u(Via), ©(Vy), ..., (Vi) ol
j=0

k
_ Z fo(Vo), ..., u(V), ©(Vis), ..., (Vi) ol
j=0

= f(t(Vo), ..., T(Vi)liet = fF(u(Vo), ..., i(Vi)ljol
= (" = ") (H)(0).

Wir haben gezeigt, dass der Homomorphismus von Komplexen u* —
nullhomotop ist und daher stimmen . und 7. auf der Kohomologie

iiberein. m|

Fiir zwei offene Uberdeckungen U und V schreiben wir U < V, falls
V eine Verfeinerung von U ist. Die Menge aller offenen

Uberdeckungen wird so eine gerichtete Menge.

Ist U < V/, dann haben wir gezeigt, dass es einen kanonischen
Homomorphismus Hk( U, F)— I:Ik(‘V, F) gibt. Die abelschen
Gruppen (I:Ik(‘él, F))q; bilden damit ein gerichtetes System. Wir
definieren

F'(X, F) = Lim FI'(2L, F).

im
—
U
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