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BILLARD und TEICHMULLERKURVEN

Vom (idealisierten) Billardspiel auf einem polygonalen Billardtisch gibt es einen
verbliiffenden und faszinierenden Zusammenhang zu handfester algebraischer Geo-
metrie: Sind die Winkel des Tisches rationale Vielfache von 7, so lassen sich endlich
viele Kopien des Tisches zu einer Translationsfliche X zusammenkleben, auf der die
Billardbahnen zu Geodéatischen werden. Variation der Translationsstruktur fiihrt zu
einer eingebetteten Kreisscheibe Ax im Teichmiillerraum, auf der die affinen Trans-
formationen von X operieren. Letztere bilden die Veechgruppe I'(X) von X. Veech
[10] hat gezeigt, dass die Dynamik des Billardflusses auf dem urspriinglichen Poly-
gon optimal ist, wenn I'(X) ein Gitter in SLo(R) ist. Dies ist dquivalent dazu, dass
das Bild von Ax im Modulraum M, (g das Geschlecht von X) eine algebraische
Kurve ist.

Diese Teichmiillerkurven sind in den letzten 10 Jahren unter verschiedenen Ge-
sichtspunkten intensiv studiert worden. Einiges davon soll das Ziel der SWAS-
Bemiihungen im Sommersemester 2011 sein. Wie iiblich gliedert sich das Programm
in drei Blocke a jeweils drei thematisch zusammenhéngende Vortrage.

I. Einfiihrung in Teichmiillerkurven

Hauptziel des ersten Blocks ist es, die oben skizzierten Konzepte einzufithren und
durch explizite Beispiele mit Leben zu fiillen: Translationsflichen, polygonale Bil-
lardtische und die ZK-Konstruktion, Veechgruppe; die Veech-Alternative; Teichmiil-
lerkurven; Spurkorper.

Als Beispiele bieten sich Origamis und evtl. McMullens L-férmige Tische in Ge-
schlecht 2 an.

Als Literatur fiir diesen Block kommen in Frage: 4], |5], [6], [8], |9], |11].

II. Algebraische Charakterisierung von Teichmiillerkurven

Ziel des zweiten Blocks ist es, Mollers Charakterisierung von Teichmiillerkurven
durch Eigenschaften der zugehorigen Variation von Hodgestrukturen zu verstehen.
Dies geschieht durch Studium der Analogie, aber auch der Unterschiede zu Shi-
murakurven. Insbesondere wird gezeigt, dass die Jacobischen der Punkte auf der
Teichmiillerkurve reelle Multiplikation mit dem Spurkorper haben. Eine wesentliche
Rolle bei der Charakterisierung spielt das Konzept der (maximalen) Higgs-Biindel.
Literatur: |7] und die darin zitierten Quellen.

III. Lyapunov-Exponenten von Teichmiillerkurven

Das aus der Ergodentheorie stammende Konzept der Lyapunov-Exponenten spielt in
den letzten Jahren eine wichtige Rolle in vielen Untersuchungen. Wir wollen in die-



sem Block zunéchst dieses Konzept allgemein erlautern und dann verstehen, wie man
die Charakterisierung von Teichmiillerkurven aus dem zweiten Block benutzen kann,
um Lyapunov-Exponenten explizit zu berechnen. Wie man Lyapunov-Exponenten
als Grade von im zweiten Block studierten Biindeln berechnen kann, steht in [1],
Sect. 8. Anschlieffend konnen dann Beispiele diskutiert werden, fiir die die Zahlen-
werte explizit bestimmt werden konnen; konkret ist das fiir zyklische Uberlagerungen
von Kopfkissen bekannt, s. [2] und [3].
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