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In dieser Vorlesung betrachten wir die elastische Energie von Kurven auf
Mannigfaltigkeiten. Diese ist z.B. ein Modell um die physikalische "Verbiegungs-
energie’ eines Stiick diinnen Drahtes zu messen. Wir werden dies allerdings aus
einer rein mathematischen Sicht behandeln und versuchen mehr iiber Minimierer
dieses Funktionals zu erfahren. Dafiir werden wir zuerst die kritischen Punkte,
d.h. die Euler-Lagrange Gleichung berechnen. Diese werden wir in den Kapiteln
und [4] analysieren und so eine genauere Vorstellung von der Gestalt moglicher
Losungen dieser Gleichung bekommen. Danach werden wir uns in Abschnitt [G]
in die hyperbolische Geometrie begeben und einen Minimierer der elastischen
Energie unter Randdaten mithilfe von variationellen Methoden konstruieren.

1 Die elastische Energie und ihre Euler-Lagrange
Gleichung

Um die benétigten differentialgeometrischen Grundlagen zu wiederholen bietet
sich Christian Bérs Buch [3] an.

Im Folgenden ist M immer eine glatte 2-dimensionale Riemann’sche Mannigfal-
tigkeit mit Metrik g.

Definition 1.1. Sei I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — M eine zweimal
stetig differenzierbare, regulédre Kurve. Sei weiterhin « : I — R die geodé&tische
Kriimmung von ¢. Dann nennen wir

F(c) ::/I,%Q(t)|c'|g(t) dt

die elastische Energie von c.

Um die Euler-Lagrange-Gleichung von W zu berechnen, miissen wir eine
Schaar von Kurven « : I x (—¢,e) — M betrachten und - F(y(-,w)) berechnen.
Sei also € > 0 fest und v : (—e,¢) x I — M eine glatte Familie von Kurven. Der
Scharparameter heifit w € (—¢,¢), wihrend der Parameter der Kurven s € I
heift. Weiter definieren wir

V(w,s) = (;9 y(w, s) =§(w,s) =+'(w, s) die Tangente der Kurve
v(w,s) == |V(w, )\ ¢ die Geschwindigkeit,

v
T(w,s) := (w, die Einheitstangente,

v(w, 8)

W(w, s) = gi(w, s) das Variationsvektorfeld
w

und k(w, s) sei die geodétische Kriimmung beziiglich der s-Variablen.
Mit diesen Bezeichnungen koénnen wir folgendes Lemma formulieren und
beweisen:

Lemma 1.2 (siehe z.B. [6] Lemma 1.1).

ov
oL = g(VaWT)v
2
= 2(VrVaW,VrT) + 2 (ROV, )T, V4T) — g (Vo W, T)



Hierbei ist R(-,-) der Riemannsche Krimmungstensor von M und V.- die ko-
variante Richtungsableitung.

Beweis. Um die erste Formel nachzuweisen bené6tigt man folgende Hilfsrech-
nung:
82719

(Vw()" = 5 +ZFWWJ (V5W)" = (VurW)"

= ’U(VTW) .

Hierbei sind die Ffj die Christoffelsymbole von g. Damit gilt dann

ov 0 Coonk i ..
% = B (9(,%))% = 2v29(Vw%7)
_ JVaWoT) vg(Ve W, T).

v

Fiir die zweite Formel benttigt man wieder eine Hilfsrechnung:

k
(VwT)kE = 6T ZF’“TWJ

= < > ZF’“ T'W?

k 2,k

7" v 8 Z k’Y

= _— F |/[/]
v2 Qw v858w+ C

1 .
= (VW) - ﬁngw, T)vy"
= (VeW)* = g(V2W, T)T*
Nun betrachtet man die eigentliche Aussage:

OK2 0
S = 30 @(VrT,VrT)) = 29(VwVrT, VrT)

(RW,T)T +VoVwT + Vy,1rT — Vo,wT,VT)
(RW,T)T + VoVwT + V_ryvrwr)+vew D — VeowT, VeT)
(R(W,T)T 4 Vg (=Tg(NeW,T) + Vo W) — g(VeW, T)V 1T,V 1T)
= 29(R(W,T)T,V7T) — 262g(V 1+ W, T)
+29 (=g(VeW, T)V1T = Tg(VN7VeW,T) = Tg(NeW,V1T) + V¥V W, VrT)
= 29(VoVeW,VrT) — 4k2g(Ne W, T) + 29(R(W, T)T,VrT)

ow
= 2
29
29

O

Theorem 1.3. Seivy: I =[0,L] — M eine regulire, glatte nach der Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Sei v auferdem kritisch fir F, d.h. alle fir alle kom-
pakten Scharfamilien v(s,w), sodass v(s,0) = v(s) und v(s,w) = ~(s,0) fir
selI\ K und K CCI gilt

d

TP (3 w) o = 0.



Dann gilt fiir die geoddtische Kriimmung K(-) von ()
d? 1 3
WK(S) = —K(s)G(v(s)) — 5(K(s))".
Hier ist G die Gaufkrimmung von M.

Beweis. Da M von Dimension 2 ist, konnen wir den Riemann’schen Kriimmungstensor
auch durch die GauBkriimmung ausdriicken:

RW,T)T = G(yg(T,T)W —g(T,W)T) = G(W — g(W,T)T)
Mit Lemma [T.2] kénnen wir nun mithilfe partieller Integration rechnen:

d d
%F(”y(~,w))|w=0 = /IK211 ds|w=0

= /L v (29 (Vo VW, VrT) + 29 (RW, T)T,V1T) — 49 (V2 W, T) K?)
+0 g(VeW, T)vK?ds

= /0 ’ 29(W, (Vr)°T) + 2Gg(W, V1 T) + 3K2g(W,VrT) + 69(W,T)K'K ds
+ [29(Vr W, VT) + g(W, —2(Vr)? - 3K°T)]

= /OL 29(W, (Vr)°T) + 2Gg(W,V1T) + 3K>g(W, VrT) + 6g(W, T)K'K ds,

denn die Variation ist kompakt. Sei N die Einheitsnormale von -y, sodass die
Frenet Gleichungen

VT =KN, VyN=-KT
gelten. Wihlen wir W (s) := ¢(s)N(s), mit ¢ € C§°(I), d.h. W zeigt in Richtung

N, so erhalten wir insgesamt

L
TP OG0 = [ o QoIN.(Vr(NE)) +2Go(N.NK) + 3K0(N.NK)) ds

L
= / ¢ (29(N, (V7)(KVrN + K'N)) 4+ 2GK + 3K?) ds
0
L
. / o (29(N, K'Y N + KVg(—KT) + K"N + K'VyN) + 2GK +3K%) ds
0
L
_ / ¢ (29(N, ~2K'KT + K(—K'T — KV¢T) + K"N) + 2GK + 3K%) ds
0

L
:/ o (—2K® + 2K" + 2GK + 3K?) ds.
0

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung erhalten wir dann die Aus-
sage. O

Definition 1.4. Sei v : I — M eine glatte, regulire, nach der Bogenlidnge
parametrisierte Kurve. Wir nennen -y elastisch, falls ihre geodétische Kriimmung
K die folgende Differentialgleichung erfiillt
d? 1 3
K (8) = ~K(:)G0() - 5 (K ()"




Fiir die weitere Theorie setzen wir die Gaulkriimmung G als konstant voraus
und kénnen dann obige Gleichung sogar explizit 16sen.

2 Analyse der Kriimmungsgleichung

2.1 Qualitatives Verhalten

In diesem Kapitel wird die Euler-Lagrange Gleichung aus Abschnitt [If unter-
sucht:

K"(s) = —GK(s) - %Kfﬂ(s). (2.1)

Hier sehen wir G € R als einen festen Parameter. Zuerst wenden wir die Ener-
giemethode auf (2.1)) an und ziehen erste wichtige Schlussfolgerungen iiber das
Verhalten der Losungen.

Lemma 2.1 (siehe [6] Gleichung (2.1)). Alle Ldosungen von (2.1) mit den An-
fangsdaten K(0) = Ko und K'(0) = K|, erfiillen folgende Gleichung

(K'())” = ~GE*(s) = {K*(s) + GIG + [Ki + (K)?

Beweis. Die Gleichung wird mithilfe der Energiemethode hergeleitet. Dalfiir
wird (2.1]) mit K’(s) durchmultipliziert und von 0 bis s integriert.

K"(s) = -GK(s) — %K?’

= K'(s)K'(s) = —-GK(s)K'(s) — %K3(5)K’(s)

r " / _ s_ / _1 3 /
N 0/ K"K () dt = O/ CR (K (1) — S K (0K (1) dr

Lo - Yt — ot rerier - Litiey w alie 4 Lt

= S(K'(5)) = 5(K()? = =G5 K(s) = cK'(s) + G5 K§ + S K
1 1

= (K'(s)" = ~GK3(s) = [ K'(s) + GK§ + (K + (K)°

Korollar 2.2. Jede Lisung von (2.1)) ist stets beschrinkt.

Beweis. Angenommen es existiert eine Folge s,, aus dem Existenzbereich von

mit

nl;rr;o | K (s5,)] = oo

Da die rechte Seite von Lemma [2.] ein Polynom vierten Grades in K mit ne-
gativem Vorzeichem vor dem hdchsten Monom ist, geht diese Seite gegen —oo.
Damit existiert ein n € N, sodass (K'(s,,))? < 0, ein Widerspruch. O

Bemerkung 2.3. Die Beschriinktheit von K liefert mithilfe von Lemma[2.1] die
Beschrinktheit von K’ und auflerdem auch von K”. Dies impliziert, dass das
maximale Existenzintervall einer Losung ganz R ist.



Wir werden spéter alle Losungen hinschreiben, benétigen fiir die Rechnung
aber, dass wir o.E. annehmen kénnen, dass K{, = 0. Dafiir beweisen wir folgendes
Theorem:

Theorem 2.4. Sei K eine beliebige Losung von (2.1)). Dann existiert ein s € R
mit K'(s) = 0.

Beweis. Zuerst definiert man K(0) = Ky und K’(0) = K|, als Anfangsdaten
der Losung K.
Der Beweis wird nun per Widerspruch gefithrt. Man nehme an, es existiere kein
s € R mit K'(s) = 0, dann ist K'(s) # 0, Vs € R. Also ist K streng monoton
wachsend /fallend und auflerdem nach Korollar beschrankt, damit gilt

K, €R: lim K(s) = Koo (2.2)
S—00

Nun betrachtet man die Folge (n),en. Sie ist divergent gegen oo und damit gilt
wegen |K(n) — K(n+1)] — 0 fiir n — oo, denn konvergente Folgen sind
Cauchy-Folgen. Mithilfe des Mittelwertsatzes bekommt man eine weitere gegen
oo divergente Folge (&, )nen wie folgt:

0« |K(n)—Kn+1)|=|K'(&)|n+1-n|, & € [n,n+1].

Also gilt K'(&,) — 0 fiir n — occ.
Nun kann wieder mithilfe des Mittelwertsatzes und obiger Divergenz von &, eine
weitere gegen oo divergente Folge (1, )nen konstruiert werden:

04 [K'(&n) = K'(§ns2)l = [K" ()] [§n = &ns2l, M € [€ns €nal-
>1

Also gilt K" (n,) — 0.
Nun koénnen die Ergebnisse mithilfe von (2.2]) zusammengefasst werden.

lim K(&,) = Koo, lim K(n,) = Ko
n—oo n—oo

lim K'(¢,) =0

n—oo

lim K" (n,) = 0.

n—0o0

Als néchstes miissen diese Konvergenzen in die stetigen Zusammenhénge (2.1)
und Lemma [2.1| eingesetzt werden und man erhélt

1
0=-GK, — 5ijo (2.3)
1 1
0=-GK?% — ZK; +GK3 + ZK{} + (K()% (2.4)

Analog erhiilt man mit der Asymptotik gegen —oo und der Bezeichnung limg_, o, K(s) =
K_ folgende Gleichungen:

1
0=-GK_ . — 5Kioo (2.5)
1 1
0=-GK%_ — ZKi,o +GKZ + ZK()* + (K§)% (2.6)

Die einzigen Losungen fiir (2.3)) sind K, = 0 und Ko, = £+/—2G. Diese werden
im Nachfolgenden durch eine Fallunterscheidung bearbeitet.



(a) Koo = £V —2G:
Setzt man Ko in (2.4) ein, erhilt man eine Bedingung an K, und K|:

1 1 K?
0=2G" - 24G* + GK§ + K + (K)? = (G + 70)2 + (K2 (2.7)

Die einzige Méglichkeit ([2.7) zu lésen, besteht darin, dass K{) = 0 ist. Dies
ist aber ein Widerspruch zur Annahme.

(b) Koo =0:
Wegen der strengen Monotonie von K muss K_ ., = £+ —2G sein. Dies
kann véllig analog zum Fall (a) zum Widerspruch gefithrt werden, indem

K_ in (2.6) eingesetzt wird.
O

2.2 Jacobisch elliptischen Funktionen

Um nun alle Losungen bestimmen zu konnen, bendtigen wir die sogenannten
Jacobisch elliptischen Funktionen. Einen Uberblick {iber solche speziellen Funk-
tionen liefert z.B. [1].

Definition 2.5 (siehe [1] 16.1.3). Fiir einen Parameter k € (0,1) wird folgende
Funktion definiert:

©
Fr, :R—> R, Fk((p) ::/ dw
0

v
\/1 — E2sin®(2))

F} ist offensichtlich positiv, da k € (0, 1), also existiert F, '. Setze nun noch
AM(s, k) :== F7'(s).

Definition 2.6 (siehe [1] 16.1.5). Fiir einen Parameter k£ € (0,1) werden fol-
gende Funktionen definiert:

sn:R—[-1,1], sn(s, k) :=sin ¢|¢7F‘1(s) = sino AM(s, k)
Tk

cn: R — [-1,1], cu(s, k) := cos go’w = coso AM(s, k)

=F;'(s)
dn:R%{ 171@2,1}, dn(s, k) == \/1 - k2sin®@| .\ = \/T—k2sn2(s, k)
e=F)""(s)

Lemma 2.7. Sei k € (0,1) fiziert, dann gilt
AM'(s, k) = dn(s, k)

Beweis. Der Hilfssatz folgt aus der Formel zur Berechnung der Ableitung der
inversen Funktion. Dafiir muss die Ableitung von Fj berechnet werden.

1

Fi(p) = ————
1 — k2sin?(p)



Damit gilt

1 1
AM/(s,k) = (Fr(s)™Y) = =
8= 6 = B -
ATk \/1sz sin2(F " (s))

_ \/1 — k2sin®(F; 1 (s)) = dn(s, k).

|
Damit kénnen nun die Ableitungen der Jacobischen elliptischen Funktionen
berechnet werden. Die nachfolgenden Ableitungsoperationen beziehen sich im-

mer auf die s-Komponente der Variable in der Definition der Funktionen, sieche
Definition 2.6

Theorem 2.8 (siche [1] Tabelle 16.16). Sei k € (0,1), dann gilt

sn’(s,k) = dn(s,k)cn(s, k)
n'(s,k) = —dn(s,k)sn(s, k)
dn’(s,k) = —k*cn(s,k)sn(s,k)

Beweis. Die ersten beiden Gleichungen folgen direkt aus der Kettenregel, der
Ableitungen des sin bzw. des cos und Lemma [2.7]

dn'(s,k) = <\/1k281n2(F151(8))>,

= dn(s, k)(—2k*sin(F, '(s)) cos(F

2\/1 — k2sin?(F\(s))
= —k%cn(s, k)sn(s, k).
(]

Bemerkung 2.9. Nun kénnen noch 2 wichtige, aber einfache Identitéten be-
merkt werden

Vs €R, Vk € (0,1) : sn?(s, k) +cn’(s, k) = 1

und
Vs € R, Vk € (0,1): dn®(s, k) + kZsn?(s, k) = 1.

Theorem 2.10. Sei k € (0,1) fest, dann sind die Funktionen sn, cn und dn in
der s-Variablen periodisch.

Beweis. Zuerst betrachtet man F, ' (s) und setzt F}, " (aF% (%) +s) =: z, mit
a € Nund s € R. Nun muss z in Abhéngigkeit von s berechnet werden. Man
erhiilt folgende Gleichungen:

/ dp = / do+s
1 — k2sin’(p) 5 \/1—k2sin®(p)
il

™

= / do+s
0 /1 —k2sin?(p)



vl

1
= / ——dp =35
5 /1 —k2sin®(p)

Also erhilt man folgendes Gleichungssystem

a
F! = r—7m=
e (s) z =Ty
T

Fk_l(aFk(g)—i—s) = I

Dies impliziert die fiir diesen Beweis folgende essentielle Identitét

Fk—l(aFk(g) +3s) = Fk_l(s) Jrﬂ'g.

Fiir dn setzt man a = 2 und man erhélt

dn(2Fk(g) +s,k) = \/1 — k2 sin2(F,;1(2Fk(g) +3)) = \/1 — k2sin? (1 + F '(s))

— /1 k2 sin?(F(s)) = dus, k).

Analog folgt die Aussage fiir sn und cn mit a = 4. O

2.3 Explizite Losungen der Kriimmungsgleichung

Nun koénnen wir alle Losungen von (2.1)) fiir konstante Gauss-Kriimmung hin-
schreiben, man vergleiche auch [6] table 2.7]. Dafiir nehmen wir immer o.E. an,
dass unsere Losung die Anfangsdaten K (0) = Ky und K’(0) = 0 erfiillt.

Theorem 2.11 (siche [6] Tabelle 2.7c). Sei K € C*(R) Losung zu [2.1) mit
G <0, K(0)= K€ (0,2¢/—G) und K'(0) =0 . Dann gilt

K(s) = 2rdn(r(s+ s9),k), falls Ko # vV —2G,
- v=2G, falls Ko = v/—2G,
mit
Ko lls Ko € (V—2G,2v-G),
ro= — falls Ko € ( e (1\/—20, \/—G) :
Y, falls Ky € (0,v/—2G), 2
Nore
ko= QTTW € (0,1),

_ 0, falls Ko € (V=2G,2v/=G),
0T LR(D), falls Ky € (0,v/=2G).

Insbesondere ist K(-) periodisch.

Beweis. Sei 0.B.d.A. Ky # +/—2G, dann berechnen sich die Ableitungen von
K zu

K'(s) = —2r?cn(r(s+ o), k)sn(r(s + sg), k)k>
K"(s) = —2r3k*(—dn(r(s + s0), k)sn*(r(s + so), k) +dn(r(s + s0), k) cn?(r(s + s0), k))
= 27k dn(r(s + s0), k) (sn®(r(s + sq), k) — cn®(r(s + s0), k)).



Nun ist damit

1
K"+ GK + 5[(3 2r3k% dn(sn® — cn?) + 2rG dn +473 dn®
= 2r°k*dn(sn® — cn?) + 2rG dn +47r*(1 — k% sn?) dn
= r°k%dn(2sn? —2cn? —4sn?) + 2rG dn +47° dn
= —2r%k*dn +2rG dn +47% dn

= —2(2r® + Gr)dn+2rG dn +4r3 dn = 0.

Also ist die Differentialgleichung erfiillt. Nun fehlt noch die Uberpriifung der
Anfangsbedingungen. Sei zuerst Ky € (vV—2G, 2v—G),

K(0) = 2rdn(0,k) = 27’\/1 — k2sin®(F} 1(0)) = 2r = K.

Sei nun Ky € (0,v/—2G), damit folgt

K(0) = 2rdn(rse,k) = 27’\/1 — k2sin®(F, ' (rso))

= zr,/l—k2sm2(g):2m/1—k2
2r2 + G G
\/—4G — K24/1 — = :1/_46'_](31/_72_1
e
_ I 70 e S [
\/ 4G KO\/ S Tehre Rt

Nun fehlt noch die Ableitung

K'(0) = —2r?cn(rso, k) sn(rso, k)
_ o2 cos(%)sn(rso, k) =0, falls Ko € (0,v/—2G)
o en(0,k)sn(0,k) =0, falls Ky € (V—2G,2V-G).
Der Rest folgt aus dem Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof. O

Theorem 2.12 (siche [6] Tabelle 2.7¢). Sei K € C%(R) eine Lésung zu
mit G < 0, den Anfangsdaten K(0) = Ko > 2+/—G und K'(0) =0 oder G > 0,
den Anfangsbedingungen K(0) = Ky beliebig und K'(0) =0, dann gilt

K(s) = Kocn(rs, k)

/ 1

o Ko
2r

mit

Insbesondere ist K periodisch.

10



Beweis. Zuerst iiberzeugt man sich, dass K wohldefiniert ist, indem man
priift, dass k € (0,1):

Ko = Ko

Zr 9. /G + K2
_ Ki

4G+ 1iK?)

1 { < 1, denn ;1(% < -1
— 0
- 1G 1 4|G|
73 + 2 > ok denn Kg <1

Jetzt werden die Ableitungen von K berechnet:

]{j =

K'(s) = —Kordn(rs, k)sn(rs,k)
K"(s) = —Kor(—k*rsn®(rs,k)cn(rs, k) +rdn®(rs, k) cn(rs, k)
= —Koren(rs, k) (=k*rsn®(rs, k) + r(1 — k*sn®(rs, k)))
= —Kor? (en(rs, k) — 2k* en(rs, k) sn®(sr, k)
Nun werden die Anfangsdaten gepriift:
K(0) = Kgen(r0,k) = Ko cos(0) = Ky

K'(0) = —Kordn(0, k) sn(0, k) = 0.

Jetzt muss nur noch iiberpriift werden, dass K ([2.1) erfiillt, der Rest folgt aus
dem Eindeutigkeitssatz.

1 1
K'— K+ 5[(3 = —Kor? (ecn—2k*cnsn®) + GKj cn+§Kg cn®

1
= Ky (—r2 + 2k*r? sn® +G + §Kg cn2> cn

1 1 1
= K (—G - §K§ + §K§ sn® +G + §Kg cn2) cn

1
2K§> cn = 0.
O

Theorem 2.13 (siche auch [6] Tabelle 2.7c). Die eindeutige Losung zu (2.1)
mit G < 0 und den Anfangsdaten Ko = 2v/—G, K[ =0 ist

2vV—-G
cosh(v/—Gs)’

Beweis. Man berechnet die Ableitungen von K und setzt diese danach in
(2.1)) ein.

K(s) =

K'(s) = _Sinh(\/js)cos};((_\/c%s)
K"(s) = 2GvV-G (M—sinh%@s)m),

11



also

" 1 1 sinh?(v/—G's)
K+ GK + §K3 :m( —A=6) (cosh(ms) B 2008@(@3))
2 1
* Gcosh(\/js) -G Cosh(m)>

cosh cosh?® cosh?®

4 h? —1 1
=GV=G ( 4= —4 ) =0.
Die Anfangsdaten ergeben auflerdem

_2V-G
~ cosh(0)

-2G

=2V/-G, K'(0)= —sinh(O)m =

K(0)

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof, da die rechte Seite
der Gleichung von ({2.1)) ein Polynom, damit glatt in K ist. O

12



3 Einschub: Killing-Vektorfelder

In diesem Abschnitt werden die sogenannten Killing-Vektorfelder erarbeitet.
Dies beruht dabei auf 7] und [5]. Ziel ist es hierbei Paragraph [4] vorzubereiten,
denn dort wird entlang einer elastischen Kurve ein Killing-Vektorfeld gefunden,
welches zentral beim Verstehen von globalen Eigenschaften einer solchen Kurve
ist.

Dafiir sei im folgenden Abschnitt stets (M, g) eine zweidimensionale Riemann-
sche Flache.

Definition 3.1 (siehe |7] Seite 332). Sei f : M — M eine Abbildung. f ist eine

Isometrie genau dann wenn
Vpe M, VWV, W € T,M : g, (df (p)(V), df (0)(W)) = gp(V, W).

Definition 3.2 (siehe [7] Seite 209). Sei V ein glattes Vektorfeld auf M. Eine
Abbildung ©y : M x R — M heifit Fluss von V' genau dann wenn Vp € M und
Vvt € R gilt, dass
0
50v@t) = V(ev(p1)
Ov(p,0) = p

Bemerkung 3.3. Relaxiert man die Bedingung an die Funktion Oy in Defini-
tion daraufhin nur ein Intervall anstatt ganz R zu benutzen, kann mit dem
Satz von Picard-Lindelof gezeigt werden, dass fiir alle glatten Vektorfelder ein
eindeutiger Fluss existiert (siehe [7] Satz 9.12). Fiir die hiesigen Betrachtungen
reicht allerdings obige spezielle Definition.

Definition 3.4 (siehe [7] Seite 206). Sei V ein glattes Vektorfeld mit Fluss Oy
auf M. Sei p € M fixiert, dann nennt man ¢ — Oy (p, t) Integralkurve von V.

Definition 3.5 (Killing-Vektorfeld, |[7] Ubung 13.13). Sei V ein glattes Vektor-
feld auf M mit eindeutigem Fluss ©y. V heifit Killing-Vektorfeld genau dann,
wenn der zugeordnete Fluss Oy (-, t) fiir alle ¢ € R eine Isometrie nach Definition

B.1]ist.

Bemerkung 3.6. In dieser Vorlesung sind nur Killing-Vektorfelder in der Sphére,
im R? oder der hyperbolischen Geometrie von Interesse. Alle diese Mannigfal-
tigkeiten besitzen keinen Rand. Definition bzw. implizieren V¢ mit

9 (V(p),V(p) = gp(dOv(p,0)V,dOv(p,0)V) = go (p.1)(dOv(p,t)V.dOv (p,t)V)
= g@v(P,t)(V<®V(pat))’V(@V(p7 t)))’
dass Integralkurven eines Killing-Vektorfeldes proportional zur Bogenlidnge pa-

rametrisiert sind. Damit kann es in endlicher Zeit nicht zu einem ’'blow-up’
kommen, sodass Bemerkung [3.3] hier gerechtfertigt ist.

Um Killing-Vektorfelder effektiv berechnen zu kénnen, ist folgender Satz von
zentraler Bedeutung.

Theorem 3.7 (siehe [5] 1.6.7). Sei V ein glattes Vektorfeld auf M. Dann ist
V' ein Killing-Vektorfeld genau dann, wenn in lokalen Koordinaten gilt

2
o 09i; ovk ovk
— . E kI —
k=1
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Beweis. Sei Oy der zu V zugehorige Fluss nach Definition [3.2] Sei auflerdem
p € M, F eine Karte von M, u:= F~!(p), und t € R. Sei welterhln

A(p,t) = (d@V(p’ t)?ﬂ(w)j

das Differential von Oy in lokalen Koordinaten.
Nun berechnet man die Ableitung von A} nach ¢: Sei dafiir ¢ : (—¢,e) — M eine
Kurve mit ¢(0) = p und ¢(0) = gf,; (u). Dann gilt

0 oF 0 0
5 (dovenis)| = Sevewn| |
0
= 5 V)|
Daraus folgt mit der Kettenregel in lokalen Koordinaten
) 2. ovi Vi
714] = p— = — . 1
8t (p? ) =0 ;515 axe 81’7’ (3 )

'=’ Sei Oy eine Isometrie, dann gilt

0 oF oF
- =5 (g®v(pt) <d®V(pv t) 8x1,d9v(p» )6 >>

= % (Z Af(pa t)ng(GV(pa t))Af(p, t))

k=1

0

0 = a(gij () o

t=0

2
= (X A0 ()AL 1) + AL D (O (1) 1 AL )

k=1

0 ot

a2 g 000 >>>)

t=0

t=0

2 2
- At (p)gkj (p) + Oz (P)gri(p) + mkz[;l A; (p, t)Aj (p, )V oxrm

2
ovk vk 09i;
= e i ki Vk U.
— Oz ki + g Ik TV Bk
<=’ Es gelten nun die Differentialgleichungen. Seien Wy, Wy € T, M beliebig.
Mit obiger Rechnung gilt:

0

8t (g@v(p7t) (dGV(pv )ledeV(pa )WQ))

t=0

9 oF oF
= ;WIWQJ& (Qev (p,t) (d@v(p, )8 ,dOv (p, )8 j>> =0.

t=0
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Sei nun ¢y € R beliebig aber fest, dann gilt

P OF oF
ot (9@V<p,t> <d®v(”’ D i OV (P t)wi)) o
t=s+to 9 oF e
= % (g@V(P,toJrS) <d@V(p7 tO + S)%7 d@V(p’ tO - s)W)) s=0
5 oF
= % <g®v(@v(iﬂ7to),s) <d@V(@V (pa tO)a 5) dGV(p’ tO)@7
—
=W;
oF
dOvy (Ov(p,to),s) dOv (p, to)@ >> »
N———— 5=
=W;
'—@ 't 8
P L(p 0) % (g@v(p”s) (d("‘)(p/7 S)Wi7d®V(pl7 S)W])) = 0
s=0

O
Folgendes Beispiel ist zentral fiir die spiiteren Uberlegungen.

Beispiel 3.8. Ein Vektorfeld V auf der hyperbolischen Halbebene H? (Metrik
gij(z,y) = y—lgéij) ist ein Killing- Vektorfeld genau dann, wenn es folgende Ge-

stalt besitzt:
z?—y® T 1
p— 2
Ve =a T2 ) o)+ (5 )

wobei a, b, c € R beliebig sind.

Beweis. Die Killing-Bedingung aus Satz[3.7|wird in der hyperbolischen Halb-
ebene zu folgendem System partieller Differentialgleichungen

2/ V2 V!
_ 2 (Y oV 2
0 y2< Yy - 5:v> (3.2)
2 [ V2 av2>
0 = = (-——+-"— 3.3
y? ( Yy dy (3:3)
1 /ov? V!

Die zweite Gleichung lisst sich elementar integrieren und man erhélt:

V2 (x,y) = yf(2),

wobei f : R — R eine hinreichend glatte von y unabhingige Funktion ist.
Einsetzen in die dritte Gleichung liefert dann

ov? , oVt
o yf'(z) = _373/'

Diese Bedingung an V! kann ebenfalls elementar integriert werden und liefert
SO

Vi(e.y) = ~ 37 (@) + g(x),
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wobei g : R — R ebenfalls eine hinreichend glatte Funktion ist. Die erste Glei-
chung gibt nun eine Bedingung an f und g:

Vy € BY: —f(2) — 5yA (@) + ¢ () = 0.

Differenziert man diese Gleichung zweimal nach y, erhilt man f”(z) = 0 und
damit auch ¢'(z) = f(x). Also gilt mit a,b, ¢ € R beliebig

fl) = azx+b
1
glx) = 5@1'2 + bx + c.

O

Bemerkung 3.9. Der Raum aller Killing-Vektorfelder auf der Sphére oder im
R? ist ebenfalls dreidimensional. Auf der Sphére kann man um die e;, es bzw. es
Achsen rotieren. In der Ebene kann man in die e; bzw- ex Richtung translatieren
sowie um einen festen Punkt rotieren.

4 Ordnungsreduktion nach Langer&Singer

Hier werden wir die Ableitungsordnung der Euler-Lagrange-Gleichung mithilfe
einer Methode von Langer&Singer, siehe [6, Prop. 2.1], weiter reduzieren. Die
Aussage lautet wie folgt:

Theorem 4.1 (siche [6] Proposition 2.1). Sei (M,g) eine zweidimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Gaufkrimmung. Sei weiterhin
v : I — M eine regulire, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve, dessen
Krimmung K Losung der Differentialgleichung ist. Sei T das Tangenti-
alvektorfeld entlang v und N das Finheitsnormalenvektorfeld zu T, mit dem K
definiert wurde. Dann ldsst sich das Vektorfeld

dK

J,=K>T+2—N
v + ds

entlang v zu einem eindeutigen Killing-Vektorfeld nach M fortsetzen.

Fiir den Beweis werden wir wieder eine Kurve 7y : I X (—¢,¢) — M variieren.
Dalfiir wiederholen wir kurz die Notationen aus Abschnitt [l Der Scharparameter
heifit w € (—¢, ), wihrend der Parameter der Kurven s € I heifit. Weiter heilen

0
Vw,s) := &W(w, s) die Tangente der Kurve

v(w, s) == |V (w, s)|4 die Geschwindigkeit,

V(w, e 1
T(w,s) = ((w s)) die Einheitstangente,
v(w, s

0
W(w,s) := a—z}(w, s) das Variationsvektorfeld

und k(w, s) sei die geodiitische Kriimmung beziiglich der s-Variablen.
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Lemma 4.2. Seivy: (—e,e) x I — M eine glatte Familie von Kurven wie oben.
Es gelte zusdtzlich, dass
o K>

Dann erfillt das Vektorfeld W (0,-) entlang v(0,-) eine gewdhnliche lineare Dif-
ferentialgleichung, dessen Lisungsraum dreidimensional ist.

Beweis. Seien o, § : I — R glatte Funktionen, sodass W (0, s) = a(s)T(0, s)+
B(s)N(0,s). Dann gilt mit Lemma und den Frenet-Gleichungen

0 = g(VeW,T) = g(Vr(aT + BN),T)
= g(T+aVyT + N+ VN, T)
= o —kp.
AuBlerdem gilt
VTVTW = OZ”T + QO/VTT + OLVTVTT

+B"N 428V 1N + gVVr N
= o'T+2d'VyT + a(k'N + kVrN)
+B8"N +28'VrN + B(—kVrT — k'T).

Dies impliziert wieder mit Lemma[I.2lund G der Gau-Kriimmung von M, dass

0 = g(VeVeW,VrT) + Gyg(g(T, T)W — g(T,W)T,VrT)
20/ k2 4+ kB + akk’ — K> + GBk.

Setzt man ¢ = ' erhilt man folgendes System von linearen gewthnlichen Dif-
ferentialgleichungen:

¢ = —Br®—oar —Gp
o = K3
go= ¢

O

Lemma 4.3. Sei v : (—e,e) x I — M eine glatte Familie von Kurven mit
denselben Notationen wie in Lemma [[.3 Sei zusdtzlich das Vektorfeld W ein
Killing- Vektorfeld. Dann gilt:

ov
%—0
Ok?
ow 0

Beweis. Sei p € M fixiert aber beliebig. Fiir den gesamten Beweis fithrt man
Riemannsche Normalkoordinaten in p ein. Die Christoffelsymbole transformie-
ren sich dabei wie folgt

. 1 0gie 0950 0gij
rk = = ke : ELA e L% R
b= e (G- Gi) =0
oy _ 1 Pga n Py Pgis
Ox* 2 \ 0xiozt = Oxi0xt Oxkoxt )’
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Die Killing Differentialgleichung Satz erhalten dann folgende Gestalt:

9zt Qad’

Differenziert man diese Gleichung erhélt man in Riemannschen Normalkoordi-
naten

82Vj 82Vi k 82gz-j
0= Oxtoxt + Ox7 0t Z Oxkoxt

Fiir die erste Aussage geniigt es mithilfe von Lemma folgende Rechnung
durchzufiihren:

owe_ .. owi .
i,J ,J
14>]
= - — 1T = —g(VoW,T).
ZJ axj g( T ? )

Also muss g(VrW,T) = 0 sein. Fiir die zweite Formel wendet man wieder Lem-
ma [l.2] an, nutzt hier zusétzlich, dass fiir den Riemannschen Kriimmungstensor
in zwei Dimensionen gilt

R(A,B)C =G (9(C,B)A—g4(C,A)B), (4.1)

wobei A, B, C Tangentialvektorfelder sind und G die Gausskriitmmung bezeich-
net.
OK? 9
8711) = 2¢ (VTVTVV, VTT) + 2g (R(VV, T)T7 VTT) —4g (VTVV, T) K
= 29(VrVeW,VrT) +2Gg(g(T, T)W — g(W,T)T,V1T)

= 29(VoVoW,VrT) +2Gg(W,V7T).

Die kovarianten Ableitungen von W berechnen sich in diesen Koordinaten in p
zZu:

- oW’ e = OW
(VW) = ;(aﬂ Tﬂ+zk:ijW TJ)_ j o7 T7

0

m owm m kg 14
1 j k

orwm . OW™ 9TI ory. ,
_ gl Dty 274 kj gk
ze: Z <8xj8xéT . oxI 81‘4T +zk: ozt rwer )

J

Fiir den dritten Term bendttigen wir den Riemannschen Kriimmungstensor in
Normalkoordinaten:

ort.  are. ort.  are.
¢ kj ki § : 0 pmo_pl o m\ _ pl kj ki
Rijk - ot oxd + — (Frrn kj Fm] k’L) Rzyk Ot oxd .
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Mit den durchdifferenzierten Killing-Differentialgleichungen in p ergibt sich da-

mit:
arm . orm ,
J 17k 0 _ m jt k ¢
Z‘ S WITT! = Z (RM-JF 8a;k>W T
Lk, j Lk,j
= > Ry WkTIT!
= 0k
kg

b 0xtozk = Oxidxk  OxmOzk
kg

= G (9r;6]" — ges0i) WrTIT*
Lk,

1 [ 0%gjm O*Gem, %g;0 R
+ZQ< + WkTIT

+Z 92w B oPwm B 2w B PWm
Oxmoxt  Oxidxt Ox™mOxi  OxtOxi

62WJ OPWt ,
j il
T owtoem © 8xj8mm>T T

oPwm .
= HT™ — (T, TYW™) — . T

Pwm .
. it
OzJ Oxt

— Gwnrm—wr -3

4,3

0

Damit vereinfacht sich ¢g(VrVrW, V1 T) mithilfe der Frenet-Gleichungen zu:

(Ve W, VrT)

2wm ow
~Gg(W,VrT)+ ) (Z (a o STIT b

m ],

rPwm orm .
— Z 7 it 7
%‘axﬂ'axfTT)) ( - ('%ciT)

)

m J m
ow™ or? o™

= ~CoW.VrT)+ dxi dxl” 9

Jyilym
Der zweite Term vereinfacht sich mithilfe der Killing-Bedingung zu:

owm™aTI _,oT™ . OWI 9TI . or™
gr e i~
K: oxd Oxt~ Ozt Z Ox™m 83:5 oxt
Ji,e,m 7yi,6,m
] OW™ oT™ 0TI .
moy £ i
o oxd Ozt T oxt T

Jii,l;m

tori oW™ 9TI _, oT"™
oxd Ox'” Oxi

Jiilm

Also ist dieser Term gleich 0. Also gilt:

OK?

9w 29(Vr VW, VrT) +2Gg(W, VrT)

= —=2Gg(W,VrT)+2Gg(W,VT)=0.
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O
Kommen wir nun zum Beweis von Theorem (.11

Beweis. Zuallerest bemerkt man die Wohldefiniertheit des Vektorfeldes .J, unter
Wechsel der Normale N. Da H? Dimension zwei besitzt, dndert sich bei einem
Wechsel zu einem anderen Normalenvektorfeld lediglich das Vorzeichen von N
und damit sofort auch von K.
Man fiihrt fiir die Kurve « folgende Variation in Richtung J, ein und nutzt nun
die Notationen aus Lemma 2] bzw. [[.2

v (—e,6) x I — H?

(w, s) = y(w, s) == (s) + wJy(s)
Fir J, gilt folgendes System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir w = 0

Ov OK?
-7 - = 4.2
50 =" B =0 (4.2)
denn mit Lemma [T.2] gilt in w = 0
v
% = g(VTJ»Y,T)’U
2
=g 2K6—KT + K?V T + 26—KN + Qa—KvTN, T)w
0s 0s? 0s
0K 0K
= (2% ok ) v =o.
( ds 0s ) v=0

Mit (4.1) gilt weiterhin

OK?
ow

= ZQ(VTVTJW, VTT) + 2g(R(ny, T)T7 VTT)

rene K 2K K
et o0 (Vi ok By kN 2P N 2K e VT
Os 0s? Os

+2Gg(g(T,T)Jy — g(J, T)T,V7T)

2 2
= 29(2 (6[(> T—i-QK(9 KT—%—ZKa—KVTT

Os 0s2 Os
+3K288—KN + K3V N
S

PK PK
0s3 N+2 0s?

*K oK\ 0K
—2—KT-2(— | T—-2—KVT T
0s? < ds ) ds vl Vr )

+2Gy(Jy — 9(Jy, T)T,VrT)

Frenet 387}( 83K aﬁK
et o <3K oy TS | HAGT K

3
6K3a—K + 4K8—K + 4Ga—KK

0s 0s? Os
0K 0K 3 L,0K oK

3 —_— —_—— — 27 — =
6K 95 +4K< Gas 2K 83)+4G83K 0.

+2 VrN

IS
=
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Gleichung bildet fiir J, mithilfe von Lemma einen 3-dimensionalen
Losungsraum einer gewthnlichen Differentialgleichung fiir J, entlang . Aufer-
dem gilt mithilfe von Lemmafﬁr alle Killing-Vektorfelder eingeschrankt
auf 7. Mit Bemerkung [3.9] erhélt man, dass die Dimension aller Losungen der
Killing-Bedingungen auf M ebenfalls drei ist. Es bleibt also noch zu zeigen,
dass die Vektorfelder aus Beispiel auch eingeschriankt auf eine Kurve linear
unabhéngig sind, denn damit existiert dann ein eindeutiges Killing-Vektorfeld,
das eingeschrénkt auf v gleich J, ist.

Fiir die sphérische und euklidische Geometrie gelten dieselben Argumente wie
in Bemerkung [3:9] Der hyperbolische Fall ist schwerer vorzustellen, weswegen
wir diesen hier explizit durchrechnen:

Sei also z(t) = (z(t),y(t)) eine regulire Kurve in H2. Angenommen entlang von
z sind die drei Vektorfelder aus Beispiel linear abhéingig, dann existieren
nichttriviale Faktoren a, b, ¢, sodass gilt:

(%) (3) ()

0 = azy + by = y(azx + b).

Also gilt, dass

Da y = 0 ¢ H? muss x(t) eine konstante Funktion sein oder a,b = 0. Letzteres
wire mit der anderen Gleichung allerdings bereits ein Widerspruch. Aus der
anderen Gleichung folgt damit wiederum

2?2 — 2 22 — g2 22 4 2

+br+c=a —ar’+c=—a

O:
T 2 2

+c.

Dies impliziert aber mit a # 0

2_ ¢ 2
= — — X 5
Y 2a
womit y(t) ebenfalls eine konstante Funktion ist. Dies bedeutet, dass die Kurve

z nicht regulér ist, also ein Widerspruch. ([l

Bemerkung 4.4. Mithilfe von Theorem [£.1] kénnen qualitative und quantita-
tive Figenschaften von elastischen Kurven herausgearbeitet werden. Z.B.:

Falls K (s) extremal ist, dann gilt fiir die Integralkurve von J, welche in y(s) star-
tet, dass diese die gesamte elastische Kurve begrenzt. Dies wird zumindestens
heuristisch dadurch klar, dass in einem solchen Punkt gilt, dass J, und % koli-
near sind. Diese Integralkurve hat weiterhin konstante geodétische Kriimmung
(welche explizit berechenbar ist!) und benimmt sich euklidisch gesehen wie ein
Kreis.

Falls andererseits K eine Nullstelle besitzt, so gilt J, L 4. Man kann zeigen,
dass die Integralkurve von J durch diesen Punkt eindeutig und eine Geodéite
ist (d.h. geodétische Kriimmung gleich Null besitzt).
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5 Einschub: Die direkte Methode der Variati-
onsrechnung

Die Aufgabe der Variationsrechnung ist es extremale Punkte von Funktiona-
len zu konstruieren. Mit einer Rechnung wie in Satz erfiillen diese Punk-
te dann eine Euler-Lagrange Gleichung. Diese ist auf unendlich dimensionalen
Raumen im Normalfall eine Differentialgleichung, also beweist man so Existenz
von Losungen! Weiterfithrende Literatur fiir variationelle Methoden und ihre
Anwendung im Bereich der Differentialgleichung ist das Buch von Michael Stru-
we [8].
Hier werden wir diese Methode in einem separablen, reellen Hilbertraum H mit
Skalarprodukt (-,-) fiir ein Funktional F': H — R entwickeln. Gesucht ist also
ein p € H, sodass
Inf F(q) = F(p).

Die Methode funktioniert nun wie folgt: Man nehme eine sogenannte Minimal-
folge (pn)nen C H, sodass

M F(pn) = inf F(q).
Das Ziel besteht nun darin, Kompaktheitseigenschaften der Folge und dazu pas-
sende Stetigkeit des Funktionals nachzuweisen, sodass der Grenzwert von p,, ein
Minimum von F' ist. Zuerst werden wir uns um die Kompaktheit kiimmern. Da
H i.A. aber unendlich dimensional ist, kann man aus einer beschrinkten Folge
normalerwise keine normkonvergente Teilfolge extrahieren. Deswegen fithren wir
nun schwache Konvergenz ein:

Definition 5.1. Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-). Eine Folge
(Pn)nen heiBt schwach konvergent zu einem p € H, falls fiir alle ¢ € H gilt

(Pn, @) = (P, q)-

In Zeichen:
Pn — D
Bemerkung 5.2. Falls p, — p normkonvergent ist, gilt auch p,, — p.

Beweis. Mit der Cauchy-Schwartz Ungleichung gilt fir ¢ € H

|(Pnsq) — (0, @) = 1(Pn — 2 | < [lpn — pllllgll = 0.

O
Der néchste Satz ist der zentrale Satz um schwach konvergente Teilfolge aus
normbeschriankten Folgen zu extrahieren:

Theorem 5.3. Sei H ein separabler, reeller Hilbertraum. Sei weiterhin (pp)nen C
H, sodass ein C > 0 existiert mit

Vn € N gilt ||lpn|| < C.
Dann existiert eine Teilfolge (n;)jen und ein p € H, sodass

pn]‘ 4p7 .7_>OO
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Beweis. Sei {q¢,¢ € N} C H, dicht in H. Dann gilt mit Cauchy-Schwartz

[(Pn, qe)| < Cllgel|-

Mit Bolzano-Weierstrafl konnen nun sukzessive konvergente Teilfolgen ausgewahlt
werden, sodass man folgendes erhilt

<p117q1>7 <p127q1>ﬂ <p137Q1>7 _>f((h)
(P2,592)s  (P2,,G2), (P2 q1)s - —>f(q2;

(P3,,43), (P35,43), (P35.43), --- — flaz

Hierbei ist n; eine Teilfolge von k;, falls n > k. Wéhlt man nun die Diagonal-
elemente aus, d.h. sei o.E.

Pn = Pn,
so gilt
(Pns qe) = fae).
Dies definiert eine Funktion f : {g¢,¢ € N} — R. Da die ¢, dicht in H liegen,

konnen wir f auf H stetig fortsetzen. Sei dafiir ¢ € H beliebig. Sei e > 0 beliebig
und gy, so dass ||qg — q¢|| < . Dann gilt

limsup [(pn, q) — (pj, q)| < limsup [(pn,q — qo)| + [(Pn — Pj, 20}

n,j—00 n,j—oo

+ (pj,qe — q)| £ 2Ce

Also ist (py, ¢) eine Cauchy-Folge in R, besitzt also einen Grenzwert f(q). Damit
gilt nun
Vg e H: (pn,q) = f(q), n — oo.

f ist linear, dies folgt sofort aus der Linearitéit des Skalarprodukts. Nun muss
noch gezeigt werden, dass f stetig ist:

= 1 < I <
[f(@)] = lim [{pn,q) < lim_{]p,|lflg]l < Clg]-

Mit dem Darstellungssatz von Riesz fiir Hilbertraume existiert also ein p € H,
sodass fiir alle ¢ € H gilt

lim (pn,q) = f(q) = (p,q)-

n— oo

O

Bemerkung 5.4. Theorem [5.3] kann mithilfe des Satzes von Eberlein-Smulian
auf reflexive Banachrdume erweitert werden.

Nun definieren wir die Eigenschaften an das Funktional F'; damit die direkte
Methode der Variationsrechnung anwendbar wird. Die erste Eigenschaft dient
dazu, aus einer Schranke fiir ein Funktional, eine Schranke fiir die Minimalfolge
herzuleiten:

Definition 5.5. Sei H ein Hilbertraum und F : H — R. Wir nennen F koer-
zitiv, falls fiir alle Folgen p, € H mit

[pnll — o0
gilt
F(p,) — .
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Nun kommen wir zur Stetigkeitseigenschaft von F':

Definition 5.6. Sei H ein Hilbertraum und F : H — R. F heifit schwach
unterhalbstetig, falls fiir alle schwach konvergenten Folgen p, — p in H gilt

F(p) < liminf F(p,).
n—oo
Folgender Satz ist von zentraler Bedeutung um schwache Unterhalbstetigkeit
in der Anwendung zu beweisen:

Theorem 5.7. Sei H ein Hilbertaum. Dann ist die vom Skalarprodukt indu-
zierte Norm || - || schwach unterhalbstetig.

Beweis. Sei p,, — p. Dann gilt
IplI?> = (p,p) = liminf(p,, p) <liminf ||p,|[|p]],
n—oo n—oo

woraus die Aussage sofort folgt. a
Nun fassen wir die erarbeitete Technik im folgenden Satz zusammen. Dabei
ist die Beweistechnik von deutlich grofierer Bedeutung als die Aussage selber.

Theorem 5.8. Sei H ein separabler Hilbertraum, F' : H — R koerzitiv und
schwach unterhalbstetig. Dann existiert ein p € H, sodass

F(p) = inf F(q).
(p) = inf F(q)

Beweis. Sei o := infye g F(q) < 0o. Sei weiter p,, € H eine Minimalfolge, d.h.
F(p,) — «. Die Koerzitivitit von F' zeigt nun weiter, dass ein C' > 0 existiert
mit

[pall < C.
Der Lokalkompakheitssatz[5.3|zeigt nun, dass eine schwach konvergente Teilfolge
von p,, existiert, welche wir o.E. ebenfalls p,, nennen. D.h. es existiert ein p € H
mit
Pn — D, N — 00.

Die schwache Unterhalbstetigkeit von F' zeigt nun

a < F(p) <liminf F(p,) = «a,
n— o0
also gilt

F(p)=a= qiglf{F(q)

5.1 Sobolevriaume

Nun fithren wir die konkreten Hilbertrdume ein, in denen wir unsere Variations-
rechung durchfiithren werden. Diese sind die sogenannten Sobolevraume. Details
dazu konnen in [4, Kapitel 7] nachgelesen werden. Sei dafiir stets @ C R™ eine
offene Menge. Zuerst definieren wir den Begriff der schwachen Ableitung.

24



Definition 5.9. Sei f € L} (Q). Wir sagen g € L () sei die schwache

loc

Ableitung von f bzgl. der i-ten Variable, falls fiir alle n € C§°(Q) gilt

! 0

Q &W

ndx = —/ gndx.
Q

In diesem Fall schreiben wir g = a?ci f. Falls f in allen Variablen schwach diffe-
renzierbar ist, nennen wir f schwach differenzierbar.

Bemerkung 5.10. Falls f € C1(€), so stimmt die schwache Ableitung mit der
starken Ableitung iiberein.

Beweis. Sei n € C§°(Q2) beliebig. Da n kompakten Triger besitzt, konnen
wir partielle Integration ohne Randterme verwenden und erhalten

0 0
/Qfﬁxindx__/ﬂnaxifdx'

Damit kénnen wir nun die Sobolevraume einfithren

Definition 5.11. Sei k£ € N. Wir definieren den Vektoraum

H*(Q) :=W"2(Q) := {f € L*(Q) : [ ist k mal schwach
differenzierbar und D'f € L*(Q) V0 < ¢ < k}.

Auf diesem Vektorraum definieren wir folgendes Skalarprodukt

k
(£, 9 mr @) = (D'f, D) du.
o =2 /

Im Folgenden sammeln wir die wichtigsten Eigenschaften dieser Sobole-
vriume. Wir starten mit der fiir unsere Variationsrechung wichtigste Funktio-
nalanalytische Eigenschaft:

Theorem 5.12. H*(Q) ist vollstindig und damit ein Hilbertraum.

Wir geben nun wichtige Regularititseigenschaften, die Sobolev Funktionen
in Zusammenhang mit stetigen und Lebesgue integrierbaren Funktionen setzt.

Theorem 5.13 (kompakte Sobolev Einbettung). Sei Q@ C R™ ein glattes be-
schrinktes Gebiet. Dann gelten fiir H*(Q) folgende zwei Fille:
2k < n: H¥(Q) < L9(Q) kompakt fiir alle 1 < g < 22

2k > n: H*(Q) — C™(Q) kompakt fiir alle natirlichen Zahlen 0 < m < k — %

Der néchste Satz erlaubt das Formulieren von Randdaten fiir Differential-
gleichungen.

Theorem 5.14 (Randoperator). Sei Q C R™ ein glattes beschrinktes Gebiet.
Dann existiert eine stetige Finbettung

Tho : Hl(Q) — L2(8Q)

Dabei heifit Ty Rand- oder Spur Operator.
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Theorem 5.15. Wir definieren die Menge aller Sobolev-Funktionen mit Null-
randdaten i
2 TF = rooron
Hg (Q) = W (Q) = {f € O ()}

wobei hier der Abschluss beziiglich der H*-Norm genommen wird. Falls Q ein
glattes, beschrinktes Gebiet ist, gilt mit dem Randoperator

HE(Q)={f € H*Q): ToD'f =0, 0< <k}
In diesem Sinne kénnen alle Sobolev-Funktionen von glatten Funktionen
approximiert werden:

Theorem 5.16 (Dichtheitssatz). Sei Q C R™ ein glattes beschrinktes Gebiet.
Dann ist C*>(Q) N H*(Q) dicht in H*(Q) bzgl. der H*-Norm.

Bemerkung: Mit z.B. dem Satz von Stone-WeierstraB, ist H*({2) in diesem
Fall seperabel.

Folgende Ungleichung verkniipft die verschiedenen Ableitungsordnungen.

Theorem 5.17 (Poincaré Ungleichung). Sei Q2 C R™ beschrdnkt. Dann ezistiert
eine Konstante C' = C(n,Q) sodass fiir alle u € H}(Q) gilt

/Q|u|2<:v) da < C’/Q|Vu(x)|2dx.

Beweis. Mithilfe von Theorem kénnen wir 0.E. u € C§°(£2) annehmen.
Nun wende man auf fQ |u|? - 1dz mit 1 = %divx partielle Integration an. Die
Ausfithrung des Argumentes ist Hausaufgabe. O

Nun kldren wir noch den Begriff der schwachen Losung einer partiellen Dif-
ferentialgleichung anhand eines Beispiels:

Definition 5.18. Wir nennen u € H{(f2) schwache Losung der partiellen Dif-
ferentialgleichung

—Au = f in
U = 0, auf o

falls fiir alle Testfunktionen ¢ € H}(Q) gilt

/Vu-Vgodx:/fgpdx.
Q Q

Bemerkung 5.19. Falls u € C?(Q) eine schwache Losung nach Definition
ist, so ist sie auch eine starke Losung der Gleichung.

Beweis. Mittels partieller Integration und dem Fundamentallema der Varia-
tionsrechnung. Das Ausfiihren des Argumentes ist Hausaufgabe. |

Zum Schluss nun noch ein Beispiel um die Vorgehensweise der variationellen
Methode in Sobolevrdumen zu verdeutlichen.

Beispiel 5.20. Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet. Sei weiterhin f € L*(€2).
Dann besitzt folgendes Randwertproblem

{Au = f inQ

ulpgo = 0

eine schwache Lisung u € Wy *(Q) = H'(Q).
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Beweis. Wir definieren folgendes Funktional F : W, > — R durch

F(u)z%/ﬂ|Vu|2dx—/qudx.

Cauchy-Schwartz und die Poincare-Ungleichung zeigen die Wohldefiniertheit
von F (s.u.), bzw. dass F' nach unten beschrénkt ist. Angenommen wir hétten
ein u € Wy () gefunden, sodass Y € W, %(Q) gilt

F(u) < F(p).
Variieren wir F' in Richtung ¢ erhalten wir fiir alle ¢ € (—1,1):
F(u) <F(u+eyp)

1 1
:7/ |Vu|2da:+{—:/Vu~Vgodx+f€2/ |Ve|? da
2 Ja Q 2 Ja

f/qudzfs/chpdz.

Dies bedeutet, dass € — F(u+eyp) ist nach € differenzierbar und die Ableitung
ist bei € = 0 gleich 0:

0
0=——F(u+ep)|eeo = / Vu-Vedr — / fpdz.
Oe Q Q
Also gilt, fiir alle ¢ € Wg2(€)
Vu-Vedr= | fedz,
Q Q

welches die schwache Formulierung der obigen Differentialgleichung ist. Nun
miissen wir nur noch die Existenz von u zeigen. Zuerst zeigen wir, dass F' nach
unten durch die WO1 ’Q(Q)-Norm beschrankt ist:

F(u) :1/ |Vu|2dmf/fud:v
2 Ja Q
C.S.1 )
> 7/|Vu| dx — /f2dx /u2dx
2 Ja Q Q

Poincare 1 5
> - | |Vul*de-C /dea: |Vu|? dx
2 Ja Q Q
Young |
> 7/ |Vu|2dx—C(€)/f2da:—C€/ |Vu|? d.
2 Ja Q Q

Wihlt man nun € > 0 klein genug, so erhélt man

1
F(u)27/|Vu\2dac—C/f2dx,
4 Jo Q

also ist F' wohldefiniert und nach unten beschriankt. Aulerdem zeigt die Unglei-
chung auch die Koerzitivitit von F. Sei nun u,, € W, () eine Minimalfolge
fiir F'. Dann zeigt die Koerzitivitéit von F, dass u,, beschrinkt in W,?(€) ist.
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Der Einbettungssatz (VVO1 2 bettet kompakt in L2 ein) und Satz zeigen
nun, dass eine Teilfolge u,, existiert, sodass

Uy, — w in Wy ?(Q) und u,, — u in L3().

Satz [5.7] sowie Bemerkung [5.2] zeigen nun, dass F' schwach unterhalbstetig bzgl.

dieser Minimalfolge ist, womit w ein Minimierer ist. (]

Bemerkung 5.21. Die Existenz in Beispiel [5.20] kann schneller mit dem Dar-
stellungssatz von Riesz fiir Hilbertrdume gezeigt werden. Diese Methode ist aber
nur bei linearen Problemen anwendbar, wiahrend der variationelle Ansatz auch
bei nichtlinearen Problemen Anwendung findet, wie wir im néchsten Abschnitt
sehen werden.
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6 Ein Randwertproblem fiir elastische Kurven

Im Folgenden wollen wir ein Randwertproblem fiir elastische Kurven in der hy-
perbolischen Geometrie formulieren und mithilfe variationeller Methoden 16sen.
Dazu ziehen wir uns explizit auf die hyperbolische Halbebene zuriick, welche
durch H? := {(z,y) € R? : y > 0} mit Metrik g;;(z,y) = y%dij definiert
ist. Wir werden das Problem als Minimierungsproblem formulieren, aber im
Hintergrund steht natiirlich, dass wir dadurch dhnlich wie in Beispiel eine
Differentialgleichung l6sen. Dafiir seien a_, a4 > 0 gegeben. Dann definieren
wir die Menge, in der wir das Minimum suchen durch

My o, ={ce H*([0,1],H?) : ¢(0) = (-1,a-), (1) = (1,a4),

6.1
2(0) = (1) = 0,640), (1) > 0, [e] £ 0}, (o1

Dann lautet das Problem:
Finde vy € My_ o, : F(v) < F(c) Ve € My_ o, - (6.2)

Die Topologie wird durch H2 = W22 gegeben, d.h. wir miissen fiir eine minimie-
rende Folge eine W?2:2-Schranke finden, um Satz anwenden zu kénnen. Dabei
wird es zwei Probleme geben. Zum einen ist F' ein geometrisches Funktional,
d.h. der Wert von F(c) dndert sich nicht, wenn ¢ umparametrisiert wird. Oh-
ne zusétzliche Einschrinkungen an die Minimalfolge wird man deswegen keine
Kompaktheit erreichen kénnen. Nachdem diese sogenannten inneren Invarian-
zen herausdividiert wurden, muss aber immer noch eine entsprechende Schranke
an die W22-Norm gefunden werden. Dies wird nur méglich sein, wenn die hyper-
bolische Bogenlénge beschrankt bleibt. Wir werden das Problem aber umgehen
konnen, indem wir unter einer Energieschranke arbeiten. Das Ergebnis lautet
wir folgt:

Theorem 6.1. Fualls
wh =inf{F(c):ce My_ o, } <8,

a_ oy

dann besitzt Problem (6.2]) eine Lisung.

6.1 Innere Invarianzen

Wie in der Einleitung beschrieben werden wir hier die inneren Invarianzen her-
ausdividieren. Da wir nur mit Kurven arbeiten, kénnen wir uns auf eine be-
sondere Klasse von Parametrisierungen zuriickziehen, und zwar proportional
zur Bogenlinge parametrisiert. Sei also ¢ € H?([0, 1], H?) reguliir. Die Sobolev-
Einbettung Theorem zeigt dabei, dass ¢ € C1([0,1]) liegt, also eine stetige
Ableitung besitzt. Da wir weiterhin voraussetzen, dass ¢ # 0, kénnen wir pro-
portional zur Bogenlédnge umparametrisieren, sodass gilt

t
/|c’|gdt:L-t,
0

wobei L der hyperbolischen Bogenlédnge von ¢([0, 1]) entspricht. Differenziert
man obige Gleichung erhilt man

(6.3)



Differenziert man obige Gleichung erhélt man
etel 4 &2 = LAP (6.4)

Wir kénnen die geodétische Kriimmung k[c] von ¢ dann folgendermafien aus-
driicken

Kld]? = (vc . vi) L49(V ¢, Ved). (6.5)

Um nun weiter rechnen zu konnen, miissen wir die kovarianten Ableitungen
berechnen. Dafiir bendtigen wir die Christoffelsymbole in H?:

1

1
F%l = F%z = F%z = Fgl =0, F%l = F%Q = F%z = F%l = 5 (6~6)

Damit erhalten wir

Vee = (61 —2i§2) ( é ) + (52—(é§2,)2+ (é;)Q) ( (1) ) (6.7)

Nun kénnen wir die elastische Energie einer proportional zur Bogenldnge para-
metrisierten Kurve berechnen:

/01 K[c]? ds = % /01 9(Vee, Vee) dt
:% 01 (C;)z << 212>2 + (52 _ (‘3022)2 n (5;)2)2> o

1/t )2 Jlee e 2
L A N ce
L3 0 (02)2 c2 62

+ ()% - 262(;2)2 + 262@1)2 + (G 2 (élé2)2 + (él)4> dt

2 (c2)? 2 (c2)2
IR o ovg e ¢l
L3 / (c2)? <( )7+ (E)7 -4 2 +2 2
52(6'2)2 cZ(él)Z (0'2)4 (c'l)4
-2 2 +2 2 + ()2 + (62)2) dt
g1 [t 1 [, flele? 2\ 2
— 73 2\2 () + (&) —4 2 2 2
G2 L3 Jo (c?) c
ale2el LQ(é2)202 2 5 o 2 2 (02)4 (Cl)4
+2 = -2 = +2C—2(L (c®)* = (¢ + ) +(62)2>dt
e 1 [t 1 . c ete? éle?
.L3 / (62)2 <(Cl)2 4 (62)2 + 9 (
o712/ 2 2712 o712 2 (¢ (é1)4
2L()+200L+2 2L()+() (@) dt

:% 01 (C;),Z ((&1)2 + (%) +2 <Ci§2>2

c'2 4 él 4
+ 2622 L2 — AL (¢*)* + Ec2§2 + 562;2> dt
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Zusammengefasst erhalten wir also

1 21t
F(C) _ %/0 (Ci)g ((51)2 + (52)2 . 2L2(é2)2) dt+ L+ % |:C2:| . . (68)

Damit kénnen wir nun folgendes Theorem zeigen.

Theorem 6.2. Sei (cp)nen C Mo_ o, eine Minimalfolge fir F(-) mit gleich-
gradig beschrdnkter hyperbolischer Bogenlinge. Dann existiert ein Minimum
cEMy_a,-

Beweis. Sei L,, die hyperbolische Bogenléinge von ¢, und sei ¢, o.E. propor-
tional zur Bogenlénge parametrisiert. Dann haben wir wegen der gleichgradigen
Bogenlangenschranke

iC >0: < <Cund|cl| <O

Ql~

30 >0 |¢Y, |3 <0

1
@acm:/ (@) + (22dt < C

0

Also ist ¢, beschréinkt in H2((0,1), R?). Theorem [5.3|und die kompakte Sobolev
Einbettung nach C* (siehe z.B. [4, Abschnitt 7.10]) liefert ein ¢ € H2((0,1), R?)
sodass nach Auswahl einer Teilfolge gilt

¢y — cin C1([0,1],R?) und ¢, — ¢ in H?((0,1),R?).

Erste Konvergenz bedeutet mit der gleichgradigen Abschiitzung an ¢2 nach un-
ten, dass ¢ € H2((0, 1), H?). Weiterhin bedeutet dies auch, dass ¢ die Randdaten
annimt und proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist. Damit ist ¢ auch
reguldr und es gilt

cEMy_a,-
Nun miissen wir noch die schwache Unterhalbstetigkeit von F diskutieren: Dafiir

. . &l . sl . .
zeigen wir nun, dass z—; schwach in H? gegen % konvergiert. Sei also ¢ €
2 -
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H2((0,1)).

a @
[ Zo-Sea
_|/( =) e+ [ @ -) god
02 - ||CO\// & 2dt\// 2dt+\/ 2<pdt\

gcnc Sloo+1 [ (&) Gt >0

da C%ga € H?, also eine zulissige Testfunktion fiir die schwache Konvergenz ist.
Analog gilt diesselbe Aussage fiir ¢2. Mit der schwachen Unterhalbstetigkeit der
Norm, siehe Lemma in Kombination mit ist F' schwach unterhalbstetig
fiir die Folge c¢,,. O

6.2 Die Briicke zur Willmore-Energie

In diesem Abschnitt werden wir die hyperbolische elastische Energie einer Kurve
verbinden mit der Willmore Energie einer Rotationsfliche. dazu definieren wir
zuerst den Begriff der Rotationsfliche oder auch axialsymmetrische Fliche:

Definition 6.3. Sei ¢ : [0,1] — {(z,y) € R? : y > 0} eine regulire Kurve.
Dann definieren wir die Fliiche S(c) C R? durch die Parametrisierung

[0,1] x [0,27] > (¢, ) — f(t, ) = (c*(t), 2(t) cos @, ¢*(t) sin ).

Wir nennen S(c) eine axialsymmetrische Fliche und ¢ die zugehérige Profilkur-
ve.

Nun definieren wir noch die Willmore Energie einer Fliche S C R3

Definition 6.4. Sei S C R? eine eingebettete zweimal stetig differenzierbare,
zweidimensionale Fliche. Sei weiter H : S — R die mittlere Kriimmung von S.
Dann nennen wir

W.(S) = / |H|? dH?
s
Willmore Energie von S.

Hierbei muss beobachtet werden, dass wir hier H als Mittelwert der Haupt-
kriitmmungen definieren.

Die Briicke zwischen Willmore Energie und elastischer Energie geht auf eine
Beobachtung von Bryant und Griffiths, siehe [2], zuriick:

Theorem 6.5. Sei S(c) eine azialsymmetrische Fliche mit Profilkurve c € C?.
Dann gilt

2 é '
—We(S(c)) = F(c) -4 [1 :

T (Cl)2+(62)2 0
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Beweis. Nun berechnen wir Kritmmungsgrofien von S(c). Sei dazu f wie in
Definition [6.3] Zuerst leiten wir den metrischen Tensor her:

f(t, ) = (c'(t), () cos o, *(t) sin )
Ocf = (¢'(t), &(t) cos p, &(t) sin p)
dpf = (0, —c(t)sinp, ¢ (t) cos )

)
()2 + ()2 0
(9ij)i,j=t,go = < 0 ( 2) > .

Nun wenden wir uns der zweiten Fundamentalform zu:

= (&(1), &(t) cos p, & (t) sin p)
= (0, —c*(t) cos p, —¢*(t) sin )
f (0, —¢2 sin @, ¢ cos @)
O f x Qof (%, —c%ét cos p, —c2ét sin )
00F X 0, f] = /@ + @) = ¢l
W1:9 9.1
(hig)iojmtp = T:.:| ( éte ac ¢ 01002 ) '

Damit ist die Weingarten-Abbildung

N 1 0102‘—2‘0201
(gz_] o h”) = — ¢l . .
€] 0 &

Die mittlere Kriimmung berechnet sich also zu

o

-

1c2ée? — 22! + |¢f2é!

H —
2 |¢|3c?

Hierbei bleibt zu beachten, dass hier H der Mittelwert der Hauptkriimmungen
st, womit sich der Vorfaktor % erklart.

Nun interpretieren wir ¢ als Kurve in der hyperbolischen Halbebene H? mit
geoditischer Krimmung . Zur Wiederholung: Die kovariante Ableitung von ¢
nach ¢ ist:

Vee = (& — 2% L) (e (622)2 + (élf 0.
c 0 ¢ c 1

Da Tp]HI2 konform zu R? ist, wihlen wir die Normale N von ¢ so, dass (¢, V) ein
Rechtssystem bildet.

Also gilt fiir die Kriimmung
g(Vee, N) _adE =it 4 (2)? 4 (¢h)?
9(¢,¢) lf?

Insgesamt gilt also fiir die elastische Energie:

1’%2 ) B 1 (026162 010202 +C ( 2)2 + (é1)3)2
| st = | it

‘C|562
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Nun kénnen wir Willmore und elastische Energie vergleichen:

%W(S(c))—F(c): %/0 W/O H2J¢)? dtdcp—/o K2\/9(E, &) dt

_/1 (620162 02620'1 + ‘C'|20'1)2
0

dt
B

1 (626102 616'262 + |C'|QC'1)2
- . dt
|C|562
/ e S((PE'e?)? = 2(c?)2e e 4 2c%¢ ¢l e
C

+ (020201) — 2% ePet + |ef*(¢h)?) at

|é|5 2((020102)2 2(02)20102C201 20251é2|é|2é1

+ 02 2 1) +2c28%¢H et + [ef*(eh)?) dt

21261 g2t
4/ 2eté?|ePet — 2e?et|ef?e it
o c|502

1 '12
4/ @ C)gdt
0 2+ 2)2)3

N
[ (eh)? + (0-2)2] .

6.3 A-priori Abschitzung an die Bogenlinge

In diesem Abschnitt leiten wir eine Abschétzung an die Bogenlédnge her, falls wir
unter der in Theorem genannten Energieschranke bleiben. Dazu bemerken
wir zuerst folgende Beobachtung, die im Prinzip die Herkunft dieser Energie-
schranke erklédrt. Diese Beobachtung geht auf Hans-Christoph Grunau zurtick.

Lemma 6.6. Seice€ M,_ o, . Seien weiterhin t; <3 so, dass
éMty) = ¢l (t2) = 0 und é*(t1) - é*(t2) < 0.

Dann gilt
F(c) > 8.

Beweis. Sei zuerst ¢2(t1) < 0. Dann gilt mit Theorem

F(e) = F(C)|[07t1] + F(C)|[t1,t2] + F(C)|[t2al]
ta
> F ~ 2y 4 ¢
> (0)|[t17t2] == e (C))|[t1,t2] + W
t1
> 8
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Nun betrachten wir ¢2(t;) > 0. Mit den Randdaten gilt fihnlich wie oben

F(c) = F(c)\[%} + F(c)][thtg] + F(c)\[t%”
2 2
> F(c)\[w + F(c)][tzﬁl] - ;WS(S(C))\[M] + ;We(S(c))htM

t1 1

C'2

C'2

o V@7 @

+4

0 to

> 38

|

Die niichsten beiden Lemmata zeigen, dass eine Folge ¢, € M,_ o, unter

Energieschranke 8 in einer hyperbolischen Kugel mit endlichen Radius leben
muss:

Lemma 6.7. Sei (¢p)neny C M,
ezistiert ein C' > 0, sodass

eine Folge mit sup,, F(c,) < 8. Dann

— 04

vt €[0,1], Vn € N gilt C < 2 (t).

Beweis. Wir werden per Widerspruch vorgehen. Wir nehmen also an, dass
nach Auswahl einer Teilfolge, wir eine Folge ¢, € [0,1] finden, sodass

2 : 2
tp) = m t) =0, (n — 00).
cn(tn) te[éfll]cn() (n )

Falls n grofl genug ist, gilt mithilfe der Randdaten, dass ¢, € (0,1) und damit

¢2 (t,) = 0. Wir machen nun folgende technische Zwischenbehauptung:

Es existieren zwei Folgen 0 < t,, < t,, < ¢} <1, sodass

é2 é2
T 2” = 2(t;) =1 and | ———ue 2" = Q(tf{) — 1.
(en)? + (&3 (en)? + (¢7)

Bevor wir diese Behauptung zeigen, schlieffen wir den eigentlichen Beweis ab:
Dafiir miissen wir eine Fallunterscheidung durchfiihren. Zuerst nehmen wir an,
dass nach Auswahl einer Teilfolge fiir grofies n gilt ¢2(¢;) < 0. Dann folgt
ghnlich wie in Lemma

F(C”)’[O,tn] = F(C”)|[0,t;] +F(C")}[t;,tn] > F(C”)’[t;,tn]

2
— ;We(s(cn)) | ) T4

tn
é ]
1V2 1 (¢2)2
@+ @r],
>4+ o(1).
Der andere Fall ¢Z(¢,,) > 0 lisst sich wie folgt bearbeiten
F(C")|[O,tn] = F(Cn)|[o,t;] +F(C")|[t;,tn] = F(C")|[0,t;]

¢

-
) |
= ;We(s(cn))ho,t;] +4 M]O

>4+ o(1).
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Analog arbeitet man auf dem Intervall [t,,, 1] und erhilt so

F(Cn):F(C”)hO,t + F(ey |[t ] >8+o0(1),

also einen Widerspruch.
Kommen wir nun zum Beweis der Zwischenbehauptung: Wieder arbeiten wir

per Widersprcuh und nehmen an, solche Folgen ¢,,, ¢} wiirden nicht existieren.

Wieder nach Auswahl einer Tellfolge existiert damit also ein ¢ > 0, sodass

C‘2

n (t)

_— — 0. 6.9
CAERCIAI (©9)

vVt €[0,1] : ‘

Quadrieren liefert

= (62)? < (1=0)% - ((¢n)* + (¢2)?)
= 0< () (1= (1-0)%) < (1-0)%(¢,)"

n

Da ¢ regulér ist, gilt ¢ # 0 und wir erhalten
vt €[0,1]: ¢ #0.

Also ist ¢, ein Graph auf [0,1] iiber der z-Achse. Also erhalten wir w, €
H?([-1,1],(0,00)), sodass ¢,([0,1]) = {(z,un(x)) : z € [~1,1]}. Zuerst zei-
gen wir |z,| := |cL(t,)| - 1. Dafiir beobachten wir, dass uns ein C > 0
gibt, sodass Vz € [—1,1] gilt |u, ()| < C. Der Mittelwertsatz liefert dann

min{a_, a4}

|z, £1] > c +0o(1) >0
fiir n grof genug. Jetzt konnen wir rechnen:
82F(Cn)‘[o¢] Fu |[ 111

Tn Tn

/ :E)5 da:—i—/ L dx

1 + up (z )5 ~1 up(2)y/1+up(2)?

/ dx.

1 g (2)y/1+ ()2

/71 m ds(z)

1 Tn
21_'_702/71 ds(xz) — oo,

da uy,(z,) — 0 und damit lduft die hyperbolische Bogenlinge gegen co. Analog
findet man die Folge ¢}, indem man auf dem Intervall [t,, 1] arbeitet. ]

Nachdem wir eine Abschéitzung nach 'unten’ erarbeitet haben, benttigen wir
nun noch eine Abschitzung nach oben:

Lemma 6.8. Sei (¢y)neny C M,
ezistiert ein C > 0, sodass

_.ay eine Folge mit sup, F(c,) < 8. Dann

vVt € [0,1], Yn € N gilt C' > |c,(¢)].
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Beweis. Wie in Lemma[6.7] gehen wir per Widerspruch vor. Wir nehmen also
an, es existiert nach Auswahl einer Teilfolge, die Existenz von (&,)nen C [0, 1],
sodass

max{|c,(t)], t € [0,1]} = |en(&n)| = o0, (B — ).

Wir transformieren das Problem nun in das Kreisscheibenmodell der hyperboli-
schen Geometrie mithilfe der Cayley Transformation. In komplexen Koordinaten
z = x + iy lautet diese Transformation

z—1
Z24i

Q(z) =

Fiir diese gilt, dass Q(H?) = B;(0) und diese ist eine Isometrie bzgl. der hyper-
bolischen Geometrie. Damit dndert diese die elastische Energie nicht. Fiithren
wir nun noch eine Rotation um den Ursprung mit Winkel ¢ ein und nennen die-
se R,. Diese ist eine Isometrie des Kreisscheibenmodells und &dndert ebenfalls
nicht die elastische Energie. Nun transformieren wir ¢, und definieren

Cnp:0,1] — H? mit Cnp(t) == Q_l(R<p(Q(cn(t)))).

Mit ¢ > 0 finden wir damit also eine Folge (t£)nen C (0, 1) fiir grofies n, sodass

A
@
c(1)

c

N7}

2)

C(O) c(l)

(0)
A
. / R B

Abbildung 1: Transformation von Kurven, sodass diese gegen 0 laufen.

cr L (t8) = min, cp () = 0.

Sei nun € > 0 fest aber beliebig. Da R, @ und Q' stetig sind, existiert ein
¢ > 0 klein, sodass

& (0 &2 (1
?"'9( ) < ¢ and 7,7;’80( ) < e.
éh,(0) én (1)
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Damit erhalten wir auch

c?z,«p(o) < C%’W(O) e
02+ (@, 0)2]  [ene O]

und ebenfalls fiir t = 1. Genau wie im Beweis von Lemma [6.7 finden wir nun
Folgen 0 < t#~ < t¥ < t£1 <1 mit

e (t,f’i) =1, (n = o0).
(ho)? + (63 ,)?

Fiir groBes n nehmen wir ¢ (t%7) > 0 und ¢ ,(t£") > 0 an. Dann
F(cn) = F(Cn,w) > F(Cn,w)|[07t;«§v—] + F(Cn,w)‘[t;«fytg&]

2 2
= ;We(s(cnw))h()’tﬁf] + ;We(s(cn,w)”[tﬁ,tﬁvﬂ

P thr
& ! & !
+4 ¥ +4 n,p
(n)? +(Re)* | (Cne)? + ()]

>8+0(l) —e>8— 2,

fiir n grof§ genug. Die anderen Fille funktionieren genauso. Wéhlen wir nun
e < 3(8 —sup, F(cy)), so erhalten wir einen Widerspruch. O
Nun kommen wir zur finalen Bogenldngenabschitzung:

Theorem 6.9. Sei (cp)nen C Ma_ .o, eine Folge mit sup,, F(c,) < 8. Sei
weiterhin L,, die hyperbolische Bogenldinge von c,. Dann existiert ein C > 0,

sodass
L, <C.

Beweis. Wie {iblich gehen wir per Widerspruch vor, nehmen also an, dass
nach Auswahl einer Teilfolge gilt L,, — co. O.E. reparametrsieren wir alle ¢,
proportional zur Bogenlénge. Dann liefert Lemma

()2 4+ (2)? = ()L — . (6.10)

n n

Lemma [6.8| zusammen mit dem Mittelwertsatz gibt uns

2 1 1 1 2

SC>lct ()= (=) =1ettn1)]=, = <tp1 <=
oo cn <6) Cn <6) |Cn( 71)‘6’ 6 — N 67
4 3 . 1 3 4

00 >C>|c <6) —c2 <6) = |Ci(t”’2)‘6’ 5 <itp2 < 5
6 5 1 5 6

>CO>lch =) —cn (=)= lehtns)lz, = <tns < —.
e C’I’L (6) C’I’L (6) |CTL( 73)‘6 6 —_— 73 —_— 6

Damit liefert (6.10)



also auch

—". (tn,l) — 1,
—”. (tn,Q) — 07

Varr@e )t

Wie vorher muss man nun auch fiir eine Abschitzung an die elastische Energie
einige Fille unterscheiden. Wir bearbeiten aber nur ¢2(¢,1) < 0 und ¢2(t,.3) <
0, den die anderen Fille sind mit einer Anpassung der Integrationsintervalle
analog.

F(cn) > Fl(cn)| + F(ep)

[tn,Svl]

2 2
— ;We(s(cn))’[tn‘l,tnyz] + ;WE(S(C”)”[%,BJ]

[tn,1,tn,2]

tn, 1
&2 ’ &2
+4 s1)2 22\2 +4 s1)2 n2\2
@)+ (@2, | () + ()], ,
> 8+ o(1).

O

6.4 Eine geometrische, hinreichende Bedingung fiir die
Existenz von Minimierern

In diesem Abschnitt werden wir eine hinreichende Bedingung an ov_ und a4 ge-
ben, sodass die Voraussetzung von Theorem erfiillt ist. Dafiir benotigen wir
eine entsprechende Vergleichsfunktion, welche wir aus Katenoiden und Halbkrei-
sen konstruieren werden. Dafiir berechnen wir zuerst die geodétische Kriimmung
dieser Kurven:

Lemma 6.10. Sei v : R — H? gegeben durch

() = < zC(Z)th )

Hier ist z € R ein Parameter. Dann ist v nach der hyperbolischen Bogenlinge
parametrisiert und es gilt fir die Krimmung K : R — R

2
K(t) = ——
®) cosht’

also ist v mit Satz eine elastische Kurve. Weiter gilt fiir die elastische
Energie und alle s > 0

F(Y)lo,s) <4 und F(7)][0,00) = 4
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Beweis. Zuallererst werden die Ableitungen von -« berechnet:

. z . 0
T=\ zsinht )° 77\ zcosht )°

Weiterhin gilt, dass v nach der Bogenldnge parametrisiert ist, denn

42 = 22 + 22sinh? ¢ _1q
g 22 cosh? ¢ '
Damit berechnet sich die Normale N zu

N(t) = < —zsinht >

z

Nun kénnen wir mithilfe der Formeln aus dem Beweis von z.B. Theorem [6.5] die
geodétische Kriimmung K von 7 berechnen:

21 .2 2 2\2 2142
(51 2L ) N1+ (32— R 4+ GF ) N2
e
22 Scigil}ftt + 2% cosht — 2 Si?f}ff + 22 co;ht
22 cosh? ¢
2sinh? ¢t + cosh?t — sinh® ¢ + 1 2
cosh® t " cosht’

Nun noch zur elastischen Energie:

S 2 2 s
F(9)](0,s) = /0 <cosh(s)> ds = 4[tanh(x)]0 — 4.
Lemma 6.11. Sei

2 —(x—29)%, zE€(B9g—T,20+T
p(L‘UJ‘(x):{ (0 0) ( Oson;t.o )

ein Kreis mit Mittelpunkt auf der x-Achse. Fir die geoddtische Krimmung k
fiir den Anteil in H? gilt
k=0

Beweis. Wir reparametrisieren und erhalten

L sint To
Pao.r (1) '_T< cost ) + < 0 )

Wir berechnen die Ableitungen und die Normale N:
. _ cost
Pror =T\ _gint
" _ sint
Pror = 7T\ cost
N = . r sint — (rcost) sint .
|Dwo,rlg \ cOS cost
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Wie im Beweis von Theorem konnen wir damit die kovariante Ableitung
berechnen:

2 .
. r“costsint 1
V. C = —rsint + 2——mM8MmM—
Cra =M < * rcost > ( 0 )
N ; r2gin?t N r2 cos? t 0
—rcost — )
rcost rcost 1

Also ergibt

. rcost

Q(VC‘TYMCT,M7N) = (TCOSt)Q(—rsiHQt—i—QrsinZt

—rcos?t — rsin®t + r cos® t) =0.

O

Definition 6.12. Wir sagen das Paar (a_,ay) € Ry x Ry erfiillt eine Klein-
heitsbedingung, falls die folgende Aussage wahr ist:

e Falls a_ < oy, dann gilt fiir alle z € R

1
P10y () < a_ cosh ( (jx) .

e Falls «_ > a, dann gilt fiir alle z € R

11—
P—1,a_(x) < oy cosh < 1:) .
ay

Theorem 6.13. Fulls (a_, ;) € RT x RT die Kleinheitsbedingung erfillt
gilt
inf{F(c): c€e Mo_a,} <8
Beweis. O.B.d.A. sei a_ < a;. Weiter sei

1—
) und coshy(x) = a4 cosh ( x) .
o

+x

1
cosh_ (z) = a_ cosh (

Definiere ¢ — (2(t), r(t)) so, dass, der obere Halbkreis p,;),+)(-) tangential zum
Graphen von coshy an (1 —¢,coshy (1—1t)) ist. Da cosh, glatt ist, sind x(-) und
r(-) stetig. Kleinheitsbedingung garantiert nun, dass py(0),r(0) = P1,a, und
cosh_ sich nicht treffen. Allerdings schneiden sich cosh_ und cosh; weswegen
wir eine erste Zeit to > 0 finden, sodass ¢ > t( existiert mit Da(to),r(to) tangential
zum Graphen von cosh_ in (1 — #,cosh_ (1 — #)). Bild [2| skizziert die Situation
Nun definieren wir unsere Vergleichsfunktion durch

cosh_ (), x € [—111 —
Va_ o () =4 Patto)rtn) (@), € (1—£1—to]
cosh (), x € (1—to,1]

Da vq_.a, € CH([=1,1]), ist es auch in My_ o, . Weiter ist pu(i).r(t,) €ine
Geodite, gibt also einen keinen Beitrag zur elastischen Energie. Mithilfe von
Lemma [6.10] erhalten wir

inf{F(c): c€ Mo_a,} < F(va_a,)<8.
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cosh
pz(to) ,’I’(to)

Q-

>

Abbildung 2: Vergleichsfunktion fiir die elastische Energie.

Bemerkung 6.14. Hier einige Bemerkungen, was man im Rahmen des bear-
beitet Dirichlet-Problems noch zeigen kann:

(a) Man kann zeigen, dass jeder Minimierer glatt ist, indem man die Euler-
Lagrange Gleichung im H2-Fall herleitet und Regularitiitstheorie betreibt.
Damit ist dieser in unserem Sinne eine elastische Kurve.

(b) Falls (a_,ay) die Kleinheitsbedingung [6.12] erfiillt ist jeder Minimierer
ein Graph iiber der z-Achse, also gilt ¢([0,1]) = {(z,u(z)) : = € [-1,1]}.

(¢) Im Allgemeinen sind Losungen der Euler-Lagrange Gleichung unter Rand-
daten auch im Graphenfall nicht eindeutig. Ungeklért ist dies aber bis dato
fiir Minimierer.
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7 Symmetrie minimierender Lésungen

In diesem Abschnitt werden wir Methoden aus den ersten Kapiteln benutzen um
zu zeigen, dass alle Losungen aus Theorem mit symmetrischen Randdaten
(a— = a4 ) ebenfalls symmetrisch ist. Bei elliptischen Gleichungen zweiter Ord-
nung werden solche Resultate iiblicherweise iiber ein Eindeutigkeitssatz gezeigt.
Dieser erfordert iiblicherweise ein Maximumprinzip, welches uns allerdings nicht
zur Verfiigung steht. Unser Resultat hier lautet wie folgt:

Theorem 7.1. Sei [-1,1] 5 z — (z,u(z)) ein Minimum von F in M, o mit
glatten u : [—1,1] — (0,00). Dann gilt

u(—z) =u(z) Vxe[-1,1].

Die Beweisstrategie ist im Groben wie folgt: Wir werden zuerst annehmen
u wére nicht symmetrisch. Mithilfe der Ordnungsreduktion von Langer& Sin-
ger konnen wir dann zeigen, dass die geodétische Kriitmmung periodisch ist und
mindestens eine volle Periode durchlduft. Mit expliziten Abschéitzungen an die
Losungen aus dem Lemmata[2.11] und 2.12] werden wir dann zeigen, dass die ela-
stische Energie von (-, u(-)) mindestens 8 betrégt. Dies ist aber ein Widerspruch
zu Theorem

Fiihren wir nun etwas Notation ein. Sei 7 : [0, L] — H? die Reparametrisie-
rung von (-, u(-)) nach hyperbolische Bogenlinge mit Bogenlinge L. Weiterhin
sei K die geodétische Kriimmung von v und k[u] die geoditische Kriimmung
von (-, u(+)). Nutzen wir nun das Ordnungsreduktionsprinzip [4.1|in Kombinati-
on mit der expliziten Gestalt der Killingfelder auf H?, so erhalten wir Parameter
a,b,c € R mit

1 L A2 )2 -(*)? 1 1
2 (7 Y _ s Y
(2 )eaic ()=o) oo 1)

Differenziert man diese Gleichung nach dem Bogenlingenparameter erhélt

man
. '1 -1 . 2 2 A o 2
QKK( 7, >+K2( 7, >+2K< g >+2K< I >
Y Y v Y
141 2:2 .1
Y=Y Y
=al . : +b( .
( Al py142 > ( 42 >

Das Subscript + soll im Nachfolgenden bedeuten, dass das zugehorige Objekt
am rechten Rand ausgewertet wurde. Ein Beispiel wire x[u](1) = K. Analog
dazu bedeutet das Subscript — die Auswertung am linken Rand. Das Subscript
=+ soll verdeutlichen das die Aussage fiir den rechten, sowie den linken Rand

gilt.
Die Randwerte und die Bogenldngenparametrisierung sichern:

(7.2)

Yi=o, v =41, 41 =0, 9L =« (7.3)
Setzt man dies in die erste Koordinate von Gleichung ([7.1)) ein, erhélt man

1—a?

aK? =a +b+ec
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Woraus sofort folgt, dass

a(K2 — K2) = 2b. (7.4)
Die zweite Koordinate von liefert dann
2K, = +a+0b,
welches durch Addition zu ) _
K. +K_=b (7.5)

wird. Nun benétigen wir die Frenet-Gleichungen von ~. Diese lautet in Kurzform
V4% = KN, wobei N die Normale ist, mit der K berechnet wurde (vgl. Beweis
zu Theorem . In Koordinaten lauten diese dann

. 1 4. .

AL 2?7172 — K42, (7.6)
) L o0 Loy 1
o —?(7) +$(v) =K. (7.7)

Einsetzen der Randdaten liefert
Vi =0, 41 = o(Kx — 1).
In Kombination mit der zweiten Koordinate von ergibt sich damit
aKi(Ki -1+ 20K, = aa®.
Die Kriimmungsgleichung ,

i) = K(s) — %K?’(s),

vereinfacht dies zu
2Ky — K3 = ac. (7.8)

Lemma 7.2. u:[—1,1] = (0,00) ist genau dann gerade, wenn

wlul(=1) = K[u](1).

Beweis. Aus u(x) = u(—=x) folgt mit der geoditischen Kriimmung fiir Gra-

phen
u(z)u” (x) 1

Klu](z) (1+ u’(x)Q)% + T u’(x)?
bereits, dass gerade Losungen die obige Gleichung implizieren.
Sei deswegen nun u, sodass «[u](—1) = [u](1). Die Gleichungen und
implizieren, dass K_ = — K.

Nun spiegelt man « an der y-Achse und nennt diese neue Kurve 4. Es ist zu zei-
gen, dass die Bilder von v und -y iibereinstimmen. Durch die Spiegelung existiert
ein s € R, sodass

A(s) = (La), (s) = (—a,0), x[3](s) = ~K_ = K+, sal'(s) = —K_ = K4

Die letzten beiden Gleichungen riihren daher, dass eine solche Spiegelung eine

orientierungsumkehrende Isometrie von H? ist. Kehrt man nun die Durchlauf-

richtung von 4 um, erfiillt es am rechten Rand im Punkt (1, ) dieselben An-

fangsdaten fiir die Frenet-Gleichung und die Kriimmungsgleichung wie 7.

Der Eindeutigkeitsteil von Picard-Lindelof liefert dann die Aussage. O
Im Folgenden sei u : [—1,1] — (0, 00) stets nicht-gerade.

(7.9)
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Lemma 7.3. Seiu:[—1,1] — (0,00) nicht-gerade. Dann gilt
wlu](=1) + klu(1) = 2.
Beweis. Mithilfe einer Subtraktion folgt aus ((7.8)
2Ky —K_)— (K2 -K2)=0
= (Ky—K_)2—-(Ky+K_))=0.
Lemma [7.2] ergibt nun die Aussage. a
Korollar 7.4. Seiu:[—1,1] = (0,00) nicht-gerade. Dann gilt
u”(=1) = —u"(1), u"(1) #0.

Beweis. Dies folgt direkt aus (7.9)), den Randdaten und den Lemmata
sowie 0

Lemma 7.5. K ist periodisch und durchlduft mindestens eine Periode

Beweis. Wir werden folgende stéirkere Aussage zeigen: Es existieren —1 <
1 < 29 < x3 <1 und ein C € R sodass

wlul(z1) = klul(22) = wlu](z3) = C.

Sei 0.B.d.A. mit Folgerung [7.4] u”(—1) < 0 und u”(1) > 0. Wegen der Randda-
ten, muss u damit in —1 ein striktes Maximum und in 1 ein striktes Minimum
besitzen. Da aber u(1) = wu(—1) gilt, existieren damit —1 < z_ < z4 < 1,
sodass

W(zy) =0, u'(zy) <0, W(z_) =0, u"(z_) >0.

Mit (7.9) gilt damit fiir die Kriimmung:
klul(=1) < 1, gu](z-) > 1, klu](zs) <1, klu](1) > 1.
Der Zwischenwertsatz liefert dann die Aussage. O

Lemma 7.6. Sei K orbitartig, also wie in Lemmal[2.11|mit Parametern Ko, k, 7.

Dann gilt
+Fie(m)
/ K?(s)ds > 8.
0

Beweis. Mit einer Verschiebung im Argument, kénnen wir annehmen, dass
|Ko| > v/2, womit sop = 0. Nun kénnen wir rechnen

/ K?(s)ds = / 4r% dn®(rs, k) ds
0 0

1 Fy(m)
= 4p? / (1 — k?sin(Fy, '(rs))) ds
/ — k?sin? 1 —k*sin"(z) de
1 — k2sin?(z)
= 8/2 \/7"2 — (2r2 — 1) sin’*(z) dz.
0
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Wir definieren

(; 1)3p— 9(p) / \/p (20 — 1)sin®(z) dz

und zeigen ¢(p) > 1. Mit ¢(1) = fog cos(x) dx reicht es zu zeigen, dass ¢'(p) < 0
for p € (3,1):

/ 1 —2sin’z dr — / cos(2x) d
V-2 Vo

sm x (2p—1) sm x
/ cos(2x) d + / cos(2x) g
\/p 2p—1smx \/p (2p—1) sin?

cos(2x) cos(m — 2x)

dx +/
/ \/p (2p—1) sin’ x \/'0 (20— 1) cos?z

1 1
= / cos(2x) — = dx
0 \/p7(2p71)sin2x Vp—(2p—1)cos?z
<0.
Da ¢(1) = 1 sind wir fertig. O

Nun noch der wellenartige Fall:

Lemma 7.7. Sei K wellenartig, also wie in Lemma[2.19 mit den dort definier-
ten Parametern Kg,k,r. Dann gilt

1 Fy(2m)
/ K?(s)ds > 4.
0

Beweis.

%Fk(271') %Fk(2ﬂ')
/ K?%(s)ds =K¢ / en®(rs, k) ds
0 0

E.Fk(Qﬂ')
:Kg/ cos?(F, ' (rs)) ds
0
1

2
1
=K? / - cos*(2) ————dx
o T 1 — k2sin’(x)

K2 27
270/ cos?(z) da
\/ -1+ 3K2 70

2
=

\/ -1+ 3K2
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Nun schitzen wir noch den Vorfaktor ab:

(K —4)?>0

:>K4>8K2—16—16(Kg—1>
0= 0 - 2

O
Die Lemmatal[7.6lund [7.7]zeigen, dass eine elastische Kurve, dessen Kriimmung

durch mindestens eine Periode lduft mindestens eine elastische Energie von 8
haben muss. Lemma [Z.5] schlieffit damit den Beweis von Theorem [Z11
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