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Kurz zur praktischen Durchfithrung dieser Veranstelungen:

Solange Prisenzveranstaltungen an der Universitdt untersagt sind, wird die-
ser Kurs online stattfinden. Der Modus ist dabei wie folgt: Sie arbeiten dieses
Skript selbststéindig durch und kénnen mit mir jede Woche iiber Discord iiber
den Stoff diskutieren. Zusitzlich kénnen Sie Ubungsaufgaben 16sen und mir iiber
URM zukommen lassen, indem Sie eine pdf-Datei Threr Losung erstellen und auf
URM hochladen. Die Korrektur kénnen Sie dann ebenfalls iiber URM bekom-
men. Natiirlich kénnen wir ebenfalls iiber die Aufgaben iiber Discord sprechen.
Falls Sie noch Zugang zum Discord Server bzw. URM benétigen, schreiben Sie
mir bitte eine Email. Ich werde Sie dann auf den entsprechenden Platformen
einladen bzw. anmelden.

Sobald wieder Prisenzveranstaltungen erlaubt sind, wird dieser Kurs regulér als
solche fortgesetzt werden.

Nun kurz zur didaktischen Idee der Veranstaltung: Das Ziel ist es die grundle-
genden Ideen der Variationsrechnung an einem geometrisch einfachen aber nicht
trivialen Beispiel kennenzulernen. Dieses Beispiel ist die elastische Energie von
Kurven auf Mannigfaltigkeiten. Diese ist z.B. ein Modell um die physikalische
"Verbiegungsenergie’ eines Stiick diinnen Drahtes zu messen. Wir werden dies
allerdings aus einer rein mathematischen Sicht behandeln und versuchen mehr
iiber Minimierer dieser Energie zu erfahren.

Dafiir werden wir zuerst die kritischen Punkte, d.h. die Euler-Lagrange Glei-
chung berechnen (dies ist eine notwendige Bedingung dafiir ein Minimierer zu
sein). Diese werden wir in den Kapiteln2lund Ml analysieren und so eine genauere
Vorstellung von der Gestalt moglicher Losungen dieser Gleichung bekommen.
Danach werden wir uns in Abschnitt [6] in die hyperbolische Geometrie begeben
und die Existenz eines Minimierers der elastischen Energie unter Randdaten
mithilfe von variationellen Methoden beweisen. Die dafiir nétige direkte Me-
thode der Variationsrechnung erarbeiten wir in Abschnitt Bl Zuerst wiederholen
wir aber in Abschnitt [0 die notigen differentialgeometrischen Grundlagen und
fithren die hier benutzte Notation ein.

0 Differentialgeometrische Grundlagen

Th empfehle dieses Kapitel zuerst nur zu iiberfliegen und spéter bei Bedarf die
einzelnen Definitionen und Sétze herauszusuchen. Insbesondere ist Abschnitt
erst einmal wichtiger fiir die Definition der Elastischen Energie [T

Wir orientieren uns bei den Grundlagen am Buch von Bir, siehe [2]. Zuerst
wiederholen wir den Begriff von Flidchen und darauf definierten Metriken:

0.1 Intrinsische Geometrie von Riemannschen Fliachen

Definition 0.1. S C R? heiit (2 dimensionale) regulére Fliche, dann und nur
dann, falls fiir alle Punkte p € S eine offene Umgebung V' C R3, eine offene Men-
ge U C R? und eine glatte Abbildung F : U — V existiert, sodass SNV = F(U)
und Vu € U gilt Rang DF(u) = 2. F heifit in diesem Fall Parametrisierung von

S in p (siehe z.B. Abbildung [II).

Dann definieren wir den Tangentialraum T, M := span (%(F*1 (p)), % (F~(p)))
von S an p.



Fiir einen Vektor V € T,M existieren damit eindeutige Zahlen V!, V2 € R,

sodass aF oF
_y1Zt 277
V=V Ers) +V 92"

Wir nennen die V? lokale Koordinaten des Vektors V.

TpS

| U |

Abbildung 1: Parametrsisierung einer Fliche.

Bemerkung: Fiir praktische Zwecke werden wir viele Gréflen in diesem Ka-
pitel in lokalen Koordinaten erkldren. Natiirlich miisste man in diesem Fall die
Unabhéngigkeit dieser Groflen bzgl. Wechsel der Paranetrisierung nachweisen,
wir verweisen hier allerdings nur auf die entsprechenden Beweise.

Definition 0.2 (siche [2] Definition 3.2.6). Seien S, S’ C R3 regulire Flichen,
sowie f : S — S5’ glatt (D.h. fiir alle Parametrisierungen F' von S ist f o F
glatt). Dann wird das Differential df (p) : T,S — Ty, S" von f in p € S durch
folgende Konstruktion definiert: Sei V' € T,,S und ¢(—¢,e) — S eine Kurve mit
¢(0) = p und ¢(0) = V. Dann setzt man

FG)V) = 3 (clt)

t=0

Definition 0.3 (siehe [2], Definition 4.4.1). Sei M C R? eine regulire Fliche.
Dann heifit die Abbildung, die allen p € M ein Skalarprodukt g, : T, M xT,M —
R auf dem Tangentialraum von M zuordnet, Riemannsche Metrik, falls fiir alle
Parametrisierungen F': U — M von M gilt, dass die Abbildungen

OF OF .
gij(x) = gF(x) (W’(’W) yxeelU CR2, 1,7 =1,2

glatt in x sind. (gi;)i j=1,2 heifit metrischer Tensor. Das Paar (M, g) nennt man
dabei Riemannsche Fliche.

Bemerkung: Eine mogliches Beispiel fiir eine Riemannsche Metrik auf M ist
das vom ambienten R? euklidische Skalarprodukt zu nutzen, d.h. fir V,W €
T, M gelte dann g,(V, W) = (V, W )gs.



Definition 0.4 (Christoffelsymbol, siehe [2] Definition 4.2.13). Sei (M, g) eine
Riemannsche Flache. Dann definiert man in lokalen Koordinaten das Christof-

felsymbol
2
1 O0gie ~ 0gje 09ij
rh o= Ly ghe (D9, O9ie 09y
R 2 ;g Ox7 + oxt Ozt )’

wobei (g**) ¢=1,2 das Inverse des metrischen Tensors (gi;)i j=1,2 ist.

Bemerkung: Vorsicht, bei dem Christoffelsymbol handelt sich nicht um einen
Tensor, d.h. dieser ist nicht invariant gegeniiber Parameterwechsel, obwohl wir
es so scheiben.

Definition 0.5 (kovariante Ableitung, siche [2] Seite 185). Sei (M, g) eine Rie-
mannsche Fliche und sei V' ein glattes Tangentialvektorfeld auf M, d.h. Vp € M
gilt V(p) € T,M. Sei nun p € M fixiert und F eine Parametrisierung von M in
p. Sei weiterhin W € T, M und ¢ : (—¢,e) — M eine glatte Kurve mit ¢(0) = p,
¢(0) = W und € > 0. Sei weiterhin ¢ := F~!oc die Kurve in lokalen Koordinaten.
Dann wird die kovariante Ableitung von V nach W in p durch

oF

2 2
VwVi=3 | (Vo) + 3 THEOVEHOY | 55
k=1

1,5=1
definiert.

Bemerkung: V muss nicht auf ganz M gegeben sein, damit die kovariante
Ableitung wohldefiniert ist. Es geniigt, dass V auf einer Kurve ¢ wie in der
Definition gegeben ist.

Bemerkung 0.6. Die Definition der kovarianten Ableitung, siehe [0.5] liegt
zwar in lokalen Koordinaten vor, allerdings kann gezeigt werden, dass diese
wohldefiniert ist (siehe [3] Seite 105).

Lemma 0.7 (siche [2] Seite 185). In lokalen Koordinaten kann die kovariante
Ableitung auch ohne eine Hilfskurve angegeben werden. Dafiir gelten hier die
gleichen Bezeichnungen wie in[0.3. Dann gilt

o=V :
(VwV)' =>" ((%j + ZF@V’“) Wi,
k

j=1 =1

Lemma 0.8 (siehe [2] Lemma 4.2.12). Sei (M,g) eine Riemannsche Fliche,
c: I — M eine glatte Kurve auf M mit I C R ein Intervall, J ein weiteres
Intervall in R mit ¢ : J — I eine Umparametrisierung von c, V,W.,Z glatte
Tangentialvektorfelder auf M und f,h : M — R glatte Funktionen auf M.
Seien weiterhin a, 8 € R, p € M und ¢ : (—e,e) — M eine glatte Kurve mit
&(0) = p sowie ¢(0) = Z(p). Dann gelten folgende Formeln fir die kovariante
Ableitung:

o Linearitdt erster Teil:

VZ(aV + ﬁW) =aVzV + VW



Produktregel erster Teil inp € M:

VoV = TIaw) Vv
t=0

Produktregel zweiter Teil:

d
29 (V,W) = gty (Ve VaW) + gery (V, Vey W)

Kettenregel:
VesoVicop)=¢(VeV)op

o Linearitdt zweiter Teil:

VivimwZ = fVyvZ +hNwZ

Definition 0.9 (siehe [2] Definition 4.3.1). Seien V, W, Z glatte Tangentialvek-
torfelder auf einer Riemannsche Fliche (M, g). Dann wird die zweifache kovari-
ante Ableitung durch

V%,WZ = VV(VV[/Z) - VVVWZ
definiert.

Definition 0.10 (siehe [2] Definition 4.3.4). Seien V,W, Z glatte Tangential-
vektorfelder auf einer Riemannschen Fliche (M, g). Dann wird der Riemannsche
Kriimmungstensor durch

RV.W)Z =V wZ — Vv Z
definiert.

Lemma 0.11 (siehe [2] Tabelle 1). Der Riemannsche Kriimmungstensor besitzt
folgende Darstellung in lokalen Koordinaten:

ory,  ort.
¥4 kj ki 14 m 14 m
Rijk = O - Oz + Em (sz ki — ij ki) .

Definition 0.12 (sieche [2] Tabelle 1). Die GauB-Kriimmung G auf einer Rie-
mannschen Fléche (M, g) wird in Koordinaten durch

¢= %Zgjk (Z Rﬁjk)
7,k 4

erklart.

Bemerkung 0.13. Das Theorema Egregium (siehe [2] Satz 4.3.8 und Tabelle
1, Seite 183) zeigt, dass die extrinsische Definition der GauB-Kriimmung mit
Definition [I.I2 fiir den Fall iibereinstimmt, dass die Metrik durch den ambienten
Raum R? induziert wird.

Folgendes Resultat ist nur fiir 2-dimensionale Fldchen korrekt und besitzt
keine entsprechende Verallgemeinerung in héheren Dimensionen.



Theorem 0.14 (siehe [2] Lemma 4.3.11). Sei (M, g) eine 2-dimensionale Rie-
mannsche Fliche und G : M — R die Gaufs-Krimmung auf M. Seien weiterhin
VW, Z glatte Tangentialvektorfelder auf (M,g). Dann gilt fir den Riemann-
schen Krimmungstensor
R = G950 — gied})
RV.W)Z = G(g(Z,W)V —g(Z, V)W)

Theorem 0.15 (Riemannsche Normalkoordinaten, siehe [2] Satz 4.6.7). Sei
(M, g) eine Riemannsche Fliche und p € M. Dann existiert eine Parametrisie-
rung von M um p, sodass fiir den metrischen Tensor in p gilt:

® gij(p) = dij, 0,5 =1,2

o Ji(p)=0, i,j, k=12

oxk

0.2 Kurven auf Riemannschen Flichen

Definition 0.16 (siehe [2] Definition 2.1.1). Sei I C R ein Intervall, (M, g) eine
Riemannsche Flidche und ¢ : I — M eine glatte Kurve. Diese wird als regulér
bezeichnet genau dann, wenn Vt € I gilt ¢(¢) # 0.

Definition 0.17 (geoditische Kriimmung, siehe [2] Definition 4.5.14). Sei (M, g)
eine Riemannsche Fliche, I C R ein Intervall und ¢ : I — M eine glat-
te, reguldre Kurve. Sei weiterhin N ein glattes Vektorfeld an ¢ mit N(t) €
ToyM, gery(N(t), N(t)) = 1, Vt € I und ge4)(¢(t), N(t)) = 0. Dann wird die
geodétische Kriimmung s von ¢ durch

ety (€(1), (1))

K(t) :==

definiert.

Bemerkung 0.18. Die Definition der geodétischen Kriimmung in ist ge-
geniiber richtungserhaltenden Umparametrisierungen invariant. Wird die Lauf-
richtung der Kurve jedoch umgekehrt, dndert dies lediglich das Vorzeichen der
geodétischen Kriimmung.

Auflerdem dndert ein umgekehrtes Vorzeichen fiir die Normale ebenfalls nur das
Vorzeichen der geodétischen Kriimmung.

Definition 0.19 (siehe [2] Proposition 2.1.13). Sei (M, g) eine Riemannsche
Fliache und ¢ : [a,b] — M eine glatte, regulire Kurve. Diese ist nach der Bo-
genlidnge parametrisiert genau dann, wenn fiir das Langenfunktional folgende
Bedingung gilt

Ve [ab: Lig(c) = / et (@5), () ds = ¢ — a.

Bemerkung 0.20. In den Ubungen werden wir zeigen, dass man jede glatte
reguldre Kurve zur Bogenldnge umparametrisieren kann.



Theorem 0.21 (Frenet-Gleichungen, siehe [2] Aufgabe 4.24). Sei (M, g) eine
Riemannsche Fliche, tg,t1 >0, ¢ : [to,t1] = M eine nach der Bogenlinge para-
metrisierte Kurve mit FEinheitsnormalenvektorfeld N beziiglich g entlang ¢ wie
in Definition [0 T3 und & : [to,t1] — R die dazugehirige geoditische Krimmung
von c¢. Dann gelten fir diese Kurve die Frenet Gleichungen:

Vee=k-N und VeN = —k - €.

Sei umgekehrt eine glatte Funktion k : [to,t1] — R gegeben. Dann existiert zu
jedem Punkt p € M wund Einheitsvektor V. € T,M beziiglich g eine eindeu-
tige Kurve ¢ : [to,t1] — M, welche die Frenet Gleichungen mit geoditischer
Krimmung s erfillt, nach der Bogenlinge parametrisiert ist und die Anfangs-
bedingung c(tg) = p und &(to) =V erfillt.

1 Die elastische Energie und ihre Euler-Lagrange
Gleichung

Im Folgenden ist M immer eine glatte 2-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit Metrik g, siehe Definition [0.3]

Definition 1.1 (Elastische Energie). Sei I C R ein offenes Intervall und ¢ : I —
M eine zweimal stetig differenzierbare, regulire Kurve. Sei weiterhin x: I — R
die geodatische Kriimmung von ¢. Dann nennen wir

F(c) ::/Iiz ds ::/Inz(t)\c’|g(t) dt

die elastische Energie von c.

Bemerkung: In Definition [Tl wurde keine Normale von c spezifiziert, denn
%2 ist unabh#ngig von der Wahl der Normalen, siche Bemerkung [[.15

Nun wollen wir eine notwendige Bedingung dafiir herausrechnen, dass ei-
ne Kurve minimal bzgl. der elastischen Energie ist. Dafiir vergleichen wir eine
optimale Kurve v : I — M mit einer beliebigen anderen Kurve ¢: I — M. Op-
timale Kurve bedeutet in diesem Falle, dass F'(y) < F(c). Gleichzeitig méchten
wir noch zusétzlichen Nebenbedingungen fordern. In unserem Fall, dass Rand-
daten von c und +y gleich sind, d.h. hier 7|7, ; = c|g ; und |7, ; = é[7, ;. Natiirlich
konnen noch andere Bedingungen betrachtet werden, wie zum Beispiel, dass alle
vergleichenden Kurven geschlossen sein miissen. Das prinzipielle Vorgehen im
Folgenden dndert sich dadurch aber nicht.

Um nun die Euler-Lagrange Gleichung (so wird diese notwendige Bedingung
genannt) von F' zu berechnen, miissen wir eine Schaar von reguliiren glatten
Kurven 7y : I x (—&,e) = M betrachten. Fiir diese Schar soll gelten F(y(-,0)) <
F(y(-,w)) fiir alle w € (—¢,¢) und die entsprechenden Nebenbedingungen sollen
eingehalten werden. Damit besitzt die reellwertige glatte Abbildung R 5 w —
F(y(-,w)) ein Minimum in 0. Damit gilte 0 = -2 F((-,w)) und dies nennt man
Euler-Lagrange Gleichung.

Sei also € > 0 fest und v : I x (—¢,e) — M eine glatte Familie von Kurven. Der



Scharparameter heifit w € (—e,¢), wihrend der Parameter der Kurven s € I
heifit. Weiter definieren wir (siehe auch Abbildung [[T])

0
V(s,w) := —~(s,w) = §(s,w) = 7(s,w) die Tangente der Kurve

0s
v(s,w) = |V (s,w)|g # 0 die Geschwindigkeit,
\%
T(s,w) := v((j’;l)})) die Einheitstangente,
oy .y
W(s,w) = a—(s,w) das Variationsvektorfeld
w

und k(s, w) sei die geodétische Kriimmung beziiglich der s-Variablen. Mit diesen

Y(s,w)

Abbildung 2: Variation einer Kurve.

Bezeichnungen koénnen wir folgendes Lemma formulieren und beweisen. Wir
benotigen diese Grofien, denn diese sind genau die Ableitungen der Integranden
in der Definition von F":

Lemma 1.2 (siehe z.B. [4] Lemma 1.1).
ov

FE g(VrW,T)v
8 2
% = 29(VoVeW,VeT) + 29 (R(W, T)T, V1 T) — 4g (Vo W, T) 5.

Hierbei ist R(-,-) der Riemannsche Kriimmungstensor von M (siehe Def. [0 10)
und V.- die kovariante Richtungsableitung.

Beweis. Um die erste Formel nachzuweisen benttigen wir folgende Hilfsrech-
nung. Man beachte, dass diese in lokalen Koordinaten (siehe Def. [II]) durch-
gefithrt wird:

2.k
W)t T IS kg S gyt (g
%,
s v (VeW)E.

Hierbei sind die Ffj die Christoffelsymbole von g. Damit gilt dann

ov 0 . oW1y 1 ..
o %(9(%7))2 = %29(Vw%7)
T
— 9V W,uT) = vg(Ve W, T).

v



Fiir die zweite Formel bendtigen wir wieder eine Hilfsrechnung. Man beachte,
dass die hier verwendete Hilfskurve in Def.[0.5 der Kurve w +— (¢, w) entspricht:

k
(VwT)* = 6T ZFWWJ

- < >+ZF’“TZWJ

k 2,k
= _l@ 107y +Zpk7WJ

V2 aw v 0sOw

S|

(V5 W)F — ﬁg(va, T)vy*
VeW)E — g(VeW, T)T*

I
—

Nun betrachten wir die eigentliche Aussage. Wir nutzen dafiir, dass wir mithilfe
der Frenet-Gleichungen [221] schreiben kénnen x? = g(V1 T, V1T).

OK? 0
0~ 2w (9(VrT,V7T)) I@QQ(VWvTTa vrT)
( T)T + VrVwT + VVWTT — VvaT, VTT)
=29 (RW, )T +VrVwT + V_rgvrwry+vewT — VorwT, VoT)
( T +Np(=Tg(NeW,T) + VW) — g(Ne W, T)V 1T,V 1T)
2g(R( W, T)T,V7T) — 2k*g(V1+ W, T)

+2g( —g(VeW, T)VrT — Tg(VrVrW,T)
= Tg(VeW,V1T) + V1V W, VTT>

|IE2':|12: g(VoeVrW,VrT) — 4x2g(N W, T) + 29(R(W, T)T, V1 T)

d
Nun koénnen wir F' ’ableiten’ und die Euler-Lagrange Gleichung herausrech-
nen:

Theorem 1.3. Seiy: I =[0,L] — M eine regulire, glatte nach der Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Sei v auflerdem kritisch fir F, d.h. alle fir alle kom-
pakten, glatten Scharen von reguliren Kurven y(s,w), sodass v(s,0) = y(s) und
v(s,w) =~(s,0) fir s€ I\ K und K CC I gilt

d
2 w0 = 0.

L P 0o

Dann gilt fiir die geoddtische Krimmung K () von ()
d2
—K
ds?

Hier ist G die GaufSkriimmung von M.



Beweis. Da M von Dimension 2 ist, kénnen wir den Riemannschen
Kriimmungstensor auch durch die Gaulkriimmung ausdriicken, siche Thm. [0.T4

R(W,T)T = Gg(T, T)W — g(T,W)T) = G(W — g(W,T)T)

Nun benoétigen wir partielle Integration. Diese stammt hier aus der Produktregel

0.8

L L
A8 = [ a8y ds= [ a(VrAB) +a(a.V1B)ds

wobei A, B zwei Vektorfelder auf der Kurve v sind. Daraus folgt

L L
/ o(VrA, B)ds = [g(A, b))k — / (A, VrB) ds
0 0

Da ~(-,0) nach der Bogenlédnge parametrisiert ist, ist damit v(-,0) = 1, damit
vereinfacht sich die folgende Rechnung. Damit und mit Lemma konnen wir
nun mithilfe partieller Integration rechnen. Ableitung und Integral vertauscht,
da alle beteiligten Grofien als glatt auf kompakten Mengen angenommen werden.

d d [
POt )lmo = 3o [ Krodsly

L
- / v (2 (VrVaW, Vo T) + 29 (ROW,T)T, V1T) — 4g (Vo W, T) K?)
0
+9(VeW, T)vK?ds

L
_ / 29(W, (Vr)PT) + 2Gg(W, VoT) + 3K2g(W, Vo T) + 69(W, T)K'K ds
0
+ [29(Ve W, VT) + g(W, —2(V1)*T — 3K°T)]
L
= [ 20(W.(V2)°T) + 2Gg(W, V1 T) + 3K2g(W, T T) + 6g(W, T)K'K ds,
0

denn die Variation ist kompakt, d.h. W = VW = 0 am Rand. Sei N die
Einheitsnormale von -y, sodass die Frenet-Gleichungen

VsT = KN, VoN=—KT

gelten. Wihlen wir W (s) := ¢(s)N(s), mit ¢ € C§°(I), d.h. W zeigt in Richtung
N, so erhalten wir insgesamt

L PO s

:/L ¢ (29(N, (Vr)2(NK)) +2Gg(N,NK) + 3K?g(N, NK)) ds

L
/ ¢ (29(N, (V) (KVTN + K'N)) + 2GK + 3K?) ds
0

~

/ ¢ (29(N, K'VoN + KV (—KT) + K" N + K'VoN) + 2GK + 3K?) ds
0

~

/ ¢ (29(N, —2K'KT + K(—K'T — KV7T) + K"N) + 2GK + 3K?) ds
0

L
/ ¢ (—2K°® 4+ 2K" + 2GK + 3K®) ds.
0

10



Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung erhalten wir dann die Aus-
sage. a

Ahnlich wie bei Minimalfliichen nennen wir Kurven die gerade mal kritisch
fiir die elastische Energie sind, bereits elastisch:

Definition 1.4. Sei v : I — M eine glatte, regulire, nach der Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Wir nennen  elastisch, falls ihre geodétische Kriimmung
K die folgende Differentialgleichung erfiillt

d? 1
(dS)QK(S) = _K(S)G(’Y(S)) - i(K(S))g

Fiir die weitere Theorie setzen wir die Gaukriimmung G als konstant voraus
und kénnen dann obige Gleichung sogar explizit 16sen, siehe Abschnitt

Bemerkung 1.5. Im Beweis zu Thm.[[.3haben wir einen Punkt offen gelassen.
Bevor wir hier darauf eingehen, schauen Sie sich den Beweis bitte noch einmal
an, und versuchen diesen zu finden.

Dieser Punkt liegt in der Wahl von W. Warum finden wir fiir jede beliebige glatte
regulidre Kurve eine glatte (!) Schar von Kurven, dessen Variationsvektorfeld ein
von uns a-priori(!) gewihltes W ist?

Die Idee ist dabei Folgende: Da bei dem Lemma der Variationsrechnung nur
’kleine’ Trager von ¢ noétig sind, kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass fiir
ganz vy eine Parametrisierung P : U — M von M existiert, d.h. v(I) cC P(U).
Dann schreiben wir v, = P~1(7) und W in lokalen Koordinaten bzgl P, d.h.
Wior = (W', W?2). Dann setzen wir als Scharfamilie

A(s,) = P (b () + wWiok(s)) .

Da ~(I) kompakt in P(U) liegt, existiert ein € > 0, sodass fiir alle w € (—¢,¢)
die Familie v(s, w) wohldefiniert und glatt ist. Die nétigen Eigenschaften folgen
aus der Kettenregel.

2 Analyse der Kriimmungsgleichung

2.1 Qualitatives Verhalten

In diesem Kapitel wird die Euler-Lagrange Gleichung aus Abschnitt [II unter-
sucht:

K"(s) = ~GK(s) %Kff(s). (2.1)

Hier sehen wir G € R als einen festen Parameter, d.h. wir betrachten nur ela-
stische Kurven auf Mannigfaltigkeiten mit konstanter Gauflkriimmung, z.B. R?,
S? oder H?. Wir l6sen uns in diesem Abschnitt also von der Geometrie und
bearbeiten (21]) nur als gewéhnliche Differentialgleichung.

Zuerst wenden wir die Energiemethode auf (Z1I) an und ziehen erste wichtige
Schlussfolgerungen iiber das Verhalten der Losungen.

Lemma 2.1 (siehe [4] Gleichung (2.1)). Alle Lésungen von (21 mit den An-
fangsdaten K(0) = Ko und K'(0) = K|, erfiillen folgende Gleichung

(K'(5))” = —GK>(s) — iK‘*(s) + GK§ + iK{f + (K{)?
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Beweis. Die Gleichung wird mithilfe der Energiemethode hergeleitet. Dalfiir
wird (1)) mit K’(s) durchmultipliziert und von 0 bis s integriert.
1

K"(s) = -GK(s) — 51(3

= K"($)K'(s) = —~GK(s)K'(s) — %KS(S)K’(S)
= / K'(t)K'(t)dt = / ~-GK(t —7K3(t)K’(t) dt

1
,K(‘)l

(K'())? = 5 (K = ~GgK*(s) ~ {KMs) + G R +

8
1 1
= (K'(s))" = ~GK*(s) = 7 K"(s) + GK§ + 1 Kg + (K)?

O Bemerkung: Da die Differentialgleichung (2.1
autonom ist, also nicht explizit von s abhéngt, kénnen wir per Verschiebung im
Argument o0.E. annehmen, dass die Anfangsdaten bei s = 0 liegen.

Korollar 2.2. Jede Lisung von (1) ist stets beschrinkt.

Beweis. Angenommen es existiert eine Folge s,, aus dem Existenzbereich von
(1) mit
lim |K(s,)| =

n— o0

Da die rechte Seite von Lemma [2.1] ein Polynom vierten Grades in K mit ne-
gativem Vorzeichem vor dem hichsten Monom ist, geht diese Seite gegen —oo.
Damit existiert ein n € N, sodass (K’(s,))? < 0, ein Widerspruch. O

Bemerkung 2.3. Die Beschrinktheit von K liefert mithilfe von Lemma[Z1] die
Beschrinktheit von K’ und auflerdem auch von K”. Dies impliziert, dass das
maximale Existenzintervall einer Losung ganz R ist.

Wir werden spéter alle Losungen hinschreiben, benttigen fiir die Rechnung
aber, dass wir 0.E. annehmen kénnen, dass K = 0. Dafiir beweisen wir folgendes
Theorem:

Theorem 2.4. Sei K eine beliebige Lisung von (2.10). Dann existiert ein s € R
mit K'(s) = 0.

Beweis. Zuerst definiert man K (0) = K¢ und K’(0) = K|, als Anfangsdaten
der Losung K.
Der Beweis wird nun per Widerspruch gefithrt. Man nehme an, es existiere kein
s € R mit K'(s) = 0, dann ist K'(s) # 0, Vs € R. Also ist K streng monoton
wachsend /fallend und auferdem nach Korollar beschrénkt, damit gilt

JK €R: Slggo K(s) = K. (2.2)

Nun betrachtet man die Folge (n),en. Sie ist divergent gegen oo und damit gilt
wegen (22) |K(n) — K(n+ 1)] — 0 fiir n — oo, denn konvergente Folgen sind
Cauchy-Folgen. Mithilfe des Mittelwertsatzes bekommt man eine weitere gegen
oo divergente Folge (&, )nen wie folgt:

04 [K(n) = K(n+ 1] =|K'(&)lIn+1=n|, & € [n,n+1].
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Also gilt K'(&,) — 0 fir n — oc.
Nun kann wieder mithilfe des Mittelwertsatzes und obiger Divergenz von &, eine
weitere gegen oo divergente Folge (1, )nen konstruiert werden:

04 [K'(&n) = K'(&ns2)| = [ K" ()| [€n — Ental, 1n € [€n, €nsal-
>1

Also gilt K" (n,) — 0.
Nun kénnen die Ergebnisse mithilfe von ([222]) zusammengefasst werden.

lim K(§,) = Koo, lim K(n,) = Ko
n—00

n— oo

lim K'(&,) =0

n—oo

lim K" (n,) =0.

n—oo

Als niichstes miissen diese Konvergenzen in die stetigen Zusammenhiinge (Z.1])
und Lemma 2.1] eingesetzt werden und man erhéilt

1
0=-GK, — 5Kgo (2.3)

1 1
0=-GK2 — ZK;*O + GKZ + 1Kg + (Kp)2. (2.4)

Analog erhilt man mit der Asymptotik gegen —oo und der Bezeichnung limg_, _ o, K(s) =
K_  folgende Gleichungen:

1
0=-GK_o — 5[(300 (2.5)

1 1
0=-GK*_ — szoo +GKZ + ZK;} + (K§)% (2.6)

Die einzigen Losungen fiir (23] sind Ko, = 0 und Ko, = £v/—2G. Diese werden
im Nachfolgenden durch eine Fallunterscheidung bearbeitet.

(a) Koo = +v/—-2G:

Setzt man Ko in (Z4) ein, erhilt man eine Bedingung an Ky und K|:

1 1 K2
0=2G?— 14G2 + GKZ + ZKg + (K})? = (G + 70)2 + (KH)2 (2.7)

Die einzige Moglichkeit (Z7)) zu 16sen, besteht darin, dass K{j = 0 ist. Dies
ist aber ein Widerspruch zur Annahme.

(b) Koo =0:
Wegen der strengen Monotonie von K muss K_,, = £v/—2G sein. Dies

kann vollig analog zum Fall (a) zum Widerspruch gefiihrt werden, indem
K_ in ([2.0) eingesetzt wird.

O
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2.2 Jacobisch elliptischen Funktionen

Um nun alle Losungen bestimmen zu konnen, bendtigen wir die sogenannten
Jacobisch elliptischen Funktionen. Einen Uberblick iiber solche speziellen Funk-
tionen liefert z.B. [IJ.

Definition 2.5 (siehe [I] 16.1.3). Fiir einen Parameter k € (0, 1) wird folgende
Funktion definiert:

%
F, :R—=R, Fg(p) ::/ dvp
0

v

\/1 — E2sin®(v)

F} ist offensichtlich positiv, da k € (0,1), also existiert F} ! Setze nun noch
AM(s, k) := F;7'(s).

Definition 2.6 (siehe [I] 16.1.5). Fiir einen Parameter k& € (0,1) werden fol-
gende Funktionen definiert:

sn:R—[-1,1], sn(s, k) := sin <p|w_F_1(s) = sino AM(s, k)
=ry

Pl(s) = coso AM(s, k)

=F7(:

dn:R%{ 171@2,1}, dn(s, k) i= /1= Ksin | _ .0 = /1= K2sn?(s, k)

Lemma 2.7. Sei k € (0,1) fiziert, dann gilt

en: R —[-1,1], en(s, k) = cosgp’w

AM'(s, k) = dn(s, k)
Beweis. Der Hilfssatz folgt aus der Formel zur Berechnung der Ableitung der
inversen Funktion. Dafiir muss die Ableitung von Fj berechnet werden.

1

Fi(¢) = ————
1 — k2sin(p)

Damit gilt

AM/(s,k) = (Fi(s)™!) = : = }

V1-k2 sin2(F 1 (s))
= J1— B2 sin®(F; N (s)) = du(s, k).

O

Damit kénnen nun die Ableitungen der Jacobischen elliptischen Funktionen

berechnet werden. Die nachfolgenden Ableitungsoperationen beziehen sich im-

mer auf die s-Komponente der Variable in der Definition der Funktionen, siehe
Definition 2.0l

Theorem 2.8 (siche [I] Tabelle 16.16). Sei k € (0,1), dann gilt

sn’(s,k) = dn(s,k)cn(s, k)
cn'(s,k) = —dn(s, k)sn(s, k)
dn'(s,k) = —k?cn(s,k)sn(s, k)
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Beweis. Die ersten beiden Gleichungen folgen direkt aus der Kettenregel, der
Ableitungen des sin bzw. des cos und Lemma 2.7

dn'(s,k) = <\/1_k2Sin2(Fk1(5))>,

= dn(s, k)(—2k*sin(F, '(s)) cos(

Fil(s) 1
* 2y/1 - K2sin®(Fy; L (s))

= —k%cn(s, k)sn(s, k).
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3 Einschub: Isometrien und Killing-Vektorfelder

4 Ordnungsreduktion nach Langer&Singer
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5 Einschub: Die direkte Methode der Variati-
onsrechnung
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6 Ein Randwertproblem fiir elastische Kurven
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7 Symmetrie minimierender Losungen
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