
1 Geometrische Grundlagen

Hier werden einige für diese Vorlesung wichtige Resultate, Formeln und De-
finitionen aus der Differentialgeometrie gesammelt. Die Resultate stammen
dabei aus [B].

1.1 Extrinsische Geometrie von Flächen

Definition 1.1 (metrischer Tensor, siehe [B] Seite 111). Sei 〈·, ·〉 das Stan-
dardskalarprodukt des R3. Sei weiterhin S ⊂ R3 eine reguläre Fläche, p ∈ S
und F eine Parametrisierung bezüglich S in p. Dann heißt

gij := 〈∂F
∂xi

,
∂F

∂xj
〉

metrischer Tensor oder erste Fundamentalform in lokalen Koordinaten.
Mit gij wird hier das Inverse von gij bezüglich Matrixmultiplikation bezeich-
net.

Definition 1.2 (siehe [B] Definition 3.2.6). Seien S, S ′ ⊂ R3 reguläre Flächen,
sowie f : S → S ′ glatt. Dann wird das Differential df(p) : TpS → Tf(p)S

′

von f in p ∈ S durch folgende Konstruktion definiert: Sei V ∈ TpS und
c(−ε, ε)→ S eine Kurve mit c(0) = p und ċ(0) = V . Dann setzt man

df(p)(V ) :=
d

dt
f(c(t))

∣∣∣∣
t=0

.

Definition 1.3 (siehe [B] Definition 3.4.1). Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche.
Falls eine glatte Abbildung ν : S → S2 mit ν(p) ⊥ TpS für alle p ∈ S
existiert, nennt man S orientierbar und die Abbildung ν Gauß-Abbildung
oder Normale von S.

Definition 1.4 (siehe [B] Definition 3.5.1). Sei S ⊂ R3 eine orientierbare
reguläre Fläche mit Gauß-Abbildung ν. Dann heißt für p ∈ S

Wp : TpS → Tν(p)S2

V 7→ −dν(p)(V )

Weingarten-Abbildung von S.
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Definition 1.5 (siehe [B] Formel 3.4). Sei S ⊂ R3 eine orientierbare reguläre
Fläche mit Gauß-Abbildung ν sowie Karte F und sei p ∈ S. Dann heißt

hij := 〈 ∂2F

∂xi∂xj
, ν ◦ F 〉 = 〈∂F

∂xi
,Wp(

∂F

∂xj
)〉

zweite Fundamentalform von S in lokalen Koordinaten. Hierbei ist 〈·, ·〉 das
Standardskalarprodukt des R3.

Definition 1.6 (mittlere Krümmung, siehe [B] Definition 3.6.9). Sei S ⊂ R3

eine orientierbare reguläre Fläche mit Parametrisierung F bezüglich p ∈ S
mit erster und zweiter Fundamentalform. Dann heißt

H(p) :=
g11h11 − 2g12h12 + g22h22

2(g11g22 − (g12)2)
=

1

2
Spur

(
((gik) ◦ (hik))i,k=1,2

)
=

1

2
Spur(Wp)

mittlere Krümmung von S. (gik)i,k=1,2 ist dabei der inverse metrische Tensor.

Definition 1.7 (Gauß-Krümmung, siehe [B] Definition 3.6.9). Sei S ⊂ R3

eine orientierbare reguläre Fläche mit erster und zweiter Fundamentalform,
gegeben durch eine Parametrisierung F bezüglich p ∈ S. Dann heißt

G(p) :=
h11h22 − (h12)

2

g11g22 − (g12)2
=

det(hij)

det(gij)
= det(Wp)

Gauß-Krümmung von S.

1.2 Intrinsische Geometrie von Flächen

Definition 1.8 (siehe [B], Definition 4.4.1). Sei M ⊂ R3 eine reguläre
Fläche. Dann heißt die Abbildung, die allen p ∈ M ein Skalarprodukt gp :
TpM × TpM → R auf dem Tangentialraum von M zuordnet, Riemannsche
Metrik, falls für alle Parametrisierungen F : U → M von M gilt, dass die
Abbildungen

gij(x) := gF (x)

(
∂F

∂xi
,
∂F

∂xj

)
, x ∈ U ⊂ R2, i, j = 1, 2

glatt in x sind. (gij)i,j=1,2 heißt metrischer Tensor. Das Paar (M, g) nennt
man dabei Riemannsche Fläche.

Definition 1.9 (Christoffelsymbol, siehe [B] Definition 4.2.13). Sei (M, g)
eine Riemannsche Fläche. Dann definiert man in lokalen Koordinaten das
Christoffelsymbol

Γkij :=
1

2

2∑
`=1

gk`
(
∂gi`
∂xj

+
∂gj`
∂xi
− ∂gij
∂x`

)
,

wobei (gk`)k,`=1,2 das Inverse des metrischen Tensors (gij)i,j=1,2 ist.
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Definition 1.10 (kovariante Ableitung, siehe [B] Seite 185). Sei (M, g) eine
Riemannsche Fläche und sei V ein glattes Tangentialvektorfeld auf M , d.h.
∀p ∈M gilt V (p) ∈ TpM . Sei nun p ∈M fixiert und F eine Parametrisierung
von M in p. Sei weiterhin W ∈ TpM und c : (−ε, ε)→ M eine glatte Kurve
mit c(0) = p, ċ(0) = W und ε > 0. Sei weiterhin c̃ := F−1 ◦ c die Kurve in
lokalen Koordinaten. Dann wird die kovariante Ableitung von V nach W in
p durch

∇WV :=
2∑

k=1

(
( ˙V ◦ c̃)k +

2∑
i,j=1

Γkij(c̃(0))V i ˙̃c(0)j

)
∂F

∂xk

definiert.

Bemerkung 1.11. Die Definition der kovarianten Ableitung, siehe 1.10, liegt
zwar in lokalen Koordinaten vor, allerdings kann gezeigt werden, dass diese
wohldefiniert ist (siehe [J] Seite 105).

Hilfssatz 1.12 (siehe [B] Seite 185). In lokalen Koordinaten kann die kova-
riante Ableitung auch ohne eine Hilfskurve angegeben werden. Dafür gelten
hier die gleichen Bezeichnungen wie in 1.10. Dann gilt

(∇WV )i =
2∑
j=1

(
∂V i

∂xj
+

2∑
k=1

ΓikjV
k

)
W j.

Hilfssatz 1.13 (siehe [B] Lemma 4.2.12). Sei (M, g) eine Riemannsche
Fläche, c : I → M eine glatte Kurve auf M mit I ⊂ R ein Intervall, J
ein weiteres Intervall in R mit ϕ : J → I eine Umparametrisierung von c,
V,W,Z glatte Tangentialvektorfelder auf M und f, h : M → R glatte Funk-
tionen auf M . Seien weiterhin α, β ∈ R, p ∈ M und c̃ : (−ε, ε) → M eine
glatte Kurve mit c̃(0) = p sowie ˙̃c(0) = Z(p). Dann gelten folgende Formeln
für die kovariante Ableitung:

• Linearität erster Teil:

∇Z(αV + βW ) = α∇ZV + β∇ZW

• Produktregel erster Teil in p ∈M :

∇Z(p)fV =
d

dt
f(c̃(t))

∣∣∣∣
t=0

V + f∇ZV

• Produktregel zweiter Teil:

d

dt
gc(t) (V,W ) = gc(t)

(
∇ċ(t)V,W

)
+ gc(t)

(
V,∇ċ(t)W

)
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• Kettenregel:
∇ ˙c◦ϕV (c ◦ ϕ) = ϕ̇ (∇ċV ) ◦ ϕ

• Linearität zweiter Teil:

∇fV+hWZ = f∇VZ + h∇WZ

Definition 1.14 (siehe [B] Definition 4.3.1). Seien V,W,Z glatte Tangenti-
alvektorfelder auf einer Riemannsche Fläche (M, g). Dann wird die zweifache
kovariante Ableitung durch

∇2
V,WZ := ∇V (∇WZ)−∇∇VWZ

definiert.

Definition 1.15 (siehe [B] Definition 4.3.4). Seien V,W,Z glatte Tangen-
tialvektorfelder auf einer Riemannschen Fläche (M, g). Dann wird der Rie-
mannsche Krümmungstensor durch

R(V,W )Z := ∇2
V,WZ −∇2

W,VZ

definiert.

Hilfssatz 1.16 (siehe [B] Tabelle 1). Der Riemannsche Krümmungstensor
besitzt folgende Darstellung in lokalen Koordinaten:

R`
ijk =

∂Γ`kj
∂xi
− ∂Γ`ki

∂xj
+
∑
m

(
Γ`miΓ

m
kj − Γ`mjΓ

m
ki

)
.

Definition 1.17 (siehe [B] Tabelle 1). Die Gauß-Krümmung G auf einer
Riemannschen Fläche (M, g) wird in Koordinaten durch

G =
1

2

∑
j,k

gjk

(∑
`

R`
`jk

)

erklärt.

Bemerkung 1.18. Das Theorema Egregium (siehe [B] Satz 4.3.8 und Tabel-
le 1, Seite 183) zeigt, dass die extrinsische Definition 1.7 der Gauß-Krümmung
mit 1.17 für den Fall übereinstimmt, dass die Metrik durch den ambienten
Raum R3 induziert wird.

Folgendes Resultat ist nur für 2-dimensionale Flächen korrekt und besitzt
keine entsprechende Verallgemeinerung in höheren Dimensionen.

4



Satz 1.19 (siehe [B] Lemma 4.3.11). Sei (M, g) eine 2-dimensionale Rie-
mannsche Fläche und G : M → R die Gauß-Krümmung auf M . Seien wei-
terhin V,W,Z glatte Tangentialvektorfelder auf (M, g). Dann gilt für den
Riemannschen Krümmungstensor

Rk
ij` = G

(
gj`δ

k
i − gi`δkj

)
R(V,W )Z = G (g(Z,W )V − g(Z, V )W )

Satz 1.20 (Riemannsche Normalkoordinaten, siehe [B] Satz 4.6.7). Sei (M, g)
eine Riemannsche Fläche und p ∈M . Dann existiert eine Parametrisierung
von M um p, sodass für den metrischen Tensor in p gilt:

• gij(p) = δij, i, j = 1, 2

• ∂gij
∂xk

(p) = 0, i, j, k = 1, 2.

1.3 Kurven auf Riemannschen Flächen

Definition 1.21 (siehe [B] Definition 2.1.1). Sei I ⊂ R ein Intervall, (M, g)
eine Riemannsche Fläche und c : I → M eine glatte Kurve. Diese wird als
regulär bezeichnet genau dann, wenn ∀t ∈ I ċ(t) 6= 0.

Definition 1.22 (geodätische Krümmung, siehe [B] Definition 4.5.14). Sei
(M, g) eine Riemannsche Fläche, I ⊂ R ein Intervall und c : I → M eine
glatte, reguläre Kurve. Sei weiterhin N ein glattes Vektorfeld an c mit N(t) ∈
Tc(t)M , gc(t)(N(t), N(t)) = 1, ∀t ∈ I und gc(t)(ċ(t), N(t)) = 0. Dann wird die
geodätische Krümmung κ von c durch

κ(t) :=
gc(t)(∇ċ(t)ċ(t), N(t))

gc(t)(ċ(t), ċ(t))

definiert.

Bemerkung 1.23. Die Definition der geodätischen Krümmung in 1.22 ist
gegenüber richtungserhaltenden Umparametrisierungen invariant. Wird die
Laufrichtung der Kurve jedoch umgekehrt, ändert dies lediglich das Vorzei-
chen der geodätischen Krümmung (vergleiche 1.13).
Außerdem ändert ein umgekehrtes Vorzeichen für die Normale ebenfalls nur
das Vorzeichen der geodätischen Krümmung.

Definition 1.24 (siehe [B] Proposition 2.1.13). Sei (M, g) eine Riemann-
sche Fläche und c : (0, L) → M eine glatte, reguläre Kurve. Diese ist nach

5



der Bogenlänge parametrisiert genau dann, wenn für das Längenfunktional
folgende Bedingung gilt

∀t ∈ (0, L) : L(0,t)(c) :=

∫ t

0

√
gc(s) (ċ(s), ċ(s)) ds = t.

Hilfssatz 1.25 (siehe [B] Definition 2.1.11). Sei (M, g) eine Riemannsche
Fläche, I ⊂ R ein Intervall und c : I →M eine glatte, reguläre Kurve. Dann
gilt, dass c nach der Bogenlänge parametristert ist genau dann, wenn

∀t ∈ I : gc(t)(ċ(t), ċ(t)) = 1.

Satz 1.26 (siehe [B] Proposition 2.1.13). Sei (M, g) eine Riemannsche Fläche,
I ⊂ R ein Intervall und c : I →M eine glatte, reguläre Kurve. Dann existiert
eine richtungserhaltende Umparametrisierung ϕ : J → I von c, sodass c ◦ ϕ
nach der Bogenlänge parametrisiert ist.

Satz 1.27 (Frenet-Gleichungen, siehe [B] Aufgabe 4.24). Sei (M, g) eine
Riemannsche Fläche, t0, t1 > 0, c : [t0, t1] → M eine nach der Bogenlänge
parametrisierte Kurve mit Einheitsnormalenvektorfeld N bezüglich g entlang
c wie in Definition 1.22 und κ : [t0, t1] → R die dazugehörige geodätische
Krümmung von c. Dann gelten für diese Kurve die Frenet Gleichungen:

∇ċċ = κ ·N und ∇ċN = −κ · ċ.

Sei umgekehrt eine glatte Funktion κ : [t0, t1]→ R gegeben. Dann existiert zu
jedem Punkt p ∈ M und Einheitsvektor V ∈ TpM bezüglich g eine eindeu-
tige Kurve c : [t0, t1] → M , welche die Frenet Gleichungen mit geodätischer
Krümmung κ erfüllt, nach der Bogenlänge parametrisiert ist und die An-
fangsbedingung c(t0) = p und ċ(t0) = V erfüllt.
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