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1 Einfiihrung

Dieses Vorlesungsskript beruht auf Skripten von H.-Chr. Grunau, 5], [4], sowie
in erster Linie auf den Biichern von H. Amann [1] und W. Walter [7].

Definieren wir zuerst die allgemeine Problemstellung, welche wir in die-
ser Vorlesung untersuchen werden. Diese soll das Anfangswertproblem einer
gewohnlichen Differentialgleichung sein, d.h. wir suchen einfach gesagt eine
(moglicherweise mehrfach) differenzierbare Funktion, die eine Gleichung erfiillt
und zu einem vorgegebenem Variablenwert einen bestimmten Wert annimt. Dies
wollen wir nun prézisieren:

Problemstellung 1.1. Sei I C R ein Intervall, Q ¢ R™* offen mit n,k € N.
Sei nun f : I x Q — R¥ gegeben. Sei weiter (zg,21,...,2,_1) € Q und ¢y € I.
Wir sagen nun, dass eine Abbildung z folgendes Anfangswertproblem 16st,

{ z(t) = f(t,x(t),aD(1),..., 2D (B)) (1.1)

z(to) = zo, M (to) = a1,..., 2"V (tg) = 1
falls ein offenes J C I mit ¢y € J und ein z € C™(J,R¥) existiert mit
(m,x(l), e ,x("_l)) J = Q, (1.2)

welches ([1.1)) fiir alle t € J erfiillt.
Eines der einfachsten Beispiele fiir ein Anfangswertproblem ist Folgendes.

Beispiel 1.2. Seitg € R, zg € R und ¢ € R gegeben.

{ 2 (t) = cx(t)

{E(to) = X0

Nachdem wir einige grundlegende Sprechweise festgelegt haben, werden wir
eine Losungsmethode erarbeiten, mit der wir Beispiel bearbeiten kénnen.

Notation 1.3.

1. Wir nennen eine Gleichung der Form aus (|1.1)) eine gewohnliche Differen-
tialgleichung n-ter Ordung. D.h. wir bemerken damit die héchste auftre-
tende Ableitungsordung.

2. Angelegt an die Physik nennen wir die Variable einer Losung, also das t,
gerne auch Zeit. Entsprechend notieren wir fiir die erste Ableitung auch
gerne  und fiir die zweite Ableitung & usw.

3. Falls die Gleichung (|1.1) unabhingig von der Zeit, also das auftretende f
nicht explizit von der Zeit ¢ abhéingt (d.h. z.B. f(t,y) = f(y)), nennen wir
die Gleichung autonom.

4. Die z-Variable von f nennen wir ebenfalls angelehnt an die Physik Raum-
variable.

5. Wir werden ofter von Abbildungen z : [a,b] — R* sprechen, welche stetig
differenzierbar sein sollen. Damit ist hier gemeint, dass = € C°([a,b]) N
C1((a,b)) und limye (q,),t—a ' (t), limye(q,p),1—p 2 (t) existieren. Dann set-
zen wir

"la):= i ! 'b):= i !
“ (a) te(a,lbr)r,ltaaaj (t) und 2 (b) te(a,ll})r,ltabgrj (t)



Methode 1.4 (Trennung der Variablen). Nehmen wir an f : I x Q@ — R mit
Q C R habe folgende Gestalt

[t x) = g(t)h(z)

fir ein g : I — R und ein h : Q@ — R. Nehmen wir weiter an, wir héitten eine
Losung zu zu diesem f mit Anfangsdatum x(tg) = z¢ € Q gefunden mit
h(x(t)) # 0 fiir eine Umgebung von tg. Dann kénnen wir mithilfe der Substitu-
tionsformel folgende Rechnung durchfiihren:

2'(t) = g(t)h(x(t))

ﬂf(t) _
MO AL

t / t
(s
= g(s)ds
Ahws S
z(t) t
= / / g(s) ds.
(to) h to
Sei nun H eine Stammfunktion zu E' Falls dazu eine Umkehrabbildung existiert,
erhalten wir

Hmmfmm:/g@w

() = H! (/t:g(s)t;s + H(xo)> .

Da wir normalerweise nicht wissen ob die gemachten Annahmen korrekt sind
und wir uns bei einer solchen Herleitung etwas Spielraum in der Genauigkeit
lassen wollen, muss dieser Ansatz durch Einsetzen in die Gleichung, also mit
der Durchfiihrung einer Probe, noch iiberpriift werden.

Falls h und g stetig sind, und h(zg) # 0 kann man mit dem inversen Funktio-
nensatz alle gemachten Rechnungen und Annahmen (lokal) verifizieren.

Wenden wir nun diese Methode auf das Beispiel an:
2/ (t) = cx(t)

z (t)

$

®q t
/ (s ds-/ fdy—/ cdt = c(t — to)
S Zo to

= log(x(t)) — log(zo) = c(t — to)
= (t) = exp(c(t — to) + log(xo)) = wo exp(c(t — to)).

Den so gewonnen Ansatz miissen wir noch durch eine Probe iiberpriifen:

=cC

x(to) = zg exp(c(to — to)) = xoexp(0) = xg
sowie
2/ (t) = cxgexp(c(t — tg)) = cx(t).
Damit erfiillt x das Anfangswertproblem aus Beispiel

Kommen wir nun noch zu einem Hilfsmittel, um sich einen Uberblick iiber
die Gestalt einer moglichen Losung zu erarbeiten, dem Phasendiagramm:



Definition 1.5. Falls die Gleichung aus Problem autonom und von erster
Ordnung ist, nennt man das Vektorfeld auf

x> f(z) eR”

Richtungsfeld. Eine Skizze zu einem solchen Richtungsfeld wird Phasendia-
gramm genannt.

Bemerkung 1.6. Falls f erster Ordnung und nicht autonom ist, kann man eine
neue Funktion y(t) := (¢,z(¢)) definieren, welche y'(t) = (1, f(y(t)) =: g(y(t))
erfiillt. D.h. wir kénnten hier immer zu einer autonomen Gleichung iibergehen
und entsprechend Phasendiagramme anlegen.

Beispiel 1.7. Wir skizzieren das Phasendiagramm der Gleichung

2/ (t) = tx(t)

Phasendiagramm von x’=tx

25 \ \
ol — / /! /! / f f /7 | |
| - 7 /! /! / / f /
B A N 4 /7 |
L - - ~ A / /! /! /
. gl N N S A i
| ~ - - / ~ S e /!
0.5 — . - - - — -~ -~ 7 i
ol— . . . . . . . . |
%, 0‘5 1‘ 1‘.5 ; 25

Abbildung 1: Beispiel fiir ein Phasendiagramm.



2 Existenz, der Satz von Peano

Dieser Abschnitt orientiert sich an |7, §7):

Fiir den Aufbau der Theorie ist es hinderlich Gleichungen n-ter Ordnung zu be-
trachten. Deswegen werden wir mit folgendem Trick die Ordnung der Gleichung
auf 1 reduzieren:

Methode 2.1 (Ordnungsreduktion). Sei das Anfangswertproblem wie in Pro-
blem [I.1] gegeben und sei = eine Lésung. Dann setzen wir

y(t) = :
(=1 (1)
Dann gilt
x(l)(t) Y2 (t)
!/ .
y'(t) = : = :
(n) (¢ Yn(t)
=) £t (1))
und fiir den Anfangswert haben wir
Lo
y(to) = : =1 Yo.
Tp—1

Deswegen konnen wir fiir theoretische Aspekte 0.B.d.A. davon ausgehen,
dass wir nur Gleichungen erster Ordnung haben. D.h. das Anfangswertproblem
ist von folgender Gestalt:

Problemstellung 2.2. Sei I C R ein Intervall und Q C RF offen. Sei weiter
f:IxQ — RF ein 2y € Q und ein ty € I gegeben. Dann nennen wir die
Abbildung = Lésung von

{ a'(t) = f(t,z(t)) (2.1)

.’L‘(to) = X9 ’
falls dieses (2.1) im Sinne von Problem erfiillt.

Typischerweise benttigt man fiir Existenzaussagen bei Differentialgleichun-
gen einen Kompaktheitssatz in einem co-dimensionalen Raum. Wir werden hier
den Satz von Arzela-Ascoli nutzen. Um diesen zu formulieren, fithren wir fol-
gende Definition ein:

Definition 2.3 (Gleichgradige Stetigkeit). Sei J C R ein Intervall, £ € N. Wir
nennen die Menge M C C°(J,R¥) gleichgradig stetig, falls Ve > 0 3§ = §(¢) > 0,
sodass fiir alle g € M und fiir alle t,s € J mit |t — s| < § gilt

l9(t) —g(s)] <e.

Bemerkung: Wesentlich bei dieser Definition ist, dass das é nur in Abhéngigkeit
von € gewahlt wird, also unabhingig von g ist.
Kommen wir nun zum angekiindigten Kompaktheitssatz:



Theorem 2.4 (Arzela-Ascoli). Sei J = [a,b] ein kompaktes Intervall. Sei weiter
eine Folge (gn)nen C CO(J,R¥) gegeben mit den folgenden Eigenschaften:

1. 3C >0, sodass fir alle t € J und alle n € N gilt |g,(t)] < C.
2. Die Menge M := {g,| n € N} ist gleichgradig stetig.
Dann existiert in J eine gleichmdffig konvergente Teilfolge von gy,.

Beweis. Der Beweis wird in 2 Schritten gefithrt. Zuerst werden wir eine auf
einer dichten Teilmenge von J punktweise konvergente Teilfolge konstruieren.
Danach werden wir zeigen, dass diese Teilfolge auf ganz J gleichméflig konver-
giert.

Zum ersten Schritt: Sei A := QN J = {t1,t2,...} eine abzéhlbare dichte Teil-
menge von J. Dann ist die Zahlenfolge (g, (t1))nen C R¥ beschriinkt und besitzt
somit eine konvergente Teilfolge

Ina), (t1)s 9(ny), (1) Gy, (T1), - - -

Weiter ist die Zahlenfolge (g(nl)j (t2))jen C RF ebenfalls beschriinkt und man
kann wieder eine konvergente Teilfolge extrahieren

g(n2)1 (tQ)a g(n2)2 (tZ)a g(nz)3 (t2)7 o
Diesen Prozess kénnen wir nun beliebig fortfithren und erhalten

9(n),»9(nr)y» 9(ny), Konvergiert fir t=1t
g(n2)1 N g(n2)2 5 g(n2)3 konvergiert fiir t= tl, tQ
9(ns),+9(ns),» 9(ns), konvergiert fiir ¢ =11,%2,13

Betrachten wir die Diagonalfolge (g(nj)j )jen und benennen um, so erhalten wir

eine Teilfolge (gn,); en, welche auf A punktweise konvergiert.

Kommen wir nun zum zweiten Schritt: Sei € > 0 beliebig und § = §(¢) > 0
gegeben aus der gleichgradigen Stetigkeit. Sei weiter o.E. nach Umordnung
t1,...tx € A gegeben mit Ufil B (t;) D J. Dann liefert die punktweise Kon-
vergenz ein jyo € N nur abhéngig von ¢, sodass fiir alle j,¢ > j, gilt

|Gn,; (t:) — gn, (t:)] < € fiiv allei = 1,... K.

Sei nun t € J beliebig. Dann finden wir ein ¢ € {1,..., K} mit |t — ¢;| < J. Also
erhalten wir fiir j, ¢ > jg beliebig

|9n; (t) = g, ()] <|gn; () — gn, (£:)]
+19n; () = gne (8) ] + |gn, () — gn, (£)] < 3¢
Damit ist die Folge (gn,)jen eine Cauchyfolge beziiglich der Maximumnorm,

also wegen der Vollstéindigkeit von C°(J, R¥) konvergent. O
Nun kénnen wir Existenz unter milden Regularitétsbedingungen an f zeigen:

Theorem 2.5 (Satz von Peano). Sei I C R ein offenes Intervall, Q C R*
offen. Seien weiter die Anfangsdaten ty € I und xy € Q gegeben. Sei nun



f I xQ — RF stetig. Dann existiert eine offene Umgebung U wvon to und
ein x € CY(U, Q) welches

{ () = f(t,zt)), VteU

Z‘(to) = X
erfiillt. Also lost dieses x Problem [2.2

Beweis.
Wir werden das Problem zuerst fiir t > tg 16sen, indem wir die Existenz von
einem & > 0 zeigen und einem stetigen x : [to, to + €] — Q, fiir welches gilt

x(t) = zo + t f(s,2(s)) ds (2.2)

Mit dem Hauptsatz der Differenzial und Integralrechnung ist x dann stetig
differenzierbar und lost die Differenzialgleichung fiir alle ¢ € [tg,to + €] und
erfiillt x(tp) = x¢. Dann wird sich das Argument fiir ¢ < to wiederholen lassen
und durch zusammenkleben der beiden gewonnen Funktionen, erhalten wir eine
Losung von Problem [2.2]

Seinun 7' > 0 und R > 0, so gegeben, dass [to—T, to+T|x Br(xg) C IxS. Sei
aulerdem ¢ € C5°(Bg(zo)), sodass Vy € Br (zo0) gilt ¢(y) = 1. Wir definieren

nun eine neue rechte’ Seite der Differentialgleichung f(t7y) = f(t,y) - ¢(y).
Ohne Einschrinkung kénnen wir f bzgl. der Raumvariablen mit 0 fortsetzen,
d.h. falls y ¢ Br(xo), so gilt fiir alle t € I, dass f(t,y) = 0.

Wir setzen M = sup{|f(t,y)| : (t,y) € [to—T,to+T|xR*} < co. Wir kénnen
0.E. annehmen, dass M > 0 ist, sonst wiirden wir die Gleichung z’(¢) = 0 losen
miissen. Sei weiter v < min(7, £).

Fiir jedes @ > 0 geben wir nun eine Ndherungslosung z,, : [to — a,tg + 7] —
Bpg(zg) des Problems fiir f an. Danach werden wir mit dem Satz von Arzela-
Ascoli 2:4] einen Grenzwert fiir « — 0 bekommen.

za(t) { o0 oy
o £E0+f:0 f(s,za(s —a))ds, tE€ [to,to+ 7]

Diese Definition ist dabei induktiv zu verstehen, d.h. man erhélt zuerst eine Ab-
bildung auf [tg, to + o, welche es einem erlaubt z,, auf [to, to + 2¢] zu berechnen.
Dies fiihrt man fort bis ¢y + v erreicht ist. Um Satz anzuwenden, werden
wir nun zeigen, dass {Zq/|j,,4], @ > 0} gleichgradig stetig und beschrénkt in der
Maximumnorm ist. Dazu werden wir zeigen, dass diese z,, alle Lipschitz stetig
mit derselben Lipschitzzahl sind: Sei dafiir ¢, € [tg — «,to + 7] beliebig und
0.B.d.A. t < t. Eine Fallunterscheidung liefert

|Ta(t) — 2o (f)] < /tt|f(s,xa(s—a))|ds <|t—t/M <yM < R.

Fiir t = to zeigt diese Abschiitzung, dass z, € Bgr(xo), womit xz, wohldefiniert
und in der Maximumsnorm unabhéingig von a beschrankt ist. Weiter ist damit
{Zal[tg,to+~) * @ > 0} gleichgradig stetig und somit ist der Satz von Arzela-

Ascoli anwendbar fiir (QL , n — 0o. Wir wihlen eine gleichméflig

1
n

[%io-ﬁ-’Y])neN



konvergente Teilfolge aus und nennen diese (zq, )nen. Den Grenzwert nennen
wir & € C%([to, to + 7], Br(wo)). Weiter gilt

|Za, (t — an) — 2(t)] <|2a, (t — an) = 2a, ()] + 24, (1) — 2(t)]
<May, + |za, (t) — x(t)],

womit x4, (-—0,) ebenfalls gleichméBig gegen = konvergiert. Da f auf [to—T,to+
T|x Br(xo) gleichmiBig stetig ist, konvergiert somit f(-, zq,, (-—,)) gleichméBig
gegen f(-,z(-)). Damit kann Grenzwert und Integral in der Definition von .,
vertauscht werden und wir erhalten fir ¢ € [to, to + 7]

t

x(t) +xq, (t) = xo + f(s, T, (8 — ay))ds
to

—>xo—|—/t f(s,2(s))ds.

Damit haben wir (2.2) fiir f bewiesen. Da x stetig ist und z(to) = xo, existiert
ein € > 0, sodass fiir alle t € [to, to + €] gilt x(t) € Bz (x0). Nach der Definition

von f=f- © haben wir damit fiir alle ¢ € [to, to + €]

x(t) = xo + /t f(s,z(s))ds.

O

Falls die rechte Seite der Differentialgleichung f nicht stetig ist, kann nicht

mehr erwartet werden, dass eine Losung existiert. Dazu das folgende Beispiel,

dass sogar die Existenz von nur differenzierbaren (nicht unbedingt stetig diffe-
renzierbaren) Losungen ausschliefit:

Beispiel 2.6. Sei f: R — R gegeben durch

ro={ 4 120

-1, z<0.

Dann existiert kein € > 0 und kein differenzierbares x : (—¢,¢) — R mit

z(0) = 0.
Beweis. Wir nehmen an, ein solches x wiirde existieren. Da

2'(0) = f(2(0)) = f(0) =11

und z differenzierbar ist, finden wir ein § > 0, sodass z(—J) < 0. Mit der
Differentialgleichung bedeutet dies aber

2'(—8) = f(a(~6)) = —1.

Mit folgender im Allgemeinen geltenden Aussage wiirden wir ein £ € (—4,0)
finden mit 1 = 2/(¢) = f(x(¢)) € {-1,1}, also ein Widerspruch. Die Aussage
ist ein Zwischenwertsatz fiir die Ableitung und lautet wie folgt:

Sei g : (a,b) — R differenzierbar und sei [tg,t1] C (a,b). Dann existiert fiir alle



1 € R zwischen ¢'(to) und ¢'(t1) ein & € [to, t1] mit ¢'(§) = 7.

Der Beweis dazu funktioniert wie folgt: Wir nehmen o.E. an, dass ¢’(t9) < ¢'(t1)
und dass n € (¢'(t0), ¢’ (t1)) liegt. Wir definieren h : (a,b) — R durch h(t) =
g(t)—nt. Da h differenzierbar und insbesondere stetig ist, existiert das Minimum
auf [to, t1], also wir finden ein £ € [to, ¢1] mit

inf h(t) = h(&).

t€[to,t1]

Da h'(tg) = ¢'(to) — n < 0, findet man ein > 0, sodass fiir alle ¢t € (tg,to + 0)
gilt h(t) < h(to). Da h'(t1) = ¢'(t1) —n > 0 schlieft man analog, dass £ # tg, t1.
Also gilt € € (to,t1). Damit

0=hr() =g —n

und die Aussage ist gezeigt. (I



3 Eindeutigkeit, das Lemma von Gronwall

Dieses Kapitel ist angelehnt an [1, §6] bzw. |4 §34].
Im Allgemeinen reichen die Voraussetzungen des Satzes von Peano[2.5|nicht aus
um Eindeutigkeit des Problems zu zeigen, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 3.1.
{ o' = \/|a]

xz(0) =0

Eine Losung zu diesem Problem ist x = 0. Eine andere ist

wnod @) =0
(t)‘{_(;){ <0

Fordern wir allerdings etwas mehr Regularitdt, werden wir Eindeutigkeit
zeigen konnen. Diese formulieren wir nun:

Definition 3.2. Wir sagen das Problem geniige einer lokalen Lipschitzbe-
dingung, falls das auftretende f : I x  — R* (I C R Intervall, Q C R* offen)
folgende Eigenschaften erfiillt:

1. f ist beziiglich der Zeitvariablen stetig, d.h. fiir alle x € Q ist t — f(¢, )
stetig.
2. f geniigt bzgl. der xz-Variablen einer lokalen Lipschitzbedingung, d.h. fiir

alle (to,yo) € I x Q existiert ein § = 6(tg,y0) > 0 und eine lokale Lip-
schitzzahl L = L(to,yo,d) > 0, sodass fiir alle (¢,y), (¢,7) € I x Q gilt

[t —to| <dund y,§ € Bs(yo) = |f(t,y) — f(t,9)| < Ly — 7|

Zum Sprachgebrauch: Wir sagen in diesem Fall auch, dass f eine lokale Lip-
schitzbedingung erfiillt.

Bemerkung 3.3. Falls f stetig bzgl. der Zeitvariablen und stetig differenzier-

bar bzgl. der Raumvariablen ist (d.h. hier Vi = 1,...,k existiert % und die

Abbildungen I x Q 3 (t,y) — g—i(t, y) sind stetig), folgt mit dem Mittelwert-
satz, dass [ eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt.

Beweis. Sei (tg,x9) € I x  beliebig. Sei weiter § > 0, so gewéhlt, dass
K :=[tog — d,t0 + 9] X Bs(zo) C I x . Sei nun (¢, z), (t,y) € K beliebig. Da K
konvex ist, kénnen wir auf die einzelnen Komponenten von f den Mittelwertsatz
anwenden und erhalten so &1, ...& € Bs(zg) mit

<sz1(t,§1),l‘ - y>

f(t,l?)—f(t,y): :
<va:fk:(ta gk)v L= y>

Die Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert uns dann

|f(t,2) = f(t,y)| <C sup  [[Dyf(t, 2)||lz —y| < C|| Do flloox)lz — yl-
z€Bs(zo)

Hier ist C eine Konstante welche lediglich von der Dimension abhéngt. Setzt
man nun L := C||D, f||co(k), so ist der Beweis abgeschlossen. O

Unter der oben genannten Bedingung werden wir Eindeutigkeit zeigen kénnen.
Dafiir benétigen wir allerdings zuerst ein technisches Hilfsmittel:

10



Lemma 3.4 (Lemma von Gronwall). Sei tg < ¢1 und ¢ : [to,t1) — [0,00)
stetig. Weiter gebe es a € R und b > 0 sodass

o(t) <a+ b/t o(s)ds.

Dann gilt
o(t) <aexp (b(t—ty)), VtE [to,t1).

Beweis. Sei 0.B.d.A. b > 0. Wir zeigen stattdessen folgende hinreichende
Aussage: Fiir alle ¢ > 0 gilt

o(t) < (a+¢e)exp(b(t —to)), Vt € [to,t1).

Wir gehen per Widerspruch vor. D.h wir nehmen an, es existiert ein € > 0 und
eint € [to,tl) mit
p(t) > (a+¢<)exp(b(t — to)).

Die Voraussetzung sichert nun, dass £ > to. Da ¢ stetig ist, kénnen wir mit dem
Zwischenwertsatz annehmen, dass ¢ minimal ist, d.h.

Vt € [to,t) (t) < (a+¢)exp(b(t —to))

p(t) = (a+ ) exp(b(t — to)).

Da wir dann eine strikte Ungleichung in den folgenden Integranden haben und
diese stetig sind, erhalten wir aulerdem eine strikte Ungleichung fiir die Inte-
grale:

to

<a+ b/ (a+¢)exp(b(s — o)) ds

=a+ (a+¢) [exp(b(s — to))]io
=a+ (a+e)(exp(b(t —ty)) — 1)
~(a+ ) exp(b(f — to)) +a — (a+2).

Damit gilt 0 < —e, also ein Widerspruch. O
Kommen wir nun zur Eindeutigkeit:

Theorem 3.5 (Eindeutigkeit). Sei I C R ein offenes Intervall, Q C R* offen.
Seien weiter tg € I und zo € Q die gegebenen Anfangsdaten. Weiter erfiille
f 1 xQ — RF eine lokale Lipschitzbedingung. Sei nun § > 0 gegeben, sodass
zwei stetig differenzierbare Funktionen x1,xs : [to,to + 0] — Q mit

{ wi(t) = f(t,xi(t), Vte€ [to,to + 0]
z;(to) = o

firi =1,2 gegeben sind. Dann gilt x1 = x5.

11



Beweis. Da x1, xo stetig sind, ist
K = z1([to, to + 6]) U z2([to, to + 6]) C ©2

kompakt. Insbesondere ist f|f,,¢,+6]xx dann sogar global Lipschitzstetig bzgl.
der Raumvariable (Ubungsaufgabe !). D.h. es existiert ein L > 0, sodass fiir alle
t € [to,to + 6] und alle y, z € K gilt

[f(t,y) = £(t,2)] < LIy — 2.

Integration der Differentialgleichung liefert fiir alle ¢ € [to, %o + 0] mithilfe des
Hauptsatzes der Differential und Integralrechung:

t
xz(t) =To + f(S,CEl(S))dS, 1=1,2.
to

Damit kénnen wir fiir ¢ € [to, %o + ] rechnen:

¢
21 (t) = 22(t)] < [ [f(s,21(5)) = f(s,22(s))| ds
¢
e
<L [ |z1(s) — z2(s)| ds.
to

Nun kénnen wir das Lemma von Gronwall [3.4| mit ¢(t) := |z1(t) — z2(t)], a := 0
und b := L anwenden und erhalten

|z1(t) — z2(t)| < 0-exp(L(|t —to]) =0

fiir alle ¢ € [to, to + 9]. O
In der Literatur wird das folgende Theorem der Satz von Picard-Lindelof

genannt. Dieser wird iiblicherweise mithilfe der sogenannten Picard-Iteration

gefiihrt (siehe Methode . Hier folgt er direkt aus den vorherigen Sétzen.

Theorem 3.6 (Picard-Lindelsf). Sei I C R ein offenes Intervall, Q C R*
offen. Seien weiter tg € I und o € Q die gegebenen Anfangsdaten. Weiter
erfille f : I x Q — RF eine lokale Lipschitzbedingung. Dann existiert ein 6 > 0,
sodass genau eine stetig differenzierbare Funktion x : [to—0,to+06] — Q existiert

mit
{ z'(t) = f(t,x(t)), Vte[to—d,to+ 0]
x(to) = X0

Beweis. Da f insbesondere stetig ist, finden wir mithilfe des Satzes von Peano
ein § > 0 und ein stetig differenzierbare Funktion z : [tg — d,tp + 6] — €,
welche die Differentialgleichung und die Anfangsdaten erfiillt. Satz [3.5] liefert
dann die Eindeutigkeit fiir t > ¢y sofort. Fiir ¢ < tg wende man ihn auf die
Gleichung

(z(to —t)) = —f(to — t,x(to — 1)), t€[0,d]
bzw. die Abbildung ¢t — z(to — t) an und erhilt so Eindeutigkeit. O
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4 Losungsmethoden

In diesem Abschnitt sammeln wir einige Methoden um bestimmte Differentia-
gleichungen explizit zu 16sen bzw. einen Ansatz zu gewinnen, der die Gleichung
dann 16st. Dieser Abschnitt ist dabei inspiriert durch [4, § 35] bzw. [7, § 11]
und (7, § 2].

Methode 4.1 (Picard-Iteration). Die Picard-Iteration ist eigentlich eine nu-
merische Methode um zu einer Losung zu kommen. Unter Umsténden kann
man allerdings eine RegelméfBigkeit in der Iteration feststellen und man erhélt
so einen Ansatz. Diese Iteration funktioniert nun wie folgt: Sei x1 = x¢ die
stetige Abbildung, die alles auf den Anfangswert x( abbildet. Falls f eine loka-
le Lipschitzbedingung erfiillt, kann man zeigen, dass fiir ein kleines § > 0 die
Funktionenfolge auf [to — d, to + d] definiert durch

Xn(t)i=xo+ | f(s,2,-1(8))ds

to

gegen eine Losung des Problems[2.2] gleichmiiBig konvergiert. Dieser Beweis zeigt
den bereits erwiahnten Satz von Picard-Lindelof [3.4]

Beispiel 4.2. Um die Idee hinter der Picard-Iteration zu verdeutlichen, be-
trachten wir folgendes Beispiel:

{ 2 (t) = 2tx(t),
z(0) =1

Als Startfunktion wahlen wir z; := 1. Dann erhalten wir

¢ ¢
xo(t) :1+/ 2sx1(s)ds:1—|—/ 2sds = 1 4 t*
0 0

t t
1
x3(t) :1+/ 25x2(s)ds:1—|—/ 25(1+52)ds:1+t2+§t4
0 0

t t
1 1 1
x4(t) :1+/ 2sx3(s)ds:1+/ 2s <1+s2+2s4> ds:1+t2+§t4+6t6.
0 0

Mit Induktion bedeutet dies fiir n — oo

t oo
BRI

=0

i

ZTn(t) = = exp( t2)

'M*

Il
=)

K2
D.h. der gewonnen Ansatz lautet x(t) = exp(t?).

Methode 4.3 (Transformation zu Gleichung mit getrennten Variablen). Unter
Umsténden ist es moglich eine Gleichung der Form 2'(t) = f(¢,z(t)) so um-
zuschreiben, dass man mithilfe eines Separationsansatzes (siche Methode
weiterrechnen kann. Wir untersuchen hier beispielhaft Gleichungen der Form

0 =1 (52 120

wobei f stetig sein soll. Hat man nun eine Lésung x gefunden mit Anfangsdaten
x(tp) = o und tg # 0, konnen wir eine neue Abbildung definieren:



Dann gilt

wobei g(u) := f(u) — u. Ab hier kann mit dem Separationsansatz [1.4] weiterge-
rechnet werden.

Beispiel 4.4.

T 2
7(t) = P — Gl
z(1) =1

Wir gehen vor wie in Methode[4.3Jund erhalten so eine neue Differentialgleichung
fiir u(t) := @

u(t)7+7u(t)
{ u'(t) = (u(t))Q = - (u(tl))zt

u(l) == =1

Methode [I4] liefert nun

(t) = (—3log(t) + 1)%
= 2(t) =t (1 - 3log(t))®

Fehlt noch die Probe um unseren gewonnen Ansatz zu iiberpriifen:
2(1) = 1(1 —3log(1))? =1

Weiter gilt

ol

2(8) = (1— 3log(t))* — t%

Nun wollen wir uns lineare inhomogene Gleichungen erster Ordnung zuwen-
den, d.h. reelle Gleichungen von der Gestalt z’'(t) = a(t)x(t) + b(t). Zuerst losen
wir aber das homogene Problem:

Lemma 4.5. Seia: R — R stetig, xg,tg € R gegeben. Dann ist die eindeutige

Losung des Problems
{ z'(t) = a(t)z(t)
IE(to) = X0
gegeben durch

14



Beweis. Da a stetig ist und die rechte Seite der Gleichung glatt von =z
abhéngt, ist die Losung mit Satz eindeutig auf allen Kompakta. Da die
Losungsformel fiir alle ¢ € R auswertbar ist, miissen wir nur nachrechnen, dass
diese das Problem 16st:

x(to) = xo exp(0) = xo.
Mit Kettenregel gilt

2/ (t) = a(t)xg exp (/t: a(s) ds) = a(t)z(t).

([l
Bemerkung: Den Ansatz erhélt man durch Trennung der Variablen [T.4]

Methode 4.6 (Variation der Konstanten). Nun untersuchen wir Gleichungen

vom Typ
{ 2/ (t) = a(t)x(t) + b(t)
{E(to) =T

wobei a,b : R — R stetig sind. Die Idee ist nun die Losung der homogenen
Gleichung von Lemma so zu verdndern, dass wir eine Losung unseres Pro-
blems bekommen. Dabei werden wir die auftretende Konstante x¢ in Lemma [£.5]
als differenzierbare Funktion ¢ — C(t) auffassen und dies in unsere Gleichung

einsetzen: () := C(t) exp (/t: als) d8>

Damit muss gelten C(tg) = x¢ und weiter

2(8) — a(t)z(t) =C' (1) exp ( /f t a(s) ds) +C(®)a(t) exp ( /f t a(s) ds)

— a()C(t) exp </tt als) ds>

=C'(t) exp ( /1t t a(s) ds> Z b(b).

Also soll gelten

C'(t) = b(t) exp (— /t: a(s) ds) .

Integrieren liefert

Ct) = /tt b(s) exp (- /t a(7) dT) ds + C(to).

Insgesamt lautet der gewonnene Ansatz also

o(t) = ( /tt b(s) exp (— /t o(r) dT> ds + x0> exp ( /tt a(s) ds)
1o exp ( /t:a(s) ds) + /t t b(s) exp ( / o) dT) ds

15
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Nun muss dieser Ansatz noch iiberpriift werden:
.T(to) = Xo

Mit 2-dimensionaler Kettenregel gilt

2/ (£) =woa(t) exp ( /t t als) ds> +b(t) exp ( /t o) ds)
4 /tt b(s)a(t) exp ( / Car) dT) ds

=a(t)x(t) + b(t).

Damit ist gezeigt, dass (4.1) das oben genannte Anfangswertproblem eindeutig
16st.

Methode 4.7 (Bernoulli-Differentialgleichung). Hier betrachten wir Gleichun-
gen vom Typ
2(t) + g(t)x(t) + h(t)(x(t))" =0,

wobei a # 1, und g,h : R — R stetig sind. Multipliziert man diese Gleichung
nun mit (1 — «)(z(t))~%, so erhilt man

2 (1)(1 = a)(x(t))* + g(®)x(t)(1 — a)(@(t)) ™" + h(t)x ()™ (1 — a)(x(t)) "
= ((@()'™*) + 91 — (@)™ + h()(1 - a).

Setzen wir also u(t) := (z(¢))'~, so erhalten wir folgende Gleichung

0

u'(t) + g(t)(1 — e)u(t) + h(t)(1 —a) =0,
welche wir mit der Variation der Konstanten 16sen konnen.

Nun kommen wir noch zu einer Methode um Gleichungen zweiter Ordnung
zu bearbeiten:

Methode 4.8 (Energiemethode). Hier betrachten wir ein reelles Problem der
Form
{ 2(t) = f(a(t))
1’(150

) = w0, ' (to) = xq

9

wobei tg, zo, 2, € R und f : R — R stetig sein soll. Falls f lokal Lipschitz sein
sollte, ist das Problem mit Methode[2.I]und Satz [3.6]eindeutig 16sbar. Sei nun F
eine Stammfunktion zu f. Multiplizieren wir die Gleichung mit z’, so erhalten

a"()a' (t) = f(a(t)2' (1)

Nun kénnen wir nach t integrieren und erhalten
1 t

(@ (1) = (@' (t))*) =/ a"(s)a' (s) ds
to
t

16



Also haben wir insgesamt
('(1))? = 2F (2(t)) — 2F (x0) + (20)*,  z(to) = 0.

Dieses Anfangswertproblem kann nun nach Wurzelziehen z.B. wieder mit Tren-
nung der Variablen weiter bearbeitet werden. Falls zg = 0 ist, kann es bei
der resultierenden Gleichung zu Nichteindeutigkeiten kommen, obwohl die Aus-
gangsgleichung eindeutig losbar ist. Hier ist also Vorsicht geboten.

Beispiel 4.9. Betrachten wir folgendes Anfangswertproblem:

{ 2" (t) = —a(t)

2'(0) =1, z(0) =1

Nutzen wir die Energiemethode so erhalten wir folgende neue Gleichung;:

also haben wir das Anfangswertproblem
a'(t) = 2= (x(t)?, 2(0) =1
zu 16sen. Mithilfe der Trennung der Variablen erhalten wir
z(t) 1
—dy.
1 V2 —12

Wir substituieren y = v/2sin(u) und erhalten

t:

arcsin(%) 1 t 1
t = / : —\/icos(u) du = arcsin (x()) — arcsin () .
arcsin(%) 2—-2 sin2 (’LL) \/§ \/i

Auflosen nach z(t) liefert

x(t) = V2sin (t + arcsin (\2)) .

Nun miissen wir noch eine Probe durchfiithren:

2’ (t) =V/2cos (t + arcsin (%)) ,
2"(t) = — V2sin <t + arcsin (%)) = —xz(t).

Einerseits ist 2(0) = 1 und mithilfe sin(%) = cos(§) = % gilt 2/(0) = 1. Also

wird das Problem gelost.
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5 Das maximale Existenzintervall, stetige Abhéingkeiten

Dieser Abschnitt orientiert sich an [1, §7], [4, §34, §36] und [6].

Als Anwendung des Eindeutigkeitssatzes wollen wir nun untersuchen ob es
moglich ist, dass eine Losung ihr Leben ’aushaucht’ und wie dies genau von
statten geht. Fiir unsere Untersuchungen gehen wir in diesem Abschnitt davon
aus, dass das Problem einer lokale Lipschitzbedingung geniigt. Zuerst ein
Beispiel, welches das prinzipielle Verhalten verdeutlicht.

Beispiel 5.1. Die Losung des Anfangswertproblems

{ 2'(t) = (a(t))?
z(0) =1

kann mit Trennung der Variablen [I.4] gewonnen werden und lautet

Diese Losung existiert nicht fiir alle Zeiten ¢ > 0, denn

}1}% z(t) = o0

bedingt, dass die Losung nur auf dem Intervall (—oo,1) existiert und nicht
dariiber hinaus fortgesetzt werden kann.

Zur Entwicklung der Theorie bringen wir nun dieses zentrale Resultat:

Theorem 5.2. SeiI C R ein offenes Intervall, Q C R offen und f : IxQ — R¥
erfiille eine lokale Lipschitzbedingung. Dann existieren fiir alle (to,z9) € I X
ein ty € IN(tg,00] und t_ € I N[—o0,ty) (ty = oo oder t_ = —oo mdglich),
sodass genau eine stetig differenzierbare Losung x : (t—,t4) — £ mit

{ #'(t) = f(t,x(t), Vie(t-ty)
$(t0) = X9

existiert. Weiter kann x nicht Gber (t—,t4) hinaus als Losung fortgesetzt werden.
Falls t4 < 0o so existiert eine Folge (tp)nen C (t—,ty)mit t, 7 ty, sodass

n].l_{rolo |x(tn)] = o0
oder
li_>m (tn, z(tn)) € O(I x Q).

Eine analoge Aussage gilt fiir t_.

Beweis. Wir definieren:

t4 :=sup{t € I : Problem [2.2| besitzt eine Losung auf [to,t]}
t_ :=inf{t € I : Problem [2.2| besitzt eine Losung auf [t, o]}

Gehen wir die Eigenschaften an ¢, durch. Fiir t_ folgen diese Analog: Fiir alle
T € (to,t4) ist das Problem auf [tp,T] mit Satz eindeutig 1osbar. Also
existiert genau eine stetig differenzierbare Funktion x : [tg,t4) — 0, welche

Vt € [to, t4): 2'(t) = f(t,2(t)), z(to) = xo (5.1)

18



erfiillt.

Nehmen wir nun an, dass x auf das Intervall [tg, ¢, ] fortgesetzt werden kénnte
und ty € I liegt, d.h. insbesondere lim; ~, x(t) =: z € § existiert. Dann
existiert ein § > 0 und ein stetig differenzierbares u : [t4 — §,t4 + 0] — Q mit

{ u,(t) = f(t,u(t)), te [t+ - 63 ty + 5}
u(ty) =z

Dann ist
up(t) =

{ z(t), tE€[to,ty)
u(t), t e [t+,t+ + (5)

stetig differenzierbar, denn

Jim wh(8) = T f(62(0) = f(t4.2) = 0/ (t2).
Damit 16st u; Problem auf [to,t4+ + J]. Insbesondere widerspricht dies der
Definition von t;. D.h. aulerdem, dass das Intervall auf dem z maximal exi-
stiert, offen sein muss und nicht dariiber hinaus fortgesetzt werden kann.
Kommen wir nun zur Existenz der Folge t,, im Falle t; < oco: Wir gehen wie-
der per Widerspruch vor und nehmen an ein solche Folge existiert nicht. Dies
impliziert aber, dass t; € I liegt und dass ein € > 0 existiert, sodass

Vit € [to, t4) gilt dist(z(t),00) > e.

und
Yt € [to, t4) gilt |z(t)] <

m | =

Insbesondere bedeutet dies

K= A{z(t)| t € [to,t4)} € Q

und ist kompakt. Damit existiert ein M > 0, sodass fiir alle (t,y) € [to,t4] X K
gilt | f(¢,y)| < M. Also gilt fiir alle ¢, s € [to,t4)

|x(t) —z(s)| = < M|t —s|.

/Stf(T,x(T))dT

Also ist z auf [tg,t+) global Lipschitz und kann somit stetig auf [to,t,] fortge-
setzt werden, ein Widerspruch zu der oben gezeigten Aussage. O

Bemerkung: Falls |z(t,,)| — oo eintritt, spricht man auch von einem ’blow-

b

up’.

Definition 5.3. Sei I C R ein offenes Intervall und Q C R* offen. Weiter erfiille
f: I xQ — R” eine lokale Lipschitzbedingung. Dann definiert Theoremzwei
Abbildungen

t_;,_SIXQ*)T
t_:IxQ—1.

Fiir gegebene Anfangsdaten (tg, o) € I x £ heifit dass Intervall

(t, (t0,$0)7t+(t0,{1}0)) CcR
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maximales Existenzintervall zum Anfangswertproblem
{ z(t) = f(t,z(t))
x(to) = xo.

Falls f iiberall definiert ist, konnen wir nun ein Kriterium angeben, sodass
das maximale Existenzintervall einer Losung ganz R ist:

Theorem 5.4 (Methode der a-priori Schranken). f: R x RF — R* erfiille eine
lokale Lipschitzbedingung. Sei (to, o) € RxR¥ und x : (t_(to,x0),t4 (to, o)) —

RF Lésung von
{ a'(t) = ft, (1)),
l’(to) = Xp.

Falls fiir alle T > to eine Konstante C(T) > 0 existiert, sodass
Vit € [to, min(T, t (to,x0))) gilt |z(t)| < C(T).

Dann ist t(tg,xg) = co. Analog gilt:
Falls fiir alle T < to eine Konstante C(T) > 0 existiert, sodass

vt € (max(T,t_(to,xq)),t0] gilt |z(t)] < C(T).
Dann ist t_(tg,x9) = —00.

Beweis. Angenommen t; < oo. Dann gibt es laut Theorem eine Folge
tn € [to,t4), fur die gilt |z(t,)] — oo. Ein Widerspruch. O

Die Methode in folgendem Beispiel werden wir bei der Stabilitdtstheorie als
Lyapunovfunktion verallgemeinern.

Beispiel 5.5. Fiir

o= —y—ay? 2(0)=wo
/

y = a-ya?  y0)=uy
gilt t4 = oo, denn wir haben

d

7 (@@, y(0))[?) =22z + 2y’

=22(—y — xy®) + 2y(z — ya?)
= — 2zy — 22%y% + 2zy — 2y%a?
=— 49623/2 <0,

also ist t — |(z(t),y(t))| monoton fallend und mit den Anfangsdaten gilt
[((8), y (@) < [(z0,y0)| < o0
fiir alle t € [0,¢,). Nach Theorem [5.4] gilt ¢, = oco.

Tm linearen Fall kénnen wir mit Satz und dem Lemma von Gronwall
Langzeitexistenz zeigen:
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Theorem 5.6. Sei I C R ein offenes Intervall (I unbeschrinkt mdéglich!), A €
C(I,R¥*F) und b € C(I,R*). Sei weiter ty € I und vo € R¥. Dann existiert
genau ein x € C*(I,R¥), welches

{ 2'(t) = A(t)x(t) +b(t), Vtel

erfillt.

Beweis. Kurzzeitexistenz und Eindeutigkeit werden durch die Sétze und
[3.5| gekléirt. Nun miissen wir Langzeitexistenz zeigen, d.h. (t_ (to, zo), t4 (to, z0)) =
I. Sei dafiirty >T4 >tound t— <T_ <tound T_,T € I fixiert, aber belie-
big. Da A und b stetig sind, existiert eine Konstante C' > 0, sodass

vt e [T-,Ty] gilt A, [6(t)] < C.
Hier ist || - || die durch die euklidische Norm induzierte Matrixnorm:

[M]} := sup [ME],
j€1=1

fiir die gilt [M¢| < ||M]||¢] fiir alle ¢ € R*. Dann kénnen wir fiir ¢t € [T, 7]
rechnen:

[2(t)] =lzo + | A(s)x(s) + b(s) ds|

to

t
<lo +/t [A(s)[[|(s)] + [b(s)] ds
’ ¢
<|xo| + Cmax(|Ty — tol,|T- — to]) + C/ |z(s)| ds.
to

Mit dem Lemma von Gronwall gilt nun fiir alle ¢t € [T_, T4 ]
(1) < (|wo| + Cmax(|T — to|, [T — tol)) exp(C(t — to)).

Mit Satz folgt die Aussage, da es in endlicher Zeit nicht zu einem 'blow-up’
kommen kann. O

Kommen wir nun zu Stetigkeitsaussagen der Losung in Abhéngigkeit von
Anfangsdaten:

Theorem 5.7. Sei I C R ein offenes Intervall, Q@ C R* offen. Weiter erfiille
f:1xQ —RF eine lokale Lipschitzbedingung. Sei to € I fiziert. Dann ist

D :={(t,z0) € I x Q| t_(to,x0) <t < ti(to,x0)}

der Definitionsbereich der Abbildung x : D — ), welche durch folgendes An-
fangswertproblem

{ L a(t, o) = f(t,x(t,0)), tEt_(to,x0) <t < ti(to, o)
z(to, z0) = T

gegeben ist. Dann ist D offen und x : D — ) ist stetig.
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Offenheit von D:
Sei (t*, o) € D. Zu zeigen ist nun die Existenz eines § > 0, sodass (t* — §,t* +
d) x Bs(zg) € D. O.E. beschriankten wir uns auf den Fall t* > ;. Mit Satz
existiert nun ein n > 0, sodass [to — n,t* + ] C (t_(to,x0),t+(to, T0)),
insbesondere ist das Intervall kompakt. Weiter ist ¢ — dist(9€, z(t, zo)) stetig
und damit kénnen wir ein §g > 0 wihlen, sodass

Yt € [to — n,t* + 1] gilt Bs, (z(t, ) C Q.

Insbesondere ist

K:= |J {t} xBs(z(t,z0) CIxQ
t€fto—n,t* +n)

beschriankt. Auerdem ist K abgeschlossen, denn fiir (t¢, 2) € K mit (t¢, z¢) —
(toos Too) werden wir zeigen, dass (teo,Too) € K: Da ty € [to — n,t* + 1] gilt
zuerst too € [to — n, t* + n]. Weiter gilt |z(te, x0) — z¢| < dp und da t +— x(¢, zo)
stetig ist erhalten wir

0o > lim |z(te,x0) — 4| = |Too — Z(too, To)|-
l— 00

Damit ist oo € Bs,(2(teo, o)) womit gilt
(toos Too) € K.

Da K nun kompakt ist, ist f auf K Lipschitz bzgl. der Raumvariablen (Ubungsaufgabe
1), d.h. es existiert ein L > 0, sodass fiir alle (¢,y), (t,w) € K gilt

|f(tay> - f(taw)| < L|y_w|

Sei nun 0 < § < &g zu wéhlen. Sei nun yo € Bs(zp). Solange die Losung x(¢, yo)
existiert und x(¢,yo) € Bs, (z(t, o)) erfiillt, kénnen wir rechnen:

t t

:|x0_y0+ \ f(Tvx(Tva))dT_ \ f(T,(E(T,yo))d’T|

t
<[zo— ol + L / (7, 20) — (7, yo)| dr.
to

‘x(tv SCo) - l'(t, yO)

Das Lemma von Gronwall [3.4] liefert nun
|z(t, 20) — (¢, y0)| < w0 — yolexp(L(t" + 1 — to)). (5.2)

Sei § > 0 klein genug, sodass § < 189 exp(—L(t* +n—to)) (§ wurde unabhéngig
von yo gewéhlt!). Dann haben wir

1
‘Jf(t,],‘o) - x(tvy0)| < 560
Nehmen wir nun an, es wiirde ein ¢; € [tg — 1), t* + 7] existieren, sodass &y >

z(ty, o) — z(t1,y0)| > 2. Da t — z(t,yo) aber stetig ist, zeigt die vorherige
2
Rechnung einen Widerspruch.
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Der Satz vom maximalen Existenzintervall zeigt, nun, dass x(t,yo) fiir
alle t € [to —n,t* +n] existiert, da z(¢, yo) nicht zum Rand 14uft und beschrinkt
bleibt. Es gilt sogar

[to _T}at* +77] X Bé(xo) C Da

und damit ist D offen.
Nun koénnen wir die Stetigkeitseigenschaften zeigen: Sei nun € > 0 beliebig, x,
0, t*, n und &g so gewihlt wie oben. Weiter kénnen wir ¢ so klein wihlen, dass

Vi e [t" —6,t" + 6] gilt |z(t, z0) — (%, 20)| < e.

Fiir die folgende Rechnung beachte man, dass wir weiter (5.2) nutzen kénnen:
Sei nun t € [t* — §,t* + §] und yo € Bs(xp). Dann gilt

|z(t", 20) — (t, yo)| <|z(t*, x0) — (t, 20)| + |2(t, 20) — (¢, y0)|
<e +[zo — yolexp(L(t* + 1 — to))
<e+dexp(L(t" +n—to)).

Wiéhlen wir also 0 < exp(—L(t* +n — to))e, so erhalten wir
2(t", 20) — (t, o) < 2,

woraus die Stetigkeitsaussage folgt. O

Falls f zusétzlich lokal Lipschitz von einem Parameter abhéngt, ist die
Losung ebenfalls stetig abhiingig von diesem Parameter. Die genaue Aussage
ist wie folgt:

Theorem 5.8. Sei I C R ein offenes Intervall, Q@ C R¥ offen, A C R? offen.
Sei weiter f : I x Q x A — RF stetig und sei fir alle t € I die Abbildung
QxA> (y,\) = f(t,y,\) lokal Lipschitz nach Definition i1). Sei tg € I
fixiert. Dann ist

D= {(t,LL'()7)\) el xQx A‘ t,(to,xo,)\) <t< t+(t0,1‘07>\)}
der Definitionsbereich der Abbildung x : D — €0, welche durch folgendes An-
fangswertproblem
%l‘(t,x(),)\) = f(t,l‘(t,xo,)\),)\), tEt_(to,xo,)\)7t+(to,$0,)\)
z(to, o, A) = Zo
gegeben ist. Dann ist D offen und x : D — ) ist stetig.

Beweis. Wir fithren die Situation auf Theorem zuriick, indem wir fol-
gendes Anfangswertproblem betrachten, bei der der Parameter \g € A zum
Anfangswert wird:

{ '(t) = ft,z(),A)), =x(to) =0
N(t) = 0, Ato) = o

Nach Theorem ist damit D offen und z : D — Q stetig. O

Bemerkung 5.9. In den Sétzen [5.7] und [5.8] wird der Startzeitpunkt ¢, festge-
halten und es wird keine Aussage iiber die stetige Abhéngigkeit von tq selber
gemacht. Eine solche Aussage gilt, wenn f zusétzlich lokal Lipschitz von den
Zeitvariablen abhéingt. Mit Bemerkung kann man némlich zu einem auto-
nomen System iibergehen, indem die Zeitvariable zur Raumvariablen wird.
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Nun wenden wir uns noch Stetigkeitseigenschaften von ¢, und t_ zu. Diese
GrofBen werden sich nur als unter/oberhalb-stetig herausstellen. In den Ubungen
werden wir auflerdem zeigen, dass kein besseres Resultat zu erwarten ist. Wie-
derholen wir die Definition dieser Stetigkeitsbegriffe:

Definition 5.10. Sei g : G — [~o0, 00] mit G C RF. Wir sagen g ist Unter-
halbstetig, falls fiir alle Folgen (y¢)eeny C G mit limy, oo ye =y € G gilt

9(y) < liminf g(ye).
£— 00
Wir nennen g oberhalbstetig, falls fiir alle diese Folgen y, gilt

g(y) > limsup g(ye).

{— 00

Theorem 5.11. Sei I C R ein offenes Intervall, Q C R¥, A C R7 jeweils offen.
Sei weiter f : I x Q x A — R* stetig und lokal Lipschitz bzgl. der Variablen
aus Qx A (siehe Definition[3.9i)). Sei nun (t4(zo, N),t—(zo,\)) das mazimale
Ezistenzintervall des Parameterabhdngigen Anfangswertproblems

{ ' (t) = f(t,x(t), ),

x(to) = g
mit (to,xo, A) € I x Q x A. Dann ist die Abbildung
(20, A) =ty (20, \)
unterhalbstetig und die Abbildung
(zo, A) = t_(z0,N)
oberhalbstetig.

Beweis. Sei (yg, Ae) € Q@ x A mit (ye, \e) = (y, A) € Q x A gegeben. Theorem
[b.8) liefert, dass

D ={(s,w,a) e I x A x Al t_(w,a) < s < ty(w,a)}

offen ist. Sei nun t € (¢_(y, A),t4(y, A) fixiert aber beliebig. Dann existiert ein
d =46(t) > 0, sodass
[t —d,t+ 0] x Bs((y,\)) C D.

Da (ye, Ae) — (y, A) existiert ein £y = £o(d) € N, sodass fiir alle £ > £, gilt
(t,ye, Ae) € [t —0,t+ 6] x Bs((y,\)) C D.
Insbesondere bedeutet dies
t (Yo, Ae) <t <ty (ye, M)
Dat € (t—(y,A),t+(y,\)) beliebig, folgt
t+(y, A) <lminf(ty (ye, Ae))

t—(y,A) > limsup(t— (ye, Ar))

£— 00
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6 Differenzierbare Abhingigkeit von Anfangs-
daten

(Quelle [4, Thm. 36.6, Thm. 36.7])

Nach Theorem stellt sich nun die Frage, ob die Abhéingigkeit von Lisungen
an den Anfangsdaten auch differenzierbar ist. Wir wollen diese Frage mit fol-
gendem Theorem beantworten. Ein Beweis kann allerdings aus Zeitgriinden hier
nicht vollstindig gemacht werden. Man kann ihn aber z.B. in |7} §13, Abschnitte
V-XI] nachlesen.

Theorem 6.1. Sei I C R ein offenes Intervall, Q@ C RF offen, A C R ein offenes
Intervall. Nun sei f: I xXQ x A — Rk stetig. Weiter gelte, dass die partzellen
Ableztungen nach den Ortsvariablen 3 f und der Parametervariablen mf fiir
allen=1,...k existieren. Weiter seien diese stetig, d.h.

gf(t, Y, A)

0
7f(tay7 )‘)a I\

IxQxA>(ty A
x Qx A>3 (ty, )»—)ayn
sind stetig. Sei ty € I und
D :={(t,x9,\) € I x QX A| t_(x0,A) <t < ty(x0,\)}

der maximale Definitionsbereich der Schar von Lisungen x : D — § des An-
fangswertproblem definiert durch

{ ' (t, o, A) = f(t, z(t, 0, A), A)

x(to,xo, /\) = Xo-

Dann ist x stetig differenzierbar. Weiter gilt fiir die partiellen Ableitungen

0
x(t, xog, A) =: x(wo)i(t), —a(t, zp, \) =: zx(t),

) o\
dass (t (xo, ty (w0, N)) Dt = x4, (1), 2x(t) stetig differenzierbar sind fir
alle (xg, A X A. Auferdem erfiillen sie folgende Anfangswertprobleme

k

Z t z(t, 20, A), A) - (m(mo)i)n(t)7

z0); (T0) =€; € Rk
x( O)Z( 0) e (61)
of

(1) = Z S t(t, 20,0, ) - (22)al) + 5%

zy(to) =0 € R*

f(t,l‘(t, Zo, )‘)7 )\)a

Wir werden stattdessen das folgende einfachere Resultat zeigen, welches die
wichtige Idee der Linearisierung verdeutlicht. Insbesondere verzichten wir auf
die Konstruktion von Tubenumgebungen um Trajektorien (siehe Definition von
K in Beweis von Theorem .

Theorem 6.2. Seien I C R ein offenes Intervall mit 0 € I, e,r > 0 fest,
Bric(0) CRF, A= (\g —&,A\ +¢) offen und f : I x B y.(0) x A — R¥ stetig
und bzgl. der Ortsvariablen und Parametervariablen stetig differenzierbar. D.h.

9 fit,yN)

0
7f(t7ya )‘)7 a

(t,y,A) = oy
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existieren und sind stetig fir allen=1,... k.

Dann existiert ein g9 > 0, sodass fiir alle xg € B.(0) und alle X € Mg, A1] eine
Losung x(t, 9, \) auf t € [—eg, 0] von

2’ (t,xo, \) = f(t,z(t, 20, \,N),A) (0,20, \) = 0
existiert. Weiter gilt, dass die Abbildung
(_50750) X BT(O) X ()\07 A1) 2 (t’x07 )\) = J}(t,.]?o, )‘)

stetig differenzierbar ist und die Abbildungen

0 0
T(gy), (t) := x(t, o, N)  xA(t) :=

e 5l‘(t,$0,)\)

erfillen jeweils die Anfangswertprobleme (6.1]).

Beweis. Die Existenz von eg > 0 folgt aus Theorem [5.11] auf folgende Weise:
Man gehe per Widerspruch vor und nehme an, so ein £y > 0 existiere nicht. Dann
muss es eine Folge von Anfangs- und Parameterdaten (z,,, A,) € B;-(0) X [Ag, A1),
fiir die o.E. (fiir t_ ist der Beweis analog) gilt

t+(.’En, )\n) — 0.

Nach Auswahl einer Teilfolge kénnen wir o.E. nach Umbenennen annehmen,
dass (2, An) = (Too, Aoo) € Br(0)X[Ag, A1]. Dann liefert die Unterhalbstetigkeit
von ty (Theorem und die Kurzzeitexistenz (siche z.B. Theorem bei
den Anfangsdaten (xoo, Ao ), dass

0 < t4(Tooy Aoo) < liminf ity (z,, A\n) =0,
n—oo
also ein Widerspruch.
AD hier arbeiten wir nur noch auf der offenen Menge (—eg, €g) X B,-(0) X (Ao, A1),
d.h. ab hier ist (t,20,A) € (—€0,€0) X Br(0) x (Ao, A1). Sei o # 0 im Betrag

klein, sodass die folgende Ausdriicke fiir alle j = 1, ..., k sinnvoll sind:
1
We (t) :=— (x(t, 0 + €jo, A) — x(t, o, A))
o
1
2o (t) === (x(t,x0, A\ + 0) — x(t, 20, N)) .
o

Seien weiter w, z Losungen der linearen Anfangswertprobleme

W (1) = Albyw(t), w(0)=e; A(t)= 2L (ta(t, 0, ), )
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Da z(-) Losung des Anfangswertproblems ist, haben wir

wy(0) :l ((0, 20 + ej0,X) — x(0,20,A)) = €;
wl (t) == (f(t, x(t,z0 + €jo, N), A) — f(t,2(t, 20, A), A))

1
:%/O % <f (t, (1 —7)a(t, zo, A) + Ta(t, zo + €0, )\)’)\)> dr

1k 8f
:/ S° 2L (4, (1= )t w0, A) + Ta(t, @ + €0, N), \) dr
0

(xn(t, o + €50, X) — 25 (T, 20, A))
(

Dabei ist (t,0) — A,(t) nach Theorem stetig und Ag(t) = A(t). Analog

rechnen wir
1
25(0) == (2(0, 20, A + o) — 2(0,29,\)) =0

20 () == (f(t,x(t,x0,\ + ), N+ ) — f(t,x(t, 20, ), \))

[
0

. (f(t,x(t,aco, A) + 7(x(t, 2o, A+ 0) — x(t, 0, \)), A+ TO’)) dr

Q\HQM—*Q

Tl

(t, z(t,xo, A) + 7(x(t, x0, A + 0) — x(t, 0, \)), A + 7o) dT

Il
MHC\

B HM?T
sls
[

Tn(t,zo, A+ 0) — z,(t, 20, A))

tof
) OX

1A, (1)20(t) + by (t).

Wieder wegen der Stetigkeitssiitze sind (0, t) — A, (t), by (t) stetig. Wie oben gilt
auBerdem Ay (t) = A(t) und bo(t) = b(t). Bei einer linearen Gleichungen bendtigt
man nur Stetigkeit bzgl. der Zeit und der Parameter um stetige Abhéingigkeit der
Losung von diesen Daten zu zeigen. Dieser Beweisschritt werden wir weglassen,
denn die dazu notigen Techniken wurden allesamt bereits in den Beweisen zu den
Theoremen [5.7 und [5.6] demonstriert. Dies jedoch zeigt, dass die Abbildungen

_|_

(t,z(t, z0, \) + T(x(t,x0, A+ 0) — x(t, 20, A)), A+ T0) dT

(0,t) = wo(t), (0,t) = 20(t)
stetig sind mit
wolt) = w(t) zo(t) = (2).

Die Stetigkeit von w,(t) und z,(t) bzgl. o zeigt, dass die Differenzenquotienten
fir o — 0 konvergieren. Daraus folgt die Differenzierbarkeit der Losung bzgl.
des Anfangsdatums xg und des Parameters \. O
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7 Lineare Gleichungen

Quelle 2 §2.1], [4) §37], [5} §3] und [7) §14-§17]. In diesem Abschnitt werden wir
uns ausschliefilich mit linearen Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen
beschéftigen. Diese sind von der Form

{ 2/ (t) = A(t)x(t) + b(t)

x(to) = xo

wobei A : I — RF*F b : T — RF und I C R ein Intervall. Langzeitexistenz,
d.h. Existenz einer Losung fiir alle ¢ € I wurde bereits in Theorem positiv
beantwortet.

Nun wollen wir uns die Struktur der Losungsmenge anschauen. Diese ent-
spricht einem verschobenem Unterraum. Dafiir werden wir das homogene Pro-
blem betrachten:

Theorem 7.1. Sei I C R ein offenes Intervall. Sei weiter A € C(I,RF*F).
Dann ist die Menge

Ly = {z € CY(I,R")| 2/(t) = A(t)z(t)} € C*(I,RF)
ein k-dimensionaler Unterraum. Weiter ist fiir x1,...,x, € Ly dquivalent
1. x1,...,x, € Ly sind linear unabhdngig.
2. Es gibt ein ty € I, sodass x1(to),. ..,z (tg) € R¥ linear unabhingig sind.
3. Fiir jedes t € I sind z1(t),...,z,.(t) € RF linear unabhdingig.

Beweis. Ly ist ein Unterraum, da Linearkombinationen von Losungen wieder
Losungen sind. Die Dimensionalitét klirt sich mit (2) und der Eindeutigkeit
des Anfangswertproblems. D.h. wir miissen nur die Aquivalenz der drei Punkte
zeigen:

(1)=(2): Sei tg € I fest gewéhlt. Seien weiter A1,..., A, € R gegeben mit

Z )\nl‘n(to) =0.
n=1
Sei z =" _| A\ny,. x ist damit Losung des Anfangswertproblems

{ o' (t) = A(t)x(t)
$(t0) =0

und mit der Eindeutigkeit gilt 0 =2z ="' _| A\,x,, woraus nach Voraussetzung
folgt A1,..., A =0 und damit die Aussage.
(2)=(3): Sei t € I beliebig aber fest und Ay, ..., A\, € R erfiillen

0= z’": Ann (t).
n=1

Sei z € C1(I,R¥), welche die Differentialgleichung A(s)z(s) = 2/(s) mit x(tg) =
S Ann(to) als Anfangsdatum erfiillt. Dann gilt wegen der Eindeutigkeit des

n=1
Anfangswertproblems, dass

2(t) =Y Anaa(t) =0.
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Wieder mithilfe der Eindeutigkeit ist dann x = 0. Also ist

0= i )\nxn(tO)7
n=1

und damit Aq,..., A, =0.
Die Aussage(3)=-(1) folgt direkt. O

Definition 7.2. Sei A € C(I,R***) und L wie in Theorem Seixq,...xp €
Ly eine Basis von Lg. Dann nennen wir die Abbildung ® : I — RE*E definiert
durch

O(t) = (z1(t), - -, wr(t))
eine fundamentale Matrixlosung fiir das homogene System z’ = Az.
Insbesondere koénnen wir ® als Matrix invertieren (Wir schreiben dafiir
(®(¢))~!) und somit folgende Loésungsformel fiir das inhomogene System be-

weisen. Die Herleitung dieser Formel ist analog zur Variation der Konstanten
im eindimensionalen [£.6]

Theorem 7.3 (Variation der Konstanten in R¥). Sei I C R ein offenes Inter-
vall. Sei weiter A € C(I,RF**), b € C(I,R¥) und ® eine fundamentale Ma-
trizlosung von &' = Ax. Anfangsdaten seien gegeben durch ty € I und zo € RF.
Weiter sei v € C*(I,R¥) Lésung von

{ 7' (t) = A(t)y(t) + b(t)
’y(to) = Xp.
Dann gilt

A1) = B(0) (B(t0)) o + B(2) / ((s))" b(s) ds

to
fir allet € I.

Beweis. Mit Satz[5.6)miissen wir nur nachrechnen, dass das durch die Lésungsformel
definierte v das Anfangswertproblem 16st:

Y(t) = ®(to)(@(to)) o + (o) / " (@(s))~1b(s) ds = 0.

to
Nun zur Differentialgleichung. Hier nutzen wir &' = A®:

t

7 (1) =9 (t)(D(t0)) " zo + (1) / (D(s))"b(s) ds + D(1)(R(t)) " b(t)

to

—A()®()(®(t0)) w0 + AD)D() / (®(s))~"b(s) ds + b(t)

A1) (@(t)@(to))-lxo o) [ (@) 00 ds) ()
—A(t)y(t) + b(2).

O
Nun spezialisieren wir unser Problem zu einem autonomen homogenen linea-
rem System. D.h. fiir den Rest des Kapitels betrachten wir fiir eine gegebene
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(zeitunabhingige!) Matrix A € R*** das folgende Anfangswertproblem fiir ein

o € RF:
x'(t) = Ax(t)
{ z(0) = xo.
Satz gibt uns die eindeutige Existenz einer Losung auf ganz R. Nun geht
es darum, die genaue Losungsgestalt herauszurechnen. Diese héngt eng mit den
Eigenwerten der Matrix A zusammen, auch wenn diese komplexwertig sind, wie
folgendes Theorem zeigt:

Theorem 7.4. Sei A € R¥** cine reelle Matriz. Dann haben wir folgende
Aussagen:

1. Die glatte Abbildung z(t) = exp(At)v mit v € CF ist eine reelle Lisung
von 2'(t) = Az(t) genau dann, wenn X € R, v € R¥ und Av = \v.

2. Falls v € Ck\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X\ = o + i3 mit
B # 0 ist, dann ist der imagindre Anteil von v ungleich 0. In diesem Fall

konnen wir v = u+ iw schreiben mit u,w € R*. Dann lisen die folgenden
Abbildungen die Gleichung ' = Ax:

t — exp(at)(cos(Bt)u — sin(St)w)
t — exp(at)(sin(Bt)u + cos(ft)w).

Insbesondere sind diese Lésungen linear unabhdngig.

Beweis. Sei v € C* Eigenvektor und A € C der dazugehorige Eigenwert zu
A. Dann gilt
d
7 (exp(At)v) = exp(At) v = A((exp(At)v),
also erfiillt ¢t — exp(At)v die Differentialgleichung. Insbesondere miissen der
Imagindr-und Realteil ebenfalls die Gleichung l6sen, da A reellwertig ist. Wir
gehen nun in den Punkt (2) um diese auszurechnen. D.h wir setzen voraus, dass
A=a+if (a,f € R) mit 8 # 0. Da A reell ist, darf der Imaginérteil von v
nicht verschwinden, d.h. v = u + iw (u,w € R¥) mit w # 0. Mit der Eulerschen
Formel erhalten wir

exp(At)v =exp((a +if)t) (u + tw)
=exp(at) (cos(Bt) + isin(Bt)) (u + iw) (7.1)
= exp(at) ((cos(Bt)u — sin(Bt)w) + i(cos(Bt)w + sin(Bt)u)).

Die lineare Unabhéngigkeit iiber R des Imaginér-und Realteils erhalten wir mit

Satz indem wir die Funktionen bei t = 0 und ¢ = % auswerten: Seien dafiir
¢1, ¢z € R Linearfaktoren mit ¢; (cos(St)u—sin(S8t)w)+cz(cos(St)w+sin(ft)u) =

0. Einsetzen der oben genannten ¢ liefert
ciu~+cow =0
—ciw + cou = 0.

Nehmen wir an, dass ¢; # 0. Dann konnen wir die erste Gleichung mit —%
durchmultiplizieren und auf die zweite Gleichung addieren. Wir erhalten

(c2)?

o, W aw= 0= ((c2)* + (c1)*)w = 0.
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Da w # 0 ist, folgt ¢; = ¢ = 0, also ein Widerspruch. Damit folgt die lineare
Unabhéangigkeit.
Kommen wir nun nocheinmal zuriick zu (1): Falls ¢t — exp(At)v eine reelle

Abbildung ist, zeigt (7.1]), dass
vt € R gilt cos(ft)w + sin(Bt)u =0

und damit 3, w = 0. Also sind A und v reellwertig. |

Inspiriert von der exponentiellen Gestalt der eben berechneten Losung, defi-
nieren wir nun die sogenannte Exponentialmatrix, welche sich als eine fundamen-
tale Matrixlosung herausstellen wird. Wie in Theorem [7.4] bereits angekiindigt,
werden wir hier vorerst aber mit komplexwertigen A rechnen:

Definition 7.5. Sei A € C***. Dann definieren wir
oo An
exp(4) =T+ Z o
n=1 "

Kiimmern wir uns um die Wohldefiniert dieses Ausdrucks und zeigen den
Zusammenhang zur Losung unserer Differentialgleichung:

Theorem 7.6. Fiir alle A € C*** und alle t € R gilt

(oo} tn N
Jexp(an] <1+ 30 00y = exp(ay ).

n=1

wobei || Al := sup¢ |y |AE| die induzierte Matriz Norm ist. Dies bedeutet ins-
besondere, dass die Potenzreihe exp(At) komponentenweise absolut konvergiert
und damit wohldefiniert ist. Insbesondere ist die Abbildung t — exp(At)xq fiir
alle xo € CF glatt und es gilt

d
E(exp(At)xo) = Aexp(At)zg, exp(A0)zy = xo.
Beweis. Fiir die induzierte Matrix Norm und o.E. C* 3 v # 0 gilt

v
|Av| = IAHIIUI < sup |AE|[v] = [|A[[v].
v lgl=1

Damit haben wir weiter

1A%]] = sup |A(AE)| < sup [|A]|Ag] = || A|*
lel=1 l€l=1

und mit Induktion folgt fiir alle n € N
A" < [lA[™.

Mit der Dreiecksungleichung folgt also die erste behauptete Ungleichung. Damit
gilt insbesondere fiir alle zq € C*
m

m
. tr A" . t" A"z
exp(At)a;O = n}l_I}I(l)o <I+ n' ) xro = "}gl'cl)o (ajo + Z n' 0) .
' n=1 :

n=1
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Diese Potenzreihe ist fiir alle ¢ € R absolut konvergent, also ist der Konvergenz-
radius co. Damit ist die Abbildung ¢ — exp(At)z( glatt und es kann gliedweise
differenziert werden:

d tnlArg
o — (exp(At)zo) Z =1 04 (Ixo + Z A"x()) = Aexp(At)zg

n= 1

O

Bemerkung 7.7. Theorem zusammen mit Theorem zeigen, dass die
Matrixabbildung ¢ — exp(At) eine fundamentale Matrixlosung des Systems
a’ = Az ist. Insbesondere ist exp(At) fiir alle ¢ als Matrix invertierbar!

Bemerkung 7.8. Falls A, B € C*** mit AB = BA hat man sogar
exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Beweis. Analog zum eindimensionalen, wird zur Ubung iibertragen. ]

Nun wollen wir uns der effektiven Berechnung von exp(At) widmen. Dazu
benétigen wir die Jordansche Normalform von A (diese kann z.B. in [3, §4.2]
nachgelesen werden). Dafiir werden wir erst komplexwertig rechnen und dann
mit Theorem auf den reellen Fall zuriickgehen. Sei also A € C¥*¥. Dann
existiert eine reguliire Matrix B € C*¥** und eine Jordannormalform .J € CF*¥,
welche sich aus Jordanblécken

A1 0
EC’C)\X]C)\

0o .1

A

lings der Diagonalen zusammensetzt. Hier ist A ein Eigenwert von A. Diese
Matrizen erfiillen folgende Gleichung

J =B 'AB.

Zur Wiederholung: Die Dimension aller Blocke zu einem festem Eigenwert sum-
miert heifit dessen algebraische Vielfachheit (welche auch die Vielfachheit der
zugehorige Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A ist). Die Anzahl
der Jordanblocke zu einem festen Eigenwert heifit dagegen geometrische Viel-
fachheit. Fiir A bekommen wir damit fiir alle ¢ € R:

oo _1\n
) 14 5
n:

n=1
B (I Py
n=1

') ) B™! = Bexp(tJ)B™*
D.h. wir miissen nur die Exponentialmatrix der Jordanmatrix berechnen
Nennen wir Jordanblocke Ay, £ = 1,...s. Dann gilt ganz im Allgemeinen fiir
allen € N:

n

Ay 0
As Ap
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Im Endeffekt miissen wir also nur die Potenz eines einzelnen Jordanblocks zum
Eigenwert A € C der Dimension ky € N berechnen. Wir kénnen jeden Jordan-
block schreiben als

A=A+ N

wobei N € R¥>*kx nilpotent ist mit

0o 1 0 0
0 0 1 0
N=| : - -~ .
0O ... ... 0 1
0O ... ... ... 0
Damit gilt N** = 0. Da I und N kommutieren, erhalten wir mit Bemerkung
s
exp(t(A + N)) = exp(tAI) exp(tN) =
tN  (tN)? (tN)—1
= tA I —_— PR
exp(t) ( Tty (kx — 1)1
Fassen wir das qualitativ Ergebnis zusammen:
Theorem 7.9. Sei A € C*** mit paarweise verschiedenen Figenwerten Ay, ...\ €
C und zugehdrigen algebraischen Vielfachheiten mq, ... mgs. Dann gibt es fiir je-
des j = 1,...,s genau m; linear unabhingige Lisungen von x' = Ax in der

Form
zj0(t) = exp(\jt)pje(t), £=1,...my,

dabei sind pj o : R — CF vektorwertige Polynomfunktionen vom Grade < m;.
Der Mazimalgrad der auftretenden Polynome ist die mazimale Dimension der
Jordan-Blocke—1. Weiter gilt 335_, m; = k.

Nun iibertragen wir dieses Ergebnis noch fiir A € R¥**. Man beachte dabei,
dass zu jedem Eigenwert auch der komplex konjugierte Eigenwert und dement-
sprechend auch die komplex konjugierte Losung auftritt. (Man vergleiche mit
Theorem. Man erhélt nun die reellen Losungen, indem man zu den Iméginar
und Realteilen iibergeht:

Theorem 7.10. Sei A € RF*E. Man erhilt nun ein Erzeugendensystem des
Lisungsraums von ' = Az, x : R — RF durch Funktionen der Form

zj,0(t) = exp(ayt) (cos(B;t)pj,e(t) + sin(B;t)pje(t))

Yj.0(t) =exp(ayt) (sin(B;t)qj,e(t) + cos(B;t)d;.e(1))
mit £ = 1,...,m;. Hier durchlduft \; = o; +i8; mit B; > 0 alle Eigenwerte
von A. m; ist dabei die zugehorige algebraische Vielfachheit zum Eigenwert A;.

Weiter sind pj.e,Dj.e, q.0,dj.c : R — R* vektorwertige Polynomfunktionen vom
Grade < mj;.
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8 Stabilitdt von dynamischen Systemen

Quelle [2, §2.2, §2.3] und [1, §15]. Ab hier steigen wir in die Theorie der dyna-
mischen Systeme ein. Diese sind autonome gewohnliche Differentialgleichungen,
d.h. wir betrachten ab hier nur noch Anfangswertprobleme der Form

¥ = f(z), z(0) =

mit f: Q — R* 25 € Q, Q C R¥ offen und f lokal Lipschitz. Mit Bemerkung
kénnen wir zu so einer Gestalt immer {ibergehen, sofern die rechte Seite der
Differentiagleichung auch bzgl. der Zeit einer lokalen Lipschitzbedinung geniigt.
Wegen der Autonomie des Systems konnen wir die Startzeit frei wahlen und
gehen o.E. zu tg = 0 iiber.

Es wird nun darum gehen, wie sich Losungen in der Néhe von Ruhepunkten
(d.h. Nullstellen von f) verhalten. Es gibt mehrere mégliche Szenarien: Die
Losungen konnten zum Ruhepunkt laufen, in der Ndhe bleiben oder z.B. ab-
gestoflen werden. Dies wollen wir mit der folgenden Definition mathematisch
prézisieren:

Definition 8.1. Sei 2 C R¥ offen und f : © — RF sei lokal Lipschitz. Weiter
bezeichnen wir mit z : D — € den (lokalen) Fluss zum zugehorigen dynamischen
System =’ = f(x). Hier ist D := {(t,x09) € Q@ x R| t_(z0) <t < t1(x0)} und
erfiillt

%x(t,mo) = f(z(t,z0)), x(0,z0) = 0.

Dann fiithren wir fiir das dynamische System o’ = f(x) folgende Definitionen
ein:

1. Falls £ € Q eine Nullstelle von f ist, d.h. f(£) = 0 erfiillt, so nennen wir die
Abbildung R 5 ¢ +— & und auch den Punkt £ € Q2 selber einen Ruhepunkt
des dynamischen Systems 2’ = f(z).

2. Ein Ruhepunkt & € Q heifit stabil, falls zu jeder offenen Umgebung U C 2
von £ eine offene Umgebung V' C €2 von ¢ existiert, sodass fiir alle xg € V
der Fluss

x(t,xg) €UVt €[0,t4(x0))

erfiillt.
3. Ein Ruhepunkt ¢ €  heift instabil, falls er nicht stabil ist.

4. Ein Ruhepunkt ¢ € Q heifit attraktiv, falls eine offene Umgebung W C Q
von & existiert, sodass fiir alle xg € W gilt

t1(zp) = oo und tli>nolo x(t, xo) = €.

5. Ein Ruhepunkt heifit asymptotisch stabil, falls er stabil und attraktiv ist.

Beispiel 8.2. Eine fundamentale Matrixlésung von
x = 10 x
L0 -1
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ist gegeben durch

("1 )

Weiter ist 0 ein Ruhepunkt des Systems. Die Losung (exp(t),0)” zeigt, dass 0
instabil ist. Andererseits konvergiert die Losung (0, exp(—t))T fiir ¢t — oo gegen
0. Dabei korrespondiert die erste Losung zum Eigenwert 1 der Matrix und die
zweite Losung zum Eigenwert —1.

Beispiel deutet daraufthin, dass Figenwerte eine grofie Rolle fiir die Art
eines Ruhepunkts spielen werden. In der Tat kann man sogar die Art von Ruhe-
punkten bei linearen autonomen homogenen Systemen vollsténdig klassifizieren
(siehe z.B. [7}, §29]).

Aus Zeitgriinden werden wir darauf verzichten bzw. in den Ubungen zum
Teil darauf eingehen und stattdessen folgendes nichtlineares Resultat zeigen:

Theorem 8.3. Sei Q C R* offen und f € CY(Q,RF). Sei weiter £ € Q ein
Ruhepunkt des dynamischen Systems 2’ = f(x). Falls fiir alle komplezen Eigen-
werte A € C der reellen Jacobimatriz Df (&) € RF*k gilt

Re()) <0,
dann ist & asymptotisch stabil.

Wir werden den Beweis iiber die direkte Methode von Lyapunov fithren
(Quelle |7, §30]). Allerdings erfordert dies Vorbereitung, sodass wir den Beweis
auf das Ende des Kapitels verschieben miissen.

Nun geben wir erstmal ein Beispiel, welches verdeutlicht wie Theorem [8.3] an-
gewandt wird:

Beispiel 8.4. Wir betrachten das dynamische System

?(t) = —at)+ (y(t)?
yt) = —yt) - (@)’

D.h. das f aus Theorem [8.3] besitzt hier folgende Gestalt:

o= ()

—y—=x

Wir haben f(0,0) = 0, also ist 0 € R? ein Ruhepunkt des dynamisches Systems.
Rechnen wir die Jacobimatrix von f aus:

e =( e )

Df(0,0) = ( P )

Alle Eigenwerte von D f(0,0) sind —1, also haben einen negativen Realteil. Dies
impliziert mit Theorem dass 0 ein asymptotisch stabiler Ruhepunkt des
dynamischen Systems ist.

womit

Fiir den Beweis von Theorem benotigen wir etwas Notation:
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Definition 8.5. Sei 2 C R¥ offen, f: Q — R*¥ und V € C'(Q, R). Dann setzen
wir fiir y € Q )
V(y) = (grad V(y), f (y))-

Bemerkung 8.6. Falls x eine Losung von 2’ = f(z), so gilt mit Kettenregel

d )
7 (V(@(®)) = V().

Wir beziehen uns fiir die theoretischen Uberlegungen o.E. auf die 0 als Ruhe-
punkt, da wir diese Situation immer herstellen kénnen, indem wir y — f(y+£)
betrachten.

Nun definieren wir den Begriff der Lyapunovfunktion, dessen Existenz allein
bereits Stabilitdtsaussagen liefern wird:

Definition 8.7 (Lyapunovfunktion). Sei @ C R* offen, V € C*(Q) und f :
Q — R*. Wir nennen V Lyapunovfunktion zu f, falls V folgende Eigenschaften
bzgl. f besitzt:

V(0) =0,
V(y) > 0,vy € Q\ {0}

V(y) <0y € Q.
Damit kénnen wir sofort folgendes Stabilitdtskriterium beweisen.

Theorem 8.8 (Stabilitit nach Lyapunov). Sei Q C R¥ offen, 0 € Q, f:Q —
R* lokal Lipschitz und f(0) = 0. Sei weiter V€ C*(Q) eine Lyapunovfunktion
zu f. Dann gilt:

1. Der Ruhepunkt 0 von ' = f(x) ist stabil.

2. Falls fir alle y € Q\ {0} gilt V(y) < 0, so ist der Ruhepunkt 0 von
' = f(x) asymptotisch stabil.

Beweis. Zu (1):

Sei € > 0, so dass B-(0) C Q. Da V stetig ist, existiert ein v > 0, sodass
Yy € 0B(0) gilt V(y) > .

Da V stetig ist und V' (0) = 0 kénnen wir ein ¢ > 0 wihlen mit 0 < § < ¢, sodass
Yy € Bs(0) gilt V(y) < 7.

Sei nun x eine Losung von ' = f(z) mit Anfangsdatum x(0) = zo € Bs(0).
Dann gilt fiir die Abbildung ¢(t) := V(x(t)) > 0, dass

(1) =V(x(t) <0
fiir alle ¢ € (t—(x0),t+(z0)). Dies impliziert aber fiir alle ¢ € [0,7(x0))
p(t) < ¢(0) = V(o) <.

Da weiter V' auf 0B.(0) nur Werte > ~ annimt, bleibt z(t) € B.(0) fiir alle
Zeiten. Insbesondere folgt mit Theorem dass t4(xg) = oo und es folgt die
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Stabilitéit des Ruhepunktes 0.
Zu (2):
Wir nutzen weiter die Notationen und Ergebnisse des Beweises zu (1). Da ¢
monoton fallend und nach unten beschrénkt ist, existiert ein 8 € R mit
Hm () =5 <.
Mit V < 0 auBerhalb des Nullpunktes gilt sogar, dass ¢ streng monoton fallend

ist, d.h. insbesondere
Vi >0 gilt 8 < o(t) <~

Wir zeigen zuerst, dass § = 0. Wir gehen per Widerspruch vor und nehmen an
dass 8 > 0 (Mit V > 0 kann 8 < 0 nicht eintreten). Dann gilt aber das die
kompakte Menge

M :={y € B-(0)| B < V(y) <~} C B:(0)\ {0}
und da V ebenfalls stetig ist, haben wir auch
max{V(y)| y € M} =: —a < 0.

Da aber z(t) € M fiir alle t > 0, miisste also ¢/(t) < —a < 0 gelten, ein
Widerspruch zur Beschriinktheit nach unten. Also gilt lim;—, o () = 0.
Angenommen z(t) - 0 fiir ¢ — oo. Wir haben bereits gezeigt, dass z(t) auf
[0,00) beschrinkt ist. Damit existiert eine Folge ¢, > 0 mit ¢, — oo und
lim,, 00 z(tn) =: ¢ # 0. Da V stetig ist, folgt
0= Tim ¢(t,) = lim V(x(t,)) = V() >0,

ein Widerspruch. O

Falls man eine Funktion findet, die sich kontrér zu einer Lyapunovfunktion
verhélt, kann man sogar Instabilitét zeigen:

Theorem 8.9 (Instabilit:it nach Lyapunov). Sei Q C R¥ offen, 0 € Q, f: Q —
R* lokal Lipschitz mit f(0) = 0. Weiter sei V € C1(Q) mit V(0) = 0. Auferdem
existiere eine Folge (yn)nen C 2\ {0} mit y, — 0, sodass V(y,) > 0. Dann
haben wir

1. Falls V(y) > 0 fiir alley # 0, so ist der Ruhepunkt 0 zu 2’ = f(z) instabil.

2. Falls ein \ > 0 ezistiert, sodass V(y) > AV (y) fir alle y € Q, so ist der
Ruhepunkt 0 zu «' = f(x) instabil.

Insbesondere ist 0 instabil zu «’ = f(z), falls V,V >0 auf Q\ {0}.

Beweis. Sei x eine Losung von 2’ = f(x) mit 2(0) = y,,. Wie in Theorem
definieren wir wieder
p(t) = V(x(t)).
Damit haben wir ¢(0) = V(2(0)) = V(y,) =: a > 0.
Zu (1):
Sei wieder € > 0 derart, dass

Yy € B.(0) gilt V(y) < a.
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Nun haben wir allerdings

P(t) = TV ((t) = V(a(0) 20,
a = ¢(0) < p(t) fiir alle t € [0, (yn))

folgt. Die Definition von ¢ allerdings impliziert
|z(t)| > € fiir alle t € [0, ¢4 (yn))-

Sei nun 7 > € mit m C Q. Da V stetig ist, finden wir ein 8 > 0 mit
inf{V(y)| e < |yl <r}>B>0.

Solange also z(t) € B,.(0) ist, gilt ¢’(¢) > S. Integrieren der beiden Seiten liefert

o) —a= o) = pl0) = [ Se)ds> [ pas=pr

solange fiir alle 0 < s < ¢t gilt, dass x(s) € B,(0). Da V auf B,.(0) beschriankt ist
und S > 0, muss die Losung z(t) die Kugel B,.(0) in endlicher Zeit verlassen.
Zu (2):

Wir nutzen weiter die Notationen aus aus dem Beweis von (1). Hier haben wir
allerdings

¢'(t) = V() = AV (x(t) = Ap(t).

Da ¢(0) = a > 0, finden wir ein 7" > 0, sodass ¢(t) > 0 fiir alle ¢ € [0, T]. Damit
gilt fiir diese ¢

Da die rechte Seite der letzten Ungleichung > 0 ist, folgt T = ¢ (y,) withlbar
und damit
©(t) > aexp(At) fiir alle ¢ € [0,14(yn))

Also muss auch hier z(t) die Kugel B, (0) in endlicher Zeit verlassen. Da y,, — 0,
gibt es also Anfangsdaten beliebig nahe der 0, dessen Losungen die Kugel B,.(0)
in endlicher Zeit verlassen. Damit ist 0 instabil. [

Leider gibt es kein "Kochrezept’ um eine Lyapunovfunktion zu konstruieren.
Manchmal ist die euklidische Norm, also # ~ |z|? ein geeigneter Kandidat,
wie folgendes Beispiel zeigt (in Beispiel haben wir ebenso bereits |z|? als
Lyapunovfunktion verwendet):

Beispiel 8.10. Wir betrachten die lineare autonome Differentialgleichung

= Az
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fiir eine Matrix A € R**¥. Die Abbildung V (y) := |y|? erfiillt

V(0)=0
V(y) > 0 fiir alle y # 0
V(y) = 2(y, Ay).

Demnach ist die 0 ein stabiler Ruhepunkt, falls fiir alle y # 0 gilt (y, Ay) < 0.
7.B. ist dies der Fall, wenn A symmetrisch ist und alle Eigenwerte nichtpositiv
sind.

Falls man allerdings Lyapunovfunktionen generieren kann, kann man auch in
nichtlinearen Fillen mit physikalischer Anwendung einige interessante Aussagen
bzw. physikalisch zu erwartende Aussagen zeigen:

Beispiel 8.11 (Nichtlineare Schwingung). Wir betrachten die gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung fiir Schwingungen ohne Reibungsverluste:

u” + h(u) = 0.
Hier soll h : R — R lokal Lipschitzstetig sein und folgende Bedingungen erfiillen:
h(0) =0, =zh(z)> 0 fiir alle z # 0.

Um unsere Theorie nutzen zu kénnen, transformieren wir das Problem nach
Methode 2.1 zu einem System erster Ordnung:

Ty = T

S =~

T

Die physikalische Energie in der Schwingung kann mithilfe folgender Funktion
modelliert werden:

1 Y1
Blyrom) = 503 + [ o) ds.

Wir wollen dieses E als Lyapunovfunktion heranziehen. Es gilt

E(0,0) =0,
E(y1,y2) >0 fiir (y1,y2) # 0,

s {2 (i )0

Der zweite Punkt ist korrekt, da fiir y1 < 0 gilt [ h(s)ds = — fyol h(s)ds > 0.
Damit sind die Bedingungen von Theorem erfiillt und 0 ist ein stabiler
Ruhepunkt des Systems. Ein Phasendiagramm des System deutet weiter an,
dass man hier mit periodischen Losungen zu rechnen hat, d.h. der Ruhepunkt
ist nicht attraktiv, vgl. Bild [2| In der Skizze wird h(u) = sin(u) gesetzt. Die
Voraussetzung w - sin(u) > 0 ist damit nur fir v € (=%, 5) korrekt, aber da
Stabilitét ein lokales Phidnomen ist, ist diese Skizze dennoch instruktiv.

Aus der Energie lisst sich auflerdem die urspriingliche Gleichung herleiten,

man vergleiche Anhang [A] insbesondere Beispiel
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151

051

du/dt
o
T

-05

Abbildung 2: Phasendiagramm fiir v” + sin(u) = 0, inklusive einer numerischen
Losung.

In den Ubungen werden wir uns auerdem beispielhaft mit geddmpfter Schwin-
gung beschéftigen, d.h. wir setzen noch einen Reibungsterm in die Gleichung
dazu. Also wire die Differentialgleichung hier v” + R - v’ 4+ h(u) = 0 mit R > 0
einem Reibungsparameter. In diesem Fall kann man sich ebenfalls das Phasen-
diagramm ansehen und man stellt fest, dass der Ruhepunkt 0 sogar asymptotisch
stabil wird, vgl. mit Bild

Wahlt man fiir R einen unphysikalischen Wert, d.h. R < 0, so wird immer
mehr Energie in das System geleitet und zu vermuten ist, dass der Ruhepunkt 0
instabil wird. Bild [4] bestéitigt diese Vermutung. Geht man durch die Rechnung
fiir die ungeddmpfte Schwingung durch, kann man dies sogar zeigen!
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0.5

du/dt
o

-0.5

Abbildung 3: Phasendiagramm fiir u” + «’ + sin(u) = 0, inklusive einer nume-

rischen Lésung.

0.5

du/dt
o

-0.5

Abbildung 4: Phasendiagramm fiir " — «’ + sin(u) = 0, inklusive einer nume-

rischen Losung.
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Indem wir die Idee aus Beispiel etwas modifizieren und ein anderes
Skalarprodukt nutzen, kénnen wir den Beweis von Theorem fithren. Zur
Vorbereitung werden wir zuerst folgendes Lemma beweisen, welches den linearen
Fall behandelt.

Lemma 8.12. Sei A € RF*F, sodass fiir alle komplexen Eigenwerte o von A
gilt, dass Re(o) < 0. Dann ezistiert ein A > 0 und ein 7 > 0, sodass fir alle
t > 7 und alle v € RF gilt

|exp(At)v| < exp(—At)|v].

Beweis. Sei t > 0. Seien weiter ¢;(t),...,ck(t) die Zeilenvektoren der fun-
damentalen Matrixlosung exp(At). Sei weiter v € R*. Dann gilt bzgl. der
iiblichen euklidischen Norm wegen der Cauchy-Schwartz Ungleichung und der
Aquivalenz von Normen (in diesem Fall mit der 1-Norm), dass eine Konstante
K = K(k) > 0 existiert mit

k k k
lexp(At)u] = | D ((ej(t),0)* < Z [of?le; @)|* = IUIKZ 101

Jj=1

Seien nun o1 = a1 +1if51,...,00 = ap + 15, die paarweise verschiedenen komple-
xen Eigenwerte von A. Sei a := max(aq,...,ar) < 0. Theorem zeigt mit
|sin|,|cos| < 1, dass eine Konstante M > 0 existiert, sodass

2k—2
lei(1))? < exp(2at) M? Z [t]™.

n=1

Insgesamt existiert also eine Konstante C' > 0 unabhéngig von v, sodass

k 2k—2 H
|exp(At)u] < o] Y " Jej(t)] < exp(ad)Clo| | D [t
j=1 j=1

Sei nun A > 0 mit @ < —A < 0 fest. Dann gibt es ein 7 > 0, sodass fiir alle t > 7
gilt
1
2k—2 2

exp(A+a)t)C | >t | <1,
j=1

oder dquivalent

SIS

2k—2
exp(at)C Z [t | < exp(—At).
j=1
Insbesondere haben wir fiir ¢t > 7
|exp(At)v| < exp(—At)[v].

a
Kommen wir nun zur linearisierten Stabilitdt, welche den Beweis von Theo-
rem [B.3] nachsichzichen wird.
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Lemma 8.13. Sei Q C RF, 0 € Q, g : Q — R* erfiille eine lokale Lipschitzbe-
dingung und g(0) = 0. Auflerdem soll gelten g(y) = o(|y|) fir |y| — 0, d.h.

tim 29 _
y=0 [y

Weiter sei A € RFXF gegeben, sodass fiir alle Eigenwerte A € C gilt, dass
Re(A) < 0.

Dann ist der Ruhepunkt O fiir die Differentialgleichung x'(t) = Ax(t) + g(x(t))
asymptotisch stabil.

Beweis. Wir fiihren folgendes Skalarprodukt auf R¥ ein. Sei dafiir a,b € R”:

(a,by 4 := /Ooo<exp(At)a, exp(At)b) dt.

Nach Lemma [8.12] existiert eine Konstante 7 > 0 und ein g > 0, sodass
|exp(At)y| < exp(—put)|y| fiir alle y € RF und alle ¢t > 7. Damit erhalten wir die
Wohldefiniertheit des neuen Skalarprodukts:

o0

/ |(exp(At)a,exp(At)b>|dt§/ | exp(At)al| exp(At)b| dt

0 0

_ / |exp(At)al| exp(At)b| dt + / |exp(At)al| exp(At)b| dt
0 T

g/ | exp(At)a]| exp(AL)b] dt+/ exp(—2pt)al[b] dt < oo.
0 T

Linearitét von (-, -) 4 folgt aus der Linearitéit der Matrixmultiplikation und des
Integrals. Falls (a,a)s = 0, so muss exp(At)a = 0 fiir alle ¢ > 0 sein. Da
allerdings exp(At) invertierbar als Matrix ist, folgt a = 0.

Nun definieren wir als Lyapunovfunktion

V(y) = (y,9)a.

Um V zu berechnen, benstigen wir zuerst grad V. Dafiir leiten wir zuerst die
Abbildung R* 5 y +— (By, By) fiir B € RF** nach y ab:

2 2
k k k k
0;(By, By) =0; Z Z Byjy; = Z 0; Z Bujy;
=1 \j=1 =1 j=1
k k k
:ZB@ZZ Zngyj = QZBZZ (By)e
=1 j=1 =1

Also gilt i.A.
grad ((By, By)) = 2B” By.
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Angenommen wir kénnten Ableitung und Integral in der Definition von V' ver-
tauschen, so wiirden wir folgendes erhalten:

grad </Ooo<exp(At)y,exp(At)y> dt) = 2/Ooo(exp(At))T exp(At)y dt

Da der Integrand (exp(At))? exp(At)y mit Lemma im Betrag exponentiell
abfillt (siehe oben), ldsst sich die Vertauschung von Integral und Ableitung mit
dem Konvergenzsatz von Lebesque rechtfertigen. Damit erhalten wir mithilfe
der Linearitéat des Integrals insgesamt

V(y) =(grad(V) (), Ay + g()) = < / " 2(exp(A)T exp(At)y dt, Ay + g<y>>
- | " (exp(Af)T exp(At)y, Ay + g(y)) di

- / " (exp(At)y, exp(AD) (Ay + g(y))) di
=2(y, Ay + g(y)) a-

Nun setzen wir fiir y € Q die Losung des linearisierten Problems z(t) :=
exp(At)y und mit 2’ (t) = Aexp(At)y erhalten wir

V(y) =2(y, Ay + g(y)) a
:2/ (z(t),2'(t)) dt + 2(y, 9(y)) a
0

Hz(@) P15 + 2v/ (. ¥) a(9(y), 9()) 4
— lyI> + 2¢yllg(y)]-

<
<

Letzte Ungleichung erhalten wir aus der Aquivalenz von Normen im R¥, d.h.

VW, y)a < cly|. Sei nun r > 0, derart, dass B,(0) C Q und [g(y)| < p=ly| fiir
alle y € B,.(0). Damit erhalten wir fiir diese y:

. 1
V(y) < =yl +22yllg(y)| < —§|y|2 <-53V () <0

Aus Theorem [8.8] folgt nun die Aussage. O
Kommen wir nun zum angekiindigten Beweis von Theorem 8.3

Beweis. Indem wir y — f(y + &) betrachten, konnen wir o.E. annehmen, dass

& =0 ist.

Da f insbesondere total differenzierbar in 0 ist, kénnen wir f lokal um die 0

ausdriicken als

f(y) = f(0) + Df(0)y + g(y),

wobel g(y) = o(ly|) fiir |y| — 0. Mit f(0) = 0 folgt die Aussage nun sofort aus
Lemma denn g(y) = f(y) — Df(0)y ist stetig differenzierbar und damit
lokal Lipschitz. O

Bemerkung 8.14. Falls einer der Eigenwerte von D f(£) einen echt positiven
Realteil besitzt, kann man zeigen, dass der Ruhepunkt instabil ist.
Ein Beweis findet sich z.B. in [1, Thm. 15.6].
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Das folgende Beispiel zeigt allerdings, dass im Falle eines rein imaginéren
Eigenwerts keine Aussagen zu erwarten sind, denn dann kann sich das Verhalten
in den Termen hoéherer Ordnung verstecken:

Beispiel 8.15. (a) Wir betrachten das folgende System

x/:_y+x3
y =z +y°.

mit Ruhepunkt (0, 0). Die Linearisierung in (0, 0) lautet

5 (—y+m3) _<3x2 —1> _<0 -1
3 - 2 -
8(33, y) Tty (z,y)=(0,0) 1 3y (z,y)=(0,0) 1 0

Die Eigenwerte sind A\ o = %1, besitzen also keinen Realteil. Nun setzen
wir

V(z,y) =2 +y° = |(z,y)]*
als mogliche Lyapunov-Funktion an. Dann gilt
V('Tv y) =((22,2y), (~y + x37 T+ y3)>
= —2zy + 2z + 2zy + 2yt =2z + 41 > 0

fiir (z,y) # 0. Dann gilt mit Theorem [8.9] dass (0, 0) ein instabiler Ruhe-
punkt ist.

(b) Nun betrachten wir ein dhnliches System:

o =—y—a3

Y =z — P

Die Linearisierung bei (0,0) ergibt dieselbe Matrix wie in (a) und damit
diesselben rein imaginiren Eigenwerte. Wieder betrachten wir

V(z,y) = a* +y* = |(z,9)]?
als mogliche Lyapunov-Funktion. Damit ergibt sich

V(I7y) :<(21'7 2y)7 (7y - .IS,I - y3)>
= —2xy — 20" + 2zy — 2y = —2(2* +4*) <0

fiir (0,0) # 0. Mit Theorem ist (0,0) asymptotisch stabil.
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A Variationsrechnung

In diesem Abschnitt wollen wir der Herkunft bestimmter Differentialgleichungen
auf die Spur gehen. Wir stellen uns dabei auf einen 'physikalischen’ Standpunkt
und nehmen an, dass das zu modellierende Objekt sich bzgl. einer geeigneten
Energie minimal verhélt. Aus dieser Energie werden wir dann eine Differen-
tialgleichung herleiten konnen, die sogenannte Euler-Lagrange Gleichung. Wir
betrachten hier ausschliefSlich Energien, die durch ein Integral dargestellt werden
konnen. Sei dafiir tg € R die Startzeit und T > tg der betrachtete Zeithorizont.
Sei weiter die Abbildung (¢,y,p) — h(t,y,p) mit h € C*°(R?) der glatte Inte-
grand fiir unser Energiefunktional. Fiir eine glatte Abbildung = : [to,T] — R
definieren wir dieses nun durch

T
F(x) ::/ h(t,z(t),z'(t)) dt. (A1)
to
Fiir die Herleitung der Euler-Lagrange Gleichung benétigen wir folgendes
Lemma, welches sich im Rahmen der Mafl- und Integrationstheorie sogar auf
gerade mal Lebesque-integrierbare Funktionen verallgemeinern lésst:

Lemma A.1 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei ¢ < b und
f i la,b] — R stetig. Weiter gelte fiir alle ¢ € C§°((a,b),R), d.h. glatt mit
kompakten Triger, dass

b
/ F(D)p(t) dt = 0.
Dann gilt f = 0.

Beweis. Angenommen f # 0. Dann existiert ein ¢ > 0, ein t* € (a,b),
sodass o.E. f(t*) > e. Da f stetig ist, existiert ein R > 0, sodass fiir alle
te (t*—R,t*+R) C (a,b) gilt f(t) > 5. Sei nun ¢ € CF°((t* — R,t* + R),R) C
Cg°((a,b),R), mit ¢ > 0, sodass fiir alle ¢t € (t* — £, t* 4+ &) gilt ¢(t) > e. Dann
gilt

b t*+R t*+%
0= [swema= [ rwewas [ rwena
a tr— tr— &
"+ 2 2
> / " at=RE >0,
p R 2 2
2
ein Widerspruch. O

Kommen wir nun zur Euler-Lagrange Gleichung fiir F', sofern wir einen ge-
eigneten Minimierer haben. Die Beweisstrategie ist hier deutlich wichtiger als
die Aussage selber, denn diese kann auch auf verwandte Probleme angewandt
werden.

Theorem A.2 (Euler-Lagrange Gleichung). Sei F' wie in (A.l)) definiert. Sei
weiter xo, x € R die Anfangsdaten zu ty € R. Die Funktionenmenge, in der wir
minimieren wollen, lautet

L := {w € C*([to, T],R) mit w(to) = xo, (o) = 0} (A.2)
Sei nun x € L minimal fir F, d.h fir alle w € L gilt
F(z) < F(w).
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Dann erfiillt x folgende gewdhnliche Differentialgleichung (genannt Euler-Lagrange
Gleichung) fir alle t € (to,T)

& (Grtta. o)) - Fhie.alo).a') =0 (A3)

und die folgenden Anfangsdaten
I(to) = 2o, I,(to) = Xp.

Beweis. Sei ¢ € C§°((to, T),R) fest aber beliebig. Da ¢(tg) = ¢'(tg) = 0 gilt
fiir alle s € R
(t—z(t)+s-¢(t)) € L.

Da [to, T| ein kompaktes Intervall und ¢ — h(t, z(t),2’(t)) stetig differenzierbar
ist, ist die Abbildung
s F(x + sp)

stetig differenzierbar und Integral und Ableitung nach s kann vertauscht werden.
AufBlerdem besitzt laut Voraussetzung F' in s = 0 ein lokales Minimum, d.h.

T

d
0 ds (@ + 5¢)lo=o0 ds Jy,

T 9
:/t 55 (Mt () + sp(t), () + 50/ (£))) dtls=o

h(tv .’E(t) + S(,O(t), xl(t) + s@/(t)) dt‘s:()

T
_ / %@, 2(t) + s(t), &' (8) + 59/ (£)) - (1)

0

+ %(@ z(t) + sp(t), 2 (t) + s¢'(t)) - @' (t) dt|s=o

T on , oh / /
=/, gy (L2020 9(t) + 5 (82 (), (1)) - () dt
T

T
-/ %(t,x(t), 2(1) - () di + [ggla,a:(t),x'u)) ~ so(t)]

0

_ /tTjt (gZ(t,x(t),x’(t))) “p(t)dt

0

:/tT (gZ(t,m(t),x’(t)) - % (gg(t,x(t),x’(t))» - o(t) dt.

Da ¢ € C3°((to,T),R) beliebig ist, gilt mit dem Fundamentallemma der Varia-
tionsrechnung

to

& (Gt ') = Fhit.ato). ') =0,

O

Bemerkung A.3. 1. Analysiert man den Beweis, stellt man fest, dass auch
unter gegebenen Randdaten, d.h. z.B. z(T') vorschreiben statt z’(to), das-
selbe Ergebnis folgt.
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2. Der vorherige Punkt eroffnet eine Beweisstrategie fiir die Existenz von
Losungen von Differentialgleichungen unter Randdaten. Dafiir muss si-
chergestellt werden, dass ein solcher Minimierer existiert. Die nétigen tech-
nischen Hilfsmittel dafiir einzufiihren wiirde jedoch den Rahmen dieser
Vorlesung sprengen.

3. In der Physik wird gerne das Symbol 0F fiir die Euler-Lagrange Glei-
chung genutzt. Dies soll darauf hindeuten, dass es sich um eine Ableitung
handelt.

4. Physikalisch wiirde man das F' eigentlich als Wirkung bezeichnen, in der
Mathematik hat sich aber der Begriff Energie eingebiirgert.

5. In der Mathematik nennt man - F(z+s¢)|s—o die Gateaux-Ableitung von
F im Punkt z in Richtung ¢. Dies verallgemeinert die Richtungsableitung
auf co-dimensionale Vektorrdume.

Beispiel A.4 (Mathematisches Fadenpendel). Wir leiten hier nun die Glei-
chung fiir die Schwingung eines Fadenpendels her. Sei dafiir eine Masse m an
einem diinnen Faden der Lénge L aufgehéingt. Hier sei weiter g = 9.81%; die
Fallbeschleunigung der Erde. 6 sei der Winkel der Auslenkung und die Funk-
tion die wir modellieren wollen (siehe Abbildung [5). Die Anfangsdaten seien
0(0) = 6y, eine Startauslenkung, 0'(0) = 6}, eine Startbeschleunigung. Die
kinetische Energie zum Zeitpunkt ¢ ist Wy, (t) = %mv2 und die potentielle
Energie Wpoi(t) = mgh(t). v entspricht hier der Bahngeschwindigkeit und die
Verbindung zur Winkelgeschwindigkeit ist v = Lé’. Fiir h kénnen wir folgende
Gleichung aufstellen:
L—h

I =cos = h=L(1—cosb).

Also gilt fiir die gesamte Energie zum Zeitpunkt ¢
1
Wyes(t) = Wiin(t) + Wpot (t) = §L2m(9'(t))2 + L(1 — cos(0(t)))mg.

Also betrigt die Wirkung F' im Zeithorizont [0, T:

T T
F(0) = /O Wiin (t) + Whpee(t) dt = m/o %Lz(el(t))Z + L(1 — cos(0(t)))g dt.

Die eingeschlagene Bahn soll méglichst wirkungsarm sein, d.h. # muss insbeson-
dere die Euler-Lagrange Gleichung zu F erfiillen:

0=0F =mL <L5t(9’(t)) + Sin(G(t))g) ,

also gilt

0" (t) + %sin(&(t)) —0.
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Abbildung 5: Mathematisches Pendel.
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