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ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 1
1. DER PROJEKTIVE RAUM

1.1. Der Projektive Raum als Pravarietit.

Erinnerung 1.1.1. Ein Raum mit (K-)Funktionen ist ein topologischer Raum X
zusammen mit einer Garbe Ox (auch kiirzer O) von K-wertigen Funktionen; man
nennt Ox dann die Strukturgarbe von X.

Ein Morphismus von Ridumen X und Y mit Funktionen ist eine stetige Abbildung
p: X — Y, sodass man fiir jedes offene V' C Y einen wohldefinierten Homomor-
phismus (Komorphismus) erhélt durch

e Oy(V) = Ox(¢ ' (V)), g —goep.

Erinnerung 1.1.2. Affine Varietdten {iber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper K sind Rdume mit Funktionen; ihre Definition verlief in mehreren Schritten:

(i) Eine algebraische Menge in K™ ist das Nullstellengebilde X =
V(fi,..., fr) €K™ endlich vieler Polynome f; € K[T1,...,T,].

(ii) Die Zariski-Topologie auf einer algebraischen Menge X C K™ besitzt als
abgeschlossene Menge genau die Mengen der Form X N A, wobei A C K"
die algebraischen Mengen durchliuft.

(iii) Die Garbe Ox der reguliren Funktionen auf einer algebraischen Menge
X C K" ordnet jeder offenen Menge U C X die K-Algebra Ox (U) aller
Fuktionen f: U — K zu, die sich lokal als Quotient g/h von Polynomen
g,h € K[Ty,...,T,] darstellen lassen.

(iv) Eine affine Varietit ist ein Raum mit Funktionen, der isomorph zu einer
algebraischen Menge ist.

Der letzte Schritt bringt einen Gewinn an Flexibilitéat in der Handhabung; beispiels-
weise sind Hauptmengen X C X wichtige Beispiele affiner Varietéten, die a priori
nicht als algebraische Mengen gegeben sind.

Erinnerung 1.1.3. Es sei X ein Raum mit Funktionen. Dann erbt jedes Y C X
die Teilraumtopologie und eine Garbe K-wertiger Funktionen:

Oy (V) = {f:V —=K; zu jedem y € V existieren eine Umgebung U C X
von y und F' € Ox (U) mit fiyny = Fluav}
= {f:V—oK;lokal f =F mit F € Ox(U)}.

Man nennt Oy die durch Oy induzierte Strukturgarbe auf Y und Y zusammen mit
Oy den durch Y definierten Unterraum von X.

Definition 1.1.4. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

(i) Eine (algebraische K-) Privarietit ist ein Raum X mit (K-)Funkionen,
der durch offene Teilmengen Uy, ..., U, iiberdeckt wird, sodass jeder offene
Unterraum U; eine affine Varietét ist.

(ii) Ein Morphismus von Privarietdten X und Y ist ein Morphismus ¢: X —
Y der zu Grunde liegenden Réume mit Funktionen.

Bemerkung 1.1.5. Jede affine Varietét ist eine Prévarietdt. Weiter ist eine Ab-
bildung ¢: X — Y zwischen affinen Varietdten genau dann ein Morphismus von
Préavarietéiten, wenn sie ein Morphismus affiner Varietéten ist.

Erinnerung 1.1.6. Es sei X ein topologischer Raum. Man nennt X mnoethersch,
falls jede aufsteigende Kette V; C V5 C ... offener Mengen V; C X stationér wird,
d.h., falls es ein n € Z>; gibt mit V; = v, fiir alle j > n. Ist X noethersch,
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so ist auch jeder Teilraum Y C X noethersch. Affine Varietédten sind noethersche
topologische Raume.

Jeder noethersche topologische Raum X ist quasikompakt, d.h., jede offene
Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teilitberdeckung. Weiter erlaubt jeder
noethersche topologische Raum X eine Zerlegung in irreduzible Komponenten, d.h.,
es gilt X = X7 U...U X, mit irreduziblen abgeschlossenen Unterrdumen X; C X,
wobei X; C X; nur fiir ¢ = j. Die X; sind dabei bis auf Nummerierung eindeutig.

Satz 1.1.7. Es sei X eine Prdvarietdt. Dann ist X ein noetherscher topologischer
Raum.

Beweis. Es sei Vi C V, C ... eine aufsteigende Kette offener Mengen V; C X.
Wir iiberdecken X durch offen affine Unterrdume Uy,...,U,. Dann ist U; ein
noetherscher topologischer Raum. Also gibt es ein n; € Zsq, sodass die Kette
ViNnU; CVoNnU; C...ab n; stationir ist. Fiir n := max(nq,...,n,) ist dann die
Kette U; C Uy C ... ab n stationér. O

Folgerung 1.1.8. Jede Prdvarietit X ist quasikompakt.

Folgerung 1.1.9. Jede Pravarietit X besitzt eine Zerlequng in irreduzible Kom-
ponenten.

Satz 1.1.10. FEs sei X eine Prdivarietdt. Dann bilden die affinen offenen Teilmen-
gen von X eine Basis der Topologie von X.

Beweis. Es sei eine offene Menge () # W C X gegeben. Wir iiberdecken X durch
offene affine Uy,...,U,. C X. Da die Hauptmengen eine Basis der Topologie von
U; bilden, koénnen wir jedes W N U; durch affine Mengen (U;)y mit f € O(U;)
itberdecken. Das liefert eine Uberdeckung von W durch affine offene Mengen. Da W
noethersch und somit quasikompakt ist, wird es bereits endlich viele dieser Mengen
iiberdeckt. ]

Satz 1.1.11. FEs sei X eine Prdvarietdt. Ist Y C X eine lokal abgeschlossene
Teilmenge, so ist der Unterraum Y wvon X eine Prdvarietdt.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass Y ein offener Unterraum von X ist.
Nach Satz 1.1.10 kénnen wir Y dann durch affine offene Mengen U; C Y iiberdecken.
Als Y noethersch und somit quasikompakt ist, reichen endlich viele U; aus, um Y
zu iiberdecken.

Wir nehmen nun an, dass Y ein abgeschlossener Unterraum von X ist. Wird X
iiberdeckt durch die offenen affine Mengen Uy, ..., U,, so ist jeder Unterraum V; :=
U; NY eine affine Varietéit, und diese iiberdecken Y. Also ist Y eine Privarietét.

Fiir den allgemeinen Fall schreiben wir Y = U N A mit einer offenen Menge U C X
und einer abgeschlossenen Menge A C X. Nach der ersten Uberlegung ist U eine
Préavarietéit. Nach der zweiten Uberlegung ist Y = U N A eine Privarietit. O

Beispiel 1.1.12. Der offene Unterraum K2 \ {0} in K2 ist eine Privarietiit, aber
keine affine Varietét.

Bemerkung 1.1.13 (Einschrinkungslemma). Es sei ¢: X — X’ ein Morphismus
von Privarietiten. Weiter seien ¥ C X und Y/ C X’ lokal abgeschlossen mit
©(Y) € Y'. Dann ist die Einschréankung ¢y : Y — Y’ wieder ein Morphismus von
Préavarietéten.
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Konstruktion 1.1.14 (Projektiver Raum). Die Menge W,, := K1\ {0} ist als
Unterraum des K"*! ein Raum mit Funktionen. Die multiplikative Gruppe K*
wirkt auf W durch Skalarmultiplikation:

K* x W, — W,, (t,2z) — tz.

Den zugehérigen Bahnenraum P, := W, /K* nennen wir den projektiven Raum der
Dimension n, Fiir einen Punkt (zq,...,2,) € W,, bezeichnen wir mit [z, ..., 2]
seine Restklasse in P, und wir bezeichnen die Restklassenabbildung mit

T W, — P,, (20, +y2n) > (205,20

Wir versehen P, mit der Quotiententopologie, d.h., eine Menge U C P, ist ge-
nau dann offen, wenn ihr Urbild 7=1(U) offen in W, ist. Weiter erhalten wir eine
Strukturgarbe auf P,, durch

Op,(U) = {f:U—=K; foreOw, (x HU))}.

Diese Definitionen machen P,, zu einem Raum mit Funktionen und n: W,, — P,
wird dabei zu einem Morphismus von Rdumen mit Funktionen.

Bemerkung 1.1.15. Nach Konstruktion besitzen der projektive Raum P, und
der kanonische Morphismus 7: W,, — P,, folgende Eigenschaften:

(i) Der Morphismus 7: W,, — P,, ist offen, d.h., ist V' C W, offen, so ist auch
©(V) C P, offen.

(i) Es seien U C P, offen und ¢: 7= *(U) — Z ein Morphismus von Rdumen
mit Funktionen mit ¢(tz) = ¢(2) fiir alle 2 € 771(U) und ¢t € K*. Dann
gibt es ein kommutatives Diagramm von Morphismen

Beweis. Zu (i). Fiir jedes t € K* ist die Abbildung W,, — W,,, z — tz ein Isomor-
phismus; der Umkehrmorphismus ist gegeben durch z — t~!z. Insbesondere ist fiir
jede offene Menge U C W,, die Menge tU C W,, ebenfalls offen. Damit ist fiir jedes
offene U C W, auch die Menge

() = | w
tekK*

offen in W,,. Nach Definition der Topologie auf P,, ist damit die Menge 7(U) C
P, offen. Aussage (ii) ergibt sich direkt aus den Definitionen von Topologie und
Strukturgarbe auf P,,. O

Satz 1.1.16. Der projektive Raum P, ist eine irreduzible Pravarietdt. Weiter wird
P,, wird tiberdeckt durch die offenen Mengen

U; = {[Zo,...,Zn]G]Pn; Zz7é0} c P,, 0<i<n.

Diese sind affine Varietiten und fir jedes 0 < ¢ < n hat man zueinander inverse
Morphismen affiner Varietditen

pi: K" = U, (z1,- oy 2n) = (215 o 20 1, Zid1y oo 20l

20 Zi—1 Zi41 Zn
. n
wi-Ui%K7 [20,...,Zn]l—> Ty e e ey Ty T ey T
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Beweis. Jede Menge U; := 772 (U;) = {z € Wi; 2z # 0} ist offen in W,, und somit
ist U; offen in P,,.

Es ist weiter zu zeigen, dass ¢; und 1; Morphismen von Raumen mit Funktionen
sind. Zunéchst zu ¢;. Wir betrachten den Morphismus

(/ﬁiZKn — ﬁi, (Zl,...,Zn) — (Zl,...,Zi,l,ZiJrl,...,Zn).

Dann gilt ¢; = 7 o @;. Insbesondere ist die Abbildung ¢; als Komposition zweier
Morphismen ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen. Nun zu ;. Es sei

~ =~ z Zic1 Zi z

Vi: U = K" (20,-..,20) — (01“")
Dann ist 12); ein Morphismus, und es gilt 1@ = p; om. Nach Bemerkung 1.1.15 ist ;
Morphismus.

Da ; und v; offensichtlich invers zueinander sind, erhalten wir, dass die U; affin
sind und P,, somit eine Pravarietét ist. Die Tatsache, dass P, irreduzibel ist, folgt
aus der Tatsache, dass P, Bild des irreduziblen Raumes W,, unter der stetigen
Abbildung 7 ist. O

Bemerkung 1.1.17. Fiir je zwei Punkte [z] und [w] des projektiven Raumes P,
haben wir

[2] = [w] <= w = tz miteinem t € K*
=  zw; = zjw; furalle 0 <4i,5 <n.

Gilt die dritte Bedingung und ist etwa z; # 0, so ist ¢ := w;/z; der Faktor aus der
zweiten Bedingung.

Bemerkung 1.1.18. Der projektive Raum P,, = W,, /K* besitzt die Darstellungen
P, = UiUV(T) = [|U:iUV(T)U.. .UV(Ty),

i=0
wobei wir V(T;) := {[z] € Ppn; 2; # 0} setzen. Mit T" := K7, ;. gilt dabei

Ui = K", V() = P, (U = T
=0

Bemerkung 1.1.19. Der Morphismus 7: W,, — P, ist lokal trivial: Fiir jedes
0 <4 <n hat man ein kommutatives Diagramm

2 (m(2),2:)

W, 2 7T_1(Ui) = U, x K*
wl ﬂl lprU,i
P, 2 U; U;

Der Umkehrmorphismus zum obigen Morphismus 7= 1(U;) — U; x K* ist dabei
gegeben durch

U x K — 7 (U), ([2ht) = (22,620,

Zi Zi
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Aufgaben zu Abschnitt 1.1.

Aufgabe 1.1.20. Es seien X eine Prévarietéit, U C X eine offene Menge und f € Ox (U).
Beweise folgende Aussagen:

(i) f: U — K ist stetig.

(ii) Besitzt f keine Nullstellen in U, so gilt 1/f € Ox (U).
Aufgabe 1.1.21. Es sei X eine C-Prévarietét. Zeige: Es gibt genau eine Topologie C-TOP
auf X, sodass folgendes gilt:
Ist U C X eine affine offene Teilmenge und ¢: U — Y ein Isomorphismus auf eine alge-

braische Menge Y C C", so ist ¢ ein Homéomorphismus des C-TOP-Unterraumes U C X
auf den metrischen Unterraum Y C C".

Die Topologie C-TOP nennt man auch die komplexze Topologie auf einer C-Préavarietit; die
andere Topologie nennt man die Zariski-Topologie auf X . Beweise folgende Eigenschaften
der komplexen Topologie:

(i) Jeder Morphismus ¢: X — X’ von C-Privarietiiten ist eine stetige Abbildung
beziiglich der komplexen Topologie.
(ii) Der projektive Raum PP, iiber C ist kompakt beziiglich der komplexen Topologie.

Aufgabe 1.1.22. Betrachte die abgeschlossenen Unterrdume V (T;) := {[2] € Py; 2z; = 0}
des projektiven Raumes IP,,. Zeige, dass fiir jedes 0 < m < n gilt

V(Tms1)N...NV(T) = Pp.
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1.2. Morphismen projektiver Riume.

Definition 1.2.1. Es seien K ein abelsches Monoid und A eine K-Algebra. Eine
K-Graduierung auf A ist direkte eine Zerlegung in K-Untervektorrdume

A = P A

keK
sodass stets AgArr C Agqp gilt. Die K-Vektorrdume Ay nennt man die homogenen
Komponenten von A, und die Elemente von Ay heilen homogen vom Grad k.

Bemerkung 1.2.2. Die Fklassische Graduierung auf dem Polynomring
K[T1y,...,T,] in n Verdnderlichen ist gegeben durch

K[Ty,....T,) = @ KIIh,... . Tula, K[Th,...,Tpla = { > al,T”}.

dEZZO V1+...+Vn:d
Wir betrachten weiter die Wirkung K* x K™ — K", t-(z1,...,2n) = (t21,...,tzn).
Ein Polynom f € K[T1,...,T,] ist genau dann homogen vom Grad d, wenn es stets

f(t-z) = tif(2) erfiillt.
Satz 1.2.3. Fir jedes n € Zxq gilt O(P,) = K. Insbesondere ist P, firn > 1

keine affine Varietit.

Beweis. Es sei eine Funktion f € O(P,) gegeben. Nach Definition der Strukturgar-
be auf P,, haben wir dann
™(f) € OW,) = OK"™) = K[Ty,...,T,].

Weiter gilt 7 (f)(t-z) = 7*(f)(2) fiir alle z € K" und ¢t € K*. Also ist 7*(f)
homogen vom Grad 0 und somit konstant. Damit ist auch f konstant. O

Bemerkung 1.2.4. Es seien pq, ..., o, € K[Ty,...,T,] homogene Polynome vom
Grad d € Z>o mit V (o, ..., vm) C {0}. Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

2= (p0(2)5m (2))

W, Wi
P, Py,
)

Nach Bemerkung 1.1.15 (ii) ist ¢: P,, — P, ein Morphismus. Insbesondere erhlt
man fiir jede Matrix A € GL(n + 1,K) einen Isomorphismus

Pn = Pn,  [2] = [A:2].

Beispiel 1.2.5 (Rationale Normalkurve). Fiir jedes d € Z>; hat man einen Mor-
phismus

P, — Py, [20,21] — [zg,zg_lzl,...,zoz‘lj_l,zf],

Beispiel 1.2.6 (Veronese-Abbildung). Es seien n,d € Z>( gegeben, und es sei
N = ("jd) — 1. Dann hat man einen Morphismus

) d ,d—1 d-1 _d
1: P, — Py, (20,5 2n] = [26,20 21, s Zn1%n 5 Zh),
wobei alle Monome z° - - - zi» vom Grad d, d.h., mit vy + ...+ v, = d, durchlaufen

n
werden.
Satz 1.2.7. Es sei p: P, — P, ein Morphismus.

(1) Es gibt ein d € Z>o und teilerfremde homogene Polynome fo,..., fm €
K[To, ..., Ty] vom Grad d mit V(fo,..., fm) C {0}, sodass

o([z]) = [fo(z),..., fm(2)] fiir alle [2] € Py,.
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(ii) Sind fo, ..., fm € K[To,..., Tula und fi, ..., 1, € K[Ty, ..., Tyl wiein (i)
gegeben, so gilt d = e und (f},..., fl,) = a(fo,--., fm) mit einem a € K*.

Folgerung 1.2.8. Es seip: P, — P, ein Isomorphismus. Dann gibt es eine Matrix
A € GL(n + 1,K) mit
o([z]) = [A-7] fir alle [z] € Py,

Beweis. Es sei ¢: P, — P,, der Umkehrmorphismus zu ¢: P, — P,,. Satz 1.2.7 (i)
liefert Darstellungen

@([z]) = [fO(Z)vafn(Z”v ¢([2]> = [90(2)7"'7971(2)]

mit homogenen Polynomen f;,g; € K[Tp,...,T,] vom Grad deg(f;) = d bzw.
deg(g;) = e. Also haben wir

[2] = boo([z]) = [ho(2), .-, hn(2)]
mit Polynomen h; vom Grad de. Mit 1.2.7 (i) folgt de = 1 und somit d = e = 1.
Folglich sind alle f;, g; Linearformen. Das bedeutet

o) = 142, w(E) = [B-2
mit Matrizen A, B € Mat(n,n;K). Wir erhalten weiter

[2] = voup(lz]) = [B-A-4]
Satz 1.2.7 (ii) liefert daher B-A = a-E,, mit einem a € K*. Das impliziert A, B €
GL(n, K). O

Folgerung 1.2.9. Es sei p: P, — P, ein Morphismus. Gilt n > m, so ist ¢
konstant.

Beweis. Nach Satz 1.2.7 gibt es homogene Polynome fo,..., f, € K[To,...,Th]a
ohne gemeinsame Nullstelle auf K"*!, sodass der Morphismus ¢: P,, — PP, folgende
Gestalt besitzt:

()O:Pn — Pma [Z] = [f0(2)7afm(z>]
Nehmen wir nun an, es gelte dabei m > n und ¢ sei nicht konstant. Dann muss d > 0
gelten und somit jedes f; Nullstellen. Das steht im Widerspruch zum Krullschen
Hauptidealsatz, denn dieser liefert

dim(V(fo,.. s fm)) = n+1—(m+1) > 1.

O
Lemma 1.2.10. Es sei A eine nullteilerfreie Z>o-graduierte K-Algebra. Dann gilt:

(i) Es seien f,g€ A mitg| f. Ist f € A homogen, so ist auch g homogen.
(ii) Jede Einheit f € A* ist homogen vom Grad deg(f) = 0.
(iil) Ist A faktoriell, so ist jedes homogene 0 # f € A\ A* ein Produkt homo-
gener Primelemente.

Beweis. Zu (i). Wir schreiben f = ghund g = g, +...+gn sowie h = by, +...+hy
mit homogenen Elementen ¢g; € A; und h; € Aj, sodass gn,gn,im,har von Null
verschieden sind. Dann erhalten wir g = ¢, = gy und h = h,,, = hj; mit

M+N-1

f=gh = gnhu+ Y > gihi | + gnhn-
d=m+n+1 \i+j=d
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Zu (ii). Wir schreiben zunéchst 1 := f, + ... + fy mit homogenen Elementen
fi € A;, sodass f,, # 0 # fy. Dann erhalten wir

2N—-1

fot. . +fn=1=11= f2+ Z Zfifj + 13

d=2n+1 \i+j=d

Es folgt n =2n und N = 2N, was n = N = 0 impliziert. Somit ist 1 € A homogen
vom Grad Null.

Ist f € A*, sogilt fg = 1 mit einem g € A*, und Aussage (i) liefert, dass f homogen
vom Grad 0 sein muss. Aussage (iii) ergibt sich ebenfalls direkt aus (i). O

Lemma 1.2.11. FEs seien X eine faktorielle affine Varietdt, U C X offen und f €
O(U). Sind g,h € O(X) teilerfremd mit f = g/h in K(X), so gilt Vx(h)NU = 0.

Beweis. Nehmen wir an, es gelte h(z) = 0 fiir ein € U. Da f regulér in x ist,
haben wir nahe z eine Darstellung f = ¢'/h’ mit ¢',h/ € O(X) und »'(z) # 0.
Es folgt gh' = ¢’h in O(X). Da g und h teilerfremd sind, muss h | A’ und somit
R (xz) = 0 gelten. Widerspruch. O

Lemma 1.2.12. Es seien U C P, offen und f € O(U). Dann gibt es ein d € Z>q
und teilerfremde homogene Polynome g, h € K[Ty, ..., T,] vom Grad d mit

Vhnt Y U) = 0, f([z]) = @ fiir alle [2] € U.

Umgekehrt definieren je zwei homogene Polynome g,h € K[Ty,...,T,] vom Grad d
mit V(h) Nw=1(U) = 0 eine requlire Funktion f: [z] — g(2)/h(z) auf U C P,,.

Beweis. Wir diirfen f # 0 annehmen. Nach Definition der Strukturgarbe auf P,
gilt for € O(r~1(U)). Das impliziert

fom = % € K(Tp,...,Tp)

mit Polynomen g,h € K[Ty,...,T,]. Dabei diirfen wir annehmen, dass g und h
teilerfremd sind. Nach Lemma 1.2.11 gilt V(h) N7~ 1(U) = 0. Wir schreiben

gzzgdv h:Zhd

dEZZO deZZD

wobei gq4, hq € K[Tp, ..., T,] homogene Polynome vom Grad d sind. Wir betrachten
einen Punkt 2z € 771(U) mit f(n(2)) # 0. Fiir jedes t € K* erhalten wir

Y tla(z) = gltz) = f(r(t2)h(tz) = f(x(2)) Y t*ha(2).

d€Z>o d€Z>q
Das impliziert gq(2) = f(m(2))ha(2) fiir jedes 2 € 7=1(U) mit f(7(2)) # 0 und
somit fiir jedes z € 7~ 1(U). Wegen g # 0 gibt es ein d mit g # 0. Damit erhalten
wir eine Darstellung

mit homogenen Polynomen ¢g; und hy vom Grad d. Die Primfaktoren dieser Po-
lynome sind ebenfalls homogen, sodass wir nach Kiirzen des Bruchs gq/hg die
gewiinschte Darstellung erhalten. O
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Beweis von Satz 1.2.7. Zu (i). Es sei wie frither U; := {[w] € Pp,; w; # 0}. Wir
reduzieren das Problem zuniichst auf den Fall, dass ¢(P,,) U, # 0 fiir alle 0 < j <
m gilt.

Gibt es ein j mit ¢(P,) NU; = 0, so folgt p(P,) € V(Tj), und man erhilt ein
kommutatives Diagramm

X [u]= w0, yuj—1,0,u5 . Um —1]

mel

Pr

IR

mit einem Morphismus ¢’: P,, — P,,_;. Ubergang zu ¢’ und Wiederholen dieses
Schrittes fiihrt zu der gewiinschten Situation.

Wir betrachten Uy C P, und setzen Vg := ¢~ 1(Up) und 170 = 7, (Vo). Fiir die
Funktionen ¢*(T;/Ty) € O(Vp) haben wir dann nach Lemma 1.2.12 Darstellungen

0" (T;/To) = %, gi-hi € K[To, ..., Th]a;, V(hi) N Vo = 0.
Das Polynom foo := hy - ... hy, besitzt dann ebenfalls keine Nullstelle auf ‘70 und

mit fo; := foogi/hi erhalten wir auf V{ die Darstellung

e([2]) = [Lg1/m(2), s gm/hm(2)] = [foo(2);- .- fom(2)]

Dabei sind foo, - - -, forn homogen vom Grad kg = dy + ... + d,,. Weiter diirfen wir
annehmen, dass fyo, ..., fom teilerfremd sind.
Eine analoge Uberlegung fiir die weiteren U; C P, liefert auch auf den Mengen
V; := ¢~ Y(U;) Darstellungen

(p([z]) = [ij(Z), IR fjm<z)]’
wobei die Polynome fjo, ..., fjm teilerfremd und homogen von einem gemeinsamen
Grad k; sind und f;; keine Nullstelle auf V; := w7 }(V;) besitzt.
Wir wollen nun zeigen, dass (fjo,- .., fjm) = aj-(foo,- .-, fom) mit einem a; € K*

o~

gilt. Zunéchst haben wir auf Vo N V; und somit auf ganz K" die Identitéiten

foifii = foufss 0<i4,l<m.
Insbesondere gilt foo | forfjo. Aus der Teilerfremdheit von fyo,. .., fom ergibt sich

daher foo | fjo. Analog erhélt man fjo | foo. Das bedeutet fjo = a;foo mit einem
a; € K*. Es folgt weiter
fi
fii = o = ajfoi
foo

Da K"*1\ {0} durch die Mengen V; iiberdeckt wird, haben wir mit f; := aj_lfji
die gewiinschten Polynome gefunden.
Zu (ii). Wird ¢ durch homogene Polynome fy,..., fn, sowie f§,..., f/ dargestellt,
so erhalten wir f; fj = f; f{ auf K" Ist dabei f), # 0, so liefert die Teilerfremdheit

der fo,... fm bzw. der fy,... fl,, dass fi | f. und f] | fx gelten. Es folgt f, = af
mit einem o € K*. Das impliziert f/ = af; fiir jedes 0 <i < m. (]
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Aufgaben zu Abschnitt 1.2.

Aufgabe 1.2.13. Wir betrachten die klassische Z>o-Graduierung auf dem Polynomring
in n Verénderlichen:

K[Ty,....,T] = @B K[Th,...,Tala, K[I1,...,Tola = > ar
deZZO vi+...4vp=d
Zeige: Ein Polynom f € K[T1,...,T,] ist genau dann homogen vom Grad d, wenn es stets

ft-z) =t f(2) erfiillt.

Aufgabe 1.2.14. Zeige: Zu je drei paarweise verschiedenen Punkten z,y,z € P; gibt es
einen Isomorphismus ¢: P; — P; mit

plx) = [LO, o) = L1,  ¢(z) = [0,1].
Aufgabe 1.2.15. Beweise folgende Aussagen:

(i) Fiir jeden Punkt x € Py ist Py \ {z} eine affine Varietét.
(ii) Fir jeden Punkt = € Py ist P2 \ {z} keine affine Varietét.

Aufgabe 1.2.16. Beweise folgende Version von Lemma 1.2.10: Es sei A eine nullteilerfreie
Z"-graduierte K-Algebra.

(i) Es seien f,g € Amit g | f. Ist f € A homogen, so ist auch g homogen.
(ii) Jede Einheit f € A" ist homogen.
(iii) Ist A faktoriell, so ist jedes homogene 0 # f € A\ A" ein Produkt homogener
Primelemente.

Gib ein Beispiel einer Z-graduierten Algebra, die homogene Einheiten echt positiven Gra-
des besitzt.
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1.3. Unterrdume des projektiven Raumes.

Definition 1.3.1. Eine nicht leere algebraische Menge C' C K™ nennt man einen
affinen Kegel, falls mit jedem Punkt z € C' auch die Gerade Kz in C liegt.

Konstruktion 1.3.2. Es sei X C P, eine abgeschlossene Menge. Dann haben wir
ein kommutatives Diagramm

X)) < K\ {0}

b
Der affine Kegel iber X ist definiert als C(X) := n~}(X) U {0}. Fiir nichtleeres X
hat man

C(X) = 7 1(X).
Insbesondere ist C'(X) ein affiner Kegel im Sinne von Definition 1.3.1. Weiter hat
man zueinander inverse Bijektionen

{affine Kegel in K"} <«— {abgeschlossene Mengen in PP,,}
¢ = w(C\{0})
cX) « X

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass 7—1(X) = C(X) fiir jedes abgeschlossene nicht-
leere X C P, gilt. Das Urbild 7~!(X) ist abgeschlossen in K"*1\ {0}. Somit gilt
7~1(X) C C(X). Wir wihlen nun z € 771(X). Dann gilt K*-2 C 77}(X) und es
folgt K-z C 7~ 1(X). Insbesondere ergibt sich 0 € 7—1(X).

Wie eben gesehen, ist C'(X) ein affiner Kegel. Ebenso ist die Zuordnung C'
7(C'\ {0}) wohldefiniert, denn fiir jeden affinen Kegel C' C K"+ gilt

i(@(C\{0}) = C\{0}
und somit ist 7(C'\ {0}) abgeschlossen in IP,,. Nach Definition sind die Abbildungen
X — C(X) und C — 7(C\ {0}) invers zueinander. O

Konstruktion 1.3.3 (Hyperflichen in P,). Es sei 0 # f € K[Tp,...,T,] ein
homogenes Polynom vom Grad d > 0. Dann nennt man

V() = Ve, (f) = {[z] € Pn; f(2) =0}

die durch f definierte Hyperfiiche in P,. Fiir quadratfreies f nennen wir d den
Grad von Vp,_ (f). Der zugehorige affine Kegel ist

CVe,.(f)) = Viner(f)
Beispiel 1.3.4. Einige Hyperflichen vom Grad 2 und ihre affinen Kegel.

(i) X = Vp, (TyT1) besteht aus den Punkten [0, 1] und [1,0]. Der affine Kegel
iiber X ist das Achsenkreuz Vigz(TpT7) und besitzt im Nullpunkt eine nicht-
normale Singularitét.

(i) X = Vp,(ToTy — T%) besitzt C(X) = Vigs(ToTy — T%) als affinen Kegel.
Man beachte, dass C(X) im Nullpunkt eine nicht-faktorielle normale Sin-
gularitit besitzt.

(111) X = V[ps (T()Tl - TQTg) besitzt C(X) = VK4 (TOT1 — T2T3) als affinen Ke-
gel. Man beachte, dass C'(X) im Nullpunkt eine nicht-faktorielle normale
Singularitéit besitzt.
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(iv) X =Vp, (T + ...+ T2) besitzt C(X) = Vignt1 (Tg + ... + T?) als affinen
Kegel. Man beachte, dass C'(X) fiir n > 4 im Nullpunkt eine faktorielle
Singularitét besitzt.

Definition 1.3.5. Es sei L = ag1y + ... + a,T), eine nichttriviale Linearform auf
K"*1. Dann nennt man V(L) C P eine Hyperebene in P,,.

Definition 1.3.6. Ein linearer Unterraum in P, ist ein Durchschnitt von endlich
vielen Hyperebenen.

Erinnerung 1.3.7. Essei A € Mat(l, m; K) eine Matrix. Dann gibt es invertierbare
Matrizen S € GL(I,K) und T € GL(m, K) mit

E. O

sar = (50)
mit 7 :=rg(A). Fir Z := Kern(A) und den linearen Isomorphismus ¢: K™ — K™,
v T~ gilt dabei

Y(Z) = Kern(A-T) = Kern(S-A-T) = V(Ty,...,T,).
Satz 1.3.8. Es set X C P ein linearer Unterraum. Dann gibt es einen Isomor-
phismus p: P, — P, mit
QP(X) = V(Tm...,Tr) = ]P)n,’rfl.

Definition 1.3.9. Eine Quadrik im projektiven Raum P, ist die Hyperfliche
V(q) € P, zu einem homogenen Polynom ¢ € K[Ty,...,T,] der Form

q = Z qi; LT}
0<i<j<n

Beispiel 1.3.10. Zu je zwei ganzen Zahlen r,n mit 1 < r < n erhilt man eine
Quadrik
X = V(IZ+...+T% C P,.

Erinnerung 1.3.11. Es sei Char(K) # 2. Das allgemeine homogene Polynom vom

Grad 2 in den Variablen Ty, ..., T, lasst sich schreiben als
q = Z qijTiE S K[To, - ;Tn]
0<i<j<n

Es bezeichne A € Mat(n—+1,n+1;K) die durch ¢ eindeutig bestimmte symmetrische
Matrix mit den Eintrédgen

aij/2, i <j,
Qi = Giiy 1= j7
sz'/27 7 > j

Dann nennt man rg(A) den Rang von ¢ bzw. der Quadrik Vp, (q). Man erhilt
folgende Schreibweise fiir das Polynom g¢:

q = qa = (To,...,Tn)t'A'(To,...,Tn) S K[T(),,Tn]

Die Darstellung ¢ = g4 verwendet man zur Untersuchung der Quadrik V(q). Es
gibt eine invertierbare Matrix S € GL(n + 1, K) mit

t.A.Q ErO
SAS_(OO)

wobei r := rg(q). Fiir den linearen Isomorphismus : K"t — K"+ ¢ — S=1.p
gilt dann

v(V(g) = V(TZH+...+T2).
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Satz 1.3.12. FEs sei X C P, eine Quadrik vom Rang r + 1. Dann gibt es einen
Isomorphismus ¢: P, — P,, mit

o(X) = Vp, (Tg+...+T?).

Bemerkung 1.3.13. Die allgemeine homogene Gleichung dritten Grades in drei
Variablen besitzt die Gestalt

i+j+k=3
Das Nullstellengebilde X := Vp,(f) nennt man eine ebene Kubik. Man kann zeigen,
dass es fiir “glattes” X einen Isomorphismus ¢: Py — Ps gibt mit

o(X) = Vp, (T0T22—4T1?’+92T1T3+93T§), wobei go, g3 € K mit g%—27g§ #£0.

Definition 1.3.14. Es seien K ein Monoid und A eine K-graduierte K-Algebra.
Ein Ideal a C A nennt man homogen, falls es sich wie folgt zerlegen lésst:

a = @Akﬂa.
keK

Beispiel 1.3.15. Der Polynomring K[T] in einer Verénderlichen besitzt eine kano-
nische Graduierung: Man hat

KT = € K™
kEZzo
Das durch die Variable T' € K[T] erzeugte Ideal in K[7] ist homogen, denn es gilt
Ty = P K1* = P (1) nK[Tk.

k€Z0o k€Zxo
Das durch Element 1+ T € K[T] erzeugte Ideal ist hingegen nicht homogen, denn
fiir jedes k € Z>¢ gilt

(1+T)nKT* = {0}.

Satz 1.3.16. Es seien K ein Monoid, A eine K-graduierte K-Algebra und a C A
ein Ideal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das Ideal a C A ist homogen.
(ii) Fiir jedes f € a liegen auch die homogenen Summanden fi, von f in a.
(iii) Das Ideal a C A wird von homogenen Elementen erzeugt.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Ist f € a gegeben, so liefert die Homogenitit des Ideals
a eine Zerlegung f = > f; mit f; € an Aj. Die Eindeutigkeit der Entwicklung
f =2 fr in homogene Summanden liefert f, = f; € a. Die Implikation “(ii)=-(iii)”
ist offensichtlich. Fiir den Nachweis von “(iii)=-(i)” vermerken wir zunéchst, dass

a D @Akﬁa
keEK

gilt. Wir wihlen nun Erzeuger fi, € A Na fiir a. Ist f € a gegeben, so schreiben
wir f = > gi fr mit gx € A. Entwickelt man jedes g in homogene Elemente und
sortiert nach Graden, so ergibt sich f € A, Na. O

Beispiel 1.3.17. Die feine Graduierung auf dem Polynomring K[T7, ..., T;,] besitzt
Z% als Graduierungsmonoid und ist gegeben durch

K[Ty,...,T,) = €D K1

VEZ;O
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Dabei ist jede von homogene Komponente ein eindimensionaler K-Vektorraum. Ein
Ideal a C K[T4,...,T,] ist genau dann homogen beziiglich der feinen Graduierung,
wenn es ein Monomialideal ist.

Konstruktion 1.3.18. Es sei a C K[Tp,...,T,] ein echtes homogenes Ideal
beziiglich der klassischen Graduierung 1.2.2. Dann ist Vint1(a) € K**! ein affi-
ner Kegel. Das Nullstellengebilde von a in P, ist die abgeschlossene Menge

Ve, (a) i= m(Vinsi(a\ {0})) C Py

Beweis. Es sei X := Vignt1(a). Wir zeigen zuniichst, dass mit z € X auch alle ¢-z,
t € K*, in X liegen. Fiir jedes f € a betrachten wir seine Zerlegung f = >, fx
in v-homogene Polynome. da a homogen ist, erhalten wir f; € a fiir alle k. Die
Behauptung ergibt sich dann mit

ft2) = S hlt2) = S th(E) = o,
k k

Da a ein echtes homogenes Ideal ist, besitzt keines der f € a einen konstanten Term
und somit gilt f(0) = 0 fiir alle f € a. Insbesondere folgern wir K-z C X fiir alle
teKund z € X. (]

Satz 1.3.19. Es sei X C K"*! eine algebraische Menge und I1(X) C K[Ty, ..., T,]
thr Verschwindungsideal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist ein affiner Kegel.
(il) X st invariant unter der K*-Wirkung t-z = (tzo, ..., tzp).
(iii) I(X) ist homogen beziglich der klassischen Graduierung 1.2.2.

Beweis. Die Implikation ., (i)=(ii)“ ist offensichtlich. Die Implikation ,,(iii)=(i)“
folgt aus Konstruktion 1.3.18.

Zu ,,(ii)=(iii)“: Ist f € I(X) gegeben, so betrachten wir die Zerlegung f = >, fx
in homogene Polynome fj, vom Grad k. Wir haben zu zeigen, dass jedes fj auf X
verschwindet. Ist z € X gegeben, so gilt

0 = f(tz) = > fultz) = > t"fi(2)
k k

fir alle t € K*. Der letzte Ausdruck in der obigen Gleichung ist ein Polynom in
t, das fiir alle ¢ € K* verschwindet. Folglich miissen alle Koeffizienten fi(z) dieses
Polynoms verschwinden. Damit ergibt sich f € I(X). |

Folgerung 1.3.20. Man hat zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijektio-
nen
Abgeschlossene Mengen PN echte homogene Radikalideale
von P, in KTy, ..., Ty]
X = I(C(X))
Vp (a) —~

n
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Aufgaben zu Abschnitt 1.3.

Aufgabe 1.3.21. Es seien 0 # f, g € K[To, ..., T»] quadratfreie homogene Polynome mit
deg(f) = deg(g) > 0. Zeige: Gilt V(g) = V(f) in P,, so gibt es ein o € K* mit g = af.

Aufgabe 1.3.22. Eine Gerade in der projektiven Ebene P, ist ein linearer Unterraum
V(L) mit einer nichttrivialen Linearform L = aTp + b1 + cT5. Zeige:

(i) Jede Gerade in P, ist isomorph zu P;.
(i1) Je zwei verschiedene Geraden G1, G2 C P, schneiden sich in genau einem Punkt.
(iii) Zu z,y € P2 mit x # y gibt es genau eine Gerade G C Py mit z,y € G.

Aufgabe 1.3.23. Zeige: Die Privarietiit Ve, (ToT1 — T5) ist isomorph zu P;.

Aufgabe 1.3.24. Es sei 0 # f € K[To,T1] ein klassisch homogenes Polynom vom Grad
d. Beweise folgende Aussagen:

(i) f ist ein Produkt von d Linearformen.
(i1) Vp, (f) besteht aus hochstens d Punkten.
(iii) Vg, (f) besteht genau dann aus genau d Punkten, wenn f quadratfrei ist.

Aufgabe 1.3.25. Betrachte die klassische Graduierung auf K[T4,...,T,] und ein Ideal
a C K[T4,...,Ty,]. Zeige: Ist a homogen, so ist auch das Radikal y/a homogen. Gilt die
entsprechende Aussage auch fiir die feine Graduierung auf K[T7,...,T,]?

Aufgabe 1.3.26. Beweise folgende Aussagen iiber den projektiven Raum P,,.

(i) Es sei L = aoTo + ... + anTy eine nichttriviale Linearform. Zeige: Der offene
Unterraum P, \ V(L) ist eine affine Varietiit.

(ii) Zeige: Zu jeder endlichen Menge M C P, gibt es eine nichttriviale Linearform
L=aTo+...+anTn, mit M CP, \ V(L).
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2. GEOMETRIE AUF PRAVARIETATEN

2.1. Funktionenkérper und Dimension.

Erinnerung 2.1.1. Es sei X eine affine irreduzible Varietdt. Dann ist O(X) ein
Integrititsring und man nennt den Quotientenkorper von O(X) den Korper der
rationalen Funktionen auf X.

Konstruktion 2.1.2 (Kérper der rationalen Funktionen). Essei X eine irreduzible
Prévarietdt. Wir betrachten die Menge

8 = {U,[); 0£U C X offen, f € O(U)}
und darauf die Aquivalenzrelation
U, f) ~ Vig) <= fiuvnv = gunv-

Wir setzen K(X) := 8/ ~, und bezeichnen die Klasse eines Paares (U, f) mit [U, f].
Zusammen mit den Verkniipfungen

W, f1+ Vgl = [UNV, fluav +gunv],
U, f1-V,gl = [UNV, fluvavgunv]-
und den neutralen Elementen O x) := [X, 0] sowie 1gx) := [X, 1] wird K(X) zu

einem Korper, dem Kérper der rationalen Funktionen auf X.

Beweis. Um das multiplikative Inverse einer rationalen Funktion Og(x) # [U, f] zu
erhalten, wihle man eine affine offene Menge W C U mit W N Vy(f) = 0. Dann
ist [W, f~1] das gesuchte Inverse zu [U, f]. Die iibrigen Aussagen sind unmittelbar
einsichtig. O

Satz 2.1.3. Es sei X eine irreduzible Prdvarietdt.

(i) Ist X affin, so stimmt der neue Begriff des Funktionenkdrpers mit dem
alten iberein: Man hat einen wohldefinierten Isomorphismus

QO(X)) — K(X), g - [xﬂ

(ii) Fir jede nichtleeren offenen Unterraum U C X hat man zueinander in-
verse Isomorphismen:

KU) < KX), [V.fl = V[, WnV,gl < [Wg]

Beweis. Aussage (ii) ist offensichtlich. Zu (i). Zunéchst zur Wohldefiniertheit: Sind
fr0, 9 € OX) mit f/g = f'/g € Q(O(X)) gegeben, so gilt fg' = f'g auf X.
Insbesondere folgt

f f

§|XgﬂXg/ = ?'Xgﬂxg/'

Da X irreduzibel ist, gilt X, N X, # 0 und es folgt [X,, fg™1] = [ Xy, f/(¢') 7]
Somit ist die Zuordnung wohldefiniert. Offenbar liefert sie einen Homomorphismus
von Koérpern, und ist damit injektiv.
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Zur Surjektivitdt: Es sei [U, f] eine rationale Funktion. Dann gibt es Funktionen
g,h € O(X) mit Xy CU und f|x, = hg~"'. Also folgt [U, f] = [X4, hg™"]. O

Bemerkung 2.1.4. Es sei X eine irreduzible Prévarietét. Jede rationale Funktion
[U, f] auf X besitzt einen eindeutigen maximalen Reprisentanten (U’, '), d.h., man
hat

o U =10 fl,
o fiir alle (V,g) mit [V, g] = [U, f] git V C U.

Dabei ist U’ die Vereinigung aller V' C X, sodass [V, g] = [U, f] mit einem g € O(V)
gilt. Weiter ist f/ € O(U’) durch Zusammensetzen der g € O(V) gegeben.

Definition 2.1.5. Es sei X eine irreduzible Préivarietéat. Ist eine rationale Funktion
[U, f] maximal représentiert durch (U, f), so nennen wir U C X den Definitionsbe-
reich von [U, f].

Beispiel 2.1.6. Fiir den Funktionenkorper des projektiven Raumes P, erhalten
wir

K(P,) = K({U,) = K(Ty,...,T,),
wobei Uy = {[z] € Py; 29 # 0}. Die rationale Funktion [Uy,T1/Tp] besitzt Uy als
Definitionsbereich.

Definition 2.1.7. Die Dimension einer irreduziblen Prévarietit X ist der Tran-
szendenzgrad ihres Funktionenkorpers:

dim(X) := trdegg(K(X)).
Die Dimension einer beliebigen Prévarietdt X ist das Maximum der Dimensionen
ihrer irreduziblen Komponenten Xy, ..., X,:

dim(X) := max dim(Xj;).

Beispiel 2.1.8. Fiir den projektiven Raum haben wir dim(P,) = n.

Satz 2.1.9. Es sei X eine irreduzible Prdvarietdt.

(i) Ist U C X ein nichtleer und offen, so gilt dim(U) = dim(X).
(ii) Ist Y C X lokal abgeschlossen, so gilt dim(Y) < dim(X).
(iii) Ist Y C X abgeschlossen mit dim(Y) = dim(X), so gilt Y = X.

Beweis. Aussage (i) ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass wir nach Satz 2.1.3
einen Isomorphismus K(X) = K(U) haben.

Zu (ii). Wir withlen wir einen offenen affinen Unterraum U C X mit U NY # (),
sodass U N'Y abgeschlossen in U ist. Aus dem affinen Fall ergibt sich

dim(Y) = dim(UNY) < dim(U) = dim(X).
Zu (iii). Wir wéhlen einen offenen affinen Unterraum U C X mit UNY # (. Dann
ist Y NU abgeschlossen in U, und es gilt

dim(UNY) = dim(Y) = dim(X) = dim(U).
Das impliziert UNY = U. Folglich liegt UNY dicht in X. Damit liegt auch Y dicht
in X. Da Y zudem abgeschlossen ist, folgt Y = X. O
Folgerung 2.1.10. FEs sei X C P, ein abgeschlossener Unterraum. Mit den offenen
Mengen U; = {[z] € P,,; z; # 0} C P, gilt

dim(X) = max dim(X NU;).

0<i<n
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Definition 2.1.11. Eine Préavarietdt X heifit rein n-dimensional wenn jede irre-
duzible Komponente von X die Dimension n besitzt.

Beispiel 2.1.12. Essei 0 # f € K[Tp,. .., T,]q ein homogenes Polynom vom Grad
d > 1. Dann ist Vp, (f) rein (n — 1)-dimensional.

Konstruktion 2.1.13. Es sei X C K" eine algebraische Menge. Der projektive
Abschluss von X ist

y = (po(X) Q ]P)n,

wobei pg: K* — Uy, z — [1, 21, . . ., 2] die O-te Standardkarte auf dem projektivem
Raum P, ist. Es gilt

dim(X) = dim(X).
Definition 2.1.14. Es sei f = > a,T” ein Polynom in den Variablen T1,...,T,,
und es sei d := deg(f). Dann nennen wir
F=> aTy Ty T = TYF(TY Ty, .. To/To) € K[To,..., T,

die Homogenisierung von f und bezeichnen dabei T auch als die homogenisierende
Variable.

Beispiel 2.1.15. Das Polynom 1 — 7175 € K[T7, Ts] besitzt die Homogenisierung
T02 — T1T2 S K[To, T1, TQ]

Satz 2.1.16. Es sei f € K[Ty,...,Ty] ein Polynom, und es sei f € K[Tp,...,T}]
die Homogenisierung. Dann ist der projektive Abschluss V(f) C P, gegeben durch

Vien (f) = Ve, (f)-

Beweis. Es seien 7: W, — P,, der kanonische Morphismus und Uy := 71 (Up).
Dann haben wir ein kommutatives Diagramm

Uo

Kt — U
po: z—[1,2]

Insbesondere erhalten wir damit

0o (Ve,(FNU) = &' (Vienri (FNTo)) = Van(f).

Die Inklusion V(f) € V(f) erhdlt man dann durch Abschlussbildung aus der In-
klusion

eo(Vin (f)) = Ve, (fNTs) C Ve, (f).

Zum Nachweis der Inklusion V(f) D Vp, (f), geniigt es zu zeigen, dass irreduzible

Komponente von V(f) die Menge Uy trifft. Da V(f) rein (n — 1)-dimensional ist,
miissen wir nur aussschliessen, dass P, \ Uy = Vf, (Tp) keine Komponente von V'(f)

ist. Andernfalls wire Vin+1(Tp) eine Komponente von Vin+1(f) und somit Tp ein
Teiler von f; Widerspruch. O

Erinnerung 2.1.17. Die Krulldimension eines topologischen Raumes X ist das
Supremum {iber alle Lingen r von Ketten §} # Ag C ... C A, irreduzibler abge-
schlossener Teilmengen A; C X.

Satz 2.1.18. Es sei X eine Prdivarietit. Dann ist die Dimension dim(X) von X
gleich der Krulldimension des topologischen Raumes X.
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Beweis. Es seien Xq,... X, € X die irreduziblen Komponenten von X. Dann ist
jede aufsteigende Kette irreduzibler Mengen in X in einem X; enthalten. Somit gilt
krulldim(X) = max krulldim(X;).

i=1,...,r
Da man fiir die Dimension von X eine entsprechende Aussage hat, geniigt es, die
Aussage fiir irreduzibles X zu beweisen.

Um zu sehen, dass die Krulldimension von X grofler oder gleich der Dimension
von X ist, wihlen wir eine nichtleere affine offene Menge U C X. Dann gibt es
eine Kette ) # Ag € ... € A,, mit abgeschlossenen irreduziblen 4; C U, mit n =
dim(U) = dim(X). Durch Abschlussbildung erhilt man eine Kette Ag C ... C A,,
Folglich besitzt X mindestens die Krulldimension n = dim(X).

Um zu sehen, dass die Krulldimension von X kleiner oder gleich der Dimension
von X ist, betrachten wir eine Kette ) # Ay € ... C A, mit abgeschlossenen
irreduziblen A; C X. Nach Satz 2.1.9 gilt dann jeweils dim(A;) < dim(A4;4+1) und
somit dim(A,) > r. Nochmalige Anwendung von Satz 2.1.9 liefert » < dim(X). O
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Aufgaben zu Abschnitt 2.1.

Aufgabe 2.1.19. Es sei X eine irreduzible affine Varietiit, sodass O(X) ein faktoriel-
ler Ring ist. Zeige: Sind f,g € O(X) teilerfremd, so ist Xy der Definitionsbereich der
rationalen Funktion [X,, f/g] € K(X).

Aufgabe 2.1.20. Es sei [U, f] € K(P,) eine nichtkonstante rationale Funktion. Zeige:
Der Definitionsbereich U’ von [U, f] besitzt ein rein (n — 1)-dimensionales Komplement
P, \U".

Aufgabe 2.1.21. Betrachte die affine rationale Raumkurve v: K = K% z i (2, 22, 2%)
und beweise folgende Aussagen fiir das Bild X := v(K) C K*:

() Bsgilt X = V(f1, fo) mit fi =To — T2 und fo =T — T1 1. o
(ii) Der projektive Abschluss X C PP ist eine echte Teilmenge von V (f,, fo)-
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2.2. Morphismen 1.

Bemerkung 2.2.1. Esseien X und Y Prévarietéten, und es sei X iiberdeckt durch
offene Mengen X,..., X, C X.

(i) Es seien ¢,%¢: X — Y Morphismen. Gilt p|x, = ¢x, firi=1,...,7, so

gilt ¢ = 1.
(ii) Es seien ¢;: X; — Y Morphismen. Gilt stets ¢; x,nx, = Pij|x,nx, 50 gibt
es einen Morphismus ¢: X — Y mit | x, = ¢; fliri=1,...,7.

Satz 2.2.2. FEs seien X eine Prdivarietit und Y eine affine Varietdt. Dann hat
man eine Bijektion

1: Mor(X,Y) — Hom(O(Y),0(X)) © = P

Beweis. Es ist klar, dass die Zuordnung wohldefiniert ist. Fiir den Fall, dass X eine
affine Varietét ist, ist die Aussage ein Teil des Antifiquivalenzsatzes. Wir wiahlen
eine Uberdeckung von X durch offene affine Mengen X7y, ..., X,.

*

Zum Nachweis der Injektivitédt von 2 seien Morphismen ¢, : X — Y mit ¢* =1
gegeben. Die Einschrinkungen ¢; := ¢|x, und v; := ¢|x, erfiillen

vi(9) = ¢"(@x, = ¥(9x, = ¥i(9)

fiir jede Funktion g € O(Y'). Folglich stimmen die Komorphismen ¢} und 1 jeweils
iiberein, was ¢; = ¥; und somit ¢ = v impliziert.

Zum Nachweis der Surjektivitéit von ¢ sei ein Homomorphismus a: O(Y) — O(X)
gegeben. Dann erhalten wir Homomorphismen

a;: O) = 0(X;), g = ag)x,

Diese definieren Morphismen ¢, : X; — Y mit Komorphismus ¢} = «;. Fiir je zwei
Indizes i, j erhalten wir

Yixinx, = Pix;nx;e

da diese Morphismen jeweils den Komorphismus g — a(g)|x,~x, besitzen. Folglich
lassen sich die ¢; zu einem Morphismus ¢: X — Y zusammensetzen. Es gilt

e (Dx; = »il9) = aj(9) = ai(9)x,

fiir jedes ¢ und jede Funktion g € O(Y'). Damit sehen wir, dass, wie gewiinscht,
©*(g) = a(g) fur jedes g € O(Y) gilt. O

Definition 2.2.3. Ein Morphismus ¢: X — Y von Prévarietéiten heisst abgeschlos-
sene (offene, lokal abgeschlossene) Finbettung, falls er ein Isomorphismus auf einen
abgeschlossenen (offenen, lokal abgeschlossenen) Unterraum von Y ist.

Satz 2.2.4. FEs sei ¢: X — Y ein Morphismus von Prdvarietiten. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Morphismus ¢: X — Y ist eine abgeschlossene Finbettung.
(ii) FEs gibt affine offene Mengen Vi,..., V. CY mit

eV =V,U...UV,,

o jedes o= 1(V;) ist affin,

o jedes ¢*: O(V;) — O(p~1(V;)) ist surjektiv.
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Beweis. Gilt (i), so wihlen wir eine Uberdeckung von Y™ durch affine offene Mengen
Vi,..., V.. Dann ist jedes V; N p(X) eine affine offene Menge in ¢(X). Somit ist
pTHVi) = ¢ (Vine(X))
offen und affin in X und ¢;: ¢~ 1(V;) — V; ist eine abgeschlossene Einbettung.
Insbesondere ist p*: O(V;) = O(p~1(V;)) surjektiv.
Falls (ii) gilt, so ist jede Einschrinkung ;: ¢ ~1(V;) — V; von ¢ eine abgeschlossene
Einbettung affiner Varietdten. Insbesondere ist
e(X)NV; = pilp™ (V)
abgeschlossen in V;. Da Y durch die Mengen V; iiberdeckt wird, ist ¢(X) abge-

schlossen in X. Zusammensetzen der Umkehrmorphismen ¢;” Lio(X)NV; = V; zu
den ¢; ergibt einen Umkehrmorphismus ¢~ !: ¢(X) — X zu ¢. Somit ist ¢ eine

abgeschlossene Einbettung. O
Satz 2.2.5. Es setenn,d € Z>q gegeben, und es sei N := (";d) — 1. Die Veronese-
Abbildung

1P, — Pu, [20,- -+, 2n] — [2d, zgflzl, vy 2n12871 29,

wobei alle Monome z(° ---zi» mit vy + ... + v, = d durchlaufen werden, ist eine
abgeschlossene FEinbettung und ihr Bild in Py ist gegeben durch

Pp) = VLT, —T.T\; p+v=r+2X) C Py,
wobei wir die homogenen Variablen auf Py durch T, v € Z’;‘gl mit vo+...+v, =d,
bezeichnen. Insbesondere ist 1(P,) ein Durchschnitt von Quadriken in Py .

Beweis. Zu v € Z;gl mit vy + ... + v, = d betrachten wir die zugehorige affine
Karte in U, C Py und ihr Urbild +=1(U, ) C P,; diese sind gegeben durch

U, = {lz] € Pn; 2, # 0}, THUY) = {lZ] € Py 2 # 0,
wobei wir die homogenen Variablen auf Py durch T,,, v € Z’;O'l mit vy+. ..+, =d,
bezeichnen. Insbesondere ist =1 (U,) affin. Weiter gilt

O(UV) = K[Tlt/Tu; po+ .ot pn = d]7
o YU,) = K[T;/T;; 0<i,5<n,v; #0].

Zu jedem Paar ¢, j mit 0 <4, j < n und v; # 0 betrachten wir den Vektor v(i, j) :=
v+ e; — e;. Damit erhalten wir

*(Toup/Ty) = TV = T,/T;.
Folglich ist +*: O(U,) — O~ 1(U,)) surjektiv. Nach Satz 2.2.4 ist 1: P,, — Py eine
abgeschlossene Einbettung.

Offenbar verschwindet jedes T, T, — T,T» mit p+v = k+ A auf ¢(P,,) und somit ist
1(P,,) im Durchschnitt dieser Quadriken enthalten. Zum Nachweis der umgekehrten
Inklusion betrachten wir die homogenen Variablen

T7(0) = Tayo....0) coy  T(n) = T, 04
und setzen U (i) := Py \V(T(4)). Dann gilt jeweils « =} (U(T(i))) = U;. Insbesondere
ist +(Py,) in U(0) U... U U(n) enthalten. Fiir ¢ = 0 haben wir ein kommutatives
Diagramm
Uo - U(0)
}Kin N

2> (2" vi4...+vn <d)
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Unter den Monomen z" tauchen dabei auch die Monome z, 1 < k < n auf. Aus
diesen bauen wir sukzessive alle anderen auf:

e Fiir vy +... 4+ v, = 2 erhalten wir 2" = 2z,
o Fiir 1 + ...+ v, = 3 erhalten wir 2¥ = zFz; mit puy + ... + pp = 2,

usw.. Fir v € Z2%, setzen wir |v| = 11 + ... + 1,,. Homogenisieren der einzelnen
Monome der obigen Gleichungen liefert Quadriken der Form

TO) Ta-twlvr,vn) = Tla—lulpirseon) T(d=1,0,..,0,1,0,....0)-

Auf U(0) beschreiben diese Gleichungen das Bild ¢(Uy). Analog erhélt man, dass
1(U;) auf U(i) durch Quadriken dieser Form beschrieben wird. Insbesondere liegt
der Durchschnitt aller Quadriken der Form in #(IP,,). O

Bemerkung 2.2.6. Es sei X = Vg (f) mit einem homogenen Polynom f vom
Grad d. Wir schreiben

f = E a, T, L = g a, Ty,
vo+...+vn=d vo+...+vn=d

wobei wir im zweiten Fall den Polynomring K[T,; vy +. ..+ v, = d] betrachten. Mit
der zu d gehorigen Veronese-Einbettung :: P, — Py gilt dann

u(Ve,(F) = uPn) N Vey(L).

Satz 2.2.7. Es sei [ € K[Ty,...,T,] homogen vom Grad d > 0, und es sei X :=
Ve, (f) C P, die zugehirige Hyperfliche. Dann ist P,, \ X affin.

Beweis. Die Aussage ergibt sich aus Bemerkung 2.2.6: Mittels geeigneter Veronese-
Einbettung P,, — Py erhalten wir

P, \V(f) = Pnv\V(L) = Py \V(To).
O

Satz 2.2.8. Es set X C P, ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist X isomorph
zu einem Durchschnitt von Quadriken in einem P,,.

Beweis. Es sei X = V(f1,..., fr). Indem wir die f; durch geeignete Potenzen er-
setzen, erreichen wir, dass sie alle denselben Grad d besitzen. Ist +: P, — Py die
Veronese-Einbettung zum Grad d, so gilt

V(fi,.oonfr) = 7 V(Ly,..., L))
mit Linearformen L; in den Monomen von f; auf Py. Weiter ist das Bild «(P,,) als
Durchschnitt von Quadriken V' (¢1),...,V (gs) gegeben. Ist y: P,,, — V(Ly,..., L)
ein Isomorphismus, so erhélt man X als Durchschnitt von Quadriken

X = 7' (Vig)n...ny H(Vigs)-

O

Definition 2.2.9. Ein Morphismus ¢: X — Y von Prévarietédten heisst dominant,
falls sein Bild ¢(X) dicht in Y ist.

Bemerkung 2.2.10. Jede offene Einbettung irreduzibler Privarietéiten ist ein do-
minanter Morphismus.

Bemerkung 2.2.11. Es sei ¢: X — Y ein dominanter Morphismus irreduzibler
Prévarietiten. Dann hat man einen wohldefinierten Komorphismus

¢ KEY) = KX), Vgl = [ (V),9"(9)]-

Insbesondere ergibt sich daraus trdegyg (K(X)) > trdegyg (K(Y)) und man erhilt
dim(X) > dim(Y.
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Satz 2.2.12. Fs sei p: X — Y ein Morphismus von Prdavarietdten. Dann gibt es
einen dominanten Morphismus ¥: X — Z von Prdvarietdten und eine abgeschlos-
sene Finbettung 1: Z —Y mit ¢ =10.

Beweis. Wir setzen Z := ¢(X). O

Erinnerung 2.2.13. Es seien X und Y affine Varietédten. Ein Morphismus ¢: X —
Y heisst endlich, falls *(O(Y)) C O(X) eine endlich erzeugte Ringerweiterung ist.
Bilder abgeschlossener Mengen unter endlichen Morphismen affiner Varietéten sind
stets wieder abgeschlossen. Weiter sind dominante Morphismen affiner Varietédten
surjektiv und dimensionserhaltend.

Definition 2.2.14. Es sei ¢: X — Y ein Morphismus von Préivarietéten.

(i) Man nennt ¢: X — Y affin, falls es eine Uberdeckung Y = ViU ... UV,
durch offen affine Mengen V; gibt, sodass jedes ¢~ 1(V;) affin ist.

(ii) Man nennt ¢: X — Y endlich, falls es eine Uberdeckung Y = V; U... U
V,. durch offen affine Mengen V; gibt, sodass jedes ¢~ 1(V;) affin ist und
0 1 (V;) = Vi, = ¢(x) ein endlicher Morphismus ist.

Satz 2.2.15. Es sei p: X = Y ein endlicher Morphismus von Prdvarietdten.
(i) Ist A C X abgeschlossen, so ist auch ¢(A) CY abgeschlossen.
(ii) Fs gilt dim(X) = dim(p(X)).
(iil) Ist ¢ dominant, so ist ¢ surjektiv und o*(K(Y')) C K(X) ist eine endliche
Korpererweiterung.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.2.

Aufgabe 2.2.16. Es sei X eine Préivarietdt. Dann hat man zueinander inverse Isomor-
phismen von K-Vektorraumen
Mor(X,K") +— OX)"
o = (mow,...,m o).
ze (fi(@),. . fa(@) 0 (fr,e fa)

Aufgabe 2.2.17. Es sei ¢: X — Y ein Morphismus von Privarietéiten. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent

(i) Es gibt affine offene Mengen Vi,...,V, CY mit
e (Y)CVHU...UV,,
e jedes p 1 (V;) ist affin,
o jedes p*: O(V;) — O(p~1(V3)) ist surjektiv.
(ii) Der Morphismus ¢: X — Y ist eine lokal abgeschlossene Einbettung.
Aufgabe 2.2.18. Es sei X C Py eine Quadrik vom Rang 3. Zeige: Es gilt X = P;.
Hinweis: Veronese-Einbettung.

Aufgabe 2.2.19. Stelle X = Vi, (ToT5 —4T7 +T1 T3 +T¢) als Durchschnitt von Quadriken
in einem projektiven Raum dar.

Aufgabe 2.2.20. Es sei f € K[T] ein Polynom vom Grad 3 bzw. 4. Beschreibe die
Nullstellen von f als Schnittpunkte von Quadriken in Ps bzw. Py4.
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2.3. Affine Tangentialrdume.

Bemerkung 2.3.1. Die Parabel X = V(f) C R2, wobei f = Ty — T?, wird
parametrisert durch die Kurve
v:R — R? t = (t,t).

Aus der Analysis weiss man, dass die Tangente T, X an einen Punkt a = () € X
gegeben ist durch

T.X = a+Ry(tp).

Man kann diese Tangente auch durch die definierende Gleichung ausdriicken: Wegen
f oy =0 liefert die Kettenregel

(grads(a),7'(t0)) = 0.
Mit Ly, := (grad;(a), T —a) ist die Tangente an X in a genau das Nullstellengebilde
V(Ly.q) CR2

X T, X

Definition 2.3.2. Fiir ein gegebenes Polynom f € K[T},...,T,] und einen Punkt
a € K" setzen wir
Lio = 3T, (a)(T; — a;) = (grads(a),T — a).
i=1 "

Der affine Tangentialraum einer algebraischen Menge X C K" in a € X ist der
affine Unterraum

THMX = V(Lpa; fEI(X)) C K®
zusammen mit der K-Vektorraumstruktur, die man erhélt, indem man fiir z = a+v
und 2 = a + v’ aus T X sowie ¢ € K setzt

2472 = a+v+0, cz = a+ cv.

Satz 2.3.3. Es sei X € K" eine algebraische Menge. Sind f1,..., fr Erzeugende
fiir das Ideal I(X) C K[T1,...,Ty], so gilt fir jedes a € X :

T;’HX = V(Lf1$a7...7Lfr’a)'

Beweis. Es ist zu zeigen, dass Ly, 4, ..., Ly, o dasselbe Ideal in K[T1,. .., T},] erzeu-
gen wie die Ly, wobei f € I(X). Wir stellen jedes Ly, als Linearkombination der
Ly, o dar: Zu f € I(X) gibt es h; € K[T4,...,T,] mit f =3 h;f;. Es folgt

Lia = (grads(a),T —a)
= Y (h(a)grady,(a),T — a) + (fi(a)grady, (a), T — a)
= Y (hi(a)grady,(a),T — a)
= > hi(a)Ly, ..
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Beispiel 2.3.4. (i) Es sei X = V(Ty — T?) C K? die Normalparabel. Dann
wird I(X) durch das Polynom Ty — T? erzeugt. Fiir a € X ergibt sich
T;HX = V(LTQ—Tf,a)

= V(T2 — ag — 2(11(T1 — al))
= {a+ (t,2a1%); t € K}.
(i) Es sei X = V(T1T») C K? das Achsenkreuz. Dann ist I(X) durch TiT,
erzeugt. Fiir a € X erhalten wir
Lrme = ax(Th —a1)+a1(T — ag).
Fiir die Berechnung des Tangentialraumes von X im Punkte a sind also
drei Félle zu unterscheiden:
K x {0}, falls as =0 # a,
TMHX = {0} xK, falls a; =0 # as,
K2, falls a1 = as = 0.

Wir beobachten dabei, dass die Dimension des Tangentialraumes pl6tzlich

nach oben ,springen* kann.
(iii) Es sei X = V(T3 — T}?) C K? die Neilsche Parabel. Das Verschwindungs-
ideal I(X) wird durch T§ — T} erzeugt. Fiir a € X gilt

LT227T13,¢1 = —3@%(T1 - al) + 2a2(T2 - G,Q).
Fir den zugehorigen Tangentialraum beobachten wir wieder ein

Sprungphénomen: Es gilt

ey {a + (2ast,3a3t); t € K}, falls a # 0,
“ K2, falls a = 0.

Satz 2.3.5. Es sei X C K" eine algebraische Menge.

(i) Es seien f1,..., [, Erzeugende des Verschwindungsideals I(X), und es sei
a € X. Dann gilt

)
8,1} 1<i<r,1<j<n

(ii) Fiir jedes k € N ist die Menge Ay := {a € X; dim(T?#X) > k} abge-
schlossen in X.

(i) Die Punkte a € X mit einem Tangentialraum minimaler Dimension bilden
eine nichtleere offene Teilmenge von X.

dim(T*X) = n—1g (

Beweis. Zunichst zu Aussage (i): Fiir jeden Punkt a € K" betrachten wir die

Matrix
M, := <‘9f"(a)> .
aTj 1<i<r,1<j<n

Liegt a in X, so kénnen wir mit Hilfe dieser Matrix fiir jeden gegebenen Punkt
z = a + v € K" Mitgliedschaft im Tangentialraum wie folgt charakterisieren:

2 € TX = Lpa(z)=...=Lj 4(2)=0
— a;,(a)vjzofﬁrlgigr
=177

<~ M,v = 0.
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Also ist die Dimension von T2 X gerade die Dimension des Kernes von M,,. Damit
ist (i) bewiesen. Zu (ii): In den obigen Bezeichnungen gilt:
A, = {ae X;rg(M,) <n-k}
= {a € X; det(N,) =0 fiir alle (n — k + 1)-Minoren N, von M,}.
Insbesondere sehen wir, dass Ay Durchschnitt von X mit einer algebraischen Teil-

menge des K™ ist. Damit folgt (ii). Aussage (iii) ergibt sich sofort aus (ii). O

Definition 2.3.6. Es sei R eine K-Algebra, und es sei a: R — K ein Homomor-
phismus von K-Algebren. Eine a-Derivation von R ist eine K-lineare Abbildung
0: R — K, sodass fiir je zwei f,g € R gilt:

6(fg) = o(f)alg) + a(f)d(g)-

Die Menge aller a-Derivationen wird beziiglich punktweiser Verkniipfungen zu ei-
nem K-Vektorraum; wir bezeichnen diesen mit Dery (R).

Konstruktion 2.3.7. Es seien X C K” eine algebraische Menge und a € X. Wir
betrachten den Auswertungshomomorphismus
a: K[X] = K, = f(a).

Der Kern von « ist gerade das maximale Ideal m, € K[X]. Den Vektorraum der
a-Derivationen von K[X] bezeichnet man iiblicherweise mit Der, (K[X]) und nennt
seine Elemente hiufig die in a zentrierten Derivationen von K[X]. Die Produktregel
fiir ein Element 6 € Der,(K[X]) schreibt sich dann als

5(fg) = d(f)gla)+ f(a)d(g).

Es sei nun 2z = a + v ein Element des Tangentialraumes T2fX. Wir ordnen
z zunichst eine in a zentrierte Derivation des Polynomringes K[T1,...,T,] zu,
némlich
n
of
0z f = Tﬂ(a)vi = Ly.a(2).

i=1
Da z in T X liegt, annuliert diese Derivation das Verschwindungsideal 7(X), und
induziert somit eine Derivation §, € Der,(K[X]) mit d,(f|x) = 0.(f). Wir nennen
0, die zu z gehorige Richtungsableitung.

Satz 2.3.8. Es sei X C K™ eine algebraische Menge, und es sei a € X. Dann hat
man einen Isomorphismus von K- Vektorrdumen:

T X — Der,(K[X]), z = 0,

Lemma 2.3.9. FEs scien R eine K-Algebra, a: R — K ein Homomorphismus,
m := ker(a) und 6 € Dery(R).

(i) Friir jedes ¢ € K gilt §(c-1) =

(ii) Fiir jedes g € m? gilt 6(g) = 0.
Beweis. Behauptung (i) ergibt sich sofort aus der K-Linearitét von 6 und §(1) = 0.
Letzteres folgt mit der Produktregel: Man hat

0(1) = 6(1-1) = 6(1)e(l) + (1)6(1) = 26(1).

Zu (ii). Es sei f € m2. Dann gibt es eine Darstellung f = >_ h;g; mit h;, g; € m.
Linearitdt und Produktregel der a-Derivationen liefern

6() = 6D higr) = D dh)algs) +alh)s(g) = 0.
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Beweis von Satz 2.3.8. Es ist klar, dass die Zuordnung z — §, homomorph ist. Wir
betrachten im folgenden den kanonischen Epimorphismus
®: K[Ty,...,T,] = K[X], f = flx.

Zu Surjektivitdt von z — d,: Es sei §: K[X] — K eine in a zentrierte Deriva-
tion. Offenbar ist ¢’ := § o ® eine in a zentrierte Derivation des Polynomringes
K[T3,...,T,]. Wir setzen

v = (§'(Th),...,8(T)), z == v+a.

Wir behaupten nun, dass z € T X gilt. Dazu miissen wir zeigen, dass fiir jedes
f € I(X), der lineare Anteil L, in z verschwindet. Man beachte dazu, dass

8'(f) = a(e(f)) = 4(0) = 0
gilt. Weiter liefert Taylorentwicklung von f im Punkt a eine Darstellung f = f(a)+
Lt + g mit einem Polynom g € m2. Mit Lemma 2.3.9 folgt
~Af o« of _
ﬁ(a)5 (T3) = ﬁ(a)vl = Ly.a(2).

i=1

0 =23(f) = 6(Lra) =

i=1
Das beweist z € T'x ,. Nach Definition von z = a + v erhalten wir fiir die Erzeu-
genden T; des Polynomrings K[T7,...,T,]:

0:(T3) = -(a)d'(T;) = &'(Ty).

— 0T}

j=1
Die Produktregel zeigt nun, dass ¢’ = 6 o ® und 6, o ® auf ganz K[T1,...,T,]
iibereinstimmen. Da ® surjektiv ist, folgt 6 = 6.

Zur Injektivitéat: Es sel z = v+ a € Tx o mit §, = 0 gegeben. Dann ist o, =9, 0 @

eine in a zentrierte Derivation des Polynomringes K[T1, ..., T,], und wir haben
oT;
0 = 0.(Th) = aszvi = v;.

Das impliziert v = 0. Nach Definition der Vektorraumstruktur auf dem Tangential-
raum T2 X ist 2z = a dort die Null. O
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Aufgaben zu Abschnitt 2.3.

Aufgabe 2.3.10. Es sei R eine K-Algebra. Zeige: Die Menge aller maximalen Ideale von
R steht in kanonischer Bijektion zu Homaig (R, K).

Aufgabe 2.3.11. Essei X = a+W mit einem Punkt a € K" und einem Untervektorraum
W C K". Zeige: Es gilt T2 X = X
Aufgabe 2.3.12 (Tangentialbiindel). Es sei X C K" eine algebraische Menge. Zeige, dass
TX = |J{a} xT3"X C K" xK"
acX
eine algebraische Menge ist. Zeige weiter, dass 7: TX — X, (a,v) — a ein Morphismus
ist mit 71 (a) = T2 X fiir jedes a € X.

Aufgabe 2.3.13. Es seien fi,...,fr € K[T1,...,T%] und X := V(f1,...,fr) € K",
sodass jedes a € X

T2"X =V(Ltyar -y Liya)
erfiillt. Gilt dann notwendigerweise I(X) = (fi,..., f)? Hinweis. Betrachte f; := T} —T5
und fo :=T¢ — Ty in K[T1, T»).
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2.4. Tangentialrdume und Singularititen.

Erinnerung 2.4.1. Es sei X eine Prévarietét. Der Halm Ox . in einem Punkt
x € X ist definiert als

Oxq = |_| Ox(U) /Na

zeUCX

wobei U die offenen Umgebungen von z in X durchliuft, und die Aquivalenzrela-
tion “~” erklért ist durch

Ox(U)>f ~ fleOx(U) = fiv = fIIV mit z € V C U NU’ offen.

Fir f € Ox(U) nennt man die zugehorige Restklasse f, € Ox , den Keim in x.
Der Halm Ox , wird eine K-Algebra durch

fm‘i’f; = (f+f/)fm fmf:lg = (ff/)I

Dabei sind die Reprisentanten f, f/ fiir die Summen- und Produktbildung geeignet
einzuschriinken. Man hat einen wohldefinierten Auswertungshomomorphismus

a: Ox, — K, fz — f(2).

Bemerkung 2.4.2. Es seien X eine Pravarietdt und = € X. Dann besitzt Ox ,
ein eindeutig bestimmtes maximales Ideal

my, = ker(a) = {hy € Oxy; h(z) =0} C Ox,.

Insbesondere ist Ox , ein lokaler Ring. Ist X affin, so hat man mit m, := {f €
Ox(X); f(x) =0} einen Isomorphismus

Ox(X)m, — Oxa, LN <f> )
g 9/,

Konstruktion 2.4.3. Es seien X eine Prévarietédt, ¢ € X und a: Ox, — K,
fe = f(x) der Auswertungshomomorphismus. Der K-Vektorraum der Derivationen
auf Ox ; ist

Der(Ox ) := Dery(Ox,y).

Eine Derivation auf dem Halm Ox , ist also eine K-lineare Abbildung 6: Ox , — K,
die folgender Produktregel geniigt:

Definition 2.4.4. Es sei X eine Pravarietéit. Der Tangentialraum von X in einem
Punkt z € X ist definiert als

TX,Q,c = Der(Ox,x).

Bemerkung 2.4.5. Es seien R eine K-Algebra, a: R — K ein Homomorphismus
und m := ker(«). Dann liefert die universelle Eigenschaft der Lokalisierung einen
Homomorphismus

oam: Ry — K, ! — M.

g oy
Satz 2.4.6. FEs seien R eine K-Algebra, «: R — K en K-
Algebrenhomomorphismus und m := ker(a). Dann hat man einen kanonischen

Isomorphismus

¢: Dera(R) — Dera (Rum), 6 = |0(6): = d(r)a(s) —a(r)i(s)

s a(s)?
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Beweis. Wir zeigen zunichst, dass ¢ iiberhaupt wohldefiniert ist. Dazu seien r, 7’ €
R und s,s' € R\ m mit r/s = r'/s’ gegeben. Nach Definition von Ry, gibt es ein
u € R\ m mit u(rs’ —r's) = 0. Mit a(u) # 0 € K folgt

alr)a(s) = al(r)a(s).
Durch Anwenden von § auf die Gleichung u(rs’ — r's) = 0 ergibt sich mit der
Produktregel

0 = 6&(u(rs’'—1's))
= 3(w)(a(rals) - alr)a(s))
+ a() ((3(na(s)) + a)i(s)) - (60" )als) + a(r')i(s)) )
(

Wegen a(r)a(s’) = a(r’)a(s) erhalten wir

(r)a(s’) +a(r)o(s’) = 6(r')a(s) + a(r')d(s).
Folglich gilt

(r)a(s’) — a(r)a(s) = 6(r")a(s) — a(r)é(s’).
Multipliziert man diese Gleichung mit a(s)~!a(s’)~!, so hat man

d(rja(s) —a(r)d(s) _ 8(r)a(s’) — a(')d(s")

a(s)? N a(s)?
Die Definition von ¢ héingt also nicht von der Wahl der Repriisentanten ab. Weiter
ist klar, dass ¢(0) eine K-lineare Abbildung ist und auf K C Ry, verschwindet. Zur
Produktregel:

©(3) <”"') _ 3(rr)alss') = 3(ss )a(rr)

s s a(ss’)?

r ! r 7!
#(0) (5) om () +am (5) £l0) () |
Also ist ¢(0) tatséchlich eine agy-Derivation von Ry,. Aus der Definition von ¢ ist
unmittelbar ersichtlich, dass ¢ ein Homomorphismus von K-Vektorraumen ist. Zur
Injektivitéit: Es sei ¢(d) = 0. Dann gilt

0=(6) (F) =5

fiir alle » € R. Somit gilt 6 = 0. Zur Surjektivitéit: Es sei &’ € Der,,, (Rm) gegeben.
Dann definiert §(r) := §'(r/1) eine a-Derivation auf R. Es gilt

() (f) _ Y ®) O‘(so)é(;)g‘(r)‘s/ (1)
7 (3

Jou
- (oo
- (3)

Fiir die zweitletzte Gleichung beachte man, dass §'(s/s) = 0 gilt. Somit ergibt die
Produktregel §'(1/s) = —&'(s/1)am(1/s%). O

)=oa ()5 () (3)
)oron ()5 (1)

1
s
1
s
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Folgerung 2.4.7. Es sei X C K" eine algebraische Menge, x € X ein Punkt
a: Ox(X) = K, f — f(z) der Auswertungshomomorphismus und m, = ker(«)
das zugehorige mazimale Ideal. Dann hat man kanonische Isomorphismen

THX = Dero(Ox (X)) = Dera, (Ox(X)m,) = Der(Ox.) = Txa.

Beweis. Die Aussagen ergeben sich sofort mit den Sitzen 2.3.8 und 2.4.6. (|

Beispiel 2.4.8. Fiir jeden Punkt ¢ € K™ hat man kanonische Isomorphismen
Tin o = THK™ = V(Lya; f € I(K") = K™
Satz 2.4.9. Es seien R eine K-Algebra, o: R — K ein K-

Algebrenhomomorphismus und m := ker(a). Dann hat man einen Isomorphismus
von K-Vektorrdumen:

Dery(R) — (m/m?)*, § = Jus: fH+m? e 6(f))

Beweis. Nach Lemma 2.3.9 ist 6 — ugs ein wohldefinierter Homomorphismus. Zur
Injektivitéit: Es sei § € Der, mit us = 0. Fiir jedes f € R erhalten wir dann

3(f) = 8(f —a(f)) +é(a(f)) = us(f —a(f) +m?) +8(a(f)) = 0.
Zur Surjektivitit: Es sei u: m/m? — K ein lineares Funktional. Wir definieren eine
K-lineare Abbildung
5: R — K, f = ulf —a(f) +m?).

Dies ist sogar eine a-Derivation: Da § auf K C R sowie m? C R verschwindet, erhélt
man die Die Produktregel durch Anwenden von § auf

fag—a(fg) = (f—a(f)alg) +a(f)lg—alg) + (f —a(f)(g—alg))-

SchlieBlich gilt u = us, denn fiir ein Element f 4+ m? in m/m? hat man nach Kon-
struktion:

us(f +m?) = 6(f) = u(f —a(f) +m?) = u(f +m?).
t

Folgerung 2.4.10. Es seien X eine Prdivarietit und x € X. So hat man einen
kanonischen Isomorphismus

Txo = Der(Oxqs) = (mxqo/mi )"

Ist X affin und a: Ox(X) = K, f — f(x) der Auswertungshomomorphismus, so
hat man weitere kanonische Isomorphismen

Txo 2= Dera(Ox(X)) = (mg/m3)".

Konstruktion 2.4.11. Es seien ¢: X — Y ein Morphismus von Prévarietéiten,
x € X und y := ¢(x) € Y. Dann hat man einen Homomorphismus

¢zt Oyy = Oxg, gy = (90¢)a
der Halme in  bzw. y. Damit definiert man das Differential von ¢ im Punkt z:
Tow: Txaw = Ty, 0 = [opr: gy = 095 (gy)].

Das Differential ist funktoriell, d.h. wir haben stets Tiq, » = idry, und Tyopz =
Ty @) © T
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Definition 2.4.12. Es seien X eine Pravarietdt und z € X.

(i) Man nennt z € X einen glatten (auch reguldren) Punkt von X, falls es
eine offene Umgebung U C X von z gibt mit

dim(Tx,) = dim(Tx ) fiir alle u € U.
Die Menge aller glatten Punkte von X bezeichnen wir mit X 8. Man nennt
X glatt, falls X = X8 gilt.
(ii) Man nennt = € X singulir bzw. eine Singularitit, falls x kein glatter
Punkt. Die Menge der singuldiren Punkte von X bezeichnen wir mit X8,

Satz 2.4.13. Es sei X C K" eine algebraische Menge mit Verschwindungsideal
I(X)={f1,..., fr), und es sei xg € X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Punkt zo € X ist glatt.
(ii) Die Funktion x — dim(Tx ,) besitzt ein lokales Minimum in xg.

(iii) Der Rang der Matriz (g{f (z)) besitzt ein lokales Maximum in xg.
J

Beweis. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ergibt sich direkt aus Satz 2.3.5. Die
Implikation ,,(1)=-(ii)“ ist offensichtlich.

Zur Implikation ,,(ii)=(1)“. Es sei U C X eine offene Umgebung von zg, sodass
k= dim(Tx 4,) ein Minimum fiir  — dim(Tx ;) auf U ist. Nach Satz 2.3.5 ist

A1 = {zeX; dm(Tx,) >k+1}
abgeschlossen in X. Folglich ist U’ := U \ A eine offene Umgebung von z( in X,
und z — dim(7T’x ) ist konstant auf U’. O

Bemerkung 2.4.14. Es seien X eine Prévarietit, € X und U C X eine offene
Umgebung von X. Es gilt

€ X < zxecU's.

Weiter sei X = Uy U...U U, mit offenen Mengen U; C X. Es ist X genau dann
glatt, wenn jedes U; glatt ist.

Beispiele 2.4.15. (i) K* und P,, = Uy U...U U, sind glatt.
(i) Die Normalparabel X = V(Ty — T?) C K? ist glatt.
(iii) Fiir das Achsenkreuz X = V(T1Ty) C K2 gilt X®n& = {0}.
(iv) Fiir die Neilsche Parabel X = V(T2 — T¢) C K2 gilt X®"¢ = {0}.

Satz 2.4.16. Es sei X eine Prdvarietdt.

(i) Die Menge X*& der singuliren Punkte ist abgeschlossen in X.
(ii) Die Menge X*8 der glatten Punkte ist offen und dicht in X.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass X affin ist. Nach Definition ist Glattheit offene
Bedingung. Also ist X*® offen in X und das Komplement X®"& = X \ X8 ist
abgeschlossen in X.

Es ist also nur zu zeigen, dass X'°¢ dicht in X liegt. Dazu seien X;,..., X, die
irreduziblen Komponenten von X. Wir zeigen zunéchst, dass U; := X™¢ N X, dicht
in X; liegt. Dazu betrachten wir

Vi = X\ U X;.
i#]
Dann ist V; nicht leer, denn sonst kénnte man X als Vereinigung von r — 1 irredu-
ziblen Teilmengen darstellen. Weiter ist V; offen in X, und es gilt V; C X;.



ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 41

Es bezeichne V; C X; die Menge aller Punkte = € X;, fiir die dim(7, ,) minimal in
X, ist. Dann ist V; eine nichtleere offene Teilmenge von X;. Wir betrachten weiter
die Mengen

v = VvV, n V.

3

Wegen der Irreduzibilitit von X; ist diese Menge nicht leer. Da V; offen in X ist,
muss auch V/” offen in X sein. Insbesondere erhalten wir Oy, (V) = Ox (V) fiir jede
offene Teilmenge V' C V/. Das impliziert

OXi7:v = OX@ fiir alle x € ‘/i/l.

Foglich stimmen dim(7, ) und dim(Tx ;) fiir jeden Punkt x aus V; iiberein. Nach
Wahl von V" ist dort die Funktion  — dim(Tx ;) konstant. Das bedeutet

V/ CUNX; = U,

Folglich ist U; nicht leer und liegt somit dicht in der irreduziblen Komponente Xj;.
Damit kénnen wir den Beweis beenden: Es gilt

X:UXi:OUiQW.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.4.

Aufgabe 2.4.17. Es sei R eine lokale K-Algebra mit maximalem Ideal m C R. Zeige:
Hat man eine Zerlegung R = K @ m, so gibt es genau einen K-Algebrenhomomorphismus
R — K, und dieser ist
a: R — K, f=adf — a

Aufgabe 2.4.18. Es sei X eine affine Varietét, und es sei z € X. Zeige: Die kanonische
Abbildung m; — mx s, f +— fr induziert einen Vektorraumisomorphismus m, /mi —
mx,q /mi(z

Aufgabe 2.4.19. Bestimme die Singularititenmengen der projektiven Abbschliisse (in

P2) von
V(NTx) C K, V(TY = T3) C K>,

Aufgabe 2.4.20. Es sei X C P35 eine Quadrik vom Rang 3. Zeige: X besitzt genau eine
Singularitit zo und es gibt eine abgeschlossene Untervarietit X’ C P3 mit
Xlg]}bly o ¢Xl7 X = U L(x07xl)7
z'eX’
wobei L(zo,z’) C Ps die Gerade durch die Punkte xo, 2’ € P3 bezeichnet; d.h., X ist der
projektive Kegel in P3 iiber einem P;.

Aufgabe 2.4.21. In Mat(2, 2; K) 2 K* betrachte die abgeschlossene (affine) Untervarietit
X := Mat(2,2;K) \ GL2(K). Bestimme die Singularititenmenge X*™¢.

Aufgabe 2.4.22. Es seien paarweise nicht assozierte Primelemente fi,...,f. €
K[T1,...,Tn] gegeben. Dann besitzt X := V(f1--- fr) die irreduziblen Komponenten
X; :=V(fs), wobei i =1,...,r. Zeige:
xome = xme U (Jxanxy).
i i#]
Aufgabe 2.4.23. Es sei 0 # f € K[T1,...,T,] ein klassisch homogenes Polynom vom
Grad d und n € Z>>. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen.

(i) Es gilt K[T1,...,Tal/(f) 2 K[Th, ..., Tu_1].
(i) Es gilt d = 1.






ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 45
3. PRODUKTE UND SEPARIERTHEIT

3.1. Produkte 1.

Definition 3.1.1. Es seien X und Y Objekte einer Kategorie €. Ein Produkt fiir
X und Y in € ist ein Objekt W in € zusammen mit Morphismen 7x : W — X und
my: W — Y, sodass folgendes gilt:

(PR) Ist Z ein Objekt in € und sind ¢: Z — X sowie ¢: Z — Y Morphismen, so
gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus «: Z — W, mit dem das folgende
Diagramm kommutativ wird

w

N

X K Y

WA

VA

Beispiel 3.1.2. In der Kategorie der Mengen ist das kartesische Produkt X x Y
mit den beiden Projektionen X XY — X und X xY — Y ein Produkt in obigem
Sinn.

Bemerkung 3.1.3. Sofern es existiert, ist das Produkt zweier Objekte X,Y einer
Kategorie durch die Eigenschaft (PR) bis auf Isomorphie festgelegt; man bezeichnet
es daher auch mit X x Y.

Satz 3.1.4 (Produkt in der Kategorie algebraischer Mengen). FEs seien X C K"
und Y C K™ algebraische Mengen. Dann ist X x Y C K"t eine algebraische
Menge,

x: X XY =Y, (z,y) — x, my: X XY =Y, (z,y) =y

sind algebraische Abbildungen und X xY C K"T™ ist zusammen mit mx und my ist
ein Produkt fiir X C K™ und Y C K™ in der Kategorie der algebraischen Mengen.
Weiter gilt

KX xY] = Klrx(f), v (9); f € K[X], g € K[Y]].

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass X x Y C K*™ eine algebraische Menge
ist und dass die Projektionen mx und 7y algebraische Abbildungen sind. Weiter
gilt
KX xY] = K[Tjxxy,Sjixxy; 1<i<n, 1<j<m]
= Klmgn (T3) x5y Tiem (S)|xxy; 1 <i<n, 1 <5 <mj
Klrx (f), 7y (9); f € K[X], g € K[Y]].

Zum Nachweis der Eigenschaft (PR) seien eine algebraische Menge Z C K! und
algebraische Abbildungen ¢: Z — X sowie ¢: Z — Y gegeben. Dann sind ¢ und %
Einschrinkungen polynomialer Abbildungen ®: K! — K™ bzw. ¥: K! — K". Die
gesuchte algebraische Abbildung ist

k:Z — X XY, z = (D(x), T(y)).
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Erinnerung 3.1.5 (Tensorprodukt). Es seien R ein K1-Ring und M, N zwei R-
Moduln.

Das Tensorprodukt von M und N iiber R wird folgendermafien konstruiert. In einem
ersten Schritt betrachtet man den “freien R-Modul” iiber der Menge M x N:

F(MxN) = € R-(uv), wobeiR:(uv)=R.
(u,w)EM XN

Dann bildet man in F(M x N) den R-Untermodul B(M x N) C F(M x N) der
“bilinearen Relationen”; dieser wird definitionsgemé&f erzeugt durch die Elemente

(au,v) — a(u,v), u€e M, veN, a€R,
(u+u,v) = (u,v) — (v, v), u,u' € M, v E N,
(u, av) — a(u,v), u€e M, veN, a€R,
(u,v +v") — (u,v) — (u,v), u€e M, v,v" € N.

Das Tensorprodukt von M und N ist dann der Restklassenmodul von F(M x N)
nach B(M x N):

M®rN := F(Mx N)/B(M x N).

Man schreibt v ® v fiir die Restklasse (u,v) + B(M x N). Das allgemeine Element
von M ®g N eine endliche Summe Y u; ® v; und man hat eine bilineare Abbildung

II: M xN — M®pgN, (u,v) = u®o.

Das Tensorprodukt erfiillt die folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder bilinearen
Abbildung ¢: M x N — L gibt es ein kommutatives Diagramm

M x N

M®r N

mit einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung ¢: M ® g N — L; diese ist
explizit gegeben durch

Plu @i +...4+uQv) = @(up,vr)+...+ p(ur,v).

Konstruktion 3.1.6 (Koprodukt in der Kategorie der Algebren). Es seien A und
B zwei K-Algebren. Wir betrachten das Tensorprodukt

R = A®xkB.

Dies ist a priori nur ein K-Vektorraum. Wir fiihren eine Multiplikation ein, indem
wir zunéchst setzen

(feg-(ffed) = ffogd

Mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts priift man nach, dass sich
dies (eindeutig und wohldefiniert) zu einer Multiplikation auf R fortsetzen lésst,
welche R zu einer K-Algebra macht. Weiter hat man kanonische Homomorphismen

1A= R, f— f®1, wip:B— R, g—1®g.

Zusammen mit diesen Homomorphismen erfiillt das Tensorprodukt R die folgende
universelle Eigenschaft:
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(KoPR) Sind eine K-Algebra C' und Homomorphismen ¢: A — C sowie ¢): B —
C gegeben, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus p: R — C mit
dem das Diagramm

kommutativ wird. Tatséchlich kann man den Homomorphismus ¢: R — C direkt
angeben; er ist definiert durch

pwR — C feg— o(Hvig).

Satz 3.1.7. Es seien X und Y affine Varietiten. Dann besitzt das kartesische
Produkt X xY die Struktur einer affinen Varietdt, sodass es zusammen mit

x: X xY = X, (z,y) — z, x: X XY =Y, (z,y)—y

zu einem Produkt fir die affinen Varietiten X und Y wird. Weiter hat man einen
kanonischen Isomorphismus von K-Algebren

p: Ox(X) @k Oy (Y) — Oxxy(X xY),

Zfz(g)gz = ZWX 7TY 91

Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall, dass X C K™ und Y C K™ algebrai-
sche Mengen sind. Nach Satz 3.1.4 ist dann X x Y € K™ zusammen mit den
Projektionen mx und my ein Produkt in der Kategorie der algebraischen Mengen.

Die Abbildung w ist der durch die universelle Eigenschaft (Kopr) des Tensorpro-
duktes gegebene Algebrenhomomorphismus zu
v K[X] —» KX xY], my: K[Y] = K[X xY].

Die Surjektivitidt von p ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass K[X x Y] gemifl
Satz 3.1.4 erzeugt wird von den Funktionen

™x(f)=p(fel), feKX], 7y(9)=pnl®g), g K]

Um zu sehen, dass p injektiv ist, betrachten wir ein h = )" f; ® ¢g; mit u(h) = 0.
Dabei darf man annehmen, dass die g; eine iiber K linear unabhingige Familie
bilden. Fiir festes x € X hat man

0= Zfz ZGK[}

Wegen der linearen Unabhiingigkeit der g; bedeutet dies f;(z) = 0 fiir alle i. Das
geht fiir jedes x € X, und man erhilt f; = 0 fiir alle 7. Das impliziert h = 0 und
folglich ist p injektiv.

Wir kommen zum allgemeinen Fall. Die affinen Varietdten X und Y sind, als Riume
mit Funktionen, isomorph zu algebraischen Mengen X’ C K" und Y’ C K™, etwa
vermoge

X = X/, 70 Y = Y.
Wir wissen bereits, dass X’ x Y eine affine Varietét ist, und diese Struktur trans-
portieren wir nun nach X x Y vermoge der bijektiven Abbildung

1x ) X xY = X'xY/, (z,y) = (), 5(y)).
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Die offenen Mengen in X x Y sind genau die Urbilder U := (2 x 7)~1(V) offener

Mengen in V C X’ x Y’ und die Strukturgarbe auf X x Y ist definiert durch
Oxxy(U) = {fo(xy); fe€Oxxy(V)},

Damit ist X x Y ein Raum mit Funktionen, und 2 x j ist ein Isomorphismus auf

eine affine Varietit; insbesondere ist X x Y nun eine affine Varietét.

Die Tatsache, dass die beiden Projektionen 7x: X XY —- X und 7y : X XY =Y
Morphismen sind, ergibt sich sofort aus den kommutativen Diagrammen

X ]

XXxY ——— > X'xY’ X xY X' xY’

AR Tk

X X' Y Y’

1X)

1R
1R

=1 1R
SR

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft eines Produktes seien eine affine Va-
rietdt Z und Morphismen ¢: Z — X sowie ¥: Z — Y gegeben. Dann gibt es einen
Isomorphismus n: Z — Z' auf eine algebraische Menge Z’' C K!. Rein mengentheo-
retisch erhélt man ein kommutatives Diagramm

X xY
nx =~ | (vx7) ry
X' xY'
X ‘s X W T
Z/
ks ~ |7 ¥
Z

von Abbildungen. Die Abbildungen ¢’ und v’ sind, als Verkettung von Morphismen
wieder Morphismen, und somit algebraische Abbildungen. Satz 3.1.4 sagt uns also,
dass ' eine algebraische Abbildung ist. Damit ist die Abbildung & := (2x ) ~tox’on
der gewiinschte Morphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung p: Ox (X)®@x Oy (Y) = Oxxy (X xY) ein
Isomorphismus ist. Die entsprechende Aussage fiir X’ und Y’ haben wir bereits in
Satz 3.1.4 gezeigt. Den allgemeinen Fall erhalten wir wieder mit einem kommuta-
tiven Diagramm:

* *

Ox(X) @ Oy (¥) =2 Oxo(X') &x Oy (Y")
Oxxy (X xY) < Oxiy (X' x YY)

(2x9)"
(]

Folgerung 3.1.8. Das Koprodukt zweier affiner Algebren ist wieder eine affine
Algebra. Insbesondere existieren in der Kategorie der affinen Algebren Koprodukte.
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Aufgaben zu Abschnitt 3.1.

Aufgabe 3.1.9. Beweise Bemerkung 3.1.3: Sind X1, X2 Objekte einer Kategorie € und
W mit m;: W — X; sowie W’ mit 7,: W — X; Produkte fiir X1, X2, so gilt W = W',

Aufgabe 3.1.10. Es seien X, Y, Z Objekte einer Kategorie €, in der Produkte existieren.
Beweise folgende Aussagen:

XxY 2 Y xX, (XxY)xZ 2 Xx (Y xZ).
Aufgabe 3.1.11. Es seien n,m € Zx¢. Zeige: Es gilt K"™™ = K" x K™.

Aufgabe 3.1.12. Es seien X und Y topologische Rdume. Betrachte die Menge X X YV
und die beiden Projektionen mx, 7wy . Die Mengen

nx (U)Nn=my (V), UCX,VCY offen

biden die Basis einer Topologie auf X x Y, der Produkttopologie. Beweise folgende Aussa-
gen:

(i) Sind X,Y affine Varietéten, so ist die Topologie der affinen Varietdt X x Y feiner
als die Produkttopologie auf X x Y.

(ii) Die Zariskitopologie auf K* = K' x K' ist echt feiner als die Produkttopologie
auf K x K.

Aufgabe 3.1.13. Beweise die Aussagen aus Konstruktion 3.1.6.

Aufgabe 3.1.14. Esseien X und Y irreduzible affine Varietéiten und es sei (z,y) € X xY.
Zeige:

(i) a:=mx, ®k Oy,y + Ox,z k My, ist ein maximales Ideal in Ox,, ®k Oy,y-
(ii) Betrachte die kanonischen Projektionen 7x: X XY - X und ny: X XY = Y
sowie die Abbildung

©0: Ox,0 @k Ovy = Oxxy, (o) fe®gy = (x(£)7(9)) (2,9)-

o)

Dann induziert ¢ einen Isomorphismus (Ox . ®k Oy,y) a
(iii) Es gilt TXXY,(x,y) = Tx,z (&) Ty,y.
(iv) Bs gilt (X x Y)™8 = X™& x yreg,

OXXY,(z,y) .
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3.2. Produkte II.

Satz 3.2.1. Es seien X und Y Pravarietiten. Dann besitzt die Menge X XY
die Struktur einer Prdvarietdt, sodass sie zusammen mit den beiden Projektionen
pry: X XY — X und pry: X XY — Y zu einem Produkt fir X und Y in der
Kategorie der Prdvarietdten wird.

Lemma 3.2.2. Es seien X undY affine Varietiten, und es sei X XY ihr Produkt in
der Kategorie affiner Varietiten. Dann ist X XY auch ein Produkt in der Kategorie
der Prdvarietditen.

Beweis. Es sei Z eine beliebige Prévarietét, und es seien Morphismen ¢: Z — X
und v: Z — Y gegeben. Dann ist zu zeigen, dass die Abbildung

Z = X xY, z = (p(2),9(2))

Dazu iiberdecken wir Z durch offene affine Mengen Wy U...UW, C Z. Da X xY
ein Produkt in der Kategorie der affinen Varietéiten ist, sind die Abbildungen

W; = X xY, z = (p(2),¥(2))

jeweils Morphismen. Also ist die obige Abbildung Z — X x Y lokal Morphismus
und somit ein Morphismus. O

Lemma 3.2.3. Es scien X und Y Prdivarietiten und W mit m7x: W — X so-
wie my: W — Y ein Produkt fiir X und Y. Sind A C X sowie B C Y offen
(abgeschlossen, lokal abgeschlossen), so ist

C = 7y’ (A) Ny (B) € W

ein offener (abgeschlossener, lokal abgeschlossener) Unterraum in W. Mit den ein-
geschrinkten Projektionen ma: C — A und wg: C — B ist C ein Produkt der
Privarietiten A und B.

Beweis. Zunichst ist klar, dass die Menge C offen (bzw. abgeschlossen, lokal abge-
schlossen) in X X Y ist, wenn Entsprechendes fiir A € X und B C Y gilt. Weiter
sind m4: C — A und wp: C — B Morphismen.

Die Einschrénkungen der Projektionen pry und pry auf C' liefern nach Bemer-
kung 1.1.13 Morphismen
prao: C — A, prg: C — B.

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft seien ¢: Z — A sowie ¢: Z — B
Morphismen. Aufgrund der universellen Eigenschaft des Produktes W ist

k:Z — W, z = (p(2),9(2))

ein Morphismus. Dabei gilt offenbar x(Z) C C. Also definiert die Abbildung « den
gesuchten Morphismus ¢ x ¢: Z — C. (]

Konstruktion 3.2.4 (Verkleben). Es sei I eine endliche Indexmenge, und es seien
Pravarietdten X;, ¢ € I, gegeben. Weiter seien fiir jedes Paar 7,5 € I gegeben

o offene Mengen X;; C X;, wobei X;; = X,

e Isomorphismen ¢;;: X;; — X;; von Prévarietédten, sodass
= i (Xij N X)) = Xji N X,
- Pk © <Pij|X7¢jﬂX7vk = @ik|X7¢jﬂX1k~
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Einen solchen Datensatz nennt man Verklebedaten und die ¢;; nennt man dabei
auch Verklebeabbildungen.

Man beachte, dass stets ¢; = idx, und ¢;; = %‘_jl gilt. Wir betrachten nun die
disjunkte Vereinigung
|_| X;.

iel
Da jedes X; eine Préavarietédt ist, wird auch 2 auf natiirliche Weise zu einer
Préavarietéit. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf 2 durch

X@‘BI ~ (pij(I)Gin.

Es sei X := Q/ ~ der zugehorige Restklassenraum, und es sei 7: Q@ — X die
Restklassenabbildung.

Wir versehen X mit der Quotiententopologie, d.h., U C X ist genau dann offen,
wenn 7~ H(U) C Q offen ist. Dies ist die feinste Topologie auf X, sodass 7: Q — X
stetig wird.

Weiter definieren wir eine Strukturgarbe auf X. Es sei U C X eine offene Teilmenge.
Dann setzen wir

Ox(U) = {f:U—=K; fore€ Oq(r 1 (U))}.

Dann ist X eine Prévarietéit und 7:  — X ist ein Morphismus. Weiter sind die
Einschrinkungen ¢; := 7|x,: X; — X Isomorphismen auf offene Unterrdume von
(X, Ox), und man hat kommutative Diagramme:

Pij
Xi 2 Xij %Xﬂ - Xj

NF A

Bemerkung 3.2.5. Die Priivarietidt X entstehe durch Verkleben der Privarietidten
X; langs ;5 X5 — Xj;. Weiter seien v;: X; — Z Morphismen in eine Pravarietét
7, sodass

Yix,;, = Yjowij

fiir alle ¢, 5 € I gilt. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus ¢: X —
Z mit dem das folgende Diagramm kommutativ ist:

X4>Z

N A

Beweis von Satz 3.2.1. Wir iiberdecken X und Y durch offene affine Unterva-
rietdten Uy,..., U, C X bzw. Vi,...,V, C Y. Nach Lemma 3.2.2 haben wir Pro-
dukte U; x V.

zEI

Die Idee ist, die Pravarietitenstruktur auf X x Y durch Verkleben dieser Produkte
zu gewinnen. Fiir je zwei Indexpaare 41,42 und j1, js setzen wir

Uihiz V}sz

= U, NnU;

129

= VNV
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Dann gilt U;, 4, XV}, 5, = (Ui, xV;, )N (Us, x Vj,) und wir erhalten ein kommutatives
Diagramm
pry pry
Ui, Ui, % le le
pryx pry
Uiy iz < Uiy io X Vi ja Vit o
id id id

L < U: . x Vi . > V. .
r
U11712 11,22 J1,J2 pry J1,J2

U; Pry Uiz X Vj2 pry VJ

Dabei sind sidmtliche Projektionen, die (unbezeichneten) Inklusionen sowie die
dufleren identischen Abbildungen Morphismen. Nach Lemma 3.2.3 ist dann auch
die identische Abbildung in der Mitte ein Morphismus.

Damit sind die Voraussetzungen fiir ein Verkleben der U; x V; langs der identischen
Abbildung U;, 4, X Vj, j» = Ui, i, X Vi, 4, gegeben. Das liefert eine Prévarietéaten-
struktur auf X x Y und macht die Projektionen zu Morphismen.

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft seien Morphismen ¢: Z — X und
: Z — Y von Prévarietdten gegeben. Nach Lemma 3.2.2 sind

e U)NYTIHVE) = Uix Vi, 2 = (9(2),9(2))

jeweils Morphismen. Damit ist auch k: Z — X x Y, z — (p(2),%(z)) ein Morphis-
mus und dieser besitzt die gewiinschte Eigenschaft. O

Definition 3.2.6. Es seien p: X — Y und ¢': X’ — Y Morphismen einer Ka-
tegorie €. Ein Faserprodukt fiir ¢ und ¢’ ist ein Objekt W in € zusammen mit
Morphismen 7: W — X und 7’: W — X’ mit pom = ¢’ o7/, sodass folgendes gilt:
(FPR) Ist Z ein Objekt in € und sind ¢: Z — X sowie ¢': Z — X Morphismen
mit po1 = ¢’ 01)’, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus x: Z — W,
mit dem das folgende Diagramm kommutativ wird

Bemerkung 3.2.7. Es seien p: X — Y und ¢': X’ — Y Morphismen einer
Kategorie €. Definieren W — X und W — X’ ein Faserprodukt fiir ¢ und ¢’, so
ist das Objekt W dadurch bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Man schreibt
daher auch X xy X' fiir W.

Definition 3.2.8. Essei X eine Privarietit. Die Diagonale von X ist die Teilmenge
Ax = {(z,z); z€e X} C X xX.

Bemerkung 3.2.9. Es sei X eine affine Varietdt. Dann ist die Diagonale Ax
abgeschlossen in X x X, denn es gilt

Ax = Vxxx(f®1-1®f; feO(X))
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]?)emerkung 3.2.10. Es sei X eine Prévarietét, und es sei X = U; U...UU, eine
Uberdeckung von X durch offene affine Mengen U; C X. Dann haben wir
AxNU; xU; = {(3?,,%); WS Uz} = Ay,

fiir jedes 1 <4 < r. Nach Bemerkung 3.2.9 ist Ax NU; x U; daher abgeschlossen in
U; x U;. Somit ist

AX g U U1 X Ul
i=1
eine abgeschlossene Teilmenge. Folglich ist die Diagonale Ax lokal abgeschlossen
in X x X. Weiter hat man einen Isomorphismus
X — Ax, x = (z,x).

Da X x X im allgemeinen nicht durch die U; x U; iiberdeckt wird — man bend&tigt
auch U; x U; — ist Ax im allgemeinen nur lokal abgeschlossen in X x X.

Satz 3.2.11. FEs seien X, X' Prdvarietiten, und es seien @: X — Y sowie
¢+ X' =Y Morphismen. Dann hat man einen lokal abgeschlossenen Unterraum
X xy X' == {(z,2") e X x X'; ¢o(z) = p(a)} = X xX'.

Zusammen mit den beiden Projektionen m: X Xy X' - X und m: X xy X' — X
ist X xy X' ein Faserprodukt fiir p: X —Y und ¢': X' =Y.

Beweis. Um zu sehen, dass X xy X’ lokal abgeschlossen ist in X x X’ ist betrachten
wir den Morphismus

k: X x X' — Y xY, (x,2") = (o(),p(x)).
Nach Satz 3.2.10 ist Ay lokal abgeschlossen. Somit ist auch X xy X’ = k71 (Ay).
lokal abgechlossen.

Die universelle Eigenschaft des Faserproduktes ergibt sich dann sofort aus der uni-
versellen Eigenschaft des Produktes. O

Satz 3.2.12. FEs seien X und Y Prdavarietiten, und es sei p: X — Y ein Mor-
phismus. Dann ist der Graph
Iy == {(z,p(x); € X} C = {(z,y) e X xY;y=9¢(r)} € X xY

lokal abgeschlossen in X xY und die ProjektionT',: (x,y) — x ist ein Isomorphis-
mus.

Beweis. Wir betrachten den Morphismus ¢: X XY =Y x Y, (z,y) — (¢(x),y).
Dann erhalten wir

Ly = {(z,0); 2 € X} = 7' (Ay).
Da Ay nach Satz 3.2.10 lokal abgeschlossen ist, erhalten wir, dass I, lokal abge-
schlossen ist.

Es bleibt zu zeigen, dass I',: (z,y) — « ein Isomorphismus ist. Dazu geben wir
einen Umkehrmorphismus an: X — I'y,, 2 — (z, ¢(z)). O
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Aufgaben zu Abschnitt 3.2.

Aufgabe 3.2.13. Es seien X und Y zwei Pravarietédten. Zeige: Die Projektionen
pry: X xY — X, pry: X XY — Y.
sind offene Morphismen, jedoch im allgemeinen keine abgeschlossenen Morphismen.

Aufgabe 3.2.14. Es seien X und Y Prévarietéiten. Beweise folgende Aussagen:

(i) Sind Xi,..., X, bzw. Y1,...,Ys die irreduziblen Komponenten von X bzw. Y,
sosind X; xY;,1<¢<r, 1< 5 < s, die irreduziblen Komponenten von X x Y.
(ii) Man hat dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y).

Aufgabe 3.2.15. Es seien X und Y irreduzible Privarietiten und (z,y) € X x Y. Zeige:
Es gilt

Toy (X xY) = Tp(X) & T,(Y), (X xY)™®® = X8 x Y™,
Aufgabe 3.2.16. Beweise die Aussagen in Konstruktion 3.2.4 (Verkleben von Privarie-

téten).

Aufgabe 3.2.17. Es seien X; = X = K und X2 = X2 = K*. Wir haben verschiedene
Moglichkeiten zu verkleben:

(i) Vermége pi2: X12 — Xo1, z — z. Die resultierende Privarietdt X := (X3 U
X2)/ ~ nennt man die Gerade mit dem doppelten Nullpunkt. Bezeichnen 0; € X
die Restklassen der Nullpunkte in 0 € X, so ist X als Menge gegeben durch

X =K"U{0:}U{02}.

Beweise folgende Aussagen:
(a) Man hat einen Morphismus

zw  z#0# w,
K2\ {0} — X, (z,w) = <01 w=04%#z,
02 2z=0#w.

(b) Man hat einen Isomorphismus ¢: X — X mit
prs =idg=  ©(01) =02,  ¢(02) = 01.
(c) Die Priivarietdt X ist glatt und irreduzibel.
(d) Die Prévarietit X ist nicht affin.
(e) Die Diagonale Ax ist nicht abgeschlossen in X x X.
(ii) Vermoge @i2: X12 — Xo1, z +— 27 1. Zeige: Die resultierende Privarietiit X :=
(X1 U X2)/ ~ ist isomorph zur projektiven Geraden P;.

Aufgabe 3.2.18. Es seien m,n € Z>1. Zeige: P, x Py, ist nicht isomorph zu Ppym.

Aufgabe 3.2.19. Es sei p: X — Y ein Morphismus von Prévarietdten und B C Y eine
lokal abgeschlossene Teilmenge. Zeige: Man hat zueinander inverse Isomorphismen
X xyB +— ¢ Y(B)
(z,y) = =
(z,0(x)) <+~ =

Aufgabe 3.2.20. Es seien p: X = Y, ¢': X’ — Z und ¢: Z — Y Morphismen von
Prévarietédten. Zeige: Man hat zueinander inverse Isomorphismen

(X xy Z) xz X' +— Xxy X'
(z,2,2) = (z,2)

(z,2")  —  (z,¢'(2),2).
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3.3. Separiertheit.

Definition 3.3.1. Eine Pévarietdt X heisst separiert bzw. man nennt sie eine
Varietit, falls ihre Diagonale A x abgeschlossen in X x X ist.

Beispiel 3.3.2. Jede affine Varietét ist separiert.

Satz 3.3.3. Es seien X eine Privarietit, Uy, . .., U, eine Uberdeckung von X durch
affine offene Mengen U; C X und U;; := U; N U;. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Die Privarietit X ist separiert.
(ii) Fir je zwei 4,5 ist Ax N (U; x U;) abgeschlossen in U; x Uj.
(ili) Fir je zwei i, ist Uy affin und man hat eine Surjektion

OU;) ® O(U;) — O(Usy), f®g = flu,9u,-

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist offensichtlich. Fiir die Aquivalenz von
(ii) und (iii) betrachten wir den Isomorphismus

ZZUij — Axﬂ(UiXUj), T ((E,{E)
Aussage (ii) besagt genau, dass ¢ stets eine abgeschlossene Einbettung nach U; x U;

definiert. Letzteres ist dquivalent zu (iii). O

Satz 3.3.4. Lokal abgeschlossene Unterrdume von Varietdten sind Varietdten.

Beweis. Es sei X eine Varietédt, und es sei Y C X ein lokal abgeschlossener Unter-
raum. Dann gilt

Ay = (Y X Y) N Ax.
Dabei ist Y x Y ein (lokal abgeschlossener) Unterraum von X x X, siehe Lem-

ma 3.2.3. Damit folgt die Behauptung. (|

Satz 3.3.5. Produkte von Varietiten sind Varietiten, d.h., in der Kategorie der
Varietiten existieren Produkte.

Beweis. Es seien X und Y Varietédten. Mit der universellen Eigenschaft des Pro-
duktes erhélt man einen Isomorphismus
(XxY)x(XxY) - (XxX)x(YxY),
(z,9,2"y") = (2,29,9).

Dieser bildet Axxy auf Ax x Ay ab. Da letztere Menge in (X x X) x (Y xY)
abgeschlossen ist, folgt die Behauptung. O

Sprechweise 3.3.6. Eine Kurve ist eine irreduzible eindimensionale Varietét. Eine
Kurve in einer Prdvarietdt X ist ein Morphismus v: C' — X mit einer Kurve C.

Satz 3.3.7. Es sei X eine Prdvarietit. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) X ist separiert.
(ii) Fir jede Prdvarietit Y und je zwei Morphismen ¢,v¢:Y — X st die
Menge {y € Y; o(y) =¢¥(y)} abgeschlosssen in'Y.
(iii) Jeder Morphismus C\ {co} — X mit einer Kurve C besitzt hochstens eine
Fortsetzung C — X.
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Lemma 3.3.8 (Kurvenlemma). Es seien X eine Privarietit, U C X eine dichte
offene Teilmenge und xog € X. Dann gibt es eine Kurve v: C — X in X und ein
co € C mit

1(C\{e}) € U, V(co) = o.

Beweis. Wir wahlen eine irreduzible Komponente Xg € X mit g € Xg. Da U
dicht in X liegt, ist Uy := U N X nicht leer. Es sei Zy C X, eine affine offene
Teilmenge mit g € Zy. Dann ist Vg := UyN Zy nicht leer. Das Noethersche Norma-
lisierungslemma liefert einen endlichen surjektiven Morphismus ¢: Zy — K", wobei
n = dim(Zy). Die Menge B := p(Zy \ Vo) ist abgeschlossen in K™ und héchstens
(n — 1)-dimensional.

Wir wéhlen ein ¢(xg) # y € K” \ B und betrachten die Gerade L durch y und
¢(x0). Wir betrachten das Urbild A := ¢~1(L) und zeigen, dass jede irreduzible
Komponente von A eindimensional ist. Dazu schreiben wir

L = V(flv"'vfn—l)
mit f1,..., fno1 € K[T4,...,T,]. Dann gilt

A = Vg, (¢*(f1), -, " (fa-1))-

Nach dem Krullschen Hauptidealsatz ist daher jede irreduzible Komponente von
A mindestens eindimensional. Da ¢: A — L endlich ist kann andererseits keine
irreduzible Komponente eine Dimension grofler als Eins besitzen.

Wir wéhlen nun eine irreduzible Komponente C C A mit zy € C. Die Ein-
schrinkung o := ¢c: C — K" ist endlich und somit ist a(C) abgeschlossen in
K" und eindimensional. Das impliziert a(C') = L. Indem wir die (endliche) Menge
a=1(B)\ {zo} aus C entfernen, erhalten wir die gewiinschte Kurve. O

Beweis von Satz 3.5.7. Zu “(i)=-(ii)”. Wir betrachten den kanoniscen Morphismus

2:Y = XxX, oy (oy) )
Die Abgeschlossenheit der Menge {y € Y; ¢(y) = ¥(y)} in Y ergibt sich dann mit

eV o) =v} = (pxv) ' (Ax).
Die Implikation “(ii)=-(iii)” ist klar; hier wenden wir einfach Bedingung (ii) auf je
zwei mogliche Fortsetzungen C' — X von C' \ {¢p} — X an.

Zu “(ili)=(i)”. Nehmen wir an, X sei nicht separiert. Dann ist die Diagonale Ax
nicht abgeschlossen in X x X. Also gibt es einen Punkt

(:L',I’/) S E\AX

Insbesondere haben wir z # z’. Nach dem Kurvenlemma 3.3.8 gibt es eine Kurve
~v: C — Ax und einen Punkt ¢y € C' mit

Y(co) = (xvm/)v Y(C\{co}) C Ax.

Die Projektionen 71, m9: X x X — X liefern Kurven ; := m; 0y: C — X, die auf
C'\ {co} tibereinstimmen, aber v, (co) = = # 2’ = v2(cp) erfiillen. Widerspruch. O

Folgerung 3.3.9 (Identitéitssatz). Fs seien X eine irreduzible Privarietit, Y eine
Varietit und ¢,1: X — Y Morphismen. Gilt |y = |y mit einer nicht leeren
offenen Teilmenge U C X, so folgt ¢ = .

Beweis. Die Aussage ergibt sich sofort aus der Charakterisierung 3.3.7 (ii) der Se-
pariertheit. O
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Beispiel 3.3.10. Die Gerade mit dem doppelten Nullpunkt ist nicht separiert: Fiir
die kanonischen Morphismen ¢;: K — X gilt {z € K; ¢1(2) = ¢2(2)} = K*.

Satz 3.3.11. FEs seien X, X' und Y Privarietiten, und es seien o: X — 'Y sowie
¢ X =Y ein Morphismen. Ist Y separiert, so gelten folgende Aussagen:

(i) Das Faserproukt X xy X' ist ageschlossen in X x X'.
(ii) Der Graph T, ist abgeschlossen in X x Y.

Beweis. Fiir (i) betrachten wir den Morphismus ¢: X x X’ = Y x Y, (x,2') —
(p(xz),¢'(2')). Dann erhalten wir

X xy X' = {(z,2) € X x X'; p(x) = ¢'(«")} = ¥~ (Ay).
Zu (ii). Wir betrachten den Morphismus ¢: X xY = Y x Y, (x,y) = (p(z),y).
Dann erhalten wir
Ly = {(z,0(y); € X} = ¢ (Ay).
O

Konstruktion 3.3.12 (Segre-Einbettung). Wir betrachten zunéchst die folgende
Abbildung

$: KM x Kty Rmrtmandl
20Wo ... ZoW
(z,w) = 2Tw =
ZmWo .. ZmWy
Es sei Wy, := Kkj 1\ {0}, und es bezeichne 73, : W, — Py, die Restklassenabbildung.
Die Abbildung ® definiert ein kommutatives Diagramm:

P
W x Wy ——= Wintmin

TrmXTrni lﬂmn+m+n

P, x P, T> Pmn—&-m—&-n

Dabei ist die Abbildung ®: P,, x P,;, = Pouptmtn €ine abgeschlossene Einbettung.

Beweis. Zunéchst miissen wir zeigen, dass ® ein Morphismus von Privarietéten ist.
Dies priifen wir lokal nach. Wir verwenden die affinen Kartenumgebungen

Uk,l = {[ulj] S Pmn+m+n; Ukl 7é 0} g Pmn+m+n-

Das Urbild dieser Menge unter ® ist gerade das Produkt Uy x U; C P,,, X P,,, der
Kartenumgebungen Uy, und U;. Weiter ist ® beziiglich zugehorigen Karten von der
Gestalt

orio®o(pp x ) L K™ x K —  Kmntmin

ZoWo ) cee 20Wn
(215 oy Zm W, oo, W) > wo B R 17
ZmWo o Zm .. ZmWp

wobei der Eintrag an der Stelle k,l gestrichen ist. Insbesondere sind alle Ein-
schrinkungen von ® auf Produkte U, x U; von Kartenumgebenungen ein Mor-
phismen. Folglich ist ® ein Morphismus.
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Das Bild von ® besteht gerade aus allen Matrizen vom Rang hochstens eins in
Kmntmintl ynd ist somit eine algebraische Menge. Weiter ist es offenbar ein affiner
Kegel. Folglich ist

X = O(Pp xPp) = Tmnsman (@K™ x K™\ {0})
abgeschlossen in Py, 4+m+n+1- Es bleibt zu zeigen, dass die ® einen Isomorphismus
von P, x P, nach X definiert. Dazu setzen wir

We(k) == {z e K 2, £0} = 7.5 (U), r=m,n,
W(k,1) = {z € K™ x K" 21, £0} = 7Y
Es gilt stets ®~1(Uy,;) = Uy, x U; und entsprechend LW (K, 1)) = W (k) x Wy(l).
Wir betrachten die Abbildungen
Upp: Wk l) = Wi(k) x Wa(D), (i) — (ot - -, Urnl; Ukos - - - » Upem)-

Man beachte, dass die Einschrinkungen von P auf W (k) x W, (1) und ¥y auf
den Durchschnitt von W(k,1) und dem Bild von ® bis auf skalare Faktoren invers

zueinander sind. Folglich induzieren die Abbildungen @kl die gewiinschte Umkehr-
abbildung ¥: X — P, x P, zu ®. O

E

Satz 3.3.13. Der projektive Raum P, ist separiert.

Beweis. Wir betrachten die Segre-Einbettung 2: P, x P,, — P,,249,. Dann haben
wir

(Ap,) = uPp xPr) N {[2i5] € Przyon; 255 = 25}
Diese Menge ist abgeschlosssen in P2 5,. Somit ist die Diagonale Ap,_ abgeschlos-
sen in P, x P,,. Folglich ist P, separiert. O



ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 61

Aufgaben zu Abschnitt 3.3.

Aufgabe 3.3.14. Es sei X ein topologischer Raum. Beweise die Aquivalenz folgender
Aussagen:

(i) X ist hausdorffsch, d.h., je zwei verschiedenen Punkte z,z’ € X besitzen dis-
junkte offene Umgebungen z € U C X und 2’ € U’ C X.
(ii) Die Diagonale Ax C X x X ist abgeschlossen beziiglich der Produkttopologie.

Aufgabe 3.3.15. Es sei X Prévarietét. Zeige: Besitzen je zwei Punkte von X eine ge-
meinsame affine offene Umgebung, so ist X separiert. Kombiniere dies mit Aufgabe 1.3.26
zu einem Beweis der Separiertheit von P,,.

Aufgabe 3.3.16. Essei G eine Préavarietit mit einer Gruppenstruktur, sodass GXG — G,

(g,9') — g~ '¢’ ein Morphismus ist. Zeige: G ist separiert.

Aufgabe 3.3.17. Es sei X eine Quadrik vom Rang 4 in P3. Zeige: Es gilt X = P; x P;.
Hinweis: Betrachte die Segre-Einbettung.
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4. TORISCHE VARIETATEN

4.1. Grundbegriffe.

Definition 4.1.1. Eine (affin) algebraische Gruppe ist eine Varietit G zusammen
mit einer Gruppenstruktur, sodass die folgenden Abbildungen Morphismen alge-
braischer Varietéten sind:

GxG — G, (91,92) + 9192,
G — G, g — gL

Ein Homomorphismus (auch Morphismus) algebraischer Gruppen G und H ist ein
Gruppenhomomorphismus G — H, der zudem ein Morphismus von Varietdten ist.

Beispiel 4.1.2. Der Standard-n-Torus ist die affine Varietdt T™ := K7,..1, zu-
sammen mit der komponentenweisen Multiplikation
tt' = (tith, ... tath).
Der Standard-n-Torus T™ ist eine affin-algebraische Gruppe. Neutrales Element und
Inversenbildung sind gegeben durch
ern = 1, = (1,...,1), = = (7t .

Man hat einen kanonischen Isomorphismus T” = K* x ... x K* von algebraischen
Gruppen.

Erinnerung 4.1.3 (Homomorphismen von Standardtori; siche Konstruktion 2.1.8
aus der kommutativen Algebra). Jede Matrix A € Mat(m,n;Z) definiert einen
Homomorphismus algebraischer Gruppen

poa: T" — T™, (t1yoenytn) = (F7M e totn Lo g™t e gimn ),
Fiir je zwei Matrizen A € Mat(m,n;Z) und B € Mat(n, k; Z) gilt dabei 4 0 pp =
@a.5. Insbesondere gilt w1 = @', falls A € Mat(n,n;Z) invertierbar ist.

Satz 4.1.4. Es sei p: T" — T™ ein Homomorphismus algebraischer Gruppen.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Matriz A € Mat(m,n; Z) mit ¢ = 4.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall m = n = 1. Dann ist ¢ eine regulére
Funktion auf T! = K* und somit, fiir geeignete I,7 € Z>o und B; € K, gegeben
durch

ot) = ﬁ,ﬂtr+...;51t+ﬁq

Da ¢: K* — K* keine Nullstellen besitzt, erhalten wir ¢(¢t) = St* mit einem
eindeutig bestimmten a € Z>o. Mit (1) = 1 ergibt sich § = 1. Wir haben also
p(t) = t°.
Wir behandeln nun den Fall, dass m = 1 gilt und n beliebig ist. Dazu betrachten
wir die Homomorphismen
A K — T, s = (L,...,1,81,...,1).
Mit dem Fall n = m = 1 ergibt sich po\;(t) = t* mit eindeutig bestimmten a; € Z.
Folglich erhalten wir
e(t) = eA(t)--Au(t)) = @oAi(t) - poAn(t)) = .- 1.
Sind nun n und m beliebig, so wissen wir bereits, dass die Komponentenfunktionen
folgende Gestalt besitzen:
pilt) = 1o g
mit eindeutig bestimmten a;; € Z>o. Die (m x n)-Matrix A = (a;;) mit den Zeilen
(ai1,--.,ain) hat dann die gewiinschte Eigenschaft. O
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Bemerkung 4.1.5. Es sei ¢ = p4: T" — T™ der zu A € Mat(n,m;Z) gehorige
Homomorphismus von Standardtori. Gilt Char(K) = 0, so hat man

dp;
A = 1,).
<3Tj) (1n)
Definition 4.1.6. Ein algebraischer Torus ist eine algebraische Gruppe, die iso-
morph zu einem Standard-n-Torus ist.

Definition 4.1.7. Es seien X eine Préavarietdt und G eine algebraische Gruppe.
Wir nennen eine Operation u: G x X — X, (g,x) — g - = algebraisch, falls die
Abbildung p ein Morphismus von Pravarietéten ist.

Definition 4.1.8. Eine torische Varietdt ist eine irreduzible Varietdt X mit einer
algebraischen Operation T'x X — X eines algebraischen Torus 7" und einem Basis-
punkt xg € X, sodass die Bahnabbildung T' — X, t +— t - ¢ eine offene Einbettung
ist. Wir schreiben auch (X, T, zg) fiir eine torische Varietét.

Beispiel 4.1.9. Der Standard-n-Torus T' := T" operiert auf X := T" durch Links-
translation:

t-z ==tz = (t121,-.-,tn2n).
Mit dem Basispunkt zg = 1,, := (1,...,1) ist das Tripel (X,T,zo) = (T",T", 1,,)
eine affine torische Varietit.

Beispiel 4.1.10. Der Standard-n-Torus 7" := T™ operiert auf der affinen Varietét
X := K" durch

t-z ==tz = (t121,--,tn2n).

Mit dem Basispunkt xg = 1, := (1,...,1) ist das Tripel (X, T, z) = (K*,T",1,)
eine affine torische Varietét.

Fiir n = 1 besitzt X = K die beiden Bahnen {0} = T! -0 und K* = T! - 1. Fiir
n = 1 ist die Bahnzerlegung von K? gegeben durch

K?* = T?-(1,1)UT?- (1,0)UT?- (0,1) UT?-(0,0)

Es gibt in diesem Fall also vier Bahnen. Allgemein besitzt K™ genau 2" verschiedene
T"-Bahnen:

T". 2, wobei z € {0,1}".

Beispiel 4.1.11. Wir betrachten die affine Varietit X = V(TyT; — T22) C K3. Der
Torus T := T? operiert algebraisch auf K? durch

3

(tlatQ) : (2072:1722) = tlZO,?Zl,tQZQ .
1
Die Menge X C K3 ist invariant und somit operiert T’ auch algebraisch auf X. Fiir
xo := (1,1,1) ist die Bahnabbildung
T — X, t — t-xg

eine offene Einbettung: Wir haben T-zy = X N T? und dort ist der Umkehrmor-
phismus gegeben durch

XNT® — T, (20,21,22) + (20, 22)-

Somit ist (X, T, zo) eine affine torische Varietidt. Man beachte, dass X der affine
Kegel iiber dem Bild der Veronese-Einbettung 2: P; — P ist. Insbesondere haben



ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 65

wir ein kommutatives Diagramm

(20,21)— (23,25 2021)

K2 . X c K3
Ul ul ul
K2\ {0} X\{0} < K*\{0}

| )
Py 1(P2) P,

[20,21] (25,21, 20 21]

N

Beispiel 4.1.12. Wir betrachten die affine Varietit X = V(ToTy — ToT3) C K2,
Der Torus T := T? operiert auf X durch

tita
(t1,t2,t3) - (21,22, 23, 21) = <t121,t222,t323, tZ4> .
3
Die Menge X C K* ist invariant und somit operiert T auch algebraisch auf X. Fiir
xo := (1,1,1,1) ist die Bahnabbildung
T — X, t — t-xg

eine offene Einbettung: Wir haben T-zo = X N T* und dort ist der Umkehrmor-
phismus gegeben durch

XNnT* = T, (20,2172’2,23) — (20,21,22).

Somit ist (X, T, xzg) eine affine torische Varietdt. Man beachte, dass X der affine
Kegel iiber dem Bild der Segre-Einbettung ¢: Py x P; — Pj ist. Insbesondere haben
wir ein kommutatives Diagramm

(20,21,wo0,w1 )+ (2owo,20W1,21W0,21W1)

K2 X K2 . X C K4
Ul Ul Ul
K2\ {0} x K2\ {0} x\{op < K\{0}

= ok

Pl X Pl ! ’L(Pl X Pl) IPQ

([20,21];[wo,w1])—=[z0wo,z0w1 ,21w0,21W1]

N

Definition 4.1.13. Es seien (X,T,z¢) und (X',T",z() torische Varietéten. Ein
torischer Morphismus von (X, T, x¢) nach (X', T’ xp) ist ein Paar (¢, @), wobei

e p: X — X' ein Morphismus von Varietéiten ist,
e o: T — T’ ein Homomorphismus algebraischer Tori ist,

sodass ¢(xg) = xf gilt und man ¢(t - z) = @(¢) - p(x) fir jedes x € X und jedes
t € T hat.

Beispiel 4.1.14. Wir betrachten zwei Standardtori T" und T™ sowie die zu-
gehorigen torischen Varietdten (T™,T",1,) und (T™,T™,1,,). Dann haben wir
eine Bijektion zwischen den zugehorigen Morphismenmengen

Mor(T™, T™) — Mor((T",T",1,), (T™,T™, 1,,,)),
o = (p,9).
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Konstruktion 4.1.15. Wir betrachten die affinen torische Varietéiten (T™,T", 1,,)
und (T™,T™,1,,). Zu jeder Matrix A € Mat(m,n;Z>¢) erhalten wir Morphismen

oq: T — T™, (t1y-eeytn) > (B9 tlin )
oa: K" — K™, (21, vy2n) > (2fM e ziin o gfm e ghmn ),
Das Paar (pa,pa) ist ein torischer Morphismus von (K", T" 1,) nach
(K™, T™, 1,).

Satz 4.1.16. Es sei (¢,p) ein torischer Morphismus von (K™, T™ 1,) nach
(K™, T™, 1,,). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix A € Mat(m,n; Z>o)
mit (o, 0) = (pa;Pa)-
Beweis. Nach Satz 4.1.4 gibt es eine Matrix A € Mat(m,n;Z), die den Homomor-
phismus @: T™ — T™ beschreibt, d.h., wir haben
P(t) = @alt) = (8- tgir, ottt

Fiir jedes z € T™ haben wir

p(z) = p(z-1a) = @(2) - o(1n) = @(2) - 1m = Pal2).

Wir zeigen nun, dass A keine negativen Eintrége besitzt. Dazu betrachten wir die
Funktionen ¢*(T;) fir 1 <4 < m. Es gilt

O (T}) = T T% € O(T") C K(Th,...,T,).

Andererseits haben wir ¢*(T;) € O(K") = K[T,...,T,]. Das bedeutet a;; > 0 fiir
alle 7. (]
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Aufgaben zu Abschnitt 4.1.

Aufgabe 4.1.17. Bestimme sédmtliche Bahnen der beiden affinen torischen Varietiten
V(ToTy — T3) CK® und V(ToTh — T2T3) C K*.

Aufgabe 4.1.18. Es seien G, G’ algebraische Gruppen. Zeige G x G’ wird eine algebrai-
sche Gruppe durch (g1, 91)(g1,91) := (9191, g2g2) zu einer algebraischen Gruppe. Mit den
Projektionen 7, 7’ von G x G’ auf G bzw. G’ ist G x G’ ein Produkt in der Kategorie der
algebraischen Gruppen.

Aufgabe 4.1.19. Es seien (X, T, zo) und (X', 7", z;) (affine) torische Varietéiten. Zeige:

(i) Die algebraische Gruppe T x T" ist ein algebraischer Torus.
(ii) Durch (¢,t')-(x, ") := (t-z,t'-x’) wird eine algebraische Operation von T' x T’
auf X x X' definiert.
(iii) Das Tripel (X x X', T x T, (w0, y)) ist eine (affine) torische Varietét.
(iv) Zusammen mit den kanonischen Projektionen auf X, X’ und T, T” ist das Tripel
(X x X', T x T, (z0,x)) ein Produkt in der Kategorie der (affinen) torischen
Varietéten.
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4.2. Torische Varietiten und Binomialideale.

Bemerkung 4.2.1. Die affine torische Varietiit V(TyTy — T3) C K3 ist der Ab-
schluss des Bildes von
e:T? — T3 (ti,t2) — (8,85, t1t2).

Unser Ziel ist es, diese Beobachtung zu verallgmeinern und torische Varietéten als
Abschliisse von Bildern unter Homomorphismen algebraischer Tori zu konstruieren.

Bemerkung 4.2.2. Es seien X eine Prévarietit, G eine algebraische Gruppe,
G x X — X eine algebraische Operation und Y C X eine G-invariante Menge, d.h.,
es gilt g-y € Y fiir alle g € G und x € X. Dann ist der Abschluss Y C X ebenfalls
G-invariant, denn fiir jedes g € G ist  — ¢ -  ein Homdomorphismus von X und
somit haben wir g-Y = ¢g-Y =Y.

Satz 4.2.3. Es seien A € Mat(m,n;Z) und ¢a: T — T™ der zugehdrige Homo-
morphismus von Standard-Tori. Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

™ %4 m

Tk

mit Matrizen B € Mat(k,n;Z) und C € Mat(m, k; Z) vom Rang k :=rg(A), sodass
wp: T" — T surjektiv und pc: TF — T™ eine abgeschlossene Einbettung ist.

Beweis. Es seien T' € Mat(n,n;Z) und S € Mat(m,m;Z) ganzahlig invertierbare

Matrizen mit
- - D, 0
sar-po (D0

sodass Dy, eine (kx k)-Diagonalmatrix mit nichtverschwindenden Diagonaleintrigen
ist. Dann erhalten wir ein Diagramm

T A Tm

T ——T™

YD
@PJ(T‘PQ

Tk
wobei P = (Ej,0) die Projektion auf die ersten k& Koordinaten beschreibt und
Q = P! gilt. Das obere Quadrat des Diagrammes ist kommutativ und wir haben
PROPYPO¥YD = ¥D-
Wir setzen B := PoDoT ! und C := S~ 0 Q. Dann ist ¢ surjektiv, da dies fiir
pp-1 und @p o pp gilt. Weiter ist ¢ eine abgeschlossene Einbettung, da dies fiir
v und @g-1 gilt. Somit sind B und C' die gesuchten Matrizen. O

Folgerung 4.2.4. Es sei p: T — T’ ein Homomorphismus algebraischer Tori.
Dann ist das Bild o(T) CT' ein abgeschlossener Untertorus.

Konstruktion 4.2.5. Es sei A € Mat(m,n;Z) und es sei p4a: T" — T™ der
zugehorige Homomorphismus von Standard-Tori. Weiter sei ¢4 = p¢ o ¢p eine
Zerlegung wie in Satz 4.2.3. Wir betrachten

Xa = 0a(T?) = pc(Tk) C K™.
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Dann operiert der Torus T* auf X 4 vermoge txz = ¢ (t)-x und mit 1,, := (1,...,1)
ist das Tripel (X4, T*, 1,,) eine affine torische Varietiit.

Beweis. Nach Satz 4.2.3 haben wir ¢ 4(T") = pc(T¥). Als Bild der irreduziblen
Varietiit TF ist ¢4 (T") irreduzibel und somit ist auch X4 = ¢4 (T") irreduzibel.
Weiter operiert T* auf K™ durch t x z = oc(t) - z, wobei s-2 = (5121, ..., 5,2,) die
iibliche Operation von T™ auf K™ bezeichnet. Dabei gilt

T" %1, = ¢c(TF) -1, = ¢c(TF).

Nach Bemerkung 4.2.2 ist X4 als Abschluss einer Bahn invariant unter T¥, d.h.,
T* operiert auf X 4. Weiter ist die Bahnabbildung ¢ +— ¢ * 1,, = ¢ (t) eine offene
Einbettung, da ¢c: TF — T™ eine abgeschlossene Einbettung ist und ¢ (TF) =
XA NT™ offen in X ist. O

Satz 4.2.6 (Ohne Beweis). Jede affine torische Varietit ist (torisch) isomorph zu
einer torischen Varietit (Xa,Ta,1,).

Satz 4.2.7. Es sei A € Mat(m,n;Z). Dann ist das Verschwindungsideal der zu-
gehorigen affinen Varietit X 4 C K™ gegeben durch

I(Xa) = (TF=T"; v,n€ 2%, p—veKen(A")) C K[Ty,..., Tyl

Lemma 4.2.8. Es seien A € Mat(m,n;Z) und @a: T" — T™ der zugehdirige
Homomorphismus. Fir jedes Laurent-Polynom f =3 a,T" aus K[TE, ... T
gilt
ea(f) = > a8t e KIST,..., SE.
Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir ein Monom f = T* zu beweisen. Fiir jedes
z € T gilt:
Flpalz)) = ()" oo (s} = et _ A,

O

Beweis von Satz 4.2.7. Wir betrachten den zu A gehérigen Homomorphismus al-
gebraischer Tori p4: T™ — T™. Das Verschwindungsideal von X 4 ist

I(X4) = I(pa(T") = Kern(ph) NK[T1,...,T,] C K[T1,...,T,].
Sind p, v € Z7, mit p—v € Kern(A") gegeben, so gilt A*-j = A'-v und Lemma 4.2.8
liefert
Pa(TH —T7) = 47— g4 = o
Also ist das von den Binomen 7% — T mit u — v € Kern(A?) erzeugte Ideal a in
I(X 4) = Kern(g? ) enthalten.

Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion sei f =" a,T" € I(X4) gegeben. Nach
Lemma 4.2.8 haben wir

@*(f) _ Z a#SAt-M _ Z Z aHSAt'H — Z Z a, Sc = 0.

MEZTZ”O K)EZ%O At pu=k KEZ%O At p=k
Folglich verschwinden die Faktoren ) a, vor jedem S*. Gibt es unterschiedliche
1, o mit A - p; = K, so erhalten wir ein Polynom
= = au, (T —T") € Kem(g})
mit weniger Termen, das sich von f um ein Element aus a unterscheidet. Dies
wiederholen wir, bis f modulo Summanden aus a auf 0 reduziert ist. O



ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 71

Bemerkung 4.2.9. Es sei L C Z™ ein Untermodul sodass Z™ /L torsionsfrei ist.
Dann definiert L ein torisches Ideal:

I;, = <TV —T“; v, e ZgLO? nw—ve L> - K[Tl,,Tm]
Ist B € Mat(n, m;Z) mit L = ker(B), so gilt I, = I(X 4) fiir A = B*. Insbesondere
ist Iy, ein Primideal und X4 = V(I,) besitzt die Struktur einer torischen Varietét.

Beispiel 4.2.10. Der Standard-n-Torus T™ operiert auf dem projektiven Raum P,
durch

t-[z] == [z0,t121,- - tnzn].
Fiir [1,41] = [1,...,1] ist die Bahnabbildung T" — P, t > t - [1,,11] eine offene
Einbettung. Somit ist (P,,T™, [1,+1]) eine torische Varietét.

Bemerkung 4.2.11. Die Konstruktion von P, als Quotient von W,, = K"*1\ {0}
nach K* ist torisch:

e Die offene Untervarietit W,, € K*t! ist invariant unter T"*! und somit
ist (W, T"*1,1,,11) eine torische Varietiit.

e Man hat einen torischen Morphismus (7, 7) von (W, T"*1 1,.1) nach
(P, T, [1p41]), wobei

~ t t
(20, -y 2n) = [20s---s2n),  F(to,... tn) = (1">
to to

Konstruktion 4.2.12. Es sei A € Mat(m,n;Z) und es sei ¢4 = pc o pp eine
Zerlegung wie in Satz 4.2.3. Wir betrachten den projektiven Abschluss

X7A = @C(Tk)’[anrl] c ]Pm
Dann operiert T* auf X4 durch ¢ * x := ¢ (t) - x, wobei “-” die iibliche T™-

Operation auf P, bezeichnet. Dadurch wird (Xa,T*,[1,41]) zu einer torischen
Varietét.

Bemerkung 4.2.13. Es seien A € Mat(m,n;Z) und X4 C P, wie in Konstruk-
tion 4.2.12. Dann ist der affine Kegel iiber X gegeben durch X4 C K™*!, wobei

1 0 0

. 1 a1 QA1n

A = . . . € Mat(m+ 1,n+ 1;2).
1 ami ... Qmn

Weiter ldsst sich der torische Morphismus (7, 7) ‘aus Bemerkung 4.2.11 zu einem
torischen Morphismus von (X, T**1,1,,41) auf (X4, T*, [1,41]) einschrénken.

Definition 4.2.14. Eine Prévarietét X heisst normal, falls jeder Halm Ox ., wobei
x € X, ein normaler Ring ist, d.h. ein Integritdtsring ist und ganz abgeschlossen in
seinem Quotientenkorper ist.

Definition 4.2.15. Eine Préivarietét heisst projektive Varietdt, wenn sie isomorph
zu einem abgeschlossenen Unterraum eines projektiven Raumes ist.

Satz 4.2.16 (Ohne Beweis). Jede normale projektive torische Varietdt ist (torisch)
isomorph zu einer torischen Varietit (X a, T*, [1,41]).
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Aufgaben zu Abschnitt 4.2.

Aufgabe 4.2.17. Es seien A € Mat(m,n;Z) und A = B-C sowie A = B’-C’ Zerlegungen
wie in Satz 4.2.3. Zeige: Es gibt einen Isomorphismus @: T* — T* und einen torischen
Isomorphismus (idx ,, ) zwischen den durch A = B - C bzw. A = B’ - C’ definierten
affinen torischen Varietéten.

Aufgabe 4.2.18. Betrachte Beispiele 4.1.11 und 4.1.12.

(i) Beschreibe die auftauchenden affinen torischen Varietéten X als X = X4 mit
geeigneten ganzzahligen Matrizen A.
(ii) Bestimme die Verschwindungsideale von X 4 jeweils gemifl Satz 4.2.7.
(iii) Zeige, dass alle an den Diagrammen aus beteiligten Abbildungen zu torischen
Morphismen gehoren.

Aufgabe 4.2.19. Es seien 0 # u,v € Z%,. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) Das Binom T% — T" € K[T1, ..., Ty] ist prim.
(ii) T%,T* sind teilerfremd und (v1 — p1,...,Vn — pn) sind teilerfremd.
Aufgabe 4.2.20. Es seien 0 # pu,v € Z%; mit 7% — T" € K[I1,...,T,] prim und
X := V(T — T"). Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) 0 € X ist ein glatter Punkt.
(ii) Es gilt X =2 K"

Aufgabe 4.2.21. Es sei L CZ™ ein beliebiger Untermodul. Dann definiert L ein Gitte-
rideal:

Ip == (T"-T" pveZly, p—vel)y CK[T,...,Tnl
Zeige: Das Gitterideal I, ist genau dann ein Primideal, wenn der Faktormodul Z™/L
torsionsfrei ist.

Aufgabe 4.2.22. Beweise die Aussagen aus Bemerkung 4.2.13.
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4.3. Polyedrische Kegel.

Vereinbarung 4.3.1. In diesem Abschnitt seien U und V' zwei zueinander duale
endlichdimensionale QQ-Vektorrdume, d.h., wir haben eine bilineare Abbildung

UxV —Q (u,v) = (u,v) =:ulv) =: v(u),
sodass
U — Hom(V,Q), uwr [v+— (u,v)], V = Hom(U,Q),v — [u — (u,v)]

jeweils Isomorphismen von Q-Vektorrdumen sind. Ein wichtiges Beispiel fiir diese
Situation ist U = V = Q™ mit dem Standardskalarprodukt

(u,v) == vy + ...+ Upvp.

Definition 4.3.2. Ein konvexer Kegel in V ist eine Teilmenge ¢ C V mit folgenden
Eigenschaften

(i) v € 0= av € o fir alle a € Qx,
(ii) v,v" €oc=v+v €o0.

Beispiel 4.3.3. (i) Sind vy,...,v, € V gegeben, so ist der von diesen Vek-
toren erzeugte Kegel definiert als

Kegel(vy,...,v,) = {Z 0V o € Q>0} .

i=1
(ii) Sind uq,...,u, € U gegeben, so ist der durch diese Linearformen beschrie-
bene Kegel definiert als
POrt(u1,...,um) = {veV;u;(w)>0,j=1,...,m}.

Beispiel 4.3.4. Der positive Orthant 6™ C Q™ ist ein konvexer Kegel in Q"; er ist
gegeben durch

6" = Kegel(e,...,e,) = POrt(e!,... e"),

wobei eq,...,e, € Q" die kanonische Basis und e',...,e" € Q" die dazu duale
Basis bezeichnen.

Satz 4.3.5. FEs sei 0 C V ein konvexer Kegel. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent

(i) Es gibt eine lineare Abbildung P: Q™ — V mit o = P(d"), d.h., mit
v; = P(e;) € V gilt

o = Kegel(vy,...,vp)

(ii) Es gibt eine lineare Abbildung Q:V — Q™ mit o = Q~1(6™), d.h., mit
u; = Q*(e?) € U gilt

o = POrt(ug,..., un).

Definition 4.3.6. Ein konvexer Kegel o C V heif3t polyedrisch, falls er eine der
beiden #dquivalenten Bedingungen aus Satz 4.3.5 erfiillt.

Bemerkung 4.3.7. Es seien 0 C V und 7 C V polyedrische konvexe Kegel. Dann

sind ¢ N7 und ¢ 4+ 7 wieder polyedrische konvexe Kegel.

Beweis. Gilt 0 = POrt(B) und 7 = POrt(B’) mit endlichen Mengen B, B’ C U, so
erhalten wir

ocnt = POrt(BUDB).
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Gilt o = Kegel(A) und 7 = Kegel(A’) mit endlichen Mengen A, A’ C V| so erhalten
wir
oc+7 = Kegel(AUA).
O

Definition 4.3.8. Es sei 0 C V ein konvexer Kegel. Der zugehorige duale Kegel,
auch Dualkegel! genannt, ist der konvexe Kegel

oV = {ueU; u|020} c .

Bemerkung 4.3.9. Der Ubergang zum Dualkegel ist inklusionsumkehrend, d.h.,
sind 0 C V und 7 C V konvexe Kegel, so gilt

7TCo = 7/Dov.

Satz 4.3.10 (Hahn-Banach). Es sei 0 C V ein polyedrischer konvezer Kegel. Ist
v €V \ o so gibt es eine Linearform u € oV mit u(v) < 0.

Beweis. Die Aussage gilt offensichtlich, falls o ein positiver Orthant ist. Fiir den
allgemeinen Fall wihlen wir eine lineare Abbildung Q: V — Q™ mit o = Q~1(6™).
Dann gilt Q(v) & ™. Folglich gibt es eine Linearform u’ auf Q™, die keine negativen
Werte auf §™ annimmt und «'(Q(v)) < 0 erfiillt. Die zuriickgeholte Linearform
u := u’ o Q besitzt also die gewiinschten Eigenschaften. O

Folgerung 4.3.11 (Dualitétssatz). Es seio CV ein polyedrischer konvezer Kegel.
Dann gilt

(V)Y = o

Beweis. Die Inklusion (¢“)¥ D o ist offensichtlich. Der Nachweis der Inklusion
(V)Y C o erfolgt indirekt: Nehmen wir an, es existiere ein v € (¢V)Y mit v € 0.
Dann gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein Element u € ¢V mit u(v) < 0.
Mit anderen Worten, es gilt v(u) < 0 und somit v & (¢¥)", Widerspruch. O

Folgerung 4.3.12. FEs set 0 C V ein polyedrischer konvexer Kegel. Dann ist der
Dualkegel ¥ C U ebenfalls ein polyedrischer konvexer Kegel.

Beweis. Es seien uq,...,u,, beschreibende Linearformen fiir o. Dann diirfen wir
schreiben:

o = {veV;v(w)>0,i=1,...,m}.
Dies bedeutet o = Kegel(uy, . .., uy)Y. Dualisieren ergibt o¥ = Kegel(u1, - . ., tm).
Somit ist oV polyedrisch. O

Folgerung 4.3.13. Es seien 0,7 C V polyedrische konvexe Kegel. Dann gilt:

(i) (enT)V =0V +7V.
(i) (c+7)V=0"Nnr1".

Beweis. Zu (i). Die Inklusion “2” ist leicht einzusehen: Ist u € ¢¥ und v’ € 7V, s0
gilt offensichtlich

Uornr > 0, uiam > 0.
Fiir den Nachweis der Inklusion “C” verwenden wir den Dualititssatz: Wir miissen
lediglich

ont 2 (oV+7Y)
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nachweisen. Es sei v € (¢¥ + 7V)V. Dann gilt u(v) > 0 fiir jedes u € ¢V und
u'(v) > 0 fiir jedes v’ € 7V. Das impliziert bereits

v e (VY)Y =onm

Zu (ii). Wir schreiben ¢ = a¥ und 7 = 8 mit polyedrischen konvexen Kegeln a
und . Wie wir bereits gezeigt haben gilt

(@npg)’ = a’+p"%
Dualisiert man diese Gleichung und setzt dann ¢ = ¥ und 7 = 8V wieder ein, so
steht die gewiinschte Gleichung da. O

Lemma 4.3.14 (Fourier-Motzkin-Elimination). Es sei B C Hom(Q", Q) eine end-
liche Menge von Linearformen auf Q™, und es sei
o = {veQ” u(v) >0 fir alle w € B}
der durch B beschriebene konveze Kegel. Fir jedes uw € B setzen wir u, = u(ey)
und betrachten
B, = {u€B;u,=0} U {ufu —u,ut;utu €B, u >0, u, <0}.
Die Menge B,, C Hom(Q",Q) beschreibt den aus o durch “Elimination der n-ten

Koordinate” erhaltenen konvexen Kegel:

o+ Qe, = {veQ® u(v) >0 firaleue B,}.

Beweis. Zur Inklusion “C”. Die Elemente von o + Qe,, sind von der Gestalt v +
ae, mit v € ¢ und a € Q. Nach Konstruktion ist jedes u € B, eine positive
Linearkombination von Linearformen aus B, und es gilt stets u,, = 0. Somit gilt fiir
jedes u € By:

0.

fir alle w € B,. Dann

u(v+ ae,) = u(v) + au, = u(v)
Zur Inklusion “D”. Es sei v € V ein Vektor mit u(v) >
erhalten wir

o IV

wiu~(v) > u,ut(v)

fiir je zwei Linearformen ™, 4~ € B mit ;7 > 0 und u;} < 0. Diese Bedingung
ldsst sich dquivalent umformulieren zu
- +
@ ot

Un B uj{

fiir je zwei Linearformen ™, 4~ € B mit u;} > 0 und u;} < 0. Wir wiihlen nun ein
o € Q mit

- +
max(u (_v);u_EB,u;<0> < a < min(u (U);u"'EB, u:{>0>

+
n un

und betrachten v’ := v — ae,. Dieser Vektor erfiillt u(v’) > 0 fiir alle v € B mit
u, = 0. Fiir u™,u~ € B mit u} > 0 bzw. u,, <0 erhalten wir weiter

u (V) = u (v) —u,a > 0, ut (V') = ut(v) —ufa > 0.

Wir haben also gesehen, dass u(v") > 0 fiir alle u € B gilt. Mit anderen Worten, es
gilt v’ € o. Somit ist v = v’ + ae, ein Element aus o + Qe,,. O

Lemma 4.3.15 (Noitanimile-Nikztom-Rierouf). Es sei A C Q™ eine endliche Men-
ge, und es sei

o = {ZO‘””; aUGon}

veEA
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der von den Vektoren aus A erzeugte konvexe Kegel. Wir betrachten die folgende
Menge von Vektoren in Q™:

A, = {veA v, =0} U {vjv —v,vt; vt 0T € 4 vf >0, v, <0}.

Dann erzeugt diese Menge den Durschnitt von o mit der Hyperebene v, = 0 als
Kegel:

onQ"t = { Z Q¥ Qi €Q>0}.

vEA,

Beweis. Da die Vektoren aus A,, positive Linearkombinationen von Vektoren aus
A sind und v,, = 0 fiir jedes v € A, gilt, ergibt sich die Inklusion “2”.

Fiir den Nachweis der Inklusion “C” betrachten wir ein Element w € ¢ N Q1.
Dieses ist von der Gestalt
w = Z QU

mit a, € Q>0, und es gilt w,, = 0. Wir schreiben 4 = A°U A+ U A~ wobei v € A°
falls v,, = 0 etc. und setzen

a = E aurvt = E — Q- .
At A~

Falls a = 0 gilt, liegt w offensichtlich in dem von A,, erzeugten Kegel. Falls o # 0
gilt erhalten wir

w = Zavv + Zav+v+ + Zava_

A0 A+ A-
Zavv + éz <Z —av_v;> a,rvt + éz (Zav+v;> Q-
A0 - \ A+

At \a-
Qb Q= _ _
= E a,v + E %(—vnv +uivT).
A0 A+, A-

Damit haben wir w explizit al nichtnegative Linearkombination von Vektoren aus
A,, dargestellt. O

Beweis von Satz 4.3.5. Zur Implikation “(i) = (ii)”. Da man ¢ C V als Bild des
Orthanten 6™ C Q" unter einer linearen Abbildung erhélt und 6™ C Q™ durch
Linearformen beschrieben wird, geniigt es, folgende Aussage zu zeigen: Wird ein
Kegel o' C V' durch Linearformen beschrieben, und ist F: V' — V eine lineare
Abbildung, so wird auch F(c) CV durch Linearformen beschrieben.

Fiir den Nachweis dieser Aussage darf man annehmen, dass F': V/ — V eine Sur-
jektion ist. Dann erreicht man durch Wahl geeigneter Koordinaten, dass F' die Pro-
jektion Q™ — Q™ auf die ersten m Komponenten ist. Diesen Fall kann man schritt-
weise auf n = m — 1 zuriickfithren. Jetzt kann man Fourier-Motzkin-Elimination
anwenden: Es sei 0 = POrt(B). Dann gilt o + Qe,, = POrt(B,,) und es folgt

F(o) = o+ Qe, NPOrt(e;,—er) = POrt(B, U{er, —er}).

Zum Nachweis der Implikation “(ii)=(i)” betrachten wir den Untervektorraum
o == {(v,-Q)); veV} C VxQ™
und den Kegel 1 :=T'g + {0} x §™. Dieser leistet
nN(Vx{0}) = {(v,0); veV, Qv) €d™} = o x {0}
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Wir miissen daher zeigen, dass der Kegel nN (V' x {0}) durch endlich viele Vektoren
erzeugt ist. Das ergibt sich durch wiederholte Anwendung von Lemma 4.3.15. O
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Aufgaben zu Abschnitt 4.3.

Aufgabe 4.3.16. Bestimme Erzeugende fiir den Dualkegels des von den folgenden Vek-
toren in Q% erzeugten Kegels:

v = (1,0,0), va = (0,1,0), vz = (1,0,1), va = (0,1,1).
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4.4. Konvergenzkegel.

Definition 4.4.1. Es sei G eine algebraische Gruppe. Eine (multiplikative) Einpa-
rametergruppe von G ist ein Homomorphismus K* — G algebraischer Gruppen.

Konstruktion 4.4.2. Es sei G eine abelsche algebraische Gruppe und es bezeich-
ne A(G) die Menge aller Einparametergruppen von G. Dann wird A(G) zu einer
abelschen Gruppe durch

A+ X)) = AON(D).

Bemerkung 4.4.3. Fiir den Standard-n-Torus T" hat man einen Isomorphismus
abelscher Gruppen:

7" — ANT™), Vo Ayt (UL ).

Konstruktion 4.4.4. Es seien T und T’ algebraische Tori und ¢: T — T’ ein
Homomorphismus algebraischer Gruppen. Dann hat man einen Homomorphismus
der zugehorigen Einparametergruppen:

ot AM(T) — AT, A = @ol.
Ist ¢: T" — T" ein weiterer Homomorphismus algebraischer Gruppen, so erhalten
Wir (1 0 @)e = s 0 s
Bemerkung 4.4.5. Es seien A € Mat(m,n;Z) und p4: T" — T™ der zugehorige

Homomorphismus von Standard-Tori. Ist v € Z™ und \,: K* — T™ die zugehorige
Einparametergruppe, so gilt

(@A)*(AU) = /\A~U-

Definition 4.4.6. Unter einem Gitter verstehen wir eine endlich erzeugten frei-
en Z-Modul. Ein Homomorphismus von Gittern ist ein Homomorphismus von Z-
Moduln.

Satz 4.4.7. Die Zuordnungen T — A(T) und ¢ — @, liefern einen kovarianten
Funktor von der Kategorie der algebraischen Tori in die Kategorie der Gitter.

Beweis. Nach Konstruktion 4.4.4 liefern die Zuordnungen einen kovarianten Funk-
tor von der Kategorie der algebraischen Tori in die Kategorie der abelschen Grup-
pen. Ist T ein algebraischer Torus, so gibt es einen Isomorphismus p: T — T™.
Damit hat man einen Isomorphismus ¢, : A(T) — A(T™). Nach Bemerkung 4.4.3
gilt A(T™) = Z™. Insbesondere ist A(T) ein Gitter. O

Definition 4.4.8. Es sei (X, T, z) eine torische Varietdt. Wir nennen eine Einpa-
rametergruppe A: K* — T konvergent in X, falls der Morphismus
Aot KF = X t — At)-xo.
eine Fortsetzung zu einem Morphismus A, : K — X erlaubt. In diesem Falle nennen
wir Az, (0) den Grenzwert von A und schreiben
}1_13(1) At)-mg = Ay (0).
Beispiel 4.4.9. Wir betrachten X = C™ mit dem Basispunkt z¢o = (1,...,1) und
der kanonischen Wirkung von T' = T™:
T x K" — T", t-z = (t121,. -, tnzn)-

Die Einparametergruppen von T™ sind von der Gestalt \,: K* — T" ¢t —
(t*r,...,t"). Fiir ein solches A, haben wir

/\v<t)-l'0 = (t“lzl, A ,tU"Zn)
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Mit dem positiven Orthanten 6" = QY gilt: Die Einparametergruppe A, ist genau
dann konvergent in K", wenn

v € d"NZ".
Die moglichen Grenzwerte der Einparametergruppen A, sind genau die Punkte

(#1y...,2n) € {0,1}". Es gibt 2" dieser Grenzwerte in X = K".

Beispiel 4.4.10. Wir betrachten X = V(TTy — T2) C K mit dem Basispunkt
2o = (1,1,1) und der Operation

t2
T2 XX — )(7 t-z = <t1207t221,t222> .
1

Fiir eine Einparametergruppe der Gestalt \,: K* — T2, ¢ — (¢¥1,¢"2) erhalten wir
also

Ao()-mo = (#7,877277,872).
Fiir das Konvergenzverhalten der Einparametergruppen A, : K* — T? in X ergibt
sich damit

Ay konvergent in X <= v >0, 20y > vy, v3 >0
<« v € Kegel((0,1),(2,1)).

Erinnerung 4.4.11. Es sei A € Mat(m,n;Z) gegeben. Dann haben wir den zu-
gehorigen Homomorphismus algebraischer Gruppen

o T — T™, ¢ (4, 1)

Der Abschluss des Bildes von ¢ 4 definiert eine affine Varietét:

Xa = @a(Tr) C K™.
Mit k := rg(A) und einer geeigneten Zerlegung A = C'-B hat man ¢4 = ¢¢ ° ¢,
wobei pp: T" — T* surjektiv und ¢c: T — T™ eine abgeschlossene Einbettung
ist. Damit erhilt man eine Operation von T* auf X 4:

T x X4 — Xa, (t,2) = txz:=@c(t) z,

wobei ¢ - 7 die iibliche Operation von T™ auf K™ bezeichnet. Dadurch wird
(X4,TF 1,,) zu einer affinen torischen Varietdit. Man kann zeigen, dass jede af-
fine torische Varietit torisch ismorph zu einem (X4, T*, 1,,) ist.

Definition 4.4.12. Der zum Gitter A(T") der Einparametergruppen eines algebrai-
schen Torus T' gehorige rationale Vektorraum ist

Ag(T) = Q&zAT).

Der Konvergenzkegel einer affinen torischen Varietét (X, T, xg) ist der konvexe Ke-
gel 0(X) C Ag(T) der durch die in X konvergenten Einparametergruppen erzeugt
wird.

Beispiel 4.4.13. Fiir einen Standardtorus 7' = T* haben wir die natiirlichen Iden-
tifikationen

AT) = ZF, Ag(T) = Q"
vermoge v — A,. Der Konvergenzkegel der affinen torischen Varietdt (K™, T", 1,,)

ist der positive Orthant
o(K") = " = Q3,.

Definition 4.4.14. Ein konvexer Kegel ¢ in einen Q-Vektorraum V heisst spitz,
falls er keine Gerade enthélt.
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Satz 4.4.15. Es seien A € Mat(m,n;Z) und A = C-B eine Zerlegung wie in
Satz 4.2.3 und es sei (X4, T 1,,) die zugehirige affine torische Varietit. Fiir
v € ZF sei \,: K* — T* die zugehorige Einparametergruppe. Dann sind folgen-
de Aussagen dquivalent:

(i) Die Finparametergruppe X, ist konvergent in X 4.
(il) Es gilt C-v € 0™.

Der Konvergenzkegel der affinen torischen Varietit (X a,TF,1,,) ist somit durch
(X a) = CH(6™) gegeben. Insbesondere ist o(X ) ein spitzer polyedrischer konve-
zer Kegel.

Beweis. Wir setzen w := C-v. Nach Definition der Operation von T* auf X4 C K™
und Bemerkung 4.4.5 gilt
Ao 1 = (P o X)) 1y = Ap(t)- 1, = (E“1, ... t9m).

Der Morphismus A, : K* — X4, t — A, (t) * 1, ldsst sich genau dann zu einem
Morphismus K — X4 fortsetzen, wenn er sich zu einem Morphismus K — K™
fortsetzen lisst. Letzteres ist nach obiger Uberlegung dquivalent zu wy, . . ., wm, > 0,
und somit nach Definition von w zu C-v € §™.

Damit ist C~1(6™) der Konvergenzkegel von (X4, T",1,,). Insbesondere ist dieser
Kegel polyedrisch. Da C trivialen Kern besitzt und 6" keine Geraden enthélt, kann
C~1(6™) auch keine Geraden enthalten. O

Beispiel 4.4.16. Wir betrachten die torische Varietét (Py,T!, z0) mit xq := [1, 1]
und der T!'-Operation
t-[20,21] = [20,tz1] = [t 20, 21]-
Die méglichen Einparametergruppen K* — T! sind von der Gestalt \,: ¢t — ¢V mit
v € Z. Es gilt
() = [1,8°] = [t77,1].
Die Einparametergruppe A, ist immer konvergent in Py; fiir den Grenzwert ergeben
sich folgende Moglichkeiten:
[1,0], fallsv >0,
lim A, (¢)-zo = < [1,1], fallsv =0,
t—0
[0,1], falls v < 0.

Definition 4.4.17. Es seien V ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum und o C
V' ein polyedrischer konvexer Kegel. Eine Teilmenge 7 C o heisst Seite von o,
geschrieben 7 < o, falls es eine Linearform « auf V' gibt mit

U, > 0, T = oNker(u).

Definition 4.4.18. Es sei V ein Q-Vektorraum. Ein Fdcher in V ist eine endliche
Menge X spitzer polyedrischer Kegel in V' mit folgenden Eigenschaften:

(i) Gilt 0 € X und 7 < o, so gilt 7 € X.

(ii) Gilt 0,0’ € X, so gilt c N0’ < 7,0".
Beispiel 4.4.19. Es seien ey, ...,e, € Q" die kanonischen Basisvektoren und es
sei ey := —e; — ... — e,. Dann haben wir spitze konvexe polyedrische Kegel

9, = Kegel(e;; j #1i) C Q" 0<i<n.

Die Menge A, := {7 C Q"; 7 < §; fiir ein 0 < ¢ < n} aller Seiten dieser Kegel ist
ein Féacher in Q.
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Satz 4.4.20. Wir betrachten die torische Varietit (P, T", [1,]) und die offenen
Mengen U; := P, \Vp, (T3). Dann ist jedes U; invariant unter der T™-Operation und
definiert eine affine torische Varietit (U;, T™, [1,]) mit Konvergenzkegel o(U;) = 0;.
Die Menge aller Seiten dieser Konvergenzkegel ist der Ficher A,,.

Beweis. Wir bestimmen den Konvergenzkegel von (U;, T", [1,]). Fiir v € Z™ und
die zugehorige Einparametergruppe A, : K* — T™ haben wir

Ap(8)-[1,...,1] = [, . 0] = [tV ¢ 7% Lt
Die Einparametergruppe A, konvergiert also genau dann in U;, wenn —v; > 0 und
v; —v; > 0 fiir j =1,...,n gilt. Letzteres ist dquivalent zu v € §;. O

Satz 4.4.21. FEs seien A € Mat(m,n;Z) und A = C-B eine Zerlegung wie in
Satzi,?,é’ und es sei (Xa,TF 1,,) die zugehorige affine torische Varietit. Weiter
sei X4 C P, der projektive Abschluss von X 4 C K™,

(i) Fiir jedes U; := P, \ Vp, (T;) ist (Xa NU;, T [1,,41]) eine affine torische
Varietit und es gilt
X4 = XaNUgU...UXsNU,,.
(ii) Der Konvergenzkegel der affinen torischen Varietit (Xa NU;, TX, [1,,11])
ist gegeben durch
o(XanU;) = C~Y5) € Q~

Die Menge aller Seiten der Konvergenzkegel o(Xa N U;), wobei i =
0,...,m, bildet einen Ficher (X 4) in QF.

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Fiir Aussage (ii) beachte man, dass eine
Einparametergruppe \,: K* — T* genau dann in X4 N U; konvergiert, wenn
Ac.w: K* — T™ in U; konvergiert. Die Kegel von ¥(X4) sind genau die Urbil-
der der Kegel von A,, unter der durch C definierten injektiven linearen Abbildung
QF — Q™. Damit sieht man, dass (X 4) ein Ficher ist. O
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Aufgaben zu Abschnitt 4.4.

Aufgabe 4.4.22. Betrachte den Standard-Torus T" und die folgenden Einparameter-
gruppen:

Xi =M\ K — T, t— (1,...,1,t1,...,1),
wobei ¢ jeweils an der i-ten Stelle steht. Zeige, dass (A1,...,\,) eine Basis des Gitters
A(T™) ist.

Aufgabe 4.4.23. Es sei A € Mat(m,n;Z) und p4: T" — T™ der zugehoérige Homomor-
phismus algebraischer Gruppen. Beweise folgende Aussagen:

(i) A ist die darstellende Matrix von (pa)« beziiglich der Basen (A1,...,A,) von T™
bzw. (A1,...,Am) von T™ aus Aufgabe 4.4.22.
(ii) Die Abbildung Mor(T", T™) — Hom(A(T™), A(T™)), ¢ — @« ist bijektiv.

Aufgabe 4.4.24. Zeige: Der kovariante Funktor T' — A(T') und ¢ — ¢, von der Kategorie
der algebraischen Tori in die Kategorie der Gitter aus Satz 4.4.7 ist wesentlich surjektiv
und volltreu. Hinweis: Verwende Aufgabe 4.4.23 (ii).

Aufgabe 4.4.25. Weise die Féachereigenschaften fiir A,, aus Beispiel 4.4.19 explizit nach.

Aufgabe 4.4.26. Essei F': V' — V eine injektive lineare Abbildung endlichdimensionaler
Q-Vektorrdume. Zeige: Ist ¥ ein Fiicher in V, so ist ¥’ := {F~!(0); o € £} ein Ficher in
V.

Aufgabe 4.4.27. Bestimme den von den Konvergenzkegeln (X4 NU;) erzeugten Ficher
¥(Xa) aus Satz 4.4.21 explizit fiir die Matrizen

2 0
A=10 21, A=
11

[= el
= =0 O
O = O =
= o = O
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5. GEOMETRIE PROJEKTIVER VARIETATEN

5.1. Rationale Abbildungen und Aufblasungen.

Konstruktion 5.1.1. Es seien X und Y irreduzible Varietaten. Wir betrachten
die Menge

R(X,Y) = {(Uy); 0 #£U C X offen, ¢: U — Y Morphismus}
und darauf die Aquivalenzrelation

U,p) ~ (V;¥) <=  ounv = Yunv-

Wir setzen Rat(X,Y) := R/ ~. Die Elemente von Rat(X,Y) nennt man rationale
Abbildungen von X nach Y und bezeichnet sie mit [U,¢]: X --» Y oder kurz
p: X -—»Y

Beispiel 5.1.2. Es sei X eine irreduzible Varietdt. Dann ist jede rationale Funktion
auf X eine rationale Abbildung X --+» K.

Definition 5.1.3. Es seien X, Y irreduzible Varietéten und [U, ¢]: X --» Y eine
rationale Abbildung.

(i) Man nennt [U, ] definiert in € X, falls es ein (V, ) € R(X,Y) gibt mit

U] = [V, und z € V.

(ii) Der Definitionsbereich von [U, o] ist die Vereinigung Def [U, ¢] aller V C X,
wobei (V, ) € R(X,Y) mit [U, ¢] = [V, ¥].

(iii) Man nennt die rationale Abbildung [U, ¢] dominant, falls die Menge ¢(U)
dicht in Y liegt.

(iv) Man nennt [U,¢]: X --» Y birational, falls es eine rationale Abbildung
[V,9]: Y --» X und nichtleere offene Mengen Uy C U sowie Vy C V gibt
mit

o(Uo) = Vo, Y(Vo) = U,
Vv, © P, = idu,, Py 0 Yy, = idyg.
Beispiel 5.1.4. Es sei W, := K"*1\ {0}. Dann definiert die kanonische Abbildung
T Wn — P, z = [7]

eine dominante rationale Abbildung [W,,, 7,]: K"*! --s P,,. Thr Definitionsbereich
ist gegeben durch

Def [W,,,m,] = K"\ {0} ¢ K™
Tatséchlich ldsst sich m, nicht stetig nach 0 fortsetzen, denn sonst héitte man
m(0) = m,(w) fiir jedes w € K"\ {0}; man nennt 0 € K™™' auch eine Un-
bestimmitheitsstelle von [W,, m,,].

Bemerkung 5.1.5. Es seien X, Y irreduzible Varietiten und [U, ¢]: X --+ Y eine
dominante rationale Abbildung. Dann hat man einen wohldefinierten Komorphis-
mus

¢ KEY) = KX),  [Vig] = [p7'(V),g0¢].

Die Abbildung [U, ¢]: X --» Y ist genau dann birational, wenn ihr Komorphismus
¢*: K(Y) — K(X) ein Isomorphismus ist.

Definition 5.1.6. Es seien X, Y irreduzible Varietidten und [U, ¢]: X --+ Y eine
rationale Abbildung mit U = Def [U, ¢]. Der Graph von [U, ] ist die abgeschlossene
Untervarietit

I'y, = {(z,p(x)); 2€U} € X xY.
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Bemerkung 5.1.7. Es seien X, Y irreduzible Varietiten und [U, ¢]: X --+ Y eine
rationale Abbildung mit U = Def [U, ¢]. Dann ist das Diagramm

r, c¢ T,

w(x,w(x>><lprx pry Yj

U ¢ X--=Y
v
)

kommutativ. Dabei ist der Morphismus U — T,  +— (2, ¢(x)) eine offene Einbet-
tung.

Konstruktion 5.1.8. Wir betrachten K™ mit den Koordinaten z = (21,..., 2,)
und P,,_; mit den homogenen Koordinaten [w] = [wy, ..., w,]. Dann ist

Bl(n) = {(z,[w]); ziw; = zjw;, 1 <4,5 <n} C K" xP,_4

eine glatte n-dimensionale abgeschlossene Untervarietdt von K™ x P, _;. Fiir jedes
1 < k < n hat man eine affine offene Menge

Vi == {(z,[w]) € Bl(n); w, # 0} C Bl(n).

Diese Mengen iiberdecken Bl(n) und man hat fiir jedes 1 < k < n zueinander
inverse Isomorphismen

gﬁk:Kn — Vk

u = (uk(u17"'7uk—1717uk+17'"un)7 [ula"'vuk—lalauk-‘rlv--'un])7

¢k:Vk - K"

w1 Wk—1 Wk+1 w
(z,[w]) (,...,  2g, — ,...,").
Wi W, W Wi

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Bl(n) abgeschlossen in K" xP,,_1 ist. Dies priifen
wir lokal nach. Die affinen offenen Mengen

Wi = {(z,[w]) e K" xP,_; € w; #0} € K" xP,_

iiberdecken K™ x P,,_; und man hat fiir jedes 1 < k < n einen kanonischen Isomor-
phismus

me: K" x K'Y — Wy, (z,[w]) — (2 wi,...,wp—1, L, Wy .., Wp_1]).
Die Abgeschlossenheit von Vj, = Bl(n) N Wy, in Wy, ergibt sich dann durch Zuriick-
holen der definierenden Gleichungen: Mit w’ := (w1, ..., wg_1, 1, Wk, ..., w,_1) gilt
e (Vi) = Vizw) =zwi; i £k#j) N V(zw) = z)
C K*"xK" L
Die Tatsache, dass die Abbildungen ¢ : K® — Vi und ¢y : Vi — K" zueinander
inverse Morphismen sind, ist offensichtlich. O

Beispiel 5.1.9. Fiir n = 2 ist die Varietéit Bl(2) aus Konstruktion 5.1.8 gegeben
durch

BI(2) = {((z,9),[zw]); 2w =yz} C K?xP;.
Weiter sind die Isomorphismen ¢y : K2 — Vi und 9 X — K? fir k = 1,2
gegeben durch

Qol(uvv) = ((u7uu)7 [170])7 302(’“7”) = ((uvvv)7 [u7 1})7
¥1((z,y), [va]) = (377 E) ) 1/}2(($7y), [Z7w]) = (573/) :

z
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Konstruktion 5.1.10. Es sei Bl(n) C K" x P,,_; wie in Konstruktion 5.1.8. Dann
hat man kanonische Morphismen

m: Bl(n) — K", (z,[w)])) — 2
A: Bl(n) — P,_q, (z,[w])) — [w].
Wir nennen 7: Bl(n) — K" die Aufblasung von K" im Nullpunkt. Uber W :=
K™\ {0} ist 7: 7~ 1(W) — W ein Isomorphismus mit Umkehrmorphismus
W = = Y(W), w = (w,[w]).

Weiter hat man 771(0) = IP,,_1; hier definiert Einschréinken von A auf 7=1(0) einen
expliziten Isomorphismus mit Umkehrmorphismus

o:P,_1 — Bl(n), [w] — (0, [w]).
Der Morphismus A: Bl(n) — P, ist lokal trivial mit typischer Faser K: Mit Uy, =
{[w] € P,,_1; wy # 0} hat man V, = A~1(Uy) und ein kommutatives Diagramm

Bl(n) 2 Vi (z,[w))—([w],zx) U, x K
Pn—l ) Uk

Dabei ist Vi, — U x K ein Isomorphismus. Fiir [w] € P,,_; ist die Faser A~!([w])
konkret gegeben durch

AHw]) = A{(tw, [w]; t € K}
Satz 5.1.11. Die Varietit Bl(n) ist irreduzibel.

Beweis. Zunichst beachte man, dass 7~ 1(K" \ {0}) irreduzibel ist. Weiter liegt
jeder Punkt (0,[w]) in A~!([w]) und somit im Abschluss von 7—*(K" \ {0}). Mit
anderen Worten, die Menge 71 (K" \ {0}) liegt dicht in Bl(n). O

Folgerung 5.1.12. Fiir die rationale Abbildung [W,,,m,]: K"t -—» B,, haben wir
Bl(n+1)=T,,.
Konstruktion 5.1.13. Es sei Y C K" eine Untervarietdt mit 0 € Y, und es
sei m: Bl(n) — K™ die Aufblasung im Nullpunkt. Die eigentliche (auch strikte)
Transformierte von Y ist die Untervarietét
Y = 7 (Y \{0}) € Bl(n).

Man hat einen kanonischen Morphismus « := Ty " Y — Y. Die Einschrankung
k: k=Y \ {0}) = Y \ {0} ist ein Isomorphismus.
Beispiel 5.1.14. Es sei w € K™\ {0}. Die strikte Transformierte der Ursprungs-
geraden Y,, durch w ist

Y, = {(tw,[w]; t e K} C Bl(n).

Beispiel 5.1.15. Fiir a € K betrachten wir die Kubik Y = V (y? — 23 — az?) C K.
Zunéchst vermerken wir

ysirg = {(0,0} C Y.

Die eigentliche Transformierte ¥ C Bl(n) bestimmen wir lokal: In den Bezeichnun-
gen von Beispiel 5.1.9 haben wir

o7 (YY) = V2® —u® —au?) = V() UV(? —u—a).
0 (V) = V(? —u?0® —au®v?) = V() UV —ulo — au?).
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Dabei beschreiben V (u?) bzw. V (v?) gerade die Faser 7=1(0). Folglich erhalten wir
fiir die eigentliche Transformierte

GTUY) = VR —au), 9 (V) = V(1 —utv— au?).
Insbesondere schen wir, dass Y glatt ist. Weiter erhalten wir, dass 17071'_1(0) genau

aus den Punkten ((0,0), [1,++/a]) besteht.

Konstruktion 5.1.16. Es seien X eine affine Varietdt und ¥ C X eine abge-
schlossene Untervarietit mit Verschwindungsideal Ix(Y) = (f1,..., fn). Dann hat
man einen rationalen Morphismus

QD:X - IEJ)n—la T = [fl(x)aafn(‘r)]
Die Aufblasung von X in Y ist der Graph X = T, zusammen mit der Projektion

7 :=pry: X — X Uber dem Definitionsbereich W := X\Y von gist w: 7~ (W) —
W ein Isomorphismus.
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Aufgaben zu Abschnitt 5.1.

Aufgabe 5.1.17. Zeige: Die Aufblasung Bl(n) von K" im Nullpunkt wird zu einer tori-
schen Varietédt (Bl(n),T™, 1) durch
t-(z,[w]) := ((tiz1,...,tnzn), [L1ws, ..., thwy]), 1:= ((1,...,1),[1,...,1)]).

Bestimme die Konvergenzficher fiir BI(2) und BI(3). Stelle eine Vermutung fiir den allge-
meinen Fall Bl(n) auf.

Aufgabe 5.1.18. Beweise Folgerung 5.1.12: Fiir die rationale Abbildung
[Wh,mn]: K"*t! -—s P,, haben wir Blln+1)=T,,.

Aufgabe 5.1.19. Essei Y := V(T1 T2 — T3) C K®. Zeige: Es gilt Y& = {0}. Untersuche
die eigentliche Transformierte Y C BI(3) von Y auf Singularitéiten.

Aufgabe 5.1.20. Es sei Y := V(T — T5) C K2. Zeige: Es gilt Y& = {0}. Untersuche
die eigentliche Transformierte Y C Bl(2) von Y auf Singularititen.

Aufgabe 5.1.21. Es gelte Char(K) = 0. Dann ist jeder bijektive Morphismus irreduzibler
Prévarietaten birational.

Aufgabe 5.1.22. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Beweise folgende Aus-
sagen:

(i) Die irreduziblen K-Varietédten bilden zusammen mit den dominanten rationalen
Morphismen eine Kategorie Uy at.

(ii) Die endlich erzeugten Korpererweiterungen K C L bilden eine Kategorie €k,
wobei ein Morphismus von K C L nach K C I.” ein Homomorphismus «: L — L/
mit o g = idg ist.

(iii) Man hat einen kontravarianten, volltreuen, wesentlich surjektiven Funktor

Urat — QEKa X = K(X)7 p = SD*
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5.2. Projektive Varietidten und Vollstéindigkeit.

Definition 5.2.1. Es sei X eine Pravarietit.

(i) Man nennt X eine projektive Varietit, falls X isomorph zu einem abge-
schlossenen Unterraum eines P, ist.
(ii) Man nennt X eine quasiprojektive Varietit, falls X isomorph zu einem
offenen Unterraum einer projektiven Varietét ist.
(iii) Man nennt X eine quasiaffine Varietit, falls X isomorph zu einem offenen
Unterraum einer affinen Varietét ist.

Beispiel 5.2.2. Der projektive Raum P, ist eine projektive Varietidt. Quadriken
in P, sind projektive Varietéten.

Beispiel 5.2.3. Die Varietiit P2\ {[1,0, 0]} ist quasiprojektiv, aber weder projektiv
noch quasiaffin.

Beispiel 5.2.4. Die Varietiit K2\ {(0,0)} ist quasiaffin aber nicht affin.

Satz 5.2.5. Projektive, quasiprojektive und quasiaffine Varietiten sind separiert.

Beweis. Eine Varietdt X der o.g. Typen ist isomorph zu einem lokal abgeschlosse-
nen Unterraum eines P,,. Dieser ist separiert. Somit ist auch X separiert. (]

Bemerkung 5.2.6. Abgeschlossene Unterrdume projektiver Varietédten sind pro-
jektiv. Lokal abgeschlossene Unterrdume quasiprojektiver (quasuiaffiner) Varietéten
sind quasiprojektiv (quasiaffin).

Satz 5.2.7. Produkte sowie Faserprodukte projektiver, (quasiprojektiver, quasiaffi-
ner) Varietiten sind projektiv (quasiprojektiv, quasiaffin).

Beweis. Es seien X und Y projektive Varietdten. Dann ist X isomorph zu einem
abgeschlossenen Unterraum X' C P, und Y zu einem abgeschlossenen Unterraum
Y’ C P,,. Mit der Segre-Einbettung erhalten wir

X'xY CP,xPp =2 ZCPuminim
wobei die Inklusionen jeweils abgeschlossene Unterrdume darstellen. Somit ist X x
Y = X’ x Y’ eine projektive Varietiit.

Sind X und Y quasiprojektiv, so hat man Isomorphismen X 2 U und Y & V mit
offenen Unterrdumen U C X’ und V C Y’ projektiver Varietiten X’ bzw. Y'. Es
gilt dann X x Y 2 U x V und U x V ist ein offener Unterraum der projektiven
Varietit X’ xY’. Im Fall quasiaffiner Varietéiten X und Y argumentiert man analog.

Die Aussagen iiber Faserprodukte ergeben sich aus der Tatsache, dass ein Faserpro-
dukt X Xz Y von projektiven (quasiprojektiven, quasiaffinen) Varietéiten X und Y
stets als abgeschlossener Unterraum von X X Y realisiert werden kann. O

Definition 5.2.8. Eine Varietdt X heisst vollstdndig, falls fiir jede Pravarietat Y
und jede abgeschlossene Menge Z C X x Y das Bild pry (Z) C Y abgeschlossen ist.

Beispiel 5.2.9. Jede endliche Menge ist eine vollstédndige Varietét.

Beispiel 5.2.10. Die affine Varietét K ist nicht vollstandig. Fir Z := V(T1To—1) C
K? ist pry(Z) = K* nicht abgeschlossen in K.

Satz 5.2.11. Abgeschlossene Untervarietiten vollstindiger Varietiten sind wvoll-
standig.
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Beweis. Es seien X eine vollstindige Varietit und X’ C X eine abgeschlossene
Untervarietit. Ist Z C X’ x Y abgeschlossen, so ist Z auch abgeschlossen in X x Y’
und somit ist pry-(Z) C Y abgeschlossen. O

Satz 5.2.12. Produkte sowie Faserprodukte vollstindiger Varietiten sind wvoll-
standig.

Beweis. Es seien X, X’ vollstindig, Y eine Prévarietit und Z C (X x X') x Y
abgeschlossen. Dann ist Z abgeschlossen in X x (X’ xY"). Wegen der Vollstandigkeit
von X ist pry/ .y (Z) abgeschlossen in X’ X Y. Wegen der Vollstindigkeit von X’
ist pry (pry. vy (Z)) = pry (Z) abgeschlossen in Y. O

Satz 5.2.13. Es sei X eine irreduzible vollstindige Varietdt. Dann ist jede Funktion
f € O(X) konstant.

Beweis. Es sei eine Funktion 0 # f € O(X) gegeben. Wir betrachten die abge-
schlossene Menge

Z = {(z,t) e X xK; f(x)t=1} C X xK.

Wegen der Vollsténdigkeit von X erhalten wir eine dann abgeschlossene Menge

prg(Z2) = {teK* t= f(z)"' mit einem z € X}
= {fl@)7h 2 e X\ Vx(f)}
Cc K

Wegen prg(Z) C K* ist prg(Z) endlich. Also nimmt f~! auf U := X \ Vx(f) nur
endlich viele Werte an. Da U irreduzibel ist, muss f~! und somit auch f auf U
konstant sein. Folglich ist f € O(X) konstant. O

Folgerung 5.2.14. Fiir jede algebraische Varietit (X, Ox) sind dquivalent:

(i) (X,0Ox) ist quasiaffin und vollstindig.
(ii) X st endlich.

Beweis. Die Implikation ,,(ii)=-(i)* ist trivial. Zu ,(i)=(ii)“: Es sei X zunichst
irreduzibel. Da X quasiaffin ist, trennen die Funktionen Ox (X) die Punkte von X.
Nach Satz 5.2.13 muss X einpunktig sein. Fiir reduzibles X erhilt man die Aussage
durch Zerlegen von X in irreduzible Komponenten. O

Satz 5.2.15. Es sei X eine vollstindige Varietdt, und es sei p: X —Y ein Mor-
phismus in eine Varietit Y. Dann ist das Bild o(X) eine abgeschlossene Teilmenge
mY.

Beweis. Da 'Y separiert ist, ist der Graph I'y, € X xY eine abgeschlossene Teilmen-
ge. Da X vollsténdig ist, muss pry (I',) abgeschlossen in Y sein. Die Behauptung
ergibt sich nun mit p(X) = pry (I'y). O

Satz 5.2.16. Projektive Varietiten sind vollstindig.

Lemma 5.2.17. Es seien f1,...,fr € K[T1,...,T,] homogene Polynome, und es
sei d; = deg(f;). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt V(f1,..., fr) C{0}.
(ii) FEs gibt ein k € N, fiir das die folgende lineare Abbildung surjektiv ist:

T

T
KTy, Tolk—a, = K1 Tole, (91--,90) = D gifie
i=1 j=1
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Beweis. Zu “(i)=(i1)”. Da jedes T; in 0 verschwindet, liefert der Hilbertsche
Nullstellensatz ein d mit T¢,...,7¢ € (fi,...,f,). Fir k := nd gilt also
K[Ty,...,Tulk € {(f1,..., fr). Damit ergibt sich (ii).

Zu “(ii)=-(i)”: Nach (ii) gibt es ein k € Nmit TF € (f1,..., f,) firallei =1,...,n.
Das impliziert V(f1,..., fr) € {0}. O

Lemma 5.2.18. Fs sei (a1,...,a,) € Z™. Dann erhdlt man eine K*-Wirkung auf
K™ durch

Tz = (t"z1,...,1%z,).

Weiter erhdlt man eine Z-Graduierung K[T1, ..., T, = @y, K[T1, ..., Tyla des
Polynomringes durch

K[TI""7Tn]d = LIH(TU7 VEZZOa arvy + ...+ aply :d)
Dabei gelten folgende Aussagen:

(i) Ein Polynom f € K[T1,...,T,] ist genau dann homogen vom Grad d, wenn
f(t-z) =tif(2) fiir alle t € K* und alle z € K" gilt.

(ii) Pine abgeschlossene Teilmenge X C K™ ist genau dann K*-invariant,
wenn ihr Verschwindungsideal I(X) homogen ist.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich aus der Tatsache, dass man fiir jedes f =
> a, T erhilt

ft-2)

S ) (02

— § auta11/1+m+anun le/l o gln

_ Zﬁ( 5 )

d€Z>o arvi+...+anpv,=d

Der Nachweis von (ii) verlauft genau wie in Satz 1.3.19. Es sei zunéichst X invariant.
Ist dann f € I(X) gegeben, so betrachten wir die Zerlegung f = >, fi in homogene
Polynome f; vom Grad k. Wir haben zu zeigen, dass jedes fi auf X verschwindet.
Ist z € X gegeben, so gilt

0 = f(tz) = ka(t-z) = Ztkfk(z)
A k

fir alle t € K*. Der letzte Ausdruck in der obigen Gleichung ist ein Polynom in
t, das fiir alle ¢ € K* verschwindet. Folglich miissen alle Koeffizienten fi(z) dieses
Polynoms verschwinden. Damit ergibt sich f; € I(X).

Es sei nun I(X) homogen. Wir haben zu zeigen, dass mit z € X auch alle ¢z,
t € K*, in X liegen. Fiir jedes f € I(X) betrachten wir seine Zerlegung f =", fx
in homogene Polynome. Die Behauptung ergibt sich dann mit

flt-z) = > fultz) = D t*fu(z) = 0.
k k

O

Beweis von Satz 5.2.16. Da abgeschlossene Untervarietdten vollstdndiger Va-
rietdten vollstéindig sind, geniigt es zu zeigen, dass P,, vollstindig ist. Es seien
also eine Prévarietdt Y und eine abgeschlossene Menge Z C P, X Y gegeben. Wir
miissen zeigen, dass pry (Z) abgeschlossen in Y ist.
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Fall 1: Es gilt Y = K™. Der Vektor v := (1,...,1;0,...,0) € Z"T1*™ definiert
gemifl Lemma 5.2.18 die K*-Operation ¢-(z,w) := (tz,w) auf K®*1* Die Menge
B = {(zw); ([z,w) € Z} < K™\ {0}) x K™

ist offenbar K*-invariant. Der Abschluss C := B C K*t1t™ ist damit ebenfalls K*-
invariant; siche Bemerkung 4.2.2. Nach Lemma 5.2.18 wird das Verschwindungsideal
I(C) erzeugt durch (v-)homogene Polynome

f1,~~~7fr S K[T,S] = K[TO,...,Tn,Sl,...,Sm].

Es bezeichne d; den Grad des Polynomes f; € K[T,S]. Fiir jedes k£ € N hat man
dann eine K[S]-lineare Abbildung

Mk : @K[T,S]k_dl - K[T,S}k, (gla'”vgr) = Zngz

i=1 i=1
Fixiert man auf beiden Seiten K[S]-Basen B bzw. €, jeweils bestehend aus Mo-
nomen von K[T7], so erhiilt man Darstellungen der p; durch Matrizen Aj mit Koef-
fizienten in K[S]. Fiir jeden Punkt w € K™ erhalten wir eine K-lineare Abbildung

:U’k(w) @K[T]k*dz — K[T}kn (917'-'791‘) = Zgifi(va)'
i=1 i=1

Man beachte hierbei, dass K[T]; die im iiblichen Sinne homogenen Polynome vom
Grad k bezeichnet. Weiter wird p(w) beziiglich der K-Basen By, bzw. € durch
die Matrix Ag(w) dargestellt. Vermoge Auswertung in w € K™ erhalten wir ein
kommutatives Diagramm

I(C) OrenIm(un) < Dren KT, Sk KT, 5]
i J{ i J/f(T’S)Hf(T,w)
Gy =—— ey Im(pr(w)) < Bpren KT ———=KI[T]
Da die senkrechten Abbildungen Epimorphismen sind, muss a,, ein homogenes Ideal
in K[T] sein; es wird von den Polynomen fi(T,w), ..., f(T,w) erzeugt. Fiir jeden

Punkt w € K™ erhalten wir
es ex. z € K"\ {0} mit ([z],w) € Z
es ex. z € K"\ {0} mit (2,w) € C

es ex. z € K"\ {0} mit f(z,w) =0f. alle f € U Im(p)
keN

w € pry(Z)

es ex. z € K™\ {0} mit f(2) =0f. alle f € U Im(pg(w))
keN

kein pg(w) ist surjektiv

es gilt rg(Ax(w) < dim(K[T]x].

Dabei ergibt sich die vorletzte Aquivalenz mit Lemma 5.2.17. Die letzte Bedingung

definiert jedoch eine algebraische Menge in K™.

Fall 2: Y ist eine beliebige Préavarietdt. Wir {iberdecken Y durch offene affine Unter-

[

varietdten V7, ..., V,. Die Menge ist pry (Z) genau dann abgeschlossen in Y, wenn
jede Menge pry (Z) N'V; abgeschlossen in V; ist. Es gilt
pry(Z2) NV = pry.(Z0 P, x V).

Wir diirfen somit annehmen, dass Y affin ist. Dann kénnen wir Y als algebraische
Menge in einem K™ realisieren, und Z ist eine abgeschlossene Teilmenge von P,, X
K™. Damit ist der allgemeine Fall auf Fall 1 zuriickgefiihrt. (]
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Aufgaben zu Abschnitt 5.2.

Aufgabe 5.2.19. Es seien X eine affine Varietdt und Y C X eine abgeschlossene Teil-
menge. Zeige: Blx (YY) ist quasiprojektiv.

Aufgabe 5.2.20. Essei X eine quasiprojektive Varietéit. Zeige: Zu jeder endlichen Menge
M C X gibt es eine affine offene Menge U C X mit M C U.

Aufgabe 5.2.21. Es seien X und X’ irreduzible Varietiten. Beweise die beiden folgenden
Aussagen:

(i) Ist X vollstindig und X C X’ eine offene Inklusion, so gilt bereits X = X".
(ii) Ist @ # X C X’ eine offene Inklusion mit X # X', so ist X keine vollstindige
Varietit.

Gelten die beiden Aussagen auch noch, falls X’ eine Privarietiit, d.h. nicht notwendig
separiert ist?
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5.3. GraBBmannvarietiten I.

Bemerkung 5.3.1. Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Zu 0 < k < n
betrachten wir die Menge aller k-dimensionalen Untervektorrdume von V':
Gk, V) = {U<V;dim(U) = k}.

Man beachte, dass wir eine Bijektion G(1,K") = P,,_; haben. Unser Ziel ist es,
G(k, V) zu einer projektiven Varietit zu machen.

Satz 5.3.2. Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann besitzt V eine
eindeutig bestimmte Struktur als affine Varietdt, sodass fiir jede Basis B von V die
Abbildung

pp: V. — K", v = zx(v)

ein Isomorphismus affiner Varietdten ist; dabei bezeichnet xo (V) € K™ den Koor-
dinatenvektor von v € V' beziiglich der Basis *B.

Beweis. Zum Nachweis der Existenz wahlen wir eine Basis 21 von V und definieren

wie folgt eine Topologie und eine Strukturgarbe auf V:

e Die offenen Mengen von V sind genau die Mengen der Form ¢y (U) mit
U C K" offen.

e Die regulidren Funktionen auf einer offenen Menge go,il(U ) sind genau die
Funktionen der Form f = ¢*(g) mit g € O(U).

Damit wird ¢g: V — K" zu einem Isomorphismus affiner Varietdten. Ist B eine
weitere Basis fiir V', so haben wir ein kommutatives Diagramm

'
P

—1
PBOPy

K" K"

Der Basiswechsel o 0y ist von der Form z + Sz mit einer Matrix S € GL(n, K)
und somit ein Isomorphismus affiner Varietdten. Folglich gilt dies auch fiir pg3.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei eine weitere Struktur einer affinen Varietdt auf
V' mit den obigen Eigenschaften gegeben. Dann ist zu zeigen, dass idy : V' — V ein
Isomorphimus beziiglich dieser Strukturen ist. Das ergibt sich jedoch unmittelbar
aus idy = gogl oidgn 0 Y. (]

Bemerkung 5.3.3. Wir versehen von nun an jeden endlichdimensionalen K-
Vektorraum V' mit der Struktur einer affinen Varietdt wie in Satz 5.3.2. Man be-
achte, dass damit die Vektorraumoperationen

VxV =V, (v,0") = v+, KxV =V, (a,0") — aw
Morphismen affiner Varietédten sind. Weiter ist jede lineare Abbildung endlichdi-
mensionaler K-Vektorrdume ein Morphismus affiner Varietéten.

Konstruktion 5.3.4. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann wirkt
die Gruppe K* durch Skalarmultiplikation auf V' \ {0y }. Wir setzen

PV) = (VA{0v}) /K

und versehen die Menge P(V') mit der Quotiententopologie beziiglich der Restklas-
senabbildung

myv: V\ {0y} — P(V), v = w(v) = [v],
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d.h., eine Menge U C V ist genau dann offen, wenn 7~1(U) offen in V' \ {0y} ist.
Weiter definieren wir eine Strukturgarbe auf P(V) durch

feolU) <= fomeO(x 1 (U)).

Dadurch werden P(V') zu einem Raum mit Funktionen und 7y zu einem Morphis-
mus. Jede Basis 9B fiir V liefert ein kommutatives Diagramm

VA {0y} —=22 o\ {0}

P(V) ——> > P, ,

()= [ps (v)]

Erinnerung 5.3.5 (AuBere Produkte). Es seien K ein Korper und V ein K-
Vektorraum. Die r-fache duflere Potenz von V' wird in drei Schritten konstruiert:

Schritt 1. Man bildet den freien K-Vektorraum F(V") iiber der Menge V", d.h.:
F(VT) = B K(o,...,v).

(v15e00,00)EVT
Schritt 2. Es sei R*(V") <g F(V") der Aufspann von allen Elementen der Form
IK'(vl,...,vl_l,’UZ’ +U£,vi+1,...,vr) — IK'(vl,...,vl_l,’L}i,v¢+1 ..... vr)

— 1 /
K*(v1,-,0i—1, Ujy Vig1,e,07 )y

1k- (Ula--~7vi—17 avy, Ui+17~~-ﬂ)r) - a- (U17-~~7v7‘,—1, Vi, 'U7',+17~'-»'Ur),
1K' (vl,.“,vi,l, VyVit1,-505-1, Uy ijrl,...,vr).

Schritt 8. Die r-fache duflere Potenz von V ist der Quotientenvektorraum

A\V = F(V")/R*V").
Fir 1g - (v1,...,v;) € F(V") bezeichnet vy A ... A v, € V" die zugehorige
Aquivalenzklasse. Die Restklassenabbildung ist dann festgelegt durch
7 F(V") — /\V, Ik (v1,...,00) = V1AL A,

Die Elemente der Form vy A. .. Awv, heissen total zerlegbar; sie erzeugen /A" V. Man
hat eine kanonische alternierende multilineare Abbildung

T
m. v — /\V, (V1,...,0p) = VI AL AU

Zu jeder weiteren alternierenden multilinearen Abbildung ®: V" — W gibt es ein

kommutatives Diagramm
VT 2 W
A
NV

mit einer linearen Abbildung ¢: A"V — W; diese Abbildung ist eindeutig be-
stimmt, und sie ist gegeben durch

YL Ao AY) = P(v,. .., 0p).

Besitzt der Vektorraum eine Basis (v1,...,v,) und ist 1 < r < n gegeben, so ist

(’Uh/\"'/\vir; 1§z’1<...<iT§n).
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eine Basis fiir die r-fache #ufiere Potenz A" V. Insbesondere ist dessen Dimension

gegeben durch
. A n
dim ( /\ V) = ( . ) .

Konstruktion 5.3.6. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und es sei
G(k,V) die Menge aller k-dimensionalen Untervektorrdume von V. Dann hat man
eine wohldefinierte injektive Abbildung

k
Gk V) = P(A\V),
U — Jui, A...Aug], wobel (ug,...,u;) Basis fiir U.

Das Bild +(G(k, V)) ist eine abgeschlossene Menge in P(A" V). Dies macht G(k, V)

zu einer projektiven Varietiit, der Graffmannvarietit und +: G(k,V) — P(A* V) zu
einer abgeschlossenen Einbettung, der Plickereinbettung.

Lemma 5.3.7. Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und es sei 0 # w €

N V. Dann ist
k+1

KZWIV—>/\‘/, v = WAv

eine lineare Abbildung vom Rang rg(k.) > n — k. Weiter sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Es gilt rg(k,) =n — k.
(ii) Es gilt w=v1 A... ANvg mit vy,..., 05 € V.

Beweis. Offensichtlich ist k,, eine lineare Abbildung. Weiter wéihlen wir eine Basis
(u1,...,upn) von V, sodass (uq,...,u;) eine Basis fiir Kern(k,,) ist. Entwickeln von
w nach der induzierten Basis von /\k V liefert eine Darstellung

w = Zai17.,_7ikuil Ao A, mitag,. ; €K

Fiir jedes 1 <4 <[ haben wir w A u; = 0. Wann immer a;, .. ;, 7 0 gilt, hat man
daher i € {iy,..., i} fiir alle 1 <7 <[. Mit anderen Worten, wir erhalten

{1,...,1} C {i1,... i} sobald a;,,. 4, # 0.

Insbesondere muss | < k gelten. Das impliziert rg(k,) > n—k. Gilt rg(k,) = n—k,
so haben wir [ = k und es folgt w = auj A ... A ug mit einem a € K*.

Es bleibt zu zeigen, dass rg(k,) = n — k gilt, falls w von der Form w = v; A... Awg

ist. Wegen w # 0 ist (v1,...,vx) linear unabhiingig. Wir finden also eine Basis der
Form (vi,...,V%, Vk41,--.,0,) fir V. Entwickelt man ein gegebenes v € V nach
dieser Basis, so sieht man
wAv=0 <= wvelin(v,...,v).

O
Beweis von Konstruktion 5.3.6. Die Abbildung 1: G(k, V) — P(AF V) ist wohlde-
finiert, da sich w1 A ... A u, und wf A ... A uj, fir zwei Basen (ug,...,u;) und
(u},...,u}) eines Untervektorraumes U < V nur um einen Faktor aus K* unter-
scheiden.

Zur Injektivitét. Sind zwei verschiedene Untervektorrdume U, U’ < V gegeben, so
finden wir eine Basis (u1,...,u,) von V, sodass U von uq,...,u erzeugt wird,
UNU’ von uy,...,ur und U’ von ug, ..., w4 px_1, wobei 1 <[ < k+ 1. Es folgt, dass
up Ao .. Aug und uA. . . Augqg—1 linear unabhiingig sind. Das bedeutet +(U) # +(U’).
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Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von +(G(k, V') betrachten wir das Urbild unter
der Restklassenabbildung A"V — P(A* V); es ist gegeben durch

B = ﬂ'/_\iv(z(G(k,V))) = {0£we ANViw=v A Av}

Es ist dann zu zeigen, dass die Menge B abgeschlossen in /\k V'\ 0 ist. In den
Bezeichnungen von Lemma 5.3.7 haben wir eine lineare Abbildung

k k+1
o: AV = Hm(V, A V),  w = ke

Fiir die Menge B der nichttrivialen total zerlegbaren Elemente w in /\k V erhalten
wir mit Lemma 5.3.7:
B = {0#4we\V;rg(k,) =n—k}
= & '({x € Hom(V, A*"'V); rg(k) = n — k}).
Letztere Menge ist Urbild einer abgeschlossenen Menge eines Vektorraumes unter
einer linearen Abbildung und somit abgeschlossen. (]
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Aufgaben zu Abschnitt 5.3.

Aufgabe 5.3.8. Jeder endlichdimensionale K-Vektorraum V' sei mit der Struktur einer
affinen Varietdt wie in Satz 5.3.2 versehen. Beweise Bemerkung 5.3.3: Die Vektorraum-
operationen

VxV =V, (v,v") = v+, KxV — V, (a,v") — a-wv
sind Morphismen affiner Varietdten. Weiter ist jede lineare Abbildung endlichdimensiona-

ler K-Vektorrdume ein Morphismus affiner Varietiten.

Aufgabe 5.3.9. Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (e1, ..., e,) und es bezeichne
C = (er) die induzierte Basis von A* V, d.h., I = {i1,...,i,} durchliuft die k-elementigen
Teilmengen von N = {1,...,n} und man setzt e; := e;; A... A e, Dann hat man ein
kommutatives Diagramm

(v1,..,Vk) — VIA.. AV

%% ANV
a: (vy,...,v) — (z(v1),...,.zB(vE)) \Lw — zc(w)
Mat(n, k; K) k(%)

P

wobei z5(v) und z¢(w) die Koordinatenvektoren beziiglich der Basen B bzw. € sind. Die
Pliickerkoordinaten eines Untervektorraumes U € G(k, V) mit Basis (u1,...,ux) sind die
Eintrége des Vektors xzc(ui A ... A ux). Bestimme diese in Abhéingigkeit von der Matrix
(U, ..., uk).

Aufgabe 5.3.10. Es sei V := K". Dann erhilt man eine Wirkung von GL(n,K) auf
G(k,V) durch

w: GL(n,K) x G(k,V) = G(k,V), (A,U) —» AU :={Au; ueU}.

Zeige: Die Abbildung g ist ein Morphismus und G(k,V) ist ein homogener Raum, d.h.,
von der Form G/H mit einer abgeschlossenen Untergruppe H C G.
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5.4. GraBBmannvarietiten II.

Konstruktion 5.4.1. Es seien V ein K-Vektorraum mit Basis (wy, ..., w,) und
1 < k < n. Die induzierte Basis von W := /\k V besteht aus den Vektoren

wr = Wiy, A A w;,, wobei [ ={i1,...,ix} C N:={1,...,n}.

Zu gegebenem I = {iy,...,ix} C N betrachten wir die zugehorige affine offene
Menge in P(W) und ihren Durchschnitt mit G(k, V):

Ur = {D ajwy]; ar # 0}, Gk, V) = U NGk, V).

Weiter setzen wir Vi ; := Lin(wj,; ji € N\ ). Dann hat man einen Isomorphismus
affiner Varietéten

er: (Vimn)f = Gk, V)1, (v1,...,08) = [(wi, +v1) A A (wg,, +og)].

Folgerung 5.4.2. Es seien V ein n-dimensionaler K- Vektorraum und 1 < k < n.
Dann ist die Grafimannvarietit G(k,V') glatt, und es gilt

dim(G(k,V)) = k(n—k).
Beweis von Konstruktion 5.4.1. Es seil W = W \ {0} und 7w : W — P(W) die
Restklassenabbildung. Wir betrachten zunéchst die Zuordnung
Gr: (Vinp)* — W, (V1,.vk) = (Wi Fv1) A A (Wi, + vg).

Die Entwicklungen v; = )" aj;w;, der einzelnen v; nach der Basis (wj,,...,w;, ,)
von Vi liefern Darstellungen

n—k n—k
or(ve,...,vp) = (wiy + Z ayw;, ) A .. A (wg, + Z agw;,)
=1 =1
k n—k
= wy + ZZwil AN aswg NaoANwg,, + w'
j=11=1 S~
j-te Stelle
k n—k
= wr + Z Z (g, Dajiwrpy + w'

wobei w’ eine Summe von total zerlegbaren Elementen mit jeweils mindestens zwei
Faktoren der Form wj,, 1 <1 < n — k ist, der Faktor £(j,!) = 1 durch die dritte
Gleichung bestimmt ist und die Indexmenge 1(j,1) gegeben ist durch

I(],l) = {’U}il, e 7wi]‘v e ,wik,wjl} g N
Vollstindiges Ausmultiplizieren der ersten Darstellung zeigt, dass @; ein Morphis-

mus ist und der zweiten Darstellung entnehmen wir, dass die Bilder von @ alle die
Koordinate a;y = 1 besitzen. Das bedeutet

pr((Vamn)*) € my (G(k, V1)

und somit ist ¢; = my o Py ein wohldefinierter Morphismus. Umgekehrt definiert
die Vorschrift

~ Zz":_lk e(1,)aryw,
Yr:myt U — (VD" Sajwy > a;t- :
S e(n(k, Dagq,ywr,

einen eindeutig bestimmten Morphismus ¥;: G(k,V); — (VN\I)’C mit 1}1 =rom.

Nach Konstruktion gilt 17 o o5 = id. Weiter ist ¢ surjektiv. Somit sind ¢ und vy
invers zueinander. O
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Lemma 5.4.3. FEs seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, 1 < k < n und
a: N"V = K ein Isomorphismus. Dann hat man einen Isomorphismus

k n—k *
5: \V — </\V> , w = = alwAn)

Ist (e1,...,ey,) eine Basis fir V. und bezeichnet (ef,...,ek) die zugehirige duale
Basis fir V., so gilt

6(er) = =zalen)ens
wobei I = {iy,...,ix} € N ={1,...,N} die Basisvektoren ey, ex\; und ex mit
N\I={j1,.--,Jn—k} gegeben sind durch

er:=¢e;; N... Neg, eNn\I ‘=¢€j N Nej ey :=e1N...Nepy.

Beweis. Es ist klar, dass § eine wohldefinierte lineare Abbildung ist. Die weiteren
Behauptungen ergeben sich aus

(0(er))(es) = alerNes) = £laley (es)).
O

Lemma 5.4.4. FEs sei V ein K-Vektorraum, und es sei 1 < k < n. Dann hat man
einen kanonischen Isomorphismus

k k *
VE /\V* — (/\V) , up A Aug = o Ao A v = g (v1) - ug(vg)]

Fiir jede Basis (e1,...,e,) von V ist der Isomorphismus j gegeben durch

(€, Ao Ney )™ = ef Ao Nef .

Beweis. Die Zuordnungen j sowie (e;, A...Ae;, )" = el A...Ae] definieren lineare
Abbildungen, und es geniigt zu zeigen dass diese iibereinstimmen. Das ergibt sich
durch einen Vergleich der Werte auf den Basisvektoren. U

Bemerkung 5.4.5. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann definiert
jedes w € A" lineare Abbildungen
k+1
Kw:V — /\V, v = WA,

n—k+1
Aw: V= /\ v, u — (6(w)) Awu.

Konstruktion 5.4.6 (Pliickerrelationen). Es sei V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum. Wir betrachten die linearen Abbildungen
k k+1
OF /\V — Hom(/\ Vv, w = Koyt
k n—k+1
\Il:/\V — Hom( /\ V,V), w = ALogh
Je zwei Vektoren v € A" ¥V und u € A*! V* definieren dann eine quadratische
Form auf A"V, nimlich
k

Bt AV = Ko w o (607 @) AL (@)

Die Gleichungen =, ,(e) = 0, wobei v € /\n_lﬁ_1 Vound u € /\k—Irl V*, nennt man
die Pliickerrelationen auf /\k V.
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Satz 5.4.7. Es sei G(k,V) C Py die Pliickereinbettung. Dann ist der affine Kegel
iber G(k,n) durch die Pliickerrelationen definiert: Es gilt

k+1 n—k+1

I(C(G(k,V))) = <Eu,v(.); AS /\ V5 ve /\ V>

Beweis. Wir zeigen lediglich, dass C(G(k,V)) das Nullstellengebilde der Pliicker-
relationen ist. Dazu ist zu zeigen, dass ein Element w € A V¥ genau dann total
zerlegbar ist, wenn es die Pliickerrelationen erfiillt.

Es sei zuniichst w € A\ V¥ total zerlegbar. Dann gibt es eine Basis ey, ..., e, von V
mit

w = e N...Neg, Kern(k,,) = lin(eq,...,ex),
Mit Lemmas 5.4.3 und 5.4.4 erhalten wir weiter

J6W)) = ey Ao Nep, Kern()\,) = lin(eg y,...,€p).

Damit sehen wir bereits, dass das Element w die Pliickerrelationen erfiillt, denn es
gilt

Bild(s!) = (Kern(k,))* = Kern(),) = Bild(\})*,
wobei wir den Isomorphismus j~! jeweils nicht hinschreiben. Erfiillt das Element
w € A V* die Pliickerrelationen, so erhalten wir

Kern()\,) = Bild(\!)*. = Bild(x!) = (Kern(ky))*
Es folgt
n = dim(Kern(\,)) + dim(Kern(x,))

Nach Lemma 5.3.7 ist der erste Term durch n—k beschrankt und der zweite durch k.
Es folgt dim(Kern(k,,)) = k. Wiederum nach Lemma 5.3.7 ist w total zerlegbar. [

Konstruktion 5.4.8. Die Menge der k-dimensionalen linearen Unterrdume im
projektiven Raum ist

G(kon) = Glk+1n+1).

Dabei identifizieren wir eine (k + 1)-dimensionale Untervektorraum U C K" mit
dem k-dimensionalen linearen Unterraum ,,(U) C P,,.

Konstruktion 5.4.9. In G(k,n) x P, betrachten wir die Menge der inzidenten
Paare:

X(k,n) = {(U,u) € G(k,n) xPy; ueU}.

Die Menge X(k,n) C G(k,n) x P, ist eine abgeschlossene Untervarietit, und man
hat die Projektionsmorphismen

m: X(k,n) = G(k,n), (U,u)—U, m: X(k,n) = Py, (Uyu) = u.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass die Menge X(k,n) C G(k,n) x P,, abgeschlossen
ist. Das ergibt sich jedoch sofort mit

X(k,n) = {(Jos Ao Avgga]s [w]); v1 A Avggy Aw =0} € P(AK™) x P,,.
(]

Konstruktion 5.4.10. Es sei X C G(k,n) eine abgeschlossene Untervarietiit.
Dann erhélt man eine abgeschlossene Untervarietét

Uuv < Pp.
UeX



110 © J. HAUSEN, 15. OKTOBER 2019

Beweis. Mit der Varietdt X(k,n) der inzidenten Paare in G(k,n) x P, und den
Projektionen 71, w5 erhalten wir

UU = mE'(X).

vex
Da X(k,n) als projektive Varietit vollstindig ist, erhalten wir, dass ma(m; ' (X))
abgeschlossen in P, ist. O

Konstruktion 5.4.11. Es sei X C P, eine abgeschlossene Untervarietit, und es
sei 1 < k < n. Dann erhélt man eine abgschlossene Untervarietét

Uk, X) = {U€Gk,n); UNX £0} C Gk, V).

Beweis. Mit der Varietdt X(k,n) der inzidenten Paare in G(k,n) x P, und den
Projektionen 71, w5 erhalten wir

Uk, X) = m(my (X))
Da X(k,n) als projektive Varietédt vollstindig ist, erhalten wir, dass m (w;l(X))
abgeschlossen in G(k,n) ist. O

Konstruktion 5.4.12. Es seien X,Y C P, disjunkte Untervarietéten, und zu
(r,y) € X XY sei L(z,y) C P, die Verbindungsgerade. Dann erhilt man eine
abgeschlossene Untervarietét

VX, Y) = |J Ly C P,
(z,y)eX XY

Beweis. Wir betrachten die Varietiten U(1,X) C G(1,n) und U(1,Y) C G(1,n)
aller Geraden durch X bzw. Y. Dann erhalten wir die Behauptung mit Konstruk-
tion 5.4.10: Mit A:=U(1,X)NU(1,Y) gilt
V(X,Y) = (JL
LecA
d

Beispiel 5.4.13. Es seien X C P, eine abgeschlossene Untervarietét, und es sei
Zoo € P\ X. Dann ist der projektive Kegel iiber X mit Spitze x, die abgeschlossene
Untervarietét

VX, {zx}) C P,
Beispiel 5.4.14. Essei X = V(1¢ +...+T?) C P, eine Quadrik mit r < n. Dann
gilt
XS — V(Ty,...,T,) = Pp_p_y
und
X' = XOV(Ti1s...,Ty) € V(Tyin,...,Ty)

ist eine glatte Quadrik in V(T,41,...,T,) = P,.. Die Quadrik X erhélt man als
Verbindungsvarietit von X’ und X*"¢: Es gilt

X = V(X' xn8),
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Aufgaben zu Abschnitt 5.4.

Aufgabe 5.4.15. Es seien X C P, eine Untervarietit und C(X) C K™ der zugehérige
affine Kegel. Zeige: Der projektive Abschluss C(X) C P,41 ist ein projektiver Kegel iiber
einer Untervarietit X’ C P, mit X' = X.

Aufgabe 5.4.16. Es sei Char(K) # 2 und V = K*. Weiter bezeichne e; € K* den i-ten
Einheitsvektor und es sei w € /\2 V gegeben mit der Entwicklung

w = Z aije; N\ ej.
1<i<j<4
Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) Es gilt w = v1 Avg mit v1,v2 € V.
(i) Esgilt wuAw=0e A*V.
(iii) Es gilt ai12a34 — a13a24 + a14a23 = 0.
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6. DIVISOREN

6.1. Normale Singularititen.

Erinnerung 6.1.1. Es sei R C S eine Erweiterung von K1-Ringen. Man nennt ein
Element s € S ganz iiber R, falls es eine Ganzheitsgleichung erfiillt:

s¥ +ap_1s81 +...+a1s+ay = 0, wobei ar_1,...,a9 € R.

Der ganze Abschluss R := {s € S; s ganz iiber R} ist ein Unterring in S. Man
nennt einen Integrititsring R normal, falls R = R fiir R C Q(R) gilt.

Jeder faktorielle Ring ist normal. Iansbesondere ist der Polynomring K[T7, ..., T),]
normal.

Lemma 6.1.2. Es scien L ein Korper und R; C L, i € I, Unterringe. Sind alle

R; normal, so ist auch ihr Durchschnitt ﬂiel R; normal.

Beweis. Wir setzen R := (,c; R;. Als Unterring des Korpers L ist R ein Inte-

grititsring. Um R = R nachzuweisen, vermerken wir zunichst, dass
QR) € Q(R;) C L
gilt. Ist nun r € Q(R) ganz iiber R, so ist R auch ganz iiber jedem R;. Da alle R;

normal sind, erhalten wir r € R;. O

Lemma 6.1.3. Es seien R ein Integrititsring und S C R ein multiplikatives Sy-
stem. Ist R normal, so ist auch der Bruchring S™'R normal.

Beweis. Da R ein Integritétsring ist, haben wir die folgenden Ringerweiterungen:
R C ST'R C Q(R) = Q(ST'R).
Es sei nun r/s € Q(R) ganz iiber S™!R. Dann haben wir eine Ganzheitsgleichung
r r

k k—1 b;
(7) + ar_1 (7) +...4+ay = 0, mit a; = —, b;, € R, ¢; € s.
S S C;

?

Es sei ¢ := ¢y, - ... - co. Multiplizieren der obigen Ganzheitsgleichung mit c* liefert
cr\k cr\k—1 &
(;) + cap_1 (;) +...4+c%ag = 0.

Also ist ¢r/s € Q(R) ganz iiber R, und wir erhalten folgt ¢r/s € R. Das impliziert
jedoch

Definition 6.1.4. Es sei X eine Pravarietéit.

(i) Ein Punkt z € X heisst normal, falls der lokale Ring Ox , normal ist.
(ii) Wir nennen X normal, falls jedes x € X normal ist.

Satz 6.1.5. FEs sei X eine irreduzible affine Varietdt. Dann sind dquivalent:

(i) X ist normal.
(il) O(X) ist ein normaler Ring.
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Beweis. Sind alle Halme Ox , normale Ringe, so erhalten wir die Normalitét O(X)
mit Lemma 6.1.2 und

OX) = () Oxa C K(X).
zeX

Ist O(X) normal so ist nach Lemma 6.1.3 auch jeder Halm Ox , = O(X)y, ein
normaler Ring. O

Beispiel 6.1.6. K™ ist normal, da K[T},...,T,] als faktorieller Ring normal ist.
Damit sind auch P,, und G(k, n) normal.

Beispiel 6.1.7. Die Neilsche Parabel X := V(T? —T%) C K2 ist nicht normal. Wir
betrachten den surjektiven Morphismus
v K = X, z = (2%,2%).
Der zugehorige Komorphismus ¢*: Ox (X) — K[T] ist injektiv. Sein Bild ist gerade
R = ¢"(0Ox(X)) = K[T2,T%] = {Zam’ e K[T]; a) = 0} .
Es folgt Q(R) = K(T'). Das Element T' € K(T') ist offensichtlich ganz iiber R, liegt
jedoch nicht in R.

Definition 6.1.8. Eine affine Varietdt X heisst lokal faktoriell, falls jeder lokale
Ring Ox ., wobei x € X, faktoriell ist.

Bemerkung 6.1.9. Es sei X eine affine Varietét. Ist O(X) faktoriell, so ist auch
jeder Halm Ox 5 = O(X ), faktoriell. Insbesodnere ist X lokal faktoriell.

Satz 6.1.10. Glatte Varietdten sind lokal faktoriell.

Beweis. Der Satz folgt aus der nichttrivialen (und hier nicht bewiesenen) Tatsache,
dass jeder regulire lokale Ring faktoriell ist (s. Matsumura, Commutative Algebra,
Thm. 48, Seite 142). O

Satz 6.1.11. Lokal faktorielle Varietditen sind normal.

Beweis. Jeder faktorielle Ring ist normal. Dies wendet man auf die lokalen Ringe
an. O

Bemerkung 6.1.12. Wir haben eben verschiedene Klassen affiner Varietdten ken-
nengelernt. Mit den beiden obigen Sétzen ergibt sich folgendes Bild:

glatte Varietditen C lok. fakt. Varietdten C normale Varietdten.

Die folgenden Beispiele zeigen, dass es sich dabei jeweils um echte Inklusionen
handelt.

Beispiel 6.1.13. Es sei X := V(T1T, —T%) C K2. Wir zeigen, dass X zwar normal
ist, aber nicht lokal faktoriell. Dazu betrachten wir die Abbildung
0:K? = X, (21,20) = (2}, 23, 2120).

Diese Abbildung ist surjektiv; man kann fiir jeden Punkt (a1, as,as) € X ein Urbild
angeben. Getrennt nach den Féllen a; = 0, as = 0 sowie ajas # 0 gilt

@(07 \/@) = (a17a27a3)7 ‘p(\/av 0) = (a17a27a3)7 (p(%,\/@) = (a17a27a’3)'

Insbesondere ist der zugehorige Komorphismus ¢*: Ox(X) — K[T1, T3] injektiv.
Fiir sein Bild erhalten wir

R:= @*(OX(X)) = K[T127T227T1T2}
= {Z CL”T{TQJ € K[Tl,TQ]; Qi = 0 falls 4 +] ungerade} .
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D.h., R besteht genau aus den geraden Polynomen in K[T7,Ts]. Wir zeigen, dass
R normal ist. Dazu sei f/g € Q(R) ganz iiber R. Dann ist f/g insbesondere ganz
iber K[Tl, TQ] .

Da der Polynomring K[T}, T3] als faktorieller Ring normal ist, gilt f/g € K[T}, T3].
Da f/g als Quotient gerader Funktionen gerade ist, folgt f/g € R. Um zu sehen,

dass X nicht lokal faktoriell ist, betrachten wir den lokalen Ring Ox . Zunéchst
sei vermerkt, dass man vermoge ¢* einen kanonischen Isomorphismus erhélt

Oxo0 = Ry = {f/9€ Q(R); g(0) # 0} C Q(R).
Es geniigt also zu zeigen, dass Ry kein faktorieller Ring ist. Dazu zeigen wir, dass
F := T} € Ry irreduzibel, aber nicht prim ist. Zur Irreduzibilitit: Es sei
ab L
F = =3 mit a,b,a,b € R, a(0),b(0) # 0.
Wir haben zu zeigen, dass einer der Faktoren a/a und 5/ b eine Einheit in Ry ist.
Multiplikation der obigen Gleichung mit ab liefert die folgende Gleichung in R:

abF = abT? = ab.

Diese bearbeiten wir nun in K[T7,75]. Wir behaupten, dass 77 eines der beiden
Elemente @ und b teilt. Andernfalls hétten wir

a = Tla', E = le/

mit gewissen o', b’ € K[T},Tz]. Die Polyome a’ und b’ sind offenbar ungerade, ins-
besondere folgt a’(0) = 0 = b'(0). Das widerspricht ab = a’b’. Also muss T? eines

der Elemente @ und b teilen, etwa a. Damit folgt
ab = d'b
mit cinem o’ € K[T},T]. Insbesondere ergibt sich b(0) # 0. Folglich ist b/b eine

Einheit in Ry. Analog schliet man, dass a/a Einheit ist, falls 77 Teiler von b ist.
Zeigen wir nun, dass T? kein Primelement in Ry ist. Wir betrachten die Zerlegungen

T2T? = (I'T)(T\Ty) = FT%.

Wire F' Primelement in Ry, so miisste F' ein Teiler von 7175 sein, d.h., T'T» = Fa/a
mit gewissen geraden Polynomen @ und a, wobei a(0) # 0. In K[T}, T] hitten wir
damit

aTg = ?J:Tl
Das Monom T5 muss dann Teiler von @ sein, was a(0) = 0 impliziert. Widerspruch.
Also kann F kein Primelement in R sein. Da irreduzible Elemente in faktoriellen
Ringen prim sind, kann R kein faktorieller Ring sein.

Beispiel 6.1.14. Es seien Char(K) # 2 und X := V(TZ + ... + T?) C K" mit
r > 5. Dann gilt X*"8 = {0}. Der Ring O(X) ist faktoriell und somit sind auch
alle lokalen Ringe Ox . faktoriell, insbesondere gilt dies fiir den lokalen Ring Ox .
einen Beweis findet man in Scheja/Storch, Lehrbuch der Algebra, Teil 2, VII.60.2.

Satz 6.1.15. Es seien X eine irreduzible normale Privarietit, n := dim(X) und
Y C X mit dim(Y') = n— 1. Dann gibt es eine affine offene Menge U C X und ein
feOx(U) mit

uny # 0, Iy(YNnU) = (f).

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass X affin ist. Es sei Y/ C Y eine (n — 1)-
dimensionale irreduzible Komponente, und es sei 0 # ¢g € Ix(Y). Nach dem
Krullschen Hauptidealsatz ist Vx(g) € X rein (n — 1)-dimensional. Nach dem
Identitétssatz ist daher Y’ eine irreduzible Komponente von X. Durch geeignetes
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Verkleinern von X erreichen wir Y =Y’ = Vx(g). Wir diirfen also von vorneherein
annehnemmen, dass Y irreduzibel ist, und dass ¥ = Vx(g) mit einem g € O(X)
gilt.

Es seien g1, ..., g, Erzeugende des Verschwindungsideales Ix(Y). Nach dem Hil-
bertschen Nullstellensatz gibt es Zahlen k; € Zso mit g¥ € (g). Fiir hinreichend
grofes k, etwa k > rmax(ky, ..., k,), gilt daher

Ix(Y)" < (g).

Wir withlen nun &£ minimal mit der obigen Eigenschaft. Dann gibt es eine Funktion
h € Ix(Y)*t mit h & (g) und ah € (g) fiir alle a € Ix(Y). Wir erhalten

h
(6.1.15.1) 2 e KX)\oX),
g
h
(6.1.15.2) ZIx(Y) € OX),
g
h
(6.1.15.3) —Ix(Y) ¢ Ix(Y).
)
Dabei bedarf die letzte Aussage der Erlduterung. Hétte man h/glx(Y) C I(Y), so
erhélt man fiir die Erzeugenden g1, ..., g, von Ix(Y) Darstellungen
h T
~9 = Zaijgj
g =
mit Funktionen a;; € O(X). Wir betrachten A := (aij)1<ij<r- Dann ist
(91,---,9r) € K(X)" Eigenvektor zum Eigenwert h/g der Matrix A. Das bedeu-
tet
h
det (Er — A) = 0.
g

Dies ist jedoch eine Ganzheitsgleichung fiir h/g iiber O(X). Da O(X) nach
Satz 6.1.5 normal ist, folgt h/g € O(X). Widerspruch zur Wahl von h und g.
Nach 6.1.15.3 gibt es eine Funktion f € Ix(Y) mit fh/g & Ix(Y). Nach 6.1.15.2 gilt
fh/g € O(X). Wir setzen U := Xyp,,. Wegen fh/g & Ix(Y') ist der Durchschnitt
Y NU nicht leer. Weiter haben wir in K(U):

h(fh

iy (YnU) = g(g) Iy(Y NU)

1 -1
- h(fh) {a <fh> ;a€lx(Y), l€Z>0}
g\g 9
1
_ {Za(f;) ;aeIX(Y)7l€Z>1}

C o).
Damit folgt, dass f|y die gewiinschte Funktion ist: Fiir b € Iy (Y NU) gilt nach der
obigen Uberlegung f~1b =a € O(U), und es folgt b = af € (f). O

Beispiel 6.1.16. Es sei X := V(2122 — 2324) € K*. Dann ist X eine irreduzible
(sogar normale) dreidimensionale affine Varietét. Die zweidimensionale Teilmenge
Y = Vi(z,23) & K2
kann jedoch nicht als Nullstellenmenge einer Funktion f € O(X) realisiert werden,

da X \ 'Y nicht affin ist. Insbesondere kann Ix(Y) kein Hauptideal sein.
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Aufgaben zu Abschnitt 6.1.

Aufgabe 6.1.17. Beweise die Aussage aus Beispiel 6.1.16: Betrachte die algebraischen
Mengen

X = V(ziz2 — z324) C K*, Y = Vi(z1,23) € X
und zeige, dass Y nicht als Nullstellenmenge einer Funktion f € O(X) realisiert werden
kann.

Aufgabe 6.1.18. Essei X eine affine Varietdt mit irreduziblen Komponenten X, ..., X,.
Zeige:

xoe = x| JxanX;).
i=1 i#j
Hinweis: Zur Losung der Aufgabe darf verwendet werden, dass jeder regulére lokale Ring
faktoriell ist.






ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 119

6.2. Der Divisor einer Funktion.

Beispiel 6.2.1. Es sei X := K. Ein Divisor auf X ist eine formale Linearkombi-
nation:
D = Z az{z}, wobei a, € Z und fast immer a, = 0.
reX

Die Menge der Divisoren auf X wird auf kanonische Weise zu einer abelschen Grup-
pe; man setzt

(Soctar) + (S otn)) = Slocraotel

zeX zeX zeX
Wir wollen nun jeder rationalen Funktion 0 # f € K(X) = K(T') einen Divisor
div(f) zuordnen.

Zunéchst definiert man in zwei Schritten die Ordnung ord,(f) von f in einem Punkt
z € X: Fiir ein Polynom 0 # p = a[],cx (T — a)"® setzt man
ord;(p) := v(z) = max(n € Z>0; (T —z)"|p)

Dann schreibt man f = p/q mit p, ¢ € K[T] und setzt ord, (f) := ord,(p) —ord,(q);
dies héngt nicht von der Wahl von p, ¢ ab. Der Divisor von f ist dann

div(f) := Zordx(f){x}.
zeX

Man beachte, dass f +— div(f) einen Homomorphismus von WDiv(X) in die Gruppe
der Divisoren von X definiert. Weiter hat man fir A € K/X)* Polynome f,g €
O(X) stets

he O(X) <= ordg(h)>0firallex e X
<—: div(h) >0,
flgin O(X) <= ord,(g) > ord,(f) fir allez € X
< div(g) > div(f).

Definition 6.2.2. Es sei X eine irreduzible Privarietit.

(i) Ein Primdivisor auf X ist eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y C
X mit dim(Y) = dim(X) — 1.

(ii) Ein Weildivisor auf X ist eine formale ganzzahlige Linearkombination von
Primdivisoren:

D = Z ayy, ay € Z, fast immer ay = 0.
Y CX Primdivisor

(iii) Die Weildivisorengruppe von X ist die Menge WDiv(X) aller Weildivisoren

auf X zusammen mit der Addition

(;ayY> + (;lnd’) = Ylay + b)Y

Y
Definition 6.2.3. Es sei K ein Koérper. Eine diskrete Bewertung auf K ist eine
surjektive Abbildung v: K — Z U {co}, sodass stets gilt

v(a) =00 <= a=0, v(ab) = v(a)+ v(b), v(a+b) > min(v(a),v(b)).

Der zu einer Bewertung v: K — Z U {oco} gehorige diskrete Bewertungsring ist
definiert als

R, = {a€K; v(a)>0}.
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Beispiel 6.2.4. Es sei X = K. Dann definiert jedes x € X eine diskrete Bewertung
auf dem Funktionenkérper K(X) durch

ord,: K(X)* — Z, f = ord.(f).

Der zu dieser Bewertung gehorige diskrete Bewertungsring ist genau der Halm der
Strukturgarbe in x:

Rot, — {f—z; ordy (p) > ordm<q)} ~ Oy

Bemerkung 6.2.5. Es sei X eine irreduzible Pravarietdt. Dann hat man fiir jedes
z € X einen kanonischen Monomorphismus

Ox.: — K(X), fo = U, f],

wobei f € Ox(U) den Keim f, représentiert. Fasst man Ox , als Unterring von
K(X) auf, so gilt stets

Def(f) = {z€X; fecOx.},
Ox . {f € K(X); = € Def(f)}.

Definition 6.2.6. Es seien X eine irreduzible Pravarietit und Y C X eine irredu-
zible abgeschlossene Menge. Der lokale Ring von Y in X ist der Unterring

Oxy = {f €K(X); YNDef(f) #0} C K(X).
Bemerkung 6.2.7. Es sei X eine irreduzible Pravarietdt. und Y C X eine irredu-

zible abgeschlossene Menge. Ist U C X offen mit UNY # (), so hat man kanonische

Isomorphismen
K(U)
K(X)

Lemma 6.2.8. Es seien R ein KI1-Ring und S C R ein multiplikatives System. Ist
R noethersch, so ist auch S™'R noethersch.

Ouvynu <

OX,Y c

Beweis. Wir betrachten den kanonischen Homomorphismus ¢: R — S™'R, a —
a/1. Dann gilt S~(271(b)) = b fiir jedes Ideal b C S™!R. Somit erbt S~ R die
Kettenbedingung von R. (|

Bemerkung 6.2.9. Es seien X eine irreduzible affine Varietdt und ¥ C X eine
irreduzible abgeschlossene Teilmenge. Dann ist py := Ix(Y) C O(X) ein Primideal
und man hat einen kanonischen Isomorphismus

f f
O(X)py — Oxyy, - = =
g g
von Algebren. Insbesondere ist Ox y ein noetherscher lokaler Integritétsring mit

maximalem Ideal
myy = {ch; f€py, g€ O(X) \PY}

Satz 6.2.10. FEs seien X eine irreduzible Prdivarietdt und Y C X eine irreduzible
abgeschlossene Menge. Dann ist Ox y ein noetherscher lokaler Integrititsring mit
Quotientenkorper K(X) und mazimalem Ideal

myy = {feK(X); YNDef(f)#0, flynpet(s) =0}

Satz 6.2.11. Es seien X eine irreduzible normale Pravarietit und Y C X ein
Primdivisor. Dann ist das mazimale Ideal in Ox y ein Hauptideal.



ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 121

Beweis. Nach Bemerkung 6.2.7 und Satz 6.1.15 diirfen wir annehmen, dass X affin
ist und dass ein f € O(X) existiert mit

Ix(Y) = (f).

Mit S := O(X) \ (f) ist das maximale Ideal in Ox y = S~1O(X) gegeben durch
S=HS). O

Satz 6.2.12. Es sei R ein noetherscher lokaler Integrititsring mit maximalem Ideal
m C R, sodass m = (a) fir ein a € R gilt.

(i) Jedes b € R besitzt eine Darstellung b = ca™ mit eindeutig bestimmten
c€ R* undn € Z>y.

(ii) Jedes Ideal a C R ist von der Gestalt a = m™ mit einem eindeutig be-
stimmten n € Zxq.

Lemma 6.2.13. Es seien R ein noetherscher Integrititsring und a € R eine Nicht-
einheit. Dann gilt:

R = | [{a")\ (@™

n=0

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass R durch die Mengen (a™) \ (a"*!) iiberdeckt
wird.

Dazu sei b € R gegeben. Dann gilt entweder b € (a°) \ {(a'), oder es gilt b € (a'). In
letzterem Fall haben wir b = b;a mit einem b; € R. Da a eine Nichteinheit ist, gilt
dabei (b) C (by) Fiir by erhilt man analog entweder b; € (a°) \ (a') oder by = baa
mit einem by € R. Letzteres liefert eine echte Inklusion (b1) C (be).

Da R noethersch ist, erhilt man nach endlich vielen Schritten b, € (a®)\ (a'), denn
sonst hétte man eine unendliche strikt aufsteigende Kette

(b)) C (by) C (b3) C ...,  wobeib; € (a®)\ (a').

Mit b,—1 = bpa, by—s = b,_1a ete. schliessen wir b = b,a™. Das bedeutet b € (a™).
Weiter gilt b & (a™*!), denn sonst hiitte man b,a"™ = ca™*! mit einem ¢ € R und
somit b,, = ca. Widerspruch zu b,, & (a'). O

Beweis von Satz 6.2.12. Zu (i). Fiir den Nachweis der Existenz sei b € R gegeben.
Nach Lemma 6.2.13 gibt es ein n mit b € (a™) \ (a"*!). Aus b € (a") ergibt sich
eine Darstellung b = ca™ mit ¢ € R. Wir miissen zeigen, dass c eine Einheit ist.
Andernfalls wire (c) ein echtes Ideal, und somit hitte man (¢) C m = (a) das
impliziert ¢ = ¢’a mit einem ¢ € R. Widerspruch zu b &€ (a"*1).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien zwei Darstellungen b = ca™ = da™ wie in der
Behauptung gegeben. Dann darf man n > m annehmen. Da R ein Integritétsring
ist, ergibt sich ca™ ™™ = d. Da a keine Einheit in R ist folgt m = n und somit ¢ = d.

Zu (ii). Es sei a £ R ein Ideal. Da R noethersch ist, gilt a = (ai,...,a,) mit
gewissen a; € R. Nach Aussage (i) gilt a; = ¢;a™ mit Einheiten ¢; € R*. Fiir

n := min(ny,...,n,) erhalten wir a = m™. Dabei ist n eindeutig wegen
W=t e (@) = ()
— a" = ca® mit c € R*
= n =k
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Konstruktion 6.2.14. Es sei R ein noetherscher lokaler Integritéitsring mit ma-
ximalem Ideal m = (a) C R. Fiir b € R sei (b) = m"® die Darstellung aus
Satz 6.2.12 (ii). Dann definiert

vr: QR) — Z, O#Z—; — n(by) —n(b2), 0 — oo

eine diskrete Bewertung auf dem Quotientenkorper Q(R), und R ist der zugehérige
diskrete Bewertungsring.

Beweis. Jedes Element by /by € Q(R)* besitzt nach Satz 6.2.12 eine eindeutige

Darstellung
b m
a_ar ca”, ceER", neZ.
b coa™2
Dabei gilt n = n(b1) — n(bs) = vr(b1/b2). Indem man fiir b; geeignete Potenzen

von a wihlt erhédlt man sofort die surjektivitdt von vg. Weiter ergibt sich

vr(aB) = vgr(a)+vgr(B).
Die Tatsache, dass R = R,,, gilt ist ebenfalls offensichtlich. Es bleibt zu priifen,
dass stets

VR(Oé—f—ﬁ) > min(VR(Oé),VR(ﬁ))

gilt, sofern a + 8 # 0. Dazu diirfen wir vg(a) > vg(S) annehmen. Dann erhalten

WIr
«

3 = ~a" mit v € R*, n =vg(a) —vg(B) > 0.
Es folgt
a+ Q
= —-4+1 € va"+1 € R.
5B !

Das liefert schlieflich
vr(b+c¢) = vr(c("+1)) = vr(e) +vr(Y"+1) > vg(e).
O

Konstruktion 6.2.15. Es seien X eine irreduzible normale Pravarietit und Y C X
ein Primdivisor. Dann hat man eine diskrete Bewertung, die Ordnung lings Y:

ordy : K(X) — ZU {o0}, 0#f = voxy(f), 0 oo
Bemerkung 6.2.16. Es seien X eine irreduzible normale affine Varietit.
(i) Ist Y C X ein Primdivisor, und 0 # g € O(X), so gilt
ordy(g) > 0 <« Y C Vx(g).

(ii) Fiir jedes f € K(X)* gibt es nur endlich viele Primdivisoren ¥ C X mit
ordy (g) # 0.

Definition 6.2.17. Es sei X eine irreduzible normale Pravarietdt. Dann ist der
Divisor einer Funktion f € K(X)* definiert als

div(f) := Z ordy (f)Y.

YCX prim

Bemerkung 6.2.18. Es sei X eine irreduzible normale Pravarietdt. Dann definiert
die Zuordnung f — div(f) einen Homomorphismus K(X)* — WDiv(X).
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Aufgaben zu Abschnitt 6.2.

Aufgabe 6.2.19. Es seien X eine irreduzible normale Varietdt, ¥ C X ein Primdivisor
und f € Ox,y. Weiter seien U C X eine affine offene Menge mit UNY # @ und g € O(U)
mit Iy (Y NU) = (g). Zeige: Es gilt ordy (f) = max(n € Z>o0;9" | f)-

Aufgabe 6.2.20. Zeige: Auf X := K" ist jeder Weildivisor der Divisor einer rationalen
Funktion.

Aufgabe 6.2.21. Es seien X = V(T1T> — T3Ty) C KA. Zeige, dass der folgende Divisor
nicht Divisor einer rationalen Funktion ist:

D = Vx(Th) + Vx(T3).
Aufgabe 6.2.22. Es seien X eine irreduzible Pravarietdt und Z C Y C X irreduzible

abgeschlossene Teilmengen. Beweise folgende Aussagen:

(i) Man hat kanonische Inklusionen Ox z C Oxy C Ox,x = K(X).
(i) Es gilt Ox,z = Nycys Ox,y’, wobei Y’ C X alle irreduziblen abgeschlossenen
Mengen durchliuft.
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6.3. Divisoren und Teilbarkeit.

Erinnerung 6.3.1. Es sei X eine irreduzible Pravarietit. Ein Primdivisor auf X
ist eine irreduzible Hyperfliche Y C X. Ein Weildivisor auf X ist eine ganzahlige
Linearkombination von Primdivisoren

D = ZayY.

Die Menge WDiv(X) der Weildivisoren ist eine abelsche Gruppe beziiglich der
koeffizientenweisen Addition. Ist X normal, so definiert jede rationale Funktion
f € K(X)* einen Divisor

div(f) = > ordy(f)Y.

Die Ordnung ordy (f) € Z von f € K(X)* lings eines Primdivisors Y ist dabei
folgendermafien definiert: Fiir g € Ox y setzt man

ordy(g) = max(n € Zxo; f € myy),

wobei mxy C Ox y das maximale Ideal im lokalen Ring von Y bezeichnet. Fiir
f=g/h e K(X)=Q(Ox,y) mit g,h € Ox,y setzt man

ordy (f) := ordy(g) — ordy(h).

Satz 6.3.2. Es seien X eine irreduzible normale affine Varietdit und f =
pit - plr € K(X) mit Primelementen p; € O(X) und Zahlen v; € Z. Dann gilt

div(f) = wvi-Vx(p)+...+v-Vx(pr).

Beweis. Da p; prim ist, gilt § # Vx(p;) # X und Vx(p;) ist irreduzibel. Der Krull-
sche Hauptidealsatz liefert dim(Vx (p;)) = dim(X) — 1. Ist Y C X ein Primdivisor,
so haben wir

ordy (p;) >0 <= p, € Ix(Y) < Vx(p;)) 2Y <= Vx(p;) =Y.

Gilt Y = Vx(p;), so liefert der Hilbertsche Nullstellensatz Ix(Y) = (p;). Damit
erhalten wir fiir das maximale Ideal mx y C Ox y:

myy = {% geIx(Y), heo(X)\IX(Y)} - <pT>

Das impliziert ordy (p;) = 1, und wir erhalten div(p;) = Vx(p;). Die Behauptung
folgt also mit

div(f) = div(p*---p¥r) = vi-div(pr) + ... + v-div(p,).

O

Beispiel 6.3.3. Der Divisor der rationalen Funktion T} /Ty auf X = K2 ist gegeben
durch

div (L) = 1v(T) - 1V(T).
(7) (1) — 1V(T)
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Satz 6.3.4. Es seien X eine irreduzible normale Prdvarietdit und A C X eine
abgeschlossene Teilmenge mit dim(A) < dim(X) — 2. Dann hat man einen Isomor-
phismus

O(X) — O(X\ A), [ = fix\a-

Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall X = K". Es sei f € O(X \ A) gegeben.
Dann ist f auf einer Hauptmenge von K" regulér, und es folgt f € K(T1,...,T},).
Da K|[T1,...,T,] faktoriell ist, gibt es eine Darstellung

f — p?l P p?r
mit paarweise nichtassoziierten Primelementen p; € K[T1,...,T,] und Exponenten
0 # v; € Z. Wir miissen zeigen, dass stets v; > 0 gilt. Nehmen wir an, es gelte

v; < 0 fiir ein ¢, etwa fiir ¢ = 1. Wegen V(p;) € V(p;) fiir ¢ # j finden wir eine
Funktion

g € I(AUuV(p)U...UV(p.)) \ I(V(p1)).
Die Primfaktorzerlegung von g € K[T7,...,T,] ist dann von der Gestalt

mit Primelementen ¢; € K[T1,...,T,], sodass g; % p1 gilt. Wir diirfen p; = k; =1
annehmen. Wegen A C V/(g) ist f regulir auf der Hauptmenge KJ. Folglich gilt
f = h/g' mit einem h € K[T1,...,T},] und somit

f'gt = pi" "
wobei f' € K[Ty,...,T,] das Produkt der Primfaktoren p; mit v; > 0 ist und

" =p"f"/f € K[T1,...,T,). Das ist jedoch auf Grund der Primfaktorzerlegung
von ¢ nicht méglich.

Es sei nun X eine irreduzible normale affine Varietdt. Nach dem noetherschen
Normalisierungslemma gibt es einen endlichen Morphismus ¢: X — K", wobei
n = dim(X) gilt. Da ¢: X — K" endlich ist, ist das Bild Z := ¢(A) abgeschlossen
in K™. Weiter gilt
dim(Z) < dim(A) < n—2.

Wir schreiben K™ \ Z als Vereinigung von Hauptmengen Vi,...,V, C K". Es sei-
en U; := ¢ 4V;) und ¢; = ¢|v,- Als Lokalisierung des endlichen Morphismus
p: X — K" ist jedes p;: U; — V; ebenfalls endlich, siche Lemma 6.3.6 aus der
kommutativen Algebra. Mit L := ¢*(K(T1,...,T,)) erhalten wir weiter eine endli-
che Korpererweiterung L C K(X).

Wir zeigen nun, dass fiir jede rationale Funktion f € K(X) mit f € O(X \ A)
bereits f € O(X) gilt. Dazu betrachten wir das Minimalpolynom von f iiber L.
Dieses ist von der Form

qr = " + ak_lkal + ...+ aop, mit a; = (p*(bj), bj S K(Tl, R ,Tn).
Da f € O(U;) ganz iiber *(O(V;) ist und ¢*(O(V;)) als faktorieller Ring normal
ist, erhalten wir mit Satz 6.5.9 aus der kommutativen Algebra, dass a; € ¢*(O(V;))
und somit b; € O(V;) fiir jedes j gilt.
Es folgt b, € O(K™ \ Z). Wie eingangs geschen, impliziert das b; € K[T1,...,T,].
Also gilt g5 € ¢*(K[Th,...,T,])[T]. Insbesondere ist f ganz iiber O(X). Da X
normal ist, erhalten wir f € O(X).

SchlieBllich miissen wir noch den Fall behandeln, dass X eine irreduzible normale
Préavarietéit ist. Wir iiberdecken X durch offene affine Teilmengen Uy,..., U, C X.
Wie eben gesehen, sind die Einschrinkungshomomorphismen O(U;) — O(U; \ A)
surjektiv. Daraus ergibt sich direkt die Surjektivitit von O(X) - O(X \ 4). O
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Definition 6.3.5. Es seien D = > ayY und E = ) byY Weildivisoren auf ei-
ner irreduziblen Préavarietdt X. Wir schreiben D > FE, falls ay > by fiir jeden
Primdivisor Y C X gilt.

Satz 6.3.6. Es sei X eine irreduzible normale Privarietit, und es sei f € K(X)*.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt f € O(X).

(ii) Es gilt div(f) > 0.
Beweis. Fiir jede rationale Funktion f € K(X)* erhalten wir mit Satz 6.3.4:

f e 0X) dim(X \ Def(f)) < dim(X) — 2

Def(f) NY # 0 fiir alle Primdivisoren Y C X
f € Oxy fiir alle Primdivisoren ¥ C X
ordy (f) > 0 fiir alle Primdivisoren Y C X
div(f) > 0.

Treny

O

Folgerung 6.3.7. Es sei X eine irreduzible normale Prdvarietit, und es seien
f9 € O(X).

(i) Es gilt genau dann g | f € O(X), wenn div(g) < div(f) gilt.

(ii) Es gilt genau dann f € O(X)*, wenn div(f) = 0 gilt.

Satz 6.3.8. Es sei X eine irreduzible normale affine Varietdt, und es sei f € O(X).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) f st prim in O(X).
(ii) div(f) ist ein Primdivisor.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ergibt sich sofort mit Satz 6.3.2. Zu “(ii)=(i)”.
Ist div(f) ein Primdivisor, so muss 0 # f ¢ O(X)* gelten. Es seien nun g, h € O(X)
mit f | gh in O(X). Dann gibt es ein a € O(X) mit af = gh. Das bedeutet

div(a) +div(f) = div(g) + div(h).

Insbesondere muss der Primdivisor ¥ = Vx(f) mit nichttrivialer Vielfachheit in
div(g) oder div(h) vorkommen. Satz 6.3.6 liefert daher g/f € O(X) oder h/f €
O(X) und somit f | g oder f | h. O

Definition 6.3.9. Es sei X eine irreduzible normale Privarietéit. Ein Weildivisor
D auf X auf X heifit Hauptdivisor, falls D = div(f) mit einer Funktion f € K(X)*
gilt.

Satz 6.3.10. Es sei X eine irreduzible normale affine Varietdit, Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) Der Ring O(X) ist faktoriell.
(ii) Jeder Weildivisor auf X ist ein Hauptdivisor.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Es geniigt zu zeigen, dass jeder Primdivisor D auf X ein
Hauptdivisor ist. Dazu wihlen wir f € Ix (D). Dann gilt div(f) > D und, da O(X)
faktoriell ist, haben wir eine Darstellung

fro= e it
mit Primelementen f; € O(X). Nach Satz 6.3.8 ist jeder Divisor D; := div(f;) prim.
Wegen ordp(f) > 0 folgt D = D, fiir ein 3.
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Zu “(ii)=(i)”. Es sei eine nichttriviale Nichteinheit f € O(X) gegeben. Dann ist
der Divisor von f von der Gestalt
le(f) = V1D1 +...+ VrDr
mit Primdivisoren D1, ..., D, und Koeffizienten a; € Z~ . Nach Voraussetzung gilt
D; = div(f;); dabei ist f; € O(X) ein Primelement. Es folgt
fo= o

mit ¢ := f/f;" -+ f¥r. Wegen div(c) = 0 ist ¢ eine Einheit in O(X). Somit haben
wir gesehen, dass man f als Produkt von Primelementen schreiben kann. O
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Aufgaben zu Abschnitt 6.3.

Aufgabe 6.3.11. Es seien v € Zgo und d := v1 + ... + v,. Berechne den Divisor der

rationalen Funktion
T T

Ty
Aufgabe 6.3.12. Es sei X eine normale affine Varietdt und Y C X eine abgeschlossene

Menge, sodass Ox(X) — Ox(X \Y), f — fix\y ein Isomorphismus ist. Zeige, dass
dim(Y) < dim(X) — 2 gilt.

f o= € K(Pr).

Aufgabe 6.3.13. Es seien X eine normale irreduzible Pravarietit der Dimension n und
f € K(X). Zeige: Es gilt Def(f) = X oder X \ Def(f) ist rein (n — 1)-dimensional.
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6.4. Divisorenklassengruppe.

Erinnerung 6.4.1. Es sei X eine irreduzible normale Prévarietét der Dimension n.
Ein Primdivisor auf X ist eine irreduzible Hyperfliche Y C X der Dimension n—1.
Ein Weildivisor ist eine formale ganzahlige Linearkombination von Primdivisoren

D =Y aY,
Y

d.h.; ein Element der von den Primdivisoren erzeugten freien abelschen Gruppe
WDiv(X). Durch Ubergang zum Divisor einer rationalen Funktion erhalten wir
einen Gruppenhomomorphismus

K(X)* — WDiv(X), foe div(f) =) ordy(f)Y.
Definition 6.4.2. Es sei X eine irreduzible normale Pravarietét.

(i) Die Gruppe der Hauptdivisoren auf X ist
HDiv(X) = {div(f); f e K(X)*} < WDiv(X).
(ii) Die Divisorenklassengruppe von X ist die Faktorgruppe
Cl(X) := WDiv(X)/HDiv(X).

Satz 6.4.3. Es sei X eine irreduzible normale affine Varietit. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt C1(X) = {0}.
(i) Es gilt WDiv(X) = HDiv(X).
(iii) Der Ring O(X) ist faktoriell.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) ist nach Definition klar. Die
Aquivalenz von Aussagen (ii) und (iii) gilt nach Satz 6.3.10. O

Beispiel 6.4.4. Es gilt CI(K") = {0} und CI(T™) = {0}.
Konstruktion 6.4.5. Es sei X eine irreduzible normale Privarietiat und U C X
eine offene Menge. Fiir jeden Primdivisor Y C X setzen wir
. YNU, fallsY NU # 0,
(YY) =
0, falls Y NU = 0.

Das definiert einen Homomorphismus +*: WDiv(X) — WDiv(U) abelscher Grup-
pen. Weiter erhalten wir ein kommutatives Diagramm

0—HDiv(X) < WDiv(X) CI(X) 0
0——HDiv(U) < WDiv(U) ClU) 0,

wobei alle Abbildungen Homomorphismen abelscher Gruppen sind und die beiden
Zeilen exakt Sequenzen sind.

Beweis. Da die Primdivisoren eine Z-Basis fiir die Gruppe der Weildivisoren bil-
den, liefert die obige Vorgabe von Werten einen wohldefinierten Homomorphismus
v*: WDiv(X) — WDiv(U).

Wir zeigen, dass +*(HDiv(X)) C HDiv(U) gilt. Fiir jede rationale Funktion f €
K(X)* haben wir

H(div(f)) = o <Zordy(f)Y> = Y odyru(fip)(Y NU) = div(fiy).
Y

YNU#0
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Damit ist das linke Rechteck im Diagramm wohldefiniert und kommutativ. Der
Homomorphiesatz liefert uns dann einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
Cl(X) — CI(U), ebenfalls mit +* bezeichnet, mit dem das gesamte Diagramm kom-
mutativ wird. (]

Satz 6.4.6. Es seien X eine irreduzible normale Prdvarietit und U C X eine
offene Menge. Weiter sei

X\U = Y1U...UY, UB,
wobei jedes Y; C X ein Primdivisor und B C X abgeschlossen mit dim(B) <n — 2

sei. Dann hat man eine exakte Sequenz

ei—[Yi] 2"

z" CI(X)

CUU) —=0..

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ¢*: Cl(X) — Cl(U) surjektiv ist. Nach Kon-
struktion 6.4.5 gibt es ein kommutatives Diagramm

WDiv(X) — CI(X)

‘| |

WDiv(U) — CL(U).
Dabei sind ¢*: WDiv(X) — WDiv(U) und WDiv(U) — Cl(U) surjektiv. Somit ist
auch +*: Cl(X) — Cl(U) surjektiv.

Weiter miissen wir zeigen, dass ker(x*) = Y Z-[Y;] gilt. Wegen V; N U = @ gilt
1*(Y;) = 0 und somit liegen alle Klassen [Y;] in ker(z*).

Ist D € WDiv(X) mit «*([D]) = 0 € CI(U) gegeben, so existiert ein f € K(U)* mit
1*(D) = div(f) auf U. Auf X haben wir

D' = D—div(f) = Y bY;,
wobel b; € Z. Fiir die zu gehérigen Klassen in CI(X) gilt [D] = [D'] = > b;[Yi).
Das beweist ker(+*) C > Z-[Y;]. O
Folgerung 6.4.7. Es seien X eine irreduzible normale Privarietdt und U C X

eine offene Teilmenge. Gilt dim(X \ U) < dim(X) — 2, so gilt CI(X) = CI(U).

Folgerung 6.4.8. Es seien X eine irreduzible normale Privarietdt und U C X
eine offene Menge. Weiter sei

X\U = YUB,
wobei Y C X ein Primdivisor B C X abgeschlossen mit dim(B) < dim(X) — 2 ses.
Gilt O(X) =K und Cl(U) = {0}, so gilt CI(X) =Z-[Y] 2 Z.
Beweis. Satz 6.4.6 liefert uns einen Epimorphismus Z — Cl(X), k — k-[Y]. Wir
haben zu zeigen, dass k-[Z] # 0 fiir alle k € Z~¢ gilt. Andernfalls hiitten wir
kY = div(f) mit k€ Zoo, f€K(X)".

Insbesondere gilt div(f) > 0. Nach Satz 6.3.6 bedeutet das f € O(X). Nach Voraus-
setzung ist f dann konstant und wir erhalten div(f) = 0; Widerspruch zu k > 0. O

Folgerung 6.4.9. MitY, :=V(Ty) C P, gilt CI(P,) = Z-[Ys] 2 Z.

Beweis. Fiir Uy = P, \ Y haben wir Uy = K”. Insbesondere ist O(Up) faktoriell
und somit gilt C1(Up) = {0}. Folgerung 6.4.8 liefert dann die Behauptung,. O
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Folgerung 6.4.10. Es sei g € K[Ty,...,T,] irreduzibel und homogen vom Grad
k > 1. Weiter seien f := To Ty + g € K[Tp,...,T,] und X = Vp,(f) C P,
normal. Dann gilt C1(X) = Z.

Beweis. Die Varietit X ist irreduzibel und es gilt dim(X) = n — 1. Wir betrachten
Y =XnW,(To) C X und U := X\ Y C X. Wir zeigen zunéchst, dass Y ein
Primdivisor in X ist. Es gilt

A = VK7L+1 (To,g) = VKn (g)
Da g irreduzibel ist, muss A irreduzibel sein. Damit ist auch Y irreduzibel, denn
wir haben

Vo= Ve, (To, /) = Ve,(To,9) = mn(A\{0}).
Weiter ist fir Uy = P, \ Vg, (Th) der Durchschnitt Uy N Vg, (To, g) isomorph zur
Hyperfliche Vign-1(g) und somit gilt dim(Y) =n — 2 = dim(X) — 1.
Wir zeigen nun, dass C1(U) = {0} gilt. Dazu betrachten wir Uy = P,, \ Vg, (Tp) und
den Isomorphismus

wo: K" — Uy, (215 oy2n) — [1,21,..., 2]

Es gilt U = X N Up und in K hat man ¢ ' (U) = Vin (T3 + g). Folglich erhalten
wir einen Isomorphismus

K™ — o H(U), (Wi, s wn—1) = (—g(wi,. .., Wp—1), W1y, Wy_1).
Insbesondere ergibt sich Cl(U) = CI(K"™!) = {0}. Somit koénnen wir Folge-
rung 6.4.8 anwenden und erhalten C1(X) = Z. O

Folgerung 6.4.11. Es seien 4 <r <nund f = T¢ + ...+ T? € K[Tp,...,T,].
Fiir die Quadrik X :=Vp, (f) C Py, gilt dann Cl(X) = Z.

Beweis. Wir betrachten f' = ToTy + ToT3+T7 +...+ T2 und X' := Vp, (') C P,,.
Mit I :=+/—1 erhalten wir einen Isomorphismus
P, — P, [205---y2n] = |20+ 121,20 —I21,20 + I23,20 — I23,24, ..., Zp].
Dieser bildet X auf X’ ab. Es geniigt also zu zeigen, dass X’ triviale Divisorenklas-
sengruppe besitzt. Dazu betrachten wir die Polynome
hoi=T; ... +T2, g := Thl3+h.
Wir zeigen, dass g irreduzibel ist. Andernfalls hitten wir ¢ = g1 g2 mit homogenenen
Polynomen ¢; und g vom Grad eins. Wir schreiben
g1 = arla + b1 T3 + h, g = agTo + b2T5 + ho
mit Linearformen hq, hy € K[Ty,...,T,]. Ausmultiplizieren und Koeffizientenver-

gleich fithrt zu einem Widerspruch.

Somit kénnen wir Folgerung 6.4.10 auf X', f’, g anwenden und erhalten, wie
gewiinscht, C1(X') = {0}. O

Definition 6.4.12. Es sei X eine irreduzible normale Pravarietét.

(i) Wir nennen einen Weildivisor D auf X Cartierdivisor, falls fiir jedes v € X
eine offene Umgebung U C X und eine Funktion f € K(U)* existieren,
sodass ¢*(D) = div(f) gilt, wobei ¢*: WDiv(X) — WDiv(U) wie in Kon-
struktion 6.4.5 definiert ist.

(ii) Die Cartierdivisorengruppe von X ist die Untergruppe aller Cartierdiviso-
ren in der Weildivisorengruppe:

CDiv(X) := {D € WDiv(X); D Cartierdivisor} < WDiv(X).
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Beispiel 6.4.13. Es gilt CDiv(P,) = WDiv(P,), denn auf U; = K" ist jeder
Weildivisor Hauptdivisor.

Definition 6.4.14. Es sei X eine irreduzible normale Pravarietét. Die Picardgrup-
pe, auch Cartierdivisorenklassengruppe genannt, ist die Untergruppe

Pic(X) := CDiv(X)/HDiv(X) < CI(X).
Beispiel 6.4.15. Es gilt Pic(P,,) = CI(P,) = Z.
Bemerkung 6.4.16. Es sei p: X — X’ ein Isomorphismus normaler irreduzibler
Prévarietiten. Dann hat man einen Isomorphismus abelscher Gruppen
©": WDiv(X') — WDiv(X), Y ayY = > aye Y.

Dabei gilt ¢*(div(f)) = div(e*(f)) fir jedes 0 # f € K(X’)* und wir erhalten ein
kommutatives Diagramm

0 ——HDiv(X’) < WDiv(X') ——CI(X') ——0

w*i: w*iz <P*i:
0 ——=HDiv(X) ¢ WDiv(X) ——Cl(X) ——=0,

Insbesondere gilt CI(X’) = Cl(X). Weiter haben wir ¢*(CDiv(X'’)) = CDiv(X)
und erhalten Pic(X’) 2 Pic(X).
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Aufgaben zu Abschnitt 6.4.

Aufgabe 6.4.17. Berechne die Divisorenklassengruppe Cl(X) fiir die Gerade X mit dem
doppelten Nullpunkt.

Aufgabe 6.4.18. Zeige: Die Divisorenklassengruppe der affinen Varietit X = V(T1T> —
T3) C K® ist isomorph zu Z/27Z.

Aufgabe 6.4.19. Zeige: Die Divisorenklassengruppe der affinen Varietit X = V(T1T> —
T5Ty) C K* ist isomorph zu Z.
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7. TORISCHE VARIETATEN II

7.1. Normale affine torische Varietiten.

Erinnerung 7.1.1. Es seien A € Mat(m,n;Z) und ay,...,a,, € Z" ihre Zeilen.
Dann hat man einen zugehorigen Homomorphismus von Standardtori

pa: T — T™, to— (. ).

Der Abschluss des Bildes X4 := ¢(T") ist eine affine torische Varietdt mit Basis-
punkt 1,, und der Operation

TF x X4 — Xa, t-x = po(t)z,

mit k = rg(A), einer Zerlegung ¢4 = ¢ o ¢p, wobei pp: T" — TF surjektiv,
oc: TF — T™ abgeschlossene Einbettung, und T™ wie iiblich auf K™ operiert.

Beispiel 7.1.2. Die Neilsche Parabel und die affinen Quadriken in drei bzw. vier
Variablen sind von der Form X 4:

A = ( ?) ) liefert XA = V(Tl?’ _ T23) C KQ,
0 1
A = 2 -1 liefert Xa = V(IWTe —T%) C K3,
1 0
10 0
01 o0 . \
A=y g | lefert Xu = V(N -T5Ty) < K%
11 -1

Konstruktion 7.1.3. Es sei S ein abelsches Monoid. Die zu S gehorige Monoi-
dalgebra ist als Vektorraum ist gegeben durch

K[S] = @ K.
ues

Die Multiplikation auf K[S] wird zunéchst fiir homogene Elemente definiert durch
xx* := x*** und wird dann durch “Ausmultiplizieren” auf K[S] fortgesetzt:

e

Der Ubergang zur Monoidalgebra ist funktoriell; jeder Homomorphismus F': S — S’
von Monoiden induziert einen Homomorphismus:

’t/JFK[S} — K[S/L Zauxu = ZauXF(u)~

Beispiel 7.1.4. Die zu den Monoiden Z%, bzw. Z" gehoérigen Monoidalgebren sind
gegeben durch -

KZ%) = @ K-x* = K[Ty,..., T,

uGZ’ZLU

Kz'] = @ K-x* = K[T{,..., T
ueZn
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Konstruktion 7.1.5. Es seien A € Mat(m,n;Z) eine Matrix und a4, ...,a, € Z"
ihre Zeilen. Das Zeilenmonoid von A ist das von ay,...,a, erzeugte Untermonoid
von Z":

Sa = {ca1+...+cpan; ¢ €Z>o} C Z".

Satz 7.1.6. Es seien A € Mat(m,n;Z) eine Matriz, (Xa,T*, 1,,) die zugehdrige
affine torische Varietit und S4 C Z™ das zugehorige Monoid. Dann hat man einen
wohldefinierten Isomorphismus

* v tl,
¢a: O(Xa) = K[Sal. T, = x*

Beweis. Wir betrachten die folgenden durch ¢4: T™ — T™ definierten kommuta-
tiven Diagramme

n

— S Km, K[SE!, ..., S+ K[Ty, ..., Tm)

N S~

O(Xa)

Dann ist K[T1,...,Tm] = O(X4) surjektiv und O(X 4) ist injektiv. Folglich erhal-
ten wir
O(Xa) 2 ¢4(K[Ty,...,Ty]) = K[S4].
U

Definition 7.1.7. Ein Gittermonoid ist ein Paar S C M, wobei M ein Gitter, d.h.
ein freier endlich erzeugter Z-Modul, und S ein endlich erzeugtes Untermonoid ist,
welches M als Gitter erzeugt.

Bemerkung 7.1.8. Es sei A € Mat(m,n;Z) eine Matrix. Wird Z™ durch die Zeilen
von A erzeugt, so ist S4 C Z"™ ein Gittermonoid.

Konstruktion 7.1.9. Es seien M ein Gitter und Mg = M ®z Q der zugehorige
rationale Vektorraum. Das zu einem konvexen Kegel w C Mg gehorige Kegelmonoid
ist das Untermonoid

S, = wnNM C M.

Satz 7.1.10. Es seien M ein Gitter und w C Mg ein polyedrischer konvezer Kegel
von voller Dimension. Dann ist S,, ein endlich erzeugtes Gittermonoid.

Lemma 7.1.11 (Gordon). Es seien M ein Gitter und w C Mg ein polyedrischer

konvexer Kegel. Dann ist S, = wN M ein endlich erzeugtes Monoid.

Beweis. Als polyedrischer konvexer Kegel ist w von der Gestalt w =
Kegel(uy, ..., u,) mit uy,...,u, € M. Weiter konnen wir jedes Element u € S,
schreiben als

s T
E o + E Biug
i=1 i=1

mit nichtnegativen ganzen Zahlen aq,...,a, und rationalen Zahlen 0 < §; < 1.
Somit wird S, erzeugt durch die Menge

M N {Zﬂiui; 0§5i§1}~
i1
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Lemma 7.1.12. Es seien M ein Gitter und w C Mg ein polyedrischer konvexer
Kegel. Dann sind dquivalent:

(1) Der Kegel w erzeugt Mg als Q-Vektorraum.
(ii) Der Kegel w enthilt eine Gitterbasis fiir M.

Beweis. Die Implikation “(ii)=-(i)” ist offensichtlich. Zum Beweis der Implikation
“(i)=-(ii)” schreiben wir w = Kegel(u1, ..., U, ). Wir betrachten den ersten Gitter-
vektor ug € Qso(us + ...+ ). Dann gibt es eine Linearform vy mit vo(ug) = 1.
Somit gilt

M = Zuy & ker(vg).

Wir wihlen eine Gitterbasis by, ..., by, —1 fiir ker(vg). Jeder Basisvektor b; ist von
der Gestalt

m
bi = E OéijUj
j=1

mit oy; € Q. Offenbar gilt v; := b; + nuy € w sobald n € Zx o grof genug ist. Somit
ist {wo,u1, ..., um—1} die gewiinschte Gitterbasis. O

Beweis von Satz 7.1.10. Verwende Lemmas 7.1.11 und 7.1.12. O

Satz 7.1.13. Es seien M ein Gitter und w C Mg ein konvezer polyedrischer Kegel.
Dann ist K[S,] ein normaler Ring.

Beweis. Es sei w = POrt(vy,...,v,). Wir betrachten die Kegel w; := POrt(v;).
Dann erhalten wir

i=1
Um zu sehen, dass K[S,,] normal ist, geniigt es also zu zeigen, dass jedes K[S,,]
normal ist. Es gilt

Sw, = POrt(v;) N M

1%

POrt(e;) N 2™ = Z%, + Z(0,1,...,1).

Somit ist K[S,,] = K[z1,...,2m]z,-2, als Lokalisierung eines normalen Ringes
normal. O

Satz 7.1.14. Es seien M ein Gitter, S C M ein Gittermonoid und w C Mg
der durch S erzeugte konvexe polyedrische Kegel. Dann ist der ganze Abschluss der
Monoidalgebra K[S] in ihrem Quotientenkérper Q(K(S)) = Q(K[M]) gegeben durch
——K(S
K5 = Kls.).

Beweis. Zur Inklusion “C”. Es sei f € Q(K[M]) ganz iiber K[S]. Dann ist f auch
ganz tiber K[S,]. Nach Satz 7.1.13 ist K[S,] ein normaler Ring. Somit gilt f €
K[S.].

Zur Inklusion “2O”. Es geniigt zu zeigen, dass jedes x* mit v € w N M ganz iiber
K[S] ist. Sind uq, . ..u, Erzeugende fiir S, so kénnen wir schreiben

U = auur + ...+ ayu,

mit aig,...,an, € Q>¢. Folglich liegt ein Vielfaches nu mit n € Z>¢ in S. Mit
(x*)™ — x™ = 0 erhalten wir die gewiinschte Ganzheitsgleichung. O
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Folgerung 7.1.15. Es seien M ein Gitter und S C M ein Gittermonoid. Dann
sind dquivalent

(i) Die Gittermonoidalgebra K[S] ist normal.
(ii) Es gilt S = Kegel(S) N M.

Folgerung 7.1.16. Es sei A € Mat(m,n;Z) eine Matriz sodass 7" durch die
Zeilen von A erzeugt wird. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die zugehirige Varietit X 4 ist normal.
(il) Es gilt Sa = Kegel(S4) NZ™.

Beispiel 7.1.17. Die Neilsche Parabel ist nicht normal, wihrend die affinen Qua-
driken in drei bzw. vier Variablen normal sind:

A = ( g ) liefert SA = {O, 27 37 . } g Kegel(SA) Y/
0 1

A = 2 -1 liefert Sa = Y ZsoAix = Kegel(Sa)NZ3?,
1 0

liefert Sa = Y ZsoAi = Kegel(Sa)NZ3.

_ o O =
_— o = O
_ =0 O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.1.

Aufgabe 7.1.18. Zeige: Die Zuordnungen M +— K[M] und F — (¢, F) definieren
einen kovarianten Funktor von der Kategorie der abelschen Monoide in die Kategorie der
graduierten Algebren.
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7.2. Eine kovariante Aquivalenz.

Beispiel 7.2.1. Wir betrachten die affine torische Varietit X = K2 mit dem Torus
T = T2, der Operation

TQXKz — KQ, t-z = (tlzl,tQZQ)

und dem Basispunkt ¢ = (1,1). Der Torus T? wird iiber die Bahnabbildung offen
nach K? eingebettet:

J TQ — KQ, t — t~.’170:(t1,t2).

K>  K[T},Tp) =—=K[Z2,)

K[T;, T3 ——K[2?]
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Aufgaben zu Abschnitt 7.2.
Aufgabe 7.2.2.

14
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7.3. Torische Singularititen.

Erinnerung 7.3.1. Es sei A € Mat(m, k,Z) eine Matrix, deren Zeilen aq,...,ax
das Gitter Z* erzeugen und es sei (X4, T¥, 1,,) die zugehorige affine torische Va-
rietdt. Dann haben wir X4 C K™ mit

I(Xa) = (I" =T"; v,p € 7%, v—p € Kern(A")).

Weiter sind der Konvergenzkegel o(X 4), das Gewichtsmonoid S(X 4) und der Ge-
wichtskegel w(X 4) gegeben durch

o 0(X4) = A\ (Kegel(er, .., em),
e S(Xa) = Sa = Ling(ay,...,ax),
o w(Xa) = Kegel(ay,...,ar) = Al(Kegel(e,...,em)).

Dabei sind 0(X 4) und w(X 4) dual zueinander und es gilt O(X 4) = K[S4]. Schlief-
lich ist X4 genau dann normal, wenn Sy = w(X4) N Z* gilt.

Satz 7.3.2. Es sei A € Mat(m,k,Z) eine Matriz, deren Zeilen ai,...,ax das
Gitter ZF erzeugen und es sei (X4, TF, 1,,) die zugehirige affine torische Varietit.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Bs gilt 0 € X 4.
(ii) Der Gewichtskegel w(Xa) C QF ist spitz.
(iii) Der Konvergenzkegel o(X4) C Q¥ ist volldimensional.

Gilt eine dieser drei Aussagen, so liegt der Punkt 0 € X 5o im Abschluss einer jeden
Bahn TF -z mit x € X 4.

Beweis. Fiir die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) betrachten wir die Erzeuger
des Verschwindungsideal I(X4). Es gilt

0¢ X4 <= ZZ NnKern(A") # {0}
< ar+ ...+ ppa, = 0 mit einem 0 # p € Z%,
< Kegel(ay,...,a,) nicht spitz.
Zur Aquivalenz von (i) und (iii). Mit w := w(X4) und o := 0(X4) und den
Untervektordumen U := ling(w) < QF sowie V := UL < QF gilt
w nicht volldimensional <= w CU # Q"
— o2V #{0}
<= 0 nicht spitz.

Nehmen wir nun an, es gelte 0 € X 4. Wir zeigen, dass dann 0 € Y (z) := T* - z fiir
jedes x € X gilt. Andernfalls finden wir ein

F=Yan" € Ix,(Y(2) € O(Xa) = KIS4]

mit f(0) # 0. Die Menge Y (z) ist invariant unter der T*-Operation. Somit ist das
Ideal Ix, (Y (z)) homogen und es folgt x* € Ix, (Y (z)) fiir alle v mit a, # 0. Fiir
jedes w erhalten wir

X“(0) = x“(t-0) = x“(t)x*(0) fiir alle t € T*.

Folglich gilt entweder w = 0 oder x*(0) = 0. Das impliziert f = ag; Widerspruch
wu f €lx,(Y(x)). O
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Satz 7.3.3. Es sei A € Mat(m,k,Z) eine Matriz, deren Zeilen ai,...,a das
Gitter ZF erzeugen und es sei (X4, TF, 1,,) die zugehirige affine torische Varietit,
wobei 0 € X 4 gelte. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Varietit X 4 ist glatt.
(ii) Der Punkt 0 € X 4 ist glatt.
(iii) Es gilt (Xa,TF 1,,) = (K*, T* 1,,).

Lemma 7.3.4. Es seien fi,..., f. € K[T1,...,T,], wobei f, =T, — g mit einem

g € K[T1,...,T,—1] gelte. Dann hat man ein kommutatives Diagramm
o Ty—){Ti 1<i<n—1,
K[TY,...,T,] S KT, ..., Th-1]
| !
KTy, ..., Tn)/(f1s- -5 fr) ——K[T1, ..., Toa]/(o(f1), - 0(fr-1))
Mit den affinen Varietiten X = V(fi,....f,) <€ K" wund Y :=

V(e(fi),--,o(fro1)) CK™ L erhilt man ein kommutatives Diagramm

n - IR

| |

X Y

Beweis. Man zeigt leicht, dass Kern(y) = (f,) gilt. Die Behauptung ergibt sich
dann mit dem Homomorphiesatz. O

Beweis von Satz 7.3.3. Die Implikation “(i)=-(ii)” ist offensichtlich. Zum Nachweis
der Implikation “(ii)=(i)” sei # € X4 gegeben. Nehmen wir an, z sei singulér.
Dann ist auch jeder Punkt der Bahn T* - z singulir. Da XZing abgeschlossen ist,
muss auch jeder Punkt von TF - 2 singulér sein. Insbesondere ist dann 0 € X4
singulér. Widerspruch.

Zur Implikation “(ii)=-(iii)”. Es seien f; := T% — T*i Erzeuger des Verschwin-
dungsideals. Dabei diirfen wir annehmen, dass fiir jedes f; die Monome T+, T*:
teilerfremd sind. Ist f,. von der Gestalt T;, — T#r, so haben wir nach Lemma 7.3.4
einen torischen Isomorphismus

Xa — Xg, z = (z,2M7),

wobei X4 € K1 durch » — 1 Binome definiert ist. Durch wiederholtes Anwen-
den dieser Prozedur erreichen wir, dass keine f; von der Gestalt T; — T/ mehr
vorkommen. Fiir die Jacobimatrix der verbleibenden fi,..., fs erhalten wir dann
(0f;/0T;)(0) = 0. Da 0 ein glatter Punkt von X4 ist, muss s = 0 gelten. O

Satz 7.3.5. Es sei (X,T,xz) eine normale affine torische Varietit mit voldimen-
stonalem Konvergenzkegel o(X). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Varietit X ist glatt.
(ii) Der Kegel o(X) wird durch eine Gitterbasis von A(T) erzeugt.
(iii) Der Kegel w(X) wird durch eine Gitterbasis von X(T) erzeugt.
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