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ALGEBRA 1
1. GRUNDBEGRIFFE DER GRUPPENTHEORIE

1.1. Gruppen.

Definition 1.1.1. Es sei M eine Menge. Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbil-
dung

k:MxM — M, (m1,m2) — k(my,ms).

Schreibweise 1.1.2. Fiir eine gegebene Verkniipfung x: M x M — M auf einer
Menge M verwendet man auch gerne eine der folgenden Schreibweisen:

myxme = K(mg,ma),
my+me = k(mi,ma) “additiv”,
mime =  k(mi,ma) “multiplikativ”.

Beispiel 1.1.3 (Ganze Zahlen). Auf der Menge Z der ganzen Zahlen haben wir
eine wohlbekannte Verkniipfung, die Addition:

7x7 — 7, (n,m) — n+m.

Beispiel 1.1.4 (Matrizen). Auf der Menge Mat(n,n;K) aller n x n-Matrizen
iiber eine Korper K, z.B. K = Q, R, C, liefert die Matrizenmultiplikation eine Ver-
kniipfung;:

Mat(n,n; K) x Mat(n,n; K) — Mat(n,n; K), (A,B)— AB

Ebenso definiert die Matrizenmultiplikation eine Verkniipfung auf der Teilmenge
GL(n,K) C Mat(n, n;K) aller invertierbaren Matrizen.

Beispiel 1.1.5 (Einheitswurzeln). Wir betrachten die Menge der n-ten Einheits-
wurzeln in C; sie ist gegeben durch

Cpn = {CeC; ("=1} = {eka/n; k=0,...,n—1}.

C, firn=28

Fiir je zwei (1, (2 € C), liegt das Produkt (1(s wieder in C),. Folglich haben wir eine
Verkniipfung auf C,,:

Cpn x Cp — Cp, (€1, ¢) = Gl
Beispiel 1.1.6 (Permutationen). Fiir eine beliebige Menge X betrachten wir die

Menge ihrer Permutationen:
S(X) := {o: X — X; o ist bijektiv}.
Die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen definiert eine Verkniipfung auf der
Menge S(X):
S(X)xS(X) — S(X), (0,7) — ooT.

Ein wichtiger Spezialfall ist die n-elementige Menge X, := {1,2,...,n}. Wir schrei-
ben
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Man beachte, dass S, genau n! Elemente besitzt. Eine bewéhrte Schreibweise fiir
die Elemente von S,, sei am Beispiel n = 3 vorgefiihrt:

i@n:[}gg}:1HL2Hz3H3
“ 33} 12 21, 33
“ giy 153,22 31
“ §§} 11, 23 32
“ §§} 12, 253, 351
1

% fgy 153, 251, 3152

Ein Zykel der Linge k in S,, ist eine Abbildung o: X,, — X,,, welche die Elemente
einer k-elementigen Teilmenge {iy,...,ix} C X, “zyklisch” vertauscht, d.h.,

U(’il) = ’ig, U(’ig) = i3, O’(ik_l) = ’ik, U(’ik) = ’il,

und alle ¢ € X \ {i1,...,4} fest ldsst, d.h., o(i) = 4 erfiillt; man schreibt hiufig
o= (i1,...,1x). Einen Zykel der Linge 2 nennt man eine Transposition.

1 2 3 4 5 6
Der Zykel (2,5,3) in Se

Man beachte, dass die Schreibweise o = (i1, .. .,4) fiir einen Zykel im allgemeinen
nicht eindeutig ist; es gilt etwa (1,2) = (2,1).

Bemerkung 1.1.7. Eine Verkniipfung “+” auf einer Menge M = {my,...,m,} ist
durch ihre Verknipfungstafel beschrieben:

(M%) |  m my
mi mi *my cee My XMy
My | My kMg oo My kM

Beispiel 1.1.8. Die Menge (5 der dritten Einheitswurzeln in C ist gegeben durch
Cg = {1,C1,C2}, wobei Cl = 627”/3, CQ = 647”/3.
Die in Beispiel 1.1.5 definierte Verkniipfung auf Cs besitzt folgende Verkniipfungstafel:

(Cs,%) |1 G &

1 1 G ¢
G G ¢ 1
G2 G 1 G

Definition 1.1.9. Eine Verkniipfung (mi,ms2) — mq * mo auf einer Menge M
nennt man

(i) assoziativ, falls stets gilt:
(my xmg)*ms = mq * (Mg *ms3).
(ii) kommutativ, falls stets gilt:

mi*kmg = Mo *xMy
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Ein Element e € M nennt man ein neutrales Element (der Verkniipfung “”), falls
stets gilt

eExMm = m*xe = m.

Bemerkung 1.1.10. Eine Verkniipfung “x” auf einer Menge M besitzt hochstens
ein neutrales Element.

Beweis. Es seien Elemente e, e’ € M mit der Eigenschaft eines neutralen Elements
gegeben. Dann erhalten wir

!/ /
e = exe = e.

Je zwei Elemente mit den Eigenschaften eines neutralen Elements stimmen also
iiberein. Das beweist die Eindeutigkeit. O

Definition 1.1.11. Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung “*” und neutralem
Element e € M. Man nennt ms € M Inverses zu my € M (beziiglich “x”), falls gilt

Mo *xM] = € = M1 *x Mo.

Bemerkung 1.1.12. Essei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung und
neutralem Element. Dann besitzt jedes m € M hochstens ein Inverses.

Beweis. Es seien mj,mo € M inverse Elemente zu gegebenem m € M. Dann
erhalten wir:

mip = my*x (Mm*xmg) = (M *m)xmy = ma.

O

Schreibweise 1.1.13. Es sei M eine Menge mit Verkniipfung. Ist my € M ein
Inverses zu m; € M beziiglich, so bezeichnet man dieses auch durch mfl = Mo
(bzw. —my := mg in der additiven Schreibweise).

Definition 1.1.14. Eine Gruppe ist eine Menge GG zusammen mit einer assoziativen
Verkniipfung

GxG — G, (91,92) — 9192

und einem neutralen Element e € G, sodass jedes g € G ein Inverses g~! € G
besitzt; d.h., in G gilt stets

91(9293) = (9192)93,

eg = g = ge

g lg = e =gg .

Eine Gruppe G nennt man abelsch (auch kommautativ), falls ihre Verkniipfung kom-
mutativ ist; d.h., zusétzlich zu den obigen Regeln gilt stets

9192 = 9291
Schreibweise 1.1.15. Es sei G eine Gruppe.

(i) Wollen wir die Verkniipfung einer Gruppe G néher bezeichnen, so schreiben
wir auch genauer (G, -), bzw. (G, +) etc., anstatt G.
(ii) Sofern keine Verwechslungsmdoglichkeiten bestehen, wihlen wir meistens
die Bezeichnung ¢; g fiir die Verkniipfung von g1, g2 € G.
(iii) Das neutrale Element e € G bezeichnen wir, um Verwechslungen vorzu-
beugen, oft auch mit eg.
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Beispiel 1.1.16. Die in den Beispielen 1.1.3 bis 1.1.6 vorgestellten Verkniipfungen
liefern Gruppen:

(i) Die ganzen Zahlen bilden zusammen mit der Addition eine abelsche Grup-
pe (Z,+); das neutrale Element in Z ist die 0, und das Inverse zu n € Z
ist —n € Z.

(ii) GL(n,K) ist eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe iber K; das neu-
trale Element in GL(n,K) ist die (n x n)-Einheitsmatrix, und das Inverse
zu A € GL(n,K) ist die inverse Matrix A~!. Fiir n > 2 ist GL(n,K) nicht
abelsch.

(iii) Die n-ten komplexen Einheitswurzeln mit der Multiplikation bilden eine
abelsche Gruppe (Cp,,-); das neutrale Element in C,, ist die 1 = €°, und
das Inverse zu e2™F/™ igt e=2mk/n

(iv) (S, o) ist eine Gruppe, die symmetrische Gruppe; das neutrale Element
in S, ist die identische Abbildung, und das Inverse zu o € S, ist die
Umbkehrabbildung ¢~! € S,,. Die Gruppen S; und S, sind abelsch, fiir
n > 3 ist S,, nicht mehr abelsch.

Bemerkung 1.1.17. Es sei G eine Gruppe, und es seien g1, go € G. Dann gilt

(g192) " = g3'9r "

Beweis. Mit der Assoziativitit der Verkniipfung erhalten wir
(92191 )(g192) = 95 (91 ' (9192)) = 95 (91" 91)92) = 9592 = e.
Analog verifiziert man (g192)(g5 '97") = e. O

Definition 1.1.18. Es sei G eine Gruppe, und es sei ein Element g € G gegeben.
Wir definieren rekursiv:

g’ = e,
g = ggnfl = g---g firné€Z-y,
oo o—lomtl nmal
g = g lg = gt..g fiir n € Z«o.
|n]-mal

Bemerkung 1.1.19. Es seien G eine Gruppe und g € G. Fiir n,n1,ny € Z gilt
stets

n)—l —-n ni1+ns

(9 =g"  gmg" =g"g" =g ,o (g o= g

Definition 1.1.20. Die Ordnung einer Gruppe G (bzw. einer Menge M) ist die
Anzahl ihrer Elemente; wir bezeichnen sie mit |G| (bzw. mit |M|).

Satz 1.1.21. Es sei M eine Menge mit 1 < |M| < 3, und es sei e € M ein
beliebiges Element. Dann gibt es genau eine Verkniipfung “«” auf M, sodass (M, *)
eine Gruppe mit neutralem Element e € M ist. In jedem der drei Fille ist (M, )
dann eine abelsche Gruppe.

Lemma 1.1.22. FEs sei G eine Gruppe. Dann definiert jedes Element h € G bijek-
tive Abbildungen

Ly: G — G, g — hg,

R,:G — G, g — gh.

Insbesondere kommt jedes g € G in jeder Zeile und ebenso in jeder Spalte der
Verkniipfungstafel von G genau einmal vor.
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Beweis. Die Abbildung Lj,-1 ist eine Umkehrabbildung zu Ly, denn fiir jedes g € G
haben wir

Ly-10Lp(g) = h'(hg) = (R h)g = eg = g,

LyoLy-1(9) = h(h™lg) = (hh™l)g = eg = g.
Folglich ist Ly, bijektiv. Analog sieht man, dass Rj-1 eine Umkehrabbildung zu Ry,
ist, und Ry, somit bijektiv ist. (I

Beweis von Satz 1.1.21. Der Fall |M| = 1 ist trivial: Es gibt iiberhapt nur eine
Verkniipfung auf M, und das einzige Element von M erfiillt die Bedingungen des
neutralen Elements.

Betrachten wir den Fall |M| = 2. Hier gilt M = {e, m}. Nach Lemma 1.1.22 muss
die zugehorige Verkniipfungstafel wie folgt aussehen:

(M,*) | e
e e
m m

m
m
e

Es bleibt zu zeigen, dass eine Verkniipfung “x” mit dieser Verkniipfungstafel den
Axiomen einer abelschen Gruppe geniigt. Das ist der Tafel jedoch unmittelbar an-
zusehen.

Kommen wir zum Fall n = 3: Hier haben wir M = {e, ma, mg}. Ein guter Teil der
Verkniipfungstafel steht durch die von e verlangten Eigenschaften bereits fest:

(M,*)| e mi Mo

e e my Mo
mi mi
ma ma

Fiir das Element my xmy gibt es nach Lemma 1.1.22 hochstens zwei Moglichkeiten:
Erstens mi * m; = mag, zweitens m1 x m; = e:

(M, *) | e mi mo (M, %) | e mi mo
€ & my Mo & € my Mo
mq my1 Mo mia mia &
ma ma ma ma

Von diesen beiden Moglichkeiten kann nur die erste vervollsténdigt werden, ohne
dabei die Aussage von Lemma 1.1.22 zu verletzen; und das geht wie folgt:

(Ma *) | € mi  m2

e e my Mo
mq mi1 Mo e

mao mao & mq

Es bleibt wiederum zu zeigen, dass das Ergebnis die Verkniipfungstafel einer abel-
schen Gruppe ist, aber diesmal geniigt ein Vergleich mit der Verkniipfungstafel der
Gruppe C5 aus Beispiel 1.1.8. (I
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Aufgaben zu Abschnitt 1.1.
Aufgabe 1.1.23. Essei ¢: X — Y eine Abbildung beliebiger Mengen X und Y.

(i) Fir jede Familie Y3, 4 € I, von Teilmengen Y; C Y gilt

o (Un) =Uston o () = o
iel i€l iel iel
(ii) Fiir jede Familie X;, ¢ € I, von Teilmengen X; C X gilt
® <U Xi) = Jex), o <ﬂ Xz') C ) ex).
iel il i€l i€l

Gib ein Beispiel an, bei dem im letzten Fall keine Gleichheit gilt.

Aufgabe 1.1.24. Es seien X,Y endliche Mengen mit |X| = |Y|, und es sei p: X — Y
eine Abbildung. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(1) ¢: X — Y ist injektiv.
(ii) ¢: X — Y ist surjektiv.
(iii) ¢: X — Y ist bijektiv.

Aufgabe 1.1.25. Es sei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung “+”, und es
seien m1, ..., m, € M. Definiere rekursiv
mik...xmy = (M1%k...%Mpr_1) % My,

wobei man im Falle » = 1 die linke Seite einfach zu m; setze. Zeige: Fiir jede Familie von
Zahlen 1 <11 <o < ... <1 <7rgilt

Mmik...oxmpy = (M1%.. %My ) * (Mg *..oxMyy) % ...k (Mg, % ..o % My, ).
Aufgabe 1.1.26. Zeige: Die Gruppe S, besitzt genau n! Elemente.
Aufgabe 1.1.27. Berechne folgende Ausdriicke in So:

(1) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 7 4 3 6 2 9 5 1 6 1 3 5 4 7 2 9 8 ’
-2
(ll) 1 2 3 4 5 6 7 8
9 7 3 2 4 5 6 8 .

Aufgabe 1.1.28. Zeige: Fiir n > 3 ist S3 nicht abelsch. Hinweis: Betrachte die Transpo-
sitionen (1,2) und (2, 3).

= ©

Aufgabe 1.1.29. Zeige: Fiir n = 1,2,3 ist jedes Element aus S, ein Zykel. Gib ein
Element in S4 an, das kein Zykel ist.

Aufgabe 1.1.30. Zeige fiir jeden Zykel (i1,...,ix) € Sn gilt
Gityeoyin)™ = (k... yi1).

Aufgabe 1.1.31. Zeige: Fiir jeden 3-Zykel (i1,i2,43) € Sn, wobei n > 3, hat man eine
Darstellung

(i1,i2,43) = (i1,43) 0 (i2,43) o (i1,i3) ' o (ia,ia) .
Aufgabe 1.1.32. Esseien (i1, ...,i) € Sn ein k-Zykelund o € Sy, ein beliebiges Element.
Zeige:
oo (in,...,ig)o0 = (c(ir),...,o(ir)).

Aufgabe 1.1.33. Betrachte die vierelementige Menge G := {e, a,b, ¢} und die “angefan-
genen” Verkniipfungstafeln

(G,x) | e a b ¢ (G,%) | e a b
e e a b c e e a b
a a e a a b
b b e b b ¢
c c e c c e
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Zeige: Es gibt fiir jede der beiden Tafeln genau eine Moglichkeit sie zu vervollstéandigen,
sodass G zusammen mit “x” eine Gruppe ist.

Aufgabe 1.1.34. Vegleiche die zweite Verkniipfungstafel aus der vorigen Aufgabe mit
der Verkniipfungstafel der Einheitswurzelgruppe Cjy.

Aufgabe 1.1.35. Zeige: Fiir n > 2 ist GL(n,K), wobei K = Q,R,C keine abelsche
Gruppe.

Aufgabe 1.1.36. Es sei Q C R? eine Teilmenge. Zeige: Zusammen mit der Matrizenmul-
tiplikation ist die Menge

Gg = {AeGL(Z%R); AQ =Q}

eine Gruppe. Bestimme Gg explizit fiir den Fall, dass Q@ C R? das regelméiBige Viereck ist
mit den Eckpunkten

v = (1,0), w2 := (0,1), ws := (=1,0), wg := (0,-1).
Bestimme die Verkniipfungstafel der Gruppe G¢ in diesem Fall.

Aufgabe 1.1.37 (Quaternionengruppe). Betrachte die folgenden Elemente in Mat(2, 2; C),
wobei i € C wie iiblich die imaginére Einheit bezeichnet:

1 0 0 1 0 1 i 0
E = {O 1}, I = {_1 0}, J = {Z 0}, K = {0 _i].
Zeige: Zusammen mit der Matrizenmultiplikation ist {+F, +1I, +.J, + K} eine Gruppe. Stel-

le die Verkniipfungstafel auf.

Aufgabe 1.1.38. Es sei G eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung “x”. Zeige: G
ist genau dann eine Gruppe, wenn folgendes gilt

i) Es gibt ein linksneutrales Element e € G, d.h., fiir jedes g € G gilt ex g = g.
g J g g g9=9
(ii) Zu jedem g € G gibt es ein Linksinverses g’ € G, d.h., es gilt g’ x g = e.

Aufgabe 1.1.39. Es seien G eine Gruppe, g € G, und n,ni,n2 € Z. Beweise die Rechen-
regeln aus Bemerkung 1.1.19:

ny—1 __ —-n ny no __ ng ni  __ ni+ng ni\ne __ ning
(67" =9 99" =99 =g v (M) = gmm
Aufgabe 1.1.40. Es seien G eine Gruppe, g1,...,9- € G und v1,...,v, € Z. Zeige:
(91952 9)"" = g7 g g

Aufgabe 1.1.41. Es sei G eine Gruppe. Zeige:
(i) Gilt (gh)? = ¢g*h? fiir alle g,h € G, so ist G abelsch.
(ii) Gilt g% = eg fiir jedes g € G, so ist G abelsch.
Aufgabe 1.1.42. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeige:
H @ = ea.
geaG

Aufgabe 1.1.43. Es seien M eine Menge, G eine Gruppe und Abb(M, @) die Menge
aller Abbildungen M — G. Betrachte die durch

(pxg)(m) = @(m)y(m)
definierte Verkniipfung “«” auf der Menge Abb(M,G). Zeige: Das Paar (Abb(M, G), *)

ist eine Gruppe.

Aufgabe 1.1.44. Es seien G und H Gruppen. Zeige: Das kartesische Produkt G x H
wird zu einer Gruppe durch komponentenweise Verkniipfung:

(9,R)(g", 1)) = (gg',h).
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1.2. Untergruppen, Faktorgruppen.

Definition 1.2.1. Es sei G eine Gruppe, und es sei H C G eine Teilmenge mit
folgenden Eigenschaften

eq € H, hi,ho € H = hihy € H, heH = h™'eH.

Dann nennen wir H zusammen mit der induzierten Verkniipfung (hi,ha) — hihso
eine Untergruppe der Gruppe G; wir schreiben dafiir auch H < G.

Bemerkung 1.2.2. Jede Untergruppe H einer Gruppe G ist wieder eine Gruppe;
das neutrale Element ist dabei ey = eq.

Beispiel 1.2.3. (i) (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q, +).
(ii) Fiir jedes n € Z ist (nZ,+) eine Untergruppe von (Z, +).
(iii) Die Einheitswurzelgruppe (C,, -) ist eine Untergruppe von (C*,-).
(iv) Die Quaternionengruppe 1.1.37 ist eine Untergruppe von GL(2,C).
(v) Jede Gruppe G besitzt die Untergruppen {eg} < G und G < G.

Bemerkung 1.2.4. Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Sind Elemente
hi,...,hy € H und Zahlen ny,...,n, € Z gegeben, so gilt 1" ---h'" € H.

Bemerkung 1.2.5. Es seien G eine Gruppe und H; C G, ¢ € I, Untergruppen.
Dann ist der Durchschnitt (., H; wieder eine Untergruppe von G.

Konstruktion 1.2.6. Es seien G eine Gruppe und A C G eine Teilmenge. Ist A
nicht leer, so setzen wir

(A) = g1 g9 r €L, gi € A, n; =€ L},

und fiir A = 0 setzen wir (A4) := {eg}. Dann ist (A4) eine Untergruppe von G; die
von A erzeugte Untergruppe in G. Fir A = {g1,...,9,} schreibt man auch

(g1, 9r) = (4)
und spricht von der von g1, ..., g, erzeugten Untergruppe. Fiir die durch ein Element
g € G erzeugte Untergruppe (g) in G hat man

(9) = {9"s neZ}

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften einer Untergruppe fiir (4) nach. Ist A leer,
so ist nichts zu zeigen. Ist A nicht leer, so wéhlen wir ein ¢ € A und erhalten
eqg = g° € (A). Fiir je zwei Elemente g7 - g" und h]" ---h™ aus (A) erhalten
wir weiter

(91" - grm) (R --ompte) = git oo gAY by € (A),
(gt gi)™h = (gp™ - gi™) € (A).
O

Satz 1.2.7. Es seien G eine Gruppe und A C G eine Teilmenge. Dann ist die
von A erzeugte Untergruppe in G gegeben durch

(A) = m H.

ACH<G

Beweis. Zur Inklusion “C”.Ist H < G eine Untergruppe mit A C H, so gilt offenbar
auch (A) C H. Zur Inklusion “2”. Da (A) eine Untergruppe von G ist erhalten wir

(4 2 @)n (\ H= ()] H

ACH<G ACH<G
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Beispiel 1.2.8. Die Gruppe C4 der vierten Einheitswurzeln besitzt genau die fol-
genden Untergruppen:

=1 =A{1}, G = (1) =AL-1} Ci={ = (=)

Beispiel 1.2.9. Es sei n € Z>3. Die Diedergruppe D, ist die von den Permutatio-
nen

0 = =

1 2 ... n—1 n}
s g

1 2 3 .. m—=1 n
2 3 ... n 1

1 n n—1 ... 3 2

erzeugte Untergruppe von S,,. Die Abbildungen § und o lassen sich als Symmetrien
des regelméfligen n-Ecks interpretieren.

§ o
Definition 1.2.10. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.

(i) Die Linksnebenklasse eines Elements g € G ist
gH = {gh; he H} C G.
(ii) Die Rechtsnebenklasse eines Elements g € G ist
Hg = {hg; he H} C G.

Lemma 1.2.11. FEs seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann gilt
fir jedes g € G:
lgH| = |H| = [Hgl|.

Beweis. Man erhélt die Aussage durch Anwenden der Bijektionen Ly, Ry: G — G
aus Lemma 1.1.22. Es gilt:
Ly(H) = gH, Ry(H) = Hy.
O

Definition 1.2.12. Es seien GG eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Der
zugehorige homogene Raum ist die Menge G/ H aller Linksnebenklassen:

G/H := {gH; g€ G}.

Der Index von H in G ist die Ordnung des homogenen Raumes G/H, und wird
geschrieben als

[G:H] = |G/H|.

Satz 1.2.13. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann erhdlt
man eine Aquivalenzrelation auf G durch:

g1 ~H g2 = 92_191 c H.

Die Aquivalenzklasse eines Elements g € G st genau die Linksnebenklasse gH.
Insbesondere hat man eine Darstellung als disjunkte Vereinigung

G = |_| gH.

gH € G/H
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«

Beweis. Zunéchst weisen wir fiir “~pg” die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation

nach, d.h., wir zeigen

e g~y g fiir alle g € G (Reflexivitiit),
® g1~ g2 = g2 ~p g1 fir alle g1, g2 € G (Symmetrie),
e g1~ gound ga ~p g3 = g1 ~p g3 fiir alle g1, g2, g3 € G (Transitivitit).

Die Relexivitat ist offensichtlich. Zur Symmetrie: Gilt g1 ~p g2, so bedeutet dies
92—191 € H. Invertieren ergibt gl_lgg € H. Das bedeutet go ~g ¢1. Zur Transitivitét:
Gilt g1 ~g g2 und g2 ~g g3, so haben wir gflgg € H und gglgg € H. Wir schlieflen
g1 ~ g g3 mit
95 g1 = (95'92)(95 1) € H.

Wir zeigen nun, dass fiir jedes Element g € G die zugehérige Aquivalenzklasse [g]
gerade die Linksnebenklasse gH ist: Fiir jedes Element ¢’ € G gilt

gelgl & ¢d~ng o g 'deH & ¢ cgH

Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation auf einer Menge zerlegen diese stets
disjunkt. In unserem Fall bedeutet dies, dass man G als disjunkte Vereinigung der
Linksnebenklassen von H erhélt. (I

Satz 1.2.14 (Satz von Lagrange). Es seien G eine Gruppe und H < G eine Un-
tergruppe. Dann gilt
Gl = [G:H]|H)

Insbesondere ist im Fall einer endlichen Gruppe G die Ordnung |H| ein Teiler der
Ordnung |G].

Beweis. Gemaf3 Satz 1.2.13 und Lemma 1.2.11 sowie der Definition des Index haben
wir

G = || eH leH| = |H, |G/H| = [G:H]
gH € G/H
Gilt |G| = oo, so muss also mindestens eine der Mengen H und G/H unendlich
sein, was die Behauptung in diesem Fall beweist. Gilt |G| < oo, so erhalten wir

Gl = > lgHl = > |H| = |G/H|H| = [G:H]H|.
gH € G/H gH € G/H
O

Folgerung 1.2.15. Es sei G eine endliche Gruppe. Ist |G| eine Primzahl, so sind
{eg} und G die einzigen Untergruppen von G.

Definition 1.2.16. Es sei G eine Gruppe. Die Ordnung eines Elements g € G ist
ord(g) := [{g)|

Folgerung 1.2.17. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann ist fir jedes g € G die
Ordnung ord(g) ein Teiler der Gruppenordnung |G|.

Definition 1.2.18. Eine Untergruppe H < G einer Gruppe G heisst Normalteiler
in G, geschrieben H < G, falls gHg~! = H fiir jedes g € G gilt.

Bemerkung 1.2.19. Eine Untergruppe H < G einer Gruppe G ist genau dann
ein Normalteiler in G, wenn gH = Hyg fiir jedes g € G gilt.

Bemerkung 1.2.20. Ist G eine abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe H < G
ein Normalteiler.
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Konstruktion 1.2.21 (Faktorgruppe). Es seien G eine Gruppe und H < G ein
Normalteiler. Dann besitzt der homogene Raum G/H eine Verkniipfung

G/HxG/H — G/H, (g1H,g2H) — qig-H.

Zusammen mit dieser Verkniipfung ist G/H eine Gruppe; das neutrale Element ist
ecH und das Inverse eines Elements gH ist g1 H.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist. Dazu betrach-
ten wir zwei Nebenklassen

g H = g\H, 9H = g3H.
Zu zeigen ist g1goH = gjg4H. Die Normalteilereigenschaft liefert ghbH = Hgb.
Damit erhalten wir
9192H = qigoH = g1Hgy, = g1Hgy = ¢195H.
Die Axiome einer Gruppe fiir G/H ergeben sich nun direkt aus den entsprechenden

Eigenschaften fiir G. O

Erinnerung 1.2.22 (Division mit Rest). Es sei n € Z>1. Dann besitzt jedes m € Z
eine eindeutige Darstellung der Form m = gn+r mit ¢ € Z und einem “Rest” r € Z,
sodass 0 <r <n—1 gilt.

Beispiel 1.2.23. Fiir n € Z>; betrachten wir den Normalteiler nZ < Z. Division
mit Rest liefert eine disjunkte Zerlegung

Z = nZ Ul1l4+nZ U ... U n—1+nZ.
Folglich gilt [Z : nZ] = n, und die zugehérige Faktorgruppe Z/nZ ist von der
Ordnung n.

Definition 1.2.24. Es sei n € Z>;. Das Signum einer Permutation o € 5, ist
definiert als

o(j)—o(
wor = I
1<i<j<n J
Satz 1.2.25. Es sein € Z>;.
(i) Fiir jedes o € Sy, gilt sg(o) = (—1)™), wobei m(o) die Zahl der Paare

(1,7) mit t < j und o(i) > o(j) ist.
(ii) Flir je zwei 7,0 gilt sg(o o 1) = sg(o)sg(T).

Beweis. Aussage (i) ergibt sich sofort mit

[[e()—et) = [I ect)-c) - J[ oG)—0c)
< (5 ) (<)
= ™[I -et)+e@ - [ eG)—0o6)
(5 7() cH<r)
= )" [ -e®+0() - J[ eG)—0o)
NG cH<r)
= )™ [ e6)—e0)
o(i)<o(f)

= ()" [i-

i<j
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Aussage (ii) folgt direkt aus

[[lor—oerl) _ ppoer—oer@ pyrl) =7l

i<j j-t i<j () = 7(@) i<j j—i
und
ogot(j)—oor(i) cot(j)—ooT(i) cot(j)—ooT(i)
H TG =@ H 7(G) = 7() H (@) —7(0)
(1) <7(J) T(3)>7(5)
_ ocot(j) —oor(i) ooT(i) —oor(j)
- 1 —5—w Il -5
() <T() (ST

cot(j)—ooT(i)

r@<r  TITTO
_ o) —o(@)
= E i

O
Beispiel 1.2.26. Es sei n € Z>;. Die alternierende Gruppe A,, ist die Untergruppe
A, = {o €S, sglo) =1} < S,.

Fiir den Index von A,, in S,, erhalten wir [S,, : A,,] = 2, da man fiir n > 2 mit der
Transposition (1,n) eine Zerlegung erhélt

S, = A, U (1,n)A,
Weiter ist A,, ein Normalteiler in S,,, denn fiir jedes o € A,, und jedes o € S,, gilt
sglooaoo™) = sg(o)sg(a)sglo™)
= sg(0)sg(o ") sg(e)
= sg(id) sg(a)

= 1.
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Aufgaben zu Abschnitt 1.2.

Aufgabe 1.2.27 (Kleinsche Vierergruppe). Zeige, dass die folgende Teilmenge eine Un-
tergruppe von Sy ist:

Vi = {idx,, (1,2)0(3,4), (1,3) 0 (2,4), (1,4) 0 (2,3)}.

Aufgabe 1.2.28. Bestimme sdmtliche Untergruppen der Einheitswurzelgruppe Cg, der
symmetrischen Gruppe S3 und der Faktorgruppe Z/5417Z. Gib jeweils an, ob es sich um
Normalteiler handelt.

Aufgabe 1.2.29. Es seien G eine Gruppe und Hi, H2 < G Untergruppen. Beweise die
Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Hi U Hj ist eine Untergruppe von G.
(ii) Es gilt H1 C Hs oder H2 C H;.

Aufgabe 1.2.30. Es seien G eine Gruppe und A C G eine nichtleere Teilmenge. Zeige:
Ist G endlich, so gilt

(A) = A{ec} U {g1---9r; 7 €Z>1, gi € A}
Schliele daraus:

(i) Eine nichtleere Teilmenge H einer endlichen Gruppe G ist genau dann eine Un-
tergruppe, wenn fiir je zwei g1, g2 € G gilt

g1,92 € H — gig2 € H.

(ii) Die Ordnung eines Elements ¢ einer beliebigen Gruppe G ist die kleinste Zahl
n € Z>1 mit g" = eq.

Aufgabe 1.2.31. Zeige: Fiir jeden k-Zykel (i1,...,ix) € Sy gilt
ord(il,.. .,ik) = k.

Aufgabe 1.2.32. Betrachte folgende Elemente in der Gruppe GL(2,R) aller invertierba-
ren reellen 2 x 2-Matrizen:

e Y

ord(g) = 4, ord(h) = 3,  ord(gh) = oo.
Aufgabe 1.2.33. Zeige: D3 = S5s.

Zeige:

Aufgabe 1.2.34. Betrachte die Diedergruppe D, < S, und die beiden erzeugenden
Elemente §,0 € D,, aus Beispiel 1.2.9. Zeige:

o’ =e, S" =e, 6" £Lefir 0 <k <mn, o6 =060

Zeige weiter, dass D, genau aus den Elementen der Form 6% o007 besteht, wobei 0 < k < n
und j = 0, 1. Schliee daraus |Dy| = 2n.

Aufgabe 1.2.35. Es seien G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe und gi,g2 € G.
Zeige:

g H = goH <<= Hg' = Hg,".

Aufgabe 1.2.36. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Zeige: H ist
genau dann ein Normalteiler in G, wenn gH = Hg fiir jedes g € G gilt.

Aufgabe 1.2.37. Es seien G eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe. Zeige:

(i) H besitzt genau [G : H] Rechtsnebenklassen.
(ii) Gilt [G: H] = 2, so ist H ein Normalteiler.

Aufgabe 1.2.38. Es seien G eine Gruppe und Hi, H2 <G Normalteiler. Zeige: H1H2 C G
ist eine Untergruppe.
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Aufgabe 1.2.39. Es seien G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Der Normalisator
von M in G ist die Menge

Ne(M) = {g€G; gMg™" =M}
Beweise folgende Aussagen:

(i) Der Normalisator Ng (M) ist eine Untergruppe von G.
(ii) Ist H < G eine Untergruppe, so gilt H < Ng(H).
(iif) Fiir jede Untergruppe H < G gilt H <G < Ng(H) =G.

Aufgabe 1.2.40. Es sei n € Z>i. Jedes Element p € Z/nZ besitzt eine eindeutige
Darstellung 4 = m + nZ mit 0 < m < n — 1. Bestimme diese Darstellungen fiir die
Elemente

—(13+72) € Z)7Z, (5+4Z2)+ (6 +472) € Z/4Z, 27(100 4+ 12Z) € Z/127Z.
Aufgabe 1.2.41. Berechne das Signum folgender Permutationen in So:
ON R A A

6 7 8 9
4 5 6 8 1 .

ut

2
1

(<

3 4 6 7 8
3 5 7T 2 9

w0 ©

—~
[
=2
Nag
—
(=]

ot

3 4
3 2

—~
[
=
=
Nag
—
© =
~ N
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1.3. Homomorphismen.

Definition 1.3.1. Ein Homomorphismus von Gruppen G und H ist eine Abbildung
p: G — H, sodass fiir je zwei g1, g2 € G gilt

©(g192) = @(g1)p(g2)-

Bemerkung 1.3.2. (i) Fiir jede Gruppe G ist die Identitit idg: G — G ein
Homomorphismus von Gruppen.
(ii) Sind ¢: G — H und ¢: H — F Homomorphismen von Gruppen, so ist
dies auch die Hintereinanderausfithrung ¢ o p: G — F.

Bemerkung 1.3.3. Es sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann

gilt stets
plec) = en, (g™ = »lg)~".

Beweis. Fiir den Nachweis der ersten Gleichung vermerken wir zunéchst
plec) = wleaea) = wlea)pleq).
Multiplikation mit p(eq)~! ergibt ey = ¢(eq). Fiir jedes g € G haben wir
w9 el9) = wl97'9) = lec) = en
Analog erhiilt man ¢(g)p(g~!) = ey. Das impliziert p(g=1) = ¢(g) L. O
Beispiel 1.3.4. Die Exponentialfunktion definiert einen Homomorphismus
exp: (C,+) — (C*,.), z—ef

Beispiel 1.3.5. Es sei n € Z>;. Dann haben wir einen Homomorphismus von den
ganzen Zahlen in die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln:

on: (Z,+) = (Chn,), k s e2mik/n

Beispiel 1.3.6. Fiir jeden Korper K, z.B. K = Q, R, C, definiert die Determinante
einen Homomorphismus

det: GL(n,K) — (K*,.), A — det(A).
Beispiel 1.3.7. Fiir jedes n € Z>; definiert das Signum einen Homomorphismus
sg: S, — Ca, o — sg(o).

Definition 1.3.8. Es seien G und H Gruppen. Ein Homomorphismus ¢: G — H
heisst

(i) Monomorphismus, falls ¢: G — H injektiv ist, bzw. Epimorphismus, falls
w: G — H surjektiv ist,

(ii) Isomorphismus, falls ¢: G — H einen Umkehrhomomorphismus besitzt,
d.h., einen Homomorphismus ¢: H — G mit

Yoy = idg, poty = idy.

Man nennt die Gruppen G und H isomorph zueinander, in Zeichen G = H, falls es
einen Isomorphismus ¢: G — H gibt.

Satz 1.3.9. Es seien G und H Gruppen und ¢: G — H ein Gruppenhomomor-
phismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢: G — H ist ein Isomorphismus.
(ii) ¢: G — H ist bijektiv.
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Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ist klar. Zu “(ii)=-(i)”. Da ¢: G — H bijektiv
ist, gibt es eine Umkehrabbildung ¥: H — G. Fiir je zwei hq, ho € H gilt
hihy = ¢ (p(h1)) ¢ (P(h2)) = @ ((h1)(h2)).

Wendet man ¢ auf diese Identitdt an, so erhilt man ¥ (hihe) = ¥ (h1)y(he) fiir je
zwei Elemente hq, ho € H. O

Konstruktion 1.3.10. Es seien G eine Gruppe und H <G ein Normalteiler. Dann
hat man einen kanonischen Epimorphismus:

G — G/H, g — gH.

Beweis. Offensichtlich ist m: G — H surjektiv. Die Homomorphieeigenschaft ergibt
sich direkt aus der Definition der Verkniipfung auf G/H. Es gilt stets

w(9192) = 9192H = g1HgoH = 7w(g1)m(g2).
O

Definition 1.3.11. Es seien G und H Gruppen und ¢: G — H ein Homomorphis-
mus. Kern und Bild von ¢ sind definiert als

Kern(p) = {g9€G; olg)=en} = ¢ '(en),
Bild(¢) = {¢(9); g€ G} = ¢(G).

Beispiel 1.3.12. Der Homomorphismus ¢, : Z — C,,, k > e>™%/™ besitzt die
Untergruppe nZ C Z als Kern und C,, als Bild.

Bemerkung 1.3.13. Es seien G eine Gruppe, N <G ein Normalteiler und 7: G —
G/N, g — gN der kanonische Epimorphismus. Dann gilt Kern(7) = N.

Beweis. Die Aussage ergibt sich direkt aus
w(g) =eaN <= gN=egN <= g€ N.
O

Satz 1.3.14. Es sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist ein Monomorphismus.
(ii) Es gilt Kern(p) = {ec}.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Wegen der Injektivit&t von ¢ kann es hchstens
ein Element g € G geben mit ¢(g) = ey, und eg hat diese Eigenschaft.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Es seien Elemente ¢1,¢2 € G mit ¢(g1) = ©(g2) gege-
ben. Dann gilt

em = @(g2)"'elg1) = @93 g1)-
Das bedeutet g5 *g1 € Kern(p) und somit, nach Voraussetzung, g5 191 = eq. Mul-
tiplikation mit g2 von links ergibt g = gs. O

Bemerkung 1.3.15. Es sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann
gilt:

(i) Fiir jede Untergruppe H' < H ist das Urbild ¢ ~'(H’) eine Untergruppe
von G.
(i) Gilt H' < H, so gilt ¢~!(H') < G; insbesondere ist Kern(¢) = ¢~ !(en)
Normalteiler in G.
(iii) Fiir jede Untergruppe G’ < G ist das Bild ¢(G’) eine Untergruppe von H;
insbesondere gilt Bild(yp) < H.
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(iv) Ist ¢: G — H ein Epimorphismus, so gilt ¢(G’) < H fiir jeden Normalteiler
G <G.

Beispiel 1.3.16. Die alternierende Gruppe A4, < S, ist ein Normalteiler in S,
denn man hat

A, = {0 €8,; sg(o) =1} = Kern(sg).

Satz 1.3.17 (Homomorphiesatz). Es seien ¢: G — H ein Gruppenhomomorphis-
mus und N <G ein Normalteiler mit N C Kern(y). Dann gibt es ein kommutatives
Diagramm

v g—(g)

G H
7 g'—% 41\/'—&0@)
G/N

wohldefinierter Gruppenhomomorphismen. Der Homomorphismus @: G/N — H
ist durch dieses kommutative Diagramm eindeutig bestimmt. Es gilt weiter

(i) @ ist injektiv & N = Kern(y);
(il) @ ist surjektiv & ¢ ist surjektiv.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass ¢: gN — ¢(g) wohldefiniert ist, d.h., nicht von
der Wahl des Reprisentanten g der Nebenklasse gN abhéingt. Dazu sei ¢ € G
mit ¢'N = gN. Dann gilt ¢ = gn mit einem n € N. Wegen N C Kern(y) gilt
©(n) = ep, und es folgt

o(g') = elgn) = elg)p(n) = ¢(g).
Nachdem wir die Wohldefiniertheit nachgewiesen haben, ist klar, dass das obige

Diagramm mit diesem Ansatz fiir ¢ kommutativ ist. Weiter ist g: G/N — H ein
Homomorphismus, denn fiir g1 N, go N € G/N erhalten wir

@(g1NgaN) = @(g192N) = ©(g192) = @(g1)e(92) = @(g1N)@(g2N).

Die Eindeutigkeit von ¢: G/N — H ist eine Folge der Kommutativitit des Dia-
gramms: Fiir jede Nebenklasse gN € G/N haben wir ¢(gN) = ¢(g), was den
Homomorphismus @ bereits festlegt.

Wir zeigen (ii). Der Homomorphismus ¢: G/N — H ist genau dann injektiv, wenn
Kern(@) = {egN} gilt. Wir miissen also zeigen:

Kern(p) = {egN} <= Kern(p) = N.
Zur Implikation “=": Aufgrund der Kommutativitdt des Diagramms erhalten wir:
Kern(p) = ¢~ (en) = 7 (¢ en)) = 7 (Kem(@)) = 7~ (eaN) = N.
Zur Implikation “«<”. Wir erhalten Kern(g) = {eg N} mit
P(gN)=en <= ¢(g)=en < geN <= gN =egN.

Zu (ii). Das kommutative Diagramm und die Surjektivitidt von 7: G — G/H liefern
Bild(g) = Bild(p). Damit folgt die Behauptung. O

Folgerung 1.3.18. Es sei p: G — H ein Epimorphismus von Gruppen. Dann ist
der induzierte Homomorphismus @: G/Kern(yp) — H ein Isomorphismus.
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Beispiel 1.3.19. Wir betrachten den Epimorphismus ¢, : Z — C,, k — e27/7,

Nach dem Homomorphiesatz 1.3.17 gibt es ein kommutatives Diagramm

on: ks e2mik/n
Z Ch
T kwk%{ %4»"2'_}627\116/71
Z/nZ

Wegen Kern(p,,) = nZ ist der induzierte Homomomorphismus @y, : Z/nZ — C,, ein
Isomorphismus.

Satz 1.3.20 (Erster Isomorphiesatz). FEs seien G eine Gruppe, H < G eine Un-
tergruppe, und N < G ein Normalteiler. Dann gilt

(i) HN st eine Untergruppe von G.
(ii) N ist ein Normalteiler in HN .
(i) H NN ist ein Normalteiler in H.
(iv) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

H/(HNN) — (HN)/N,  h(HNN) + hN.

Beweis. Zu (i). Offensichtlich gilt e € HN. Weiter ergibt sich aus der Normaltei-
lereigenschaft von N fiir beliebige h,h’ € H und n,n’ € N:

hnh'n’ € HNHN = HN, (hn)™* = n~'h™! € NH = HN.

Aussage (ii) ergibt sich trivialerweise aus der Tatsache, dass N Normalteiler in G
ist.

Um die noch offenen Aussagen (iii) und (iv) zu beweisen, betrachten wir den Epi-
morphismus

w: H— HN/N, h+— hN.

Dann gilt Kern(¢) = HNN. Folglich ist HNN Normalteiler in H, was Aussage (iii)
beweist. Weiter erhalten wir Aussage (iv) mit Folgerung 1.3.18. O

Satz 1.3.21 (Zweiter Isomorphiesatz). Es seien G eine Gruppe, M <G und N 1G
Normalteiler in G mit M C N. Dann gilt:

(i) N/M ist ein Normalteiler in G/M.
(ii) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

G/M /N/M — G/N,  (gM)(N/M) ~ gN.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz gibt es einen Epimorphismus x: G/M —
G/N mit dem das Diagramm

T~ g—gN

G G/N
TM * g’—% /

G/M

kommutativ wird. Unter Verwendung der Surjektivitit von 7a;: G — G/M erhal-
ten wir

Kern(k) = my(Kern(my)) = N/M 9 G/M.
Das beweist Aussage (i). Wendet man weiter Folgerung 1.3.18 auf x: G/M — G/N
an, so erhilt man Aussage (ii). O
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Aufgaben zu Abschnitt 1.3.
Aufgabe 1.3.22. Es seien G, G’ Gruppen und ¢: G — G’ ein Homomorphismus. Zeige:

(i) Der Homomorphismus ¢ ist genau dann ein Monomorphismus, wenn fiir je zwei
Gruppenhomomorphismen ¥1,92: H — G gilt

Pr=12 <= poyYr=poiy.
(ii) Der Homomorphismus ¢ ist genau dann ein Epimorphismus, wenn p(G) < G’
gilt und fiir je zwei Gruppenhomomorphismen 1, ¥2: G’ — H gilt

Yr=12 <= Yrop=1ao0p.

Aufgabe 1.3.23. Es sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Beweise die
Aussagen von Bemerkung 1.3.15:

(i) Fiir jede Untergruppe H' < H ist das Urbild ¢~ (H’) eine Untergruppe von G.
(il) Gilt H' < H, so gilt o '(H’) < G; insbesondere ist Kern(p) = ¢~ (esr) Normal-
teiler in G.
(iii) Fiir jede Untergruppe G’ < G ist das Bild ¢(G’) eine Untergruppe von H;
insbesondere gilt Bild(¢) < H.
(iv) Ist p: G — H ein Epimorphismus, so gilt ¢(G’) < H fiir jeden Normalteiler
G'<G.

Aufgabe 1.3.24. Es sei ¢: G — H ein Homomorphismus endlicher Gruppen. Beweise
folgende Aussagen:

(i) Es gilt |G| = |Kern(p)| - |Bild(¥)].
(i1) |Bild(yp)] teilt |G|.

Aufgabe 1.3.25. Zeige: Es gibt einen eindeutig bestimmten Homomorphismus o: S, —
GL(n, Q), sodass fiir jede Transposition (i, j) € Sy gilt

1 falls k=1, k #1i, 7,
.. - . . 1 fallsk=i,1l=j,
Q((7‘7.7)) - (akl)OSkJSTH WObel agl = 1 falls k — j7 l — ’L‘,
0 sonst.

Zeige weiter, dass man mit diesem Homomorphismus ein kommutatives Diagramm von
Gruppenhomomorphismen erhélt:

Sn — GL(n, Q)

Cr———Q

Aufgabe 1.3.26. Verwende Folgerung 1.3.18 fiir den Nachweis der Isomorphien S, /A, 2
C2 und C*/Cy = C*. Hinweis: Im zweiten Fall betrachte den Homomorphismus z — z".

Aufgabe 1.3.27. Es sei Fy der Koérper mit 2 Elementen. Zeige: Die Gruppe GL(2,F2)
ist isomorph zu Ss.

Aufgabe 1.3.28. Es sei B(n,C) C GL(n,C) die Menge der invertierbaren oberen Drei-
ecksmatrizen, und es sei

Un,C) = {A€Bn,C); ann=...=an, =1}

Zeige, dass B(n,C) und U(n,C) Untergruppen von GL(n,C) sind. Zeige weiter, dass
U(n,C) Normalteiler in B(n,C) ist, und dass gilt

B(n,C)/U(n,C) = (C)".
Aufgabe 1.3.29. Betrachte folgende Untergruppen der Permutationsgruppe Sa:
S = {o € Ss; o(4) =4}, Vi = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)).
Bestimme alle Elemente von V4 und beweise folgende Aussagen:

Sé =~ S, Vi <S4, Sy = SéV47 Sa/Va =2 Ss.
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Hinweis: Verwende den ersten Isomorphiesatz 1.3.20.

Aufgabe 1.3.30. Esseien G eine beliebige Gruppe und H, N < G endliche Untergruppen,
wobei N ein Normalteiler in G sei. Zeige:

[H|[N|

|[HNN|

Aufgabe 1.3.31. Es seien m,n,r € Z mit m = nr. Zeige: (Z/mZ)/(nZ/mZ) = Z/nZ.

HN| =
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1.4. Universelle Konstruktionen.

Konstruktion 1.4.1 (Produkt I). Es seien G; und G2 Gruppen. Dann ist die
Menge G X G5 zusammen mit der komponentenweisen Verkniipfung

(91,92)(91,95) = (9191, 9295)
eine Gruppe, das (direkte) Produkt der Gruppen G; und Gs. Neutrales Element
und Inversenbildung in G; x G2 sind gegeben durch
ea,xa, = (ea;,ea,), (91.92)7" = (91192 ).
Weiter hat man kanonische Projektionshomomorphismen von Gy x G5 auf die Fak-
toren G; und Ga:
IS Gl X GQ — Gl, (gl,gg) = g1, o . Gl X GQ — Gg, (gl,gg) = g2.

Satz 1.4.2. FEs seien G1 und Ga Gruppen. Dann besitzt G1 X Go zusammen mit
den Homomorphismen m;: G1 X Go — G; die folgende universelle Eigenschaft:

(PR) Ist H eine Gruppe und sind p1: H — G1 und p2: H — G2 Homomorphis-
men, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢: H — G1 X Ga,
mit dem das folgende Diagramm kommutativ wird

G1XG2

Bewets. Man kann den gewiinschten Homomorphismus ¢ explizit angeben:
p: H — G1 X Gy, h = (p1(h), p2(h)).
Die Eindeutigkeit von ¢ ist bereits aus mengentheoretischen Griinden klar. (I

Konstruktion 1.4.3 (Produkt II). Es seien I eine beliebige Indexmenge und Gj,
i € I, eine Familie von Gruppen. Dann wird das kartesische Produkt [ ], ; G; durch
komponentenweise Verkniipfung

(gi)ier (hi)ier = (gihi)ier
zu einer Gruppe, dem Produkt der Gruppen G, i € I. Fiir jedes j € I hat man
einen kanonischen Projektionshomomorphismus, ndmlich

TR HGi - Gj, (9i)ier — gj-
il
Das Produkt [],.;G; erfiillt folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder Familie
pi: H — G;, v € I, von Gruppenhomomorphismen gibt es einen eindeutig be-
stimmten Homomorphismus ¢: H — [],.; Gi mit ; = 7; o @ fiir jedes i € .
Schreibweise 1.4.4. Ist G eine Gruppe, so schreibt man auch G™ fiir das n-fache
Produkt [T ; G.

Definition 1.4.5. Es sei G eine Gruppe. Der Kommutator zweier Elemente g, h
aus G ist das Element

[9,h] == ghg *h™' € G.
Die Kommutatorgruppe von G ist die von allen [g,h], wobei g,h € G, erzeugte
Untergruppe von G; man bezeichnet sie mit [G, G].
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Bemerkung 1.4.6. Es sei G eine Gruppe.

(i) Fiir je zwei Elemente g, h € G gilt
[9,h] =eq <= ghg 'h™' =eq < gh=hyg.
i1) Fiir je zwei Elemente g, h € G gilt
(i) ] g, g
gh = ghg™*h~'hg = [g,h]hg.
(iii) Fiir je zwei Elemente g,h € G gilt
[9,h)"" = (ghg™'h™")"" = hgh~'g™" = [h,g].

(iv) [G, G] besteht aus Produkten von Kommutatoren.
(v) Fiir je drei Elemente a, g, h € G gilt

alg,hla™ = aghg 'h~ta™!
= aga taha"tag la " tah a7t
= Jaga™ ', aha™"].
(vi) [G, Q] ist ein Normalteiler in G.

Satz 1.4.7. Es sei G eine Gruppe. Dann ist G = G/|G, G] eine abelsche Gruppe.
Zusammen mit dem kanonischen Epimorphismus a: G — G besitzt sie folgende
universelle Figenschaft:

(AB) Zu jedem Homomorphismus ¢: G — H in eine abelsche Gruppe H gibt es
genau einen Homomorphismus @: G— H, sodass das folgende Diagramm kommu-
tativ wird

G——~nH

PN

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass G abelsch ist. Zu §,E € G wihlen wir Urbilder
g € a”1(g) und h € a~1(h). Dann erhalten wir

gh = algh) = ollg.hhg) = o(lg,h)alhg) = a(hg) = hg.
Zur universellen Eigenschaft: Ist ¢: G — H ein Homomorphismus in eine abelsche
Gruppe, so gilt stets

o(lg.h]) = wlghg™'h™") = @lg)e(h)e(g) ()™ = en.
Folglich haben wir [G,G] C Kern(p). Der Homomorphiesatz 1.3.17 liefert dann
Existenz und Eindeutigkeit des gewiinschten Homomorphismus ¢: G — H. O

Definition 1.4.8. Eine Halbgruppe ist eine Menge H zusammen mit einer assozia-
tiven Verkniipfung (hi, ha) — hi % ho. Eine Halbgruppe heisst

(i) abelsch (auch kommutativ), falls die Verkniipfung “+” kommutativ ist,
(ii) Monoid falls die Verkniipfung “+” ein neutrales Element besitzt.

Ein Homomorphismus von Halbgruppen H und H’ ist eine Abbildung ¢: H — H’,
sodass stets gilt

@(hyxha) = @(h1)*p(h2).
Sind dabei H, H' Monoide und gilt ¢(er) = ey fiir die neutralen Elemente, so
nennt man ¢: H — H’ auch einen Homomorphismus von Monoiden.

Wie bei Gruppenhomomorphismen definiert man die Begriffe Mono-, Epi-, bzw.
Isomorphismus; dies sind injektive, surjektive, bzw. bijektive Homomorphismen.



ALGEBRA 25

Definition 1.4.9. Eine abelsche Halbgruppe H geniigt der Kiirzungsregel, falls fiir
je drei Elemente a, b, ¢ gilt

ab = ac = b = c.
Beispiel 1.4.10. Die Menge N = Z>( zusammen mit der Addition ist ein abel-

sches Monoid mit Kiirzungsregel, aber keine Gruppe. Die Einbettung N C Z in die
Gruppe der ganzen Zahlen ist ein Monomorphimus von Monoiden.

Konstruktion 1.4.11 (Grothendieckgruppe). Es sei (M, ) ein abelsches Monoid
mit Kiirzungsregel. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf M x M durch
(al, (IQ) ~ (bl, bg) < albg = a2b1.

Den zugehorigen Restklassenraum bezeichnen wir mit G(M), und die Restklasse
eines Elementes (a1, a2) mit a/as. Wir definieren eine Verkniipfung

b b
G(M) x G(M) — G(M), an) () .o @
ag b2 a2b2
Die Menge G(M) zusammen mit dieser Verkniipfung ist eine abelsche Gruppe; die
Grothendieckgruppe des Monoids M.

Das neutrale Element von G(M) ist eps/ens, das Inverse zu aq/as ist as/aq, und
man hat einen kanonischen Monoidmonomorphismus

1w M — G(M), a - —.
em

Beweis. Zunicht ist zu zeigen, dass durch “~” tatsichlich eine Aquivalenzrelation
auf M x M definiert wird, d.h., wir brauchen

o Reflexivitit: Es gilt a ~ a fir alle a € M x M.
o Symmetrie: Esgilt a ~ b= b~ a fur alle a,b € M x M.
o Transitivitdt: Es gilt a ~bund b~ c= a ~ ¢ fiir alle a,b,c € M x M.

Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich gegeben. Zur Transitivitidt. Wir schrei-
ben a = (a1,as2), etc.. Aus a ~ b und b ~ ¢ erhalten wir
a1by = agby, bica = bacy.
Multiplikation dieser beiden Gleichungen ergibt
ai1bsbics = asbibacy.

Wendet man nun die Kiirzungsregel an, so ergibt sich ajco = azc;. Wir erhalten
also a ~ c.
Der néchste Schritt ist, die Wohldefiniertheit der Verkniipfung auf G(M) nachzu-
weisen. Dazu miissen wir zeigen, dass

a1b1 - a’lb’l

as b2 a’Qb’Q

gilt, sobald a ~ @’ und b ~ b’ gelten, wobei wie bisher a = (a1, a2), etc. gelte.
Schreiben wir letztere Aquivalenzen aus, so erhalten wir

/ / / /
a1y = a2, blb2 = bgbl.

Multipliziert man diese beiden Gleichungen miteinander, so ergibt sich die gewiinschte
Aquivalenz.

Der Rest ist nun einfach: Mit eps/eps haben wir offensichtlich ein neutrales Element
in G(M), und die Inversenbildung ist ebenfalls leicht: Man hat stets

<ﬂ) (%) _ ma _ em
a9 aiq az2a1 EMm
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Die Tatsache, dass die kanonische Abbildung :: M — G(M) ein Monoidmonomor-
phismus ist, ergibt sich sofort aus

(a)( b) ab a b
— — = —, —=— < a=0b
eM eM eM €M €M

Satz 1.4.12. Es sei M ein abelsches Monoid mit Kirzungsregel. Dann besitzt die
zugehdorige Grothendieckgruppe G(M) zusammen mit dem kanonischen Monomor-
phismus v: M — G(M) die folgende universelle Eigenschaft:

O

(GR) Zu jedem Monoidhomomorphismus ¢: M — H in eine abelsche Gruppe H
gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢: G(M) — H, sodass das folgende
Diagramm kommutativ wird

Beweis. Es sei ¢: M — H ein Homomorphismus in eine abelsche Gruppe H. Wir
setzen a
v GM) = H, — e plan)p(az) ™
2

Dies héngt nicht von der Wahl des Représentanten (a1, as), denn wir haben

(a1,a2) ~ (d},dh) = aiay = asd)
= (ar)p(ay) = plaz)p(a))
= pla)p(a)™ = lah)elar) "

Die Homomorphieeigenschaft von v ist ebenfalls leicht zu sehen: Es gilt

() - ()
= p(arb1)p(aghy) ™"
= p(ar)p(az) " o(br)p(bs) ™!

(@)

Zur Kommutativitit des Diagramms vermerken wir zunéchst, dass p(ep) = en
gilt; dies ist fiir Monoidhomomorphismen in eine Gruppe genauso einzusehen wie
fiir Gruppenhomomorphismen. Damit erhalten wir

a _

we@) = o () = elaplen) = vla)

emM
Kommen wir zur Eindeutigkeit von ¢: G(M) — H. Dazu betrachten wir einen
weiteren Homomorphismus ¢': G(M) — H mit ¢’ o1 = . Dann erhalten wir stets

(@) e o) (G - - ()

wobei man die zweite Gleichung durch Invertieren der ersten erhélt. Multiplikation
dieser Gleichungen ergibt ¢’ (a/b) = 9 (a/b). O
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Aufgaben zu Abschnitt 1.4.

Aufgabe 1.4.13. Es seien G, H, I" Gruppen und 7g: I' — G sowie ny: I' = H Homo-
morphismen mit der Eigenschaft (PR) aus Satz 1.4.2. Zeige: Die Gruppe I' ist isomorph
zum gruppentheoretischen Produkt G x H.

Aufgabe 1.4.14. Es seien G eine Gruppe und Hi, H> < G Normalteiler mit
(i) G = Hi1Ha,
(11) H1 M H2 = {eg}A

Zeige: Es gilt G = Hi x Ha.

Aufgabe 1.4.15 (Semidirektes Produkt). Es seien G, H Gruppen, und es sei ®: G —
Aut(H) ein Homomorphismus. Zeige: G x H wird zu einer Gruppe durch

(9,h) xa (g, 0') = (9®(g)(h),g'h).

Aufgabe 1.4.16. Zeige: Fiir die Gruppe GL(2, C) der invertierbaren (2 x 2)-Matrizen und
die Untergruppe SL(2,C) < GL(2,C) aller (2 x 2)-Matrizen der Determinante 1 gelten

GL(2,C),GL(2,C)] = SL2,C),  [SL(2,C),SL(E,C)] = SL(2,C).
Aufgabe 1.4.17. Es sei B(2,C) < GL(2,C) die Untergruppe der invertierbaren oberen
(2 x 2)-Dreiecksmatrizen, und es sei

U(2,C) == {A€ B(2,C); a1 =ax2 =1} < B(2,C).
Zeige:
[B(2,C),B(2,C)] = U(2,C), [U(2,C),U(2,C)] = {E2}.

Aufgabe 1.4.18. Es sei ¢: G — G’ ein Homomorphismus von Gruppen. Zeige: Fiir jede
Untergruppe H < G gilt

e(H, H]) = [p(H),p(H)]
Zeige weiter: Ist ¢: G — G’ ein Epimorphismus, so gilt fiir jede Untergruppe H' < G':
e M(H L H) = (o (H), e (H)).

Aufgabe 1.4.19. Es seien G eine Gruppe I' eine abelsche Gruppe und a: G — T' ein
Epimorphismus mit der Eigenschaft (AB) aus Satz 1.4.7. Zeige: Die Gruppe I ist isomorph
zu G/[G, GJ.

Aufgabe 1.4.20. Verallgemeinere Konstruktion 1.4.11 auf eine beliebige abelsche Halb-
gruppe M. Verwende dabei die Relation

(a@',b) ~ (a,b) :<= a'bc = ab'c mit einem c € M.
Zeige: Der kanonische Halbgruppenhomomorphismus 2: M — G(M), a +— a*/a ist genau
dann injektiv, wenn M der Kiirzungsregel geniigt.
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2. STRUKTUR ENDLICHER GRUPPEN

2.1. Zyklische Gruppen.

Definition 2.1.1. Eine Gruppe G heif3t zyklisch, falls sie ein erzeugendes Element
besitzt, d.h., falls es ein g € G gibt mit G = (g).

Bemerkung 2.1.2. Ist G eine zyklische Gruppe mit erzeugendem Element g € G,
so haben wir G = {¢™; n € Z}.
Beispiel 2.1.3. Die additive Gruppe Z ist zyklisch: Es gilt Z = (1) = (—1). Weiter
betrachten wir fiir n € Z>, die Faktorgruppe Z/nZ. Dann gilt

Z/nZ = {0,1,2,...,n— 1}, m = m+nZ € Z/nZ.
Insbesondere ist Z/nZ eine zyklische Gruppe der Ordnung n, und das Element
1 € Z/nZ ist ein Erzeugendes.

Satz 2.1.4. Es sei G eine endliche Gruppe, sodass |G| eine Primzahl ist. Dann
gilt G = (g) fiir jedes g € G mit g # eq. Insbesondere ist G zyklisch.

Beweis. Es sei g € G mit g # eq gegeben. Wir betrachten H := (g) < G. Wegen
g # eq gilt |[H| > 1 und nach dem Satz von Lagrange ist |H| ein Teiler von |G|. Da
|G| prim ist, folgt |H| = |G|. Das impliziert H = G. d

Satz 2.1.5. Es scien G eine zyklische Gruppe und g € G ein Element mit G = (g).
Dann hat man einen Epimorphismus
g L — G, k — g".

Gilt |G| = o0, so ist my: Z — G ein Isomorphismus. Gilt |G| = n < 0o, so hat man
emn kommutatives Diagramm

Tg

\ S

Z/nZ

Z G

wobei w: Z — 7Z/nZ den Restklassenhomomorphismus bezeichnet und die induzierte
Abbildung Tg: Z/nZ — G ein Isomorphismus ist.

Folgerung 2.1.6 (Klassifikation zyklischer Gruppen). FEs sei G eine zyklische
Gruppe. Dann gilt entweder G = 7 oder G st endlich und man hat G = 7/nZ,
wobei n = |G.

Lemma 2.1.7. Es sei H < Z eine Untergruppe. Dann gilt H = nZ mit einem
n € Zx>q. Insbesondere ist H zyklisch.

Beweis. Falls H = {0} gilt, erfiillt n = 0 die Aussage. Betrachten wir nun den Fall
H # {0}. Dann muss H positive Elemente enthalten. Wir wihlen n € Z>; minimal
mit n € H, und zeigen

H = nZ.
Die Inklusion “27” ist offensichtlich. Zur Inklusion “C”. Nehmen wir an, es existiere

ein m € H \ nZ. Dann diirfen wir m € Z>; annehmen. Division mit Rest liefert
eine Darstellung

m = kn+m

mit k € Z>o und einer Zahl m’ € Z>, mit m’ < n. Der obigen Gleichung entneh-
men wir insbesondere m’ = m — kn € H. Das steht jedoch im Widerspruch zur
Minimalitat von n. O
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Beweis von Satz 2.1.5. Die Tatsache, dass 74: Z — G ein Epimorphismus ist, folgt
unmittelbar aus den Potenzgesetzen 1.1.19. Nach Lemma 2.1.7 gibt es ein n € Z>g
mit

Kern(mg) = niZ.
Gilt n = 0, so ist my: Z — G ein Isomorphismus, und wir erhalten insbesondere

|G| = oo. Gilt n > 0, so liefert uns Folgerung 1.3.18 ein kommutatives Diagramm
mit einem Isomorphismus 7y: Z/nZ — G, nédmlich

Z T G

Z/nZ

Insbesondere besitzt G die Ordnung n < co. Die Aussagen des Satzes ergeben sich
nun unmittelbar: |G| = oo fithrt zu G = Z, und |G| < oo fithrt zu G = Z/nZ mit
n e Zzl' O

Folgerung 2.1.8 (Kleiner Fermatscher Satz). Es sei G eine endliche Gruppe. Dann
qgilt ¢'C = eq fiir jedes g € G.

Beweis. Nach dem Satz von Lagrange ist n := |G| ein Vielfaches der Ordnung
m := ordg(g) der zyklischen Gruppe (g), etwa n = dm. Nach Satz 2.1.5 haben wir
(g9) &2 Z/mZ und erhalten somit
9" = g™ = (M) = ¢ = ec
O

Folgerung 2.1.9. FEs seien G eine zyklische Gruppe und H < G eine Untergruppe.
Dann gilt:

(i) G ist abelsch;
(ii) H ist zyklisch;
(iii) G/H ist zyklisch.

Beweis. Aussage (i) ist klar nach Satz 2.1.6. Fiir die weiteren Aussagen wihlen wir
ein g € G mit G = (g). Aussage (iii) ergibt sich direkt aus
G/H = {§"H; neZ} = {(¢H)"; neZ} = (gH).
Wir kommen zu Aussage (ii). Satz 2.1.5 liefert einen Epimorphismus
mg: L — G, n — g".
Die Untergruppe H' := 7Tg_1(H) ist nach Lemma 2.1.7 zyklisch. Mit Aussage (iii)
ergibt sich, dass H = H'/Kern(m,) zyklisch ist. O

Satz 2.1.10. Es seien G = (g) eine zyklische Gruppe mit n := |G| < oo und
d € Z>1 ein Teiler von n. Dann gibt es genau eine Untergruppe H < G mit |H| = d,
ndmlich H := {(g™) fiir m :=n/d.

Beweis. Nach Satz 2.1.5 diirfen wie annehmen, dass G = Z/nZ mit einem n € Z>,
gilt. Wir betrachten m = n/d und die zugehorige Untergruppe
H = (m) = {0,m,2m,...,(d—1)m} < G.

Offensichtlich gilt |H| = d; die Gruppe G besitzt also (mindestens) eine Untergrup-
pe der Ordnung d.
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Es sei nun H' < G eine weitere Untergruppe mit [H'| = d. Dann gilt H' = (k) mit
0 < k < n. Wegen dk = 0 erhalten wir dk € nZ und somit

dk = In = ldm
mit einem [ € Z>1. Es folgt k& = Im und somit k = Im € H. Das impliziert H' C H.
Wegen |H'| = |H| ergibt sich H' = H. O
Konstruktion 2.1.11. Es sei n € Z>;. Dann hat man fiir jedes a € Z einen
wohldefinierten Homomorphismus
Ya: L/nZ — Z/nZ, m — am = am.
Dabei gilt stets @a+kn = @qo. Weiter hat man fiir je zwei a,b € Z:
PO Pa = Pba = Pab = Pa © Pb.
Beweis. Nur zur Wohldefiniertheit von ¢, ist etwas zu zeigen; diese ldsst sich zwar
auch elementar einsehen, wir wollen aber den Homomorphisatz anwenden.

Die Verkettung der Homomorphismen Z — Z, m +— am und Z — nZ, m — m
definiert einen Homomorphismus

Yao: L — Z/nZ, m — am = am.

Der Homomorphiesatz liefert dann ein kommutatives Diagramm, das unseren Ho-
momorphismus ¢, enthélt:

Z/nZ

Z wa
Z/nZ

O

Satz 2.1.12. Es seienn € Z>1, a € Z und pq: Z/nZ — Z/nZ, m +— = am wie
in Konstruktion 2.1.11. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Homomorphismus @, ist ein Isomorphismus,
(ii) Die Zahlen a und n sind teilerfremd.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Es sei d ein gemeinsamer Teiler von a und n.
Dann hat man

a = ad, n = nid
mit a;,ny € Z. Es folgt

va(mr) = ang = any = am = 0.
Die Injektivitit von ¢, liefert my = 0 und somit n; € nZ. Das impliziert d = +1.
Mit anderen Worten, a und n sind teilerfremd.
Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Es geniigt zu zeigen, dass ¢, injektiv ist. Fiir jedes
m € 7/nZ gilt:

wa(m) =0 = am =0
= am € nZ
— am = nlmiteinem ! € Z
L.
— m = n— miteinem! €Z
a
= m € nZ
= m = 0,
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wobei im vorletzten Schritt die Teilerfremdheit von a und n die Ganzzahligkeit von
l/a garantiert. O

Konstruktion 2.1.13. Es sei n € Zy>1. Die Primrestklassengruppe modulo n ist
die Menge
PR, = {@a€Z/nZ; a,n sind teilerfremd}

zusammen mit der (kommutativen) Verkniipfung

PR, x PR, — PR,, ab = ab.
Beweis. Offensichtlich ist die Verkniipfung wohldefiniert, assoziativ, kommutativ
und hat 1 als neutrales Element. Ist @ € PR,, gegeben, so gibt es ein b € Z/nZ mit
1 = ¢u(b) = ab = ab.

Es bleibt zu zeigen, dass b € PR, gilt, d.h., dass b und n teilerfremd sind. Dazu
sei d ein gemeinsamer Teiler von b und n. Dann haben wir

b = bld, n = n d.
Die vorige Gleichung liefert ab = 1+ In mit einem | € Z und somit 1 = (ab; —Iny)d.
Das impliziert d = 1, was die Teilerfremdheit von b und n bedeutet. (I

Konstruktion 2.1.14. Es sei GG eine Gruppe. Die Automorphismengruppe von G
ist die Untergruppe

Aut(G) := {p: G = G; ¢ ist Gruppenisomorphismus} < S(G).
Satz 2.1.15. Es sein € Z>1. Dann hat man einen Gruppenisomorphismus
PR, — Aut(Z/nZ), a — Pa-

Beweis. Die Wohldefiniertheit und Homomorphieeigenschaft ergeben sich direkt
aus Bemerkung 2.1.11. Die Injektivitit folgt direkt aus

va=9p = @o1)=¢(1) = a=beZ/nZ

Fiir den Nachweis der Surjektivitiit sei ¢ € Aut(Z/nZ) gegeben. Dann gilt p(1) =@
mit a € {1,...,n—1}. Das impliziert bereits ¢ = @,, denn fiir jedes m € Z/nZ gilt

p(m) = @(ml) = mp(1l) = ma = mpa(1) = @a(ml) = @a(m).
0
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Aufgaben zu Abschnitt 2.1.
Aufgabe 2.1.16. Es sei G eine Gruppe. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) G ist von endlicher Ordnung.
(ii) G besitzt nur endlich viele Untergruppen.

Aufgabe 2.1.17. Betrachte (Z,+) als Untergruppe von (Q, +) und zeige fiir die Faktor-
gruppe Q/Z:

(i) Jedes Element von Q/Z besitzt endliche Ordnung.
(ii) Jede endliche Untergruppe von Q/Z ist zyklisch.
(iii) Zu jedem n € Z>1 gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung n in Q/Z.

Aufgabe 2.1.18. Es seien n € Z>» und m € Z/nZ. Beweise die Aquivalenz folgender
Aussagen:

(i) Das Element m erzeugt die additive Gruppe Z/nZ.
(ii) Die Zahlen m und n sind teilerfremd.

Aufgabe 2.1.19. Es seien m,n € Z>1. Betrachte das Element m € Z/nZ und zeige:

ord(m) 7ggT (o)’

Aufgabe 2.1.20. Es scien m,n € Z>;. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) Die Zahlen m und n sind teilerfremd.
(ii) Es gibt ganze Zahlen a,b mit am + bn = 1.
(iii) Es gibt einen Isomorphismus Z/nmZ = Z/mZ x Z/nZ.
Aufgabe 2.1.21. Welche der folgenden Gruppen ist zyklisch (Begriindung):
Z)27 X 7.]2Z, Z/27 x 7.)]3Z, 7/217Z x Z./9Z, Z/15Z x 7./ 287.

Aufgabe 2.1.22. Es seien n,m € Z>1. Zeige: Es gibt genau dann einen nichttrivialen
Homomorphismus Z/nZ — Z/mZ, wenn n und m einen gemeinsamen Teiler besitzen.

Aufgabe 2.1.23. Bestimme alle Homomorphismen Z/247 — 7Z/18Z.

Aufgabe 2.1.24. Es sei G eine Gruppe. Beweise Konstruktion 2.1.14: Zusammen mit
der Hintereinanderausfiihrung ist die Menge

Aut(G) := {p: G — G; ¢ ist Gruppenisomorphismus}
eine Gruppe. Betrachte weiter fiir jedes a € G die Abbildung ke: G — G, g — a™'ga.
Zeige, dass die Menge all dieser Abbildungen eine Untergruppe von Aut(G) ist.
Aufgabe 2.1.25. Bestimme die Automorphismengruppe der additiven Gruppe Z.

Aufgabe 2.1.26. Es sei p € Z>1 eine Primzahl. Zeige: Fiir jede Zahl a € Z \ pZ gilt
a?™' = 1modp. Hinweis: Betrachte das Element ¢, € Aut(Z/pZ) und verwende den
kleinen Satz von Fermat.

Aufgabe 2.1.27. Es sei n € Z>1 eine ganze Zahl, und es sei n = p! - - - p/" mit paarweise
verschiedenen Primzahlen p; € Z>1. Zeige: Man hat einen Isomorphismus von Gruppen

k:Z/nZ — Z/pV*LX...XZ/p L

m — (m,...,m)

Aufgabe 2.1.28. Es seien pi,...p, € Z>1 paarweise verschiedene Primzahlen, und es
seien v1,...,vr € Z>1 Zeige: Man hat einen kanonischen Isomorphismus von Automor-
phismengrupppen:

Aut(Z/p*Z) X ... x Awt(Z/p;"Z) — Aw(Z/p*Z x ... X Z/p,"7),

((pl,...,tpr) — [(Eh-u;ET)*_>((P1(E1)7--~7SOT(ET))} .
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2.2. Gruppenoperationen.

Definition 2.2.1. Es seien G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation,
auch Wirkung von G auf X ist eine Abbildung

p:GxX — X, (g,x) = plg,z] = g,
sodas fiir alle z € X und g1, g2 € G gilt:
€G- T = X, 92 (g1-%) = (9201) - .

Beispiel 2.2.2. Es sei K ein Korper, z.B. K = Q,R, C. Die Skalarmultiplikation
liefert eine Operation der multiplikativen Gruppe K* auf K":

K" x K" — K", (a,x) — a-x = (axy,...,aZy,).
Die Matriz- Vektor-Multiplikation liefert eine Operation der allgemeinen linearen
Gruppe GL(n;K) auf K™:
GL(n,K)K* x K" — K", (Ayz) — Az = (Z ai;xj, . . .,Zan]—zj) .

Beispiel 2.2.3. Es sei G eine Gruppe. Dann haben wir die folgenden Operationen
G x G — G von G auf sich selbst:

(i) Durch Multiplikation von links: g - h := gh,
(i) durch Multiplikation mit dem Inversen von rechts: g - h := hg~!,
(iii) durch Konjugation: g - h := ghg~!.

Beispiel 2.2.4. Es sei X eine Menge, und es sei S(X) die Gruppe der bijektiven
Selbstabbildungen von X. Zur Erinnerung: Die Verkniipfung ist gegeben durch

S(X) x S(X) = S(X),  (p9) = wod,

das neutrale Element in S(X) ist idx, und das Inverse zu ¢ € S(X) ist die Um-
kehrabbildung ¢ 1. Man hat eine kanonische Operation:

S(X)xX — X, vz = p(x).
Konstruktion 2.2.5. Die Gruppe G operiere auf der Menge X. Dann definiert
jedes g € G eine Bijektion
Ty: X — X, T = g-x.
Dabei ist die zugehorige Umkehrabbildung gegeben durch

Ty: X — X, r — g lox

Beweis. Die Behauptung ergibt sich direkt aus den Eigenschaften einer Gruppen-
operation:

Tg’l(Tg(x)) = 971 ) (g ’ :C) = (gflg) ‘X = egr = X,
Tg(Tgfl(x)) = g- (g_l 55) = (gg_l) T = eqgT = .
O

Satz 2.2.6. FEs seien G eine Gruppe und X eine Menge. Dann hat man zueinander
inverse Bijektionen

{G-Operationen auf X} <«— {Homomorphismen G — S(X)}
poow g T
g-r:=og)(r) « e
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Zuordnungen wohldefiniert sind. Wir begin-
nen mit einer Operation u: G x X — X und zeigen, dass die zugehorige Abbildung

op: G — S(X), g — T,

ein Homomorphismus ist. Dazu seien g1,g92 € G gegeben. Dann erhalten wir fiir
jedes x € X:

Toog:(x) = (9201) @ = g2-(g1-2) = Tg,(Ty,(x)) = (T, 0 Ty,)().
Folglich gilt Ty,q4, = Ty, 0 Ty,. Das ist genau die Homomorphieeigenschaft fiir die
Abbildung ¢,: G — S(X).

Es sei nun ein Homomorphismus ¢: G — S(X) gegeben. Wir miissen zeigen, dass
man dann eine G-Operation erhélt durch

po: G XX — X, (9,2) = g-z:=0(9)(z).

Fiir den Nachweis der Eigenschaften einer Operation seien g1,g2 € G und x € X
gegeben. Dann erhalten wir

eq-x = oleg)(z) = idx(z) = =
und

92-(g1-2) = o(g2)(e(g1)(x)) = (o(g2) o e(g1))(x) = 0(g201)(x) = (g291) - x.

Damit ist die Wohldefiniertheit der Zuordnungen nachgewiesen. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass die Abbildungen invers zueinander sind, d.h., dass gilt

MQIL = M, QMQ = 0.
Das geschieht wiederum durch einfaches Nachrechnen: Fiir jedes g € G und jedes
z € X erhalten wir

to,(9:) = o0u(9)(x) = Ty(x) = plg,x),
0u,(9)(x) = Ty(x) = pelg,x) = olg)(x).
0

Folgerung 2.2.7 (Satz von Cayley). Es sein € Z>1. Dann ist jede Gruppe G der
Ordnung n isomorph zu einer Untergruppe der Permutationsgruppe Sy,.

Beweis. Wir betrachten die Operation von G auf X := G durch Linkstranslation.
Der zugehorige Homomorphismus ¢: G — S(X) ist injektiv:
o(g) =idx = gg =4 firalleg €eG = g=eg.

Folglich ist G isomorph zu der Untergruppe o(G) < S(X). Die Behauptung folgt
nun mit S(X) 2 .5,. O

Definition 2.2.8. Die Gruppe G operiere auf der Menge X.

(i) Die Isotropiegruppe eines Punktes x € X ist

Gy = {9€G;g-z=2} < G.
(ii) Die Bahn eines Punktes z € X ist
G-z :={g-z geG} C X.
(iii) Der Bahnenraum ist die Menge aller G-Bahnen in X:
X/G = {G-z; x € X}.

Lemma 2.2.9. Die Gruppe G operiere auf der Menge X .

(i) Fir jedes g € G und jedes v € X gilt Gy, = gGug™'.
(ii) Fliir jedes x € X hat man eine Bijektion B,: G/Gy — G-z, Gy — g - x.
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(iii) Fir jedes x € X gilt |G - x| =[G : G,].

Beweis. Aussage (iii) folgt direkt aus (ii). Fiir den Nachweis von (i), seien € X
und g € G gegeben. Fiir jedes h € G erhilt man

h€Gyy & h-(g-0)=g-v & g 'hg-o=2 & g 'hge G, & hecgG.g "
Zu (ii). Die Abbildung 3, ist offensichtlich wohldefiniert und surjektiv. Zur Injek-
tivitdt: Gilt 8, (9Gz) = Bz (hGy), so folgt h™1g € G, und somit gG, = hG,. O

Satz 2.2.10. Die Gruppe G operiere auf der Menge X . Dann hat man eine A quivalenz-
relation auf X :

To ~g X1 <= X2 = ¢g-x1 mil einem g € G.

Die zugehirigen Aquivalenzklassen sind genau die G-Bahnen in X. Insbesondere
erhdlt man eine disjunkte Zerlequng von X in G-Bahnen

G-zeX/G iel

die Bahnzerlegung, wobei x;, i € I, ein vollstindiges Reprdsentantensystem der

Aquivalenzrelation “~g” sei.

« 2

Beweis. Die Relation “~g” ist reflexiv, da stets x = eqg - = gilt. Weiter ist “~g
symmetrisch, denn wir haben stets

Ty = g-I1 <~ 1 =g +Xo.
Zum Nachweis der Transitivitit, seien x1 ~g zo und xo ~g x3. Dann gibt es
g,h € G mit x93 = h-x1 und 3 = g- 2. Es folgt x5 = (gh) - z1 und somit z1 ~g x3.
Die Tatsache, dass die Aquivalenzklassen von “~g” genau die G-Bahnen in X

sind, ist offensichtlich, und mit ihr erh&lt man die disjunkte Zerlegung von X in
G-Bahnen. O

Satz 2.2.11 (Bahnengleichung). Fs sei Gx X — X eine Operation einer Gruppe G
auf einer Menge X, und es sei x;, i € I, ein vollstindiges Reprisentantensystem

fiir “~g”. Dann gilt
IX| = D 1G-a| = > [G: Gyl

el iel

Beweis. Nach Satz 2.2.10 ist X die disjunkte Vereinigung aller G-Bahnen in X,

d.h., es gilt
X = |_| G- ZTi.
iel
Das beweist die erste Gleichung. Nach Bemerkung 2.2.9 (ii) gilt |G - x;| = [G : Gg,]
fiir jedes ¢ € I. Das beweist, die zweite Gleichung. (]

Definition 2.2.12. Die Gruppe G operiere auf der Menge X. Ein Element z € X
heiflt Fizpunkt dieser Operation, falls g - x = x fiir jedes g € G gilt.

Satz 2.2.13 (Fixpunktsatz). Es sei G x X — X eine Operation einer endlichen
Gruppe auf einer endlichen Menge X. Gilt |G| = p* und p { | X| mit einer Prim-
zahl p, so besitzt die G-Operation einen Fixpunkt.
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Beweis. Es sei x1,...,x, ein vollstindiges Reprédsentantensystem fiir den Bahnen-
raum X/G. Nach dem Satz von Lagrange gilt
[G : Gﬂﬁl] = pli

mit ganzen Zahlen [; < k. Mit der Bahnengleichung erhalten wir daher

T

X| = Yl6:Ga) = Yot

i=1
Da p nach Voraussetzung kein Teiler von |X| ist, gibt es (mindestens) ein ¢ mit
l; = 0. Das zugehorige x; ist der gesuchte Fixpunkt der G-Operation. O

Definition 2.2.14. Es sei G eine Gruppe.

(i) Der Zentralisator eines Elements g € G ist die Untergruppe
Zy = {a€G; ag=yga} < G.
(ii) Das Zentrum von G ist die (abelsche) Untergruppe
Zg = ﬂ Zy = {a€G; ag=gatiralege G} < G.
e

Satz 2.2.15 (Klassengleichung). Es sei G eine endliche Gruppe. Man betrachte die
Operation durch Konjugation

GxG — G, g-h := ghg "
(i) Fiir jedes h € G ygilt
Gn = Zy, h ist Fizpunkt < h € Zg.
(i) Gt G=G-hiU...UG - h, mit h; € G so gilt
Gl = 1Zel+ > [G:2n]

[G:Zp;]>2

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Aussage (ii) ergibt sich mit (i) und der Bah-
nengleichung:

T

Gl = Y16k

=1

= Y G hl+ > |G-h

|G-hi|=1 |G hs|>2

= |Zal+ ) [G:Gh)
[G:Gp,]>2

Zal + > G Zu).

[G:Zp;]>2

O

Bemerkung 2.2.16. Die Bahn G - h = {ghg™'; g € G} von h € G unter der
Operation aus 2.2.15 nenn man auch die Konjugationsklasse von h € G. Die Klas-
sengleichung stellt einen Zusammenhang zwischen der Ordnung von G, der Ordnung

des Zentrums Zg und den Ordnungen der nichttrivialen Konjugationsklassen von G
her.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.2.

Aufgabe 2.2.17. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Zeige: Man hat
eine Operation
HxG — G, h-g := gh™".

Die Bahnen dieser Operation sind genau die Linksnebenklassen gH, g € G. Zeige weiter:
Der zugehérige Bahnenraum G/H besitzt eine Operation

GxG/H — G/H, g - (gH) = (¢'g9)H.

Die Isotropiegruppe einer Nebenklasse gH ist dabei genau die zu H konjugierte Unter-
gruppe gHg™".
Aufgabe 2.2.18. Es sei G eine Gruppe, und es sei X := {H C G; H < G} die Menge
aller Untergruppen von G. Zeige:

GxX — X, g-H — gHg™"

ist eine Operation der Gruppe G auf der Menge X. Zeige weiter:

(i) Ein Element H € X ist genau dann Normalteiler in G, wenn es Fixpunkt der
obigen Operation ist.

(ii) Fir jedes H € X ist die Isotropiegruppe Gu genau der Normalisator Ng(H) :=
{9 € G; gH = Hg} von H in G.

Aufgabe 2.2.19. Bestimme den Bahnenraum der Operation
GL(n,C) x Mat(n,n;C) — Mat(n,n;C), S-A = SAS™'.

Aufgabe 2.2.20. Eine Operation G x X — X heifit frei, falls jede Isotropiegruppe G,
wobei x € X, trivial ist. Zeige: Operiert eine Gruppe G frei auf einer endlichen Menge X,
so ist G endlich und | X]| ist ein Vielfaches von |G|.

Aufgabe 2.2.21. Eine Operation G x X — X heif}t transitiv, falls es zu je zwei 1,12 € X
ein g € G gibt mit x2 = g - x1. Zeige: Operiert eine endliche Gruppe G transitiv auf einer
Menge X, so ist X endlich und |G| ist ein Vielfaches von | X].

Aufgabe 2.2.22. Gib einen Isomorphismus von Z/nZ auf eine Untergruppe der Permu-
tationsgruppe S, an.

Aufgabe 2.2.23. Gib einen Isomorphismus von Z/27Z x 7Z /27 auf eine Untergruppe der
Permutationsgruppe Ss4 an.

Aufgabe 2.2.24. Es seien G eine Gruppe, X eine Menge und p: G X X — X eine
Operation von G auf X. Der Stabilisator einer Teilmenge Y C X ist

Gy = {g€G; g- Y=Y} C G.

Zeige, dass Gy eine Untergruppe von G ist, und dass g - y := u(g,y) eine Operation von
G auf Y definiert.

Aufgabe 2.2.25. Es sei (, ) das Standardskalarprodukt auf R™. Dann ist die Einheits-
sphére in R™ gegeben durch
st = {veR"; (v,v) =1}

Betrachte die Operation von GL(n,R) auf R™ und zeige, dass die Gruppe O(n) der ortho-
gonalen (n x n)-Matrizen der Stabilisator der Einheitssphire S™~! ist. Betrachte weiter
die Menge der Eckpunkte eines regelméBigen n-Ecks in R?:

{(1,0)7 (cos (%),Sin(%’“)), R (cos(%(?;l)) ,sin(%(zfl)))}

c s

Y

und zeige, dass der Stabilisator der Teilmenge Y C S' unter der Operation von O(2)
auf S* gegeben ist durch

02y = {A),... AT} U {A).%,... A2
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wobei die Matrix A, die Drehung um den Winkel 27 /n darstellt und ¥ die Spiegelung an
der zi-Achse. d.h., wir haben

AF cos(%) —sin(%) 5 ( 1 O)
" sin(%) cos(%) 7 0 -1

Erinnerung: Eine reelle (n x m)-Matrix heifit orthogonal, falls sie invertierbar ist und
A~! = A? gilt. Folgende Aussagen sind #dquivalent:

(i) A ist orthogonal.
(ii) Ta: R™ — R™ ist eine Isometrie, d.h., man hat stets (A-v, A-w) = (v, w).
(iii) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis fiir R".
(iv) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis fiir R™.
Aufgabe 2.2.26. Es seien G eine Gruppe und Zg < G ihr Zentrum. Zeige:

(i) Zg ist ein Normalteiler in G.
(ii) Ist G/Z¢q zyklisch, so ist G abelsch.

Aufgabe 2.2.27. Es sei G eine Gruppe. Ein innerer Automorphismus von G ist eine
Abbildung der Form

ke: G — G, g — agcfl7 wobei a € G.

Zeige: Die inneren Automorphismen von G bilden eine Untergruppe Autinner(G) < Aut(QG).
Zeige weiter, dass Autinner(G) =2 G/Z¢ gilt.
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2.3. Das Theorem von Sylow.

Definition 2.3.1. Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

(i) Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe H < G mit |H| = p* fiir
ein k € Zzo.

(ii) Eine p-Sylow-Gruppe in G ist eine p-Untergruppe H < G, sodass p kein
Teiler von [G : H] ist.

Beispiel 2.3.2. Wir betrachten die Gruppe G := Z/127Z. Es gilt |G| =12 =22-3
und wir erhalten Untergruppen von G durch

H2 = {6, 6}, H4 = {6, 3, 6, g}, H3 = {6, Zl, 8}

Nach Satz 2.1.10 sind Hs, H4 und Hjs die einzigen nicht-trivialen p-Untergruppen
von G. Dabei sind Hy und Hj jeweils p-Sylow-Gruppen in G.

Bemerkung 2.3.3. Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n = pi* - - - p¥~ mit
paarweise verschiedenen Primzahlen p; € Z>1, so gibt es zu jedem p; genau eine
pi-Sylow-Gruppe in G. Diese ist gegeben durch H; := (m;) mit m; := n/p;" und
ist isomorph zu Z/p;"Z; siehe Satz 2.1.10.

Beispiel 2.3.4. Fiir die symmetrische Gruppe S3 haben wir |S5| = 6 = 2 - 3. Die
nicht-trivialen p-Sylow-Gruppen in S3 sind gegeben durch

p=2: <(172)>a <(173)>a <(2a3)>7
p=3: {((1,2,3)).

Man beachte dabei, dass die 2-Sylow-Gruppen jeweils konjugiert zueinander sind;
konkret gilt

((1,3)) = (2,3)((1,2))(2,3)7"  ((2,3)) = (1,3)((1,2))(1,3)7".

Satz 2.3.5. Es seien G eine endliche Gruppe und |G| = p7* - - p¥ mit mit paar-
weise verschiedenen Primzahlen p; € Z>1.

i) Die p;-Sylow-Gruppen in G sind genau die Untergruppen H < er Ord-

i) Di Sylow-G in G sind die Unt H < G der Ord
nung |H| = p}*.

ii) Is < G eine p-Sylow-Gruppe, so ist auch jede dazu konjugierte Unter-

i) Ist H < G ei Sylow-G st h jede dazu konjugierte Unt
gruppe gHg™1, wobei g € G, eine p-Sylow-Gruppe in G.

Beweis. Aussage (i) ist klar. Fiir Aussage (ii) ist nur zu zeigen, dass gHg ! eine

Untergruppe ist. Wir haben offensichtlich eq = gegg™' € gHg~'. Weiter gilt

1 1

= ghig 'ghag™" = ghihag™' € gHg™"
= (ghg” ') '=ghTlg7 €egHg".

gh1g™ ', ghag™! € gHg™
ghg™' € gHg™!

O

Theorem 2.3.6 (Sylow). Es seien G eine endliche Gruppe, n := |G| und p € Z>4
eine Primzahl.

(i) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.
(ii) Je zwei p-Sylow-Gruppen in G sind konjugiert zueinander.
(i) Fir die Anzahl s der p-Sylow-Gruppen in G gilt

s #0, s|n, s=1 mod p.
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Beispiel 2.3.7. Fiir die (bereits ermittelte) Anzahl s der nicht-trivialen p-Sylow-
Gruppen in S3 liefert Aussage (iii) von Theorem 2.3.6 folgende Bedingungen:
p=2: s]|6, s€{1,3,5,...,},
p=3: s]|6, se{1,4,7,...,}.

Fiir p = 2 kommen a priori s = 1 und s = 3 in Frage. Wie bereits gesehen, gilt hier
s = 3. Fiir p = 3 ist nur s = 1 moglich.

Beispiel 2.3.8. Wir betrachten die Diedergruppe D5 = (d, 0); siehe 1.2.9. Es gilt
|D5s| = 10 = 2 - 5. Die Anzahlen s der nicht-trivialen p-Sylow-Gruppen erfiillen

p=2: s]10, s€{1,3,5,...,},
p=>5: s]10, s€{1,6,11,...,}

gemifl Theorem 2.3.6 (iii): Wir erhalten tatséchlich eine 5-Sylowgruppe und fiinf
2-Sylowgruppen in Ds. Diese sind konkret gegeben durch

(6) < Ds, (%06 F)< D5, k=1,...,5.
Unser Beweis des Sylowschen Theorems geht auf Helmut Wielandt zuriick [8]. Der

Schliissel zum Erfolg liegt in der genauen Untersuchung der folgenden Gruppen-
operationen.

Konstruktion 2.3.9. Es seien G eine endliche Gruppe und |G| = p*m mit einer
Primzahl p und k € Z>¢; der Fall p|m ist dabei erlaubt. Wir betrachten die Menge
aller p*-elementigen Teilmengen von G:

X = {UCG; U =p"} C Pot(G).

Man beachte, dass insbesondere jede Untergruppe H < G der Ordnung p* ein
Element der Menge X ist. Die Gruppe G operiert auf natiirliche Weise auf X:

GxX — X, (9,U) — gxU:=gU ={gu; ueU}.

Fir U € X bezeichne Gy < G wie iiblich die zugehorige Isotropiegruppe. Dann
haben wir fiir jedes U € X eine Operation

Gy xU — U, (9,u) — gu.

Lemma 2.3.10. Wir betrachten die Operation G x X — X aus 2.5.9 und den
zugehdorigen Bahnenraum X/G. Dann hat man eine injektive Abbildung

{H<G; |H =p"} - X/G, H — GxH.
Beweis. Es ist klar, dass die Zuordnung H — G * H wohldefiniert ist. Wir miissen
uns also nur um die Injektivitat kiimmern.

Dazu betrachten wir zwei Untergruppen H, H' < G der Ordnung p*, die dieselbe
G-Bahn in X definieren. Das bedeutet

{9H; ge G} = GxH = G+xH' = {gH'; g€ G}.
Insbesondere gibt es dann ein g € G mit gH’ = H. Folglich gibt es ein A’ € H' mit
gh’ = e. Das impliziert g € H' und somit H' = H. O
Lemma 2.3.11. Wir betrachten die Operation G x X — X aus 2.3.9. Fir jedes
U e X gibt es einl <k, sodass fiir die Isotropiegruppe Gy < G gilt:

Gu| = b, G:Gy] = p"'m.
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Beweis. Wir betrachten die Bahnzerlegung U = Gpu; U ... U Gyu,. Mit Lem-
ma 1.2.11 erhalten wir

PP = Ul = > |Guui| = 7|Gul.
1=1

Also gilt |Gy| = p' mit einem [ < k. Die zweite Gleichung erhiilt man aus der ersten
mit Hilfe des Satzes von Lagrange 1.2.14. O

Lemma 2.3.12. Wir betrachten die Operation G x X — X aus 2.3.9. Fir jedes
Element U € X sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) |Gul =p"
(ii) G x U enthilt eine Untergruppe H < G der Ordnung p*.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Wir betrachten ein beliebiges Element u € U.
Dann haben wir

Guu = {gu; g€ Gy} € |J 9*U = U.
9€Gu
Mit Lemma 1.2.11 erhalten wir weiter
Guul = |Gu| = p" = |U|.
Somit ergibt sich Gyru = U. Die Untergruppe H := u~'Grru besitzt die Ordnung p*

und wir haben
H = u'«Guu = v t«U € G«U.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Wir wéhlen ein g € G mit H = g = U. Fiir die Isotro-
piegruppen haben wir
Gu = gGug™',
siehe Lemma 2.2.9. Es folgt
Gul = |9Gug™'| = |Gul = Hg€G; g =H}| = |H| = p".
O

Lemma 2.3.13. Es sei G eine Gruppe der Ordnung n = p*m mit einer Primzahl p
und m € Zs1. Dann ist die Anzahl der Untergruppen H < G der Ordnung p*
gegeben durch

n—1
< lm =i = (7)) e

Beweis. Wir betrachten die Bahnzerlegung X = G« Uy U ... U G % U,. Nach Lem-
ma 2.3.11 gibt es Zahlen /; < k mit
|GUi

Durch geeignete Nummerierung ¢ = 1,...,s,s+ 1,...,r erreichen wir, dass [; = k
firi=1,...,sund l; < k firi=s+1,...,r gelten.

= pli .

Lemma 2.3.12 besagt, dass G * Uy,...,G * Us genau die Bahnen sind, die eine
Untergruppe H; < G der Ordnung p* enthalten. Nach Lemma 2.3.10 ist H; dabei
die einzige Untergruppe in G*U;. Folglich ist s gerade die Anzahl der p*-elementigen
Untergruppen von G. Mit der Bahnengleichung erhalten wir

(Z) = |X| = i|G*U1| = Z[GGUJ = mipk_li — ms+ i mpk_li,
=t =1

p i=1 1=s5+1
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Rechnen wir modulo p, so ergibt sich daraus

1
s = —(Z) mod p.
mA\p

Die Behauptung erhélt man nun durch eine einfache Umrechung der Binomialko-
effizienten:

<:'?> N #prk' N 1% (n_;ii)!(;?_ Nt m<;“—11>'

Lemma 2.3.14. Es seien p eine Primzahl, k,m € Z~o und n := mp®. Dann gilt

n—1
<pk—1> = 1 mod p.

Beweis. Wir betrachten G := Z/nZ. Nach Satz 2.1.10 gibt es genau eine Unter-
gruppe H < G der Ordnung p*. Die Behauptung folgt somit aus Lemma 2.3.13. [0

O

Lemma 2.3.15. Es seien G eine Gruppe, H < G eine p-Untergruppe und H' < G
eine p-Sylow-Gruppe. Dann gibt es ein g € G mit H C gH'g™ 1.

Beweis. Wir betrachten die kanonische Operation der Gruppe H auf dem homoge-
nen Raum G/H':

HxG/H - G/H', h-gH' = hgH'

Es gilt |H| = p! mit einem [ € Z>o und p { |G/H'|. Nach Satz 2.2.13 besitzt diese
Operation einen Fixpunkt. Wir haben also HgH' = gH’ fiir ein ¢ € G. Es folgt
Hg C gH' und somit H C gH'g~". O

Beweis von Theorem 2.3.6. Der zweite Teil von Aussage (iii) ist mit Lemmata 2.3.13
und 2.3.14 bereits bewiesen. Insbesondere sehen wir, dass s # 0 gilt, d.h., es exis-
tieren p-Sylow-Gruppen in G.

Wir zeigen Aussage (i). Es seien H < G eine p-Untergruppe und H' < G eine
p-Sylowgruppe. Nach Lemma 2.3.15 gilt H C gH’g~! mit einem g € G. Nach
Satz 2.3.5 ist gH'g~! eine p-Sylow-Gruppe in G.

Fiir den Beweis von Aussage (ii) betrachten wir zwei p-Sylow-Gruppen H, H' < G.
Nach Lemma 2.3.15 gilt H C gH’g~! mit einem g € G. Da beide Gruppen dieselbe
Ordnung haben, folgt H = gH'g™".

Fiir Aussage (iii) bleibt noch zu zeigen, dass die Anzahl s aller p-Sylow-Gruppen
in G ein Teiler von |G| ist. Dazu betrachten wir die Menge S aller p-Sylow-Gruppen
in G und die Operation

GxS — S, (9,H) v+ g-H:=gHg"

Nach (ii) sind je zwei p-Sylow-Gruppen konjugiert zueinander. Somit besteht S aus
einer einzigen GG-Bahn. Die Bahnengleichung liefert

s = |S| = |G-H| = [G: Gyl

fiir jede p-Sylow-Gruppe H < G. Nach dem Satz von Lagrange ist [G : Gg| ein
Teiler der Gruppenordnung n = |G]. O

Satz 2.3.16. Es seien G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und k € Z>q.
Ist p* ein Teiler von |G|, so besitzt G eine Untergruppe H < G mit |H| = p*.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Lemma 2.3.13 und Lemma 2.3.14. O
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Aufgaben zu Abschnitt 2.3.

Aufgabe 2.3.17. Bestimme alle Sylow-Gruppen der symmetrischen Gruppe Sg, der Die-
dergruppe Dy und der alternierenden Gruppe As.

Aufgabe 2.3.18. Zeige: Die Diedergruppe Dy besitzt eine Untergruppe H 2 Z /47 und
eine Untergruppe H' =2 7. /27 x 7. /27Z. Insbesondere sind nicht je zwei 2-Untergruppen der
Ordnung vier in D4 konjugiert zueinander.

Aufgabe 2.3.19. Es sei ¢: G — G’ ein Homomorphismus endlicher Gruppen. Beweise
folgende Aussagen:

(i) Ist H' < G’ eine p-Sylowgruppe, so ist auch das Urbild o '(H’) < G eine
p-Sylowgruppe.

(ii) Ist ¢: G — G’ surjektiv und ist H < G eine p-Sylowgruppe, so ist auch das Bild
»(H) < G’ eine p-Sylowgruppe.

Aufgabe 2.3.20 (Satz von Cauchy). Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Prim-
zahl. Zeige: Ist p ein Teiler von G, so gibt es ein Element der Ordnung p in G.

Aufgabe 2.3.21. Es seien G eine endliche Gruppe und p € Z>; eine Primzahl. Beweise
die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Fiir jedes g € G ist ord(g) eine Potenz von p.
(i) Bs gilt |G| = p" mit einem k € Z>o.

Aufgabe 2.3.22. Es seien p,q € Z>; Primzahlen mit p < ¢q und p { ¢ — 1. Weiter sei G
eine Gruppe der Ordnung pq. Zeige:

(i) Es gibt genau eine ¢g-Sylow-Gruppe H; C G und diese ist ein Normalteiler in G.
(ii) Es gibt genau eine p-Sylow-Gruppe H, C G und diese ist ein Normalteiler in G.
(iii) Es gilt H, N Hy = {ec} und man hat Isomorphismen

G 2 G/Hy xG/H, = Z/pZ X Z/qZ = Z]pqZ.

Aufgabe 2.3.23. Es sei ¢ € Z>3 eine Primzahl. Zeige: Eine Gruppe G der Ordnung 2¢
ist entweder zyklisch oder isomorph zur Diedergruppe D,. Hinweise:

e Zeige, dass es genau eine g-Sylowgruppe Hy C G gibt, und dass fiir die Anzahl
s2 der 2-Sylowgruppen in G gilt: s = 1 oder s2 = q. Zeige wie in Aufgabe 2.3.22,
dass G im Falle so = 1 zyklisch ist.

e Im Fall so = ¢ beachte, dass G = {(«a, ) gilt, wobei «a ein Erzeuger von Hy ist und
B € G ein Element mit G = H, U SH, ist. Zeige, dass 3 sowie Sa die Ordnung 2
besitzen und dass es einen Isomorphismus G — D, gibt mit @ — J und g — o.

Aufgabe 2.3.24. Bestimme, bis auf Isomorphie, alle Gruppen der Ordnungen 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14 und 15.

Aufgabe 2.3.25. Essei G eine abelsche Gruppe. Weiter sei |G| = p}! - - - py” mit paarwei-
se verschiedenen Primzahlen pi,...,p, und G; C G bezeichne die Menge aller Elemente
g € G, deren Ordnung eine Potenz von p; ist. Zeige:

(i) G; ist eine Untergruppe von G.
(ii) G; ist die einzige p;-Sylowgruppe von G.
(iii) Es gilt G 2 Gy X ... X Gr.

Aufgabe 2.3.26. Es seien G eine endliche Gruppe, H C G eine p-Sylow-Gruppe in G
und Ng(H) = {g € G; gHg™* = H} der Normalisator von H in G. Zeige, dass die Anzahl
der p-Sylow-Gruppen in G durch [G : Ng(H)] gegeben ist.
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2.4. Auflésbare Gruppen.

Definition 2.4.1. Es sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe in G ist eine absteigende
Kette von Untergruppen

G:GO \Z Gl IZ IZ Gn:{ec},

wobei, wie angedeutet, G;11 Normalteiler in G; ist. Der i-te Faktor einer solchen
Normalreihe ist G;—1/G;.

Definition 2.4.2. Eine Gruppe G heifit aufidsbar, wenn sie eine Normalreihe be-
sitzt, deren Faktoren alle abelsch sind.

Bemerkung 2.4.3. Jede abelsche Gruppe G ist auflosbar mit der Normalreihe
G= Go IZ Gl == {eg}.

Beispiel 2.4.4. Die symmetrische Gruppe S3 ist auflésbar: Eine geeignete Nor-
malreihe ist

Ss=Go > Gi=((1,2,3)) & Go = {id}.

Beispiel 2.4.5. Die Gruppe B(2,R) C GL(2,R) der oberen Dreiecksmatrizen ist
auflssbar. Man erhélt eine Normalreihe B(2,R) > U(2,R) &> {E;} mit

U(Q,R) = [B(Q,R),B(Q,R)] = {AGB(Q,R), all :aggzl}.

Konstruktion 2.4.6. Es sei G eine Gruppe. Wir betrachten die iterierten Kom-
mutatorgruppen von G:

DG = @G,
D'G = [D°G,D"G]=G,dq],
DG = [D'G,D'G]

Nach Bemerkung 1.4.6 ist die Kommutatorgruppe einer Gruppe Normalteiler. Folg-
lich erhalten wir

G=DG > D'G > D*G > ...
Weiter ist gem#f Satz 1.4.7 jede der Faktorgruppen D~'G/D'G eine abelsche
Gruppe.

Satz 2.4.7. Eine Gruppe G ist genau dann auflésbar, wenn es ein n € Z>q gibt
mit D"G = {eg}.

Beweis. Wenn D"G = {eg} fiir ein n € Z>q gilt, so liefert Konstruktion 2.4.6 eine
Normalreihe fiir G. Es sei nun G eine auflosbare Gruppe. Dann wéhlen wir eine
Normalreihe

G:GO \Z Gl IZ IZ Gn:{ec}.

Wir betrachten den kanonischen Epimorphismus mg: Go — Go/G1. Da Go/Gq
abelsch ist, erhalten wir

D'G = [G,G] C Kern(m) = Gi.

Weiter betrachten wir den kanonischen Epimorphismus m: G; — G1/G2. Da
G1/G4 abelsch ist, ergibt sich

D2G = [DlG7 DlG] g [Gl, Gl] g Kern(ﬂ'l) = GQ_
So verfahren wir weiter und erhalten schliefilich D"G C G,, = {eg}. 0
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Satz 2.4.8. Es sei G eine endliche Gruppe. Gilt |G| = p* mit einer Primzahl p
und k € Z>q, so ist G auflosbar.

Lemma 2.4.9. Es seien G eine Gruppe und |G| = p* mit einer Primzahl p und
k € Z>1. Dann gilt |Zg| = p' mit | € Z>1. Insbesondere ist das Zentrum Zg < G
nicht trivial.

Beweis. Fiir jedes g € G\ Zg gilt [G : Z,] = p™9) mit einem m(g) € Z>1. Somit
liefert die Klassengleichung

P = 1G| = |Zal+ ) [G: 2] = |Za| +ps

i=1

mit einem s € Z>o. Folglich muss die Ordnung des Zentrums Zg ein Vielfaches
von p sein. Damit folgt die Behauptung. (|

Beweis von Satz 2.4.8. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber k. In den
Fillen k = 0,1 ist die Aussage offensichtlich richtig.

Zum Induktionsschritt. Nach Lemma 2.4.9 gilt 1 < |Z¢g| = p' mit einem | < k. Wir
betrachten die Faktorgruppe G’ := G/Zs. Nach Induktionsvoraussetzung ist G’
auflosbar. Es gibt also eine Normalreihe

G=G,>G > ..> G ={e}

mit ausschlieBlich abelschen Faktoren G_,/G}. Bezeichnet 7: G — G’ den kano-
nischen Epimorphismus, so erhalten wir Untergruppen G; := 7~ *(G%) < G. Dabei
ist G;41 stets Normalteiler in GG;, und wir erhalten eine Normalreihe

G=Gy > G > ... > Gp=Zg > Gpy1={ea}-

Es bleibt zu zeigen, dass sdmtliche Faktoren dieser Normalreihe abelsch sind. Fiir
Gn/Gny1 = Zg ist das klar. Fiir die verbleibenden Faktoren verschaffen wir uns
mit Hilfe des Homomorphiesatzes 1.3.17 jeweils ein kommutatives Diagramm

Gi —= Gi_1/G;

Gl —— G, /G,
mit den kanonischen Epimorphismen x, A und einem noch zu gewinnenden Homo-
morphismus . Dafiir vermerken wir
Kern(Ao7) = 7'\ (e)) = 7 1(G}) = G; = Kern(k).

Somit greift der Homomorphiesatz und liefert Existenz und Injektivitdt von ¢.
Weiter ist ¢ ist surjektiv, da dies fiir A o 7 gilt. Folglich ist ¢ ein Isomorphismus.
Insbesondere ist Gi—1/G; = G,_, /G abelsch. O

Theorem 2.4.10 (Feit, Thompson). Jede endliche Gruppe ungerader Ordnung ist
auflosbar.

Bemerkung 2.4.11. Wir betrachten die alternierende Gruppe Ay. Die Kleinsche
Vierergruppe ist die Untergruppe

Vi o= {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} < A,
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Die Kleinsche Vierergruppe ist ein Normalteiler in A4 und man hat einen Isomor-
phismus

Z)27 x )27, — Vi,
(0,0) ~ id,
(1,0) — (1,2)(3,4),
0,1) —~ (1,3)(2,4),
(1,1) — (1,4)(2,3
Satz 2.4.12. FEs sein € Z>1. Dann gilt
[Sn,Sn] = A, fiirn > 1,
{id} firn=1,2,3,
(A, Al = Vi fiirn =4,

A, firn>5.

Folgerung 2.4.13. Die Gruppen S, und A, sind fir n < 4 aufliosbar, firn > 5
jedoch nicht mehr.

Definition 2.4.14. Zwei Zykel (i1,...,4x) und (j1,...,7:) in S, heiflen element-
fremd, falls {i1,... i} und {j1,..., 5} disjunkte Mengen sind.

Beispiel 2.4.15. Die Zykeln (1,3) und (2,4,5) in S5 sind elementfremd:

OO

Lemma 2.4.16. Es sein € Zx>s.

(i) Fiir je zwei elementfremde Zykeln in 01,09 € S,, gilt 02 0 01 = 01 0 3.
(ii) Jedes Element o € S, ist ein Produkt elementfremder Zykeln.
(iii) Jedes Element o € Sy, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich. Die dritte folgt aus der zweiten und
der Identitét

(i1, .yik) = (i1,02)(i2,43) ... (i1, iK).
Zum Nachweis der zweiten Aussage betrachten wir die folgende Operation der zy-
klischen Gruppe H := (o) auf X,, = {1,...,n}:
Hx X, = X,, h-i := h(3).

Fiir i € X, setzen wir k(i) := |H -i| = [H : H;]. Satz 2.1.10 liefert uns dann
H; = (¢"®) und somit

H-i = {i,o®),...,c" D7)}

Weiter gilt o(H - i) = H -4 und die Permutation o wird auf der Bahn H -4 durch
einen Zykel dargestellt:

J|H~i = (Za O—(i>a B o-kil(i»'
Es sei nun i1,...,4, in X ein Vertretersystem fiir den Bahnenraum X,,/H. Wir
setzen k; := [H : H;;] — 1 Dann erhalten wir
o = (i, 001), ..., ™ (1)) (i, (i), ..., o (ir)).
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Lemma 2.4.17. Die alternierende Gruppe A, C S, besteht genau aus den Pro-
dukten von 3-Zykeln.

Beweis. Fiir n = 1,2 ist die Aussage trivial. Es sei also n > 3. Nach Lemma 2.4.16
ist jedes Element von A,, ein Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen.
Wir haben

(il, ig)(ig, Zg) = (il, iQ, 13) fir il, iQ, i3 paarweise verschieden,

(i1,42)(is,i4) = (41,13,%2)(i1,143,44) fiir i1,49,13, 4 paarweise verschieden.
Folglich ist jedes Element aus A, ein Produkt von 3-Zykeln. Die erste Gleichung
zeigt zudem, dass jeder 3-Zykel und damit auch jedes Produkt von 3-Zykeln in A,
liegt. (]

Beweis von Satz 2.4.12. Wir zeigen [S,,, S,] = A,. Der Signumshomomorphismus
sg: S, — Oy liefert
[Sn,Sn] C Kern(sg) = A,,
wobei wir verwenden, dass Cs abelsch ist. Zur Inklusion A,, C [S,, S,]. Fiir jeden
3-Zykel (i1,12,13) € S,, hat man eine Darstellung
(iv,i2,13) = (i, 43)(i2,43)(i1,13) " ' (ia, i3) "
Insbesondere sind 3-Zykeln Kommutatoren. Lemma 2.4.17 liefert uns daher die
gewiinschte Inklusion A, C [Sy, Sy].
Wir bestimmen die Kommutatorgruppe [A,,, A,]. In den Fiillen n = 1,2, 3 erhalten
wir [A,, A,] = {id}, da A,, abelsch ist wegen
|52 |55

A1l = 1 = 5 = |Az], |As] = 5 =3

Zum Fall n = 4. Wir zeigen zuniichst [A4, A4] 2 Vj. Fiir paarweise verschiedene
Elemente 41, ...,74 hat man stets

(i1,2,43) (i1, 92, 34) (i1, 4, 3) " (31,40, 00) 1 = (i1,142) (i3, 44)
Zur umgekehrten Inklusion. Es gilt [A4| = 12 und |V4| = 4. Also ist A4/Vy von der
Ordnung 3 und somit abelsch. Das impliziert [A4, A4] C Vj.

Zum Fall n > 5. Nach Lemma 2.4.17 ist jedes Element in A,, Produkt von 3-Zykeln.
Es geniigt daher zu zeigen, dass jeder 3-Zykel (i1, i2,13) € A, ein Kommutator ist.
Dazu wihlen wir i4,i5 € {1,...,n}, sodass i1, ...,i5 paarweise verschieden sind.
Dann erhalten wir

(i1,d2,13) = (i1,92,%4)(i1,3,5) (31,92, 44) " (i1, 43,45) "
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Aufgaben zu Abschnitt 2.4.

Aufgabe 2.4.18. Es seien p eine Primzahl und G eine Gruppe mit |G| = p”, wobei k > 1.
Zeige:
(i) Gilt k=1 oder k = 2, so ist G abelsch.
(ii) Gilt k = 3, so ist G entweder abelsch, oder es gilt |Zg| = p.
Aufgabe 2.4.19. Die Diedergruppe D4 sowie die Quaternionengruppe () sind nichtabel-
sche Gruppen der Ordnung 8. Zeige:
(i) ZD4 =~ ZQA
(i) Da/Zp, =Q/Zq.
(iii) D4 und @ sind nicht isomorph.

Aufgabe 2.4.20. Zeige, dass die Gruppe B(n,C) < GL(n,C) aller invertierbaren oberen
(n x n)-Dreiecksmatrizen auflosbar ist.

Aufgabe 2.4.21. Es sei G eine Gruppe. Zeige:

(i) Ist G auflésbar, so ist auch jede Untergruppe H < G auflgsbar.
(ii) Fiir jeden Normalteiler N < G gilt
G auflssbar <= N und G/N auflosbar.

Aufgabe 2.4.22 (Kleinsche Vierergruppe). Beweise Bemerkung 2.4.11: Die Teilmenge
Vi = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} C As
ist ein Normalteiler in der alternierenden Gruppe A4, und man hat einen Isomorphismus
Z)22 X 2)2Z — Vi,
(0,0) ~ id,
(1,0) — (1,2)(3,4),
(0,1) — (1,3)(2,4),
(1,1) — (1,4)(2,3).
Aufgabe 2.4.23. Zeige: GL(2,C) und SL(2,C) sind nicht auflgsbar.

Aufgabe 2.4.24. Es seien p € Z>; eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung 2p*,
wobei k € Z>¢. Zeige: G ist auflosbar.
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3. KOMMUTATIVE RINGE

3.1. Grundbegriffe.

Definition 3.1.1. Ein kommutativer Ring mit Eins, im folgenden kurz K1-Ring
genannt ist eine Menge R mit Verkniipfungen

add: R x R — R, (a,b) — a+b,
mult: R x R — R, (a,b) — ab

(iiblicherweise Addition und Multiplikation genannt), sodass folgende Bedingungen

erfiillt sind:
(i) (R,add) ist eine abelsche Gruppe, d.h.,
e es gilt stets a+ (b+c¢) = (a+b) +ec,
o es gilt stets a+b=>b+ a,

e es gibt ein Element 0 = Op € R mit 0 4 a = a fiir alle a € R,
e zu jedem a € R gibt es ein Element —a € R mit a + (—a) = 0.

(ii) (R,mult) ist ein abelsches Monoid, d.h.,

e es gilt stets a(bc) = (ab)c,
e es gilt stets ab = ba,
e es gibt ein Element 1 = 1p € R mit la = a. fiir allea € R,

(iii) Es gilt a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a,b,c € R.
Satz 3.1.2. FEs sei R ein K1-Ring.
(i) Die neutralen Elemente 0 = Or der Addition und 1 = 1 der Multiplikation
i R sind eindeutig bestimmd.
(ii) Fiir jedes r € R gilt Or = 0. Insbesondere ist 1 = Or nur in dem trivialen
K1-Ring R = {0} mdglich.
(iii) Fir jedes r € R gilt (—1)r = —r. Weiter hat man fiir je zwei a,b € R:

(—a)b = a(~b) = —(ab),  (~a)(~b) = ab.
Bewets. Die Eindeutigkeit neutraler Elemente haben wir bereits in 1.1.10 nachge-
wiesen. Fiir den Nachweis von Or = 0 vermerken wir zunéchst, dass
Or = (0+0)r = Or+0r

fiir jedes 7 € R gilt. Addiert man —0r zu dieser Gleichung, so erhilt man Or = 0.
Gilt 1 =0 in einem K1-Ring R, so ergibt sich jedes r € R:

r=1r = 0r = 0.
Wir miissen nun zeigen, dass (—1)r das additive Inverse zu r ist. Unter Verwendung
von Or = 0 ergibt sich dies wie folgt:
(-Dr+r = (-14+1)r = 0r = 0.

Die verbleibenden Aussagen iiber a,b € R sind dann direkte Folgerungen aus
(=)r=—r:

(—a)b = (=1)ab = —ab = a(-1)b = a(-D),

(—a)(=b) = (-1)(=Dab = (—(-1))ab = 1lad.

(I

Beispiel 3.1.3. Die ganzen Zahlen Z mit der iiblichen Addition und Multiplikation
bilden einen K1-Ring.

Beispiel 3.1.4. Es sei n € Z>1. Dann kann man auf der (additiven) Faktorgruppe
(Z/nZ) eine Multiplikation definieren durch

ab := ab
Dies héngt nicht von der Wahl der Représentanten a und b ab und macht Z/nZ zu
einem K1-Ring mit Nullelement 0 = 0 4+ nZ und Einselement 1 = 1 + nZ.

wobei @a=a+nZ, b=b+nZ, ab=ab+nZ.

3
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Konstruktion 3.1.5. Es seien R;, ¢ € I, K1-Ringe. Dann wird das kartesische

Produkt [],.; R; mit den komponentenweisen Verkniipfungen
(ai)ier + (bi)ier = (ai+biier,
(ai)icr(bi)icr = (aibi)ier-

zu einem K1-Ring, dem direkten Produkt der Ringe R;, ¢ € I. Die neutralen Ele-
mente beziiglich Addition und Multiplikation sind (0);er und (1);e;.

Definition 3.1.6. Es sei R ein K1-Ring. Man nennt ein Element a € R

(i) Einheit, falls ab =1 mit einem b € R gilt;
(ii) Nullteiler, falls ab = 0 mit einem b € R\ {0} gilt;
(iii) nalpotent, falls a™ = 0 mit einem n € Z>; gilt.

Beispiel 3.1.7. (i) Der K1-Ring Z besitzt 1 und —1 als Einheiten. Es gibt
keine Nullteiler und somit auch keine nilpotenten Elemente in Z \ {0}.
(ii) In dem direkten Produkt Z x Z des K1-Ringes Z mit sich selbst gibt es
echte (d.h. von Null verschiedene) Nullteiler: Es gilt beispielsweise
(iii) Der K1-Ring Z/47Z besitzt ein echtes nilpotentes Element: Es gilt
(2+4Z)(2+4Z) = A+47 = 0+ 4Z.

Bemerkung 3.1.8. Die Menge R* aller Einheiten eines K1-Ringes R zusammen
mit der Multiplikation ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1z. Wie
iiblich bezeichnen wir das multiplikative Inverse einer Einheit ¢ € R* mit a~!.

Satz 3.1.9. Es sein € Z>1. Die Gruppe der Einheiten des Ringes Z/nZ ist gegeben
durch

(Z/nZ)" = {ae€Z/nZ; ggT(a,n)=1}.

Beweis. Zu a € 7 betrachten wir den Homomorphismus ¢,: b — ab = ab aus
Satz 2.1.12. Dann gilt:
a € (Z/nZ)* <= ab=1 miteinem bc Z
= Qa0 Py = Pp oY, = idy/,y mit einem b € Z
= @, € Aut(Z/nZ,+)
— ggT(a,n) =1,
Wobei die letzte Aquivalenz genau die Aussage von Satz 2.1.12 ist. (I
Definition 3.1.10. Es sei R ein K1-Ring.

(i) R heifit Integrititsring, auch Integrititsbereich, falls R # {0} gilt und R
keine von Null verschiedenen Nullteiler besitzt.

(ii) R heifit Karper, falls R # {0} gilt und R* = R\ {0} gilt, d.h., jedes von
Null verschiedene Element eine Einheit ist.

Beispiel 3.1.11. (i) Der Ring Z ist ein Integritétsring.
(i) Das direkte Produkt Z? ist kein Integritiitsring.
(iii) @, R und C sind Korper.
(iv) Sei n € Z>;1. Dann gilt:

Z/nZ ist Korper <= n ist Primzahl

Lemma 3.1.12 (Kiirzungsregel). Es seien R ein Integrititsring und a,b,c € R.
Gelten ab = ac und a # 0, so gilt b = c.
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Beweis. Die Kiirzungsregel ergibt sich direkt aus der Nullteilerfreiheit: Durch ein-
fache Umformungen erhalten wir

ab=ac & ab—ac=0
< alb—c)=0.
Die letzte Gleichung impliziert a = 0 oder b—c = 0. Ersteres ist nach Voraussetzung

ausgeschlossen. Also gilt b — ¢ = 0. Das impliziert b = c. ]

Definition 3.1.13. Es seien R ein K1-Ring, und S C R eine Teilmenge mit fol-
genden Eigenschaften:

0,1€8, a,besS = a—-bes, a,be S = abeSs.
Man nennt S zusammen mit den Verkniipfungen (a,b) — a + b und (a,b) — ab
einen Unterring von R und bezeichnet das Paar S C R auch als Ringerweiterung.

Beispiel 3.1.14. Z C Q ist eine Ringerweiterung.

Konstruktion 3.1.15. Es seien R ein K1-Ring und S;, ¢ € I, eine Familie von
Unterringen S; € R. Dann erhélt man einen neuen Unterring

s < R

iel
Konstruktion 3.1.16. Es seien R ein K1-Ring, S C R ein Unterring und A C R
eine nichtleere Teilmenge. Dann erzeugt A einen Unterring tiber S:

S[A] = {Zsi-,l"'si-,mi; nEZZl, Si,j € SUA} C R.

i=1
Fii A = {a1,...,a,} schreibt man auch S[ay,...,a,] anstelle von S[A]. Man sagt
auch, dass S[A] durch Ringadjunktion von A an S entsteht. Es gilt stets

S[A] = N s’
S’CR Unterring, SUACS’
Bemerkung 3.1.17. Ist R ein Integritéitsring, so ist auch jeder Unterring S C R
ein Integritéatsring.
Beispiel 3.1.18 (Ring der ganzen Gaufischen Zahlen). Wir betrachten die Ringer-
weiterung Z C C und die imaginédre Einheit I € C. Dann gilt
zlIl = {n+Im; n,meZ}.
Man nennt Z[I] den Ring der ganzen Gaufschen Zahlen. Als Unterring des Inte-
gritéitsringes C ist Z[I] ein Integritétsring.

Definition 3.1.19. Ein Homomorphismus von K1-Ringen R und S ist eine Abbil-
dung ¢: R — S mit folgender Eigenschaft: Fiir alle a,b € R gilt

pla+b) = ¢la) +¢b),  ¢lab) = pla)ed), (1) = 1
Man nennt ein solches ¢: R — S Monomorphismus, falls es injektiv ist, Epimor-
phismus, falls es surjektiv ist, Isomorphismus, wenn

Yoy = idg, potp = idg

mit einen Homomorphismus ¢: S — R von K1-Ringen gilt. Weiter definiert man
Kern und Bild von ¢: R — S als

Kern(p) = {u € R; ¢(u) = 0}, Bild(y) := {p(u); v € R}.

Bemerkung 3.1.20. Es seien ¢: R — S und ¥: S — T Homomorphismen von
K1-Ringen. Dann ist auch ¥ o ¢: S — T ein Homomorphismus von K1-Ringen.
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Bemerkung 3.1.21. Es sei R;, @ € I eine Familie von K1-Ringen. Dann hat man
kanonische Epimorphismen vom Produkt [] ser I auf die einzelnen Faktoren:

]:[Rz — Rj (Ti)ie] = Ty,

iel
Satz 3.1.22. Es sei p: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen.

(i) Ist R" C R ein Unterring, so ist o(R') C S ein Unterring. Insbesondere
ist Bild(y) ein Unterring von S.
(i) Ist S C S ein Unterring, so ist p~1(S") C R ein Unterring.
(iii) Der Homomorphismus ¢: R — S ist genau dann injektiv, wenn Kern(p) =
{0} gilt.
(iv) Der Homomorphismus ¢: R — S ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
er bijektiv ist.

Beweis. Zu (i): Wegen 1z € R’ und ¢(1g) = 1s haben wir 1g € ¢(R’). Zu by, bs €
©(R') withlen wir a; € R’ mit ¢(a;) = b; und erhalten

by —by = w(a1) —plaz) = plar —a2) € (R),

bibe = p(a1)p(az) = plaraz) € p(R).
Zu (ii). Wegen 1g € S’ und ¢(1g) = 1g erhalten wir 1z € ¢~1(5’). Sind weiter
ar,as € o 1(S) gegeben, so erhalten wir a; — as,ajas € ¢~ 1(S’) wegen

plar —az2) = pla1) —plaz) € S, plaraz) = ¢(ar)p(az) € S

Fiir (iii) und (iv) beachte man zunéchst, dass ¢: R — S auch ein Homomorphismus
der zu Grunde liegenden additiven Gruppen (R, +) und (S, +) ist. Aussage (iii) er-
halten wir mit der entsprechenden Aussage 1.3.14 {iber Gruppenhomomorphismen.

Zu (iv). Es ist klar, dass die Existenz eines Umkehrhomomorphismus ¢: S — R
die Bijektivitat impliziert. Ist ¢: R — S bijektiv, so liefert 1.3.9 einen Umkehrho-
momorphismus ¢: S — R der zu Grunde liegenden additiven Gruppen. Es gilt

Y(ls) = ¥(e(lr)) = 1.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass ¥ mit der Multiplikation vertréglich ist. Das
geht wie im Beweis von 1.3.9: Fiir je zwei s1, s2 € S gilt

s1s2 = (¥(s1))p(¥(s2)) = w(¥(s1)Y(s2)).

Wendet man nun ¢ auf diese Gleichung an, so ergibt sich die gewiinschte Homo-
morphieeigenschaft. O

Bemerkung 3.1.23. Der Kern eines Homomorphismus von K1-Ringen ist im all-
gemeinen kein Unterring: Die Restklassenabbildung 7: Z — Z/nZ ist ein Epimor-
phismus von K1-Ringen und fiir n > 2 ist Kern(p) = nZ kein Unterring.

Bemerkung 3.1.24 (Bruchrechnen). Wir betrachten die Ringerweiterung Z C Q.

Die Elemente von Q sind Briiche a/b mit a,b € Z und b # 0. Man hat
b
“ = 2 < aiby = ashy.
as b2

Konstruktion 3.1.25 (Quotientenkérper). Es sei R ein Integrititsring. Dann de-
finieren wir eine Aquivalenzrelation auf R x (R \ {0}) durch

(al,ag) ~ (bl,bg) < arby = agbs.
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Den zugehorige Menge der Aquivalenzklassen bezeichnet man mit Q(R) und die
Aquivalenzklasse eines Elementes (a,b) mit a/b. Wir definieren Verkniipfungen

b b b
add: Q(R) x Q(R) — Q(R), M2 - @t
ag by asbs
m ay by ar1by
1t: —_— =
ult: Q(R) x Q(R) — Q(R), s by P~

Zusammen mit diesen Verkniipfungen bildet die Menge Q(R) einen Korper, den
Quotientenkorper von R. Die neutralen Elemente sind

Or 1r
Doy = 7.0 lew = -

Weiter ist das multiplikative Inverse zu einem Element Ogry # a1/a2 € Q(R)
gegeben durch as/ay.

[43 7

Beweis. Symmetrie und Reflexivitit der Relation “~” sind offensichtlich gegeben.

Die Transitivitdt weisen wir wie bei Konstruktion 1.4.11 nach: Wir schreiben a =
(a1,a2), etc.. Aus a ~ b und b ~ ¢ erhalten wir dann

a1b2 = agbl, blcg = bQCl.

Gilt by = 0, so erhalten wir a; = ¢; = 0 und somit a ~ c¢. Gilt by # 0, so
multiplizieren wir die beiden obigen Gleichungen miteinander und erhalten

a1b2b102 = agblbgcl.

Wegen b1bs # 0 konnen wir die Kiirzungsregel 3.1.12 anwenden. Das ergibt aico =
ascy. Wir erhalten also a ~ c.

Der niichste Schritt ist, die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen auf Q(R) nachzu-
weisen. Zur Addition: Wir miissen zeigen, dass

albg +(12b1 allbé +a’2b'1

11/
as b2 Ao bQ

gilt, sobald a ~ a’ und b ~ b’ gelten, wobei wie iiblich a = (a1, az), etc.. Schreiben
wir letztere Aquivalenzen aus, so erhalten wir

!/ / / /
ajay, = a2aq, b1b2 = b2b1'

Multipliziert man die erste Gleichung mit bobj und die zweite mit asaj, so ergibt
sich nach Umsortieren

AN, AN, !/ N
a2b2a1b2 = a2b2a1b2, a2b2a2b1 = a2b2a2b1.

Addition dieser beiden Gleichungen und anschlieflendes Ausklammern von abbh
bzw. aoby ergibt die gewiinschte Aquivalenz:

a’2b’2(a1b2 + agbl) = agbg(a/lbé + a/lel)
Zur Multiplikation. Es seien a ~ o/ und b ~ V' gelten, wobei wieder a = (a1, az),
etc.. Dann haben wir
0,1(1/2 = aga/l, blbé = b2b/1
Multipliziert man diese beiden Gleichungen miteinander, so ergibt sich die gewiinschte
Aquivalenz

AN,
a1b1 - albl

agbg aébg '
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Die Tatsache, dass Or/1r bzw. 1/l die neutralen Elemente von Addition und
Multiplikation sind, folgt unmittelbar aus der Definition der Verkniipfungen:

0R+a1 _ Oraz+1ra1  m g a1 1lgar @
1Ir a2 1gas as’ 1r a2 1ras as’

Die multiplikative Inversenbildung in Q(R) \ {0/1} geht wie folgt: fir a1,a2 € R
mi az # 0 hat man
ar\ (a2 _ aiaz _ 1pg
(a_z) (a_l) agar E

Satz 3.1.26. Fs seien R ein Integrititsring und Q(R) sein Quotientenkdrper. Dann
hat man einen kanonischen Monomorphismus

O

a
T

Ist p: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen mit o(R\ {0}) C S*, so gibt
es ein kommutatives Diagramm

11 R = Q(R), a —

p:a—ro(a)

R S
2: ai—kl\\ /a/b—ﬂp(a)cp(b)l
Q(R)

wohldefinierter Ringhomomorphismen. Der Homomorphismus ¢: Q(R) — S ist
daber eindeutig bestimmit.

Beweis. Nach Definition von Q(R) ist klar, dass+: R — Q(R) ein Homomorphismus
ist. Die Injektivitét ergibt sich mit
a 0
z(a):0<:>I:I<:>1~a:1~0<:>a:0.
Um die Wohldefiniertheit von 1 einzusehen, betrachten wir zwei Darstellungen
ai/az = a!/ah eines Elements in Q(R). Dann erhalten wir

!/
a1 ax / /
- = - < a1a2 - a1a2
ag (255}

= p(a1ay) = p(ajas)
= plan)p(a) ™" = pla)play)

Der néchste Schritt ist es, die Homomorphieeigenschaften von ¢: Q(R) — S nach-
zupriifen. Diese ergeben sich wie folgt:

w(l) = (et = 1,

1/} ﬂ + b_1 _ ’l/) albg + 0,2[71
az by azbs

= @(arby + azby)p(agby) ™"
= (ar)e(az) ™" + @(b1)p(b2)

G by
B 1/)<a2) +w<52)’
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o(2n) - o (3)
= g(aibr)e(azhy) ™!
= p(ar)p(az) " o(br)p(ba) ™!

(@)

Schliellich miissen wir uns noch davon iiberzeugen, dass v eindeutig bestimmt ist.
Fiir jeden weiteren Homomorphismus ¢’: Q(R) — S mit ¢’ 0+ = ¢ erhalten wir

v (3) = vt v (5) - w’((%)_j - (D) = e

und somit
W(3) =¥ (%%) = v (§)v' <%) = p(a)p(b) .
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Aufgaben zu Abschnitt 3.1.

Aufgabe 3.1.27. Es sei R ein K1-Ring, und es seien a,b € R. Zeige: Fiir jedes n € Z>g
gilt

(a+b)" = 2": <Z> a" ",
k=0

Aufgabe 3.1.28. Bestimme alle Einheiten, Nullteiler und nilpotenten Elemente der K1-
Ringe Z/47Z sowie Z/36Z.

Aufgabe 3.1.29. Es seien n € Z>» und m € Z/nZ. Beweise die Aquivalenz folgender
Aussagen:

(i) m erzeugt die additive Gruppe Z/nZ;
(ii) m ist eine Einheit in dem K1-Ring Z/nZ.

Aufgabe 3.1.30. Es sei R ein K1-Ring mit nur endlich vielen Elementen. Beweise die
Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) R ist ein Integritétsring.
(ii) R ist ein Korper.

Aufgabe 3.1.31. Es seien R ein K1-Ring, a € R nilpotent und b € R eine Einheit. Zeige:
Das Element a + b ist eine Einheit.

Aufgabe 3.1.32. Beweise die folgende Aussage iiber den Ring Z[I] C C der ganzen
Gauflschen Zahlen aus Beispiel 3.1.18: Es gilt

zlIl = {n+1Im; n,mecZ}.

Zeige weiter, dass die Einheitengruppe von Z[I] genau aus den komplexen Zahlen 1, —1, 1, —1
besteht.

Aufgabe 3.1.33. Betrachte die Ringerweiterung Z C C. Fiir d € Zx>o, bezeichne Vd e
R>o wie iiblich die Wurzel, und fiir d € Z<o setzen wir \/E := Iv/—d, wobei I € C die
imagindre Einheit bezeichnet. Es sei nun d € Z quadratfrei. Zeige:

(i) Esgilt Z[Vd] = {m+nVd; m,n € Z}.
(ii) Die Abbildung N: Z[vVd] = Z, m+4nvd — m?—n2d erfiillt N(ab) = N(a)N(b)
fiir je zwei a,b € Z[Vd].
(iii) Fiir die Menge der Einheiten in Z[v/d] gilt Z[vd]* = {a € Z[Vd]; N(a) = +1}.

Aufgabe 3.1.34. Es seien X eine Menge und R ein K1-Ring. Zeige: Zusammen mit den
punktweisen Verkniipfungen

(f+9)(x) = f(=)+g(x), (fg)(z) = f(x)g(x)

wird die Menge Abb(X, R) aller Abbildungen X — R zu einem K1-Ring. Ist Abb(X, R)
ein Integritétsring, wenn dies fiir R gilt?

Aufgabe 3.1.35. (i) Es sei U C C eine offene Menge. Man zeige: Der Ring O(U)
der holomorphen Funktionen auf U ist genau dann ein Integritédtsring, wenn U
zusammenhéngend ist.

(ii) Es sei [a,b] ein Intervall in R. Welcher der folgenden Ringe von Funktionen auf
[a, b] ist ein Integritéitsring:
(a) Der Ring Cla,b] aller stetigen reellwertigen Funktionen,
(b) der Ring C*°[a, b] aller differenzierbaren reellwertigen Funktionen,
(¢) der Ring C**[a, b] aller analytischen reellwertigen Funktionen?

Aufgabe 3.1.36. Zeige: Fiir R =7Z,Q,R,Z/nZ ist die Identitit idr der einzigen Homo-
morphismus R — R von K1-Ringen. Zeige weiter, dass es einen Homomorphismus C — C
gibt, der nicht die Identitét ist.
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Aufgabe 3.1.37. Es sei ¢: R — S ein Monomorphismus von Integritétsringen. Zeige:
Es gibt einen eindeutig bestimmten Homomorphismus Q(¢): Q(R) — Q(S) mit dem
folgendes Diagramm kommutativ wird

R—?% -5

QR) 5= Q(S)
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3.2. Potenzreihen- und Polynomringe.

Bemerkung 3.2.1. Intuitiv versteht man unter einer formalen Potenzreihe in der
Veranderlichen T iiber einem K1-Ring R einen Ausdruck

o0
E a,T"
v=0

mit Koeffizienten a,, € R. Ein Polynom in der Verénderlichen T iiber R ist dann
eine endliche formale Potenzreihe in T', d.h., ein Ausdruck

Z a, T, wobei a,, # 0 fiir hochstens endlich viele v € Z>.

Formale Potenzreihen (und damit auch Polynome) in der Verénderlichen T kann
man addieren beziehungsweise multiplizieren:

(i al,T”> + (i bl,T”> : i(ay +0b,)T

v=0

<iauT”> . (ibyT”> = icyT”, wobel ¢, = Z by
v=0 v=0 v=0 v=p+kK

Wir werden sehen, dass die formalen Potenzreihen mit diesen Verkniipfungen einen
K1-Ring bilden und die Polynome einen Unterring darin.

Konstruktion 3.2.2 (Potenzreihen- und Polynomring in einer Verénderlichen).
Es sei R ein K1-Ring. Wir betrachten die Menge aller Folgen in R:

= [I =
Zso
Auf S(R) erhalten wir durch die komponentenweise Addition und das Cauchy-
Produkt zwei Verkniipfungen:
(au)vezzo =+ (bv)UGZZU = (a’l/+b1/)l/€ZZU)
(av)VEZZO : (bv)UGZZU = (CU)UGZZU) wobei Cy = Z a,ubn
v=p+kK

Zusammen mit diesen Verkniipfungen wird S(R) zu einem K1-Ring; die neutralen
Elemente beziiglich Addition und Multiplikation sind die Folgen

(0,0,0,..),  (1,0,0,...).

Weiter bilden die Folgen (a,),ez., mit nur endlich vielen nichttrivialen Folgenglie-
dern einen Unterring;:

So(R) = {(av)v € Z>0; a, # 0 fiir hochstens endlich viele v € Z>} .

Beweis. Wir miissen die Axiome eines K1-Ringes fiir S(R) nachweisen. Dabei ist
klar, dass (S(R),+) eine abelsche Gruppe ist, denn hier liegt einfach ein gruppen-
theoretisches Produkt von (R, +) iiber der Indexmenge Z>( vor. Die Kommutati-
vitét der Multiplikation auf S(R) ist offensichtlich:

(au)u : (bV)V

Il
—
=
N
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Zur Assoziativitit der Multiplikation:

(@)y - ((bo)w - (e)r) = (%)u'( > bucﬁ>

I
—
L
™
i
‘\
\@
t\
S
t\
o
t\
—
R

= ((@)v - (Bw)v) - (c)w.
Zur Distributivitdt von Multiplikation und Addition:

(ay)u . ((bl/)l/ + (Cy)y) = ( v+ Cu)u

= ( au(bi +cn)>
v= ,u,+n

v

= <Z aubk +aucn>
v=p+kK

= < (om be + Z au@»@)
v=p+r v=p+r

- () (3
v=p+r v=p+kr

= ((a)y - (B0)v) + ((ar)v - (c)o).
Die Tatsache, dass (1,0,0,...) neutrales Element beziiglich der Multiplikation ist,
ergibt sich direkt aus der Definition der Multiplikation. (|

Schreibweise 3.2.3. Es seien R, S(R) und Sp(R) wie in Konstruktion 3.2.2. Um
S(R) und Sp(R) besser handhaben zu kénnen, arbeitet man mit dem Element

T := (0,1,0,0,...) € S(R).

Nach Definition der Multiplikation in S(R) ist fiir jedes u € Z>¢ die entsprechende
Potenz T* von T' gegeben durch

L, p=v,
0, p#wv.

Fiir den Ring S(R) und seine Elemente (a,),ez., € S(R) verwenden wir dann
kiinftig die Bezeichnungen

T:“‘ = (5HU)V€ZZU’ 5!“’ = {

R[[T]] = S(R), ZauT” = (GV)VEZZU-

Die Elemente von R[[T]] nennt man formale Potenzreihen iiber R in der Verinder-
lichen T" und bezeichnet dabei die Folgenglieder a, als ihre Koeffizienten.
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Weiter nennt man R[T] := Sy(R) den Polynomring iiber R in der Verdnderlichen T
Die Elemente von R[T] heissen Polynome. Zu jedem Poynom

f = iayT” € R[T]
v=0

gibt es ein n € Z>g, sodass oy, = 0 fiir alle v > n + 1 gilt; nach Definition der
Addition in R[T] erhalten wir dann

oo n
f = Zal,T” = Zal,T” = apT" 4+ an 1T '+ ...+ a1 T + ao.
v=0 v=0

Dabei schreibt man a fiir a7°. Die neutralen Elemente beziiglich der Addition und
der Multiplikation in R[T] bzw. R[[T]] sind gegeben durch

Ogrir) = Orpzy = 0, Ly = lgpry = 1.

Bemerkung 3.2.4. Es seien R ein K1-Ring und a,b € R. Nach Definition der
Multiplikation gilt in R[T] sowie in R[[T]] stets

(aT) - (bT") = abT¥*".

Weiter erhiilt das Produkt zweier Polynome ) a,T" und ) b,7* in R[T] durch
Ausmultiplizieren der Summen.

Bemerkung 3.2.5. Es seien R ein K1-Ring und R[T] der zugehérige Polynomring.
Dann ist R[T] als Ring durch RT° U {T'} erzeugt.

Satz 3.2.6 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei R ein K1-Ring.
Dann hat man einen kanonischen Monomorphismus

1: R — RI[T], a — aT®.

Ist o: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen und ist s € S, so erhdilt man
durch

®: R[T) — S, iayT” — i(p(ay)s”
v=0 v=0

einen Homomorphismus; dieser besitzt folgende Eigenschaften und ist dadurch ein-
deutig bestimmt:

(i) Es gilt ®(T) = s,
(ii) das folgende Diagramm ist kommutativ

R i S
A
R[T]

Beweis. Die Tatsache, dass +: R — R[T] ein Homomorphismus ist ergibt sich direkt
aus den Definitionen von Addition und Multiplikation in R[T:

(a+b) = (a+b)T° = aT®+0T° = o(a) +o(b),

1(ab) = (ab)T° = aT°-bT° = 4(a) - 2(b).

Um die Injektivitdt des Homomorphismus 2: R — R[T] zu erhalten, machen wir
uns klar, dass er trivialen Kern besitzt: Es gilt

1(a) =0 & aT’=07T° & a=0.
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Die Tatsache, dass ®: R[T| — S ein Homomorphismus ist, ergibt sich mit Bemer-
kung 3.2.4; wir fithren den Beweis dennoch explizit:

(1T%) = o(1)s’ = 1,

P <Z aT +> b,T”) ® <Z(a,, + bl,)T”>
= > ola+by)s"

= S (e(@) + ob)s”
= S p(a)s + > plan)s”

CrEer)fzer)

® <XV: <#§_V aubn> T")

e

ptr=v

z( 5 @(au)@(bn)> p

v pt+r=v

() (5oov)

P <2U: aVT”> P (Zu: bVT”> :

Weiter sind die Eigenschaften (i) und (ii) klar nach Definition von ®. Die Tatsache,
dass @ durch diese Eigenschaften festgelegt ist, folgt mit Bemerkung 3.2.5. O

LS
—
—
]

o

<

E
~
—
(]

&

E
~
~—

Il

Bemerkung 3.2.7. Die Tatsache, dass man einen kanonischen Monomorphismus
R — R[T] vorliegen hat, erlaubt es uns, in Zukunft R als Unterring von R[T]
aufzufassen.

Folgerung 3.2.8. Es sei R ein KI1-Ring. Jedes Element r € R definiert einen
Auswertungshomomorphismus

er: R[T] — R, f= Zal,TV — f(r):= Za,ﬂ"".

Definition 3.2.9. Es sei R ein K1-Ring. Der Grad eines Polynomes in Y a,T" €
RI[T] ist definiert als

A max(v € Zso; a, #0) falls f #0,
deg (Z ol ) = { —o0 falls f = 0.

Gilt n := deg(>_ a, T") > —o0, so nennt man a,, den Leitkoeffizienten des Polynoms

S a,T".

Bemerkung 3.2.10. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Fiir jedes v € Z>( hat man deg(T") = v.
(ii) Fiir jedes f € R[T] gilt deg(f) = —c0o < f =0.
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iii) Besitzt 0 # f € R[T| den Leitkoeffizienten ay, so gilt
f g

deg(f)—1
f = adeeg(f) + Z a,T".
v=0
Bemerkung 3.2.11. Esseien R ein K1-Ring, und es seien f, g € R[T] nichttriviale
Polynome mit Leitkoeffizienten as,a, € R, und es seien dy := deg(f) sowie dg :=
deg(g). Dann sind Summe und Produkt der Polynome f, g von der Form

max(dyf,dg)—1

f +g = bTmax(df,dg) + Z CUTU,
v=0
af falls dy > dg,
wobei b:= ¢ ay4 falls dy < dg,

af + ag falls df = dg,

df-‘rdg—l

fg = afagTderder Z co,T".
v=0

Folgerung 3.2.12. Fs seien R ein K1-Ring und f,g € R[T]. Dann gilt:

deg(f +g) < max(deg(f),deg(g)),
deg(fg) < deg(f)+ deg(g)

Ist R ein Integrititsring, so hat man im zweiten Fall stets Gleichheit.
Folgerung 3.2.13. Es sei R ein KI1-Ring. Dann gilt
R ist Integrititsring <=  R[T] ist Integrititsring

Gilt eine der beiden Aussagen, so hat man R[T]* = R*.

Beweis. Zu “=". Sind f,g € R[T] von Null verschiedene Elemente, so sehen wir
mit Bemerkung 3.2.11, dass fg ebenfalls nichttrival ist. Zu “<”. Nach Satz 3.2.6
ist R ein Unterring des Integritéiitsringes R[T] und muss somit selbst Integritéitsring
sein.

Die Inklusion R* C R[T]* ist offensichtlich. Zum Nachweis der Inklusion R* 2 R[T*
betrachten wir ein f € R[T]*. Dann gibt es ein ¢ € R[T] mit fg = T°. Mit
Folgerung 3.2.12 erhalten wir deg(f) = deg(g) = 0. Das bedeutet f,g € R, was
weiter f € R* impliziert. O

Konstruktion 3.2.14 (Potenzreihen- und Polynomring in n Verénderlichen). Es
seien R ein K1-Ring und n € Z>,. Wir betrachten die Indexmenge ZZ, := (Z>o)"
und das kartesische Produkt B

S™(R) := H R.

UGZEO

In formaler Analogie zu Konstruktion 3.2.2 fithren wir Verkniipfungen auf S™(R)
ein: Die komponentenweise Addition und ein Cauchy-Produkt

(G’V)VEZEU + (bll)uEZgU = (a/y-i-bl,)uezgo’

(av)vezz, * (bpuezz, = (cw)rezz,, wobei ¢, = Z ayby.
B B B V+pu=kK
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Zusammen mit diesen Verkniipfungen wird S™(R) zu einem K1-Ring; die neutralen
Elemente beziiglich Addition und Multiplikation sind gegeben durch

(zy)yezgo wobei 2z, = 0 fiir alle v € Z%,,

(e) bei e, =1 fallsv=(0,...,0),

€v)vezy, Wobe e, =0 fallsv #(0,...,0).

Weiter bilden die Elemente (au)ueZ§0 mit nur endlich vielen nichttrivialen Glie-
dern a,, einen Unterring: -

S§(R) = {(av)y € Zy; a, # 0 fiir hochstens endlich viele v € ZZ}

Beweis. Die Konstruktion verlauft vollig analog zu der im Fall einer Verdnderlichen.
Beim Nachweis der Axiome eines K1-Ringes wurde dort nur von der Tatsache Ge-
brauch gemacht, dass die Indexmenge Z> ein abelsches Monoid ist. Das ist fiir Z2

ebenso gegeben. [l
Schreibweise 3.2.15. Es seien R, S™(R) und S{'(R) wie in Konstruktion 3.2.14.
Fiir jedes ¢ = 1,...,n definiert man ein Element
1, v=ey,
T, = (Tivlves,  Tiv = {o, v e

wobei e; = (1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1) die Einheitsvektoren in ZZ sind. Fiir
v € Z%, setzt man

TV = TV ... T"".
Fiir den Ring S™(R) und seine Elemente (a,)yezz € S™(R) verwenden wir kiinftig
die Bezeichnungen

R[Ty,...,T,]] == S™(R), doaT” = (a)vens,
v=0
Die Elemente von R[[T1, ..., T,]] heissen formale Potenzreihen iiber R in den Verén-
derlichen 77, ...,T;, und man nennt die Folgenglieder a, ihre Koeffizienten.

Weiter nennt man R[T1, ..., Ty] := S§(R) den Polynomring iiber R in den Verénderli-
chen T1,...,T,. Die Elemente von R[T1,...,T,] heissen Polynome.

Bemerkung 3.2.16. Esseien R ein K1-Ring und a,b € R. Dann gilt in R[Ty, ..., T,]
und somit auch in R[[T1,...,Ty]] stets

al’ -bT* = aly* Ty -bT{* - Thn
abTy Tt
= abT"t".

Weiter man erhélt man das Produkt zweier Polynome > a, 7" und > b,T# durch
Ausmultiplizieren der Summen.

Bemerkung 3.2.17. Essei R ein K1-Ring. Dann ist der Polynomring R[T1, ..., T),]
als Ring durch RT° U {Ty,...,T,} erzeugt.

Satz 3.2.18 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei R ein K1-Ring.
Dann hat man einen kanonischen Monomorphismus

1: R — R[Th,...,T,], a — aT®.
Ist p: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen und sind si,...,8, € S, so
erhdlt man durch
®: R[Th,...T,] — S, Z a, TV Z o(a,)s”, wobei s” = sy* -+ sk,

VGZ;O UGZgO
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einen Homomorphismus; dieser besitzt folgende Eigenschaften und ist dadurch ein-
deutig bestimmt:

(i) Es gilt ®(T;) = s; fiir jedesi=1,...,n,

(ii) das folgende Diagramm ist kommutativ

©

g

R[TY, ... Ty

R S

Beweis. Der Beweis verlduft vollig analog zu dem im Fall einer Verdnderlichen. [J

Folgerung 3.2.19. Es seien n € Z>1 und R ein KI1-Ring. Jedes Element r € R™
definiert einen Auswertungshomomorphismus

e RTh,...,T,] — R, f:ZaVTV — f(a) ::Zayr”.
Satz 3.2.20. Es sei R ein KI1-Ring. Dann gilt R[Ty,...,T,] = R[Ty,...,Th-1][T)].

Beweis. Mit der universellen Eigenschaft des Polynomringes erhalten wir Homo-
morphismen

®: R[Ty,....T,) — R[T1,...,To][T],

R>a — a,
T1 — Tl,

Tn—l — Tn—la
T, — T,

R[Ty,...,T,] < R[T\,...,Tp_1][T]

P < PGR[Tla-"anfl]a
T, + T.

Die Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft liefert, dass Komposition
Pod und ¢ o VU jeweils die Identitét sind. (]

Folgerung 3.2.21. Es sei R ein Integrititsring. Dann gilt:
(i) Der Polynomring R[T1,...,T,] ist ein Integrititsring.
(i) R[T1,...,T,)* = R*.

Beweis. Durch Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist 3.2.13, und der Induktions-
schritt ergibt sich aus 3.2.20 und 3.2.13. ]
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Aufgaben zu Abschnitt 3.2.

Aufgabe 3.2.22. Es sei R = Z/4Z. Bestimme alle Einheiten, Nullteiler und nilpotenten
Elemente in den Ringen R[T] und R[[T]].

Aufgabe 3.2.23. Es sei R ein nicht notwendigerweise nullteilerfreier K1-Ring. Zeige:
R[T)* = {Zal,T”; ao € R™; a, nilpotent fiir v > 1}.
Aufgabe 3.2.24. Es seien n € Z>o und R ein K1-Ring. Zeige: Man hat einen kanonischen
Ringhomomorphismus
R[T:,...,T,] — Abb(R™,R), f = la— f(a).

Zeige durch Angabe expliziter Beispiele, dass dieser Homomorphismus im allgemeinen
weder surjektiv noch injektiv ist.

Aufgabe 3.2.25. Es sei R ein K1-Ring. Die Ordnung einer formalen Potenzreihe in
R[[T4,...,Ty]] ist definiert als:

5 . 00 falls f=0,
ord Z ayT T { ming, #0(¥1 + ...+ vn) sonst.

VEZ%O
Zeige: Fiir je zwei formale Potenzreihen f, g € R[[T4,...,T.]] gilt

(i) ord(f + g) = min(ord(f), ord(g)).
(i) ord(fg) > ord(f) + ord(g).
(i) ord(fg) = ord(f) + ord(g), falls R nullteilerfrei ist.

Aufgabe 3.2.26. Es sei R ein K1-Ring. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) R ist Integritétsring.
(ii) R[[T1,...,Tn]] ist Integritétsring.
Aufgabe 3.2.27. Essein € Z>1, und es sei R ein nicht notwendigerweise nullteilerfreier

K1-Ring. Zeige:
RITy,.. Ll = {> T aeR'}.

Hinweis: Es geniigt, multiplikative Inverse fiir Potenzreihen der Form f = > a,T" mit
ao = 1 anzugeben. Dazu betrachte die formale unendliche Summe
g = > (1—-p"
n=0
Zeige, dass fiir festes v nur endlich viele (1 — f)™ einen nichtrivialen Koeffizienten vor 7"
stehen haben. Insbesondere definiert g ein Element in R[[T1,...,Ty]]. Zeige nun fg = 1.






ALGEBRA 73

3.3. Ideale 1.

Definition 3.3.1. Es sei R ein K1-Ring. Eine nichtleere Teilmenge a C R heifit
Ideal, geschrieben a <p R, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

(i) Fiir je zwel a,a’ € agilt a+a’ € a.
(ii) Fiir jedes r € R und jedes a € a gilt ra € a.

Bemerkung 3.3.2. Es sei R ein K1-Ring. Dann haben wir die Ideale {0} <p R
und R <p R.

Bemerkung 3.3.3. Es seien R ein K1-Ring und a <p R ein Ideal. Dann ist a eine
Untergruppe von (R, +), aber im Allgemeinen kein Unterring von R.

Beispiel 3.3.4. Die Menge 27 der geraden Zahlen ist ein Ideal im Ring Z der
ganzen Zahlen. Allgemeiner gilt fiir eine beliebige Teilmenge a C Z:

a <z Z & a < Z < a=nZ mit einem n € Zxo.

Dabei ist klar, dass nZ stets ein Ideal ist. Umgekehrt ist jedes Ideal a C Z eine
Untergruppe von (Z,+) und daher nach Lemma 2.1.7 von der Form a = nZ.

Beispiel 3.3.5. Es seien R ein K1-Ring, R[T1,...,T,] der Polynomring in den
Verdnderlichen 77, ...,T, und X C R™. Dann definiert X ein Verschwindungsideal:

I(X) == {feR[T,...,T,]; f(x)=0fir allex € X} <gip, .1, R[T1,...,Th]

Satz 3.3.6. Es seien R ein KI1-Ring, R* C R seine Einheitengruppe und a <p R.
Dann haben wir

a=R & anR"#0.

Beweis. Gilt a = R, so folgt anN R* # @ mit 1 € R*. Gilt anN R* # (), so betrachten
wir ein ¢ € aNR*. Wegen ¢ € R gibt es ein ¢’ € R mit ¢’¢ = 1. Die Idealeigenschaften
liefern r = r1 = rc’c € a fiir jedes r € R. O

Bemerkung 3.3.7. Esseien R ein K1-Ring und a;, ¢ € I, eine Familie von Idealen.
Dann ist der Durchschnitt iiber alle a; wieder ein Ideal in R:

ﬂ a <rp R
iel
Konstruktion 3.3.8. Es sei R ein K1-Ring. Jede Teilmenge A C R erzeugt ein
Ideal:
<A> = {Zﬁai; n e Zzo, ri € R, a; € A} <r R.

Gilt A = {a1,...,an}, so schreibt man auch (a1, ..., a,) fir (4). Fir das von einer
Teilmenge A C R erzeugte Ideal in R gilt

(4) = ﬂ a <p R.

ACa<gR

Somit ist (A) das kleinste Ideal in R, welches A enthélt. Das von einem Element
a € R erzeugte Ideal, auch das von a erzeugte Hauptideal genannt, ist gegeben als

(@) = Ra = {ra; r € R}.

Beispiel 3.3.9. Im Ring Z der ganzen Zahlen wird jedes Ideal von einem Element
erzeugt, siehe Beispiel 3.3.4.
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Satz 3.3.10. Ein KI-Ring R mit 1 # 0 ist genau dann ein Korper, wenn {0}
und R seine einzigen Ideale sind.

Beweis. Es sei zunéchst R ein Korper. Dann ist jedes a € R\ {0} eine Einheit. Ist
a C R ein Ideal, so gilt also entweder a = {0} oder a N R* # (). Letzteres ist nach
Satz 3.3.6 dquivalent zu a = R.

Es seien nun {0} und R die einzigen Ideale von R. Wir miissen zeigen, dass jedes
a € R\ {0} eine Einheit ist. Dazu betrachten wir das von a erzeugte Ideal

(a) = {ra; r € R}.
Dann gilt (a) # {0} und somit (a) = R. Insbesondere haben wir 1 € (a). Folglich
gibt es ein ¢’ € R mit 1 = a’a. Das beweist a € R*. O
Satz 3.3.11. Es sei p: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen.

(i) Istb C S ein Ideal, so ist ~1(b) ein Ideal in R; insbesondere ist Kern(yp) =
©~10) ein Ideal in R.

(ii) Ist a C R ein Ideal und ist ¢ ein Epimorphismus von Ringen, so ist p(a)
ein Ideal in S.

Beweis. Zu (i). Es sei b <g S. Um die definierenden Eigenschaften eines Ideals fiir
¢~ 1(b) nachzupriifen, seien a1, az € ¢~(b) und r € R gegeben. Dann erhalten wir
ai +as € p~1(b) und ra; € ¢~1(b) mit

plar +az) = pla) +paz) € b, p(rar) = ¢(r)plar) € b.
Zu (ii). Es seien ¢: R — S ein Epimorphismus und a <p R. Sind by, b2 € ¢(a) und

s € S gegeben, so wihlen wir a1, a2 € a mit ¢(a;) = b; und r € R mit ¢(r) = s.
Dann erhalten wir

b1 +be = ¢(a1) +plaz) = plar +a2) € ¢(a),
sbi = p(r)g(a1) = ¢(ra1) € ¢(a).

Folgerung 3.3.12. Jeder Korperhomomorphismus ist injektiv.

Beweis. Es sei ¢: K — K’ ein Homomorphismus von Koérpern. Satz 3.3.11 liefert
Kern(p) <g K. Wegen (1) = 1 # 0 gilt Kern(p) # K. Nach Satz 3.3.10 muss dann
bereits Kern(y) = {0} gelten. Somit ist ¢ injektiv. O

Beispiel 3.3.13. Es seien R ein K1-Ring, R[T1,...,T,] der Polynomring in den
Veréanderlichen T4, ...,T,, und fiir x € R"™ bezeichne
e.: R[Ty,...,T] — R, f = f(x)
wie gewohnt den Auswertungshomomorphismus. Ist X C R™ eine Teilmenge, so gilt
fiir deren Verschwindungsideal
I(X) = {f€R[T\,....,T,]; f(z)=0firallexeX} = [ Kern(e,).
rzeX

Konstruktion 3.3.14 (Faktorring). Es seien R ein K1-Ring und a <p R ein Ideal.
Wir betrachten die (additive) Faktorgruppe

R/a = {r+4a; re R}

und definieren eine Multiplikation auf R/a, indem wir fiir zwei Nebenklassen r + a
und s + a setzen:

(r+a)(s+a) = rs+a.
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Damit wird R/a zu einem K1-Ring, dem Faktorring von R nach a. Die neutralen
Elemente beziiglich Addition und Multiplikation in R/a sind

0O+a € R/a, l1+a € R/a.
Man hat einen kanonischen Epimorphismus von dem K1-Ring R auf den Faktorring
R/a:

7m: R = R/a, T T+

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass die Multiplikation wohldefiniert ist. dazu be-
trachten wir v,/ € R und s,s’ € R mit

r+a =1r"+a, st+a = s +a
Wir miissen zeigen, dass rs und s’ dieselbe Nebenklasse in R/a definieren. Es gilt
r—r’ €aund s — s € a. Weiter erhalten wir

rs = (M4 =) + (s =)

s +r'(s—=8)+s(r—r)+(r—1")(s—5).
Die letzten drei Summanden liegen alle im Ideal a. Folglich definieren die Elemente
rs und 7’s’ dieselbe Nebenklasse in R/a. O

Beispiel 3.3.15. Der fiir n € Z>( in Beispiel 3.1.4 definierte K1-Ring Z/nZ ist
der Faktorring von Z nach dem Ideal nZ.

Satz 3.3.16 (Homomorphiesatz). Es sei ¢: R — S ein Homomorphismus von
K1-Ringen, und es sei a <p R ein Ideal mit a C Kern(p). Dann g¢ibt es ein kom-
mutatives Diagramm

@ r=p(r)

R———S
T rﬁk %ﬁkw—ﬂp(r)
R/a

von wohldefinierten Homomorphismen zwischen KI1-Ringen. Dabei ist der Homo-
morphismus @: R/a — S durch ¢: R — S und das obige Diagramm eindeutig
bestimmt. Es gilt weiter

(i) @ ist injektiv < a = Kern(p);
(il) P ist surjektiv < ¢ ist surjektiv.

Beweis. Da ¢ und # Homomorphismen der zu Grunde liegenden additiven (abel-
schen) Gruppen sind, besagt der Homomorphiesatz 1.3.17, dass : R/a — S,
r+a— ¢(r) ein (wohldefinierter) Gruppenhomomorphismus mit den entsprechen-
den Eigenschaften ist. Die noch fehlenden Eigenschaften eines Ringhomomorphis-
mus lassen sich leicht nachweisen:

P(1r/a) = ¢(1r) = 1s.

2((r+a)( +a)) = (' +a) = (') = or)e(r’) = B(r+a)2(r' +a).
(]

Konstruktion 3.3.17. Es seien R ein K1-Ring und a;, ¢ € I, eine Familie von
Idealen. Dann erhélt man neue Ideale in R:

(i) Die Summe

Zai = Zaj; J C I endlich, a; €a; p <p R.

iel jeJ
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(ii) Falls I endlich ist, das Produkt

Hai = <Hai; aieai> <r R.

icl iel
Bemerkung 3.3.18. Es seien R ein K1-Ring und a;, ¢ € I eine (ggf. endliche)
Familie von Idealen in R. Dann gilt

Sa - (Un). o< N
el el el el

Satz 3.3.19 (Chinesischer Restsatz). Es sei R ein K1-Ring, und es seien aq, ..., a0,
Ideale in R mit a;4+a; = R fir alle i, j miti # j. Dann hat man einen Isomorphimus

R/ﬂai — Rj/ay X ...X R/ay,

i=1

n
T+ﬂai = (r4ay,...,r+a,).
i=1

Beweis. Man hat einen kanonischen Homomorphismus von R auf das direkte Pro-
dukt der Faktorringe R/a;:

¢: R — R/a; x...X R/ay,, T (rtan,.., T4 ay).

Der Kern dieses Homomorphismus ist gegeben durch Kern(p) = (i, a;. Der Ho-
momorphiesatz 3.3.16 liefert daher ein kommutatives Diagramm

@: r—=(r+ay,...,r+ay)

R S
e r»—)r+ﬂ?k /rjrﬂfl a;—(r+ag,...,r+ay)

R/ ﬂ?:l a;

Nach 3.3.16 ist nur noch zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Dafiir wéhlen wir zu jedem
j # 4 Elemente a; € a; und b; € a; mit a; + b; = 1. Damit erhalten wir

g = [[(a;+b;)

J#i
c a; + Hbj
J#i
C o + ﬂaj.
J#i

Das liefert uns fiir jedes fiir jedes i Elemente ¢; € a; und d; € ﬂj# a; mit ¢; +d; =
1r. Damit ergibt sich

(p(dl) = (OR/ala---aOR/ai,lalR/aiaOR/aHla---aOR/an)-
Damit sehen wir, dass jedes Element (r; +a1,...,m,+a,) € R/a; X ... x R/a, im
Bild von ¢ liegt: Es gilt
(7‘1 +a1,...,rn+an) = (,0(7“16[1 ++Tndn)
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Aufgaben zu Abschnitt 3.3.
Aufgabe 3.3.20. Es seien m,n € Z>(. Beweise folgende Identitéten:

(m)n(n) = (kgV(m,n)),  (m)+(n) = (ggT(m,n)),  (m)(n) = (mn).
Aufgabe 3.3.21. Zeige: Zu jedem Tripel (a1, a2,as) ganzer Zahlen gibt es eine ganze
Zahl a mit

a=a1 mod 35, a=az2 mod 44, a =a3 mod 57,
wobei die Schreibweise “a = b mod ¢’ wie iiblich bedeutet, dass ¢ ein Teiler der Differenz
b — a ist.
Aufgabe 3.3.22. Es seien R ein K1-Ring und a <gr R ein Ideal. Das Radikal von a ist
definiert als

Va = {bER; b cafireinnc Z>o}.
Zeige: Das Radikal v/a ist wieder ein Ideal. Hinweis: Verwende den binomischen Lehrsatz.
Aufgabe 3.3.23 (Erster Isomorphiesatz fiir Ringe). Es seien R ein K1-Ring, S C R ein
Unterring und a <gr R ein Ideal. Zeige: S N a ist ein Ideal in S und es gilt
(S+a)/a = S/(SNa).

Aufgabe 3.3.24 (Zweiter Isomorphiesatz fiir Ringe). Es seien R ein K1-Ring und a, b
Ideale in R mit a C b. Zeige: b/a ist ein Ideal in R/a und es gilt

(R/a)/(b/a) = R/b.
Aufgabe 3.3.25. Betrachte die Ideale a := (9) und b := (12) in Z sowie ¢ := (T?) und
9 :=(T? +T) in Q[T] und bestimme jeweils einen Erzeuger fiir
a+ b, anb, c+0, .
Aufgabe 3.3.26. Es seien a, b, ¢ Ideale in einem K1-Ring R. Zeige:
(i) a(b+c¢) = ab+ ac,
(ii) an(b+¢) 2 (anb) + (anc); Gleichheit gilt, falls b C a oder ¢ C a gilt,
(iii) (a+b)(anb) C ab.
Aufgabe 3.3.27. Sind a und b Ideale eines K1-Ringes R, so definiert man den Idealquo-
tienten (a:b) als
(a:b):={reR; rbCa}
Zeige: Der Idealquotient (a : b) ist wieder ein Ideal in R. Beweise folgende Aussagen fiir
Ideale a, b, ¢, a;i, 4 € I und b;, j € J, Ideale eines K1-Ringes R:

i) a C(a:b),

(a:0)bCa,

(i) ((a:6):¢)=(a:bc)=((a:c):b),
i (ﬂie] a; : b) = miel(ai : b)7

(a: Z]’EJ b;) = ﬂje.l(a 2 by).

Aufgabe 3.3.28. Es seien m, n € Z. Beweise die Identitét ((m) : (n)) = (m/ggT(m,n)).
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3.4. Ideale II.

Definition 3.4.1. Es sei R ein K1-Ring. Ein Ideal p < R heiflt Primideal, falls
folgendes gilt:

(i) p ist ein echtes Ideal in R, d.h., es gilt p # R;
(i) sind a,b € R mit ab € p, so gilt a € p oder b € p.

Beispiel 3.4.2. Fiir p € Z>( betrachten wir das Ideal (p) <z Z. Dann gilt fiir jede
Zahl c € Z:
ce(p) <= cepl <= plc

Damit erhélt man, dass (p) genau dann ein Primideal in Z ist, wenn p = 0 gilt
oder p eine Primzahl ist.

Satz 3.4.3. Es seien R ein KI-Ring und p <r R ein Ideal. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) p ist ein Primideal.
(ii) R/p ist Integrititsring.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Da p # R gilt, sind Null- und Einselement in
R/p verschieden.

Wir zeigen nun, dass es keine echten Nullteiler in R/p gibt. Dazu seien Restklassen
a+pund b+ pin R/p gegeben mit

(a+p)b+p) = 0+p € R/p.
Dann gilt ab € p. Da p ein Primideal ist, erhalten wir a € p oder b € p. Das bedeutet
a+p = 0+p € R/p oder b+p = 0+p € R/p.
Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Als Integritéitsring besitzt R/p mindestens zwei Ele-
mente. Folglich muss p # R gelten.

Wir weisen nun die zweite definierende Eigenschaft eines Primideals nach. Es seien
a,b € R mit ab € p gegeben. Dann gilt

(a+p)b+p) = ab+p = 0+p € R/p.
Da R/p als Integrititsring keine echten Nullteiler besitzt, erhalten wir
a+p =0+p € R/p oder b+p = 0+p € R/p.
Das bedeutet a € p oder b € p. O

Definition 3.4.4. Es sei R ein K1-Ring. Ein Ideal m <gr R heifit mazimal, falls
folgendes gilt:

(i) m ist ein echtes Ideal in R, d.h., es gilt m # R;
(ii) fiir jedes echte Ideal a C R mit m C a gilt a = m.

Beispiel 3.4.5. Es sei K ein Korper. Dann ist (T') C K[7] ein maximales Ideal
in K[T']. Dazu vermerken wir zunéchst

(T) = {ZayT”; n € Zs, al,eK}.
v=1

Somit ist jedes f € K[T]\ (T') von der Form f = ¢+ g mit g € (T) und c € K* =
K[T]*. Folglich enthilt jedes Ideal a C K[T] mit (T) € a Einheiten. Insbesondere
kann (T") nicht echte Teilmenge eines echten Ideals sein.
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Satz 3.4.6. Es seien R ein KI1-Ring und m <p R ein Ideal. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) m ist mazimal,
(ii) R/m ist ein Kdrper.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Wegen m # R sind Einselement und Nullele-
ment in R/m verschieden.

Weiter miissen wir zeigen, dass jedes von Null verschiedene Element in a+m € R/m
eine Einheit ist. Wir betrachten das Ideal

b .= Ra+m <p R.

Wegen a+m # Op/m gilt @ € m und somit m C b. Die Maximalitét von m impliziert
b = R. Insbesondere erhalten wir eine Darstellung

1 =ca+m € R
mit einem Element ¢ € R und einem Element m € m. Damit ergibt sich, dass a +m
eine Einheit in R/m ist:

(c+m)la+m) = ca+m = 1+m.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Wir arbeiten mit dem kanonischen Epimorphismus auf
den Faktorring

m: R — R/m, a — a—+m.

Da Nullelement und Einselement in dem Kérper R/m voneinander verschieden sind,
ist m = 771(0) ein echtes Ideal.

Es sei nun a <g R ein Ideal mit m C a. Nach Satz 3.3.11 (ii) ist 7(a) ein Ideal in
R/m. Da R/m ein Korper ist, lisst Satz 3.3.12 nur folgende Fille zu:

m(a) = R/m oder w(a) = {0+ m}.

Im Fall m(a) = R/m gibt es ein r € a mit 7(r) = r + m = 1 4+ m. Das bedeutet
1 —7r€m. Wegen m C a folgt 1 € a und somit a = R.

Im Fall 7(a) = {0+m} erhalten wir a C 7—*(7(a)) = 77! (0+m) = m. Das bedeutet
m = a. Damit ist die Maximalitidt von m bewiesen. O

Folgerung 3.4.7. Es sei R ein K1-Ring. Dann ist jedes mazximale Ideal in R ein
Primideal in R.

Beispiel 3.4.8. Im Ring Z der ganzen Zahlen ist {0} <z Z ein Primideal, aber
nicht maximal. Fiir jedes Ideal {0} # a <z Z gilt
a Primideal <= Z/a Integritéitsring
<= Z/a Korper
<= a maximales Ideal.

Satz 3.4.9. Jedes echte Ideal a <r R eines KI1-Ringes R ist in einem mazimalen
Ideal m <g R enthalten.

Lemma 3.4.10 (Zorn). Es sei (M, <) eine nichtleere teilgeordnete Menge. Besitzt
jede Kette, d.h., jede total geordnete Teilmenge §) # M’ C M eine obere Schranke
i M, so enthdlt M mazimale Elemente.
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Beweis von Satz 3.4.9. Wir betrachten die Menge M aller echten Ideale b <p R
mit a C b. Dann ist M teilgeordnet beziiglich “C”, und wegen a € M ist M nicht
leer. Es sei nun @ # M’ C M total geordnet. Wir zeigen, dass

b = U b
b’eM’

eine obere Schranke fiir M’ in M ist. Wegen a C b ist b nicht leer. Weiter gilt
b# R, da wir 1 € b’ fiir alle b’ € M’ haben. Es bleibt zu verifizieren, dass b ein
Ideal in R ist. Dazu seien r € R und s, s’ € b gegeben. Dann haben wir

seb ¢ e
mit geeigneten Idealen b’,b” € M’. Da M’ total geordnet ist, erhalten wir b’ C b”
oder b” C b’. Dementsprechend ergibt sich
rs,s+s €b” Cb, rs,s+s €b Ch.

Damit haben wir a C b <y R und b ist eine obere Schranke von M’ in M. Nach
dem Zornschen Lemma 3.4.10 gibt es ein maximales Element m € M. Dieses ist
offensichtlich das gesuchte maximale Ideal in R mit a C m. O

Definition 3.4.11. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Ein Ideal a <p R heifit Hauptideal, falls es von einem Element erzeugt
wird, d.h., falls es ein a € R gibt mit a = (a).

(ii) Man nennt R einen Hauptidealring, falls er ein Integritéiitsring ist und jedes
seiner Ideale Hauptideal ist.

Beispiel 3.4.12. (i) Z ist ein Hauptidealring.
(ii) Jeder Korper ist ein Hauptidealring.

Definition 3.4.13. Ein K1-Ring R heifit noethersch, falls jedes Ideal a <p R
endlich erzeugt ist d.h., falls es aq,...,a, € R gibt mit a = {(a1,...,a,).

Bemerkung 3.4.14. Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Satz 3.4.15. FEs sei R ein K1-Ring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Ring R ist noethersch.
(ii) Jede aufsteigende Kette a; C ag C ... von Idealen a; <p R wird stationdr
(d.h., es gibt ein n € Z>1 mit a; = a,, fir allei > n).

Beweis. Zu “(i) = (ii)”. Es sei eine aufsteigende Kette a; C as C ... von Idealen
in a; <r R gegeben. Dann erhélt man ein Ideal

a = UaiSRR.

'LGZZI

Nach Voraussetzung ist a endlich erzeugt, etwa von Elementen ai,...,a,. Wir
finden dann ein n € Z>1, sodass alle a; in a,, liegen. Offenbar gilt a; = a,, fiir i > n.

Zu “(ii) = (i)”. Es sei a <p R ein Ideal. Nehmen wir an, a sei nicht endlich erzeugt.
Dann gilt {0} =: a3 C a. Folglich gibt es ein ag € a\ a;. Dann ist as := (a2) + a1
endlich erzeugt, und wir haben a; C as C a. Auf diese Weise erhélt man eine echt
aufsteigende Kette von Idealen. Widerspruch zu (ii). O

Satz 3.4.16 (Hilbertscher Basissatz). Ist R ein noetherscher Ring, so ist der Po-
lynomring R[T] ebenfalls noethersch.
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Beweis. Es seien R ein noetherscher Ring und a <gr) R[T] ein Ideal. Zu i € Z>o
betrachten wir die Menge

i—1
a; = {a € R; es gibt ein f € a mit f = aT" +Z%TV}-
v=0
Dann ist jedes a; ein Ideal in R, und wir erhalten ag C a; C .... Da R noethersch
ist, wird diese Kette stationér. Es gibt also ein n € Z>o mit a; = a,, fiir alle i > n.
Jedes Ideal a; <g R ist endlich erzeugt, etwa a; = (a1, ..., Gis,) mit a;; € R. Wir
wéhlen Polynome
i—1
fij = aijTi + ZaijuTU € a.
v=0
Wir behaupten, dass die f;;, wobei ¢ = 0,...,n und jeweils j = 1,...,s;, bereits
das Ideal a erzeugen. Andernfalls findet man Elemente
m—1
g = aT™ + Zal,T” € a\(fij; i=0,...,n, j=1,...,8).
v=0

Darunter gibt es auch ein g minimalen Grades m. Der Leitkoeffizient a von g liegt
in a,,. Mit d := min(m, n) erhalten wir eine Darstellung

Sd
a = E Tj0d;, T € R, ad:<ad1,...,adsd).
j=1

Nach Wahl der Polynome f;; ist dabei jedes aq; Leitkoeffizient eines Polynoms
faj € a vom Grad d < m. Gema8 Wahl von g ergibt sich

54
g/ = g_TmidZijdj S <f7,_]9 i:Oa"'an7 j:17"'58i>a

j=1
da deg(g’) < deg(g). Das impliziert jedoch g € (fi;; ¢ =0,...,n,7=1,...,s;).
Widerspruch zur Wahl von g. (I

Folgerung 3.4.17. Es sei R ein K1-Ring. Ist R ein noethersch, so ist auch der
Polynomring R[T4, ..., T,] noethersch.

Beweis. Wegen R[Th,...,T,] =& R[T1,...,Th-1][T] kann man die Aussage durch
Induktion iiber n beweisen. [l

Folgerung 3.4.18. (i) Z[Ty,...,Ty)] ist ein noetherscher Ring.
(ii) Ist K ein Korper, so ist K[Ty,...,T,] ein noetherscher Ring.

Lemma 3.4.19. Es sei@: R — S ein Epimorphismus von Ringen. Ist R noethersch,
so ist auch S noethersch.

Beweis. Es sei b <g S ein Ideal. Dann ist a := ¢~!(b) ein Ideal in R. Da R
noethersch ist, gilt a = (ay,...,a,) mit gewissen a; € R. Es folgt b = (by,...,by)
mit b; := p(a;). O
Folgerung 3.4.20. Es seien S C R eine Ringerweiterung und ai,...,a, € R.
Ist S noethersch, so ist auch Slay,...,an] noethersch.

Beweis. Die universelle Eigenschaft des Polynomringes liefert einen Epimorphismus
ST, ..., Tn] = Slas,...,a,]. Die Behauptung folgt daher mit Lemma 3.4.19. O
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Aufgaben zu Abschnitt 3.4.

Aufgabe 3.4.21. Es seien R ein endlicher K1-Ring und a C R ein Ideal. Beweise die
folgenden Aussagen:

(i) Ist R ein Integritétsring, so ist R ein Kérper.
(ii) Ist a C R Primideal, so ist a C R bereits ein maximales Ideal in R.

Aufgabe 3.4.22. Betrachte den Polynomring Z[T]. Zeige: Das Ideal (T') C Z[T] ist prim,
aber nicht maximal.

Aufgabe 3.4.23. Es sei K ein Korper. Betrachte den Polynomring K[T1, T2] und beweise
folgende Aussagen:

(i) Das Ideal (T4, T) C K[T1,T>] ist maximal.
(ii) Das Ideal (T1) C K[T1,T>] ist prim, aber nicht maximal.

Aufgabe 3.4.24. Es sei R ein Integritétsring. Zeige: Der Potenzreihenring R[[T1, . .., Th]]
besitzt genau ein maximales Ideal, ndmlich (T1,...,T5).

Aufgabe 3.4.25. Es sei R ein K1-Ring. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) R ist noethersch.
(ii) Jede nichtleere Menge von Idealen in R besitzt maximale Elemente.

Aufgabe 3.4.26. Zeige: Der Unterring Q[T2,T°] C Q[T] ist noethersch, aber er ist kein
Hauptidealring.
Aufgabe 3.4.27. Es sei R ein Integrititsring. Zeige, dass R[T1,T>] kein Hauptidealring
ist. Hinweis: Betrachte das Ideal (Th,7%) in R[T1,T3].
Aufgabe 3.4.28. Es sei K ein Korper. Die Nullstellenmenge eines Polynoms f aus
K[T1,...,Ty] ist definiert als

VK™ f) = {z€K" f(z) =0}
Zeige: Ist f;, i € I, eine beliebige Familie von Polynomen in K[T1,...,Tx], so gibt es
(endlich viele) Polynome gu,...,gm € K[T1,...,T,] mit

OVE"f) = VE"g)N..AV(E"gn).

iel
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4. TEILBARKEITSTHEORIE

4.1. Teilbarkeit in Integritdtsringen.

Definition 4.1.1. Es seien R ein Integritdtsring und a,b € R. Man sagt a ist ein
Teiler von b, auch a teilt b, geschrieben a | b, falls es ein r € R gibt mit b = ra.

Bemerkung 4.1.2. Es seien R ein Integritéitsring und ¢ € R. Dann gilt a | a sowie
a | Or und weiter ¢ | a fiir jedes ¢ € R*, denn man hat

a = lga, 0rg = Oga, a = (ac Ve

Beispiel 4.1.3. Die Teiler von 12 im Ring Z der ganzen Zahlen sind +1, £2, 43,
+4, £6 und £12.

Beispiel 4.1.4. Die Teiler des Polynoms f := T? — 1 € Q[T] sind genau die
Polynome

a, b(T—1), ¢T+1), d(T?>-1),  wobeia,b,cdecQ"

Dazu beachte man, dass f = gh nur fiir deg(g) + deg(h) = 2 mdglich ist. Die darin
enthaltenen Fille lassen sich dann schnell durchspielen.

Satz 4.1.5. FEs sei R ein Integrititsring, und es seien a,b € R. Dann gilt:
alb < be(a) < (b) C(a).
Weiter gilt:

albundb|a < (a)=(b) <= b= ca mit einem c € R".

Beweis. Die erste Reihe von Aquivalenzen folgt sofort aus der Definition von a | b
und (a) = Ra. In der zweiten Reihe ist lediglich zur Implikation “=" der letzten
Aquivalenz etwas zu vermerken: Aus a € (b) schliessen wir @ = rb mit einem r € R.
Aus b € (a) schliessen wir b = r’a mit einem 7’ € R. Es folgt a = rb = rr’a. Da R
Integritéitsring ist, erhalten wir 7/ = 1 und somit ' € R*. O

Definition 4.1.6. Es sei R ein Integritétsring. Wir nennen zwei Elemente a,b € R
assoziiert zueinander, in Zeichen a ~ b, falls b = ca mit einer Einheit ¢ € R* gilt.

Beispiel 4.1.7. In dem Ring Z der ganzen Zahlen gilt genau dann m ~ n, wenn
man m = *+n hat.

Beispiel 4.1.8. Es sei K ein Korper. Zwei Polynome f, g € K[T] sind genau dann
assoziiert zueinander, wenn g = af mit einem a € K* gilt.

Satz 4.1.9. FEs sei R ein Integritditsring.

(i) Durch “a~b”, d.h., a assoziiert zu b, wird eine Aquivalenzrelation auf R
definiert.
(ii) Fir je zwei Elemente a,b € R gilt a ~ b genau dann, wenn man a | b und
b|a hat.
(i) Gilt a ~ b fiir zwei a,b € R, so haben a und b dasselbe Teilbarkeitsverhal-
ten, d.h., fir jedes r € R gilt

alr < bl|r rla < r]|b.

Sind umgekehrt a,b € R zwei Elemente in R, die dasselbe Teilbarkeitsver-
halten in obigem Sinne aufweisen, so gilt a ~ b.
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Beweis. Aussage (ii) ist bereits in Satz 4.1.5 bewiesen worden. Zu (i). Die Reflexi-
vitdt von “~7 ist klar mit a = la. Zur Symmetrie: Gilt b = ca mit ¢ € R*, so gilt
a = ¢~ 'b. Zur Transitivitit: Gelten b = ca und d = ¢’b mit ¢, ¢ € R*, so hat man
d = cca und ¢’ € R*.

Zu (iii). Sind a und b assoziiert zueinander, etwa b = ca mit ¢ € R*, so hat man fiir
jedes r € R:

a|lr <= r=r'a <= r=r'cb <= b|r,
rla < a=dr < b=cdr < r|b.

Weisen umgekehrt ¢ und b dasselbe Teilbarkeitsverhalten auf, so erhalten wir a | b
und b | @ aus a | a. Satz 4.1.5 liefert dann a ~ b. O

Definition 4.1.10. Es seien R ein Integritédtsring und aq,...,a, € R.

(i) Ein grifter gemeinsamer Teiler von aq,...,a, ist ein ¢ € R mit
eala;firi=1,...,n
!/ s - !/
e da;firi=1,....n=4d |a.
(ii) Die Menge aller grofiten gemeinsamen Teiler von aq, . . ., a,, bezeichnen wir

mit ggT(ay,...,an).
(iii) Die Elemente ay,...,a, € R heiflen teilerfremd, falls 1z € ggT(a1,...,an)
gilt.

Beispiel 4.1.11. In dem Ring Z der ganzen Zahlen gilt ggT(12,18) = {£6}.

Bemerkung 4.1.12. Es seien R ein Integritdtsring und a,aq,...,a, € R mit
a € ggT(ay,...,a,). Dann gilt

ggT(ay,...,a,) = {d €R;d ~a}.

Satz 4.1.13. Es sei R ein Hauptidealring, und es seien ai,...,a, € R. Fir jedes
a € R gilt:

a € ggT(ar,...,an) <= (a) = (a1,...,an).

Insbesondere besitzen ay,...,a, € R grifite gemeinsame Teiler und jedes Element
a € ggT(ay,...,a,) hat eine “Vielfachsummendarstellung”

a = ray+...+rpa, mitry,...,r, € R.

Beweis. Es sei zunéchst a € ggT (a1, ..., a,). Dann gilt a | a; und somit a; € (a). Es
folgt (a1,...,an) C (a). Da R Hauptidealring ist, gilt weiter (a1, ...,a,) = (b) mit
einem b € R. Das impliziert a; € (b) und somit b | a;. Wegen a € ggT(ay,...,an)

erhalten wir b | @ und somit {(a) C (b) = (as,...,a,).

Es sei nun (a) = (ai,...,a,). Dann gilt a; € (a) und somit a | a;. Ist ' € R
ein weiterer gemeinsamer Teiler von ay,...,a,, so folgt a; € (a’). Das impliziert
(a1,...,an) C (a’), und wir erhalten a € (a’). Folglich gilt a’ | a. Wir haben also
a € ggT(ay,...,a,) nachgewiesen. O

Folgerung 4.1.14. Es seien R ein Hauptidealring und ay,...,a, € R. Die Ele-
mente a1, ...,a, sind genau dann teilerfremd, wenn man 1gr € R als “Linearkom-
bination” aus thnen erhdlt:

lp = a1 +...+rpan, mitr; € R.
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Definition 4.1.15. Es sei R ein Integritdtsring.

(i) Ein Element ¢ € R heifit irreduzibel, falls gilt:

e ¢ #0rund q ¢ R*,

e ¢ = ab mit a,b € R impliziert stets a € R* oder b € R*.
(ii) Ein Element p € R heifit prim, falls gilt:

e p#0grund p ¢ R,

e p | ab mit a,b € R impliziert stets p | a oder p | b.

Bemerkung 4.1.16. Ein Element 0 # ¢ € R\ R* eines Integrititsringes R ist
genau dann irreduzibel, wenn es keine “echten” Teiler besitzt, d.h., wenn a | ¢ stets
a € R* oder a ~ ¢ impliziert.

Beispiel 4.1.17. Eine Zahl p € Z>; nennt man bekanntlich Primzahl, falls 1 und p
die einzigen Teiler von p sind. Nach Bemerkung 4.1.16 sind Primzahlen irreduzible
Elemente in Z.

Beispiel 4.1.18. Es sei R ein Integritéitsring. Dann ist jedes Polynom der Form
f=T+a € R[T] irreduzibel in R[T]. Denn gilt f = gh mit g, h € R[T], so hat man

1 = deg(f) = deg(g) + deg(h).

Wir diirfen dabei annehmen, dass deg(g) = 0 und deg(h) = 1 gelten. Dann haben
wir g = b und h = ¢TI + d mit b,c,d € R. Somit gilt

T+H+a = b(cT'+d) = beT + bd.
Ein Koeffizientenvergreich liefert bc = 1 und somit b € R*. Das bedeutet g € R[T]*.

Satz 4.1.19. Es sei R ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement p € R
irreduzibel.

Beweis. Wir miissen nur die zweite Bedingung der Irreduzibilitéit nachpriifen. Dazu
sel p = abmit a,b € R. Da p prim ist, gilt p | a oder p | b. Wir diirfen p | @ annehmen.
Dann haben wir @ = rp mit einem r € R. Folglich erhalten wir p = ab = rpb. Da
p # 0 gilt und R ein Integritatsring ist, folgt b = 1, d.h., b ist eine Einheit. O

Beispiel 4.1.20. In dem Ring Z[I+/5] C C sind die Elemente 3 € Z[Iv/5] und
2+ I/5 € Z[I/5] jeweils irreduzibel, aber nicht prim.

Satz 4.1.21. Es seien R ein Integrititsring und p € R\ {0}. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) p ist ein Primelement;
(ii) (p) ist ein Primideal.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Zunéchst miissen wir zeigen, dass (p) # R gilt.
Andernfalls wiire 1 € (p). Wir hétten dann 1 = rp mit einem r € R, und p miisste
eine Einheit sein; Widerspruch zu p prim. Es seien nun a,b € R mit ab € (p). Nach
Satz 4.1.5 gilt dann p | ab. Da p prim ist, folgt p | a oder p | b. Satz 4.1.5 liefert
dann a € (p) oder b € (p).

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Nach Voraussetzung gilt p # 0, und wegen (p) # R kann
p keine Einheit sein. Es seien nun a,b € R mit p | ab. Nach Satz 4.1.5 bedeutet dies
ab € (p). Da (p) Primideal ist, muss entweder a € (p) oder b € (p) gelten. Satz 4.1.5
besagt dann p | a oder p | b. O
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Satz 4.1.22. Es seien R ein Integrititsring und ¢ € R\ {0}. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) q ist irreduzibel,
(i) (q) ist mazimal unter den echten Hauptidealen von R.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Da ¢ keine Einheit ist, haben wir (¢} # R. Fiir
den Nachweis der Maximalititseigenschaft sei (g) C (a) mit einem a € R, sodass
(a) # R. Satz 4.1.5 liefert ¢ = ab mit einem b € R. Da ¢ irreduzibel ist, muss b eine
Einheit sein (fiir ¢ kann dies wegen (a) # R nicht gelten). Es folgt (¢) = (a).

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Da (¢) ein echtes Ideal ist, gilt ¢ ¢ R*. Es sei nun ¢ = ab
mit a,b € R. Nach Satz 4.1.5 gilt {(g) C (a). Mit der Maximalitétseigenschaft von (q)
erhalten wir (a) = R oder (¢) = (a). Im ersten Fall ist a eine Einheit. Satz 4.1.5
liefert fiir den zweiten Fall, dass ¢ = ca mit einem ¢ € R* gilt. Es folgt ca = ab und
somit b = ¢, d.h., b ist eine Einheit. O

Folgerung 4.1.23. Es seien R ein Hauptidealring und ¢ € R\ {0}. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) q ist irreduzibel.

(q) C R ist ein maximales Ideal.
/{q) ist ein Kirper.

/{q) ist ein Integrititsring.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ergibt sich aus Satz 4.1.22 und der Voraus-
setzung, dass R ein Hauptidealring ist. Die Implikation “(ii)=-(iii)” ist Teil von
Satz 3.4.6. Die Implikation “(iii)=-(iv)” ist offensichtlich. Die Implikation “(iv)=-(v)”
ist Teil von Satz 3.4.3. Die Implikation “(v)=-(vi)” folgt aus Satz 4.1.21. Die Impli-
kation “(vi)=(i)” wurde in Satz 4.1.19 gezeigt. O
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Aufgaben zu Abschnitt 4.1.

Aufgabe 4.1.24. Es sei R ein Integritatsring und es seien a, a1, ...,a, € R gegeben. Ein

kleinstes gemeinsames Vielfaches von ai,...,an ist ein Element b € R mit
e q; |bfiri=1,...,n;
o q; |V firi=1,...,n=0b|b.
Die Menge aller kleinsten gemeinsamen Vielfachen von ai,...,a, bezeichnen wir mit

kgV(ai,...,an). Beweise folgende Aussagen:

(i) Gilt b € kgV(a1,...,an), so hat man kgV(a,...,a,) = {b' € R; b’ ~ b}.

(ii) Fiir jedes a € R gilt a € kgV(a1,...,a) < {(a) = {a1) N...N{an).
Aufgabe 4.1.25. Zeige: Der Polynomring Z[T] ist noethersch, aber er ist kein Haupt-
idealring. Hinweis: Folgerung 4.1.23.

Aufgabe 4.1.26. Beweise die Aussage aus Beispiel 4.1.20: Die Elemente 3 € Z[I/5] und
2415 ¢ Z[I\/g] sind irreduzibel, aber nicht prim.

Aufgabe 4.1.27. Es seien R ein Integritétsring und f = asT® +asT?>+a1T+ao € R[T)
mit as # 0. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Das Polynom f ist irreduzibel in R[T].
(ii) Kein Teiler von ag ist Nullstelle von f.
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4.2. Euklidische Ringe.

Beispiel 4.2.1. Wir betrachten den Ring Z der ganzen Zahlen und den Absolut-
betrag

Z v~ Z>o, a — |al.

Fiir je zwel ganze Zahlen a,b € Z mit b # 0 liefert die Division mit Rest eine
Darstellung

a = gb+r, mit q,r € Z, |r| < |b).

Definition 4.2.2. Ein euklidischer Ring ist ein Integritatsring R zusammen mit
einer Abbildung

0: R\{O} — Zzo,
sodass zu a,b € R mit b # 0 stets ¢, r € R existieren mit
a = gb+r, §(r) < d(b) oder r = 0.

Man nennt 0: R\ {0} — Z>o dann eine Gradabbildung auf R und die Darstellung
a = gb + r nennt man eine Division mit Rest in R.

Satz 4.2.3. Der Ring Z[I] C C der ganzen Gaufschen Zahlen ist zusammen mit
§(m +in) := m? + n? ein euklidischer Ring.

Beweis. Es seien a,b € Z[I] mit b # 0. Um die benétigte Darstellung a = ¢b + r zu
erhalten, betrachten wir zunéchst die komplexe Zahl

ab™t = u+Iv € C, wobeiu,veR

und wihlen s, ¢ € Z mit |u—s| < 1/2 sowie |[v—t| < 1/2. Dann setzen wir ¢ := s+ It
und erhalten a = gb + r mit 7 := a — ¢b = b(ab~! — q). Es folgt

a(b
5(r) = 6(b)s(ab™ —q) = 5(b) ((u— 8)? 4 (v — t)2) < % < 4(b).

O

Satz 4.2.4. Es seien K ein Kérper und f,g € K[T] Polynome mit deg(g) > 0.
Dann besitzt f eine Darstellung

[ =q9+r, q,r € K[T], deg(r) < deg(g).

Insbesondere ist der Polynomring K[T] zusammen mit der Abbildung f — deg(f)
ewn euklidischer Ring.

Beweis. Es seien m := deg(f) und n := deg(g). Wir beweisen die Existenz einer
der Darstellung durch Induktion iiber m. Es gilt

f = iapTM; g = ibuTV.
pn=0 v=0

Der Fall m = 0 ist einfach: Falls n > 1 gilt kommt man mit ¢ := 0 und r := f
durch; falls deg(g) = 0 gilt kommt man mit ¢ := f/g und r = 0 durch.

Kommen wir zum Induktionsschritt. Der Fall m < n ist trivial; hier ist f = 0g + f
die gewiinschte Darstellung. Fiir den Fall m > n betrachten wir das Polynom

am, m—n
fho= f*b—T g

n
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Darauf kénnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, und erhalten eine Dar-
stellung

Am m—n
f=37T" g = f = dg+r

mit deg(r’) < deg(g). Indem man a,,/b,T™ "g auf die rechte Seite bringt, erhilt
man die gewiinschte Darstellung;:

f = (i—mT’"_"—l—q’)g—i—r'.
O

Folgerung 4.2.5. Es seien K ein Kérper, f € K[T] und a € K. Gilt f(a) =0, so
hat man f = (T — a)g mit einem Polynom g € K[T].

Beweis. Nach Satz 4.2.4 hat man eine Darstellung f = (T — a)g + b mit b € K.
Wegen f(a) = 0 muss b =0 gelten. O

Bemerkung 4.2.6 (Polynomdivision). Es seien K ein Kérper und f, g € K[T] mit
g # Ogjr). Weiter seien m := deg(g) und b € K der Leitkoeffizient von g.

Das folgende Verfahren ermdoglicht es, eine Darstellung f = gg +r wie in Satz 4.2.4
explizit zu bestimmen.

e Schritt 0. Setze go := 0 und fy := f. Falls ng := deg(fo) < deg(g):
Abbrechen mit ¢ := gg und r := fy.
e Schritt 1. Es sei ag der Leitkoeffizient von fy. Bestimme die Polynome

40 pmo—m
b

no= fi = fo—ag.

Falls ny := deg(f1) < deg(g): Abbrechen mit ¢ := go + ¢1 und r := fj.

e Schritt k. Es sei a;—1 der Leitkoeffizient von fj_;. Bestimme die Polynome

ak_lT"k—l_m
b )

Falls ny, := deg(fx) < deg(g): Abbrechen mit ¢ := qo+. ..+ g und r := fi.

qr = fr = fr—1 —arg.

Da der Grad von fi in jedem Schritt echt veringert wird, bricht das Verfahren bei
irgendeinem k = n ab. Dann hat man

fnfl = qng +r,
fom2 = fac1+Gn-19= (Gn-1+aqn)g+T

f=f = (@+a+...+a)g+r=qg+r.
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Beispiel 4.2.7. Fiir die Polynome f = T3 +2T+1und g = T — 1 aus Q[T] erhlt
man die Darstellung f = gg + r mittels Polynomdivision wie folgt:

T3 T +1 = (T — 1)-(1T? T 4
+ + ( ) - ( + + .3 ) +
fo=f g q1 q2 q3 T
q
*(TB o T?)
N——
q19

= T? + 2T + 1

| —
fi=fo—aqig

—(T? - T)

———
q29

= 3 + 1
—_———
fo=f1—q29

—3T - 3)
——
q39

= 4

~—
r=fs=f2—qsg

Satz 4.2.8. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei R ein euklidischer Ring mit Gradabbildung §. Zu einem gegebenen
Ideal (0) # a C R betrachten wir ein Element 0 # b € a mit minimalem Grad 4(b).
Wir zeigen a = (b). Ist a € a ein beliebiges Element, so haben wir eine Darstellung

a = gb+r, wobei d(r) < d(b) oder r = 0.

Man beachte, dass dabei r = a — gb € a gilt. Da b minimalen Grad unter den
Elementen von a besitzt, muss r = 0 gelten. Folglich erhalten wir a = ¢b. Mit
anderen Worten, es gilt a € (b). O

Folgerung 4.2.9. Die Ringe Z und Z[I] sind Hauptidealringe. Weiter ist fiir jeden
Korper K der Polynomring K[T'| ein Hauptidealring.

Satz 4.2.10. Es sei R ein K1-Ring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) R ist ein Korper.
(ii) (R[T],deg) ist ein euklidischer Ring.
(ili) RI[T] ist ein Hauptidealring.

Beweis. Nur zur Implikation “(iii)=-(i)” ist noch etwas zu zeigen. Wegen deg(7T") = 1
ist T irreduzibel in R[T]. Nach Folgerung 4.1.23 ist R = R[T|/(T) ein Korper. O

Konstruktion 4.2.11 (Euklidischer Algorithmus). Es sei R ein euklidischer Ring
mit Gradabbildung §, und es seien a,b € R, wobei b # 0.

e Schritt 0. Setze c_1 := a und cg := b.
e Schritt 1. Wahle ¢1,q1 € R mit

c_1 = qico + c1, wobei §(c1) < d(¢p) oder ¢; = 0.
Falls ¢; = 0: Verfahren abbrechen.
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o Schritt 2. Wahle cg, g2 € R mit
o = qac1 + Ca, wobei §(cz) < §(cq1) oder ca = 0.
Falls ¢o = 0: Verfahren abbrechen.

e Schritt n. Wahle ¢,, ¢, € R mit
Cn_2 = qnCn_1+ Cn, wobei d(cp,) < 0(cp—1) oder ¢, = 0.

Falls ¢,, = 0: Verfahren abbrechen.

Das Verfahren bricht bei einem n € Z< ¢ mit ¢, = 0 ab. Dabei ist ¢, ein groBiter
gemeinsamer Teiler von a und b, und man erhilt eine Darstellung

Cn_1 = ua + vb, mit u,v € R.
Beweis. Da im euklidischen Algorithmus §(c;41) < d(c;) fiir jedes ¢ > 0 gilt, muss

das Verfahren irgendwann mit ¢,, = 0 abbrechen. Um zu sehen, dass ¢,—; dann ein
gemeinsamer Teiler von a und b ist, betrachten wir das Schema

Cn—2 = (nCn-1
Cpn—3 = (n—1Cp—2 1+ Cp—1
Cn—4 = (p—2Cp—3 + cp—2
€1 = (g3C2—¢C3
b = ¢ = qoa+te
a = c¢c1 = qco+ta

Indem wir Darstellung von ¢,—s in die von ¢,_3 einsetzen, sehen wir, dass ¢,_3
ein Vielfaches von ¢, ist. Es folgt, dass ¢,_4 Vielfaches von ¢,_1 ist, usw., und
schliellich sieht man, das b und a Vielfache von ¢, _1 sind.

Um zu sehen, das jeder gemeinsame Teiler ¢ von a und b auch ein Teiler von ¢, —1
ist, schreiben wir das obige Schema um, indem wir in jeder Gleichung nach dem ¢;
mit dem grofiten ¢ auflosen:

Cph—1 = Cp—3 — (n-1Cpn-2
Ch—2 = Cp—4 —({n—2Cn—3
Cn—3 = Cpn—5 —(gn—-3Cn—4
C2 = Co— Q201
i = C-1—q1¢

= a—qb.

Die unterste Gleichung liefert, dass mit a und b auch ¢; ein Vielfaches von c ist.
Geht man eine Gleichung hoher, so erhélt man, dass ¢y Vielfaches von ¢ ist usw..

Weiter liefert die oberste Gleichung, dass man ¢, linear aus ¢,—3 und ¢,_o kom-
binieren kann. Entsprechend liefert die zweite Gleichung, dass man ¢, _o linear aus
Cn—3 und c¢,_4 kombinieren kann. Durch sukzessives Einsetzen erhilt man so eine
Darstellung ¢,,—1 = ua + vb. O
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Beispiel 4.2.12. Wir fiihren den euklidischen Algorithmus in Z mit a := 60 und
b := 42 durch. Er bricht im dritten Schritt ab:

60 = 1-42+18, 42 = 2-18+6, 18 = 3.6

Folglich ist 6 ein grofter gemeinsamer Teiler von 60 und 42. Weiter erhalten wir
die Vielfachsummendarstellung

6 = 42—-2-18 = 42—-2-(60—42) = 2-60—3-42.
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Aufgaben zu Abschnitt 4.2.

Aufgabe 4.2.13. Es sei R ein euklidischer Ring mit Graddabbildung §: R\ {0} — Z>o,
sodass d(u) < 6(uv) fir je zwei u,v € R\ {0} gilt. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ein Element ¢ € R\ {0} ist genau dann eine Einheit in R, wenn §(c) = §(1r)
gilt.

(ii) Ein gemeinsamer Teiler ¢ € R\ {0} von a,b € R\ {0} ist genau dann ein grofter
gemeinsamer Teiler von a, b, wenn §(d) < §(c) fiir jeden weiteren gemeinsamen
Teiler d € R\ {0} von a,b gilt.

Aufgabe 4.2.14. Es seien K ein Korper und f, g € K[T'] Polynome, wobei g # 0. Zeige: In
der Darstellung f = qg + r aus Satz 4.2.4 sind die Polynome ¢ und r eindeutig bestimmt.

Aufgabe 4.2.15. Finde eine explizite Darstellung f = gg + r mit deg(r) < deg(g) in
Q[T] fiir die Polynome
f o= 37° —6T*+197° — 25T% + 15T — 8, g = T*+5T +1.
Aufgabe 4.2.16. Bestimme mittels euklidischem Algorithmus einen gréfiten gemeinsa-
men Teiler fiir die Polynome
f = 6T° —15T* +13T° — 372 — 6T + 4, g = 3T* =37 +2T* + T — 1.
Aufgabe 4.2.17. Es seien p € Z eine Primzahl und ¢ € Z mit ggT(p,c) = 1, sodass
cp = m? + n? mit ganzen Zahlen m, n gilt. Zeige:
(i) p=p+I-0ist kein Primelement in dem Ring Z[I] der ganzen Gaufischen Zahlen.
(ii) Bs gibt ganze Zahlen a,b mit p = a® + b*.
Aufgabe 4.2.18. Es sei p € Z>1 eine Primzahl. Zeige:
(i) Es gilt (p —1)! = —1 mod p. Hinweis: Betrachte das entsprechende Produkt
in dem Korper Z/pZ.

(ii) Gilt p=4m+1 mit m € Z>o, so gibt es ein ¢ € Z mit ¢ = —1 mod p. Hinweis:
Betrachte ¢ := (2m)!.
Aufgabe 4.2.19. Es sei p € Z eine Primzahl der Form p = 4m + 1 mit einem m € Z.
Zeige: Es gibt ganze Zahlen a,b mit p = a® + b>. Hinweis: Es gibt ein 2 € Z mit |z| < p/2,
sodas 22 = —1 mod p gilt; verwende Aufgaben 4.2.18 und 4.2.17.
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4.3. Primfaktorzerlegung.

Bemerkung 4.3.1. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie besagt, dass
man jede natiirliche Zahl n auf eindeutige Weise zerlegen kann als

— Vi 1%
n o= py-op"

mit Primzahlen p; < ... < p,; beispielsweise 60 = 22.3.5. Wir werden diesen Satz
als Folgerung allgemeinerer Uberlegungen erhalten.

Definition 4.3.2. Einen Integrititsring R nennt man faktoriell, falls jedes a € R
mit Og # a € R* eine Zerlegung a = p; - - - p,, mit Primelementen pq,...,p, € R
besitzt.

Satz 4.3.3. FEs seien R ein faktorieller Ring und p € R. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) p ist prim.
(ii) p ist irreduzibel.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” gilt nach Satz 4.1.19 in jedem Integritétsring.
Zur Implikation “(ii)=(i)”. Es sei p = p1---p, eine Zerlegung mit p, € R prim.
Gilt n = 1, so ist p = p; prim. Fiir n > 2 muss ps - - - p, wegen der Irreduzibilitét
von p eine Einheit sein; dieser Fall tritt also nicht ein. (I

Beispiel 4.3.4. Der Integrititsring Z[Iv/5] C C ist nicht faktoriell, da z.B. die
Elemente 3 sowie 2 4 I+/5 irreduzibel aber nicht prim sind; siche Aufgabe 4.1.20.

Satz 4.3.5. Jeder Hauptidealring ist ein faktorieller Ring.

Lemma 4.3.6. Es seien R ein Hauptidealring und 0 # ap € R\ R*. Dann gibt
es eine Darstellung ag = aip1 mit Element 0 # a1 € R und einem Primelement
p1 € R. Dabei gilt (ag) S {(a1).

Beweis. Nach Satz 3.4.9 gilt (ap) C m mit einem maximalen Ideal m C R. Da R ein
Hauptidealring ist, haben wir m = (p;) mit einem Element p; € R. Als maximales
Ideal ist (p1) prim, siehe Satz 3.4.7. Nach Satz 4.1.21 ist p; prim. Wir erhalten
ap = aip; mit 0 # a1 € R. Es bleibt (ap) C (a1) zu zeigen. Andernfalls hétten wir
{(ap) = {(a1) und folglich a; = cap = caip; mit einem ¢ € R was p; € R* impliziert;
Widerspruch. O

Beweis von Satz 4.3.5. Es sei 0 # ag € R\ R* gegeben. Nach Lemma 4.3.6 gilt
ap = a1p1; mit 0 # a1 € R und einem Primelement p; € R, sodass (ag) C (a1) gilt.
Falls a1 ¢ R* gilt, liefert Lemma 4.3.6 eine Zerlegung a1 = agpy mit as,p2 € R,
wobei po prim und wir haben

ap = ai1p1 = azp2pi, (ao) C (a1) S (az).

Jetzt betrachten wir as usw.. Da R ein Hauptidealring ist, muss dieser Prozess
irgendwann abbrechen, d.h., es muss a, € R* fiir ein n € Z>q gelten; siche
Satz 3.4.15. Dann ist a,p, ein Primelement und a = a,p,pn—1---p1 ist die ge-
suchte Zerlegung. O

Folgerung 4.3.7. Die Ring Z und Z[I] sind faktoriell. Weiter ist fiir jeden Kéorper K
der Polynomring K[T| faktoriell.
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Definition 4.3.8. Es sei R ein Integritédtsring. Unter einem Primsystem fiir R
verstehen wir eine Teilmenge P C R von Primelementen, sodass folgendes gilt:

(i) Ist ¢ € R ein Primelement, so gilt ¢ ~ p mit einem p € P.
(ii) Sind zwei verschiedene p,p’ € P gegeben, so gilt p 7 p'.

Bemerkung 4.3.9. Ein Primsystem P C R ist ein Représentantensystem fiir die
Assoziiertheit “~” auf der Menge aller Primelemente von R.

Beispiel 4.3.10. Die Primzahlen 2,3,5,7,... bilden ein Primsystem in dem Ring
Z der ganzen Zahlen.

Satz 4.3.11. Es seien R ein faktorieller Ring und P C R Primsystem. Dann
besitzt jedes a € R\ {Og} eine eindeutige Primfaktorzerleqgung beziiglich P, d.h.,

eine Darstellung
a = ¢ H pr(a)

peEP

mit einer eindeutig bestimmten Finheit ¢ € R* und eindeutig bestimmten “Viel-
fachheiten” vp(a) € Zxq, von denen héchstens endlich viele von Null verschieden
sind.

Lemma 4.3.12. FEs sei R ein Integrititsring. Sind p,q1, . ..,qx € R Primelemente
mitp| qr---qr, so gilt bereits p ~ q; fir ein i.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber k. Zum Fall £ = 1. Wegen
p | ¢1 haben wir ¢; = ¢p mit einem ¢ € R. Als Primelement ist ¢; nach Satz 4.1.19
irreduzibel. Folglich muf} ¢ eine Einheit sein. Das bedeutet p ~ ¢;. Zum Indukti-
onsschritt. Gilt p | g1 -+ - gk, so gilt p | ¢1 - - - q—1 oder p | gx, da p prim ist. Folglich
liefert die Induktionsvoraussetzung p ~ g; fiir ein 3. (I

Beweis von Satz 4.3.11. Da R faktoriell ist, haben wir a = ¢ -- - ¢; mit Primele-
menten g; € R. Jedes g; ist assoziiert zu einem p; € P; wir haben also ¢; = ¢;p; mit
¢; € R*. Zusammenfassen gleicher p; ergibt die gewiinschte Darstellung fiir ¢ mit
ci=c1 Q.

Es bleibt die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung nachzuweisen. Dazu vergleichen

wir zwei Darstellungen
qIo - ¢TIo
pEP peP

Wir betrachten k := > v, und [ := > p, und zeigen durch Induktion iiber k, dass
¢ = ¢ sowie vp(a) = pp(a) fiir alle p € P gelten.
Gilt £ = 0, so hat man v, = 0 fiir alle p € P und auf der linken Seite steht eine

Einheit. Folglich muss auch auf der rechten Seite eine Einheit stehen, was p, = 0
fiir alle p € P und ¢ = ¢’ impliziert.

Gilt £ > 0, so muss auch [ > 0 gelten. Weiter hat man v,, # 0 fiir ein pg € P.
Nach Lemma 4.3.12 findet man auf der rechten Seite ein ¢y € P mit gy ~ pg. Da P
ein Primsystem ist, folgt po = qo, d.h., wir haben p,, > 0. Kiirzt man durch pg, so
liefert die Induktionsvoraussetzung ¢ = ¢’ sowie v, = p,, fiir alle p € P. O

Beispiel 4.3.13. Beziiglich des Primsystems P = {2,3,5,7,...} ist die Primfak-
torzerlegung von —360 € Z gegeben durch

-360 = —1-2%.32.5.
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Weiter erhélt man den Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie: Jede natiirliche
Zahl n kann auf eindeutige Weise zerlegen als

n = p{'---py”  mit Primzahlen p; < ... < p,.

Bemerkung 4.3.14. Es seien R ein faktorieller Ring, P C R ein Primsystem,

ai,...,a, € R und
a; = ¢ H pl’p(ai)_
peP
die zugehorigen Primfaktorzerlegungen mit Einheiten ¢; € R* und Vielfachheiten
vp(a;) € Z>o. Die Teilbarkeit a; | a; wird charakterisiert durch
a; |a;j <= vpla;) <vp(ay) fiir alle p € P.

Weiter kann man einen gréfiten gemeinsamen Teiler fiir die Elemente aq,...,a,
angeben, namlich

H pmin(p(a)) o ggT(a1,...,an),

peEP

Satz 4.3.15. Es seien R ein Hauptidealring und a € R von der Form a = cpi* - - - phr,
wobei ¢ € R* gelte und die p; paarweise nichtassoziierte Primelemente seien. Dann
erhdlt man einen Isomorphismus von Ringen

R/f(a) = R/{p7) x ... x R/(py).

Bewets. Es geniigt, den Fall ¢ = 1 zu behandeln. Wir zeigen zunéchst, dass die
Elemente p;* und p;’j fiir 4 # j teilerfremd sind.

Ist d € R ein gemeinsamer Teiler von p;* und p;'j , so hat man p;* = bd. Da p;
prim ist, muss p; | b oder p; | d gelten. Der Fall p; | d scheidet aus, da wir dann
Di | p;j erhielten, was nach Lemma 4.3.12 nicht moglich ist. Also gilt p; | b. Es folgt
Pyt = b'd mit einem b’ € R. Wiederholen des obigen Arguments liefert schlieflich
d | p;. Analog verifiziert man d | p;. Mit p; ¢ p; ergibt sich d € R*.

Die Teilerfremdheit der Elemente p;* und p;j konnen wir nach Satz 4.1.13 ide-
altheoretisch ausdriicken: Es gilt

®)+ ) = Wipy) = (1r) = R
Damit kénnen wir den Chinesischen Restsatz 3.3.19 ins Spiel bringen; er liefert im
vorliegenden Fall einen Isomorphismus von Ringen

R/A((p") 00 o)) = RApY) xRt

Zum Beweis der Aussage miissen wir also nur noch die folgende Identitit von Idealen
nachzuweisen:

P .opmy = () N0 ().

Die Inklusion “C” ist dabei offensichtlich. Die Inklusion “2” ergibt sich wie folgt.
Liegt b € R in der rechten Seite, so erhélt man b = byp}* mit einem b; € R. Wegen
ps2 | b und py 1 pi* erhilt man ps' | by also b = pi'ps?be mit einem by € R,
siehe Lemma 4.3.12. Auf diese Weise gelangt man schliesslich zu pi* - - - pZ» | b, also
be Pyt pi). O

Bemerkung 4.3.16. Es sei n € Z>1, und es sei n = pi*...pY die zugehorige
Primfaktorzerlegung. Satz 4.3.15 liefert einen Isomorphismus von K1-Ringen

ZinZ = Z/(p}) x ... x T/).
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Dieser ist insbesondere ein Isomorphismus der zu Grunde liegenden abelschen Grup-
pen. Weiter erhélt man fiir die Einheitengruppen

(Z/n2)" = (Z/P7") x ... x Z/{p7)”
(Z/ )" x o x (Z/ )"

Definition 4.3.17. Die Eulersche ¢-Funktion ordnet jeder Zahl n € Z>; die An-
zahl qﬁ(n) der zu n teilerfremden ganzen Zahlen m mit 1 < m < n zu:

¢(n) = Km€Zz; m<n, 1eggT(m n)}

1

Satz 4.3.18. Fir n € Zss sei n = pi*---pir eine Darstellung mit paarweise
verschiedenen Primzahlen p1,...,p, gegeben. Dann gilt

1 1
o(n) = o) - (pir) = n(l——)---(l——).

() = o) () — —
Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall n = p¥ mit einer Primzahl p. Die ganzen
Zahlen zwischen 1 und p', die einen gemeinsamen Teiler mit p! sind Vielfache von p,

d.h., moglich sind dabei

1, p,2p, ..., p" " p
Damit erhalten wir ¢(p¥) = p* — p*~!. Fiir den allgemeinen Fall vermerken wir
zunéchst, dass ¢(n) = |Z/nZ*| gilt, da @ € Z/nZ genau dann Einheit ist, wenn

geT(a,n) =1 gilt. Mit Bemerkung 4.3.16 ergibt sich
o(n) = (") 2(p)7)
l/T—l)

P =P (= Y

)2
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Aufgaben zu Abschnitt 4.3.

Aufgabe 4.3.19. Beweise folgende Aussagen. Die Familie (T' — a; a € C) ist ein Prim-
system in dem Polynomring C[T]. Jedes nichtkonstante f € C[T] ldsst sich eindeutig

schreiben als
f = CH(T_a)Va(f)7
acC

wobei ¢ € C*. Die Vielfachheit v, (f) des Primfaktors T—a in f ist dabei genau die Ordnung
der Nullstelle a von f. Hinweis: Es darf verwendet werden, dass jedes nichtkonstante
f € C[T] in Linearfaktoren zerfillt.

Aufgabe 4.3.20. Zeige: Die folgenden Polynome bilden ein Primsystem in dem Poly-
nomring R[T:

T — a, wobei a € R, T2 + bT + ¢, wobei b,c € R, b < 4.

Aufgabe 4.3.21. Zeige: Der Polynomring Q[T] besitzt irreduzible Polynome beliebig
hohen Grades.

Aufgabe 4.3.22. Beweise Bemerkung 4.3.14.

Aufgabe 4.3.23. Zeige: Der Ring Z[/d] ist euklidisch fiir d = &2 und fiir d = 3. Zeige
weiter, dass Z[v/d] fiir d = —3 nicht euklidisch ist.

Aufgabe 4.3.24. Es seien m,n € Z>,. Betrachte die Eulersche ¢-Funktion und beweise
die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Zahlen m und n sind teilerfremd.
(i) Es gilt m®™ =1 mod n.
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4.4. Der Satz von Gauf3.

Satz 4.4.1 (GauBl). Es sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch der Polynomring
RI[T] faktoriell.

Folgerung 4.4.2. Es sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch R[T,...,T,] ein
faktorieller Ring.

Folgerung 4.4.3. Der Ring Z[Ty, ..., T,] ist ein faktoriell. Weiter ist K[T4, ..., T,]
faktoriell fiir jeden Kdrper K.

Erinnerung 4.4.4. Es seien R ein Integrititsring und Q(R) sein Quotientenkérper.
Dann ist der Polynomring Q(R)[T] nach Folgerung 4.3.7 faktoriell. Weiter gibt es
ein kommutatives Diagramm

ar>aT®

R——— RI[T]
aH%l \LzaiTiHZ Tt
QR) ———— QAT

a 0
b

von kanonischen Monomorphismen. Dies erlaubt es uns, R als Unterring von Q(R)
bzw. R[T] aufzufassen, und weiter Q(R) sowie R[T] als Unterringe von Q(R)[T]
aufzufassen.

Satz 4.4.5. Es seien R ein Integrititsring und p € R ein beliebiges Element. Dann
gilt:

p prim in R <= p prim in R[T].

Lemma 4.4.6. Es seien R ein KI1-Ring und p € R. Dann hat man ein kommuta-
tives Diagramm

R[T]
m Eaﬁwzaﬁwjﬂ/ WJLZWWW
R[T]/(pT®) (R/(p))[T]

(X aiTH)+(pT°) = (ai+(p))T*

von wohldefinierten Ringhomomorphismen; dabei ist R[T]/{pT°) — (R/{p))[T] ein
Isomorphismus.

Beweis. Bei m: R[T| — R[T]/(pT°) handelt es sich um den Restklassenepimorphis-
mus. Der Homomorphismus «: R[T] — (R/(p))[T] existiert nach der universellen
Eigenschaft des Polynomrings; er ist die Fortsetzung der Komposition

P (p)

R R/(p) (R/{p)[T]

auf R[T] mit T — T siehe Satz 3.2.6. Offensichtlich ist x surjektiv. Nach dem
Homomorphiesatz 3.3.16 geniigt es deshalb zu zeigen, dass Kern(x) = Kern(r) gilt.
Das ergibt sich wie folgt:

K (Z aiTi) =0

r+(p)=>(r+(p)) T°

a; € (p) fur alle 4

p | a; fir alle 4

pT° | Z a; T
Zaﬂ”i € (pT?)
s (Z aiTi) =0.

11111
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O

Beweis von Satz 4.4.5. Im Falle p = 0 ist nichts zu zeigen; wir diirfen daher p # 0
annehmen. Die Aussage ergibt sich dann direkt aus R[T']/(p) = (R/(p))[T] und den
Aquivalenzen 4.1.21, 3.4.3 und 3.2.13: Es gilt

(p) <g R Primideal

R/(p) Integrititsring

(R/{p))[T] Integritiitsring

R[T]/(p) Integritétsring

(p) <gpr) R[T] Primideal

p prim in R[T].

p prim in R

MMM

O

Satz 4.4.7. FEs seien R ein faktorieller Ring und P C R ein Primsystem. Dann
besitzt jedes q € Q(R)* eine eindeutige Darstellung

= c H pr(‘I)
pepP

mit einer Einheit ¢ € R* und “Vielfachheiten” v,(q) € Z, wobei vp(q) # 0 fir
hochstens endlich viele p € P. Es gilt

vp(aq') = vp(q) +1p(d)

fiir je zwei Elemente q,q" € Q(R)* und alle p € P. Fiir jedes ¢ € Q(R)* haben wir
weiter

g € R <= (g = 0 firalepeP.
g € R <<= 1p(q) = 0 firalepeP.

—

<

=2
|

Beweis. Um die Existenz der obigen Darstellung von ¢ € Q(R) nachzuweisen,
wéhlen wir a,b € R\ {0} mit ¢ = a/b. Da R faktoriell ist, liefert uns Satz 4.3.11

Darstellungen
a = cq Hp”P(“), b = ¢ le/p(b)
pEP pEP

mit ¢q,cp € R* und vp(a),vp(b) € Z>o von denen hochstens endlich viele nicht
verschwinden. Dividiert man die linke durch die rechte Gleichung, so erhélt man
die gewiinschte Darstellung fiir g.

Um die Eindeutigkeit der Darstellung nachzuweisen, vergleichen wir zwei dieser

Darstellungen:
ch”P = de“P.
peEP peEP

Indem man beide Seiten mit dem Hauptnenner multipliziert, erhélt man eine Iden-
titdt mit nichtnegativen Exponenten

c Yo = d o,
II» II»
pEP peEP

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt dann v, =y, fiir alle p € P
und somit auch ¢ = d. Ersteres liefert v, = p,, fiir alle p € P. (|
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Definition 4.4.8. Es seien R ein faktorieller Ring, P C R ein Primsystem und
p € P. Weiter sei

f =Y aT € Q)T
Mit den Vielfachheiten v,(a;) aus Satz 4.4.7 fiir a; # 0 und v,(0) := oo definiert
man

vp(f) = min(vp(ai); i € Z>o).

Beispiel 4.4.9. Wir betrachten Z mit dem Primsystem P = {2,3,5,7,11,...}. Es
gilt Q = Q(Z) und in dem zugehérigen Polynomring Q[T] haben wir

1
Vs <§T2 +3T + 2> = —1.

Bemerkung 4.4.10. Es seien R ein faktorieller Ring, P C R ein Primsystem und
f=310aiT" € QR)T].

(i) Man hat genau dann f = 0, wenn v,(f) = oo fiir alle p € P gilt.
(ii) Man hat genau dann f € R[T], wenn v,(f) > 0 fiir alle p € P gilt.
(ili) Gilt 0 < pp(f) < oo fiir alle p € P, so hat man

[[77Y% e eeT(ao,...,an).
peP

Definition 4.4.11. Es sei R ein faktorieller Ring. Man nennt nichttriviales Po-
lynom >_1 a;T" € R[T] primitiv, falls seine Koeffizienten ao,...,a, teilerfremd
sind, d.h., falls 1 € ggT(ay, ..., a,) gilt.

Beispiel 4.4.12. Das Polynom 1272 — 35T € Z[T] ist primitiv, das Polynom
35T 4+ 7 € Z|T] hingegen nicht.
Lemma 4.4.13. Es seien R ein faktorieller Ring und P C R ein Primsystem.
(i) Ein Polynom f € R[T] ist genau dann primitiv, wenn vy(f) = 0 fir alle
p € P gilt.
(ii) Zu jedem 0 # f € Q(R)[T]. Dann gibt es ein ¢ € Q(R), sodass cf ein

primitives Polynom in R[T] ist.

Beweis. Aussage (i) ergibt sich direkt aus Bemerkung 4.4.10 (iii). Fiir den Nachweis
von (ii) schreiben wir f = > a;/b;T%, mit a;,b; € R. Mit b := []b; gilt dann
bf € R[T]. Ist a € R ein grofiter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von bf, so
ist ¢ := b/a das gesuchte Element. (]

Satz 4.4.14 (Lemma von GauB). Es seien R ein faktorieller Ring, P C R ein
Primsystem und f,g € Q(R)[T]. Dann gilt fiir jedes p € P:

vp(fg) = vp(f) +vp(9).

Beweis. Es seien zunéchst f, g € R[T] primitiv. Dann gilt v,(f) = v,(g) = 0 und
es ist 1,(fg) = 0 zu zeigen. Dazu betrachten wir den Homomorphismus

m:RIT) = (R/G)IT], D al" = Y (ai+ (o))",

Der Kern von « besteht genau aus denjenigen Polynomen, fiir die alle Koeffizienten
durch p teilbar sind:

Kern(k) = {Zaﬂ” € R[T); p| a; fir alle z} = {h € R[T); vy(h) > 0}.

Wir miissen also k(fg) # 0 zeigen. Lemma 4.4.13 liefert x(f) # 0 # x(g). Da mit
R/(p) auch (R/{p))[T] ein Integritétsring ist, ergibt sich x(fg) = x(f)r(g) # 0.
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Wir behandeln nun den Fall f € Q(R)* und 0 # g = Y b;T7 € Q(R)[T]. Fiir jedes
Element p € P erhalten wir
vp(fg) = min(vp(fb;); j € Zz0) = min(vy(f) + vp(bs); J € Zzo) = vp(f) + vp(9)-
Fiir f = 0 oder g = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir f,g € Q(R)[T] \ {0} gibt es
¢, d € Q(R)*, sodass ¢f und dg primitiv sind; siehe Lemma 4.4.13. Dabei gilt stets
0 = vplef) = (o) +vp(f) = —vp(c™1) +1p(f)
Es folgt v,(f) = vp(c™!). Analog erhalten wir v,(g) = v,(d™!) fiir alle p € P.
Damit ergibt sich:
vp(fg) = vp(led)Hcfdg)) = vp((ed)™) +vp((cf)(dg) = vp((cd)™)
= Vp(cil) + Vp(d71> = vp(f) +vp(9).
(I

Folgerung 4.4.15. Es seien R ein faktorieller Ring und q, f € R[T], wobei q
primitiv. Gilt q | f in Q(R)[T], so gilt bereits q | f in R[T].

Beweis. Es sei P C R ein Primsystem. Gilt ¢ | f in Q(R)[T], so gibt es ein Polynom
h € Q(R)[T] mit f = ¢gh. Es folgt

0 < v(f) = vplgh) = vp(q) +vp(h) = vp(h)

fiir jedes Element p € P; sieche Satz 4.4.14. Das bedeutet h € R[T]. Mit anderen
Worten: Es gilt ¢ | f in R[T]. O

Folgerung 4.4.16. Es seien R ein faktorieller Ring und g € R[T] ein primitives
Polynom. Dann gilt

g prim in R[T] <= q prim in Q(R)[T].

Beweis. Fiir den Fall deg(q) = 0 ist die Aussage richtig, da die primitiven Polynome
in R[T] vom Grad 0 nach Lemma 4.4.13 (i) genau die Einheiten von R sind. Wir
diirfen also deg(¢q) > 1 annehmen.

Es sei zunéchst ¢ prim in Q(R)[T]. Sind f,g € R[T] mit ¢ | fg in R[T] gegeben,
so gilt auch ¢ | fg in Q(R)[T]. Foglich gilt ¢ | f oder ¢ | ¢g in Q(R)[T]. Nach
Folgerung 4.4.15 gilt dann ¢ | f oder q | g in R[T].

Es sei nun ¢ prim in in R[T)]. Sind f,¢g € Q(R)[T] mit ¢ | fg in Q(R)[T] gegeben,
so wéhlen wir Elemente ¢y, ¢, € R, sodass f’ :=cyf und ¢’ := ¢4g in R[T] liegen.
Dann haben wir ¢ | f'¢’ in Q(R)[T]. Nach Folgerung 4.4.15 gilt ¢ | f'¢’ in R[T].
Da g prim in R[T] ist, folgt ¢ | f’ oder q | ¢’ in R[T]. Mit f = c?lf’ und g = cg_lg'
erhalten wir ¢ | f in Q(R)[T]. O

Beweis des Satzes von Gaufl 4.4.1. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass f €
R[T] primitiv ist. Nach Folgerung 4.3.7 ist Q(R)[T] faktoriell. Somit gibt es ei-
ne Darstellung

fo= e[l
=1

mit ¢ € Q(R)* = Q(R)|T]* und Primelementen f; € Q(R)[T]. Durch geeignete
Wahl von ¢ erreichen wir, dass f; € R[T] gilt und jedes f; primitiv ist. Ist P C R
ein Primsystem, so folgt mit Lemma 4.4.14

Vp(f) = Vp(c>+yp(fl)+---+yp(fn)-
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fiir jedes p € P. Wegen v,(f1) = ... = v,(fn) = 0 ergibt sich v,(c) = 0. Es folgt
¢ € R*. Nach Folgerung 4.4.16 ist jedes f; prim in R[T]. Damit haben f als Produkt
von Primelementen aus R[T] dargestellt.

Im allgemeinen Fall schreibe man f = af’ mit a € R und f’ € R[T] primitiv. Es sei
a = aj - ay mit Primelementen a; € R. Nach Satz 4.4.5 sind die a; auch prim in
R[T]. Weiter besitzt das primitive Polynom f’ in R[T] nach obiger Uberlegung eine
Darstellung f' = f]--- f; mit Primelementen f/ € R[T]. Die gesuchte Darstellung
von f als Produkt von Primelementen in R[T] ist dann

f

alnnnam.f{...f;l.
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Aufgaben zu Abschnitt 4.4.

Aufgabe 4.4.17. Es sei R ein Integritéitsring, und es seien Elemente a1,...,a, € R sowie
bi,...,bm € R gegeben. Zeige: Ist p € R ein Primelement mit

p | 2:(11-61-7 fir k=0,1,...,m+mn,
i+i=k
so gilt p | a; fir ¢ = 1,...,m oder p | b; fir j = 1,...,m. Hinweis: Arbeite in dem
Polynomring R[T]].
Aufgabe 4.4.18. Es seien R ein faktorieller Ring und f, g € Q(R)[T]. Beweise folgende
Aussagen:

(i) Sind f und g primitiv, so ist auch fg primitiv.

(ii) Gilt fg € R[T] und ist g primitiv, so gilt f € R[T].
Aufgabe 4.4.19. Es seien a,b,c¢,d € Z>1 mit 1 € ggT(a,b) und 1 € ggT(c,d). Zeige: Es
gilt 1 € ggT(ac, bd, ad + be).
Aufgabe 4.4.20. Es sei R ein K1-Ring. Zeige: Ist der Polynomring R[T] faktoriell, so ist
auch R faktoriell.

Aufgabe 4.4.21. Es sei R ein faktorieller Ring. Zeige: Der Polynomring R[T1, ..., Ty]
besitzt unendlich viele Primelemente.

Aufgabe 4.4.22. Es seien R ein faktorieller Ring, f € R[T] und p € R prim. Beweise
das Reduktionskriterium: Gilt p{ ay fiir den Leitkoeffizienten von ay € R von f und ist
das Bild von f in (R/(p))[T] irreduzibel, so ist f irreduzibel in Q(R)[T].
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5. MODULN

5.1. Grundbegriffe.

Beispiel 5.1.1. Die Teilmenge Z? C R? ist eine Untergruppe der additiven Gruppe
R?, und wir haben Skalarmultiplikation mit ganzen Zahlen auf Z2:

° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °
o e - .------ oo » ° ° ° ° ° ° °
L R ° o / ¢ ° ° > - - o - oo o °

. ARy S i PO S P PR S

Definition 5.1.2. Es sei R ein K1-Ring. Ein (unitirer) R-Modul ist eine abelsche
Gruppe (M, +) zusammen mit einer Abbildung

RxM — M, (ryu) — r-u,

genannt Skalarmultiplikation, sodass fiir r,7 € R und u,u’ € M stets folgendes
gilt:

lru =u, ('r)u=1r-(ru), @©'+r)u=1r"utru, r-(utu) = rutru.

Bemerkung 5.1.3. Der Begriff des Moduls verallgemeinert den Begriff des Vek-
torraumes: Die Moduln iiber einem Korper K sind genau die Vektorrdume iiber K.

Beispiel 5.1.4. Es sei R ein K1-Ring. Dann wird die Menge R™ zu einem R-Modul
durch komponentenweise Addition und komponentenweise Skalarmultiplikation

(r1,.oosrn) + (81,--,80) = (r1+81,...,7n + Sn),
a-(ri,...,rn) = (ary,...,ar,).

Konstruktion 5.1.5. Jede abelsche Gruppe (G, +) ist auf kanonische Weise ein
Z-Modul: Man definiert eine Skalarmultiplikation Z x G — G durch

g+...+¢g fallsn >0,
—_—

n-mal
n-g = ng = 0 fallsn:(),
—g—...—g fallsn <0.
—_——
|n|-mal

Definition 5.1.6. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul, und N C M eine
nichtleere Teilmenge mit

v,y €N = wv+v €N, veN,reR = r-v € N.

Dann nennen wir N zusammen mit der induzierten Verkniipfungen (v,v’) — v+
sowie (r,v) — r-v einen (R-)Untermodul von M ; wir schreiben dafiir auch N <p M.

Bemerkung 5.1.7. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und N <p M ein
Untermodul. Dann ist N eine Untergruppe der additiven Gruppe M und N ist
beziiglich der induzierten Verkniipfungen wieder ein R-Modul.

Bemerkung 5.1.8. Es sei G eine abelsche Gruppe. Dann ist G ein Z-Modul
geméf 5.1.5. Die Z-Untermoduln von G sind genau die Untergruppen von G.

Bemerkung 5.1.9. Es sei R ein K1-Ring. Dann wird (R, +) ein R-Modul durch
r-u = ru. Die R-Untermoduln von R sind genau die Ideale des Ringes R.
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Definition 5.1.10. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und F = (u;);e; eine
Familie in M, wobei I # (). Eine (R-)Linearkombination iiber F ist ein Element der
Form

Z a; -u; € M, wobei a; € R, a; # Og fiir héchstens endlich viele i € I.
iel
Konstruktion 5.1.11. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und F = (u;);er
eine Familie in M, wobei I # ().

Der von F erzeugte Untermodul (auch die lineare Hiille, das Erzeugnis, der Auf-
spann) von F in M ist definiert

Lin(F) := {u € M; u ist Linearkombination iiber F} <p M.

Der Vollstandigkeit halber definieren wir die lineare Hiille der leeren Familie durch
Lin( ) := {0 }. Fiir eine Teilmenge A C M setzt man auch

(A) := Lin(A) := Lin((u)yea) <r M.

Beispiel 5.1.12. Fiir den von v; := (2,1) und vs := (1,2) erzeugten Untermodul
Lin(vy, v2) in Z? erhélt man folgendes Bild;

Konstruktion 5.1.13. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und N; <p M,
i € I, Untermoduln. Dann ist die Summe dieser Untermoduln der Untermodul

SN = <UNZ-> - {Zu uieNi} <p M.

i€l iel
Definition 5.1.14. Es sei R ein K1-Ring. Ein Homomorphismus (auch lineare
Abbildung) von R-Moduln M und N ist eine Abbildung ¢: M — N, sodass stets
gilt

plutu) = ou)+o),  or-u) = r-ou).
Man nennt einen Modulhomomorphismus ¢: M — N einen Monomorphismus, falls

er injektiv ist, Epimorphismus, falls er surjektiv ist, Isomorphismus, falls es einen
Modulhomomorphismus ©: N — M gibt mit

Yo = idp, pot = idn;

man nennt die Moduln M und N dann isomorph zueinander und schreibt dafiir
M = N. Weiter definiert man Kern und Bild eines beliebigen Modulhomomorphis-
mus ¢: M — N als

Kern(p) = {ue€ M; p(u) =0}, Bild(¢) := {¢(u); ue€ M}.

Bemerkung 5.1.15. Es seien R ein K1-Ring, und ¢: M — N sowie ¢: N — K
Homomorphismen von R-Moduln. Dann ist auch ¥ o ¢: M — K ein Homomorphi-
mus.
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Bemerkung 5.1.16. Es seien G und H abelsche Gruppen.

(i) Eine Abbildung ¢: G — H ist genau dann ein Homomorphismus der Z-
Moduln G und H, wenn sie ein Gruppenhomomorphismus ist.

(ii) G und H sind genau dann isomorph als Z-Moduln, wenn sie als Gruppen
isomorph sind.

Bemerkung 5.1.17. Es seien R ein K1-Ring und ¢: M — N ein Homomorphis-
mus von R-Moduln.

(i) Fiir jeden Untermodul M’ <p M ist das Bild ¢(M’) ein Untermodul von

N; insbesondere ist Bild(¢) ein Untermodul von N.

(ii) Fiir jeden Untermodul N’ <p N ist das Urbild ¢~*(N’) ein Untermodul
von M; insbesondere ist Kern(y) ein Untermodul von M.

(iii) Der Homomorphismus ¢: M — N ist genau dann injektiv, wenn Kern(y) =
{0} gilt.

(iv) Der Homomorphismus ¢: M — N ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn er bijektiv ist.

Konstruktion 5.1.18. Es seien R ein K1-Ring und M;, ¢ € I, eine Familie von
R-Moduln und

HMi = {(wi)ier; wi € M;}
iel
das (mengentheoretische) direkte Produkt. Dann ist ]
komponentenweisen Verkniipfungen

icr M; zusammen mit den
(wi)ier + (w)ier = (uwi+ui)ier,
re(ui)ier = (r-ui)ier

ein R-Modul, das direkte Produkt der R-Moduln M;, i € I. Die direkte Summe der
R-Moduln M;, i € I, ist der Untermodul

@ M; = {(Ui)ie] S HMZ'; u; # 0 fiir hochstens endlich viele ¢ € I}
iel i€l
<Rr H M;.
iel

Die Projektionen auf die Faktoren liefern kanonische surjektive Modulhomomor-
phismen

Tt HMi_>Mja (’U,i)ie[HUj, Tyt @Mi%Mj, (ui)iep—>uj.
icl i€l
Ist die Indexmenge I endlich, so stimmen direkte Summe und Produkt der Moduln

M;, i € I, iiberein.

Konstruktion 5.1.19. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und N <p M
ein Untermodul. Dann hat man eine wohldefinierte Skalarmultiplikation

Rx M/N — M/N, r-(u+N) :=r-ut+N

Damit wird die Faktorgruppe M /N zu einem R-Modul, dem Restklassenmodul von
M nach N.

Weiter hat man einen surjektiven Modulhomomorphismus 7: M — M/N mit
Kern(w) = N, ndmlich

m: M — M/N, u — u+ N.
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Beweis. Wir wissen bereits, dass M/N eine abelsche Gruppe ist, und dass 7: M —
M/N ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(w) = N ist.

Um zu zeigen, dass die Skalarmultiplikation wohldefiniert ist, betrachten wir zwei
u, v’ € N mit u+ N =u' + N. Dann gilt u — v’ € N. Fiir jedes r € R erhilt man
r-(u—w)=r-u—r-u € N.Das bedeutet r - (u+ N) =r- (v + N).

Es bleiben die Modulaxiome fiir die Skalarmultiplikation zu verifizieren. Offensicht-
lich gilt 1z - (u+ N) = u + N fiir alle w + N € M/N. Weiter haben wir fiir alle
u, v’ € M und alle r,7’ € R:

') (W N) = () + N
= (r/-(r-u))+N
= W+ N
= . (r(u+ N)).

(r+r) (u+N) = (r+7)-w+N
= (r-u+r/-u)+N
= (T'U+N)+(T/~U+N)
= r-(u+N) + 7 - (u+ N).

T ((ut N)+ @ +N) = r-((u+u)+N)
= (- (utu)+N
= (r-u+r-u/)+N
= (r-u+N)+(T-u/+N)
= r-(u+N)+T-(u/+N)A

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung 7: M — M /N mit der Skalarmultiplikation
vertriglich ist. Fiir alle u,u’ € v und alle r,7’ € R gilt

atr-u+r -uw) = (rout+r -u)+N
(r-u+N)+ (' -u +N)
7‘~(U+N)+7‘/~(u/+N)

romw(u) +r -w(u).

O

Beispiel 5.1.20. Es seien R ein K1-Ring und a <p R ein Ideal. Dann ist der
Restklassenring R/a ein R-Modul.

Satz 5.1.21 (Homomorphiesatz). Es seien R ein K1-Ring, ¢: M — N ein Ho-
momorphismus von R-Moduln, und My <p M ein Untermodul mit My C Kern(y).
Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

M PR
T ul—nm %I\/Im—ﬂp(u)
M /M,

von wohldefinierten R-Modulhomomorphismen. Dabei ist der Modulhomomorphis-
mus @: M/My — N durch ¢o: M — N wund das obige Diagramm eindeutig be-
stimmt. Es gilt weiter

(1) @ ist injektiv < My = Kern(y);
(ii) P ist surjektiv < ¢ ist surjektiv.
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Beweis. Der Homomorphiesatz 1.3.17 liefert die entsprechenden Aussagen fiir die
abelschen Gruppen M, N und M/Mj. Es ist daher nur noch zu zeigen, dass
®: M/My — N mit der Skalarmultiplikation vertriiglich ist. Das ergibt sich jedoch
sofort mit

@(r-(u+ M) = @(r-u) = r-p(u) = r-pu+ Mo).
O

Folgerung 5.1.22. Es seien R ein K1-Ring und p: M — N ein surjektiver Ho-
momorphismus von R-Moduln. Dann gilt N = M /Kern(yp).

Konstruktion 5.1.23. Es seien R ein K1-Ring und M, N zwei R-Moduln. Die
Menge Homp (M, N) aller R-Modulhomomorphismen wird durch

(p+)(u) = ou) +¢),  (r-@)(u) = r-pu)
zu einem R-Modul. Insbesondere erhélt man fiir den Speziallfall N = R den zu M
dualen R-Modul M* := Homp(M, R).

Beweis. Es ist zunéchst die Wohldefiniertheit nachzuweisen, d.h., wir miissen zei-
gen, dass mit ¢, € Hompg(M,R) und r € R die Abbildungen ¢ + ¢ und r - ¢
wieder Homomorphismen sind.

(p+¥)(ur +uz) = @(ur +u2)+P(ur +uz)

p(u1) + e(uz) + P (ur) + P (uz)
p(u1) + ¥ (u1) + e(u2) + P(uz)
(¢ 4+ ¥)(u1) + (¢ + ¥)(uz),
p(r-u) +(r-u)

rp(u) + 7P (u)

- (p(u) + P(u))

(o +¥)(u),

c(p(ur + u2))

“(p(u1) + e(u2))

cp(ur) + 7 p(uz)

) (ur) + (7 ) (u2),

T p(a-u)

T (a-p(u))

a-(r-p(u))

a- ((r-e)(uw)).

Man beachte, dass zum Nachweis der Vertraglichkeit von r - ¢ mit der Skalarmul-
tiplikation die Kommutativitdt des Ringes R benotigt wird. Die Modulaxiome fiir
Homp(M, N) lassen sich nun leicht punktweise nachpriifen. (]

(P +9)(r-w)

(r- ) (u1 + uz)

([l
3 030

(r-e)(a-w)






ALGEBRA 119

Aufgaben zu Abschnitt 5.1.

Aufgabe 5.1.24. In Konstruktion 5.1.5 wurde auf jeder additiven abelschen Gruppe G
eine Skalarmultiplikation Z X G — G definiert durch

g+...+g falls n > 0,
—_——

n-mal
n-g = ng = 0 falls n =0,
—g—...—g fallsn<0.
—_————
|n|-mal

Zeige, dass G dadurch zu einem Z-Modul wird, d.h., verifiziere die Modulaxiome explizit.

Aufgabe 5.1.25. Es seien R ein K1-Ring und ¢: M — N ein Homomorphismus von
R-Moduln. Beweise die Aussagen aus Bemerkung 5.1.17:

(i) Fiir jeden Untermodul M’ <gr M ist das Bild ¢(M’) ein Untermodul von N;

insbesondere ist Bild(y) ein Untermodul von N.

(ii) Fiir jeden Untermodul N’ <p N ist das Urbild ¢~'(N’) ein Untermodul von
M; insbesondere ist Kern(y) ein Untermodul von M.

(iii) Der Homomorphismus ¢: M — N ist genau dann injektiv, wenn Kern(y) = {0}
gilt.

(iv) Der Homomorphismus ¢: M — N ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es
einen Homomorphismus ¥: N — M gibt mit

Yoy = idwm, po1 = idn.
Aufgabe 5.1.26. Es seien v; := (2,1) und vs := (1,2) und N := Lin(v,v2) <z Z*
Zeige: Bs gilt Z° /N = 7,/37Z.
Aufgabe 5.1.27. Es sei M ein Z-Modul, sodass M = Z - u fiir ein u € M gilt. Zeige:
(i) Es gilt M 2 Z/nZ mit einem eindeutig bestimmten n € Z>o. Hinweis: Konstru-
iere einen surjektiven Homomorphismus Z — M mit 1 +— wu.

(ii) Ist n wie in (i) und gilt n = p7* - - - p{” mit paarweise verschiedenen Primzahlen
P1,...,Pr € Z>2, so hat man einen Z-Modulisomorphismus

M =~ Z/p7'Z&...0ZL/p." L.
Aufgabe 5.1.28. Es sei M ein Z-Modul. Zeige: Ist p := |M]| eine Primzahl, so gilt
M = Z/pL.

Aufgabe 5.1.29 (Isomorphiesitze fiir Moduln). Es seien R ein K1-Ring und M ein
R-Modul. Zeige:

(i) Fir je zwei Untermoduln L <rg M und N <gr M hat man einen kanonischen
Isomorphismus
N/(NNL) - (N+L)/L, v+ (NNL) — v+ L.

(ii) Fiir jede Schachtelung L <g N <r M von Untermoduln hat man einen kanoni-
schen Isomorphismus

M/L/N/L — MJ/N,  (u+L)+(N/L) = u+N.
Aufgabe 5.1.30. Es seien p,q € Z>o Primzahlen. Zeige: Fiir den Modul der Homomor-
phismen zwischen den Z-Moduln Z/pZ und Z/qZ gilt

Z/pZ falls p = q,
Hom(Z/pZ,Z/qZ) = {{({f fallsi;é?p
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5.2. Freie Moduln.
Definition 5.2.1. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul.

(i) Eine Familie F = (u;);er in M heifit Erzeugendensystem fiir M, falls jedes
u € M eine R-Linearkombination {iber F ist.

(ii) Eine Familie F = (u;);er in M heifit linear unabhingig, falls fiir jede R-
Linearkombination Y r;u; iiber F gilt

S riui = 0y = 1, = Opfiralleiel.

(iii) Der R-Modul M heiit endlich erzeugt, falls er ein endliches Erzeugenden-
system besitzt.

(iv) Der R-Modul M heiit frei, falls M = {0y} gilt oder M eine Basis, d.h.,
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, besitzt.

Beispiel 5.2.2. Es seien R ein K1-Ring und I # 0 eine Menge. Dann ist der
R-Modul R" := @, R frei; er besitzt eine kanonische Basis (e;)ier, wobei

. 1rp falls j =1,
ci = Oy)jer mit 0y 1= { Op falls j # i.

Beispiel 5.2.3. In Z? betrachten wir die Elemente v; := (2,1) und vy := (1,2).
Dann ist F := (v1,v2) linear unabhiingig aber nicht erzeugend; beispielsweise kann
man (1,0) nicht als Z-Linearkombination iiber F darstellen.

Satz 5.2.4. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul mit Basis B = (u;)icr-
Dann besitzt jedes u € M eine eindeutige Darstellung

(5.1) u = Zri -u;  mitr; € R.
il

Beweis. Da B ein Erzeugendensystem fiir M ist, besitzt jedes u € M eine Darstel-
lung (5.1).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien zwei Darstellungen u = Zie ;7 - ug und
u =) ;c; 5 -u; gegeben. Dann erhalten wir

Oy = u—u
= E T - U; — E S; - Uq
iel i€l
= E (ri — si) - uy.
el

Da B linear unabhéngig ist, muss r; = s; fiir jedes ¢ € I gelten. Folglich stimmen
die Darstellungen von wu iiberein. O

Definition 5.2.5. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul mit Basis B =
(u;)ier. Fiir jedes u € M nennt man die Darstellung

u = E T - Ug
el

die Entwicklung von u nach der Basis B, und man nennt z5(u) := (r;);er € R! den
Koordinatenvektor von u beziiglich B.
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Satz 5.2.6. Es seien R ein K1-Ring und M ein freier R-Modul mit einer Basis
B = (u;)icr. Weiter seien und N ein R-Modul und (v;);cr eine Familie in N.

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Homomomorphismus ¢: M — N mit
o(u;) = v; fiir alle i € I, ndmlich

o(Srn) = S

il icl
(ii) Der Homomorphismus ¢: M — N aus (ii) ist genauw dann ein Isomorphis-
mus, wenn (v;)ier eine Basis fir N ist.

Beweis. Zu (i). Wegen der Eindeutigkeit des Koordinatenvektors ist Abbildung
¢: M — N wohldefiniert. Weiter haben wir ¢(u;) = v;.

Zum Nachweis der Linearitéit seien u, v’ € M und a,a’ € K gegeben. Wir betrachten

die Entwicklungen
u = Zri-ui, u = Zr;ul
il i€l
beziiglich der Basis B = (u;);er von M. Gemifl unserer Definition von ¢ erhalten
wir dann

n
ola-u+a -u) 7 (Z(ari +a'r) - uz>
i=1

n
= > (ari+dr) v

i=1

n n
= Z(ari) v+ Z(a’rz’.) vy

i=1

i=1

n n
/ /
a-g ri-vi—l—a-g TV
i=1 i=1

= a-p(v) + a - p@").
Es bleibt zu zeigen, dass ¢ durch die Vorgabe der Werte v; auf den u; eindeutig
bestimmt ist. Ist ¢': M — N eine weitere lineare Abbildung mit ¢'(u;) = v;, so
erhalten wir fiir jedes u = > r; - u;:

¢'(u) = ¢ (Zh Uz) = ZH'SD/(%’) = ZTHP(W) = @(ZH 'Ui) = ¢(u).

Zu (ii). Es sei zunéchst ¢: M — N ein Isomorphismus. Wir zeigen, dass C := (v;);er
ein Erzeugendensystem fiir N ist. Dazu sei v € N gegeben. Da ¢ surjektiv ist, gibt
es ein u € M mit p(u) =v. Ist u=>_r; - u; die Etwicklung von u beziiglich B, so
erhalten wir

v = pu) = @(Zﬁ%) = Zri-vi € Lin(C)

icl i€l
Zum Nachweis der linearen Unabhiingigkeit von C sei eine Linearkombination > r; -
v; = On gegeben. Dann erhalten wir

O = ¢ (0n) = ¢! (Zﬁ : Ui) = ZTZ' " Ui,
icl iel
wobei p~1: N — M den Umkehrhomomorphismus bezeichnet. Da (u;);c; linear
unabhéngig ist, ergibt sich r; = O fiir alle 7 € I.
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Es sei nun (v;);es eine Basis fiir N. Dann erhiilt man nach (i) einen Homomorphis-

mus ¢: N — M mit ¢(v;) = u; fiir alle ¢ € I. Man priift leicht nach, dass 1 eine
Umkehrabbildung zu ¢: Es gilt stets

@o¢<zri.vi> _ w(zm.m) = Yhew

icl il iel
1/1090(2 Tzuz> =¢<§ Ti'%’) = Y ri-u
icl i€l iel

O

Folgerung 5.2.7. Es seien R ein K1-Ring und M eine freier R-Modul mit Basis
B = (u;)icr. Dann hat man einen Isomorphismus

op: M — RI, u — zgu).

Folgerung 5.2.8. Ein freier R-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn er
eine endliche Basis besitzt.

Beweis. Besitzt M eine endliche Basis, so ist M auch endlich erzeugt. Es sei nun
M endlich erzeugt. Als freier Modul besitzt M dann eine Basis B = (u;)ier. Nach
Folgerung 5.2.7 ist M isomorph zu R’; insbesondere ist letzterer Modul ebenfalls
endlich erzeugt. Das geht nur, wenn I endlich ist. (]

Definition 5.2.9. Es seien R ein Integritatsring und M ein R-Modul. Der Rang
rgr(M) von M ist das Supremum iiber alle Lingen |I| linear unabhéngiger Familien
(’ui)ie] in M.

Beispiel 5.2.10. Es sei K ein Korper. Der Rang rgg (V) eines K-Vektorraumes V'

ist seine Dimension dimg (V).

Beispiel 5.2.11. Es sei n € Z>;1. Dann gilt rg;(Z/nZ) = 0. Noch schlimmer: Fiir
jede beliebige Familie n; € Z>1, 7 € I gilt

rgy; (@Z/niZ> = 0,

iel
denn man hat n; -v = 0 fiir jedes v € Z/n;Z und folglich gibt es fiir jede Familie in
@ Z/n;Z nichttriviale annullierende Linearkombinationen.
Satz 5.2.12. Es seien R ein Integrititsring und M, N zwei R-Moduln. Dann gilt

rgp(M ® N) = 1gp(M)+rgr(N).

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Abschétzung “>”. Dazu seien (u;);er und (vj)jes
linear unabhéngige Familien in M bzw. N. Dann ist auch die Familie
u, kel

w mit wg =
(Wi)kerug k {'Uk ke J

linear unabhéngig und sie besitzt die Léinge |I|+ |J| Elemente. Folglich ist der Rang
von M @ N mindestens die Summe rgn (M) + rggp(N).

Nun zur Abschétzung “<”. Es ist nur etwas zu zeigen, wenn m := rgp(M) und
n :=rgp(N) endlich sind. Wir haben dann zu zeigen, dass jede Familie der Form
¢ = ((ulv Ul)v ) (uernv Uern)v (um+n+17 UernJrl)) :

linear abhingig ist. Dabei diirfen wir annehmen, dass (u1,...,uq) eine maximale
linear unabhiingige Teilfamilie von (u1, ..., Umtn+1) ist, wobei d < m gilt.
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In einem ersten Schritt wéhlen wir fiir jedes 7 = d+1, ..., m+n+1 eine nichttriviale
Linearkombination
d
Zrijui + rju; = 0.
i=1
Wegen der linearen Unabhiingigkeit von (u1,...,uq) muss dabei r; # 0 gelten. Wir
definieren
Lj = (T‘lj,...,de,o,...,O,Tj,o,...,O).
In einem zweiten Schritt betrachten wir fiir j =d +1,...,m + n + 1 die folgenden
Elemente in dem Modul N:
d
’U;- = Z TijV; + TrjvUj.
i=1
Dies sind mindestens n + 1 Elemente. Wegen rgp(N) = n ist (v, 1.,V ni1)

linear abhéngig. Es gibt es also eine nichttriviale Linearkombination

/ /
bd+1’l}d+1 + ...+ bm+n+1vm+n+1 = 0.

Da R ein Integritatsring ist, besitzt L := bg+1Ld11+ - .. + bmtnt1Lmynt1 mindes-
tens eine nichtriviale Komponente b;r;. Nach Konstruktion leisten die Komponen-
ten von Iy, ..., lynynt1 von L jedoch

ll(uh Ul) +...+ lm+n+1(um+n+17 UernJrl) = 0.
Il

Satz 5.2.13. FEs seien R ein Integritditsring und M ein R-Modul. Besitzt M eine
Basis (u1,...,up), so gilt rgp(M) = m.

Beweis. Wir fithren den Beweis der Aussage mittels Induktion iiber die Linge m
der Basis (u,...,un).

Im Fall n = 1 haben wir M = Ruy und rgp(M) > 1. Wir miissen rgp(M) > 1
ausschlieflen. In diesem Fall hitte man eine linear unabhingige Familie (u,u’) in
M. Mit geeigneten a,a’ € R\ {0} gilt u = au; und v’ = a’u;. Das fithrt zu einem
Widerspruch, denn man erhélt eine nichttriviale Linearkombination

adu + (—a)u’ = 0.
Der Induktionsschritt ist einfach. Offensichtlich haben wir eine direkte Summen-
zerlegung
M = Lin(u;) @ Lin(ug,..., uny).

Nach Induktionsvoraussetzung besitzen die Moduln auf der rechten Seite die Rénge
1 bzw. m — 1. Mit Satz 5.2.12 folgt rgz (M) = m. d
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Aufgaben zu Abschnitt 5.2.

Aufgabe 5.2.14. Es sei R ein Kl1-Ring. Zeige: Zu jedem R-Modul M gibt es einen
Epimorphismus F' — M mit einem freien R-Modul F. Hinweis: Betrachte F' := &um R.

Aufgabe 5.2.15. Es seien ai,...,an € Z, und es sei v := (ai,...,an). Beweise die
Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Es gibt eine Basis (v, va,...,v,) fir Z™.
(ii) Die Zahlen aq,...,an sind teilerfremd.

Aufgabe 5.2.16. Es seien R ein K1-Ring und M ein freier R-Modul mit einer endlichen
Basis (u1, ..., un). Dann ist auch der duale Modul M™ = Hompg (M, R) frei, und man hat
eine duale Basis (uf,...,u;) fir M* mit

« . 1 falls i =j,
ui(ug) = { 0 falls i # j.
Aufgabe 5.2.17. Es sei R ein K1-Ring, und es seien M, N freie R-Moduln mit Basen
(u1,...,um) bzw. (vi,...,vn). Zeige: Man hat zueinander inverse Bijektionen

Homgr(M,N) <— Mat(n,m;R)
e = (v (e(uy))ig
|:U,j — Z aijvi:| < (aij)i,j
Dabei entspricht die Hintereinanderausfithrung der Matrizenmultiplikation; insbesondere

entsprechen fiir n = m die Isomorphismen den invertierbaren Matrizen.

Aufgabe 5.2.18. Der freie Z-Modul Z? besitzt den Rang 2. Zeige: Der durch v1 = (2,1)
und vy = (1, 2) erzeugte Untermodul M <y 72 ist ebenfalls frei und vom Rang 2. Beachte,
dass M # Z? gilt.
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5.3. Torsion und Linge.

Beispiel 5.3.1. Fiir n € Z>2 betrachten wir den Z-Modul Z/nZ. Fiir jedes Element
@ = a + nZ hat man
n-a = (na)-1 = (an)-1 = a-n = 0.

Insbesondere ist die Familie (@) linear abhéngig. Somit kann Z/nZ kein freier Z-
Modul sein.

Definition 5.3.2. Es seien R ein Integritétsringring und M ein R-Modul.

(i) Man nennt u € M ein Torsionselement, falls r-u = 0 mit einem 0 4 r € R
gilt. Die Menge aller Torsionselemente in M bezeichnen wir mit 7'(M).

(ii) Man nennt M einen Torsionsmodul, falls M = T(M) gilt, und man nennt
M torsionsfrei, falls T(M) = {0} gilt.

Beispiel 5.3.3. Es seien R ein Integritidtsring und 0 # a € R. Dann ist R/(a) ein
Torsionsmodul iiber R.

Satz 5.3.4. Es seien R ein Integrititsring und M ein R-Modul.

(i) Die Menge T(M) C M der Torsionselemente ist ein Untermodul von M.
(ii) Ist M frei, so ist M torsionsfrei.
(iii) Ist M torsionsfrei, so ist auch jeder Untermodul N <p M torsionsfrei.

Beweis. Zu (i). Es gilt stets 0y € T(M). Sind u,u’ € T (M) gegeben, so gibt es
Or #r,r € Rmitr-u =0y =1 -v. Da R ein Integrititsring ist, gilt rr’ # Og.
Weiter haben wir

/

(rr'y-(u+u) =7 - (r-u)y+r-(-u) = 0y
Das bedeutet u+u' € T(M). Sind u € M und s € R gegeben, so withlen wir wieder
Or # r € R mit r - u = 0yp7. Dann ergibt sich s - u € T (M) mit
r-(s-u) = s-(r-u) = 0.

Zu (ii). Wir zeigen, dass T (M) = {0p} gilt. Dazu sei (u;);er eine Basis fiir M. Ist
u € T(M), gegeben, so besitzt u eine Entwicklung > r; - w;. Man hat
Op = 1 Zri cu; = Z(rri) Uy
iel iel
Die lineare Unabhéngigkeit von (u;);er liefert rr; = Og fiir alle ¢ € I. Da R Inte-

gritdtsring ist, erhalten wir r; = Op fiir alle 4 € I. Das bedeutet u = 0. [

Definition 5.3.5. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Die Léinge lg(M)
von M ist das Supremum iiber alle Lingen r von Untermodulketten der Form
{0} € My € My € ... C M, = M, M; <r M.
Bemerkung 5.3.6. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Dann gilt:
Ir(M) = 0 <+<—= M = {0}.

Beispiel 5.3.7. (i) Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann

gilt Ix (V) = dim(V).

(ii) Es gilt Iz(Z) = oo, denn mit jedem a € Z>o kann man beliebig lange
Untermodulketten konstruieren:

{0} € (@") € (") € ... € (o) C Z

(iii) Fiir jede Primzahl p € Z hat man Iz(Z/pZ) = 1, da {0} und Z/pZ die
einzigen Untermoduln von Z/pZ sind.
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Satz 5.3.8. Es sei R ein KI1-Ring, und es seien M, N zwei R-Moduln. Dann gilt
ZR(M ©® N) = lR(M) +ZR(N)

Beweis. Wir verifizieren zunéchst die Abschitzung “>”. Dazu betrachten wir zwei
aufsteigende Untermodulketten

{0y ¢ My € ... C M, = M, {0} € Ny € ... C Ny = N.
Daraus gewinnt man eine echt aufsteigende Kette der Liange r + s in der direkten
Summe M & N, ndmlich
{0} € My®{0} € ... € M,®{0} C M,®N, € ... C M,®N;, = M@®N.

Beim Nachweis der Abschiitzung “<” arbeiten wir mit den kanonischen Homomor-
phismen

1M —M®N, u— (u,0), m: M®N — N, (u,v) —v.
Man hat also «(M) = Kern(n). Es sei {0} C Uy € ... C U, = M @ N eine
aufsteigende Kette von Untermoduln. Wir zeigen, dass dann fiir jedes j gilt:

(*) U G N Ujs)  oder  w(Uy) & w(Ujgr)

=

Nehmen wir an, es wire fiir ein j in beiden Féllen Gleichheit gegeben. Wir fiithren
dies zum Widerspruch, indem wir zeigen, dass dann U;41 € U; und somit U; = Uj11
gelten miisste.

Dazu sei (u,v) € Ujy1 gegeben. Wegen 7(U;) = m(Uj41) gibt es dann ein Element
(v',v) € Uj. Offensichtlich gilt

(u—2u',0) = (u,v) — (u,v) € Ujti.
Folglich hat man v —u’ € v (U;4+1) =+~ 1(U;). Das impliziert (u—u',0) € Uj, und
wir erhalten

(w,v) = (u',v)+ (u—1u',0) € Uj.

Damit haben wir (x) verifiziert. Folglich kann man aus den Untermoduln +=*(U;) C
M und 7(U;) C N echt aufsteigende Ketten in M bzw. N bilden, sodass die Summe

der Kettenlingen mindestens r betragt. (I
Satz 5.3.9. Es sei R ein Hauptidealring, und es seien q1, ..., q, € R Primelemente.
Dann gilt

IR(R{qi---an)) = n.

Lemma 5.3.10. Es seien R ein Hauptidealring und a € R von der Form a =
epyt .. phr, wobei ¢ € R* gelte und die p; paarweise nichtassoziierte Primelemente
seten. Dann erhdlt man einen Isomorphismus von R-Moduln

R/f(a) = R/(p7") x ... x R/(py").

Beweis. Nach Satz 4.3.15 hat man sogar einen Isomorphismus der entsprechenden
Faktorringe. Das liefert insbesondere den gewiinschten Isomorphismus der Rest-
klassenmoduln. O

Beweis von Satz 5.3.9. Wir behandeln zunéchst den Fall ¢; = ... = ¢, =: ¢. Wir
arbeiten mit dem surjektiven Homomorphismus 7: R — R/{q").

Die Ungleichung I[g(R/{¢™)) > n ist leicht einzusehen: Man hat eine echt aufstei-
gende Kette der Liange n von Idealen in R, ndmlich

{0} € (") < ... ¢ (e C (1r) =R
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Die Inklusionen sind jeweils echt, da wir sonst ¢**! | ¢* fiir ein 4 hétten. Als Ideale
in R sind die {¢*) auch Untermoduln von R.

Die Bilder 7({¢%)) der Untermoduln (¢') <g R liefern eine aufsteigende Untermo-
dulkette in R/{q"):

{0} € 7¢"™") S .- € 7(@) € 7({lr) = R/(g").
Diese Kette ist tatsiichlich echt aufsteigend, denn sonst hiitte man 7({¢* + 1)) =
7({q")) fiir ein i, was sofort zu einem Widerspruch fiihrt:

¢ € 7 (x((d) = (T + (") = (@).

Zum Nachweis der Ungleichung Ir(R/{(¢™)) < n betrachten wir eine aufsteigende
Kette

0} € My C ... C M, =R/
von Untermoduln in R/(g") Die Urbilder 7=!(M;) sind Ideale in dem Ring R, und
sie bilden eine echt aufsteigende Kette

{0} € (¢") ¢ o '(My) © 7 (Ma) © ... & 7 H(M,) =R

=

Da R Hauptidealring ist, wird jedes Ideal 7=1(M;) von einem Element s; € R
erzeugt, und wir erhalten s;|¢", d.h., es gilt s; = ¢;¢™ mit ¢; € R*. Da die Kette
echt aufsteigt, mussn > n; > ... > n; = 0 gelten. Folglich kann die Kette hochstens
die Lange n besitzen.

Fiir den allgemeinen Fall schreiben wir ¢; - - - ¢, = ¢p7* - - - p¥ mit paarweise nichtas-
soziierten Primelementen ¢;. Lemma 5.3.10 liefert einen Isomorphismus von R-
Moduln

R/{(cp* - py) = EBR/@?%

Die gewiinschte Aussage iiber die Léngen ergibt sich dann aus dem bereits behan-
delten Fall und Satz 5.3.8: Es gilt

Ir (R/(cpy---py)) = Ir(R/(pT)@®...® R/(ph))
= Ig(R/(P7") + ...+ (R/(py")
= +...+vy

O
Satz 5.3.11. Es seien R ein Hauptidealring und ay,...,an,b1,...,b, € R Nicht-
einheiten mit a;41la; firi=1,...,n—1 bzw. bj+1|b; firj=1,...,m—1. Gilt

n

@R/(c@ = @R/<bj>

als Isomorphie von R-Moduln, so hat man bereits m = n, und es gilt b; = c;a; mit
Finheiten ¢; € R.

Beweis. Wir zeigen zunéchst (a;) = (b;) fir ¢ < min(m,n). Nehmen wir einmal an

es existierten k < min(m, n) mit (ax) # (bx). Dann wéhlen wir & minimal mit dieser
Eigenschaft. Fiir [ > 0 hat man ag;|ak, somit apR C {(a4;), und wir erhalten

n k-1
M = ak'@R/<ai> = @%'(R/<ai>)-
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Andererseits erhalten wir mit {(a;) = (b;) fiir: = 1,..., k—1 die folgende Darstellung
fiir den R-Modul M":

m k—1 m
M' = - R/ = Par- (R/(a) & Par- (R/b)).
j=1 i=1 j=k
Verwendet man nun die Additivitéit 5.3.8 der Lange g (M'), so ergibt ein Vergleich
dieser beiden Darstellungen

lr | @ar-(R/B))] = o0
=k

Folglich muss der Modul auf der linken Seite trivial sein. Insbesondere erhalten wir
arR C (by). Analog sieht man by R C (ay). Das ergibt (ax) = (bi); Widerspruch zu
unserer Annahme. Bis min(n, m) muss also (a;) = (b;) gelten.
Wir nehmen nun an, dass m und n voneinander verschieden sind, etwa m < n.
Nach Voraussetzung und wegen (b;) = (a;) fir 1 < j < m gilt

Dr/)e D R/a) = DR/ = DR/w).

i=1 i=m+1 j=1 j=1
Wiederum kann man mit Satz 5.3.8 eine Langenberechnung durchfiihren, und erhélt
R/{a,) = {0}; Widerspruch zu a,, ¢ R*. O
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Aufgaben zu Abschnitt 5.3.

Aufgabe 5.3.12. Als abelsche Gruppe ist (Q,+) ist ein Z-Modul. Zeige: (Q, +) ist tor-
sionsfrei, aber nicht frei.

Aufgabe 5.3.13. Berechne die Linge des Z-Moduls Z/36Z. Gib eine Kette maximaler
Lénge in Z/36Z an.
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5.4. Der Elementarteilersatz.

Satz 5.4.1 (Elementarteilersatz). Es seien R ein Hauptidealring, F ein freier R-
Modul von endlichem Rang und M <gr F ein Untermodul. Dann gibt es eine Basis
(v1,...,0,) von F und Elemente ay,...,am € R, sodass

(i) (a1v1,...,amvy) eine Basis fir M ist,
(ii) ailai+1 firl <i<m—1 gilt.

Die Elemente ay,...,an € R (auch die Elementarteiler von M genannt) sind durch
diese Eigenschaften bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt. Weiter gilt

M := Lin(vi,...,vm) = {v€F; rve M firein0#r e R},
M/M = P R/(a).
i=1

Bemerkung 5.4.2. Es seien R ein K1-Ring, I’ ein freier R-Modul und F* der
zugehorige duale R-Modul. Dann definiert jedes v € F' ein Ideal

a, = {u(v); ue F*} <p R.

Bewets. Wir miissen zeigen, dass a, tatséchlich ein Ideal in R ist. Dies ergibt sich
jedoch sofort mit

u() + ' (v) = (u+u)(v),  a(uv) = (au)(v).
O

Definition 5.4.3. Es seien R ein Hauptidealring und F' ein freier R-Modul. Ein
Inhalt eines Elementes v € F' ist ein Erzeuger des Ideals

a, = {u(v); ue F*} <p R.

Die Menge aller Inhalte von v € F bezeichnen wir mit cont(v). Wir nennen v € F
primitiv, falls cont(v) = R* gilt.

Bemerkung 5.4.4. Es seien R ein Hauptidealring, F' ein freier R-Modul und
veF.

(i) Zu jedem ¢ € cont(v) gibt es ein u € F* mit u(v) = c.

(ii) Fiir jedes ¢ € cont(v) und jedes u € F* gilt c|u(v).
(iii) Je zwei Elemente ¢, ¢’ € cont(v) sind assoziiert zueinander.
(iv) Fiir jedes a € R gilt cont(av) = a cont(v).

Lemma 5.4.5. FEs seien R ein Hauptidealring, F' ein freier R-Modul und M <gr F
ein Untermodul. Dann gibt es ein Element vy € M minimalen Inhalts, d.h., jedes
co € cont(vg) teilt jedes ¢ € cont(v) fiir beliebiges v € M.

Beweis. Wir betrachten die Menge der Ideale (cont(v)) <p R, wobei v € M. Da R
als Hauptidealring noethersch ist, gibt es ein maximales Element (cont(vg)) unter
diesen Idealen. Wir zeigen, dass vg € M die gewiinschte Eigenschaft besitzt.

Nach Bemerkung 5.4.4 (i) gibt es eine Linearform wy € F* mit ug(vg) € cont(vp).
Wiederum nach Bemerkung 5.4.4 (i) geniigt es zu zeigen, dass ug(vg) jedes u(v)
teilt, wobei v € M und v € F*.

In einem ersten Schritt zeigen wir, dass wg(vg)|ug(v) fiir jedes v € M gilt. Zum
Nachweis dieser Aussage, sei v € M gegeben. Wir wihlen dann a,b € R mit

d := aug(vg) + bup(v) € gegT(ug(vo),uo(v)).
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Nach 5.4.4 (ii) ist jedes ¢ € cont(avy+bv) ein Teiler von d = ug(av +bv) und somit
auch von ug(vg). Wir haben also

(cont(vg)) C {cont(avy +bv)) > d.

Nach Wahl von vy muss Gleichheit gelten. Das bedeutet d € (cont(vg)). Wir erhalten
also ug(vg)|d und somit ug(vo)|uo(v).

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass wuo(vo)|u(v) fir jede Linearform v € F* gilt.
Wir betrachten dazu
Vo= v — uO(v) o, - o U(UO) 0
UO(’U()) UO(’U())
Nach Schritt 1 ist v" wohldefiniert, und v’ existiert wegen 5.4.4 (ii). Eine leichte
Rechnung ergibt

up(v') = 0, u'(vg) = 0.
Wendet man die zweite Identitit und nochmals Schritt 1 an, so erhélt man
() = () = ulv) - u(vo)u v) = u(v) — u(vo) uo(v)u V).
() = () = u(e) = o) = ue) — S ()

Insbesondere geniigt es zu zeigen, dass wug(vg) Teiler von u'(v') ist. Dazu seien
a',b' € R mit

d = dup(vg) +b'u (v') € ggT(uo(vo),u (v')).
Unter Verwendung von ug(v') = 0 und ' (vg) = 0 erhalten wir
d = duo(vy) + ' (V') = (uo+u')(a'vo + b'v').

Nach 5.4.4 (ii) ist jedes ¢’ € cont(a’vg + b'v’) ein Teiler von d’ und somit auch von
ug(vg). Es folgt

(uo(vg)) = {cont(vg)) C ({cont(a'vy+bv")) > d'.

Nach Wahl von vy gilt Gleichheit der Ideale. Das impliziert ug(vg)|d’ und somit
uo(vo)|u’ (v'). O

Lemma 5.4.6. Es seien R ein Hauptidealring, F' ein freier R-Modul von endlichem
Rang. Dann gibt es zu jedem v € F ein primitives v’ € F mit v € cont(v) - v'.

Beweis. Es sei (v1,...,v,) eine Basis fir F. Entwickeln von v nach dieser Basis
liefert eine Darstellung

v = a1v1 + ...+ apvn, ai,...,an € R.
Da R ein Hauptidealring ist, gibt es einen groften gemeinsamen Teiler d fiir aq, . . ., an.
Wir setzen
ro_ ’ ;o G4
Vo= a1+ ...+ a, Uy, a; = R
Dann sind die Elemente af, .. ., a, teilerfremd und somit erhalten wir eine Darstel-
lung

1 = bla’1+...+bna;, bl,...,bn € R.

Bezeichnet nun (v],...,v}) die zu (vy,...,v,) duale Basis von F* = Hom(F, R),
so erhalten wir mit u' := byvf + ... + byup*:

u'(v') = Zbiv;‘(a;vj) = Zbia’i = 1L
i j
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Lemma 5.4.7. Es seien R ein Hauptidealring, F ein freier R-Modul und {0} #
M <g F ein Untermodul. Sind ein Element mq € M minimalen Inhalts und ein
primitives Element v1 € F mit my € cont(mq)vy gegeben, so gibt es einen Unter-
modul F' <r F und direkte Summenzerleqgungen

F = Rv; & F, M = Rm; & (F'nM).

Beweis. Wir wihlen eine Linearform w; € F* mit uj(vy) € cont(v;) = R* und
arbeiten mit deren Kern
F' := Kern(u;) <gr F.

Wir zeigen zunichst F = Rv; @ F'. Da uj(v1) # 0 gilt und R ein Integritétsring
ist, erhalten wir
RuyNF' = {rv;; r € R, rui(v1) =0} = {0}

Wir miissen also nur noch F' = Rv; + F’ nachweisen. Wegen wu;(v1) € R* haben
wir fiir jedes v € I eine wohldefinierte Zerlegung;:

up (v up (v
Vo= 1()vl+<v 1()01).
ul(vl) ul(vl)
—— —— —
€Rvy EF’

Wir kommen zur Isomorphie M = Rmy & (F' N M). Zunéchst erhalten wir mit
obiger Uberlegung

RmiN(F'NM) C RuunF' = {0}

Fiir den Nachweis von M = Rmy + (F' N M) verwenden wir, dass m; minimalen
Inhalt besitzt: Fiir jedes m € M erhélt man damit eine wohldefinierte Zerlegung

m = t(m) my + (m— i (m) ml).
uy(my) u1(ma)
€Rm, EF'NM

O

Satz 5.4.8. Es seien R ein Hauptidealring und F ein R-Modul von endlichem
Rang. Ist F' frei, so ist auch jeder Untermodul M <g F frei.

Beweis. Zunichst vermerken wir, dass offensichtlich rgp (M) < rgr(F) gilt. Insbe-
sondere haben wir s := rgr(M) < oo, und wir kénnen den Satz mittels Induktion
iiber s beweisen.

Zu s = 0. In diesem Fall ist M ein Torsionsmodul. Andererseits ist F' frei und somit
torsionsfrei. Folglich ist M <p F' ebenfalls torsionsfrei. Das bedeutet M = {0}. Der
triviale Modul ist nach Definition frei.

Fiir den Induktionsschritt verwenden wir Lemma 5.4.5 bis 5.4.7 und erhalten ein
Element minimalen Inhalts 0 # m; € M, einen Untermodul F/ <g F und eine
Zerlegung

M = Rmy & (F'nM).

Beide Summanden sind torsionsfrei. Fiir Rm; bedeutet dies, dass {m;} eine Basis
ist. Folglich ist Rm; frei und vom Rang eins. Satz 5.2.12 liefert daher rgp(F'NM) =
s — 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist also auch F' N M frei. Als direkte Summe
zweier freier Moduln ist M wieder frei. O
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Beweis des Elementarteilersatzes 5.4.1. Man beachte, dass rgr(M) < oo gilt. Wir
kénnen also Induktion iiber rgy (M) verwenden. Im Falle rg(M) = 0 gilt M = {0},
und es ist nichts zu zeigen.

Gilt rgr(M) > 0, so wenden wir Lemma 5.4.5 bis 5.4.7 an und erhalten Elemente
m1 € M und v, € F sowie einen Untermodul F’ <p M und direkte Summenzerle-
gungen

F = Ry, @F/, M:le@(F/ﬁM).

Der Modul F’ <p F besitzt endlichen Rang und ist nach Satz 5.4.8 frei. Weiter be-
sitzt Rmq nach Satz 5.2.13 den Rang 1. Folglich besitzt F'NM nach Satz 5.2.12 den
Rang rgp (M) —1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Basis (va, ..., vp)
von F’ und Elemente as, ..., a,, € R mit

(i) (agva,...,amvy) ist eine Basis fiir F' N M,
(ii) ailaipq fir 2 <i<m-—1.
Wir wihlen a; € cont(m;) mit m; = ajv;. Dann ist nur noch a4 |as nachzuweisen.
Dies ergibt sich wie folgt. Da ve € F' als Basiselement primitiv ist, gilt
as € agcont(ve) = cont(agvs).

Da m; € M minimalen Inhalt besitzt, ist a; € cont(m;) ein Teiler von as €
cont(avs).

Wir verifizieren die Zusatzaussagen iiber den Untermodul M = Lin(vi, ..., vm),
némlich
M = {veF; rveM firein 0 # r € R}, M/M%J@R/Qm.
i=1

Die erste ist offensichtlich, und fiir die zweiten wende man den Homomorphiesatz
an auf den Epimorphismus

M — @R/(ai% Zcivi»—>(cl+<a1>,...,cm—|—(am>).

Wir kommen zur Eindeutigkeitsaussage des Elementarteilersatzes. Nehmen wir an,
es seien zwei Basen vq,...,v, bzw. wi,...,w, mit entsprechenden Elementen
a1y .., G bZw. by, ... by wie in der Aussage gegeben. Mit Satz 5.2.13 erhalten
wir

n = rgp(F) = n/, m = rggp(M) = m'.

Sind ay,...,a; bzw. by, ..., by die jeweiligen Einheiten unter den Elementen a; bzw.
b;, so erhalten wir Isomorphismen

D R/la) = M/M = D R/(b)

i=l+1 j=k+1

Lemma 5.3.11 zeigt dann, dass erstens [ = k gelten muss, und zweitens erhalten
wir a; ~ b; fiiri =1,...,m. ([
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Aufgaben zu Abschnitt 5.4.

Aufgabe 5.4.9. Es seien R ein Hauptidealring, F' ein freier R-Modul mit einer Basis
(v1,...,vn) und

v = aiv1+...+anv, € F
ein beliebiges Element, wobei ai,...,an, € R. Dann ist die Menge aller Inhalte von v
gegeben durch

cont(v) = ggT(a,...,an).

Insbesondere ist v genau dann primitiv, wenn a1, ..., a, teilerfremd sind. Weiter sind die
Elemente einer Basis stets primitiv.

Aufgabe 5.4.10. Bestimme die Elementarteiler des folgenden Untermoduls
M := Lin((2,0,2), (2,-3,8), (0,3,—6)) <gr Z>.

Aufgabe 5.4.11 (Smith-Normalform). Es seien R ein Hauptidealring und A € Mat(n, n; R)
eine (n x n)-Matrix mit Eintrdgen aus R. Beweise folgende Aussagen:

(i) Es gibt iiber R invertierbare Matrizen S,T € Mat(n,n; R) und ai,...,aq € R

mit ailasz,...,a4—1|aq und
r a1 0 e 0 T
0o 0
Gaq
S AT =
0
L 0 0 0 |
(ii) Die Elemente a1, ...,aq aus (i) sind durch ihre Eigenschaften bis auf Assoziiert-

heit eindeutig bestimmt.

Aufgabe 5.4.12. Es seien R ein Hauptidealring, F' ein freier R-Modul endlichen Ranges
und M <g F ein Untermodul. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Der Restklassenmodul F/M ist torsionsfrei.
(ii) Die Elementarteiler von M sind Einheiten.
(iii) Es gibt einen Untermodul M’ <g F mit M N M’ = {0} und F = M + M'.
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5.5. Die Strukturséitze.

Satz 5.5.1. FEs seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann gibt es eine direkte Zerlegung

M 2 F @ T(M)
mit einem endlich erzeugten freien R-Untermodul F' und dem Torsionsmodul T(M) <pg
M. Es gilt weiter

m
T(M) = PR/(a)
i=1
mit nichtverschwindenden Nichteinheiten ay,...,am € R, sodass a;la;+1 gilt; die
ai,-..,am € R sind dabei bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmd.

Lemma 5.5.2. Es seien R ein K1-Ring, M;, 1 € I, R-Moduln und N; <p M;
Untermoduln. Dann gilt

<€BM>/ (eBN) = D/

Bewets. Man hat einen kanonischen surjektiven Homomorphismus von R-Moduln:

s @Mi — (@Mz>/<@f\f1>, (wi)ier = (ui+ Ny)ier

i€l icl icl

mit ker(m) = @@, ; NVi. Der Homomorphiesatz 5.1.21 liefert die Behauptung. O

iel
Beweis von Satz 5.5.1. Es seien u1,...,u, € M Erzeugende fiir M. Dann erhalten
wir einen surjektiven Homomorphismus von R-Moduln:

T — M, (riy...ymn) = 11U+ .o+ TRU,.
Der Homomorphiesatz 5.1.21 liefert M = R™/N mit N := Kern(rw). Nach Satz 5.4.1
gibt es eine Basis (v1,...,v,) fiir R und ai,...,as € R\ {Og} mit a;|a;+1 und

N = R-ai-vi ® ... ® R-as-vs.

Mit Hilfe von Lemma 5.5.2 kénnen wir also den Modul M = R™/N gut beschreiben:
Sind ay,...,a; die Einheiten unter den a;, so erhalten wir

M = R"N
o (R~vl®...®R~vn)/(R~a1~vlEB...EBR~as~vs,R~vS+1@...@R~vn)

S

k
= @R/(ai) o @ R/{a) @ R"*

i=k+1

~ R @ P R/{a)
i=k+1
Dabei ist der erste Summand ein freier R-Modul, und der zweite Summand ist der
Torsionsmodul; er wird durch das Element 0 # ay41 - - - as annulliert.

Die Eindeutigkeitsaussage iiber die Elemente ay1,...,as € R ist eine direkte An-
wendung von Satz 5.3.11. O

Definition 5.5.3. Es seien R ein Hauptidealring, M ein R-Modul und p € R ein
Primelement.

(i) Ein Element v € M heifit p-Torsionselement, falls p™ - v = 0 mit einem
n e ZZO gilt.
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(ii) Der p-Torsionsmodul von M ist die Menge M, C M aller p-Torsions-
elemente von M.

(iii) Falls M = M, gilt, so nennt man den Modul M selbst einen p-Torsions-
modul.

Satz 5.5.4. FEs seien R ein Hauptidealring, P C R ein Primsystem und M ein
endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt es eine Zerleqgung

~ F o PM,
peEP

mit einem endlich erzeugten freien R-Modul F' und den p-Torsionsmoduln M, <gr
M ; nur endlich viele M, sind dabei nichttrivial, und jedes nichttriviale M, ist von
der Form

d(p)

M, = @R/<pup'i>

mit ganzen Zahlen 1 < vp1 < ... < vy g Die Zahlen d(p) und vp 1, ...,V aep)
sind durch den Isomorphietyp von M eindeutig bestimmt.

Beweis. Satz 5.5.1 liefert eine Zerlegung M = F' @ T (M) in einen freien Anteil und
den Torsionsmodul sowie Or # a1, ...,a,m € R\ R* mit a;|a;+1 und

EBR/@O-

Wir miissen den Torsionsmodul T'(M) auf geeignete Weise als direkte Summe seiner
p-Torsionsmoduln darstellen. Dazu betrachten wir die Primfaktorzerlegungen

a = a][po
peEP

mit Einheiten ¢; € R* und Exponenten v(p,i) € Z>¢. Mit der Variante 5.3.10 des
Chinesischen Restsatzes erhalten wir eine Zerlegung von R-Moduln:

(5.2) R/(a:) = €PR/p"PY).

Damit gehen wir in die Zerlegung von T'(M) und fassen fiir jedes p € P alle Terme
der Form R/(p*®") zu einem Summanden zusammen. Das ergibt

Dr/w) = D(Dr/E")

= @ (D)
= M.

Man beachte, dass wegen der Teilbarkeitsrelationen a;|a; 41 stets v(p,i) < v(p,i+1)
gelten muss. Fiir jedes p € P setzen wir

dip) = i vps >0},
und fiir p mit d(p) # 0 definieren wir v, ; := v(p,i + m;), wobei m,, die erste Zahl
mit v(p, 1+ my,) > 0 bezeichne. Dann haben wir

d(p)

D (D r/ )

peP \ i=1
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Zum Beweis der Existenzaussage miissen wir also nur noch zeigen, dass wir den
p-Torsionsmodul M, <g M erhalten als

o d(p)
M, = M) = @R/(p").
i=1

Jedes M, enthilt nur p-Torsionselemente. Ist ein p-Torsionselement v € Mp gege-
ben, so haben wir eine eindeutige Darstellung mit Elementen v, € M, und v, € M:

vo= vp+ Z Vg-
p#qEP
Da v ein p-Torsionselement ist, gibt es ein v € Z>; mit p¥ - vy = 0 fiir alle ¢ € P.

In jedem M, erhalten wir mit geeigneten ry; € R:

d(q) d(q)
0= p”- Vg = p” Z?‘q,i + <qu'i> = Zpqu,i + <qu'i>
=1 =1

Das bedeutet p“rq; € (g"+¢). Falls ¢ # p gilt, muss also ¢"+' stets ein Teiler von
74, sein. Das bedeutet v, = 0 und somit v = v, € M.

Zur Eindeutigkeitsaussage: Es ist klar, dass der Isomorphietyp des p-Torsions-
moduls M, < M durch den von M festgelegt ist. Die Eindeutigkeit der Zahlen
d(p) und v, ; ergibt sich daher mit Lemma 5.3.11. O

Folgerung 5.5.5 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen). Es sei G
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann hat man eine eindeutige Darstellung

d(p)
¢ = z¢ x [[ |I]z/vz
peP |i=1

wobei P C Zso die Menge der Primzahlen bezeichnet, d(p) > 0 fiir héchstens
endlich viele p gilt und fiir diese p stets 1 <wvp1 < ... <y, g4y erfillt ist.

Beweis. Als endlich erzeugte abelsche Gruppe ist G ein endlich erzeugter Z-Modul,
siehe Beispiel 5.1.5. Satz 5.5.4 liefert daher die gewiinschte Zerlegung von G. [

Beispiel 5.5.6. Mit Hilfe der Eindeutigkeitsaussage von Satz 5.5.5 kann man oft
schnell entscheiden, ob zwei gegebene abelsche Gruppen isomorph zueinander sind
oder nicht, etwa

7)27. x TJAZ x LJAZ % 1)27 x LJ27. x T.J2Z x Z./AZ.

Definition 5.5.7. Es seien R ein Hauptidealring, M ein endlich erzeugter R-Modul
und T(M) <p M der zugehérige Torsionsmodul.

(i) Elementarteiler fiir M sind nichttriviale Nichteinheiten as,...,am,m € R
mit a;|a;+1 und

T(M) = EBRNM%

(ii) Primdre Elementarteiler fiir M sind Elemente p;”’ € R, wobei p1,...,p, €
R paarweise nichtassoziierte Primelemente und 1 < v;; < ... < y4q,, mit

o = PPrw)

i=1 \ j=1
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Beispiel 5.5.8. Wir betrachten den Z-Modul M := Z/4Z & Z/6Z und wollen
Elementarteiler sowie priméire Elementarteiler dafiir bestimmen. Mit der Varian-
te 5.3.10 des Chinesischen Restsatzes erhalten wir

M= Z/AZ®L)2L B L)3T = L/27.& LJAZ & 7./3Z

Die letzte Darstellung ist wie in Satz 5.5.4. Folglich sind 2',2% 3! prim#re Ele-
mentarteiler fiir M. Um Elementarteiler zu gewinnen, schreiben wir die priméren
Elementarteiler in ein Schema

p=2: 2, 22,

p=3: 1, 3.
Aufmultiplizieren der Spalten ergibt dann Elementarteiler a; =2 -1 =2 und as =
22.3 =12 fiir M. Um dies zu verifizieren, verwenden wir nochmals Variante 5.3.10
des Chinesischen Restsatzes: Sie liefert

Z2L®Z)127 = 722 S Z/AZDL/3Z = M.

Bemerkung 5.5.9. Es seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter
R-Modul.

(i) Hat man primire Elementarteiler p;*”, wobei 1 < i < r und 1 < vy <
... < g, fiir M vorliegen, so betrachtet man das Schema

1 o 1o pll/ld1
pomi C padm
1 o1 oprer L e

wobei d,,, maximal inter den d;. Aufmultiplizieren der Eintrige aus den
Spalten liefert dann Elementarteiler a, = p:”l cprttt | ete., fiir M.

(ii) Hat man Elementarteiler aq,...,a, fir M vorliegen, so wihlt man ein
Primsystem P C R und betrachtet die Primfaktorzerlegungen

1 Vrdy

Dr

sind dann primére Elementar-

_ Vi1 Vr1l _ Vid
ay = Cl'pl "'prra ey Am = Cm'pl
Vij

Die darin auftretenden Primpotenzen p,
teiler fiir M, wobei die p;”’ = 1 jeweils zu entfernen sind.
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Aufgaben zu Abschnitt 5.5.

Aufgabe 5.5.10. Bestimme Elementarteiler und primére Elementarteiler fiir die folgen-
den Z-Moduln:

7)22. & 1)2Z, L)AL,  L/6Z&L[6L,  L|T2L.

Aufgabe 5.5.11. Bestimme, bis auf Isomorphie, alle abelschen Gruppen der Ordnungen
8, 12, 16, und 18.
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6. GRUNDLAGEN DER KORPERTHEORIE

6.1. Grundbegriffe.

Erinnerung 6.1.1. Ein Kdérper ist ein K1-Ring K mit 1x # Ok, sodass jedes
Element aus K\ {Ok} eine Einheit ist. Einige Beispiele:

die Korper Q, R, C der rationalen, reellen, bzw. komplexen Zahlen,
die Korper F), := Z/pZ, wobei p € Z>5 eine Primzahl ist,

der Quotientenkdrper Q(R) eines beliebigen Integritétsringes R,
der Korper der rationalen Funktionen iiber einem Koérper K:

K(Ty,...,T,) = Q(K[T1,...,T.)).

Ein Homomorphismus von Koérpern . — K ist ein Homomorphismus der K1-
Ringe L und K. Die komplexe Konjugation

C — C, z=x+1ly — z=a—1y

ist ein Beispiel fiir einen Kérperhomomorphismus. Kérperhomomorphismen sind
stets injektiv.

Definition 6.1.2. Es sei R ein K1-Ring. Fiir k € Z~( setze k-1 := Zle 1r. Die
Charakteristik des Ringes R ist dann definiert als

0, k-1g # Op fiir alle k € Z~q,
Char(R) { min(k € Zso; k-1 =0g) sonst.
Bemerkung 6.1.3. Es sei R ein KI-Ring mit 01, :=0g und k- 1p := —|k| - 1

fiir £ < 0 erhalten wir einen Ringhomomorphismus
k:7Z— R, k — k-1g.
Die Charakteristik eines K1-Ringes R ist dann das eindeutig bestimmte nichtnega-

tive Erzeugende des Ideals Kern(x) <z Z.
Beispiel 6.1.4. Es gilt:

(i) Char(Q) = Char(R) = Char(C) = 0.
(ii) Char(Z/nZ) = n fir jede ganze Zahl n € Z~o.

Definition 6.1.5. Es sei K ein Koérper. Ein Unterkdrper von K ist ein Unterring
L C K, sodass a~! € L fiir jedes 0 # a € L gilt.

Bemerkung 6.1.6. Ist L Unterkorper eines Korpers K, so gilt Char(IL) = Char(K).

Konstruktion 6.1.7. Es seien K ein Korper und L;, ¢ € I, eine Familie von
Unterkorpern. Dann ist der Durchschnitt

ﬂ L, C K

il
wieder ein Unterkorper von K. Er ist der grofite Unterkorper von K, der in allen
L;, i € I, enthalten ist.
Konstruktion 6.1.8. Es sei K ein Korper. Dann besitzt K einen eindeutig be-
stimmten kleinsten Unterkérper:

Px := ﬂ = {m-lK-(n-lK)_l; m,nEZ,n-lK;ﬁOK} c K.

LCK
Unterkérper

Man nennt Pgx den Primkérper von K. Er ist durch die Charakteristik von K bis
auf Isomorphie festgelegt: Es gilt
Char(K) =0 <= Pk = Q,
Char(K) =p >0 <= Px = F).
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Insbesondere ist die Charakteristik eines Korpers eine Primzahl, sofern sie von Null
verschieden ist.

Beweis. Als kleinster Unterkorper von K besteht Pk offensichtlich genau aus den
Elementen m - 1g - (n - 1x) ™! mit m,n € Z und n - 1g # 0. Falls Char(K) = 0 gilt,
ist der Homomorphismus «: Z — K aus Bemerkung 6.1.3 injektiv und somit liefert
Satz 3.1.26 einen Isomorphismus Q — Pk. Falls Char(K) = p mit p € Z>; gilt, ist
das Bild #(Z) nach Bemerkung 6.1.3 und dem Homomorphiesatz 3.3.16 isomorph
zu Z/pZ. Als Unterring von K ist k(Z) ein Integritétsring. Das ist nur méglich,
wenn p eine Primzahl ist. In diesem Fall ist Z/pZ bereits ein Kérper und es folgt
Z/pZ = k(Z) = Pk. O

Definition 6.1.9. Eine Kdrpererweiterung ist ein Paar k C K, wobei K ein Korper
und k ein Unterkérper von K ist.

Beispiel 6.1.10. Die Paare Q C R und Q C C sowie R C C sind Korpererweite-
rungen.

Bemerkung 6.1.11. Fiir jeden Korper K liefert der zugehorige Primkoérper eine
Korpererweiterung Px C K.

Bemerkung 6.1.12. Ist £ C K eine Korpererweiterung, so ist K auf kanonische
Weise ein k-Vektorraum: Die Addition von Elementen b,0’ € K ist die iibliche
Addition in K und die Skalarmultiplikation a - b fiir a € k und b € K ist die iibliche
Multiplikation in K.

Definition 6.1.13. Der Grad einer Korpererweiterung k C K ist definiert als die
Dimension des k-Vektorraumes K:

K:k] := dimg(K).

Gilt [K : k] < oo, so nennt man k C K eine Kérpererweiterung von endlichem Grad,
oder auch eine endliche Korpererweiterung.

Beispiel 6.1.14. Die Korpererweiterung R C C besitzt den Grad [C : R] = 2, denn
(1, 1) ist eine Basis des R-Vektorraumes C.

Konstruktion 6.1.15. Es seien k ein Kérper und f € k[T ein irreduzibles Poly-
nom. Dann erhélt man einen Korper K und einen kanonischen Monomorphismus

k — K durch
K = k[T]/(f), E—=K, a—al®+(f).

Wir identifizieren k mit seinem Bild k7°+(f) in K und erhalten so eine Kérpererwei-
terung £ C K. Man hat einen kanonischen Isomorphismus von k-Vektorraumen:

deg(f)-1
a: P K - K, h o h+(f).
=0

Insbesondere besitzen beide k-Vektorrdume dieselbe Dimension, d.h., wir erhalten
[K: k] = deg(f) fiir den Grad der Kérpererweiterung k C K.

Beweis. Das Polynom f € k[T] ist ein irreduzibles Element des Hauptidealringes
E[T] und somit ist K = k[T]/(f) ein Korper; siche Folgerung 4.1.23. Die Abbil-
dung k — K ist die Komposition der kanonischen Homomorphismen k& — k[T'] und
kE[T] — k[T]/{f). Wie jeder Kérperhomomorphismus ist sie injektiv; siehe Folge-
rung 3.3.12.

Die Abbildung « ist offensichtlich ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen.
Da (f) auBer dem Nullpolynom nur Polynome vom Grad mindestens deg( f) enthilt,
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ist o injektiv. Um zu sehen, dass « auch surjektiv ist, sei g+ (f) € K gegeben. Divi-
sion mit Rest liefert eine Darstellung g = ¢f + r mit Polynomen ¢, r € k[T], sodass
r =0 oder deg(r) < deg(f). Dabei gilt g + (f) =7+ (f) = a(r). O

Beispiel 6.1.16. Das Polynom f = T? + 1 € R[T] ist irreduzibel und somit ist
R[T]/{f) ein Korper. Man hat ein kommutatives Diagramm

R[T] S a, TV — > a,I” C

Q
1
Q
+
=
IR

Dafiir beachte man I? = —1 und verwende den Homomorphiesatz. Somit erhalten
wir einen Isomorphismus von Kérpern

R[T]/(f) — C, a+ b+ (f) — a+Ib.

Beispiel 6.1.17. Das Polynom f = T2 + T + 1 € Fy[T] ist irreduzibel, denn die
einzig moglichen Produkte von Polynomen vom Grad Eins in Fo[T'] sind

™ =T7-T, T*4+T7 = (T+1)-T T?*+1 = (T+1)-(T+1).

Damit ist Fy := Fa[T]/(f) ein Koérper, Fy C Fy ist der Primkérper und fiir 7 :=
T + (f) ist (1,n) eine Fo-Basis fiir F4. Insbesondere gilt

[Fy:Fy] = 2, [Fy| = 4.
Die Elemente von Fy sind 0,1,7, T + 7. Fiir das Produkt n? erhalten wir
" =T?°+(f) = T+1+(f) = 1+n.
Satz 6.1.18. FEs sei K ein endlicher Kiorper. Dann gilt Char(K) = p mit einer
Primzahl p € Z und es gibt ein n € Z>1, sodass |K| = p" gilt.

Beweis. Fiir den Primkorper Px von K haben wir Pg = F,,; insbesondere hat Py
genau p Elemente. Da K endlich ist, ist der Pg-Vektorraum K endlichdimensional.
Es gilt also K = Pg mit einem n € Z>1. Damit gilt dann [K| = p™. d

Definition 6.1.19. Ein Zwischenkorper einer Korpererweiterung k C K ist ein
Unterkorper L C K mit £ C L.

Beispiel 6.1.20. Wir haben die Kérpererweiterungen Q C R C C.

Satz 6.1.21. FEs seien k C L C K Kdrpererweiterungen. Ist A := (a;; i € I) eine
k-Basis fir L und B := (b;; j € J) eine L-Basis fir K, so ist

C = (aibj; (’i,j)GIXJ)

eine k-Basis fir K. Insbesondere erhalten wir fir die Erweiterungen k C L C K
die Gradformel
[K:k] = [K:L]-[L: k]

Beweis. Die zweite Aussage ist eine direkte Folgerung aus der ersten. Wir zeigen,
dass C den k-Vektorraum K erzeugt. Dazu sei ¢ € K gegeben. Dann gilt

Cc = Zsjbj
J

mit Koeffizienten s; € L. Fiir jeden der Koeffizienten s; € L haben wir eine Dar-

stellung
S5 = Zrijai
i
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mit Koeffizienten 7;; € k. Wir erhalten

Cc = Zsjbj = Z <Z rijai> bj = Zrijaibj.
J J i 2%
Folglich erzeugt C' den k-Vektorraum K. Wir zeigen, dass C' linear unabhéngig ist.
Dazu seien r;; € k gegeben mit
Z rijaibj = 0

4,J

0 = Zrijaibj = Z (Zﬁjai> bj.
i j i
Dabei sind die Koeffizienten der b; auf der rechten Seite jeweils Elemente aus L.
Mit der linearen Unabhéngigkeit von B {iber IL ergibt sich daher

E TijQ; = 0
i

fiir jedes j. Die lineare Unabhéngigkeit von A {iber k liefert, dass alle r;; verschwin-
den. Folglich ist C' linear unabhéngig iiber k. O

Dann haben wir

Konstruktion 6.1.22. Es sei £k C K eine Korpererweiterung, und es sei B C K
eine Teilmenge. Dann erhélt man einen Zwischenkorper
k(B) := {ab™'; a,b€ k[B], b# 0}.

Ist B = {b1,..., b} eine endliche Menge, so schreibt man auch k(b1, ..., b,) anstelle
von k(B). Es gilt stets

k(B) = N L.
LCK Unterkorper, kUBCL
Wir sagen in dieser Situation, dass k(B) C K durch Kérperadjunktion von B an k
entsteht.

Beispiel 6.1.23. Fiir die Kérpererweiterung R C C erhalten wir C = R(I), wegen
I¢Rund [C:R]=2.

Bemerkung 6.1.24. Es seien k£ C L; C K Korpererweiterungen, wobei ¢ = 1, 2.
Dann ist

LlLQ = I{/’(Ll ULQ) g K
ein Unterkorper von K. Man nennt L;Ls auch das Kompositum der beiden Un-
terkorper Ly, Lo C K.
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Aufgaben zu Abschnitt 6.1.

Aufgabe 6.1.25 (Frobenius-Homomorphismus). Es sei K ein Korper der Charakteristik
p > 0. Zeige:

(i) Die folgende Abbildung ist ein Monomorphismus:

Frobgk: K — K, a— al.
(ii) Der Primkorper Px von K ist gegeben durch
Px = {a€K; Frobg(a) =a}

Aufgabe 6.1.26. Es seien f:= T3+ T +1 € Fo[T] und K := F2[T]/(f).

(i) Zeige: Das Polynom f ist irreduzibel in F2[T"] und der Faktorring K ist ein Kérper.

(i) Zeige: Mit 1 := T + (f) und ¢ := T2 + (f) besitzt jedes Element u € K eine

eindeutige Darstellung u = a + bn + ¢, wobei a, b, c € Fa.

(iii) Stelle die Verkniipfungstafeln der Gruppen (K, +) und (K,-) auf. Stelle beide
Gruppen als Produkt zyklischer Gruppen dar.

Aufgabe 6.1.27. Es sei k C K eine Kérpererweiterung. Zeige: Ist [K : k] eine Primzahl,
so gilt K = k(a) mit einem a € K.

Aufgabe 6.1.28. Es seien £ C K eine Korpererweiterung, und es seien bi,...,b, € K
gegeben. Zeige:

K[b17“4,bn] = {f(bh...,bn); fek[le.,Tn]},
f(b1,...,byn) }
K(bi,...,bn) = ——— = flgek[Tr,....,Tn], g(bi,...,bn) #0;.
ety = Il g e T T gl ) #
Gib ein explizites Beispiel einer Korpererweiterung & C K mit Elementen b1,...,b, € K

an, sodass k[bi,...,bn] # k(b1,...,bn) gilt.

Aufgabe 6.1.29. Betrachte die Korperweiterung Q C C. Zeige, dass die Zwischenkorper
Q(v/?2) und Q(I) zwar als Q-Vektorrdume isomorph zueinander sind, jedoch nicht als
Korper.
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6.2. Algebraische Elemente.
Definition 6.2.1. Es sei k C K eine Korpererweiterung.

(i) Ein Element a € K heifit algebraisch diber k, falls es ein Polynom 0 # f €
E[T] gibt mit f(a) = 0.

(ii) Ein Element ¢ € K heiit transzendent diber k, falls es nicht algebraisch
iiber k ist.

Beispiel 6.2.2. Wie betrachten die Koérpererweiterungen Q C R C C.

(i) Die imaginire Einheit I € C ist algebraisch iiber R; sie ist Nullstelle des
Polynoms T2 + 1 € R[T].

(ii) Die Zahlen e, € R sind transzendent iiber Q; dies sind nichttriviale Er-
gebnisse der Zahlentheorie.

Lemma 6.2.3. Fs sei k C K eine Korpererweiterung, und es sei a € K algebraisch
iber k.

(i) Die folgende Vorschrift definiert einen Homomorphismus:

cat K[T] = K, f=>_bT" ~ f(a):=) bya".

(ii) Das Ideal Kern(en) <piry k[T] wird von einem normierten irreduziblen
Polynom f, € k[T] erzeugt.
(i) Ist f € k[T] ein irreduzibles normiertes Polynom mit f(a) = 0, so gilt

f=fa

Beweis. Zu (i). Die Tatsache, dass &, ein Homomorphismus ist, ergibt sich direkt
aus der universellen Eigenschaft 3.2.6 des Polynomringes k[T7.

Zu (ii). Nach Satz 4.2.10 ist k[T] ein Hauptidealring. Nach Definition eines al-
gebraischen Elements ist Kern(e,) nicht trivial. Somit gilt Kern(e,) = (f,) mit
einem normierten 0 # f, € k[T]. Wir miissen zeigen, dass f, irreduzibel ist. Wegen
fala) =0 muss f, & k* gelten. Es sei nun f, = gh mit g, h € k[T]. Dann gilt

0 = (9h)(a) = gla)h(a).
Es folgt g(a) = 0 oder h(a) = 0. Wir diirfen g(a) = 0 annehmen. Dann gilt g € (f,)

und man hat g = b/ f, mit einem A’ € k[T]. Es folgt hh' = 1 und somit ist h eine
Einheit in k[T]. Das beweist die Irreduzibilitit von f, € k[T].

Zu (iii). Ist f € k[T] ein normiertes irreduzibles Polynom mit f(a) = 0, so gilt
f € {fa), d. ., man hat f = hf, mit einem h € k[T]. Da f irreduzibel ist, muss h
eine Einheit in k[T] sein. Wegen der Normiertheit von f und f, folgt h = 1, d.h.,
man hat f = f,. (I

Definition 6.2.4. Es sei £ C K eine Korpererweiterung, und es sei a € K alge-
braisch iiber k. Das Polynom f, aus Lemma 6.2.3 nennt man das Minimalpolynom
von a iiber k.

Beispiel 6.2.5. Das Minimalpolynom von /2 € R iiber Q ist 72 — 2. Das Mini-
malpolynom von I € C iiber R ist T2 + 1.

Satz 6.2.6. FEs seien k C K eine Korpererweiterung und a € K algebraisch iiber k
mit Minimalpolynom f, € k[T]. Dann gilt:

k(a) = kla] = K[T]/(fa), [k(a) : k] = deg(fa).
Weiter ist fiir n := deg(f,) die Familie (1,a,a?,...,a"" ') eine Basis fiir den k-
Vektorraum K.



152 JURGEN HAUSEN

Beweis. Wir betrachten den Auswertungshomomorphismus e,: k[T] — K. Der Ho-
momorphiesatz liefert uns ein kommutatives Diagramm

k[T e kla] < k(a) ¢ K
k[T]/(fa)
Insbesondere ist k[a] = k[T]/{f,) ein Koérper, siche Konstruktion 6.1.15. Es folgt
kla] = k(a). Die weiteren Aussagen folgen direkt aus Konstruktion 6.1.15. O

Beispiel 6.2.7. Das Polynom 7% — 1 € Q[T] annulliert die dritte Einheitswurzel

e’ € C. Die Primfaktorzerlegung von T2 — 1 € Q[T ist gegeben durch
T3 -1 = (T -1)(T?*+T+1).

Somit ist T2 +T +1 das Minimalpolynom von e iiber Q. Nach Satz 6.2.6 ist die
Korpererweiterung Q C Q(e) vom Grad 2 und (1,e5") ist eine k-Basis fiir K.

Satz 6.2.8 (Eisensteinsches Irreduzibilitidtskriterium). Es sei R ein faktorieller
Ring, und es sei

f = aT"+an T '+ ...+ a1T +ay € R[T]
ein primitives Polynom mit a, # 0 und n > 1. Gibt es ein Primelement p € R mit
pjfanv p|an71;-'-ap|a’07 p2+a’07
so ist das Polynom f ein Primelement in R[T|, und somit auch in dem Ring

Q(R)[T).

Beweis. Nach dem Satz von Gaufl 4.4.1 ist R[T] faktoriell. Also geniigt es zu zeigen,
dass f irreduzibel in R[T] ist, siche Satz 4.3.3 und Folgerung 4.4.16. Dazu betrachten
wir eine Zerlegung f = gh in R[T] mit Polynomen
g = b T™ + ...+ b, h = T + ...+ c.
Dabei diirfen wir n = m + [ und m > 1 annehmen. Gilt | = 0, so folgt ¢ | a;
fiir alle ¢. Da f primitiv ist, folgt cg € R*, was wiederum h € R[T]* impliziert. Es
bleibt somit, den Fall [ > 1 auszuschliessen. Aus den Voraussetzungen erhalten wir
an = bmcy, p1bm, pta, ap = boco, P | boco, P 1 boco.
Wir diirfen dabei p | by annehmen. Dann muss p 1 ¢y gelten. Es sei k maximal mit
p | b; fiir alle 0 <4 < k. Dann gilt £ < m und man hat, mit ¢; := 0 fur j > [ +1,
ary1 = bocky1 + ... +brer +brrico
= pb+bryico

mit einem geeigneten b € R. Folglich gilt p 1 ar+1. Das impliziert ¥ + 1 = n und
somit m = n. Widerspruch zu [ > 1 und n =m +[. O

Beispiel 6.2.9. Es seien n € Z>; und p € Z eine Primzahl. Dann ist das Polynom
T" —p € Q[T7] irreduzibel. Die Kérpererweiterung Q C Q( {/p) besitzt den Grad n.

Beispiel 6.2.10. Fiir d € Zx>( bezeichne Vd die iibliche Quadratwurzel und fiir
d € Z< setzen wir Vd := I./]d]. Fiir quadratfreies d € Z nennt man

Q € Q(Wd) ¢ c,

einen quadratischen Zahlkérper iiber Q. Das Minimalpolynom von vVd € Q(\/E)
iiber Q ist gegeben durch

foa = T?—d € Q[T).



ALGEBRA 153
Insbesondere gilt [Q(v/d) : Q] = 2, wir haben einen Epimorphismus Q[T] — Q(v/d),
g — g(v/d), und Q(v/d) besitzt (1,+/d) als Q-Basis. Letzteres impliziert
QVd) = {a+b(Vd); a,b€Q}.

Die Konjugation auf Q(\/E) ist der eindeutig bestimmte Korperisomorphismus
k: Q(vd) — Q(v/d) mit dem das folgende Diagramm kommutativ wird

Q[T] EauT”>—>§ a, (=T)" Q[T]
ooV | QIT]/(f ) = QUINfyz) | oava)
Q(Vd) - Q(Vd)

Konkret ist x: Q(v/d) — Q(v/d) gegeben durch a 4 bvd — a — bv/d. Spur und
Norm auf Q(v/d) sind die Abbildungen

Sp: Q(Vd) = Q, z— z+ k() N:Q(Vd) = Q, =z~ zk(2).
Fiir 2 = a + bv/d mit a,b € Q erhalten wir
Sp(a +bVd) = 2a, N(a +bVd) = a® — db>.

Jedes Element z € Q(v/d) \ Q ist algebraisch iiber Q und das zugehorige Minimal-
poynom ist gegeben durch

fo = (T —2)(T —k(2)) = T*—Sp(2) + N(2) = T? —2aT + a* — db*.
Definition 6.2.11. Eine Korpererweiterung & C K heiflt algebraisch, falls jedes
Element a € K algebraisch {iber k ist.
Satz 6.2.12. Fir jede Korpererweiterung k C K gilt:

(i) Ist k C K endlich, so ist k C K eine algebraische Korpererweiterung.
(ii) Sind ay,...,a, € K algebraisch iber k, so ist k C k(ai,...,a,) endlich
und algebraisch.
(iii) Ist k C L C K ein Zwischenkdrper, fir den k C L und L C K algebraisch
sind, so ist auch k C K algebraisch.

Beweis. Zu (i). Wir setzen d := [K : k]. Fiir jedes b € K ist dann die Familie
1,b,...,b% linear abhiingig iiber k. Ein annulierndes Polynom fiir b erhiilt man also
aus jeder nicht trivialen Linearkombination

a0+a1b+...+adbd = 0.
Wir zeigen (ii). Gem#f Satz 6.2.6 erhilt man fiir jedes ¢ = 1,...,n endliche
Koérpererweiterungen
k(al, ey ai,l) g k(al, N ,ai,l)(ai) = k(al, ey ai).

Nach Satz 6.1.21 ist damit auch k C k(aq,...,a,) endlich und somit geméfl Aus-
sage (i) algebraisch.

Zu (iii). Es sei a € K gegeben. Dann ist a algebraisch iiber L. Es gibt also Elemente
bo,...,b, € L, mit

bo+bia+...+bp1a" P +ba® = 0,
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wobei mindestens ein b; nicht verschwindet. Insbesondere ist a algebraisch iiber
k(bo,...,bn). Nach Aussage (ii) ist jede der Korpererweiterungen

k C k(bOavbn) c k(bOaabn)(a’) = k(bo,...,bn,a>

endlich. Nach Satz 6.1.21 ist k C k(bo,...,bn,a) endlich und somit, nach Aussa-
ge (i), algebraisch. Insbesondere ist a algebraisch iiber k. O

Definition 6.2.13. Eine Korpererweiterung k& C K heifit endlich erzeugt, falls
K= k(B) mit einer endlichen Menge B C K gilt.

Folgerung 6.2.14. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) k CK ist endlich.
(ii) k C K ist endlich erzeugt und algebraisch.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Ist (a1,...,an) € K eine Basis fiir den k-
Vektorraum K, so gilt insbesondere K = k(aq,...,a,). Somit ist & C K endlich
erzeugt. Nach Satz 6.2.12 (i) ist k& C K algebraisch. Die Implikation “(ii)=-(i)”
ergibt sich direkt aus Satz 6.2.12 (ii). O

Folgerung 6.2.15. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Dann ist die Menge
L C K aller tiber k algebraischen Elemente ein Zwischenkorper von k C K.

Beweis. Es ist klar, dass k C L gilt. Wir miissen daher nur zeigen, dass fiir je zwei
a,be L gilt

—a€lL, a+belL, alel, abe L.
All diese Elemente sind in k(a,b) enthalten. Nach Satz 6.2.12 ist k C k(a,b) alge-
braisch. Das bedeutet k(a,b) C L. O
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Aufgaben zu Abschnitt 6.2.
Aufgabe 6.2.16. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ein Element a € K* ist genau dann algebraisch iiber k, wenn a™* € k[a] gilt.
(ii) Sind ai,...,an € K algebraisch iiber k, so gilt k(a1,...,an) = kla1, ..., an].
(iii) Die Korpererweiterung k C K ist genau dann algebraisch, wenn jeder Unterring

R C K mit k£ C R ein Korper ist.

Aufgabe 6.2.17. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist R € K eine echte algebraische Erweiterung mit K = R(a) fiir ein a € K, so
ist [K : R] eine gerade Zahl.
(ii) Der Korper C der komplexen Zahlen erlaubt keine Erweiterung C C K mit
[K:C]=2.
Aufgabe 6.2.18. Fiir p,q € Z>> quadratfrei mit p # g betrachte K := Q(,/p, \/q) C R.
Zeige: Bs gilt [K : Q] = 4 und (1, /P, /q,/Pq) ist eine Q-Basis fiir K. Hinweis: Zeige
zunéchst /g & Q(,/p).

Aufgabe 6.2.19. Bestimme, jeweils mit Begriindung, den Grad [Q(a) : Q] fiir

a = \2+V2 € R, a = 1\/24+y2+V2 € R
Aufgabe 6.2.20. Zeige: [R: Q] = co.

Aufgabe 6.2.21. Es sei Q C K eine Korpererweiterung vom Grad zwei. Zeige: K ist
isomorph zu einem quadratischen Zahlkorper.

Aufgabe 6.2.22. Betrachte die Korpererweiterungen Q C L; C C, wobei L; = Q(\s/i),

Ly = Q(e%j V/2)) und Ly = Q(e%) Beweise folgende Aussagen:

(i) Linky =LiNLs = Q,

(i) [L1:Q=[L2:Q =3, [Ls:Q] =2,
(ifi) LiLo = LiLs = Q(¥/2,¢5"),

(iv) [LiLs: Q] = [LiLs : Q] = 6.

. . 1.2 27l _1 27l _2 2l . e . . .
Zeige weiter, dass (1,23,23,e 3 ,23¢ 3 ,23¢ 3 ) eine Q-Basis fiir L1Ly ist. Hinweis:

Betrachte die Polynome 7% — 2 € Q[T] und 7% — 1 = (T — 1)(T? + T + 1) € Q[T].

Aufgabe 6.2.23. Es sei £ C K eine endliche Korpererweiterung, und es sei a € K.
Betrachte die k-lineare Abbildung ¢,: K — K, v — av und zeige:

(i) Das Minimalpolynom f, € k[T] des Elements a € K ist auch das Minimalpoly-
nom des k-linearen Endomorphismus ¢q: K — K.
(ii) Gilt K = k(a), so ist das Minimalpolynom f, gerade das charakteristische Poly-
nom det(T - idg — ¢q) von ¢q.
(iii) Das charakteristische Polynom von ¢, ist stets eine Potenz des Minimalpoly-
noms fq.

Aufgabe 6.2.24. Es seien k C K eine Korpererweiterung und a,b € K. Zeige: Sind
m := [k(a) : k] und n := [k(b) : k] teilerfremd, so gilt [k(a,d) : k] = mn.

Aufgabe 6.2.25. Es seien k C L; C K Koérpererweiterungen, wobei ¢ = 1,2 und k C L;
endlich sei. Zeige: Es gibt ein kommutatives Diagramm

(a,b)—ab

]L1><]L2 K

(a,b)m /

L1 ® L2

mit einer eindeutig bestimmten k-linearen Abbildung ¢: L1 ®; L2 — K. Zeige, dass das
Bild von ¢ gegeben ist durch

(L1 ®kL2) = LiLe = k(L1 ULy) C K
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Es seien weiter eine k-Basis (a1, ..., am) fiir L1 und eine k-Basis (b1,...,by) fiir Lo gege-
ben. Beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(1) (asbj; i=1,...,m, j=1,...,n) ist linear unabhingig iiber k.

(ii) Die lineare Abbildung ¢: L; ®x Lo — K ist injektiv.

(iii) Fiir das Kompositum L;Ly gilt [LiLy : k] = [Ly : k] - [L2 : &].
Zeige weiter: Gilt eine der drei obigen Aussagen, so haben wir Ly N L2 = k. Anmerkung:
Fiir Q C L; € C mit L; = Q(+/2) und Ly = Q(e%l V/2) gilt gemiB Aufgabe 6.2.22:

LiNnLy, = Q, []Ll]LQ : @] = 6, []Ll Q] . []Lg : @] = 9.
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6.3. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal.

Bemerkung 6.3.1 (Lineal). Fiir zwei Punkte p,q € C, wobei p # ¢, kann man
mit dem Lineal die zugehorige Verbindungsgerade konstruieren:

p,q = {p+tlg—p); teR} C C.

Bemerkung 6.3.2 (Zirkel). Fiir einen Punkt p € C und ein Paar p;,¢; € C kann
man mit dem Zirkel den Kreis um p mit Radius |¢1 — p1| konstruieren:

K(p,|go—p1]) == {z€C; |z—p| =] —m|} C C.
Konstruktion 6.3.3 (Schnitt Gerade-Gerade). Sind p1, g1, p2, g2 € C, mit p; # ¢;
und P1, ¢1 # D2, G2 gegeben, so gilt

han NP2z = {u}

mit einem eindeutig bestimmten Punkt v € C. Wir sagen in diesem Fall, dass u
durch einen Schnitt Gerade—Gerade aus p1,q1, p2, g2 konstruiert wird.

p2 b2

p1 P1

Die obige Skizze verdeutlicht, dass die geometrische Konstruktion des Punktes u
allein mit Hilfe des Lineals moglich ist.

Konstruktion 6.3.4 (Schnitt Kreis—Gerade). Sind Punkte p, p1, ¢ und pa, g2 mit
p2 # qo aus C gegeben, so betrachten wir den Durchschnitt des zu p, p1, ¢1 gehorigen
Kreises und der zu ps, ¢ gehorigen Geraden:

U := K({p,lgs —p1]) N p2,¢2 € C.

Je nach Lage der Punkte p, p;, ¢; enthélt U keinen, einen oder zwei Punkte. Falls U
Punkte enthélt, so sagen wir, dass diese durch einen Schnitt Kreis—Gerade aus den
Punkten p, p;, ¢; konstruiert werden.

q2 q2
° q1 q1
p
o o o
b2 P1 p2 P1

Die obige Skizze zeigt den Fall, dass die Schnittmenge zwei Punkte enhilt: U =
{u,u'}. Die geometrische Konstruktion der Menge U erfordert sowohl Zirkel als
auch Lineal.

Konstruktion 6.3.5 (Schnitt Kreis—Kreis). Sind Punkte p, p1,¢1 und p’, p}, ¢} aus
C mit K(p, |qn —p1|) # K, g} —p}|) gegeben, so betrachten wir den Durchschnitt
der zu diesen Punktetripeln gehérigen Kreise:

U= Kplg—ml) n K@'\l¢p—pil) € C

Je nach Lage der Punkte p, p1, g2 und p’, p}, ¢5 enthilt U keinen, einen oder zwei
Punkte. Falls U Punkte enthilt, so sagen wir, dass diese durch einen Schnitt Kreis—
Kreis aus p,p1,q1 und p’, p}, q; konstruiert werden.
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Die obige Skizze zeigt den Fall, dass die Schnittmenge zwei Punkte enhilt: U =
{u,u'}. Die geometrische Konstruktion der Menge U ist allein mit Hilfe des Zirkels
moglich.

Definition 6.3.6. Es sei M C C eine Teilmenge.

(i) Wir nennen M C M’ C C eine elementare Vergréferung von M, falls M’
aus M durch Hinzunahme der durch eine der Konstruktionen 6.3.3, 6.3.4
oder 6.3.5 gewonnenen Punkte entsteht.

(ii) Wir nennen einen Punkt z € C aus M konstruierbar, falls es eine Folge
elementarer Vergroflerungen M = My C My C ... C M, = M’ gibt mit
z € M’'. Wir setzen

Kon(M) := {z € C; z aus M konstruierbar}.
Lemma 6.3.7. Es sei M C C mit 0 € M. Gilt a € Kon(M) fiir eine reelle Zahl a,
so gilt auch —a € Kon(M).

Beweis. Fiir a # 0 ist —a € R einer der Schnittpunkte des Kreises K (0, |a — 0]) mit
der reellen Achse 0, a:

O

Lemma 6.3.8. Es sei M C C mit 0 € M. Gilt a,b € Kon(M) fiir zwei reelle
Zahlen a und b, so gilt auch a +b € Kon(M).

Beweis. Fiir a # 0 ist die Summe a + b € R einer der Schnittpunkte des Kreises
K (b, |a — 0[) mit der reellen Achse 0, a:

O Ua+b

O

Lemma 6.3.9. Es sei M C C mit 0 € M. Gilt a € Kon(M) fiir eine reelle Zahl a,
so gilt auch £Ia € Kon(M).

Beweis. Lemma 6.3.7 liefert —a € Kon(M). Somit diirfen wir ¢ > 0 annehmen.
Wir erhalten die imaginére Achse IR als Verbindungsgerade



ALGEBRA 159

der Schnittpunkte der Kreise vom Radius 2a um —a bzw. a. Die Punkte +1a sind
dann genau die Schnittpunkte von IR mit dem Kreis K (0, a). O

Lemma 6.3.10. Es sei M C C mit 0,1 € M. Gilt a,b € Kon(M) fiir zwei reelle
Zahlen a und b, so gilt auch ab € Kon(M).

Beweis. Wir diirfen a,b > 0 annehmen; siche Lemma 6.3.7. Lemma 6.3.9 liefert uns
I,1b € Kon(M). Weiter ziehen wir die Verbindungsgerade I, a.

~

(=)
J—

a b

Mittels Parallelogrammkonstruktion erhilt man die Parallele Ib, ¢ zu I, a durch Ib.
Der Schnittpunkt von Ib, ¢ mit der reellen Achse ist der gesuchte Punkt ab. (I

Lemma 6.3.11. Es sei M C C mit 0,1 € M. Gilt a € Kon(M) fiir eine reelle
Zahl a # 0, so gilt auch 1/a € Kon(M).

Beweis. Nach Lemma 6.3.7 diirfen wir ¢ > 0 annehmen. Lemma 6.3.9 liefert uns
I,Ia € Kon(M). Weiter ziehen wir die Verbindungsgerade Ia, 1

K(I,|Ia—1|)

K(1,|Ta~1))

und konstruieren die Parallele H zu Ia, 1 durch I. Der Schnittpunkt von H mit der
reellen Achse ist dann der Punkt 1/a. O

Lemma 6.3.12. Es sei M C C mit 0,1 € M. Gilt a € Kon(M) fiir eine positive
reelle Zahl, so gilt auch \/a € Kon(M).
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Beweis. Nach Lemmata 6.3.7 bis 6.3.11 gilt I, Ia € Kon(M) sowie b € Kon(M) fiir
das Mittel b = (Ia — I)/2 von Ia und —I.

Ia
b
———eo ¢ —
1 a
-1

Die Quadratwurzel v/a ist dann der positive Schnittpunkt g des Kreises K (b, |b+1])
mit der reellen Achse, denn mit dem Satz von Pythagoras erhalten wir

1 2 2 _
= 1((a+1) —(a-1)%) = a

2 2

ITa—1
2

Ta+1
2

¢ = [b+IP -] =

O

Satz 6.3.13. Es sei {0,1} C M C R. Fiir die Menge Kon(M) der aus M konstru-
ierbaren komplexen Zahlen gilt:

(i) Kon(M)NR ist ein Zwischenkirper von Q(M) C R.
(ii) Gilt a* € Kon(M) fiir ein a € Rxq, so gilt auch a € Kon(M).

Beweis. Mit Lemmata 6.3.7 bis 6.3.11 erhalten wir Q(M) C Kon(M) und die Tat-
sache, dass Kon(M) NR ein Korper ist. Das beweist die erste Aussage. Die zweite
Aussage ist Lemma 6.3.12. O

Lemma 6.3.14. Es ses M C C mit 0 € M. Gilt a,b € Kon(M) fiir reelle Zahlen
a,b, so gilt auch a + Ib € Kon(M).

Beweis. Nach Lemma 6.3.9 gilt b € Kon(M). Die Zahl a+Ib ist dann Schnittpunkt
der Kreise K (Ib, |a|) und K (a, |b]):

K(Ib,]al)

Ib

(I
Lemma 6.3.15. Fs sei M C C mit 0,1 € M. Gilt a + Ib € Kon(M) mit reellen
Zahlen a,b, so gilt a,b € Kon(M).

Beweis. Wir konstruieren zunichst die Achsen R = 0,1 und IR = 0, I; siche Lem-
ma 6.3.9. Fiir die von Null verschiedenen Schnittpunkte ¢, Id der Achsen mit dem
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K(a+1Ib, |a+10b])

K (Ib, |Tb])

Kreis K (a+1b, |a+1b|) gilt a = ¢/2 und Ib = Id/2. Weiter ist b = d/2 Schnittpunkt
von R mit K (Ib,|Ib]). Lemmata 6.3.8, 6.3.10, 6.3.11 liefern a,b € Kon(M). O

Lemma 6.3.16. Es sei M C C mit 0,1 € M. Gilt e’¥ € Kon(M) mit ¢ € [0, 27,
. Iy
so gilt e> € Kon(M).

Beweis. Man konstruiert die Winkelhalbierende H zu den Geraden 0,1 und 0, e!®.

Der Punkt e% ist dann ein Schnittpunkt von H und der Einheitskreislinie.

O

Satz 6.3.17. Essei{0,1} C M C C, Fiir die Menge Kon(M) der aus M konstruier-
baren komplexen Zahlen gilt:

(i) Kon(M) ist ein Zwischenkérper von Q(M U M) C C.
(i) Gilt a* € Kon(M) fiir ein a € C, so gilt auch a € Kon(M).

Beweis. Fiir zwei komplexe Zahlen z,w € Kon(M) betrachten wir ihre Zerlegungen
z=a+ Ibund w = c+ Id in Real- und Imaginérteil. Dann gilt

zZ = a—1Ib
—z = —a—1Ib
z4+w = a+c+I(b+d)
zw = ac—bd+ I(ad+ be)
-1 a b

a? + b? Ia2—|—b2'

Mit Lemmata 6.3.14, 6.3.15 und Satz 6.3.13 (i) ergibt sich daher, dass die oben
angefithrten Zahlen in Kon(M) liegen. Das beweist die erste Aussage. Die zweite
Aussage folgt direkt aus der ersten Aussage, Satz 6.3.13 (ii) und Lemma 6.3.16. O
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Aufgaben zu Abschnitt 6.3.

Aufgabe 6.3.18. Es sei M C C eine Teilmenge mit 0,1 € M. Zeige, dass Kon(M) =
Kon(M) gilt. Gibt es einen Zwischenkorper Q C I C C mit I # LL?

Aufgabe 6.3.19. Es seien z,w € C gegeben. Konstruiere die Zahl (z + w)/2 aus der
Menge M = {z,w}.

Aufgabe 6.3.20. Konstruiere die Losungen z1, z2 € C der Gleichung 22 +3z+1 = 0 aus
der Menge M = {0, 1}.

Aufgabe 6.3.21. Zeige, dass die Menge Kon(0,1) C C der aus 0 und 1 konstruierbaren
Punkte abzéhlbar ist.
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6.4. Drei klassische Probleme.

Erinnerung 6.4.1. Wir sagen, dass ein Punkt z € C aus einer Menge M (mit
Zirkel und Lineal) konstruiert werden kann, wenn es eine Folge

M=MyC...CM.CC

mit z € M, gibt, wobei M; C M, eine elementare Vergréfierung ist in dem Sinne,
dass M;11 aus M; entsteht durch Hinzunahme des Durchschnittes

e zweier verschiedener Geraden Py, g und pz, g2 durch Punkte p;,q; € M;

oder

e ciner Geraden p1, g1 und eines Kreises K (p, |p2—¢2|) mit Punkten p, p;, ¢; €
M; oder

e zweier verschiedener Kreise K (p, |[p2—q¢2|) und K (p', |p} — ¢} |) mit Punkten

paplaplaqlapllaqll € Mj'

Gilt 0,1 € M, so ist die Menge Kon( ) € C der aus M konstruierbaren Punkte
ein Unterkérper von C mit Q(M U M) C Kon(M). Ist a € C ein Punkt mit a? €
Kon(M), so gilt bereits a € Kon(M).

Problem 6.4.2. Die folgenden drei klassische Fragen legen Konstruierbarkeit mit
Zirkel und Lineal im obigen Sinn zu Grunde.

(i) Die Quadratur des Kreises. Kann man aus {0, 1} die Kanteldnge Quadrats
konstruieren, das denselben Fldcheninhalt wie der Einheitskreis besitzt?

(ii) Die Wiirfelverdopplung. Kann man aus {0, 1} die Kantenlinge eines Wiirfels
konstruieren, der das doppelte Volumen des Einheitswiirfels besitzt?

0 1 0 2

(iii) Die Winkeldreiteilung. Kann man einen gegebenen Winkel in drei gleiche
Teilwinkel zerlegen, d.h. aus {0, 1,e!¥} die Zahl {0, 1, eI‘Tw} konstruieren?

ele

Iy
e 3

0 1
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Satz 6.4.3. Es sei M C C eine Teilmenge mit 0,1 € M, und es sei z € C. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt z € Kon(M). o
(ii) Es gibt Zwischenkirper QM UM) =1Ly CL; C...CL, CC mit
z € Ly, L;: L] =2 firi=1,...,n.

Lemma 6.4.4. Es sei . C C ein Unterkérper mit L =1L und I € L. Ist z € C in
einer elementaren Vergrifierung von IL enthalten, so gibt es ein w € C mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Es gilt w? € L und z € L(w).
(ii) Jeder Punkt von L(w) ist aus IL konstruierbar.
(iii) Es gilt
) _ 1 fallsw e L,
[L(w) - L} = { 2 falls w & L.

Beweis. Zunichst sei vermerkt, dass wegen L. = L und ¢ € L mit jedem Element

u € L auch Real- und Imaginérteil von  in L. enthalten sind, denn wir haben
_utu o _u—u
R = "I s =
Wir zeigen nun, dass ein w € C mit den Eigenschaften aus Teil (i) der Behauptung

existiert. Dazu unterscheiden wir die folgenden drei Félle.

Fall 1: Der Punkt z € C ist der Schnittpunkt zweier (voneinander verschiedener)
Geraden G1 = p1,q1 und G2 = D3,¢2 mit p;,q; € L. Dann gibt es eindeutig
bestimmte relle Zahlen ¢; und to mit
z = p1+tilq —p1) = p2+ta2(g2 — p2).

Es seien nun p; = a; + Ib; und ¢; = ¢; + Id; die Zerlegungen von p; und g¢; in
Real- und Imaginérteil. Dann erfiillen ¢; und ¢y das folgende Gleichungssystem:

ai +ti(ci —a1) = ag+ta(ca —ba),

b1 +t1(di —b1) = by +ta(da —b2).
Wie eingangs beobachtet, haben wir a4, b, ¢j,d; € LNR. Folglich miissen ¢; und ¢,

in L N R liegen. Damit ergibt sich z = p; + t1(¢1 — p1) € L und w := z hat die
gewiinschten Eigenschaften.

Fall 2: Der Punkt z € C ist Schnittpunkt eines Kreises K (p,|q1 — p1]) und einer
Geraden Dz, ¢z mit p,p;,¢; € L. In diesem Fall geniigt z den Bedingungen
z=pttle—p), (z-p)z—p) = (@ —p)(@—p1)

mit einer eindeutig bestimmten reellen Zahl t. Setzt man die linke Darstellung von z
in die rechte Gleichung ein, so sieht man, dass ¢ eine Gleichung

at>’ +bt+c = 0

mit Koeffizienten a, b, c € L erfiillt, wobei a # 0. Wahlt man nun ein w € C mit
w? = b? — 4dac, so gilt w? € L und man erhilt

—btw
9a (Q2—P2)} C L(w).

z € {p2+

Fall 3: Der Punkt z € C ist Schnittpunkt zweier (voneinander verschiedener) Kreise
K = K(p7 |q1 7p1|) und K’ := K(plv |q/1 7p/1|> mit pvp/vplvp/lv q1, qll € L. In diesem
Fall geniigt z den Gleichungen

(z=p)z—p) = (@ —p)a—p), (z=p)z—=p) = (¢t —P)(d —p)).
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Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, so erhélt man eine Bedingung
der Form

az+bz+c = 0

mit Koeffizienten a,b,c € L. Man beachte dabei, dass p # p’ bereits a # 0 # b
impliziert.

Wir zerlegen die Koeffizienten a, b, ¢ jeweils in Real- und Imaginérteil: a = a; + Iao,
b= b1+ Iby und ¢ = ¢; + Ice. Dann erhalten wir fiir z = z + Iy eine Bedingung
der Form

X C1 o 0 . _ al b1 ) ) )
A(y)+(02) = (0), wobei A = |:(12 bQ},aJ,b],cjeLﬂR.

Dabei ist die Matrix A nicht trivial. Ist A vom Rang 2, so besitzt dieses Glei-
chungsystem genau eine Losung (z,y), und es gilt x,y € L N R. Das impliziert
z € L und somit hat w := z die gewiinschten Eigenschaften.

Ist A vom Rang 1, so besitzt das Gleichungssystem mindestens zwei Losungen
(z1,y1) und (z2,y2), mit z;,y; € LNR. Es folgt, dass z Schnittpunkt der Geraden
durch z1 + Iy; und x2 + Iys mit einem der beiden Kreise K, K’ ist. Fall 2 liefert
also die Existenz des gesuchten w € C.

Die Tatsache, dass jeder Punkt aus L(w) aus L konstuierbar ist ergibt sich direkt
aus Satz 6.3.17. Weiter gilt [L(w) : L] < 2, da T? — w? € L[T] ein annullierendes
Polynom fiir w ist. ([

Beweis von Satz 6.4.3. Zu “(i)=-(ii)”. Wir wéhlen zunéchst eine Folge elementarer
Vergroflerungen M = My C ... C My, sodass z € My, gilt. Da M; durch elementare
VergréBlerung aus M;_1 entsteht, gilt M; = M;_1 U {z;} U {z}} mit zwei nicht
notwendigerweise verschiedenen Punkten z;, z; e C.

Anfangend mit Lo = Q(M U M) konstruieren wir die gewiinschte Folge von Zwi-
schenkérpern. Zunichst setzen wir Ky := Lo(I). Dann ist Ly C K; eine Erweiterung
vom Grad hochstens 2, und wegen Ly = Ly erhalten wir K; = Kj.

Zu z; und K; wéhlen wir wy; € C wie in Lemma 6.4.4 und setzen Ky := Kj(w1).

Dann ist K; C Ky eine Erweiterung vom Grad hochstens 2. Wegen K; = K gilt
w2 =w? e K1, und wir erhalten mit K3 := Ky (w7) eine Erweiterung Ko C K3 vom
Grad hochstens 2, sodass mit z; € Ks und K3 = K3 gelten. Da 2} und Kj3 ebenfalls
die Voraussetzungen von Lemma 6.4.4 erfiillen, erhalten wir analog Erweiterungen
K3 C K4 und Ky C K5 jeweils vom Grad hochstens 2, sodass 2] € Ks und K5 = Ks

gelten. Man beachte, dass jetzt M7 C K5 gilt.

Dieses Verfahren konnen wir iterieren und erhalten schliefSlich eine Folge von Er-
weiterungen Ly C Ky C ... C K jeweils vom Grad hochstens zwei, sodass z € K;
gilt. Indem man alle redundanten Schritte K;_; = K; auslésst, erhdlt man daraus
die gewiinschte Folge Lo C ... C L,.

Zu “(ii)=(1)”. Wir zeigen mittels Induktion iiber n, dass sdmtliche Punkte von L,,
aus M konstruierbar sind. Der Fall n = 0 ist Satz 6.3.17.

Zum Induktionsschritt. Da die Erweiterung L,,_; C L,, vom Grad 2 ist, gilt L,, =
L,—1(a) mit einem a € C. Das Minimalpolynom von a iiber L,,_; ist von der Form
T? + bT + c mit b, c € L,,_. Folglich gilt

—b+Vb%2 —4c
—y
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Das bedeutet, dass a aus L,,_1 konstruierbar ist. Mit L = IL,,_1(a) sehen wir, dass
damit jeder Punkt aus L, aus LL,_; und somit gem#fl Induktionsvoraussetzung
aus M konstruierbar ist. O

Folgerung 6.4.5. Es seien M C C mit 0,1 € M und L :== Q(MUM). Ist z aus M
konstruierbar, so ist [L(z) : L] eine Potenz von 2. Insbesondere ist z algebraisch

iber L.

Folgerung 6.4.6. Die Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal ist nicht mdg-
lich.

Bewets. Es sei ein Kreis mit Radius 1 um 0 gegeben. Dieser Kreis hat bekanntlich
den Flidcheninhalt 7. Die Frage ist, ob man mit Zirkel und Lineal aus den definie-
renden Daten 0, 1 ein Quadrat des Inhalts 7 konstruieren kann. Ein solches Quadrat
hitte die Kantenlige /7, die dann aus 0,1 konstruierbar wire. Damit wire auch
m = /my/7 aus 0,1 konstruierbar. Nach Folgerung 6.4.5 wire m dann algebraisch
iiber Q. Dies ist bekanntlich nicht der Fall. O

Folgerung 6.4.7 (Delisches Problem). Die Wiirfelverdopplung mit Zirkel und Li-
neal ist nicht maglich.

Beweis. Die Frage ist, ob man aus den Eckpunkten 0,1 einer Kante des Ein-
heitswiirfels die Eckpunkte 0,a einer Kante eines Wiirfels doppelten Volumens
konstruieren kann — anders formuliert, ob man a = /2 aus {0, 1} konstruieren
kann. Wére dies der Fall, so hiitte man [Q(a) : Q] = 2" fiir ein n € Z>1 nach
Folgerung 6.4.5. Das Minimalpolynom von a iiber Q ist jedoch T2 — 2, und somit
gilt [Q(a) : Q] = 3. O

Folgerung 6.4.8. Die Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal ist im allgemeinen
nicht maglich.

Beweis. Die Frage ist, ob man fiir gegebenes ¢ = ' stets = e’ mit 8 = /3 aus
M =1{0,1,¢} konstruieren kann. Wir arbeiten mit
a = cos(a) = R((), b := cos(B) = R(n).
Man beachte, dass die Konstruierbarkeit von § aus M #Aquivalent zur Konstruier-
barkeit von b aus M’ :={0,1,a} ist. Weiter gilt
cos(38) = 4cos(B)* — 3cos(p).

Wir zeigen, dass man fiir a = cos(n/3) = 1/2 die Zahl b = cos(w/9) nicht aus M’
konstruieren kann. Man beachte, dass Q(M'UM’) = Q gilt. Wegen obiger Identitt
fiir die Cosinusfunktion erhélt man weiter ein annullierendes Polynom fiir b durch

f = 4T3—3T—% € QM'uM)[T) = Q[T

Wir behaupten, dass f irreduzibel ist. Dazu betrachten wir den Isomorphismus
Q[T] = QI[T] mit T + 1/2T. Dieser bildet 2f ab auf g := T3 — 3T — 1. Das
Polynom g ist irreduzibel in Z[T], da es dort keine Nullstellen hat (mindestens ein
Faktor einer nichttrivialen Zerlegung wiire vom Grad 1). Folglich ist g irreduzibel
in Q[T] und somit ist auch f irreduzibel in Q[T].

Es folgt [Q(b) : Q] = 3. Nach Folgerung 6.4.5 kann b also nicht aus M’ konstruiert
werden. Somit kann der Winkel ov = 7/3 nicht mittels Zirkel und Lineal dreigeteilt
werden. 0
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Aufgaben zu Abschnitt 6.4.

Aufgabe 6.4.9. Zeige: Fiir n = 3,4, 6 gilt [Q(e%) : Q] = 2. Folgere, dass die Menge C,
der n-ten komplexen Einheitswurzeln fiir n = 3,4, 6 aus 0 und 1 konstruierbar ist.

Aufgabe 6.4.10. Zeige mittels expliziter Konstruktionen, dass dass, die Menge C,, der
n-ten komplexen Einheitswurzeln fiir n = 3,4,5,6 aus 0 und 1 konstruierbar ist.

Aufgabe 6.4.11. Zeige: Die Menge C'7 der siebten komplexen Einheitswurzeln ist nicht
aus 0 und 1 konstruierbar.
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6.5. Transzendenzbasen.
Definition 6.5.1. Es sei k C K eine Korpererweiterung.

(i) Ein Element a € K heifit transzendent iiber k, falls es nicht algebraisch
iber k ist.
(ii) Eine Korpererweiterung k& C K heifit transzendent iiber k, falls sie nicht
algebraisch ist.
(iii) Die Korpererweiterung k C K heifit, rein transzendent, falls jedes Element
aus K\ k transzendent ist.

Definition 6.5.2. Es sei k¥ C K eine Korpererweiterung.

(i) Eine Teilmenge B C K heifit algebraisch unabhingig iiber k, falls fiir jede
endliche Teilmenge {b1,...,b,} C B, wobei b; # b; fiir i # j, und fiir jedes
Polynom f € k[Ty,...,T,] gilt

flby,...,by) = 0 = f = 0.

(ii) Eine maximale algebraisch unabhingige Teilmenge B C K nennt man eine
Transzendenzbasis der Korpererweiterung k C K.

Beispiel 6.5.3. Wir betrachten die Kérpererweiterung k& C k(Th,...,T,). Die
Menge {T1,...,T,} ist algebraisch unabhiingig iiber k, denn fiir jedes Polynom

f €klTy,...,T,] hat man
f(Th,....,T,) =0 = f =0

Weiter ist {T1,...,T,} maximal, denn jede Vergrésserung {T4,...,Ty, f/g} ist al-
gebraisch abhéngig iiber k: Mit den Polynomen f/(T4,...,Tht1) := —f(Th, ..., Tn)
und ¢'(T1,...,Tht1) == g(Th, ..., Tn)Tyt1 hat man

(' + f)(T,....Ta, f/g) = O
Folglich ist {T1,...,T,} eine Transzendenzbasis fiir k(T1,...,T,). Da k(Th,...,Ty)
zudem iiber k von {T1,...,T,} erzeugt wird, ist k C k(T1,...,T},) eine rein trans-

zendente Erweiterung, wie wir spéter sehen werden.

Bemerkung 6.5.4. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Ein Element a € K ist
genau dann transzendent iiber k, wenn {a} algebraisch unabhéingig iiber k ist.

Satz 6.5.5. Ist B = {by,...,b,} eine algebraisch unabhingige Teilmenge der
Korpererweiterung k C K, so gilt k(B) = k(T1,...,Ty).

Beweis. Die universelle Eigenschaft des Polynomringes 3.2.17 liefert uns einen Epi-
morphismus von Ringen

O: k[Th,...,Tn] — Ekb1,...,b0n], = flbr, .. by).
Da {b1,...,b,} algebraisch unabhingig ist, gilt ker(®) = {0}. Somit ist ® ein
Isomorphismus und mit Satz 3.1.26 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

k[Tla"'an] &k[blvvbn]

fH%J/ \Lb»—w

E(Ty,...,Ty) —————k(b1,...,by)
-3

Q-

von Ringhomomorphismen. Nach Definition von k(by, ..., b,) ist der untere waage-
rechte Pfeil ein Epimorphismus von Kérpern und somit ein Isomorphismus. (]
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Satz 6.5.6. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Dann gilt:

(i) Sind A C B C K Teilmengen, und ist A algebraisch unabhingig iber k, so
gibt es eine Transzendenzbasis C C B fiir k C k(B) mit AC C C B.
(ii) Ist B C K eine Transzendenzbasis fir k C K, so ist k C k(B) rein trans-
zendent und k(B) C K ist algebraisch.
(iii) Fir je zwei Transzendenzbasen B, B’ C K von k C K gilt |B| = |B’|.

Folgerung 6.5.7. Jede Korpererweiterung k C K besitzt eine Transzendenzbasis.

Beweis. Man wende Satz 6.5.6 (i) auf die Mengen A = () und B = K an. O

Definition 6.5.8. Der Transzendenzgrad einer Korpererweiterung k C K ist die
Ordnung einer Transzendenzbasis B C K fiir £ C K:

trdeg,(K) := |B|.

Beispiel 6.5.9. Es sei k ein Korper. Fiir den Korper k(T1,...,T;,) der rationalen
Funktionen iiber k erhalten wir trdeg, (k(Th,...,T,)) = n; siehe Beispiel 6.5.3.

Bemerkung 6.5.10. Es sei k C K eine endlich erzeugte Kérpererweiterung. Dann
gilt K = k(B) mit einer endlichen Menge B C K. Nach Satz 6.5.6 (i) gibt es eine
Transzendenzbasis C fiir k¥ C K mit C C B. Es folgt trdeg, (K) = |C] < oo.

Lemma 6.5.11. Es sei k C K eine Korpererweiterung,. und es sei B C K alge-
braisch unabhdngig iber k. Dann gilt:

(i) Jedes Element b € k(B) \ k ist transzendent diber k.
(ii) PEin Element a € K ist genau dann transzendent iber k(B), wenn B U {a}
algebraisch unabhdngig tber k ist.

Beweis. Zu (i): Nehmen wir an, b € k(B) \ k sei algebraisch iiber k. Dann gibt es
ein nichttriviales Polynom f € k[T] mit f(b) = 0. Wegen b € k(B)\ k gibt es weiter
Elemente bq,...,b, € B, sodass

b g(bla;bn)
h’(blv AR bn)
gilt mit teilerfremden Polynomen g, h € k[T1,...,T,], von denen mindestens eines

nicht konstant ist. Setzen wir diese Darstellung in f(b) = 0 ein, so erhalten wir
algebraische Abhéngigkeit von {by,...,b,} wie folgt:

bi,... by
h(by, ... by)eEd) f <%) - 0.

Zu (ii): Es sei zuniichst a transzendent iiber k(B). Wire B U {a} algebraisch

abhéingig iiber k, so gébe es by,...,b. € B und ein f € k[Ty,...,Ty+1] mit
f(blv"'vbT;a) = 0.

Sortiert man nun nach Potenzen der letzten Variablen, so ergibt sich, dass a alge-

braisch iiber k(B) ist. Widerspruch.

Es sei jetzt BU{a} algebraisch unabhiéingig. Nehmen wir an, a sei algebraisch iiber
k(B). Dann erhalten wir

cotcia+...+ep1a™t+a» = 0
mit gewissen Elementen ¢; € k(B). Nun ist jedes dieser ¢; mit geeigneten b; € B
und g;, h; € k[T4,...,T,] von der Gestalt

gi(b1,...,by)
hi(by, .. .,br).

Ci
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Geht man mit diesen Darstellungen der ¢; in das oben gewéhlte annullierende Poly-
nom von a und multipliziert mit dem Hauptnenner durch, so ergibt sich algebraische
Abhingigkeit von B U {a}. Widerspruch. O

Beweis von Satz 6.5.6. Zu (i). Wir betrachten die (nichtleere) Menge M aller iiber &
algebraisch unabhéingigen Teilmengen D C B mit A C D. Es sei D;, i € I, eine
aufsteigende Kette in M. Dann ist

U o

iel
offensichtlich wieder algebraisch unabhéngig und somit eine obere Schranke in M
fir die Kette D;, ¢ € I. Nach dem Zornschen Lemma besitzt die Menge M also
maximale Elemente. Es sei C' € M ein solches.

Wir zeigen, dass C die gewiinschte Transzendenzbasis fiir & C k(B) ist. Offenbar gilt
A C C C B. Wire C nicht maximal in k(B), so gébe es ein Element a € k(B) \ C,
sodass C'U {a} algebraisch unabhingig iiber %k ist. Nach Lemma 6.5.11 (ii) ist a
transzendent iiber k(C). Nun ist a von der Form

f(by,...,0b)

g(bl, ey br)

mit f,g € k[T1,...,T,] und b; € B. Da a transzendent iiber k(C) ist, muss nach
Satz 6.2.12 (ii) ein b; transzendent iiber k(C) sein. Also ist C' U {b;} nach Lem-
ma 6.5.11 (ii) iiber k algebraisch unabhingige Menge. Dies widerspricht jedoch der
Maximalitidt von C' € M.

a

Zu (ii). Die Tatsache, dass k¥ C k(B) rein transzendent ist, war bereits in Lem-
ma 6.5.11 (i) bewiesen worden. Wire k(B) C K nicht algebraisch, so giibe es ein
iiber k(B) transzendentes Element a € K. Nach Lemma 6.5.11 (ii) wire dann
B U {a} algebraisch unabhéngig iiber k. Widerspruch zur Maximalitéit von B.

Zu (iii). Falls alle Transzendenzbasen von & C K unendlich sind, ist nichts zu zeigen.
Wir diirfen also annehmen, dass eine endliche Transzendenzbasis B = {b1,...,b,}
von k C K existiert. Zum Beweis von (iii) geniigt es zu zeigen, dass jede weitere
Transzendenzbasis von k C K hochstens n Elemente besitzt.

Nehmen wir an, eine Transzendenzbasis C von k C K besitze mehr als n Elemente.
Wir wihlen ein ¢; € C und betrachten die Korpererweiterung

k - k/’(Cl,bl, .. ,bn)

Nach Aussage (i) finden wir eine Transzendenzbasis C} fiir diese Korpererweiterung,
so dass C1 € BU{c1} und ¢; € C; gelten. Nach geeignetem Umnumerieren von
b1,..., b, gilt also

C, = {Cl,bl,...,bnl}, mit n; < n.
Man beachte, dass nach der bereits bewiesenen Aussage (ii) die beiden Koérpererwei-
terungen
k(C1) € k(BU{a}),  k(BU{a}) € K
algebraisch sind. Nach Satz 6.2.12 (iii) ist damit auch die Erweiterung k(C1) C K

algebraisch.

In einem zweiten Schritt wihlen wir ein co € C mit co # c1, sodass {c1,c2} alge-
braisch unabhéngig ist. Wie oben erhalten wir nach Umnumerieren von b1, ..., by,
eine Tanszendenzbasis

Cy = {Cl,CQ,bl,...,bn2}, mit ny < nq
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fiir die Korpererweiterung k& C k(Cy U {c2}). Wie im ersten Schritt hat man auch
hier algebraische Erweiterungen

k(C2) C k(CrU{c2}), E(CiU{e2}) C K
Folglich ist £(C2) C K algebraisch. Nehmen wir nun nach diesem Verfahren weitere
Elemente ¢; aus C hinzu, so gelangen wir schliefllich zu einer Menge
C, = {c1,...,c0 b, r<n,
fiir die k(C,) C K eine algebraische Erweiterung ist. Wegen C, C C' widerspricht
das der algebraischen Unabhéngigkeit von C'. (I
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Aufgaben zu Abschnitt 6.5.

Aufgabe 6.5.12. Es seien k C K eine Korpererweiterung und a € K transzendent iiber K.
Zeige: Fiir jedes n € Z>1 gilt

(i) a™ € K ist transzendent iiber k,

(i) [k(a) : k(a™)] = n.
Aufgabe 6.5.13. Es sei £k C K eine transzendente Korpererweiterung. Zeige: £ C K
besitzt unendlich viele echte Zwischenkorper.

Aufgabe 6.5.14. Es seien k C K Korpererweiterung und B C K eine Transzendenzbasis
fiir £ C K. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Menge kU B ist abzdhlbar.
(if) Die Menge K ist abzéhlbar.

Hinweis: Satz 6.5.6 (ii). Folgere, dass jede Transzendenzbasis von R iiber Q iiberzéhlbar
ist. SchlieBe insbesondere trdegg(R) = oco.
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7. ZERFALLUNGSKORPER

7.1. Zerfallungskorper.

Erinnerung 7.1.1. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Fiir jedes b € K liefert
die universelle Eigenschaft des Polynomringes einen Auswertungshomomorphismus

e k[T = K, f=Ya,T" — f(b):=) alb”

Man nennt b € K eine Nullstelle des Polynoms f € k[T, falls f(b) = 0 gilt. Ist b € K
Nullstelle von f € k[T, so kann man den Linearfaktor T' — b in K[T'] abspalten:

f=T-byg mit einem g € K[T].

Man sagt, dass ein Polynom f € k[T] iiber K in Linearfaktoren zerfillt, falls es
Elemente ¢ € k und ay, ..., a, € K gibt mit

f=c(T—a) - (T—an € K[T]

Definition 7.1.2. Es seien k ein Kérper und f € k[T] ein Polynom. Eine Korper-
erweiterung k C K heifit Zerfallungskdorper fir f, falls f iiber K in Linearfaktoren
zerfallt und K minimal mit dieser Eigenschaft ist, d.h., f zerfillt iiber keinem
Zwischenkorper k¥ C . € K in Linearfaktoren.

Beispiel 7.1.3. Die Erweiterung R C C ist ein Zerfallungskorper fiir das Polynom
T% +1 e R[T).

Satz 7.1.4. Es seien k C K eine Kdrpererweiterung, f € k[T] ein Polynom und
ai,...,an € K die Nullstellen von f in K.

(i) Zerfallt f dber K in Linearfaktoren, so ist die Erweiterung k C k(ay,...,an,)
ein Zerfillungskorper fir f.

(ii) Ist k C K ein Zerfillungskdrper fir f, so gilt K = k(a, ..., a,). Insbeson-
dere ist k C K endlich und algebraisch.

Beweis. Zu (i). Offensichtlich zerfillt f iiber k(ai,...,a,) in Linearfaktoren. Ist
k C L C k(ay,...,a,) ein Zwischenkorper, sodass f bereits iiber L in Linear-
faktoren zerfillt, so liegen die Nullstellen ai,...,a, von f in L. Das impliziert
L = k(a1,...,a,). Aussage (ii) ergibt sich direkt aus der Minimalitétseigenschaft
des Zerfiallungskorpers und aus Satz 6.2.12 (ii). O

Beispiel 7.1.5. Die Erweiterung Q C Q([) ist Zerfiallungskérper fiir das Polynom
T? 4+ 1€ Q7).

Beispiel 7.1.6. Wir betrachten das Polynom f :=T% — 2 € Q|[T]. Es zerfillt iiber
dem Korper C der komplexen Zahlen:

f = (T —a1)(T—ax)(T — a3), a1 =2, ay=eF 2, azi=e3 V2.

Also ist Q C K mit K := Q(ay, ag, az) ein Zerfillungskorper fiir f. Wir wollen den
Grad [K : Q] bestimmen und betrachten dazu

QCLCK L :=Qu)

Das Polynom f € Q[T ist irreduzibel; andernfalls konnte man einen Linearfaktor
g € Q[T] abspalten, was wegen a1, as,as ¢ Q nicht moglich ist. Also ist f € Q[T
das Minimalpolynom von a; = +/2, und wir erhalten

L:Q] = deg(f) = 3.
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Jetzt wollen wir den Grad [K : L] bestimmen. Dazu beachte man K = L(e?7%/3).
Also miissen wir das Minimalpolynom g € L[T] von ¢>™*/3 finden. Ein annullierendes
Polynom ist

T° -1 = (T-1)(T*+T+1) € L[T).
Da T? 4+ T + 1 keine reellen Nullstellen besitzt ist es irreduzibel iiber I und somit
haben wir g = T2 + T + 1 als Minimalpolynom fiir €>7*/3. Das liefert [K : L] = 2
und somit

K:Q = K:L]-[L:Q = 3-2 = 6.
Satz 7.1.7. Es seien k ein Kiorper und f € k[T]. Dann gibt es einen Zerfillungskor-
per k CK fir f.

Lemma 7.1.8 (Kronecker). Es seien k ein Korper und f € k[T] nicht konstant.
Dann gibt es eine Kiorpererweiterung k C K, sodass f eine Nullstelle in K besitzt.

Beweis. Nach Satz 4.3.7 besitzt f einen Primfaktor p € k[T]. Nach Satz 4.1.22 ist
(p) C k[T] ein maximales Ideal. Nach Satz 3.4.6 ist K := k[T]/(p) ein Korper.

Weiter haben wir den Monomorphismus k& — K, a — a + (p), und zu gegebenem
b € K haben wir den Auswertungshomomorphismus

e k[T] = K, f=) aT" = fb)=) a,b"

Wir betrachten nun das Element b := T+ (p) € K. Werten wir das Polynom p € k[T
in b aus, so ergibt sich

eo(0) = pb) = p(T+(p) = p(T)+{p) = p+p) =0 €K
Mit anderen Worten: Das Element b € K ist Nullstelle von p € k[T], und somit
auch von f € k[T). O

Beweis von Satz 7.1.7. Es sei n := deg(f). Nach Lemma 7.1.8 gibt es eine Korper-
erweiterung k C Ky, sodass f € k[T] eine Nullstelle a; in K; besitzt. Abspalten des
entsprechenden Linearfaktors liefert eine Darstellung

f = (T — al)fl, f1 c Kl[T], deg(fl) = deg(f) —1.

Erneute Anwendung von Lemma 7.1.8 liefert eine Korpererweiterung K; C Ka,
sodass f1 € Ky[T] eine Nullstelle as in K; besitzt. Damit erhalten wir eine Darstel-
lung

f=T-a)(T—a2)fa,  f2€Ks[T], deg(fz)=deg(f)—2.
Iteriert man diesen Prozess, so erhélt man nach n Schritten eine Kérpererweiterung

k C K, sodass f iiber K, in Linearfaktoren zerfillt. Satz 7.1.4 liefert dann die
Behauptung. O

Lemma 7.1.9. Es sei ¢: K — K’ ein Homomorphismus von Kérpern und es sei
K" := o(K) C K’ sein Bild.

(i) Man erhdlt eine kanonische Fortsetzung von ¢: K — K’ auf die Polynom-
ringe durch

O K[T] = K[T], > el = > ole)T"

Ist p: K — K’ ein Isomorphismus, so ist ®: K[T] — K'[T] ebenfalls ein
Isomorphismus.

(ii) Ist a € K Nullstelle eines Polynoms f € K[TY], so ist p(a) € K' Nullstelle
des Polynoms ®(f) € K'[T].

(iii) Durch a — ¢(a) erhalten wir eine Bijektion von der Menge N der Null-
stellen von f in K auf die Menge N” der Nullstellen von ®(f) in K”.
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Beweis. Aussage (i) folgt sofort aus der universellen Eigenschaft des Polynomringes.
Zu (ii). Besitzt f =Y ¢;T" € K[T] die Nullstelle a € K, so haben wir

o(f)(p(@) = Y pledp(@) = ¢ (Y ca) = w(f@) = ¢(0) = 0.

Zu (iii). Wir diirfen ¢ als Isomorphismus von K auf den Unterkérper K” C K
auffassen. Nach (ii) liefert a — ¢(a) eine Injektion von N in die Menge N” der
Nullstellen von ®(f) in K”. Analog definiert ¢~!: K” — K eine Injektion von N”
in die Menge N der Nullstellen von ®~1(®(f)) = f in K. O

Lemma 7.1.10. Es seien ¢: k — k' ein Korperisomorphismus und ®: k[T] —
K'[T] seine Fortsetzung mit ®(T) = T. Weiter seien

o f € k[T] ein irreduzibles Polynom und k C K eine Kérpererweiterung mit
einer Nullstelle a € K von f,

o [:=0(f) k[T undk’ CK’ eine Kérpererweiterung mit einer Nullstelle
a € K wvon f'.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus @: k(a) — k'(a’), sodass
p(a) = d gilt und das folgende Diagramm kommutativ ist:

k< k(a)
Ko< K(a)

Dabei definiert b — p(b) eine Bijektion N — N’ von der Menge N der Nullstellen
von f in k(a) auf die Menge N' der Nullstellen von f’ in k'(a’).

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass f (und somit auch f’) normiert ist. Dann
ist f das Minimalpolynom zu a und f’ das Minimalpolynom zu a’. Mit Satz 6.2.6
erhalten wir ein kommutatives Diagramm

N
=
=
=
=
=
=

ll

d
S

wobei wir Existenz und Surjektivitdt des Kérperhomomorphismus ® mit dem Ho-
momorphiesatz 3.3.16 erhalten. Das liefert die Existenz von @: k(a) — k'(a), weiter
|k = ¢ sowie P(a) = o’ und die Eindeutigkeit von @. O

Satz 7.1.11. Es seien ¢: k — k' ein Korperisomorphismus, ®: k[T| — k'[T] seine
kanonische Fortsetzung und k C K bzw. k' C K' Zerfillungskirper fir f € k[T
bzw. f':= ®(f) € k'[T]. Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

k <c K
e
K < K

mit einem Kérperisomorphismus ¢: K — K’. Dabei bildet p die Menge der Null-
stellen von f in K bijektiv auf die Menge der Nullstellen von f' in K’ ab.
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Beweis. Gilt k =K, so erhalten wir ¥/ = K’ mit Lemma 7.1.9 (iii) und Satz 7.1.4.
Gilt k # K, so besitzt f € k[T] eine Nullstelle a; € K\ k. Es sei f1 € k[T] ein
Primfaktor von f mit fi(a;) = 0; man beachte dabei, dass f; keine Nullstelle in
k besitzt. Dann ist f] € k'[T] ein Primfaktor von f’ und nach Lemma 7.1.9 (iii)
hat f] keine Nullstelle in &’. Wir finden also eine Nullstelle o} € K’ \ k] von fi.
Lemma 7.1.10 liefert ein kommutatives Diagramm

k C k(al) = kl
gal: :l :lcm
oo K = K

mit einem Isomorphismus p;: k1 — ki, sodass ¢1(a1) = af gilt und ¢ die Menge
der Nullstellen von f; in ky bijektiv auf die Menge der Nullstellen von f] in kj
abbildet. Gilt k1 = K, so haben wir die gesuchte Fortsetzung gefunden. Andernfalls
besitzt f eine Nullstelle ap € K\ k. Dann wiederholen wir die obige Konstruktion
mit o1 : k1 — k] und erhalten entsprechend eine Fortsetzung ¢ : ko — kj. In jedem
Schritt dieser Art verringert sich die Anzahl der Nullstellen von f in K\ k;. Somit
terminiert das Verfahren nach endlich vielen Schritten mit &k, = K. [l

Definition 7.1.12. Eine algebraische Korpererweiterung k& C K heifit normal, falls
fiir jedes a € K das Minimalpolynom f, € k[T] iiber K in Linearfaktoren zerféllt.

Satz 7.1.13. FEs sei k C K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) kK CK ist normal.
(ii) k C K ist Zerfillungskorper eines Polynoms f € k[T).
(iii) Fir jede Kiorpererweiterung K C 1L und jeden Homomorphismus ¢: K — 1L
mit | = idy, gilt p(K) C K.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Nach Folgerung 6.2.14 gilt K = k(aq,...,a,)
mit aq,...,a, € K. Da jedes der Minimalpolynome f; € k[T] von a; € K iiber K in
Linearfaktoren zerfillt, gilt dies auch fir f := f;--- f,. Da aq,...,a, Nullstellen
von f sind, ist K = k(ay,...,a,) ein Zerfiallungskorper von f; siehe Satz 7.1.4.

Zur Implikation “(ii)=-(iii)”. Wir haben K = k(a1, . .., a,) mit den Nullstellen eines
Polynoms f € k[T]. Lemma 7.1.9 (ii) liefert ¢(a;) = a; und somit ¢(K) = K.

Zur Implikation “(iii)=-(i)”. Fiir jedes a € K ist zu zeigen, dass das Minimalpoly-
nom f, € k[T] iiber K in Linearfaktoren zerfillt. Nach Folgerung 6.2.14 ist k¥ C K
algebraisch und es gilt K = k(aq,...,a,) mit a; € K. Es sei f; € k[T] das Minimal-
polynom von a; € K. Wir wihlen einen Zerfallungskérper K C I fiir

f= fafi-- fo € K[T] C K[T].
Fiir jede Nullstelle b € L von f, miissen wir b € K zeigen. Lemma 7.1.10 liefert
einen Isomorphismus ¢: k(a) — k(b) mit p(a) = b, der idy fortsetzt. Weiter sind
k(a) CL und k(b) C L Zerfallungskorper fiir f € k(a)[T] bzw. fir f € k(b)[T]. Mit
Satz 7.1.11 erhalten wir daher eine Fortsetzung @: I — IL von . Eigenschaft (iii)
liefert p(K) = K. Insbesondere erhalten wir b = @(a) € K. O



ALGEBRA 181

Aufgaben zu Abschnitt 7.1.

Aufgabe 7.1.14. Bestimme eine explizite Darstellung K = Q(a1,...,ar) mit a; € C
sowie den Grad [K: Q] fiir den Zerfillungskérper Q C K von f € Q[T fiir

f = T%-3, f = T°—5, f=T"-2

Aufgabe 7.1.15. Welche der folgenden Kérpererweiterungen sind normal (jeweils mit
Begriindung):

(i) QS Q(V3),
(i) Q(v3) CQ(V3),
(i) Q € Q(V3).
Die Kérper Q(+/3) und Q(+/3) sind dabei als Unterkdrper des Korpers C der komplexen
Zahlen aufzufassen.

Aufgabe 7.1.16. Zeige: Jede Korpererweiterung vom Grad 2 ist normal.
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7.2. Algebraischer Abschluss.

Definition 7.2.1. Es sei k ein Korper. Eine Korpererweiterung k& C k heifit alge-
braischer Abschluss von k, falls

(i) jedes f € k[T] iiber k in Linearfaktoren zerfillt,
(ii) die Korpererweiterung k C k algebraisch ist.

Man nennt k algebraisch abgeschlossen, falls k C k ein algebraischer Abschluss ist,
d.h., falls jedes f € k[T] iiber k in Linearfaktoren zerfillt.

Beispiel 7.2.2. Die Korper Q und R sind nicht algebraisch abgeschlossen. Nach
dem Fundamentalsatz der Algebra 8.3.8 ist der Korper C algebraisch abgeschlossen.

Satz 7.2.3. Sind k ein algebraisch abgeschlossener Korper, und k C K eine alge-
braische Erweiterung, so gilt k = K.

Beweis. Zu gegebenem a € K betrachten wir das Minimalpolynom f, € k[T]. Da k
algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt f, iiber k£ in Linearfaktoren:

fo = c-(T—ar) - (T—an) € K[T)
mit ¢, a1,...,a, € k. Wegen f,(a) = 0 folgt a = a; fiir ein ¢, und wir erhalten a € k.

Das impliziert £ = K. O

Satz 7.2.4. FEs sei k C K eine Korpererweiterung, sodass jedes f € K[T] diber K
in Linearfaktoren zerfillt. Dann erhdlt man einen algebraischen Abschluss durch

k C k = {a€K; a ist algebraisch iiber k}.

Beweis. Nach Folgerung 6.2.15 ist k ein Zwischenkorper von k C K, und nach
Definition ist k C k algebraisch.

Es sei nun ein Polynom f € k[T] gegeben. Dann gibt es a; € K und eine Zerlegung
in Linearfaktoren

f=c(T—a) - (T—an € K[T].

Nach Satz 6.2.12 (i) ist & C k(ay,...,a,) algebraisch. Nach Satz 6.2.12 (iii) ist
daher auch k C k(aq, ..., a,) algebraisch. Das impliziert a; € k. O

Satz 7.2.5. Jeder Korper k besitzt einen algebraischen Abschluss.

Konstruktion 7.2.6 (Polynomring in beliebig vielen Unbestimmten). Es seien R
ein K1-Ring, und I eine beliebige Menge. Ein Polynom iiber R in der Verénderlichen
T;, i € I, ist eine endliche formale Summe

Z Til...ikTilil o 'Tz‘;:k
mit Koeflizienten r;,. ;, € R. Analog zur Konstruktion 3.2.14 des Polynomringes

in endlich vielen Veréinderlichen definiert man Addition und Multiplikation auf der
Menge dieser Polynome und gewinnt so den Polynomring R[T;; i € I].

Ahnlich wie beim Polynomring in endlich vielen Veréinderlichen hat man eine uni-
verselle Eigenschaft: Ist ¢: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen, und sind
Elemente s; € S, wobei ¢ € I, gegeben, so gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus ®: R[T},i € I] — S mit ®|zr = ¢ und &(7;) = s; fiir jedes i € I.
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Beweis von Satz 7.2.5. Nach Emil Artin. Wir teilen den Beweis in drei Schritte auf.

Schritt 1. Wir konstruieren eine Koérpererweiterung & C Kj, sodass jedes nicht
konstante Polynom f € k[T] eine Nullstelle in K; besitzt.

Wir betrachten die Menge I aller nichtkonstanten Polynome aus k[T] und den
Polynomring in den Verénderlichen Sy, f € I:

I := k[T]\k, R := k[Ss; fell]

Dann gilt £ C R, und jedes Element f € I = k[T]\ k definiert auf kanonische Weise
ein Element in R:

f(Sy) = Za,,S;, wobei f = ZaUT”.

Es sei a <g R das von allen Elementen f(Sy), wobei f € I, erzeugte Ideal. Wir
zeigen, dass a ein echtes Ideal ist. Andernfalls géibe es f; € I und g; € R mit

L= gfi(Sp) + .- 4 gnfn(Sy)-
Durch wiederholte Anwendung von Lemma 7.1.8 erhalten wir eine Korpererweiterung
k C L, sodass jedes f; in k[T] eine Nullstelle a; € L besitzt.

Als Spezialfall der universellen Eigenschaft des Polynomringes R erhalten wir einen
eindeutig bestimmten Auswertungshomomorphismus

a; f=fimitl<i<n,
0 f&{fi,sfut

Wendet man diesen Homomorphismus auf die obige Darstellung von 1 € R an, so
fithrt dies zu einem Widerspruch:

L>1=¢l)=¢g)fila)+...+¢(gn)fnla,) = 0 € L.

Folglich ist a <p R ein echtes Ideal, und als solches ist es ein einem maximalen
Ideal m <y R enthalten, siche Satz 3.4.9. Der Restklassenring

Kl = R/m

p: R — L, k>a — acl, Sfr—>{

ist nach Satz 3.4.6 ein Korper. Der kanonische Monomorphismus & — R — K;
bettet k als Unterkorper in K; ein. Fiir jedes f € k[T]\ k gilt

f(Sp+m) = f(Sp))+m = 0 € K.

Also besitzt jedes nichtkonstante f € k[T'] eine Nullstelle in K;. Damit ist Schritt 1
abgeschlossen.

Schritt 2. Wir konstruieren eine Korpererweiterung k C K, sodass jedes Polynom
f € K[T] iiber K in Linearfaktoren zerfillt.

Durch wiederholtes Anwenden von Schritt 1 erhalten wir eine aufsteigende Kette
von Korpererweiterungen

k=Ko C K C Ky C ...

sodass jedes Polynom f € K;[T] eine Nullstelle in K;;1 besitzt. Wir betrachten den
“induktiven Limes”

K := (UK)/N wobei K; 3 a ~a €Kiy, 1> 0.
1=0

Dann ist K auf kanonische Weise ein Korper: Zu a,b € K gibt es immer ein K; mit
a,b € K;, daher kann man die Summe a + b in K bilden etc..
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Weiter erfiillt K die gewiinschte Eigenschaft: Ist f € K[T], so gilt f € K,,[T]
fiir ein m und f besitzt eine Nullstelle a; € K,,+1 und somit auch in K. Nach
Folgerung 4.2.5 gibt es eine Zerlegung

f=T-a)fi € K[TT,

wobei deg(f1) < deg(f). Wiederholt man dieses Verfahren fiir f; etc., so gelangt
man nach deg(f) — 1 Schritten zu einer Zerlegung von f in Linearfaktoren T — a;
mit a; € K.

Schritt 3. Essei k C K die Teilmenge aller Elemente a € K, die algebraisch tiber &
sind. Nach Satz 7.2.4 ist k C k dann ein algebraischer Abschluss. (|

Satz 7.2.7. Es seien k ein Korper, k C k ein algebraischer Abschluss, k C L C K
algebraische Korpererweiterungen und ¢: L — k ein Homomorphismus mit ol =
idg. Dann gibt es einen Homomorphismus ®: K — k mit @[, = .

Beweis. Es sei ¢: L. — k ein Homomorphismus mit ¢l = idg. Wir betrachten
die Menge S aller Paare (M, 1)), wobei L C M C K ein Zwischenkérper ist und
1: M — k eine Fortsetzung von ¢: I — k ist.

Die Menge S ist nicht leer; es gilt beispielsweise (L, p) € S. Weiter haben wir eine
natiirliche Teilordnung auf S, ndmlich

(Mlv’l/)l) < (M2,7/12> < M1 Q M2 und 1/)2|M1 = ’1/}1,

Wir zeigen nun, dass jede total geordnete Teilmenge S’ C S eine obere Schranke
in S besitzt. Dazu betrachten wir

M = U M/, v: M — k, M'>a — ¥/(a) € k.
(M',p)es’
Dann ist M auf natiirliche Weise ein Zwischenkérper von k C K und ¢: M — k ist

eine wohldefinierte Fortsetzung von ¢: L — k.

Nach dem Zornschen Lemma 3.4.10 besitzt die Menge S ein maximales Element
(K, ). Wir zeigen, dass K = K gilt. Dazu nehmen wir an, es existiere ein a € K\ K.
Nach Satz 6.2.6 gibt es einen Epimorphismus

mo: K[T] — K(a), f = fla).

Nach Lemma 6.2.3 wird Kern(n, ) durch das Minimalpolynom f, € K[T] erzeugt. Es
sei U: K[T] — E[T] die kanonische Fortsetzung von ¢: K — k. Nach Lemma 7.1.9
besitzt g, := ¥(f,) mit b := ¢(a) eine Nullstelle in k. Das Polynom g, € k[T liegt
also im Kern der Auswertung

m: k[T] — F, g — g(b).

Der Homomorphiesatz 3.3.16 liefert daher einen Homomorphismus 1, : K (a) — k,
mit welchem das folgende Diagramm kommutativ wird:
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Nach Konstruktion ist 1, eine Fortsetzung von . Damit ist (K (a),%,) € S ein
Element das echt grofer ist als (M, ). Das steht im Widerspruch zur Maximalitét
von (M, ). O

Folgerung 7.2.8. Es seien k ein Korper und k C k ein algebraischer Abschluss. Ist
k C K eine algebraische Erweiterung, so gibt es einen Monomorphismus ¢: K — k
mit | = idy.

Folgerung 7.2.9. Es sei k ein Korper. Sind k C k1 und k C ko algebraische
Abschliisse, so gibt es einen Isomorphismus @: k1 — ko mit | = id.

Beweis. Nach Folgerung 7.2.8 gibt es einen Monomorphismus ¢: k1 — ko mit ¢|; =
idg. Somit erhalten algebraische Kérperweiterungen k C ¢(k1) C ko. Da (k1) = kq
algebraisch abgeschlossen ist, ergibt sich ¢(k1) = ko mit Satz 7.2.3. O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.2.
Aufgabe 7.2.10. Es sei K ein Kérper. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) K ist algebraisch abgeschlossen.

(ii) Jedes f € K[T] besitzt eine Nullstelle in k.
(iii) Die irreduziblen Elemente in K[T'] sind genau die Polynome vom Grad 1.
(iv) Fiir jede algebraische Kérpererweiterung K C K’ gilt K = K'.

Aufgabe 7.2.11. Zeige: Jeder algebraisch abgeschlossene Korper besitzt unendlich viele
Elemente.

Aufgabe 7.2.12. Zeige: Ist k ein abzéhlbarer Kérper, so ist auch sein algebraischer
Abschluss k abzihlbar.
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7.3. Separable Polynome.

Definition 7.3.1. Es seien k ein Korper, k C k ein algebraischer Abschluss und
f € k[T]. In der (eindeutigen) Primfaktorzerlegung

f = CH(T — )@
ack
in dem Polynomring k[7'] nennt man den Exponenten ps(a) € Z>q die Vielfachheit

von f in a.
Definition 7.3.2. Es sei R ein K1-Ring. Die formale Ableitung auf dem Polynom-
ring R[T] ist die Abbildung
D:R[T] —» R[T), > aT" ~ Y va, 7",
v=0 v=1

wobei wir va, fiir v-1g - a, im letzten Term schreiben und D(aoTo) := 0 fiir jedes
konstante Polynom agT" € R[T] setzen.

Beispiel 7.3.3. Das Polynom f := (T — 1)?T = T3 — 27?% + T € R[T] besitzt in
a € C die Vielfachheit

1, a=0,
prla) = 42, a=1,
0 sonst.

Bemerkung 7.3.4. Es sei R ein K1-Ring. Fiir je zwei Polynome f,g € R[T] und
je zwei Elemente a,b € R erfiillt die formale Ableitung die Produktregel:

D(af +bg) = aD(f)+bD(g), D(fg) = fD(g)+gD(f).

Lemma 7.3.5. Es seien k ein Kérper, k C k ein algebraischer Abschluss und
f € k[T]. Dann gilt fiir jedes a € k:

prla) =1 <= f(a)
prla)>1 <= f(a)=

I
o o

und (D(f))(a) #0,
und (D(f))(a) = 0.

Beweis. Fiir jedes a € k hat man eine Darstellung f = (T' — a)*/(*)g mit einem
Polynom g € k[T], sodass g(a) # 0 gilt. Wir erhalten

D(f) = ps(a)(T —a)"' D7 g 4 (T — )"’ D(g)

mit Hilfe der Produktregel aus Lemma 7.3.5. Damit l4sst sich die Behauptung direkt
verifizieren. O

Lemma 7.3.6. Es seien k ein Korper, k C k ein algebraischer Abschluss und
f € k[T]. Dann sind dquivalent:

(i) Das Polynogz f hat eine mehrfache Nullstelle in k, d.h., es gilt pr(a) >2
fiir ein a € k.

(ii) Die Polynome f und D(f) haben einen nicht-konstanten gemeinsamen
Teiler in k[T).

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Besitzt f eine mehrfache Nullstelle a € F,
so gilt f(a) = D(f)(a) = 0 nach Lemma 7.3.5. Folglich ist das Minimalpolynom
fa € E[T] ein (nicht konstanter) Teiler von f und D(f) in k[T].

Zur Implikation “(ii)=>(i)”. Es sei g € k[T'] ein nicht konstanter gemeinsamer Teiler
von f und D(f). Dann gilt g(a) = 0 fiir ein a € k. Es folgt f(a) = D(f)(a) = 0.
Nach Lemma 7.3.5 besitzt f daher eine mehrfache Nullstelle. ([
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Bemerkung 7.3.7. Es seien R ein K1-Ring und f, g € R[T]. Nach der universellen
Eigenschaft des Polynomrings gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

®: R[T] — RI[T], mit |z = idg und ®(7') = g.

Man definiert die Verkettung der Polynome f und g als f(g) := ®(f). Die formale
Ableitung erfiillt die Kettenregel:

D(f(9)) = D(f)(9)D(9).
Lemma 7.3.8. Es seien k ein Korper und f € k[T ein Polynom.

(i) Im Falle Char(k) =0 hat man
D(f)=0 <= f ist konstant.
(ii) Im Falle Char(k) =p > 0 hat man
D(f)=0 < f=g(T?) mit einem g € k[T).

Beweis. Es sei f = Y7 a,T". Wir zeigen (i). Die formale Ableitung D(f) ist

nach Definition gegeben als

D(f) = Z va, TV 1.
v=1

Fiir jedes v = 1,...,n haben wir wegen Char(K) = 0 genau dann va, = 0, wenn
a, = 0 gilt. Mit der obigen Formel ergibt sich daher
D(f)=0 <= a1=...=na, =0 <= a1=...=a,=0 <= f=aqaoT".
Wir zeigen (ii). Es sei zunédchst f = ¢(T?) mit einem Polynom ¢ € k[T]. Mit
Bemerkung 7.3.7 erhalten wir

D(f) = D(g(T?)) = D(g)(IT*)D(I?) = D(g)(T")pI*~" = 0 € k[T].
Gilt D(f) = 0, so folgt va, = 0 fiir jedes v > 1. Wegen Char(k) = p haben wir

genau dann v = v-1; = 0, wenn v = pk mit einem k € Zx( gilt. Somit erhalten wir
f = Z a/pKTpKJ.
K

Mit g := > apT" haben wir also ein Polynom in k[T] gefunden, das f = ¢(T?)
leistet. O

Definition 7.3.9. Es seien k ein Korper und k C k ein algebraischer Abschluss.

(i) Ein irreduzibles Polynom f € k[T] heifit separabel, falls py(a) < 1 fiir
jedes a € k gilt.

(ii) Ein beliebiges Polynom f € k[T] heifit separabel, falls jeder irreduzible
Faktor p € k[T] von f separabel ist.

Satz 7.3.10. Es sei k ein Kérper. Ein irreduzibles Polynom f € k[T] ist genau
dann separabel, wenn D(f) # 0 gilt.

Beweis. Es sei zuniichst f € k[T] separabel. Ist k& C k ein algebraischer Abschluss,

so besitzt f eine Nullstelle a € k. Diese ist nach Voraussetzung einfach. Mit Lem-
ma 7.3.5 erhalten wir daher (D f)(a) # 0. Folglich muss D(f) # 0 gelten.

Es sei nun D(f) # 0. Wére f nicht separabel, so gibe es nach Lemma 7.3.6 einen
nichtkonstanten gemeinsamen Teiler g € k[T] von f und D(f). Insbesondere hat
man deg(g) < deg(D(f)) < deg(f). Wegen der Irreduzibilitit von f muss aber
deg(g) = deg(f) gelten, Widerspruch. O
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Definition 7.3.11. Ein Korper k heif3t vollkommen, falls jedes nichtkonstante
Polynom f € k[T] separabel ist.

Satz 7.3.12. Jeder Korper der Charakteristik Null ist vollkommen.

Beweis. Nach Lemma 7.3.8 und Satz 7.3.10 ist jedes irreduzible Polynom f € k[T
separabel. (I

Beispiel 7.3.13. Es sei p € Z>( eine Primzahl. Wir betrachten F, = Z/pZ und
den Funktionenkérper k := F,(T). Das Polynom

fi=SP—T € k[S]

ist f irreduzibel, denn es erfiillt die Bedingungen des Eisensteinkriteriums 6.2.8
zum Primelement 7' € F,,[T]. Weiter haben wir

D(f) = pSP™t = 0 € K[9].

Folglich ist das Polynom f € k[S] nicht separabel. Insbesondere ist der Funktio-
nenkérper k = Fy,(T") nicht vollkommen.

Konstruktion 7.3.14. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Der Frobe-
niushomomorphismus auf K ist der Monomorphismus

Frobg: K — K, a — ab.

Beweis. Wir miissen lediglich zeigen, dass Frobg mit der Addition vertréglich ist.
Fiir je zwei a,b € K erhalten wir mit dem binomischen Lehrsatz:

P
(a+b)P = Z (Z) Aga? kR = aP + 0P
i=k

Satz 7.3.15. Es sei K ein endlicher Korper. Dann gilt:

(i) Frobk: K — K ist ein Isomorphismus.
(ii) Gilt K= TF,, so gilt Frobg = idk.

Beweis. Aussage (i) ist klar, da jede injektive Selbstabbildung einer endlichen Men-
ge auf sich bijektiv ist. Aussage (ii) erhélt man mit

Frobg, () = Frobg,(I+...+1) = T+...+1 = 7.
O

Satz 7.3.16. Es sei K ein Korper mit Char(K) = p > 0. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) K ist vollkommen.
(ii) Frobg: K — K ist surjektiv.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Ist a € K gegeben, so suchen wir ein b € K mit a = b?.
Dazu betrachten wir das Polynom
fi=TP—a € KT
und einen irreduziblen Faktor g € K[T] von f. Es sei K C K ein algebraischer
Abschluss. Dann besitzt g eine Nullstelle b € K, und fiir diese gilt a = bP. Es folgt
f =TP—b = (T-0b)P € K[T].
Als Faktor von f € K[T] ist g € K[T] deshalb von der Gestalt g = (T — b)" mit

einem [ < k. Da K vollkommen ist, muss g separabel iiber K sein. Das impliziert
g =T — b, und wir erhalten b € K.



192 JURGEN HAUSEN

Zu “(ii)=(i)”. Es sei g € K[T] ein irreduzibles Polynom. Wir miissen zeigen, dass g
separabel iiber K ist.

Nehmen wir an, g sei nicht separabel. Nach Satz 7.3.10 gilt dann D(g) = 0. Nach
Lemma 7.3.8 gibt es ein h € K[T'] mit

g = h(T?) = a,(TP)" + ...+ a1T? + ao,

wobei h = " a,T”. Nach Voraussetzung gibt es Elemente b, € K mit b2 = a,,.
Damit erhalten wir

g = o(TP)"+ ...+ TP +byg = (bp(T)" + ...+ 01T+ bo)P.

Das steht jedoch im Widerspruch zur Irreduzibilitit von g. Folglich muss g separabel
sein, d.h., der Korper K ist vollkommen. ([l

Folgerung 7.3.17. Jeder endliche Kdorper ist vollkommen.
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Aufgaben zu Abschnitt 7.3.

Aufgabe 7.3.18. Es sei R ein K1-Ring. Beweise die Rechenregeln aus Bemerkung 7.3.4:
Fiir je zwei Polynome f, g € R[T] und je zwei Elemente a,b € R gilt

D(af +bg) = aD(f)+bD(g), D(fg) = fD(g)+gD(f)

Aufgabe 7.3.19. Es seien R ein K1-Ring und f,g € R[T] zwei Polynome. Beweise
folgende Eigenschaften der Verkettung f(g) € R[T], vgl. Bemerkung 7.3.7:

(i) Fiir jedes a € R hat man f(g)(a) = f(g(a)).
(ii) Fiir die formale Ableitung gilt D(f(g)) = D(f)(g9)D(g).
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7.4. Endliche Kérper.

Erinnerung 7.4.1. Fiir jede Primzahl p € Zsq ist F, := Z/pZ ein endlicher
Korper. Es gilt

|Fp| = p, Char(F,) = p
und F,, ist sein eigener Primkorper. Ist K ein endlicher Kérper, so ist p := Char(K)
eine Primzahl und wir haben

Px = Fp, IK| = p™, wobei n:= [K: Pg].

Ein Beispiel fiir einen Korper mit 4 = 22 Elementen ist der Faktorring Fo[T]/(f)
mit dem irreduziblen Polynom f := T2+ T +1 € Fy[T].

Lemma 7.4.2. Es sei K ein endlicher Korper. Dann ist das Produkt aller Finheiten
von K gegeben durch
H a = _1K-

ackKk*

Beweis. Wir zerlegen das fragliche Produkt zunéchst in die Produkte iiber alle a
mit a = a~! bzw. a # a~!. Das liefert

Meo=|Tle|l || =1T=

ackK* a€K* a€K* a€K*
a=a—1 a;éa*l a=a—1

Weiter impliziert a = a~!, dass a Nullstelle von 72 — 1 ist, und somit gilt a = +1.
Damit folgt die Behauptung. O

Folgerung 7.4.3 (Satz von Wilson). Fir jede Primzahl p € Z>1 gilt (p—1)! = —1
mod p.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich durch Anwenden von Lemma 7.4.2 auf den
Korper F,: Dort gilt

1.2...p=1 = -T = —1.
O

Satz 7.4.4 (Klassifikation endlicher Korper). Fiir eine Primzahl p € Z>2 und
n € Z>1 bezeichne Fyn den Zerfillungskérper des Polynoms f := " —T € F,[T].

(i) Der Korper Fpn hat genau p™ Elemente.
ii) Jedes Element a € F,n ist Nullstelle von f, d.h., es gilt a®" = a,
P

Ist K ein endlicher Kérper, so gilt |K| = p™ mit einer Primzahl p und einem
n € Z>1 und K isomorph zu Fpn.

Beweis. Zu (i) und (ii). Wir betrachten das Polynom f := T?" — T € F,[T] und
die Menge seiner Nullstellen in Fyn:
L := {a €Fpn; f(a) =0} := {aEFPn; a?” :a} C Fpn.
Wir zeigen, dass IL ein Unterkérper von K ist. Fiir je zwei Elemente a,b € LL erhalt
man a £ b € L wegen
(a£b)P" = a®" £ = a+b.
Weiter ergibt sich fiir a,b € L stets ab € L und, falls b # 0, auch b~! € L., denn es
gilt
n n n " n 71
(@) = a"v" = ab, () = (¥") =L
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Die Menge I. C F,» der Nullstellen von f ist also ein Zwischenkorper von IFj, C Fpyn.
Andererseits ist I, C F,n ein Zerféllungskorper von f. Das impliziert

L == Fpn .

Wegen D(f) = p"TP"~1 — 1 = —1 besitzt f keine mehrfachen Nullstellen in Fpn,
siehe Lemma 7.3.5. Folglich gilt

[Fpn| = |L| = p".
Ist K ein endlicher Korper, so gilt |K| = p™ mit einer Primzahl p und einem n € Z~;
siehe Satz 6.1.18. Der kleine Fermatsche Satz 2.1.8 liefert a?” ~1 = 1 fiir jedes a €

K*. Es folgt a?” = a fiir jedes a € K. Somit ist K ein Zerfallungskorper des Polynoms
TP" — T € Px[T). Mit Px = F, erhalten wir K 2 F,,.; siehe Satz 7.1.11. O

Folgerung 7.4.5. Zu jedem Paar (p,n) mit einer Primzahl p und einer positiven
ganzen Zahl n gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper der Ordnung p™.

Satz 7.4.6. Es seien K ein endlicher Kérper und |[K| = p™.

i) Ist Px C L C K ein Zwischenkérper, so gilt |L| = p® mit einem Teiler d
(i) per, 80 g p

von M.
(ii) Zu jedem Teiler d von n gibt es genau einen Zwischenkorper Px CL C K
mit |L| = p?.

Lemma 7.4.7. Es seien k ein Korper und p,d,m € Z>1. Mit n :=md gilt
pt—1 = (p¢ = 1)V g pm=Dd L pd ).
In k[T] gilt mit a := p{m=D4 4 pm=2d o 4 pd 11 zudem

TP -1 _ 1 — (Tpdfl _ 1>(T(Pd*1)(a*1) 47w =D(e=2) ¢ el 1).
Beweis. Die Gleichungen verifiziert man direkt durch Ausmultiplizieren. (]

Beweis von Satz 7.4.6. Wir zeigen (i). Es sei Px C L C K ein Zwischenkérper.
Dann ist L ein endlicher Kérper der Charakteristik p und somit gilt |L| = p® mit
einem d € Z>1. Nach der Gradformel gilt

n = [K:Pg] = K:L]-[L:Pg] = [K:L]-d.
Wir zeigen (ii). Nach Satz 7.4.4 diirfen wir annehmen, dass K = F,» gilt. Wir

zeigen, dass zu jedem Teiler d von n ein Zwischenkorper F, C L C Fpn mit |L| = p?
existiert. Dazu betrachten wir die Polynome

f=T" T € F,T], g =T —T € F,[T)
Nach Lemma 7.4.7 gilt f = gh mit einem Polynom h € F,,[T]. Insbesondere zerfillt
mit f auch g iiber F,» in Linearfaktoren. Damit erhalten wir den gewiinschten
Zwischenkorper:
F, C L := Fpu = {a€Fpm; a” =a} C Fpn.

Esseinun F, C L' C Fpn ein weiterer Zwischenkorper mit |L/| = p?. Nach Satz 7.4.4
gilt a?’ = a fiir alle a € L. Es folgt " C F,a und somit L' = IF 4. O

Satz 7.4.8. Es sei K ein beliebiger Korper. Dann ist jede endliche multiplikative
Untergruppe G C K* zyklisch.
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Beweis. Die endliche Gruppe G ist abelsch. Der Hauptsatz fiir endlich erzeugte
abelsche Gruppen 5.5.5 liefert somit

G= J] Gp wobeiG, = Z/p"Zx...xL/p"®L
PEZ>2prim
mit ganzen Zahlen 0 <11 < ... < Vd(p)- Offensichtlich annulliert p¥4®» den Sum-
manden G,. Multiplikativ geschrieben bedeutet das

a?'? = 1 firalle a € Gp.

Folglich ist G, C K in der Nullstellenmenge des Polynoms TP 1 € K[T]
enthalten. Das impliziert |G| < p”@® . Damit ergibt sich G, = Z/p*4®)Z, und wir
erhalten mit dem Chinesischen Restsatz

1%

G H 7/ p"i® 7, Z/ H priw) | Z.

PEZ>> prim PEZ>y prim

Folgerung 7.4.9. Es sei K ein endlicher Korper mit |K| = p™.

(i) Die multiplikative Gruppe K* ist zyklisch. Insbesondere gibt es ein a € K
mit

K = {0,1,a,..., apn;Q}.
(ii) Fir a € K wie in (i) gilt K = Px(a) und das Minimalpolynom f, € Px[T]
besitzt den Grad
deg(f,) = [K:Pg] = n.

Definition 7.4.10. Die Automorphismengruppe Aut(K) eines Korpers K ist die
Menge aller Korperisomorphismen K — K mit der Komposition als Verkniipfung.

Erinnerung 7.4.11. Es seien K ein endlicher Kérper und p := Char(K). Dann
haben wir einen Automorphismus

Frobg: K — K, a — aP.

Satz 7.4.12. Es seien K ein endlicher Korper und |K| = p™. Dann hat man einen
Isomorphismus von Gruppen

Z/nZ — Aut(K), m — Froby'.

Mit anderen Worten: Die Automorphismengruppe von K ist zyklisch von der Ord-
nung n und wird durch den Frobeniushomomorphismus erzeugt.

Lemma 7.4.13. Es seien K ein Kiorper mit Primkérper Px C K und ¢ € Aut(K).
Dann gilt p|p, = idp, .
Beweis. Nach Konstruktion 6.1.8 besteht Pk aus den Elementen m - 1x/n - 1x mit
m,n € Z, n-1g # 0. Es folgt
(p(m~1K):gﬁ(lKﬁL...ﬁLlK):cp(lK)+...+<p(1K):1K+...+1K:m~1K.
O

Beweis von Satz 7.4.12. Wir wihlen ein Element a € K wie in Folgerung 7.4.9 (i).
Dann lésst sich K darstellen als

K = {0,1,a,d?.. .,apn_2}.
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Damit erhalten wir, dass der Frobeniushomomorphismus Frobg : K — K mindestens
die Ordnung n besitzt: Es gilt

Frob]%((a) = q? £+ a,
Frobz(a) = o # a,
Frobﬁé_1 (a) = a?" ! #+ a,
Frobg(a) = qr" = a.

Es ist also nur noch |[Aut(K)| < n zu zeigen. Wegen K = {0,1,q,...,a?" ~2} ist
jedes ¢ € Aut(K) durch seinen Wert ¢(a) festgelegt. Fiir das Minimalpolynom
fa=>_b,T" € k[T] haben wir

falp(@) = Y bw@) = 3 ebpla) = ¢ (D ba") = ¢lfula) = 0,

wobei wir Lemma 7.4.13 fiir die zweite Gleichung verwenden. Somit ist ¢(a) Null-
stelle von f,. Wegen deg(f,) = n besitzt f, hochstens n Nullstellen. Also gibt es
hochstens n mogliche Werte ¢(a). O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.4.
Aufgabe 7.4.14. Es seien p € Z>3 eine Primzahl und n € Zx>. Zeige:

(i) Fiir jedes irreduzible Polynom f € F,[T] sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:
o [ teilt TP" — T in F,[T],
e deg(f) teilt n in Z.
(ii) Das Polynom TP" — T ist das Produkt iiber alle irreduziblen normierten Poly-
nome f € Fp[T] mit deg(f) | n.
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7.5. Separable Erweiterungen.
Definition 7.5.1. Es sei k¥ C K eine Korpererweiterung.

(i) Ein Element a € K heifit separabel iiber k, falls es algebraisch iiber k ist
und sein Minimalpolynom f, € k[T] separabel ist.

(ii) Die Korpererweiterung k C K heifit separabel, falls jedes a € K separabel
iiber k ist.

Bemerkung 7.5.2. Ist k£ ein vollkommener Korper, so ist jede algebraische Erwei-
terung k C K separabel.

Satz 7.5.3 (Satz vom primitiven Element). Es sei k C K eine endlich erzeugte
separable Korpererweiterung. Dann ezistiert ein a € K mit K = k(a).

Lemma 7.5.4. Es seien k C K eine Korpererweiterung. Besitzen f,g € k[T] eine
gemeinsame Nullstelle in K, so besitzen sie einen nichtkonstanten gemeinsamen
Teiler in k[T).

Beweis. Wir diirfen f, g # 0 annehmen. Ist ¢ € K mit f(a) = g(a) = 0 gegeben, so
ist das Minimalpolynom f, € k[T] ein nicht konstanter gemeinsamer Teiler von f
und g. (I

Beweis von Satz 7.5.3. Ist k ein endlicher Korper, so ist auch K endlich, da k C K
als endlich erzeugte algebraische Erweiterung nach Folgerung 6.2.14 endlichen Grad
besitzt. Somit ist die multiplikative Gruppe K* zyklisch und fiir jeden Erzeuger
a € K* haben wir K = k(a); siehe Folgerung 7.4.9 (ii) .

Wir behandeln den Fall, dass k unendlich viele Elemente besitzt. Nach Vorausset-
zung gilt K = k(aq,...,a,) mit ag,...,a, € K. Wir beweisen die Aussage durch

Induktion iiber n. Fiir den Fall n = 1 ist nichts zu zeigen. Nehmen wir also an, die
Behauptung gelte fiir n — 1. Die Induktionsannahme liefert dann

K = k(a,...,an) = k(a1,...,an—1)(an) = k(a,b),

wobei a € k(ai,...,an—1) ein Element mit k(aq,...,an—1) = k(a) ist und wir
b := a, schreiben. Wir suchen ein ¢ € k(a,b) mit k(a,b) = k(c). Dazu betrachten
wir die Minimalpolynome f,, fy € k[T] von a,b € K und einen Zerfillungskorper
K C L fiir das Produkt f = f,f» € K[T]. Dann haben wir in L[T] die Zerlegungen

Jo = T—a1) (T —a), fo = (T =p1)- (T = Bs),
wobei wir oy := a und 5, := b annehmen diirfen und die «; sowie die 3; wegen
der Separabilitit von f, und f, jeweils paarweise verschieden sind. Da &k unendlich
viele Elemente besitzt, finden wir ein v € k£ mit
a — oy

17 Bj—"b

Wir zeigen, dass ¢ := a + b € K = k(a,b) die gewiinschte Eigenschaft K = k(c)
besitzt. Nach Wahl von v gilt

furallei=1,...,r, 7=2,...,s.

c # a;+7p; firallei=2,...,r, j=2,...,s.
Weiter betrachten wir das Polynom f! := f,(c —~T) € k(c)[T]. Fiir die Nullstellen
b:ﬂlaﬂQa"'vﬂs € L von fb gﬂt
fa®) = falc = 9b) = fa(a) =0, fo(B;) = falc—B;) # 0 fitr j > 2.
Also ist T'—b gemeinsamer Teiler von f! und f, in L[T]. Da f, = (T—B1) - - (T'—fs)

eine Primfaktorzerlegung in L[T] ist, sehen wir, dass T — b ein grofiter gemeinsamer
Teiler von f, und fp in L[T] ist. Wendet man nun Lemma 7.5.4 auf k(c) C L
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und f7, fo € k(c)[T] an, so ergibt sich T'— b € k(c)[T]. Es folgt b € k(c) und
a =c— b € k(c). Das impliziert K = k(a,b) = k(c). O

Definition 7.5.5. Es sei k¥ C K eine Korpererweiterung.

(i) Man nennt a € K ein primitives Element fiir k C K falls K = k(a) mit
einem a € K gilt.

(ii) Die Korpererweiterung k C K heifit einfach, falls sie ein primitives Element
besitzt.

Folgerung 7.5.6. Ist k ein vollkommener Kdrper, so ist jede endliche Erweiterung
k C K einfach.

Folgerung 7.5.7. Ist k ein Kérper mit Char(k) = 0, so ist jede endliche Erweite-
rung k C K einfach.

Satz 7.5.8. Es seien k C K eine endliche Kérpererweiterung und K C K ein
algebraischer Abschluss. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt K = k(aq,...,a,) mit separablen Elementen ay, ..., a, € K dber k.
(ii) Es gibt genau [K : k] Homomorphismen ¢: K — K mit ¢|x = idg.
(iii) Die Korpererweiterung k C K ist separabel.

Lemma 7.5.9. FEs seien k C K eine Korpererweiterung, K algebraisch abgeschlos-
sen, a € K algebraisch iiber k und m bezeichne die Anzahl der Nullstellen des
Minimalpolynoms f, € k[T] in K. Dann besitzt jeder Homomorphismus ¢: k — K
genau m verschiedene Fortsetzungen k(a) — K.

Beweis. Es seien ®: k[T] — K[T] die Fortsetzung von ¢: k — K mit ®(T) = T
und &' := (k). Dann besitzt das Polynom ®(f,) € k'[T] genau m Nullstellen
b1,...,by € K, siehe Satz 7.1.11. Lemma 7.1.10 liefert zu jedem b; genau einen
Homomorphismus @;: k(a) — k'(b;) mit

ei(a) = bi, @il = ¢
Folglich gibt es mindestens m mogliche Fortsetzungen k(a) — K von ¢. Ist ande-
rerseits 1: k(a) — K eine Fortsetzung von ¢ und bezeichnet U: k(a)[T] — KT
die kanonische Fortsetzung auf den Polynomring, so erhalten wir

0 = fala) = ¥(fala)) = U(fa)(¥(a)) = @(fa)(¥(a)).

Das bedeutet ¥ (a) € {b1,...,bn}, d.h., wir haben ¢(a) = b; fiir ein . Wegen der
Eindeutigkeit der Fortsetzung ¢;: k(a) — k’(b;) muss ¢ = p; gelten. O

Lemma 7.5.10. FEs seien k C K eine Korpererweiterung und K algebraisch abge-
schlossen. Weiter seien ai,...,a, € K algebraisch tber k, und wir betrachten die
Erweiterungen

ko:=k C ki :=k(a1) C ko:=k(a1,a2) C ... C kyp:=k(ar,...an) C K

Bezeichnet m; die Anzahl der paarweise verschiedenen Nullstellen des Minimalpo-
lynoms f; € k;—1[T) von a; € k; in K, so gibt es genau my - - - m,, verschiedene
Homomorphismen ¢: k, — K mit ¢|; = idk.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion tiber n. Der Fall n = 1 ist
Lemma 7.5.9. Kommen wir zum Induktionsschritt. Nach Induktionsannahme gibt
es genau my - - - my_1 verschiedene Homomorphismen ¢ : k, 1 — K mit 9|, = ids.
Erneute Anwendung von Lemma 7.5.9 zeigt, dass jedes ¢ genau m, verschiedene
Fortsetzungen k,, — K erlaubt. Diese ergeben zusammen die mj - - - m,, moglichen
Homomorphismen ¢: k, — K mit ¢|; = idk. O



ALGEBRA 203

Lemma 7.5.11. FEs seien k C K C I algebraische Kérpererweiterungen. Ist a € K
separabel tber k, so ist a auch separabel tber L.

Beweis. Wir betrachten die Minimalpolynom f, € k[T] und g, € L[T] von a iiber
k bzw. L. Dann haben wir

fa € (ga) S LIT].
Folglich ist g, € LL[T] ein Teiler von f, € L[T]. Mit Folgerung 7.2.8 erhalten wir ein
kommutatives Diagramm

o

k=1L

ul ul
k¢ L

Ist nun a separabel iiber k, so besitzt f, nur einfache Nullstellen in k. Somit beistzt

auch g, nur einfache Nullstellen in IL, d.h., a ist separabel iiber L. (I

Beweis von Satz 7.5.8. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Da k£ C K endli-

chem ist, kann man Elemente aq,...,a, € K mit K = k(aq,...,a,) wihlen. Wir
betrachten die Schachtelung
ko:=k C k1 :=k(a1) C ko:=k(a1,a2) € ... C k,:=k(a1,...a,) =K
Die Gradformel 6.1.21 besagt
K:k] = [k1:kol - [kn: kn-1]

Bezeichnet m; die Anzahl der verschiedenen Nullstellen des Minimalpolynoms f;
von a; iiber k;_1 in einem algebraischen Abschluss K von K, so gilt

Gleichheit m; = deg(f;) ist genau dann gegeben, wenn das Element a; separabel
iiber k;_1 ist. Weiter gibt es nach Lemma 7.5.10 genau m; - - - m,, mogliche Homo-
morphismen ¢: K — K mit o[ = idy.

Zu “(i)=(ii)". Jedes a; ist separabel iiber k, und somit nach Lemma 7.5.11 auch
iiber k;_1. Also ist die Anzahl der moglichen Homomorphismen ¢: K — K mit
|k = idy gegeben als

my-omp = deg(f1)---deg(fn) = [k : ko - [kn : hua] = [K: k]

Zur “(ii)=-(iil)”. Nehmen wir an, k& C K sei nicht separabel. Dann gibt es ein a € K,
das nicht separabel iiber £ ist. Wir diirfen in unserer Voriiberlegung annehmen, dass
a = ay gilt, d.h., wir haben dann m; < deg(f1). Das fiihrt zu einem Widerspruch,
denn fiir die Anzahl s der Homomorphismen ¢: K — K mit ¢|; = ids erhalten wir

s = my---my < deg(fr)---deg(fn) = [k1: kol - [kn : kn=a] = [K: k]

Zu “(iii)=(i)”. Als endliche und separable Korpererweiterung ist k¥ C K insbeson-
dere durch endlich viele separable Elemente erzeugt. (]

Folgerung 7.5.12. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Sind aq,...,a, € K
separabel iber k, so ist k C k(ay,...,ay) eine separable Korpererweiterung.

Satz 7.5.13. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(i) k CK ist endlich, normal und separabel.
(ii) k C K ist Zerfillungskirper eines separablen Polynoms f € k[T].
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Beweis. Wir zeigen “(i)=-(ii)”. Als normale Erweiterung von endlichem Grad ist
k C K nach Satz 7.1.13 Zerfillungskérper eines Polynoms f € k[T]. Wir miissen
zeigen, dass f separabel iiber k ist. Dazu sei g € k[T] ein irreduzibler Faktor von
f. Ist a € K eine Nullstelle, so gilt ¢ = bf, € k[T] mit dem Minimalpolynom
fa € K[T] von a und dem Leitkoeffizienten b € k* von g. Da a € K nach Voraus-
setzung separabel iiber k ist, zerféllt f, und somit auch ¢ iiber K in verschiedene
Linearfaktoren.

Zu “(ii)=(@1)”. Es gilt K = k(aq,...,a,) mit den Nullstellen ai,...,a, € K des
Polynoms f € k[T]. Nach Folgerung 6.2.14 ist & C K endlich, nach Satz 7.1.13
normal und nach Folgerung 7.5.12 separabel. (]
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Aufgaben zu Abschnitt 7.5.

Aufgabe 7.5.14. Es sei k ein Korper der Charakteristik p > 0. Weiter seien k C K eine
Korpererweiterung und a € K. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Das Element a € K ist separabel iiber k.
(if) Es gilt k(a) = k(a®).

Aufgabe 7.5.15. Beweise die Implikation “(i)=-(ii)” von Satz 7.5.8 unter Verwendung
von Satz 7.5.3.

Aufgabe 7.5.16. Bestimme ein primitives Element fiir den Zerféllungskérper Q C L des
Polynoms 7% — 2 € Q[T]. Hinweis: Beachte L = Q(V/2, e%) und gehe wie im Beweis von
Satz 7.5.3 vor.

Aufgabe 7.5.17. Es seien £k C K eine Korpererweiterung und £ C L C K ein Zwi-
schenkorper. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Erweiterung k C K ist separabel.
(if) Die Erweiterungen k C L und L C K sind separabel.
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8. (GALOISTHEORIE

8.1. Galoisgruppen und Fixkdrper.

Konstruktion 8.1.1. Die Galoisgruppe einer Korperweiterung k C K ist die Un-
tergruppe

Aut(K, k) = {p € Aut(K); ol =idr} < Aut(K).

Jede Untergruppe G C Aut(K, k) definiert einen Zwischenkérper in k& C K, den
zu G gehorigen Fizkorper:

k C KY:={acK; pla) =afiralle p € G} C K.

Bemerkung 8.1.2. Fiir jeden Korper K hat man die Kérpererweiterung Px C K.
Fiir alle ¢ € Aut(K) und m € Z haben wir

<p(m~1K):50(1K+...+1K)ch(lK)+...+<p(1K):1K+...+1K:m~1K.

Nach Konstruktion 6.1.8 enthiilt Px genau die Elemente der Form m - 1x /n - 1x mit
m,n € Z, n- 1x # 0. Folglich gilt p(a) = a alle a € Px und wir erhalten

Awt(K, Pg) = Aut(K).

Bemerkung 8.1.3. Es sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p. Nach
Satz 7.4.12 wird Aut(K) erzeugt durch den Frobeniushomomorphismus

Frobg: K — K, a +— ab.

Es gilt genau dann Frobg(a) = a, wenn a Nullstelle des Polynoms 77 — T' € Pk[T]
ist. Somit fixiert Frobg genau die Elemente von Pg. Wir schlieffen

KAut(K,IP’K) = Pk.

Beispiel 8.1.4. Fiir die Korpererweiterung Q C R gilt Aut(R, Q) = {idg}. Insbe-
sondere haben wir

RAut(]R,Q) - R 75 @

Beispiel 8.1.5. Die Galoisgruppe Aut(C,R) wird durch die komplexe Konjugation
k: C — C, z — Z erzeugt. Insbesondere erhalten wir

Aut(C,R) = 7/27, cAuCR) — R,

Satz 8.1.6. Es seien K ein Korper und G C Aut(K) = Awt(K, Px) eine endliche
Untergruppe. Dann gilt

K:K% = |G|, Aut(K, K% = G.

Den Beweis dieses Satzes fithren wir am Ende des Abschnittes und kiimmern uns
zunéchst um die nétigen Vorarbeiten. Wir folgen dabei [1], siehe auch [3,6].

Definition 8.1.7. Es seien G ein Gruppe und K ein Koérper. Ein (K-wertiger)
Charakter auf G ist ein Gruppenhomomorphismus yx: G — K*.

Satz 8.1.8. Es scien G eine Gruppe und K ein Kérper. Dann ist die Menge X(G)
aller K-wertigen Charaktere auf G eine linear unabhdngige Teilmenge des K- Vektor-
raumes Abb(G,K) aller Abbildungen G — K.
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Beweis. Nehmen wir an, die Menge X(G) sei linear abhiingig. Dann gibt es Line-

arkombiationen
T
Z%‘Xi =0
i=1

mit o; € K* und paarweise verschiedenen x; € X(G). Offensichtlich muss dabei
stets r > 2 gelten. Es gibt also ein gy € G mit

x1(g0) # Xr(g0)-

Wir betrachten nun eine Linearkombination mit minimaler Lénge r und schreiben
diese in der Form

r—1
Xr +Zﬂi)(i = 0.
1=1

Fiir beliebiges ¢ € G konnen wir einerseits gog einsetzen, andererseits g einsetzen
und mit x,(go) multiplizieren. Dies fithrt zu neuen Gleichungen

@) @) + Y Bvlaoxile) = O
XT(QO)XT(Q)JFiﬂin(QO)Xi(Q) = 0.

Subtrahieren der zweiten Gleichung von der ersten liefert eine Identitdt von Cha-
rakteren

iﬂi(xz'(g‘)) - xr(90))xi = 0.

Nach Wahl von g ist dies eine nichttriviale Linearkombination. Das steht im Wi-

derspruch zur Wahl von r. O
Folgerung 8.1.9. Es seien K, Korper und ¢1,...,pn: K — L paarweise ver-
schiedene Homorphismen. Dann ist die Familie (p1,..., ) linear unabhingig in
Abb(K,L).

Beweis. Es sei G := K*. Dann sind die Einschrinkungen ¢;|¢ paarweise ver-

schiedene L-wertige Charaktere auf G. Nach Satz 8.1.8 ist (v1]a,---,¢nlc) line-
ar unabhiingig in Abb(G,L). Damit ist auch (p1,...,9,) linear unabhingig in

Abb(K,L). O
Lemma 8.1.10. Es seien K, I Korper und @1, ..., pn: K — L paarweise verschie-
dene Homorphismen. Dann ist

Ko = {a€kK; ¢p1(a) =...=pn(a)}

ein Unterkorper von K. Weiter gilt [K : Ko] > n fiir den Grad der Kérpererweiterung
Ko C K.

Beweis. Offensichtlich ist Ko C K ein Unterkorper. Wir fithren m := [K : Kq] < n
zum Widerspruch. Dazu sei (a1, ..., an,) eine Ko-Basis fiir K. Wir betrachten

ei(ar) -+ @nlar)
A = : : € Mat(m,n;L).

(101(01771) e (pn(am)
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Wegen rg(A) < m < n gibt es ein 0 # b € L™ mit A-b = 0. Jedes a € K besitzt
eine Entwicklung a = via1 + ... + yma, mit y; € Kg. Damit erhalten wir

D obipila) = D bipi [ D e
i=1 i=1 j=1

Zb Z% v)ei(a;)
2o

= Y by eiyeiley) = (v me a;) = 0,
=1 j=1 i=1
wobei ¢1(v;) = wi(y;) wegen «; € Ko. Wir schlielen bip1 + ... + bnn = 0. Nach
Folgerung 8.1.9 ist (¢1,. .., ¢n) jedoch linear unabhingig; Widerspruch. O

Definition 8.1.11. Es seien K ein Korper und G < Aut(K) eine endliche Unter-
gruppe. Die G-Spur in K ist die Abbildung

Trg: K — K, a Z(p(a)
peG

Lemma 8.1.12. FEs seien K ein Korper und G < Aut(K) eine endliche Untergrup-
pe. Dann gilt {0} # Trg(K) C K©.

Beweis. Nach Folgerung 8.1.9 ist G C Abb(K, K) linear unabhéngig. Das impliziert
Trg(K) # {0}. Wir zeigen Trg(a) € K¢ fiir alle a € K. Fiir jedes ¢ € G haben wir

W(Tra(a) = ¢ [ D wla)| = D (Wop)a) = Y ¢la) = Tra(a).

peG peG peG
[l

Beweis von Satz 8.1.6. Wir zeigen [K : K& = |G|. Gem#B Lemma 8.1.10 haben
wir [K : K¢ > |G|. Es ist also nur noch [K : K¢ < |G| nachzuweisen. Es sei
G = {¥1,...,pn}. Insbesondere haben wir damit |G| = n.

Wir miissen zeigen, dass jede Familie (aq,...,a,,) der Linge m > n in K linear
abhingig iiber K& ist. Wir betrachten die Matrix
o1 (ar) o (am)
A = € Mat(n, m;K).
ont(a) oo on(am)

Wegen m > n gibt es ein 0 £ b € K™ mit A-b = 0. Es sei etwa b; # 0. Nach
Lemma 8.1.12 gibt es ein ¢ € K mit Trg(c) # 0. Wir setzen b := cb; 'b;. Dann gilt

Trg (b)) = Trg(c) # 0.

Fiir jedes ¢ = 1,...,n haben wir
> ajeit)) = @iley Z% (a)bj | = @ileb; )pi((A-b)i) = 0.
j=1

Aufsummieren dieser Gleichungen ergibt wegen Tr¢ (b)) # 0 eine nichttriviale Line-
arkombination

- Zzaj%'(b’ Za.zwi(bg) = ZTYG(b})a
i=1 j=1 = = =

Nach Lemma 8.1.12 gilt dabei Trg (b)) € K& fiir j = 1,...,m. Somit ist die Familie
(ai,...,an) linear abhingig iiber K&,
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Wir zeigen Aut(K, K¢) = G. Offenbar gilt G C Aut(K, K%) und, wie gerade gezeigt,
[K : K¢] = |G|. Nehmen wir an, es existiere ein ¢ € Aut(K,K%)\ G. Dann gilt
K¢ = {ae€K; a=(a)=...=pn(a)}
= {aekK a=paa) =... = pn(a) = p(a)},

wobei @1 = idg, ¢2,..., ¢, die Elemente von G bezeichnen. Mit Lemma 8.1.10
erhalten wir [K : K¢] > n + 1 > |G|; Widerspruch. O
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Aufgaben zu Abschnitt 8.1.

Aufgabe 8.1.13. Zeige Aut(R,Q) = {idr}. Hinweise: Jeder Koérperautomorphismus
@: R — R ist monoton, denn fiir a,b € R mit a < b hat man

(b)) —p(a) = p(Vb—a)’ > 0.
Ist nun * € R gegeben, so findet man eine streng monotone wachsende bzw. fallende
rationale Folgen (pn) bzw. (¢n), jeweils mit Grenzwert x.

Aufgabe 8.1.14. Beweise die Aussagen aus Beispiel 8.1.5: Die Galoisgruppe Aut(C,R)
wird erzeugt durch die komplexe Konjugation. Insbesondere gilt Aut(C,R) & Z/2Z. Hin-
weis: Jeder Automorphismus ¢ € Aut(C,R) ist auch eine R-lineare Abbildung.

Aufgabe 8.1.15. Es seien G eine Gruppe und K ein Korper. Zeige:

(i) Die Menge Xk(G) der Charaktere G — K" ist eine abelsche Gruppe beziiglich
punktweiser Multiplikation.
(ii) Es gilt stets Xk (G) = Xk (G/[G, G)).
(iif) Fiir n € Z>2 bestimme:

Xc(Z/nZ),  Xc(An),  Xc(Sh).
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8.2. Hauptsatz der Galoistheorie.

Definition 8.2.1. Eine Korpererweiterung k& C K heiflit Galoiserweiterung oder
galoissch, wenn es eine endliche Untergruppe G C Aut(K) mit & = K¢ gibt.

Theorem 8.2.2. Es sei k C K eine Galoiserweiterung. Dann hat man zueinander
inverse Bijektionen:

{Zwischenkorper von k C K} Sal { Untergruppen von Aut(K,k)}

L ~ Au(KL),

{Zwischenkorper von k C K} & { Untergruppen von Aut(K,k)}
K% « G

Es sei zusdtzlich k C 1L C K ein Zwischenkdorper. Dann sind die Grade der Erwei-
terungen gegeben durch

[K:L] = |Aut(K,L)|, L:k = [Aut(K, k) : Aut(K,L)].

Daber ist I C K stets galoissch. Die Erweiterung k C 1L ist genau dann galoissch,
wenn Aut(K, L) Normalteiler in Aut(K, k) ist. In letzterem Fall gilt

Aut(L, k) =2 Auwt(K, k)/Aut(K,L).

Wir unterteilen den Beweis von Theorem 8.2.2 in eigenstéindige Sitze; vel. [1,3,6].
Die einzelnen Aussagen des Theorems findet man wie folgt:

Die Identitit Gal o Fix = id ist Satz 8.2.3 (ii).

Die Identitét Fix o Gal = id ist Satz 8.2.4 (ii).

Folgerung 8.2.5 liefert die Formeln fiir [K : L] und [L : &].

Die Aussage L. C K galoissch ist Satz 8.2.4 (i).

Die Charakterisierung von k C L galoissch ist Teil von Satz 8.2.7.
Lemma 8.2.6 liefert Aut(L, k) = Aut(K, k)/Aut(K, L).

Satz 8.2.3. Es sei k C K eine Galoiserweiterung.

(i) Die Gruppe Aut(K, k) ist endlich, und es gilt KAUEFR) = F
(i) Fir jede Untergruppe H < Aut(K, k) gilt Aut(K,K?) = H.

Beweis. Zu (i). Nach Definition einer Galois-Erweiterung haben wir k& = K mit
einer endlichen Untergruppe G C Aut(K). Satz 8.1.6 liefert somit
Aut(K, k) = Aut(K,K%) = G.

Insbesondere ist die Galoisgruppe Aut(K, k) endlich. Weiter erhalten wir mit obiger
Identitét:
k = KG — kAut(]K.,k).

Zu (ii). Nach Aussage (i) ist H eine endliche Gruppe. Mit Satz 8.1.6 erhalten wir
daher
Aut(K,KH) = H.
O

Satz 8.2.4. Es seien k C K eine Galoiserweiterung und k C L C K ein Zwi-
schenkérper. Dann gilt:

(i) L C K ist eine Galoiserweiterung.
(ii) Man hat KAL) =T,
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Beweis. Wir setzen G := Aut(K, k). Nach Satz 8.2.3 ist G eine endliche Gruppe
und es gilt k£ = K. Wir betrachten

H = Aut(K,L), L' = K.

Dann ist H < G endlich. Es geniigt daher, zu zeigen, dass I. = I’ gilt. Die Inklusion
L C I/ ergibt sich direkt aus der Definition:

L C KAut(K,L) _ KH - 1.

Fiir den Nachweis von I. D L/ sei 1 = idk, @2, ..., ¥, ein Reprisentantensystem
des homogenen Raumes G/H. Damit erhalten wir eine disjunkte Vereinigung

G = HUpsHU...Up,H.

Wir betrachten die Einschrinkungen v¢; := @;|.: L — K, wobei i = 1,...,n. Je-
des 1; ist ein Monomorphismus, und wir haben

vy = = (@;1O@i)|L:idL = (p;10<pi€H = pH=p;H = i=7.

Mit anderen Worten: Die Monomorphismen 1, ..., 1, sind paarweise verschieden.
Weiter behaupten wir

k= {a€L; ¢i(a) = ... = t(a)}.

Fiir a € k gilt @ € L und ¢;(a) = ¢;(a) = a. Fiir a € L mit ¢1(a) = ... = ¥,(a)
gilt @ € K¢ = k, denn jedes ¢ € G ist von der Form ¢ = ;¢ mit ¢ € H und somit

pla) = (pioy)(a) = ¢i(P(a)) = wi(a) = Yi(a) = ¢i(a) = a

Lemma 8.1.10 angewandt auf ¢;: L — K, ¢ = 1,...,n liefert [L : k] > n. Mit den
Sétzen 6.1.21, 8.2.3 und 8.1.6, sowie 1.2.14 ergibt sich weiter

K:L|L :LL:k = [K:k] = |G| = [G:H]H| = n[K:L.

Mit [L : k] > n kénnen wir daraus [L' : L] = 1 schlieflen, was wiederum L = L’
impliziert. (]

Folgerung 8.2.5. Es sei k C K eine Galoiserweiterung. Dann gilt fir jeden Zwi-
schenkorper k C L C K:

[K:L] = JAut(K,L)|, L:k] = [Aut(K, k) : Aut(K,L)].

Beweis. Satz 8.2.4 liefert I = KAEL) Mit Satz 8.1.6 folgt [K : L] = |Aut(K, L),
Die zweite Gleichung erhélt man aus der ersten und der Gradformel 6.1.21:

K:k  JAut(K, k)|
[K:L]  |Aut(K,L)|

L:k] = = [Aut(K, k) : Aut(K,L)].

O

Lemma 8.2.6. FEs seien k C K eine Galoiserweiterung und k C L C K ein Zwi-
schenkérper mit (L) = L fiir jedes ¢ € Aut(K, k). Dann ist

0: Aut(K, k) — Aut(L, k), © = L

ein Epimorphismus, und es gilt Kern(g) = Aut(K,LL). Insbesondere ist Aut(K,L)
ein Normalteiler in Aut(K, k), und man hat einen Isomorphismus

Auwt(K, k)/Aut(K, L) — Aut(L, k), PAut(K,L) — olL.
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Beweis. Offensichtlich ist die Einschrinkung ¢ — |, ein Homomorphismus und
es gilt Kern(p) = Aut(K,L). Mit G := {¢|L; ¢ € Aut(K, k)} haben wir
k= KAut(K,k) — LN KAut(K,k) _ LG,

wobei Satz 8.2.3 die erste Gleichung garantiert. Die Surjektivitit von go: ¢ — @|L
erhalten wir nun mit Satz 8.1.6:

Aut(L, k) = Aut(L,LY) = G.
0

Satz 8.2.7. FEs secien k C K eine Galoiserweiterung und k C . C K ein Zwi-
schenkdorper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) k CL ist eine Galoiserweiterung.
(ii) Fiir jedes ¢ € Aut(K, k) gilt (L) = L.
(i) Awt(K,L) ist Normalteiler in Aut(K, k).

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Nach Satz 8.2.3 ist Aut(L, %) endlich, etwa
Aut(L, k) = {1 = idy, e, ..., ¥, }. Weiter erhalten wir
ko= LAuw@k), L:k] = [L:LAMER] = g

siehe Satz 8.2.3 fiir die erste Gleichung und Satz 8.1.6 fiir die letzte. Wir betrachten
nun ein beliebiges Element ¢ € Aut(K, k). Offensichtlich gilt

ko= LAMER = fael; a=¢1(a) = ... =¢n(a) = glL(a)}.

Folglich muss ¢|, € {#1,...,%¥,} gelten, denn sonst erhielte man [L : k] > n+1
gemifl Lemma 8.1.10. Das bedeutet (L) = L.
Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Nach Lemma 8.2.6 ist die Einschrénkungsabbildung
Aut(K, k) — Aut(L, k) surjektiv. Folglich ist H := Aut(L, k) eine endliche Gruppe.
Wir miissen also nur noch zeigen:

k= LY.
Die Inklusion “C” ist offensichtlich. Zu “2”. Nehmen wir an, es existiere ein a €
L\ k. Dann gibt es wegen k = KA"KE) ¢in Element ¢ € Aut(K, k) mit ¢(a) # a.
Fiir ¢ := |, gilt nach Voraussetzung ¢ € Aut(LL, k) = H, aber wir haben ¢(a) # a;
Widerspruch zu a € L.
Die Implikation “(ii)=-(iii)” ergibt sich direkt aus Lemma 8.2.6: Als Kern der Ein-
schrinkung Aut(K, k) — Aut(LL, k) ist Aut(K,L) ein Normalteiler in Aut(K, k).
Zur Implikation “(iii)=-(ii)”. Ist ein beliebiges Element ¢ € Aut(K, k) gegeben, so
ist K C (L) C K ein Zwischenkorper und es gilt

Aut(K, p(L)) = pAut(K,L)p~! = Aut(K,L),
wie man direkt nachpriift. Wenden wir nun Satz 8.2.4 auf die Zwischenkorper (L)
und L an, so ergibt sich
QD(L) _ KAut(K,cp(]L)) _ KAut(K,]L) - L.
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Aufgaben zu Abschnitt 8.2.
Aufgabe 8.2.8. Essei k C K eine endliche Galoiserweiterung. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist Aut(K, k) zyklisch, so gibt es zu jedem Teiler d € Z>; von [K : k] genau einen
Zwischenkorper £ C L C K mit [K: L] =d.
(ii) Sind p € Zs» eine Primzahl und k € Zs; mit p*|[K : k], so gibt es einen
Zwischenkérper k C L C K mit [K : L] = p*.
(iii) Gilt [K : k] = pg mit Primzahlen p < g, sodass p 1 ¢—1, so ist Aut(K, k) zyklisch.
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8.3. Charakterisierung der Galoiserweiterungen.

Erinnerung 8.3.1. Eine Koérpererweiterung k C K heifit normal, falls sie algebra-
isch ist und fiir jedes a € K das Minimalpolynom f, € k[T] iiber K in Linearfaktoren
zerfallt.

Erinnerung 8.3.2. Es sei k ein Korper. Ein Polynom f € k[T ist separabel, wenn
es nur irreduzible Faktoren g mit D(g) # 0 besitzt. Eine Korpererweiterung k C K
heiflt separabel, wenn jedes a € K separabel iiber k ist, d.h., das Minimalpolynom
fa € E[T] separabel ist.

Satz 8.3.3. Fliir eine Korpererweiterung k C K sind dquivalent:

(i) k CK ist galoissch.
(ii) k C K ist endlich, normal und separabel.
(i) k C K ist Zerfillungskérper eines separablen Polynoms f € k[T).

Folgerung 8.3.4. Es seien k ein vollkommener Kérper und 0 # f € k[T]. Dann
ist der Zerfillungskorper k C K von f eine Galoiserweiterung.

Folgerung 8.3.5. Fliir jedes 0 # f € Q[T ist der Zerfillungskorper Q C K von f
eine Galoiserweiterung.

Satz 8.3.6. FEs seien k C K eine Galoisereweiterung und a € K Weiter seien
G := Aut(K, k) und

G-a = {p(a); p€ G} = {a1,...,an}, wobei a; # a; firi # j.
Dann gilt f := (T —ay) - (T — apn) € k[T] und f ist das Minimalpolynom wvon
a € K diber k.

Beweis. Fiir jedes ¢ € G = Aut(K, k) ist die Abbildung G-a — G-a, a; — ¢(a;)
bijektiv. Folglich haben wir fiir jedes ¢ € G:
(T—a1)-- (T =an) = (T'=p(ar))-- (T —p(an)).
Zu gegebenem ¢ € G sei ®: K[T] — K[T] der (eindeutig bestimmte) Homomor-
phismus mit ®|g = ¢ und ®(7T) = T. Dann gilt
O(f) = (T —ar) - (T —an)) = (T=¢(ar)) - (T —plan)) = f.

Ausmultiplizieren der linken Seite liefert zudem eine Darstellung f = >0 b;T7
mit Koeffizienten b; € K. Damit erhalten wir

S eI = o(f) = f =Y b1
j=0 j=0

Wir schlieBen ¢(b;) = b; fiir j = 0,...,n und jedes p € G. Es folgt b; € K¢ =k
fir j =0,...,n. Also haben wir f € k[T].
Wegen a € {ai,...,a,} haben wir f(a) = 0. Weiter ist f normiert. Um zu sehen,
dass f das Minimalpolynom von a ist, miissen wir also nur noch zeigen, dass f
irreduzibel in k[T ist.
Dazu seien g, h € k[T] mit f = gh. Dann gilt g(a)h(a) = f(a) = 0, und wir diirfen
g(a) = 0 annehmen. Wir zeigen, dass ai,...,a, Nullstellen von ¢ sind. Es gilt
a; = p;(a) mit ¢; € G. Mit ¢;|r = idy ergibt sich

g9(ai) = glpi(a)) = wi(g(a)) = ¢i(0) = 0.
Da die Elemente aq,...,a, € K paarweise verschieden sind, muss f ein Teiler

von ¢ in K[T] sein, d.h., es gilt g = f¢’ mit einem ¢’ € K[T']. Daraus schlieen wir
1 = ¢’h € K[T]. Das impliziert deg(h) = 0. Folglich muss h € k* = k[T]* gelten. O
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Beweis von Satz 8.3.3. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) wurde bereits in Satz 7.5.13
nachgewiesen.

Wir zeigen “(i)=(ii)”. Nach Satz 8.2.3 ist G := Awt(K, k) endlich und es gilt
k = K%. Satz 8.1.6 liefert [K : k] = |G|. Folglich ist & C K endlich und somit
algebraisch. Nach Satz 8.3.6 zerfillt fiir jedes a € K das Minimalpolynom f, € k[T
iiber K in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Somit ist £ C K normal und
separabel.

Wir zeigen “(iii)=>(i)”. Zuniichst wihlen wir einen algebraischen Abschluss K C K
und iiberzeugen uns von der Gleichheit

Aut(K, k) = {p: K—K; ¢ Homomorphismus mit | = idy}.

Die Inklgsion “C” ist dabei offensichtlich. Zum Nachweis der Inklusion “D” sei
¢: K — K mit ¢|; = idg gegeben. Nach Lemma 7.1.9 (iii) bildet ¢ die Nullstellen-
menge {a1,...,an} C Kvon f € k[T] bijektiv auf sich selbst ab. Damit folgt

oK) = ¢(k(ar,...,a,)) = k(ar,...,a,) = K.
Wir setzen nun G := Aut(K, k). Mit obiger Uberlegung und Satz 7.5.8 ergibt sich

dann

Satz 8.1.6 liefert uns
Gl = [K:K°].

Es gilt offensichtlich k£ C K&. Wendet man die Gradformel 6.1.21 auf k C K¢ C K
an, so ergibt sich & = K&. Somit ist & C K eine Galoiserweiterung. O

Satz 8.3.7. Es seien k C K eine Korpererweiterung und aq, ..., a, € K separabel
iber k mit K = k(aq,...,a,). Dann gilt:

(i) Die Erweiterung k C K ist endlich, separabel und einfach.
(ii) Es gibt eine Galoiserweiterung k C K', die K als Zwischenkérper enthilt.

Beweis. Nach Satz 6.2.12 ist k C K endlich und algebraisch, nach Folgerung 7.5.12
separabel und nach Satz 7.5.3 einfach. Das beweist Aussage (i).

Zu (ii). Es sei f; € k[T] das Minimalpolynom von a; € K. Dann ist jedes f; separabel
iiber k£ und somit auch das Polynom
f = fi---fn € E[T].
Es sei K C K’ ein Zerfillungskérper von f iiber K. Mit den Nullstellen ay, ..., ay,
bi,...,by von f in K’ erhalten wir dann
KI = K(bl,,bm> = k(al,...,an,bl,...,bm).

Folglich ist k& C K’ ein Zerfillungskorper fiir f iiber k. Wie bereits gesehen, ist f
separabel iiber k. Nach Satz 8.3.3 ist k C K’ eine Galoiserweiterung. O

Theorem 8.3.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C der komplexen
Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Lemma 8.3.9. Es sei f € R[T]. Ist deg(f) ungerade, so besitzt [ eine Nullstelle
in R.

Beweis. Da deg(f) ungerade ist, finden wir a,b € R mit a < b und f(a) < 0 sowie
f(b) > 0. Der Zwischenwertsatz liefert eine Nullstelle x € [a, b]. O

Lemma 8.3.10. Ist f € C[T] ein Polynom vom Grad 2, so besitzt f eine Nullstelle
in C.
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Beweis. Die Aussage ergibt sich direkt aus der Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen und der Tatsache, dass man zu jeder komplexen Zahl explizit eine
Quadratwurzel bilden kann. O

Lemma 8.3.11. Besitzt ein Korper K keine echten endlichen Erweiterungen, so
ist er algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jedes nichtkonstante Polynom f € K[T] eine
Nullstelle in K besitzt. Nach Lemma 7.1.8 gibt es eine Erweiterung K C K’, sodass f
eine Nullstelle a € K’ besitzt. Die Erweiterung K C K(a) ist dann endlich erzeugt,
algebraisch und somit endlich. Folglich gilt K = K(a), und wir haben mit a eine
Nullstelle von f in K gefunden. (]

Beweis von Theorem 8.3.8. Nach Lemma 8.3.11 geniigt es zu zeigen, dass C keine
echten endlichen Erweiterungen erlaubt. Ist C C K endlich, so ist auch R C K
endlich und folglich hat man
K = R(ai,...,an)

mit ay,...,a, € K. Wegen Char(R) = 0 ist jedes a; separabel. Nach Satz 8.3.7
haben wir Erweiterungen R C K C L, wobei R C L galoissch ist. Nach der Grad-
formel 6.1.21 haben wir

[L:R] = [L:C]-[C:R].
Folglich gilt [L : R] = 2m mit einer ganzen Zahl m € Zs;. Der Hauptsatz der
Galoistheorie 8.2.2 liefert uns

[Aut(L,R)] = [L:R] = 2m.
Wir betrachten nun eine 2-Sylowgruppe S < Aut(L,R). Fiir den zugehorigen
Fixkorper erhalten wir nach Theorem 8.2.2:

LS :R] = [Aut(L,R):S].

Auf der rechten Seite steht eine ungerade Zahl. Wieder ist R C ¥ eine separable
Erweiterung. Nach dem Satz vom primitiven Element 7.5.3 gilt daher L® = R(a)
mit einem a € L°. Fiir das Minimalpolynom f, € R[T] von a erhalten wir

deg(fa) = [L°:RJ;

es handelt sich also um eine ungerade Zahl. Nach Lemma 8.3.9 muss deshalb
deg(f,) = 1 gelten. Das bedeutet ¥ = R, und wir erhalten, dass Aut(L,R) = S
eine Gruppe der Ordnung 2% mit einem k € Z>( ist. Somit ist

Aut(L,C) < Aut(L,R)

eine Gruppe der Ordnung 2! mit einem [ < k. Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie
haben wir

[L:C] = |Aut(L,C)| = 2.
Wir miissen zeigen, dass [ = 0 gilt. Ware [ positiv, so hidtte man nach Satz 2.3.16
eine Untergruppe H < Aut(LL, C) mit

2 = [Auwt(L,C): H] = [L”:C].
Ist a € L¥\C, so gilt L¥ = C(a), und fiir das Minimalpolynom f, € C[T] wire vom

Grad 2. Nach Lemma 8.3.10 zerféllt jedoch jedes komplexe Polynom vom Grad 2.
Das widerspricht der Irreduzibilitit von f, € C[T]. O
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Aufgaben zu Abschnitt 8.3.

Aufgabe 8.3.12. Betrachte das Polynom f := (T? — 3)(T? — 5) € Q[T]. Zeige, dass
Q C Q(V3,V/5) ein Zerfallungskorper fiir f ist. Zeige weiter:
Aut(Q(V3,V5),Q) = 7/2Z x 7)27.

Aufgabe 8.3.13. Es seien k C L; C K Korpererweiterungen, wobei ¢ = 1,2 und k C L;
galoissch seien. Beweise folgende Aussagen:

(i) Die Erweiterung k C 1L ist galoissch.

(ii) Es gﬂt []Ll]LQ : k] = []Ll : k] . []Lg : k)] < LiNnLls = k.
Hinweise: Aussage (i) erhdlt man mit Satz 8.3.3. Die Implikation “=" von (ii) folgt mit
Aufgabe 6.2.25 und fiir “<” zeige

H\H; < G, E = LiNLy = L;LJ#2

fir die Galoisgruppen G von k C LiLs sowie H; von L; C LiLs und schliee daraus
G = H1 X Hg.

Aufgabe 8.3.14. Es sei Q C K eine normale Korpererweiterung vom Grad 350. Zeige:
Es gibt einen Zwischenktrper Q C L C K, sodass Q C L eine normale Korpererweiterung
vom Grad 14 ist.
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8.4. Beispiele.

Satz 8.4.1. Es seien p € 7Z keine Quadratzahl und L := Q(\/p) € C. Es gilt
L =Q® Qy/p und man hat einen Kérperautomorphismus

kp: L =L, a+byp —a—0by/q

Dann ist Q C L eine Galoiserweiterung und die zugehdrige Galoisgruppe ist gegeben
als Aut(L, Q) = (kp) 2 Z/2Z.

Beweis. Da p keine Quadratzahl ist, haben wir \/p ¢ Q. Somit ist T? — p das
Minimalpolynom von ,/p iiber Q und Satz 6.2.6 liefert [L : Q] = 2. Dabei ist
(1,/p) eine Q-Basis fiir I und wir erhalten x, € Aut(IL), sodass

rplog = idg, kp(vP) = —V/p,
siehe Lemma 7.1.10 mit ¢ =idg, k =¥ = Q, K =K' =L, a = \/p, a’ = —/p sowie
J =T?—p. Es gilt (k,) = Z/2Z und Q ist der Fixkdrper von (k,). Insbesondere
ist Q@ C L galoissch mit Galoisgruppe (kp); siehe Satz 8.1.6. O

Bemerkung 8.4.2. Es seien Q C L. C C Korpererweiterungen. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt [L: Q] = 2.
(ii) Es gilt L = Q(y/p) mit p € Z quadratfrei.
(iii) Q C L ist galoissch mit Galoisgruppe Z/27Z.

Satz 8.4.3. Es seien p,q € Z quadratfrei mit p # q und K := Q(/p,/q) € C
Dann hat man einen Isomorphismus von Q- Vektorrdumen

= Qe QyreQyee Qypg.

Die Konjugationen der quadratischen Zahlkorper Q(,/p) und Q(,/q) setzen sich fort
zu Korperautomorphismen

kp: K=K, a+by/p+c\/q+dy/pqg — a—by/p+c\/qg—d\/pg,
ke: K=K, a+by/p+c/q+dypg — a+by/p—c\/q—dy/pg,

Weiter ist Q C K eine Galoiserweiterung und die Galoisgruppe G := Aut(K, Q) ist
gegeben durch
G = (kp,Rq) = Z/2Z X Z)27Z.

Fiir die Verbdnde von der Untergruppen von G und der Zwischenkérper von Q C K
erhalten wir folgende Darstellungen:

{ldK}

/T\ R

{idk, “q} {idk, Kp, q} {idk, “p}

N TN

wobei Ky, ¢ 1= Ky 0 Kq, die Pfeile fiir Inklusion stehen und die Zahlen an den Pfeilen
den Gruppenindex bzw. den Grad der Kéorpererweiterung angeben.

Beweis. Wir bestimmen zunéchst den Grad der Korpererweiterung Q C K und eine
Q-Basis fiir K. Wir arbeiten mit dem Zwischenkorper wir die Erweiterungen

QCLCK, L:=Qp CC.
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Weiter ist (1,/p) eine Q-Basis fiir .. Damit sehen wir /g ¢ LL: Andernfalls hitte
man a,b € Q mit \/g = a + b\/p und somit

q=a’+2ab\/p+b*p = a=0oder b=0,

was wegen /p ¢ Q nicht méglich ist. Folglich ist T2 — ¢ € L[T] irreduzibel und
somit das Minimalpolynom von /g iiber L. Zudem haben wir

L = Q& Qybp, K = Lo Lyp.
Satz 6.1.21 liefert
[K:Q = K:L]-[L:Q = 2-2 =4

und dass (1, /P, /q,/Pq) eine Q-Basis fiir K ist. Wir konstruieren die Automor-
phismen x, und k4 in Aut(K, Q). Zunéchst wihlen wir ¢ € Aut(LL) mit

Ylo = ido,  ¥(Vp) = —vp

siehe Satz 8.4.1. Mit Hilfe von Lemma 7.1.10 erhalten wir dann Automorphismen
Kp, kg € Aut(K) = Aut(K, Q), sodass

Fple =, wp(V@) = V@, Kol =1di, Ke(VE) = —Va

Dabei sind ky, kg und Ky, = Kp © kg paarweise verschieden und durch ihre Werte
auf |/p, ,/q eindeutig bestimmt. Es folgt /€127 = Iig = idg und somit

G = {idk, kp, kg, kp,q} < Aut(K,Q), G27Z/27 x L]2Z.

Wir bestimmen den Fixkorper zu G. Jedes Element z € K hat eine eindeutige
Darstellung z = a + b\/p + ¢\/q + d./pq mit a,b,c,d € Q. Damit erhalten wir

K¢ = {2 €K kp(2) = kq(2) = kipq(z) = 2}
= {a+by/p+cyqg+dypg; ac€Q, b=c=d=0}
- Q.

Somit ist die Erweiterung Q C K galoissch mit Galoisgruppe G, siehe Satz 8.1.6.
Analog zur Bestimmung von K erhalten wir

K# = @(\/1_7)’ @(\/a)a Q(\/]?_Q), H = <"iq>’ <"€;D>’ <HP,Q> < G
[l

Bemerkung 8.4.4. Es seien Q C K C C Kérpererweiterungen. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt K = Q(y/p, /q), wobei p,q € Z quadratfrei mit p # g.
(ii) Q C K ist galoissch mit Galoisgruppe Aut(K, Q) = Z/2Z x Z/2Z.

Satz 8.4.5. Es seien p € Z>y eine Primzahl, n € Z>1 eine natiirliche Zahl, K
ein Korper mit p™ Elementen und o := Frobg. Dann hat man ein kommutatives
Diagramm von Bijektionen:

L — Aut(K,L)

{ Unterkorper von K} { Untergruppen von Aut(K)}

K¢ « G
m 4 (a)

{d € Z>y; d|n}

Fiir jeden Teiler d von n ist dabei Lg := K@) ein Kérper mit p? Elementen, die
Erweiterung Lqy C K ist galoissch und es gilt Aut(K: Lg) = Z/mZ mit m :=n/d.
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Beweis. Wir betrachten die Koérpererweiterung Px C K. Nach Satz 7.4.4 ist K
Zerfillungskorper des separablen Polynoms TP — T € Pg[T]. Nach Satz 8.3.3 ist
daher Px C K galoissch. Weiter ist die Automorphismengruppe Aut(K) endlich
und wird nach Satz 7.4.12 von « = Frobg erzeugt. Die Aussage ist nun eine direkte
Folge der Galois-Korrespondenz 8.2.2 und der Tatsache, dass die Untergruppen
einer endlichen zyklischen Gruppe den Teilern ihrer Ordnung entsprechen, siehe
Satz 2.1.10. O
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Aufgaben zu Abschnitt 8.4.

Aufgabe 8.4.6. Es seien fi,..., fr € Q[T] mit deg(f;) =2fiiri=1,...,7und L C C der
Zerfallungskorper von fi --- fr. Zeige: Es gibt quadratfreie Zahlen b1,...,bs € Z, wobei

s <7, mit L =Q(b1,...,Vbs).
Aufgabe 8.4.7. Es seien Q C L C C Korpererweiterungen. Beweise Bemerkung 8.4.2,
d.h., zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) Esgilt [L: Q] =2.
(i) Es gilt L = Q(,/p) mit p € Z quadratfrei.
(iif) Q C L ist galoissch mit Galoisgruppe Z/27Z.
Aufgabe 8.4.8. Es seien Q C L C C Korpererweiterungen. Beweise Bemerkung 8.4.4,
d.h., zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) Es gilt K= Q(y/p,~/q), wobei p,q € Z quadratfrei mit p # q.
(if) Q@ C K ist galoissch mit Galoisgruppe Aut(K, Q) = Z/2Z x Z/2Z.

Aufgabe 8.4.9. Es seien K := Q(,/p, \/q) C C, wobei p,q € Z quadratfrei mit p # ¢ und
z:=a+b\/p+c\/q+d\/pgmit a,b,c,d € Q, sodass bc, bd, cd nicht verschwinden. Zeige:
Das Minimalpolynom von = € K iiber Q ist fo = T* — 4aT> + 5272 + 51T + so mit

s2 = —2(d’pq+b’p+ q) + 6a°,

s1 = 4a(d2pq +b%p+ Pq— a2) — 8bedpg,

so = (d2pq —Vp— g+ c12)2 — 4pg(ad — bc)2.
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9. DAS REGELMASSIGE n-ECK

9.1. Einheitswurzeln.

Beispiel 9.1.1 (Komplexe Einheitswurzeln). Die Menge der n-ten Einheitswur-
zeln. im Korper C der komplexen Zahlen ist gegeben durch

E,(C) := {¢eC; ("=1} = {2/ k=0,...,n—1}.

Die n-ten komplexen Einheitswurzeln sind also die Eckpunkte des regelmifligen
n-Ecks. Hier sehen wir den Fall n = 8:

Definition 9.1.2. Es seien n € Z>; und K ein Korper, sodass 7™ — 1 iiber K in
Linearfaktoren zerfillt. Die Menge der n-ten Finheitswurzeln in K ist

E,(K) := {Nullstellen von 7" —1in K} = {(€K; ("=1} C K.

Ist k¥ C K ein Unterkorper, so gilt 7" — 1 € k[T] und man nennt die Elemente von
E,(K) dann auch die n-ten Einheitswurzeln iber k.

Beispiel 9.1.3 (Endliche Korper). Es sei K ein endlicher Kérper. Dann haben wir
Char(K) = p mit einer Primzahl p. Die Theorie endlicher Kérper liefert, dass K
isomorph zum Zerféllungskorper Fy,» des Polynoms

TP —T = T(TP"~' —1) € F,[T]

ist, wobei n eine natiirliche Zahl ist, und F,, wie iiblich den Kérper Z/pZ bezeich-
net. Der Kérper Fy,» besitzt genau p” Elemente, und jedes von Null verschiedene
Element ist eine (p™ — 1)-te Einheitswurzel. Damit erhalten wir

En_1(K) = K"
Satz 9.1.4. Es sei K ein Korper und T"™ — 1 € K[T] zerfalle iber K in Linearfak-

toren. Dann ist E, (K) eine zyklische Untergruppe der multiplikativen Gruppe K*.
Es gilt

[En(K)] < n

Ist die Charakteristik von K kein Teiler von n, so hat man sogar Gleichheit vorlie-
gen, d.h., es gibt dann genau n verschiedene n-te Einheitswurzeln.

Erinnerung 9.1.5 (Mehrfache Nullstellen). Es seien k ein Korper und k C k ein
algebraischer Abschluss. Jedes f € k[T]\ {0} besitzt eine eindeutige Darstellung

f = cH(T — o) e k1), wobei ¢ € k*, a € k, ps(a) € Zso.
ack
Fiir nicht konstante f ist dies ist gerade die Primfaktorzerlegung in k[T, und man
nennt den Exponenten p¢(a) € Z>o die Vielfachheit von f in a.

Um zu testen, ob ein gegebenes Element a € k mehrfache Nullstelle eines Polynoms
f € k[T] ist verwendet man die formale Differentiation:

D:k[T] — k[T),  f=> aT” — D(f):=> va, T}
v=0 v=1
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wobei man D(agT?) := 0 fiir jedes konstante Polynom agT” € R[T] setzt. Fiir jedes
a € k gelten dann folgende Aussagen:

i@ =1 < f(a)=0und (D(f))(a) #0
np(@)>1 < f(a)=0und (D(f))(a) = 0

Beweis von Satz 9.1.4. Es ist offensichtlich, dass die n-ten Einheitswurzeln eine
Untergruppe der multiplikativen Gruppe K* bilden: Man hat 1 € E, (K), und fiir
je zwei Elemente (1, € E,(K) gilt

(Ge)" = qe =1, (@) =" =@ =1L

Jede n-te Einheitswurzel in K ist Nullstelle des Polynoms T™ — 1 € K[T]. Folglich
besitzt F, (K) hochstens n = deg(T™ — 1) Elemente. Als endliche Untergruppe der
multiplikativen Gruppe K* ist F,,(K) zyklisch, siehe Satz 7.4.8.

Es sei nun Char(K) kein Teiler von n. Dann ist die formale Ableitung D(f) = nT"~!
von f :=T"™ — 1 ein nicht triviales Polynom, und es gilt D(f)(¢) # 0 fiir jede n-te
Einheitswurzel ¢ iiber K. Somit besizt 7™ — 1 keine mehrfachen Nullstellen in K,,,
und es folgt | E, (K)| = n. O

Bemerkung 9.1.6. Die Voraussetzung, dass n nicht durch die Charakteristik
Char(K) geteilt wird ist wesentlich fur |E, (K)| = n. Fiir K = F; haben wir

T2 -1 = (T —1)(T —-1)
und somit besteht die Menge Eo(F3) der 2-ten Einheitswurzeln in Fy nur aus dem

Element 1.

Erinnerung 9.1.7 (Zyklische Gruppen). Ist G = (g) eine zyklische Gruppe der
Ordnung n, so hat man wohldefinierte Isomorphismen

m

G & Z/nZ, g" o m, g™ <~ .

Fiir Strukturaussagen iiber endliche zyklische Gruppen G kann man sich also auf
den Fall G = Z/nZ beschrinken.

Die Untergruppen der Gruppe Z/nZ entsprechen den Teilern von n: Man hat zu-
einander inverse Bijektionen
{Teiler von n} <+— {Untergruppen von Z/nZ}
d — (n/d)
|H «+— H.
Die Gruppe Z/nZ wird durch @-b := ab zu einem K1-Ring. Ist n = p}* ---p¥ die

Primfaktorzerlegung, so liefert der Chinesische Restsatz einen Isomorphismus von
Ringen

Z/nZ = Z/p{*Z x ... x ZL/p;rZ.

Die multiplikative Gruppe (Z/nZ)* der Einheiten des Ringes Z/nZ nennt man auch
die Primrestklassengruppe modulo n. Fir jedes a € Z gilt

ac (Z/nZ)* <= ab=1 fiir ein b€ Z/n7Z
— ab=1+InmitblecZ
— ggT(a,n)=1
— (a)=7Z/nZ
—

ord(a) = n.
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Die oben angebene direkte Produktzerlegung von Z/nZ liefert eine Zerlegung der
Primrestklassengruppe modulo n:

Z/nZ) = @D x ... x (LfplL).

Erinnerung 9.1.8. Die Eulersche ¢-Funktion ordnet jeder Zahl n € Z>; die An-
zahl ¢(n) der zu n teilerfremden ganzen Zahlen m mit 1 < m < n zu:

¢(n) = HmeZzi; m<n, 1e€ggT(m,n)}
= [(Z/nZ)".
Fiir n € Z>g sei n = p{* - - - pi~ eine Darstellung mit paarweise verschiedenen Prim-
zahlen p1, ..., p,. Dann hat man folgende Identitéiten
o) = op1*) - epyr)

v1—1 v,—1

= (" =)o —pr )

o2 -2)

Definition 9.1.9. Eine primitive n-te Einheitswurzel ist ein Element n € E,,(K)
mit E, (K) = (n). Die Menge aller primitiven n-ten Einheitswurzeln in K bezeichnen
wir mit PE, (K).

Beispiel 9.1.10. Die Mengen der vierten Einheitswurzeln bzw. der primitiven
vierten Einheitswurzeln in C sind gegeben durch
E4((C) = {Lia_la_i}a PE4((C) = {Za_l}
Satz 9.1.11. Es seien K ein Korper und n € Z>1 mit Char(K) { n, sodass T™ — 1
iiber K in Linearfaktoren zerfillt. Dann besitzt K (mindestens) eine primitive n-te
Einheitswurzel ng. Diese definiert einen Isomorphismus abelscher Gruppen
Z/nZ — E,(K), mo—= g

Fiir jeden Teiler 1 < d < n wvon n besitzt E,(K) genau eine Untergruppe der
Ordnung d; mit m := d/n ist diese gegeben als

d—1
Ed(K) = {1,77671777(2)771,,77(() )m}
Weiter gibt es genau ¢(n) voneinander verschiedene primitive n-te Einheitswurzeln
in K; konkret haben wir

PE,(K) = {n€ E,(K); ord(n) =n} = {ng; 1 <a<n, ggT(a,n) =1}

Beweis. Als zyklische Gruppe wird E,, (K) von einem Element 79 erzeugt. Dieses ist
nach Definition eine primitive n-te Einheitswurzel. Die restlichen Aussagen erhélt
man aus den entsprechende Eigenschaften zyklischer Gruppen, wobei man von der
additiven zur multiplikativen Schreibweise iibergehen muss. (]

Satz 9.1.12. Es seien K ein Korper und n € Z>1 mit Char(K) { n, sodass T™ — 1
iber K in Linearfaktoren zerfillt. Dann erhilt man die Menge E,(K) der n-ten
Einheitswurzeln als disjunkte Vereinigung

E,(K) = | |PE4(K).
d

Beweis. Fiir jedes n € E,(K) ist ord(n) ein Teiler von n. Zu gegebenem Teiler d
von n haben wir

PEJK) C EyK) C En(K).
Nach Satz 9.1.11 besteht PE4(K) genau aus den Einheitswurzeln der Ordnung d.
Die Behauptung folgt. (|
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Definition 9.1.13. Es seien K ein Korper, n € Z>; mit Char(K) { n, sodass 7" — 1
iiber K in Linearfaktoren zerfillt, £k C K ein Unterkorper, (1,...,(, € K die n-ten
Einheitswurzeln iiber k und &, := k(¢1,...,¢,) € K. Dann nennt man k C k,, den
n-ten Kreisteilungskorper iiber k.

Satz 9.1.14. Es seien K ein Korper, n € Z>1 mit Char(K) { n, sodass T" — 1
tber K in Linearfaktoren zerfdllt und k C K ein Unterkorper.

(i) Die Erweiterung k C ky, ist Zerfillungskorper von T™ — 1 € k[T,
(ii) Fiir jede primitive n-te Einheitswurzel n € K haben wir k, = k(n).
(iii) Die Erweiterung k C ky, ist galoissch.

Beweis. Aussagen (i) und (ii) sind offensichtlich. Da T™ — 1 separabel ist, erhalten
wir Aussage (iii) mit Satz 8.3.3. O

Satz 9.1.15. Es seien K ein Korper, n € Z>1 mit Char(K) { n, sodass T" — 1
iber K in Linearfaktoren zerfillt, k C K ein Unterkdrper und n € PE, (K).

(i) Fir jedes i € Aut(ky, k) ist 1¥(n) eine primitive n-te Einheitswurzel und
somit von der Gestalt
) = 1", ay € Lz, ggT(ay,n) = 1.
(ii) Man hat einen wohldefinierten Monomorphismus von Aut(k,, k) in die
Primrestklassengruppe modulo n.:

Aut(kn, k) — (Z/nZ)*, Y o Gy
(iii) Die Galoisgruppe Aut(ky, k) der Korpererweiterung k C k,, ist abelsch.
Beweis. Zu (i). Offensichtlich gilt ¥(PE,(K)) = PE,(K). Mit Satz 9.1.11 erhilt
man dann eine Darstellung ¢ (n) = n* wie in (i).

Zu (ii). Die Restklasse G, € Z/nZ des Elements a,, aus (i) ist eindeutig bestimmt,
denn wir haben
na#’ = naiff’ e na#’_u’:l) =1 — Qo —aiﬁ cnz.

Folglich ist die Abbildung aus Aussage (ii) wohldefiniert. Die Homomorphieeigen-
schaft erhdlt man mit

(Wor)n) = Pn™) = (n*)* = n*=.
Zur Injektivitét. Gilt a, = 1 € Z/nZ, so haben wir ¢(n) = n. Es folgt (¢) = ¢ fiir
jede n-te Einheitswurzel ¢ und somit ¢ = idy,, . (I
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Aufgaben zu Abschnitt 9.1.

Aufgabe 9.1.16. Es sei n € Z>; mit Primfaktorzerlegung Hp p”P). Beweise folgende
Aussagen {iber die Primrestklassengruppe: Gilt 8 { n, so haben wir

(z/nz)" = [[z/(p— 1)p" P 2.

Gilt 8 | n, so haben wir
(Z/nz)" = 2/22x 2/2"P 2 x [[ 2/(p — D)p"P ' Z.
p#2
Schliee, dass (Z/nZ)* genau dann zyklisch ist, wenn n = 1,2, 4 gilt oder n = p", 2p" mit
einer Primzahl p # 2 und r > 0 gilt.
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9.2. Kreisteilungspolynome.

Definition 9.2.1. Es seien K ein Koérper und n € Z>; mit Char(K) { n, sodass
T™ — 1 iiber K in Linearfaktoren zerfillt. Weiter seien 71, ..., 7,(,) die primitiven
n-ten Einheitswurzeln in K. Das n-te Kreisteilungspolynom ist

P, = (T — 771) cee (T — 7’]@(”)) S K[T]
Satz 9.2.2. Es seien K ein Korper und n € Z>1 mit Char(K) { n, sodass T" — 1

iber K in Linearfaktoren zerfillt. Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, € K[T] besitzt
den Grad ¢(n), und es gilt
™ -1 = I @

1<d<n, d|n
Die Koeffizienten von ®,, sind von der Gestalt m-1g mit m € Z. Insbesondere gilt
®,, € P[T] mit dem Primkiorper Px C K.

Lemma 9.2.3. FEs seien R ein Integrititsring und f,g € R[T] zwei nichttriviale
Polynome. Dann gibt es eine eindeutige Darstellung

Wf o= ag+r,

wobei b € R der Leitkoeffizient von g ist, k := max(0, deg(f) — deg(g) + 1) gilt und
q,7 € R[T] Polynome mit deg(r) < deg(g) sind.

Beweis. Es seien m := deg(f) und n := deg(g). Wir beweisen zunéchst die Existenz
der Darstellung durch Induktion iiber m. Dazu seien

m—1 n—1
f=al™+ Y al’, g =bT"+Y b1
i=0 §=0

Zum Fall m = 0. Gilt n > 1, so kommt man mit ¢ := 0 und r := f durch; gilt
n =0, so erfiillen ¢ := f und r = 0 den gewiinschten Zweck.

Kommen wir zum Induktionsschritt. Im Fall m < n ist b¥f = 0g + bFf die
gewiinschte Darstellung. Fiir den Fall n < m betrachten wir das Polynom
f = bf —al™ "g.
Es gilt deg(f’) < m, und somit kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf f’
anwenden. Das liefert eine Darstellung
bk/(bffaTm_ng) _ bk/f/ _ q/ngTl

ph—k'—1

mit deg(r’) < deg(g). Indem man die Gleichungen mit multipliziert und

bk_k/_laTm_"g auf die rechte Seite bringt, erhélt man die gewiinschte Darstellung;:
- (bk—laTm—n i bk—k/—lq/) g+ bR 1y

Wir kommen nun zur Eindeutigkeit der Darstellung. Dazu vergleichen wir zwei
dieser Darstellungen:

Wf = q9+r = dg+r = (4—4d)g = ' -
Wegen deg(r),deg(r’) < deg(g) folgt ¢ — ¢ =0 und ' — r = 0, was die gewiinschte
Eindeutigkeit beweist. O

Beweis von Satz 9.2.2. Die beiden ersten Aussagen folgen direkt aus der Definition
der Kreisteilungspolynome und Satz 9.1.12. Um zu sehen, dass die Koeffizienten
von ®,, von der Gestalt m-1x sind, verwenden wir Induktion iiber n.

Im Fall n = 1 haben wir ®; = T — 1 und die Aussage ist trivialerweise richtig. Fiir
den Induktionsschritt betrachten wir den Unterring Zg := Z-1x von K.
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Nach Induktionsannahme gilt &, € Zg|[T] fiir alle Teiler 1 < d < n von n. Lem-
ma 9.2.3 liefert somit eine eindeutige Darstellung

-1 = ¢ J[ ®a+ 7

d|n,d<n

mit Polynomen ¢, € Zg[T], wobei deg(r) < n — ¢(n) gilt. Diese Darstellung ist
ebenfalls eindeutig in K[T']. Das impliziert ®,, = ¢ und somit ®,, € Zg[T). O

Folgerung 9.2.4. Ist p € Z>, eine Primzahl, so gilt fiir das p-te Kreisteilungspo-
lynom:

TP —1
D, = T = TPty TP=2 4 4T +1.

Folgerung 9.2.5. Die Kreisteilungspolynome ®,, lassen sich rekursiv berechnen:
Es gilt

o - ™ —1
" Hd\n,d<n D4
Folgerung 9.2.6. Die ersten 6 Kreisteilungspolynome in Q[T sind gegeben durch
®, = T-1,
Py, = T+H+1,
Oy = T?+T+1,
o, = T?+1,
;s = T*+T3+T2+T+1,
by = T?—T+1.

Bemerkung 9.2.7. Die Koeffezienten der Kreisteilungspolynome ®,, € Q[T sind
nicht grundsétzlich von der Gestalt 0, +-1, sie konnen vielmehr beliebig grofl werden.
Fiir n = 105 tauchen erstmals Koffizienten vom Betrag groler Eins auf.

Bemerkung 9.2.8. Die explizite Kenntnis der Kreisteilungspolynome liefert di-
verse Identitdten fiir primitive Einheitswurzeln. Beispielsweise erhélt man mit

B3 = T*+T+1 = (T —m)(T —n)

durch Ausmultiplizieren die beiden Identitdten n; + 7o = —1 und n11m2 = 1 fiir die
primitiven dritten Einheitswurzeln n; = e2™/3 und 7, = €*™*/? in C.

Satz 9.2.9. Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, € Q[T ist irreduzibel.

Lemma 9.2.10. Es sei f € Z[T] ein irreduzibler Faktor eines Kreisteilungspoly-
noms ®,, € Z[T)]. Ist ¢ € K eine Nullstelle von f so ist auch CP fiir jede Primzahl p
mit ptn eine Nullstelle von f.

Beweis. Da f Teiler von ®,, ist und ®,, wiederum Teiler T™ — 1 ist, gibt es ein
g € Z[T] mit

™ -1 = fg.

Ein Vergleich der Leitkoeffizienten zeigt, dass wir f und ¢ als normierte Polynome
in Z[T] annehmen diirfen. Nehmen wir nun an, dass f(¢?) # 0 gilt. Wegen

@) =" =@y =17 =1

ist (P eine Nullstelle von T™ — 1, und wir erhalten g({?) = 0. Also ist ¢ Nullstelle
des Polynoms g(T?) € Z[T].
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Als normiertes irreduzibles Polynom mit f({) = 0ist f bereits das Minimalpolynom
von ( iiber Q. Folglich gibt es ein Polynom h € Q[T] mit

g(T?) = fh.

Division mit Rest in Z[T] fiir die Polynome ¢(T?) € Z[T] und f € Z[T] zeigt, dass
sogar h € Z|T] gelten muss. Wir betrachten nun den kanonischen Homomorphismus

ZIT) — Z/pZT),  q=)» aT" — g=>» @l

Da f normiert ist und positiven Grad besitzt, ist f nicht konstant. Es sei nun
g = >_b;T'. Anwenden des Frobeniushomorphismus ¢ +— ¢ im Quotientenkorper
von Z/pZ[T| liefert

. _ . — NP

Th=g(T) = Y BT" = > 5% = (Y 0T') =7
Da Z/pZ[T) als euklidischer Ring faktoriell ist, besitzt f einen Primfaktor f. Dieser
ist nach obiger Identitédt auch ein Teiler von g.

Folglich ist fﬁ ein Teiler von T™ — 1 € Z/pZ[T)]. Das bedeutet jedoch, dass T" — 1
mehrfache Nullstellen in seinem Zerfillungskorper besitzt. Wegen p 4 n steht das
im Widerspruch zu Satz 9.1.4 (|

Beweis von Satz 9.2.9. Es geniigt zu zeigen, dass ®,, ein Primelement in dem fak-
toriellen Ring Z[T] ist. Dazu sei f € Z[T] ein Primfaktor von ®,,. Dann besitzt f
eine Nullstelle 7y € C. Diese ist auch Nullstelle von ®,, und somit eine primitive
n-te Einheitswurzel.

Jede weitere primitive Einheitswurzel n € PE,,(C) ist von der Gestalt n = n§® mit
einer zu n teilerfremden ganzen Zahl. Es sei nun m = p; - - - p, die Primfaktorzerle-
gung. Dann gilt p; tn fir i =1,...,r.

Nach Lemma 9.2.10 ist 1y := nf' eine Nullstelle von f. Erneute Anwednung von
Lemma 9.2.10 zeigt, dass auch 7y := n¥? Nullstelle von f. So verfihrt man weiter
und erhélt schliefSlich, dass 7, = n eine Nullstelle von f ist.

Folglich besitzen f und ®,, dieselben Nullstellen. Das impliziert f = ®,,. Insbeson-
dere ist ®,, prim in Z[T]. O

Folgerung 9.2.11. Der n-te Kreisteilungskorper Q C Q,, ist eine Galoiserweite-
rung vom Grad

[@n:Q] = ¢(n) = |Aut(Qn, Q).
Jede primitive n-te Einheitswurzel n € C* besitzt ®,, als Minimalpolynom und de-
findert somit Q-Basis fir Q, = Q(n) durch

(1, m,n?,. . M=),

Weiter definiert 1 — ay aus 9.1.15 (i) einen Isomorphismus von Aut(Q,,Q) auf
die Primrestklassengruppe (Z/Zy)*.

Beweis. Nach Satz 9.1.14 ist Q C Q,, galoissch und Q,, = Q(n) mit n € PE,(C).
Nach Satz 9.2.9 ist ®,, das Minimalpolynom von 7 tiber Q. Satz 6.2.6 liefert

[Qn : Q] = deg(®n) = é(n).
Nach Theorem 8.2.2 besitzt Aut(Q,, Q) die Ordnung ¢(n). Folglich ist der Mono-
morphismus Aut(Q,,, Q) — (Z/Z,)* aus Satz 9.1.15 ein Isomorphismus. O
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Aufgaben zu Abschnitt 9.2.

Aufgabe 9.2.12. Esseien m,n € Z>1 teilerfremd und n,, € PE.,(C) sowie n, € PE,(C).
Beweise folgende Aussagen:

(i) Qumn = QMmnn) = Q(1m, M),
(i) [Qmn: Q] =[Qm :Q]-[Qn: Q)
(iii) Qm NQr =Q.

Hinweise: Das Kompositum von Q., und Q, ist gegeben durch Q. Q, = Qmn. Verwende
Aufgabe 6.2.25.
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9.3. Das regelmiflige n-Eck.

Erinnerung 9.3.1 (Konstruktionen mit Zirkel und Lineal). Wir starten einer Men-
ge M C C von Punkten in der Ebene. Unsere Hilfsmittel fiir die Konstruktion sind:

o Der Zirkel. Damit konnen wir einen Radius r abgreifen und einen Kreis
mit Radius r um einen gegebenen Punkt schlagen.

e Das Lineal. Damit konnen wir die Verbindungsgerade durch zwei gegebene
Punkte ziehen.

Jetzt darf man mit Hilfe von Zirkel und Lineal die Menge M schrittweise vergrofiern,
indem man

(GG) Schnittpunkte zweier (verschiedener) Verbindungsgeraden hinzunimmt,
(GK) Schnittpunkte von Verbindungsgeraden mit Kreisen hinzunimmt,
(KK) Schnittpunkte zweier (verschiedener) Kreise hinzunimmt.

Wir sagen, dass ein Punkt z € C aus M konstruierbar ist, wenn man ihn durch die
obigen schrittweisen Vergroflerungen aus M gewinnen kann. Die Menge aller aus
M konstruierbaren Punkte bezeichnen wir mit Kon(M).

Beispiel 9.3.2 (Euklid). Man kann die dritten Einheitswurzeln aus aus {0,1}
konstruieren; sie bilden die Eckpunkte eines gleichschenkligen Dreiecks.

O Ao &>

Beispiel 9.3.3 (Euklid). Man kann die vierten Einheitswurzeln aus aus {0,1}
konstruieren; sie bilden die Eckpunkte eines Quadrats.

o (&

Beispiel 9.3.4 (Euklid). Man kann die fiinften Einheitswurzeln aus aus {0,1}
konstruieren; sie bilden die Eckpunkte eines regelméfligen Fiinfecks.
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Beispiel 9.3.5. Man kann die sechsten Einheitswurzeln aus aus {0, 1} konstruieren;
sie bilden die Eckpunkte eines regelméfligen Sechsecks.

O @ @
&) &

Erinnerung 9.3.6. [Algebraische Charakterisierung der Konstruierbarkeit] Es sei
M C C eine Teilmenge mit 0,1 € M, und es sei z € C. Dann sind dquivalent:

(i) Der Punkt z ist aus M konstruierbar, d.h., es gilt z € Kon(M).
(ii) Es gibt Zwischenkorper Q(M UM) =Ly CL; C... C L, C C mit

z € Ly, [Li:Li_l]:2ﬁiri:1,...,n

Insbesondere muss fiir jeden aus Q konstruierbaren Punkt z € C der Grad [Q(z) : Q)
eine Zweierpotenz sein.

Beispiel 9.3.7. Die Menge Ey(C) der neunten Einheitswurzeln kann nicht aus
{0, 1} konstruiert werden. Dies wiirde insbesondere implizieren, dass Winkel « =
20° konstruiert werden konnte, was bekanntlich nicht moglich ist.

Definition 9.3.8. Fiir n € Zs; heisst F,, := 22") 4+ 1 die n-te Fermatsche Zahl.
Beispiel 9.3.9. Die ersten 5 Fermatschen Zahlen sind prim; sie sind gegeben durch
Fo=3, Fi=5, F,=17, F3=257, F,=6553T.

Die Fermatsche Zahl Fy = 232 4+ 1 ist keine Primzahl mehr.
Satz 9.3.10 (GauB). Es sein € Z>3. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Das regelmiflige n-Eck ist konstruierbar, d.h., E,(C) ist aus {0,1} kon-
struierbar.
(ii) Die Anzahl p(n) der zu n teilerfremden Zahlen 1 < m < n ist eine Potenz
von 2.
(iii) Es gilt n = 2™p1 ...p, milt paarweise verschiedenen Fermatschen Prim-
zahlen p1,...,py.
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Lemma 9.3.11. Es sei p € Z>2 eine (ungerade) Primzahl. Ist p — 1 eine Potenz
von 2, so ist p eine Fermatsche Primzahl.

Beweis. Es sei p = 2™ + 1. Wir miissen zeigen, dass m = 2" fiir ein n € Z>; gilt.
Andernfalls hitte man m = ¢l mit einer ungeraden Zahl ¢ > 1, und man wiirde

p =200 41 = (2 41)2 V2=l L ola=3l _ ol 4 1)
erhalten. Insbesondere kénnte p keine Primzahl sein. Widerspruch zur Vorausset-

zung. (I

Erinnerung 9.3.12. Es sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe in G ist eine abstei-
gende Kette von Untergruppen

G=Gy > G > ... > Guo1 B Gy ={eal,

Der i-te Faktor einer solchen Normalreihe ist G;/G;41. Die Gruppe G heifit auflisbar,
wenn sie eine Normalreihe besitzt, deren Faktoren alle abelsch sind.

Ist G eine p-Gruppe, d.h., gilt |G| = p™ mit einer Primzahl p und einer positiven
ganzen Zahl m, so ist G auflosbar.

Satz 9.3.13. FEs sei G eine endliche auflosbare Gruppe. Dann gibt es eine Nor-
malreihe

G=Gy > G > ... > Gpo1 > Gy ={ea},
in G, sodass jeder Faktor G;/Giy1 eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist.

Beweis. Da G auflosbar ist, gibt es eine Normalreihe mit abelschen Faktoren in G,
diese bezeichnen wir mit

G:HO ‘Z H1 IZ IZ Hm—l IZ Hm:{eg}.

Wir wollen diese Normalreihe so wihlen, dass die Summe iiber alle Ordnungen von
Faktoren, die nicht Primzahlordnung besitzen,

> |Hi/Hitl,

|H;/H;+1| nicht prim

minimal ist. Wir wollen zeigen, dass diese Summe dann bereits verschwindet, d.h.,
dass die Normalreihe bereits die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Nehmen wir an |H;/H; 1| sei nicht prim fiir aufeinanderfolgende Glieder H; und
H;y1. Da H;/H; 41 eine endliche Gruppe ist, findet man ein Element g € H;/H; 1,
sodass ord(g) eine Primzahl ist. Bezeichnet w: H; — H;/H, 11 die Restklassenab-
bildung, so erhélt man eine Untergruppe

. = 7 \((g) € H..

Diese ist als Urbild eines Normalteilers ein Normalteiler in H;; hierbei geht ein, dass
H;/H; 1 abelsch ist und somit (g) als Normalteiler enthélt. Weiter ist H/H,; 1 =
(g) eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung. Damit kénnen wir die Normalreihe
verfeinern zu

G=Hy > Hy > ...> H; > H > Hiyy > ... > H, 1 > Hp,={eg}.

Bildet man fiir diese Normalreihe die Summe aller Ordnungen ihrer Faktoren, die
nicht zyklisch von Primzahlordnung sind, so erhélt man eine geringeren Wert als
fiir die urspriingliche Normalreihe; Widerspruch zu deren Wahl. O
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Beweis von Satz 9.3.10. Zu “(i) = (ii)”. Ist das regelméBige n-Eck konstruierbar,
so ist auch jede primitive n-te Einheitswurzel n konstruierbar. Satz 6.4.3 liefert
[Q(n) : Q] = 2™ mit einem m € Z>¢o. Mit Folgerung 9.2.11 erhalten wir also

p(n) = [Qn):Q] = 2™

Zur Implikation “(ii) = (i)”. Es sei n € C eine primitive n-te Einheitswurzel. Nach
Satz 9.1.14 ist Q C Q(n) eine Galoiserweiterung. Fiir die zugehorige Galoisgruppe
G := Aut(Q(n), Q) gilt nach Folgerung 9.2.11

Gl = Q) :Q] = ¢(n) = 2"

mit einer ganzen Zahl m > 0. Folglich ist G eine 2-Gruppe und somit auflésbar.
Satz 9.3.13 liefert eine Normalreihe

G=Gy > G > ... > Gp1 B Gy ={ea},
in G, sodass jeder Faktor G;/G;11 eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist.
Da |G;/G;+1| ein Teiler von |G| = 2™ ist, muss |G;/G;y1|P = 2 gelten.
Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie entspricht die obigen Normalreihe fiir G
einer Kette von Zwischenkorpern

Q=Lyo € L; € ... CL,1 € L,=Q(m)

mit [L; : Li31] = 2. Damit erfillt die n das Kriterium 9.3.6 und ist aus {0,1}
konstruierbar. Folglich sind auch alle weiteren n-ten Einheitswurzeln { = n™ aus
{0,1} konstruierbar.

Zur Aquivalenz von (ii) und (iii). Wir betrachten die Primafaktorzerlegung n =
pit -+ p¥r. Mit den Eigenschaften der ¢-Funktion ergibt sich

v

pn) = PP pr T = 1) (o — 1)
Dieser Wert ist genau dann eine Zweierpotenz, wenn fiir »; = 1 und p; — 1 = 2™
fiir jedes p; # 2 gilt. Lemma 9.3.11 liefert dann die Behauptung. O



ALGEBRA 247

Aufgaben zu Abschnitt 9.3.

Aufgabe 9.3.14. Fiihre die Konstruktionen der Mengen E,(C) fiir n = 3,4, 5,6 aus den
Besipielen 9.3.2 bis 9.3.5 explizit durch.
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10. GALOISGRUPPE EINES POLYNOMS

10.1. Die Galoisgruppe eines Polynoms.

Definition 10.1.1. Es seien k ein Korper und f € k[T] ein Polynom. Ist & C K ein
Zerfallungskorper fiir f, so nennt man Gal(f) := Aut(K, k) auch die Galoisgruppe
von f, oder die Galoisgruppe der Gleichung f(x) = 0.

Definition 10.1.2. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X heifit ef-
fektiv, falls Tg: X — X, x — g-2 nur fiir g = e die Identitat auf X ist.

Satz 10.1.3. Es sei k C K Zerfillungskirper eines Polynoms f € k[T| mit den
Nullstellen a1, . ..,a, € K, jede nur einmal aufgefiihrt. Dann hat man eine Opera-
tion

Gal(f) x {a1,...,an} = {a1,...,an}, v-(a;) = vla;)
der Galoisgruppe von f auf der Nullstellenmenge von f. Diese Operation st effektiv,
d.h., o(a;) = a; firi=1,...,n impliziert bereits p = idg. Folglich ist

Gal(f) — S{a1,..-,an}), © <p|{a1,___7an}

ein Monomorphismus. Insbesondere ist die Ordnung |Gal(f)| der Galoisgruppe ein
Teiler von n! und somit auch ein Teiler von deg(f)!.

Lemma 10.1.4. Es seien k C K eine Korpererweiterung, ¢ € Aut(K, k) und
f € K[T). Ist a € K Nullstelle von f, so ist p(a) € K ebenfalls Nullstelle von f.

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir eine Darstellung f = > b;77 mit b; € k.
Damit erhalten wir

f(e(@) = Y bipla) = eb)ela) = (3 ba') = w(f(a)) = p(0) = 0.
O

Beweis von Satz 10.1.3. Gemifl Lemma 10.1.4 ldsst Gal(f) die Nullstellenmenge
von f invariant und operiert wie behauptet darauf. Zum Nachweis der Effektivitét
sei p € Gal(f) mit ¢(a;) = a; fiir i = 1,...,n gegeben. Jedes a € K = k(ay,...,an)
besitzt eine Darstellung

a Mn 0

B TN
Das Element ¢ € Gal(f) = Aut(K, k) lasst die Koeffizienten b,, . ,, und c,,
jeweils fest und wir erhalten ¢(a) = a. Das bedeutet ¢ = idg und somit operiert
Gal(f) effektiv auf Nullstellenmenge von f. Die weiteren Aussagen sind unmittel-
bare Konsequenzen. O

.....

Definition 10.1.5. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X heifit tran-
sitiv, falls zu je zwei Elementen z, 2’ ein g € G existiert mit 2’ = g-x.

Bemerkung 10.1.6. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X ist genau
dann transitiv, wenn X = G-x¢ mit einem Elemement xy € X gilt.

Satz 10.1.7. Es sei k C K Zerfillungskorper eines Polynoms f € k[T] vom Grad n
mit paarweise verschiedenen Nullstellen aq,...,a, € K. Dann ist k C K galoissch.
Weiter sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist irreduzibel in k[T).
(ii) Gal(f) operiert transitiv auf {a1,...,an}.
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Beweis. Da f genau n = deg(f) paarweise verschiedene Nullstellen in seinem
Zerfillungskorper besitzt, ist es ein separables Polynom. Nach Satz 8.3.3 ist k C K
eine Galoiserweiterung.

Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Es seien a; und a; Nullstellen von f. Nach Lemma 7.1.10
gibt es einen eindeutig bestimmten Koérperisomorphismus ¢: k(a;) — k(a;) mit
Y| = id, und 9¥(a;) = a;. Bezeichnet k C k einen algebraischen Abschluss mit
K C k, so liefert Satz 7.2.7 eine Fortsetzung ¢: K — k von . Da k C K eine
normale Erweiterung ist, gilt ¢(K) = K; siehe Satz 7.1.13. Damit ist ¢ ein Element
in Gal(f), das a; nach a; abbildet.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Nehmen wir an, f erlaube eine Zerlegung f = gh mit
nichtkonstanten Polynomen g, h € k[T]. Die Nullstellen bq,...,b, € K von g und
C1,...,Cm von h sind jeweils paarweise verschieden, und man hat eine disjunkte
Vereinigung
{a1,...,an} = {b1,...,01} U {c1,...,cm}.

Gemé Lemma 10.1.4 bildet jedes ¢ € Gal(f) jede Nullstelle von g (bzw. h) auf
eine Nullstelle von g (bzw. h) ab. Insbesondere kann es kein ¢ € Gal(f) mit
©(b1) = ¢1 geben. Das widerspricht der Transitivitéit der Operation von Gal(f)
auf {a1,...,a,}. O

Folgerung 10.1.8. FEs sei k C K Zerfillungskirper eines Polynoms f € k[T] vom
Grad n mit paarweise verschiedenen Nullstellen aq,...,a, € K. Gilt [K : k] = nl,
so ist [ irreduzibel in k[T und man hat einen kanonischen Isomorphismus

Gal(f) — S({al,...,an}), © = (P|{a1 VVVVV an}-

Beweis. Nach Satz 10.1.7 ist die Erweiterung k C K galoissch. Folglich ist Gal(f)
von der Ordnung [K : k] = n!l. Damit ist der Monomorphismus von Satz 10.1.3 ein
Isomorphismus. Insbesondere operiert Gal(f) transitiv auf der Nullstellenmenge
von f. Satz 10.1.7 liefert dann die Irreduzibilitdt von f. (I

Beispiel 10.1.9. Wir betrachten das Polynom f := T3—1 € Q[T]. Seine Nullstellen
in C sind 1, €>™/3 und e*™*/3. Weiter erhiilt man einen Zerfillungskorper
K = (@(17 e?ﬂi/B, e47rz'/3) _ Q(e%ri/B) c C.

Wegen ¢(1) = 1 fiir alle ¢ € Gal(f) = Aut(K, Q) kann Gal(f) nicht transitiv auf
der Nullstellenmenge von f wirken, also ist f nicht irreduzibel; tatséchlich gilt

T° -1 = (IT*+T+1)(T-1).
Da K = Q(e?7/3) gilt und g := T? + T + 1 € Q[T offenbar das Minimalpolynom
2mi/3 igt, erhalten wir fiir Galoisgruppe
|Gal(f)] = [K:Q] = deg(g) = 2.

Folglich ist Gal(f) zyklisch von der Ordnung zwei. Konkret ist Gal(f) die von der
komplexen Konjugation x: = + iy — x — iy erzeugte Gruppe.

fiir e

Satz 10.1.10. Es seien p eine Primzahl und f € Q[T] ein irreduzibles Polynom
vom Grad p, das in C genau zwei nicht reelle Nullstellen hat. Dann gilt Gal(f) = S,.

Lemma 10.1.11. Es sei p € Z>g eine Primzahl. Sind 7 € S, eine Transposition
und o € Sy, ein Element der Ordnung p, so gilt S, = (1,0).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass o ein Zykel ist. Lemma 2.4.16 liefert eine Dar-
stellung 0 = 7y - - - 7 mit elementfremden Zykeln 7; der Ordnungen k;. Da element-
fremde Zykeln kommutieren, ist die Ordnung p von o ein gemeinsames Vielfaches
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der Zykelordnungen k;. Primalitdt von p impliziert k; = ... = k,, = p und Element-
fremdeiheit der 7; erzwingt r = 1.

Wir kommen nun zum Beweis der Aussage. Es sei 7 = (k,1). Durch Konjugieren
mit dem Element ¢ := (1, k)(2,1) erhalten wir

oot = (1,2).

wieder ein p-Zykel in S,,. Folglich gibt es ein 1 <m < p — 1 mit

(0o0™ )™ (1) = (e0™0™H)(1) = 2.

Weiter ist pop™!

Das Element (poo~!)™ ist wieder ein Zykel und besitzt, da p prim ist, wieder die
Ordnung p. Folglich gibt es paarweise verschiedene i3, ..., %, mit
(Qo—gil)m = (1725i35"'5ip>'
Wir betrachten weiter das Element
o= (132 2]
Damit gilt
a = (779)7_(779)_1 = (L 2)’
B = (mo)o™(mo)™t = (1,2,3,...,p).

Es geniigt nun zu zeigen, dass a und 8 bereits S;, erzeugen. Denn dann erzeugen
auch 7 und o die gesamte Gruppe S, wegen

1Sp] = [ B)] = [ 0™)] < [(7,0)].

Da S, von Transpositionen erzeugt wird, siche Lemma 2.4.16, geniigt es zu zeigen,
dass man alle Transpositionen durch o und § darstellen kann. Das ergibt sich mit

(2,3) = (1,2,3,...,p)(1,2)(1,2,3,...,p) ",

(3,4) = (1,2,3,...,0)(2,3)(1,2,3,...,p) "1,
(p—1,p) = (1,2,3,...,p)p—2,p—1)(1,2,3,...,p) ",

(1’3 = (L ) ( a2)a

1,4) = (1,3)(3, .4),

(Lp) = (1,]?—1)(]7—1,]7)(1,]?—1),

(k1) = (1,k)(1,D)(@1,k).

O

Beweis von Satz 10.1.10. Nach Lemma 10.1.11 geniigt es zu zeigen, dass Gal(f)
eine Transposition und Element der Ordnung p enthélt. Sind a1, a2 € C die beiden
nicht reellen Nullstellen und as,...,a, € R die verbleibenden, so gilt

ay =az, az=ai;, asz=as, ..., ap=2ap

fiir die komplexe Konjugation «: z +— Z. Folglich definiert x eine Transposition in
Gal(f). Um ein Element der Ordnung p zu gewinnen, bezeichnen wir mit K :=
Q(a1,...,ap) den Zerfillungskorper von f. Dann hat man

Gal(f)] = [K: Q) = [K:K(a)][K(a1) : Q] = [K:K(a1)lp,
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wobei man fiir [K(a;) : Q] = p verwendet, dass f (bis auf Normierung) das Mini-
malpolynom von a; iiber Q ist, und Q C K(a;) daher vom Grad deg(f) = p ist.
Nach Satz 2.3.16 besitzt Gal(f) daher ein Element der Ordnung p. O

Beispiel 10.1.12. Das Polynom f := T3 — 2 € Q[T] besitzt die Nullstellen in /2,
V2e*" und ¥/2¢"F" in C. Sein Zerfallungskorper Q C K ist also gegeben durch

K = Q(V2, V2%, ¥2:F) ¢ ¢
Als rationales Polynom dritten Grades ohne rationale Nullstellen ist f ist irreduzibel
in Q[T]. Mit Satz 10.1.10 erhalten wir
Gal(f) = Ss, K:Q] = 3! = 6.
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Aufgaben zu Abschnitt 10.1.

Aufgabe 10.1.13. Beweise Bemerkung 10.1.6: Eine Operation einer Gruppe G auf einer
Menge X ist genau dann transitiv, wenn X = G-z¢ mit einem Elemement zo € X gilt.
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10.2. Resultante I.

Problem 10.2.1. Es seien k ein Kérper und f, g € k[T] zwei Polynome. Gesucht
ist ein effizientes Verfahren, das entscheidet, ob f und g eine gemeinsame Nullstelle
in einem algebraischen Abschluss k& C k besitzen.

Definition 10.2.2. Es seien R ein K1-Ring, und es seien zwei Polynome in R[T]
gegeben:
f = aT™+aT™ ' 4+ .. +apm, g = bT" +bT" 1 + ... +b,.

Aus den Koeffizienten ag, ..., a,;, und by, ..., b, bilden wir ein Schema mit m + n
Zeilen und Spalten:

1 2 cee m41l m42 m43 ... m4n
1 apg ai ... Qm 0 0 0
2 0 ap a1 Am, 0 0
n 0 O 0 ao a Am
nl bo b1 ... by, 0 0o ... 0
nt2 0 by b1 ... by 0o ... 0
ntm O o0 ... 0 bo by ... by,
1 2 N n+1 n+2 n+3 e n+m

Fasst man diese Anordnung als eine Matrix A(f, g) € Mat(m + n, m + n; R) auf, so
ist die Resultante von f und g zum Formalgrad (m,n) definiert als

Res(f,g) = det(A(f,9)).

Beispiel 10.2.3. Es seien R ein K1-Ring, und es seien f =T —aund g =T — b
mit a,b € R. Dann ist die Resultante zum Formalgrad (1,1) von f und g gegeben
durch

Res(f,g9) = det(i _Z) = a—0b.

Lemma 10.2.4. Es seien R ein K1-Ring, f,g9 € R[T], und es seien a,b € R. Dann
qilt
Res(f, g) = (_1)mnReS(ga f)a Res(af, bg) = a"mees(f, g)

Beweis. Die Aussagen ergeben sich direkt aus der Tatsache, dass die Determinante
eine alternierende Multilinearform ist. (|

Lemma 10.2.5. Es scien R ein K1-Ring, und es seien zwei Polynome in R[T)
gegeben:
f = al™+aT™  +.. . +an, g = boT"+bT" 1+ ... +b,.

Ist ¢: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen, so bezeichne ®: R[T]| — S[T]
die Fortsetzung von ¢ mit ®(T) =T. Es gilt dann

Res(®(f), (g)) = ¢(Res(f,9))-

Beweis. Setzt man (c;;) = A(f,g), so gilt A(®(f),®(9)) := (p(ci;)). Da ¢ ein
Ringhomomorphismus ist, erhalten wir det(¢(c;5)) = @(det(c;7)). Damit folgt die
Behauptung. (|
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Satz 10.2.6. Es seien R ein K1-Ring und m,n € Z>o mit m+n > 1. Weiter seien
f,g € R[T) gegeben als

f = al™+aT™  +... 4 am, g = boT" 4+ b T" L+ ... +b,.

Dann gibt es Polynome p,q € R[T| mit deg(p) < n und deg(q) < m, sodass man
die Resultante von f und g erhdlt als

Res(f,g9) = »f+aqg.

Lemma 10.2.7. Es seien R ein K1-Ring, und es seien zwei Polynome in R[T)]
gegeben:

f = al™+a T +.. . +an, g = boT"+bT" 1+ ... +b,.

Bezeichnet R[T); C R[T] den (freien) R-Modul aller Polynome vom Grad <1, so
hat man einen Modulhomomorphismus

U: R[T], ®R[Tlm — R[T)m+n, (u,v) — uf +vg.
Dann besitzt ¥ beziiglich der Basen {(T"~1,0),...,(17°,0),(0,7™71),...,(0,7°)}
auf R[T),, & R[T)ym und {T™ =1 .. T auf R[T)min die Matriz A(f,g)t.

Beweis. Fiir die Bilder der Basisvektoren (7%,0) bzw. (0,7%) unter ¥ erhalten wir

(Tt 0) = T lf = aqT™™ 1+ .. +a,T" Y

U(T°,0) = T°f = aoT™+ ...+ a,T°,

U0, 7™ Y = Tm lg = pT™ 14 4+, T,

v(0,7°) = TY% = boT" + ...+ b,T°.
Damit ergibt sich, dass A(f,g)! die beschreibende Matrix von ¥ beziiglich der
genannten Basen ist. [

Beweis von Satz 10.2.6. Es sei A := A(f,g)'. Nach der Cramerschen Regel gibt es
eine Matrix B € Mat(m + n, m + n, R) mit

AB = det(A)Emin.
Fixiert man auf R[T,;,+n die Basis {7+~ ... T%} so entspricht B einer linearen
Abbildung ¥*: R[T|m+n — R[T)m+n. Weiter haben wir einen Isomorphismus
1: R[T)mi4n — R[T]n® R[T)m,
T s (TH0) fir 0<i<n—1,
T +— (0,T") fir0<i<m-—1.
Die zugehorige Matrix beziiglich der Basen {T™*"~1 ... T} auf R[T],;,+n und
{(T"=1,0),...,(T90), (0, 7™ 1),...,(0,T°} auf R[T], ® R[T),, ist die Einheits-

matrix.

Nach Lemma 10.2.7 besitzt ¥ o1 0 ¥* beziiglich der Basis {T™"~! ... T} auf
R[T]n+m die Matrix AB. Damit ergibt sich

WoroW* = Res(f,g)-idpmy, .-

Wendet man diesse Identitdt von Abbildungen nun auf das konstante Polynom 1
an, so ergibt sich

Res(f,g) = Woi0W* (1) = W(p,q) = pf+aqg
mit gewissen Polynomen p € R[T,, und g € R[T),. O



ALGEBRA 257

Lemma 10.2.8. Es seien R ein K1-Ring und f € R[T] ein normiertes Polynom
vom Grad m. Dann hat man einen Isomorphismus von freien R-Moduln

R[T],, — R/{f), T — T+ (f).

Beweis. Die Aussage ergibt sich als unmittelbare Anwendung der Division mit
Rest 9.2.3 in dem Ring R[T]. O

Satz 10.2.9. Es seien R ein K1-Ring, und es seien zwei Polynome f,g € R[T]
gegeben als:
f=T"+a T 4. 4 am, g = boT"+bT" L+ ... +by,.
Weiter sei M := R[T]/(f), und es sei Ny;/r(g) € R die Determinante des R-
Modulhomomorphismus
pg: M — M, h+ g-h=g-h,

wobei g € M die Restklasse von g € R[T] bezeichnet. Dann ist die Resultante von
f und g gegeben als

Res(f,9) = Nuyr(9)-

Lemma 10.2.10. Es seien R ein K1-Ring, und es seien zwei Polynome f, g € R[T)
gegeben als:

f=T"+a T 4. 4 am, g = boT"+bT" L+ ... +by,.

Weiter seien B := {T™+tn=1 T und B = {fT"L,..., fT°,1T™ ..., T%
Dann gilt

(1) B und B’ sind Basen fir R[T|m+n, und der zugehirige Basiswechsel besitzt
die Determinante 1.

(ii) Res(f,g) ist die Determinante des wie folgt definierten R-linearen Endo-
morphismus

U R[T)man — Rmin, fTt — fT%, T' — g¢T"

Beweis. Zu (i). Die Elemente von 9B’ erhiilt man wie folgt als R-Linearkombinationen
durch Elemente der Basis B:
fTt = T pa T4 Tt fir0<i<n-—1
" = T' fir0<i<m-1
Daraus ergibt sich, dass B’ eine Basis fiit R[T]m4rn ist, und dass der zugehorige

Basiswechsel durch eine Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrdgen 1 beschrieben wird.

Zu (ii). W&hlt man 9B’ als Basis auf dem Urbildraum und 9 als Basis auf dem
Bildraum, so besitzt U’ beziiglich dieser Basen gerade die Matrix A(f,g)t. Fiihrt
man nun im Bildraum einen Basiswechsel von B zu B’ durch, so erhélt man mit (ii)
die Behauptung. O

Beweis von Satz 10.2.9. Mit Lemma 10.2.8 und Lemma 10.2.10 erhalten wir einen
Isomorphismus von R-Moduln
1: R[T|m4n — R[T|n® M,
fTe — (T4,0) fir0<i<n-—1,
T = (0, T"+(f)) fir0<i<m-—1.
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Mit der Abbildung ¥ aus Lemma 10.2.10 erhalten wir ein kommutatives Diagramm
von R-Modulhomomorphismen

\P/
R[T]m-i-n - = R[T]m-i-n

zlu ull

R[T). e M o RT). &M
Zum Nachweis der Kommutativitit verfolge man die Elemente der Basis 9’. Die
waagerechten Endomorphismen dieses Diagramms dieselbe Determinante. Lem-
ma 10.2.10 (ii) liefert nun die Behauptung. O



Aufgaben zu Abschnitt 10.2.
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10.3. Resultante II.

Satz 10.3.1. Es seien k ein Korper, k C k ein algebraischer Abschluss, f,g € k[T
Polynome mit deg(f) = m und deg(g) < n. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) Die Polynome f und g haben eine gemeinsame Nullstelle in k.
(ii) Die Resultante Res(f,g) zum Formalgrad (m,n) verschwindet.

Beweis. Nach Lemma 10.2.4 diirfen wir fiir den Beweis annehmen, dass das Poly-
nom f normiert ist.

Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Nehmen wir an, es gelte Res(f,g) # 0. Dann liefert
Satz 10.2.9, dass die lineare Abbildung

KTV/(f) = KTV, h = g-h
eine nichtverschwindende Determinate besitzt und somit invertierbar ist. Das be-
deutet, dass g eine Einheit in dem Restklassenring R/(f) ist. Damit ergibt sich
uf+vg = 1 € k[T mit geeigneten u, f € k[T].

Insbesondere sehen wir, dass f und ¢ keine gemeinsame Nullstelle in & besitzen
konnen. Widerspruch.

Zur Implikation “(ii)=(i)”. Nehmen wir an, f und g hitten keine gemeinsame
Nullstelle in k. Dann sind f und g teilerfremd in k[T], man hat also eine Darstellung

uf+vg = 1 € k[T] mit Polynomen u, f € k[T].
Es folgt, dass g eine Einheit in dem Restklassenring k[T]/(f) ist. Somit ist die
lineare Abbildung
KTV/(f) — KT, ho— g-h

invertierbar und besitzt deshalb eine nichtverschwindende Determinate. Satz 10.2.9
liefert, dass Res(f, g) # 0 gilt. Widerspruch. O

Satz 10.3.2. Es seien k ein Kirper, k C k ein algebraischer Abschluss, f,g € k[T
Polynome mit Zerlegungen

m

f=c]lT-a) g = dH(T—bj)

i=1

in k[T]. Dann ist die Resultante zum formalen Grad (m,n) von f und g gegeben

durch
ReS(f,g) = Cn]:[g(az) = "d™ H (aszj)
i=1

1<i<m
1<j<n

Lemma 10.3.3. Es seien k ein Korper, k C k ein algebraischer Abschluss, f,g €
k[T] normierte Polynome mit Zerlequngen f = f1fa und g = g1g92 in k[T]. Dann
ist die Resultante zum formalen Grad (m,n) von f und g gegeben durch

Res(f,9) = Res(f,91) - Res(f,92) = Res(f1,9) - Res(f2,9).

Beweis. Die Determinante Ny /r(?) aus Satz 10.2.9 ist multplikativ. Damit ergibt
sich die erste Gleichung. Die zweite Gleichung folgt mit Lemma 10.2.4. O
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Beweis von Satz 10.3.2. Nach Lemma 10.2.4 diirfen wir ¢ = d = 1 annehmen. Mit
Lemma 10.3.3 erhalten wir

Res(f,g9) = HRes(T —a;,9)
i=1
= HRes(T—ai,T—bj)
i=1 \j=1
= H (a; = b))
1<i<m
1<j<n

[l
Beispiel 10.3.4. Es sei f = T? + pT + ¢ € R[T]. Dann besitzt f nach der “Mit-

ternachtsformel” die Nullstellen
—p+ p?—4q
2

im Korper C der komplexen Zahlen. Die Diskriminante von f wird in der Schule
iiblicherweise definiert als

A(f) = p* —4q = (21— 22)°

Die Diskriminante besitzt bekanntlich Information {iber die méglichen Losungen
der Gleichung f(x) =0 in C:

T12 =

e Gilt A(f) > 0, so gibt es genau zwei Losungen und diese sind reell.
e Gilt A(f) =0, so gibt es genau eine Losung, und diese ist reell.
e Gilt A(f) <0, so gibt es genau zwei Losungen und diese sind nicht reell.

Definition 10.3.5. Es seien k ein Kérper, k C k ein algebraischer Abschluss und
f € k[T] ein normiertes Polynom mit einer Zerlegung
fo= Tl -a)
i=1
in k[T], wobei a1,...,a, € k. Dann ist die Diskriminante des Polynoms f € k[T
definiert als
A(f) = H (ai—aj)Q-
1<i<j<n
Bemerkung 10.3.6. Ein normiertes Polynom f iiber einem Kérper k besitzt ge-
nau dann mehrfache Nullstellen in dem algebraischen Abschluss &k O k, wenn die
Diskriminante A(f) verschwindet.

Problem 10.3.7. Wie berechnet man die Diskriminante eines gegebenen Poly-
noms?

Satz 10.3.8. FEs seien k ein Korper, und f € k[T] ein normiertes Polynom vom
Grad m und f' = D(f) € k[T seine formale Ableitung. Dann gilt

m(m—1)

A(f) = (=1) = Res(f, f").

Beweis. Es sei k C k ein algebraischer Abschluss. Wir betrachten die Zerlegung
von f in Linearfaktoren:

[ = H(T—ai)
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mit den Nullstellen ay,...,a, € k. Nach der Produktregel erhalten wir fiir die
formale Ableitung

m

fro= Z(T_al)'--(T_ai—l)(T_ai-i-l)---(T—am).

i=1
Auswerten von f’ in a; ergibt
flaj) = (a;—a1)...(a; — aj-1)(a; — aj41)(a; — am).

Mit Satz 10.3.2 erhalten wir

Res(f, f') = Hf’(aj)

= (@i —ay)
i
= (—1)m—("2171) H(ai - aj)Q.
O

Folgerung 10.3.9. Es seien k ein Korper, R C k ein Unterring und f € R[T] ein
normiertes Polynom. Dann gilt A(f) € R.

Beispiel 10.3.10. Fiir einen Korper k betrachten wir das Polynom f = 7% +aT +
b € k[T]. Dann gilt f = 372 + a. Die Diskriminante berechnet man also gemi8

1 0 a b 0
01 0 a b
A(f) = —Res(f,f') = —det| 3 0 a 0 0
0 3 0 a O
0 0 3 0 a

Durch Subtrahieren des 3-Fachen der ersten Zeile von der dritten sowie des 3-Fachen
der zweiten Zeile von der vierten erhilt man

1 0 a b 0O 1 0 a b 0
01 0 a b 0 1 0 a b
30 a 0 0 ~ 0 0 —2a —3b 0
0 3 0 a O 0 0 0 —2a -3b
0 03 0 a 0 0 3 0 a
Folglich kann man die Diskriminante von f berechnen als
—2a —3b 0
A(f) = —det 0 —2a —3b | = —4a®—27b%
3 0 a

Bemerkung 10.3.11. Es sei k ein Korper der Charakteristik Null. Weiter sei
f=T3+aT+b € k[T] ein Polynom mit Zerfillungskorper k C KK, sodass keine der
Nullstellen aq,a9,a3 € K von f in k liegt. Dann ist f € k[T] irreduzibel und somit
Minimalpolynom fiir jede seiner Nullstellen a; € K. Nach Folgerung 8.3.4 ist £k C K
eine Galoiserweiterung.

Fall 1. Es gilt K = k(a;) fiir ein ¢ = 1,2,3. Da f das Minimalpolynom fiir a; iiber k
ist, gilt dann [K : k] = deg(f) = 3. Folglich ist Gal(f) von der Ordnung 3 und somit
isomorph zur zyklischen Gruppe Z/3Z.
Fall 2. Es gilt K # k(a;) fiir jedes i = 1,2, 3. Fiir die Ordnung m der Galoisgruppe
Gal(f) erhalten wir dann m = 6 wegen

3 = [k(a;): k] < [K:k] = m, m | deg(f)!,
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sieche Satz 10.1.3. Dabei ist Gal(f) nicht isomorph zu Z/6Z. Andernfalls hétten wir
genau eine Untergruppe H < Gal(F') der Ordnung 2 und somit
k(al)H = k/’(ag)H = k/’(ag)H =K

geméf Theorem 8.2.2; Widerspruch. Damit ist die Galoisgruppe Gal(f) isomorph
zur symmetrischen Gruppe Ss. Insbesondere ist Gal(f) nicht abelsch.

Satz 10.3.12. Es seien k ein Korper der Charakteristik Null und f = T3 +aT +b
ein Polynom aus k[T| ohne Nullstellen in k. Dann gilt

Gal(f) = Z/3Z  falls A(f) eine Quadratwurzel in k besitzt,
S falls A(f) keine Quadratwurzel in k besitzt.

Beweis. Es sei k C K ein Zerfillungskorper fiir f, und es seien aj,asz,a3 € K die
Nullstellen von f. Wir sind in der Situation von Bemerkung 10.3.11 und wissen
deshalb, dass Gal(f) entweder isomorph zu Z/37Z oder zu Sz ist. Wir betrachten
den Ausdruck

6 = (a1 — ag)(al — ag)(ag — a3).

Dann ist die Diskriminante von f gegeben als A(f) = 2. Weiter erhélt man fiir
jedes Element ¢ € Gal(f) C S({a1,az,a3}) der Galoisgruppe:

p(0) = (plar) = plaz))(p(ar) — wlas))(plaz) — plaz)) = sg(p)- 0.

Gilt Gal(f) = Z/3Z, so besteht Gal(f) aus geraden Permutationen, und es folgt
p(8) = 0 fiir jedes p € Gal(f). Da k C K der Fixkorper von Gal(f) ist, erhalten
wir & € k. Somit besitzt A(f) in § eine Quadratwurzel in k.

Gilt Gal(f) = Ss, so besitzt Gal(f) auch ungerade Permutationen. Wie oben folgt
§ & k, und damit auch —§ ¢ k Folglich kann A(f) keine Quadratwurzel in k
besitzen. O

Beispiel 10.3.13. Die Polynome 73 — 3T + 1 und T2 — 7T + 7 aus Q[T besitzen
jeweils die Galoisgruppe Z/3Z. Das Polynom T° — 2 € Q[T besitzt die Galoisgrup-
pe S3.
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Aufgaben zu Abschnitt 10.3.

Aufgabe 10.3.14. Zeige, dass die Aussagen von Bemerkung 10.3.11 und Satz 10.3.12
auch unter der schwiicheren Voraussetzung Char(k) # 2,3 gelten.
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11. AUFLOSBARKEIT DER GLEICHUNGEN

11.1. Symmetrische Funktionen.

Beispiel 11.1.1. Ein Polynom f in den Variablen 77,75 nennt man symmetrisch,
falls f(T1,T2) = f(T2,T1) gilt. Beispiele sind etwa die Polynome T 4+ T und 71 7T%.

Bemerkung 11.1.2. Es bezeichne S,, die symmetrische Gruppe iiber {1,...,n},
und es sei K ein Korper. Jedes Element o € S;, definiert einen Ringautomorphismus

O—O:K[Th”"Tn] - K[Tlv"'an]a
S T T o Y T T
= Zam ..... ynTll/dil(l) .. .T’:"*I(n)'

Nach der universellen Eigenschaft des Polynomrings ist ¢° bereits definiert durch
0°(T;) = Ty(;y- Damit erhalten wir

(tToo)° = 7°00°, c#T = 0° #7° fiir je zwei 7,0 € S,,.

Durch o — 0° wird also ein Monomorphismus S, — Aut(K[T},...,T,]) in die
Gruppe der Ringautomorphismen von K[T71, ..., T;,] definiert.

Jeder Ringautomorphismus ¢° besitzt eine eindeutige Fortsetzung auf den Quoti-
entenkorper; diese ist explizit gegeben durch.

o K(Th,... To) — K(Th,...,T), L o "O(f).
g a°(g)
Wie vorhin wird durch o — ¢° wird ein Monomorphismus S,, — Aut(K(T1,...,T}))
in die Gruppe der Kérperautomorphismen von K[T7,...,T,| definiert.

Definition 11.1.3. Essei K ein Korper. Der Kdrper der symmetrischen Funktionen
iiber K in den Variablen T7,...,T), ist der Fixkorper

SF,, = K(T1,...,T,)°" C K(Ti,...,T}).
Der Ring der symmetrischen Polynome ist der Unterring
SP,, := K[T1,...,Tn)°" = SF, NK[T1,...,Ty].

Bemerkung 11.1.4. Essei L := K(T1,...T,). Jeder Automorphismus ¢°: L. — IL
besitzt eine eindeutige Fortsetzung auf den Polynomring

0% L[S] — LI[S], ZfiSi — Zao(fi)Si.

Damit gewinnt man Beispiele fiir symmetrische Funktionen: Man betrachtet das

Polynom
n n

Fo=J[(5-T) = > (-1)'s,iS" € L[S].

i=1 =0

Es gilt ¢S (F) = F, wie die folgende Rechnung zeigt:

[[s-7) = J[5=o°(@)) = o5 (H(S—m)-

i=1 i=1

In der Summendarstellung von F' bedeutet das

D ()5S = of <Z(—1)isn—i5i> = Z(—l)iao(sn—i)si-

=0 =0



268 JURGEN HAUSEN

Die Koeffizienten von F', und somit auch die Elemente s; € L sind also symmetrische
Funktionen. Durch Ausmultiplizieren erhilt man

So = 1,
S1 = T1++Tn,

i1 <... <1
Sy = Tl . Tn
Definition 11.1.5. Man nennt so,...,s, € K[T1,...,T},] aus Bemerkung 11.1.4
die elementarsymmetrischen Funktionen in den Variablen T1,...,T, iiber K.

Satz 11.1.6. Es seien K ein Korper, SF,, CK(T1,...,Ty,) der Korper der symme-
trischen Funktionen und sg, ..., s, € SP,, die elementarsymmetrischen Funktionen.

(i) Der Kérper SF,, der symmetrischen Funktionen wird durch die elementar-
symmetrischen Funktionen erzeugt:

SF, = K(s1,.-.,8n)-

(ii) Die Erweiterung SF,, C K(Ty,...,T,) ist Zerfillungskdrper des separablen
Polynoms

n n

F o= J[(S=T) = > (-1)'s,_4S" € SF,[S].

i=1 i=1
(iii) Die Erweiterung SF,, C K(T1,...,T,) ist galoissch, und man hat einen
kanonischen Isomorphismus
Sp — Aut(K(Th,...,Tn),SF,), o — o°.

Insbesondere ist der Grad der Erweiterung SF,, C K(T1,...,T,) gegeben
durch
[K(Ty,...,T) : SF,] = nl

Bewets. Wir betrachten zunéchst den von den elementarsymmetrischen Funktionen
erzeugten Korper SF/ := K(sy,..., s,). Damit gilt
n n

F=][(5-T) = > (-1)'s,_iS" € SF,[S].

i=1 i=0
Das Polynom F ist separabel und SF, C K(71,...,T,) ist ein Zerfillungskorper
fiir F. Nach Satz 8.3.3 ist SF,, C K(71,...,T,) eine Galoiserweiterung. Mit Bemer-
kung 11.1.2 und Satz 10.1.3 erhalten wir:

nl = |S,]
|Aut(K(Th, ..., T,),SF,)|
|Aut(K(Th, ..., T,),SF,)|

nl.

IN N IA

Folglich muss iiberall Gleichheit herrschen. Das impliziert bereits SF,, = SF,,, denn
der Hauptsatz der Galoistheorie liefert

[SF, : SF,] = [Awt(K(T,...,T,),SF,) : Awt(K(T,...,T,),SF,)] = L.

Mit SF,, = SF), erhalten wir sofort die Aussagen (i), (i) und (iii). O
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Folgerung 11.1.7. Jede endliche Gruppe ist isomorph zu der Galoisgruppe einer
galoisschen Korpererweiterung.

Beweis. Es sei G eine endliche Gruppe. Nach dem Satz von Cayley ist G isomorph
zu einer Untergruppe von S,,, wobei man n = |G| wihlen kann. Es seien nun k& ein
Korper und K := k(T1,...,T,). Nach Satz 11.1.6 (iii) ist G dann isomorph zu einer
Untergruppe von Aut(K, k) der Galoiserweiterung k C K. Nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie liefert L := K die gewiinschte Erweiterung L. C K. O

Satz 11.1.8. Es scien K ein Kérper, SP, C K[T1,...,T,] der Ring der symme-
trischen Polynome und sq, ..., s, € SP, die elementarsymmetrischen Funktionen.
Dann gilt

(1) SPH = K[Slv AR Sn]
(ii) {s1,...,8n} ist algebraisch unabhingig iber K.

Insbesondere besitzt jedes symmetrische Polynom f € SIP,, eine eindeutige Darstel-
lung

f = g(s1,...,8,) mit g € K[T1,...,Ty)].

Erinnerung 11.1.9. Es sei n € Z>;. Die lezikographische Ordnung auf Z%, ist
definiert durch

v<vV = esgibteinl <k<nmit vy <yyund v; =, fir 1 <i<k-—1.
Definition 11.1.10. Es seien K ein Kérper und f =Y a,T" € K[T1,...,Ty].
(i) Der lexikographische Grad von f ist definiert als
lexdeg(f) := max(v € Z%¢; a, # 0).
(ii) Fiir f # 0 ist der Totalgrad von f definiert als
deg(f) := max(vy+...4+vn; v € ZL; ay #0).
Lemma 11.1.11. Es seien f € SP,, ein symmetrisches Polynom und p := lexdeg(f) €

Zgo. Dann gilt 1 > po > ... > lip.-

Beweis. f=>a,T" € k[Ty,...,T,]. Da f symmetrisch ist, erhalten wir

a(#11#27lt37#41#5 ----- Hon) 7& 0’

Ao, 111,143 144 1455 fon ) # 0,

Apan s iz spiastissein) 7 05

a(#l,#27#47#31#5 ----- o) 7& 0’
Vergleicht man die jeweiligen Indizes mit p, so ergibt sich die Behauptung. (|
Beispiel 11.1.12. Fiir die elementarsymmetrischen Funktionen s1,...,s, € SP,
gilt

lexdeg(s;) = (1,...,1,0,...,0).
——

i-mal

Lemma 11.1.13. Sind f,g € K[T1,...,T,] zwei Polynome, so gilt
lexdeg(fg) = lexdeg(f) + lexdeg(g),  deg(fg) = deg(f) + deg(g).
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Beweis von Satz 11.1.8. Zu (i). Es sei f = > a,T", und es sei pu := lexdeg(f) €
Z%,. Mit Lemma 11.1.11 erhalten wir ein symmetrisches Polynom

fi = s g g,

Nach Beispiel 11.1.12 und Lemma 11.1.13 erhalten wir fiir die Grade

lexdeg(f1) = (u1 —p2)(1,0,...,0) + (2 — pu3)(1,1,0,...,0) + ... + pn(1,...,1)
= K
= lexdeg(f),

deg(fi) = (= p2) + (2 — p3)2+ ... + pnn.

= ZM‘
< deg(f).

Fiir das symmetrische Polynom f — f; erhélt man also
lexdeg(f — f1) < lexdeg(f),  deg(f—f1) < deg(/).

Durch wiederholen dieses Schrittes erhélt man eine Folge symmetrischer Polynome
strikt fallenden lexikographischen Grades:

f’ f_fla f_fl_an

Da diese Polynome vom Totalgrad beschrinkt sind, landet man schliellich bei einem
f—fi—...— fn vom lexikographischen Grad Null. Dieses ist trivial, was die gesuchte
Darstellung fiir f liefert.

Zu (ii). Wir verwenden Induktion iiber n. Im Fall n = 1 haben wir s; = T1 € K(T1),
und dies ist ein transzendentes Element iiber K.

Zum Induktionsschritt. Nehmen wir an, {s1,..., s, } sei algebraisch abhéngig. Dann
gibt es ein Polynom g € K[T7,...,T},] mit

9(s1,...,8,) = 0.
Wir wollen dieses g so wéhlen, dass sein Grad d := deg(g) minimal ist. Durch

Sortieren nach der letzten Variablen erhalten wir eine Darstellung

g = ngg++ngn+905 gieK[Tlv"'anfl]'
Dabei muss go # 0 gelten, denn sonst hiitte man eine Darstellung g = ¢’T;,, wobei
g € K[T1,...,T,] die Elemente s1,...,s, annuliert; Widerspruch zur Wahl von g.
Einsetzen der elementarsymmetrischen Funktionen ergibt
0 = ga(s1,.. 1 8n-1)8%+. . 4g1(51, ..., 5n-1)8n+g0(51, ..., S$n_1) € K[T1,...,T}].
Setzt man in dieser Relation die Variable T}, in den s; zu Null, so fithrt dies zu der
Relation

0 = gO(Tla"'arn—l)a

wobei r1,...,r,—1 die elementarsymmetrischen Funktionen in den n — 1 Variablen
Ty, ...,Tn—1 bezeichnen. Widerspruch zur Induktionsannahme. O
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11.2. Reine Polynome und Radikalerweiterungen.

Definition 11.2.1. Es sei k ein Korper. Ein reines Polynom tiber k ist ein Element
f € k[T] der Form

f=T1T"—a, wobei n € Z>1, a € k.

Ist £ C K eine Erweiterung, sodass f = T™ — a iiber K in Linearfaktoren zerfillt,
so nennt man die Nullstellen von f in K die n-ten Wurzeln von a.

Beispiel 11.2.2. Fiir £ = Q und K = C sind die dritten Wurzeln aus 2 € k gegeben

(1l]lCh
27 4rmi
\S/_Q) \3/_26 3 9 \3/_26 3.

Bemerkung 11.2.3. Es seien k ein Korper und n € Z>1, sodass die Charakteristik
Char(k) kein Teiler von n ist. Ist f := T™ — a ein reines Polynom iiber k, so gilt

D(f) = nT™ "

Gilt a # 0, so besitzt f in jeder Erweiterung k C K nur einfache Nullstellen. Zerfillt
f iiber K in Linearfaktoren, so besitzt a genau n verschiedene Wurzeln.

Bemerkung 11.2.4. Es seien n € Z>; und k ein Korper, sodass Char(k) kein
Teiler von n ist. Weiter sei f = T™ — a ein reines Polynom iiber & mit a # 0, und
k C K eine Erweiterung, sodass f iiber K in Linearfaktoren zerfallt.

(i) Sind by,...,b, € K die n-ten Wurzeln aus a, so erhilt man die n-ten
Einheitswurzeln in K als
by b bn
1=— ==, ..., (="
bl ) CQ bl ) ) g bl
(ii) Sind 1,(a, ..., ¢, € K die n-ten Einheitswurzeln, und ist b; eine n-te Wur-
zel aus a, so erhélt man die n-ten Wurzeln aus a als

b1, b1C2, ..., b1Gn.

Insbesondere enthéilt der Korper K die (paarweise verschiedenen) n-ten Einheits-
wurzeln (1, . . ., (, iiber k, und mit &, := k((3, . . ., G, gilt fiir jede der n-ten Wurzeln
b1,...,by aus a:

k(b ... bn) = kn(by).

Satz 11.2.5. Es seien n € Z>1 und k ein Korper, sodass Char(k) kein Teiler von
n ist. Weiter sei f =T"™ —a ein reines Polynom tiber k mit a # 0, und es sei k C K
ein Zerfallungskorper fir f.

(i) Sind ¢1,...,¢ € K die n-ten Einheitswurzeln und ky, := k((1,...,Cn), S0
hat man drei Galoiserweiterungen:

(ii) Ist ¢ € K eine primitive n-te Einheitswurzel und b € K eine n-te Wurzel
aus a, so hat man einen wohldefinierten Monomorphismus

O: Awt(K, k) — Z/nZ, ¢ — m+nZ, wobei p(b) = (™.

(iii) Ist T™ — a irreduzibel in k[T, so ist ®: Aut(K, k) — Z/nZ ein Isomor-
phismus.

Beweis. Zu (i). Als Zerféllungskorper des separablen Polyonoms T™ — 1 € k[T] ist
k C ky, galoissch, wie wir bereits in Bemerkung 9.1.14 gesehen haben. Da auch
T™ — a € k[T] nach Bemerkung 11.2.3 separabel ist, liegt mit & C K ebenfalls eine
Galoiserweiterung vor.
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Um schlielich zu sehen, dass die Erweiterung k, C K galoissch ist, kann man
entweder Aussage (iii) des Hauptsatzes der Galoistheorie anwenden, oder man ver-
wendet die Tatsache, dass k, C K Zerfillungskorper des separablen Polynoms
T™ — q € k[T ist.

Zu (ii). Nach Bemerkung 11.2.4 gibt es n verschiedene n-te Wurzeln aus a, und
diese sind gegeben als (b, wobei m = 0,...n — 1. Fiir jedes p € Aut(K, k,,) gilt

p()" = (") = ¢la) = a.

Folglich hat man eine eindeutige Darstellung ¢(b) = ¢"b mit 0 < m < n — 1. Die
Abbildung @ ist daher wohldefiniert. Wegen K = k,, (b) ist sie weiter injektiv.

Die Homomorphieeigenschaft ergibt sich wie folgt: Gilt (b) = ¢™b und (b) = ¢'b
fiir o, ¢ € Aut(K, k,,), so erhilt man

bopd) = P(C™b) = (") = "¢ = "

Zu (iii). Ist T™ — a irreduzibel in k,[T], so ist es das Minimalpolynom von b iiber
kn. Wegen K = k, (b) folgt [K : k,] = n. Der Hauptsatz der Galoistheorie liefert,
dass Aut(K, k) die Ordnung n besitzt. Als Monomorphismus muss ¢ dann schon
surjektiv sein. (Il

Beispiel 11.2.6. Wir betrachten nocheinmal das reine Polynom f := T2 — 2 €
Q[T]. Seine Nullstellen in C sind

by = V2, byi= V2, byi= 2% wobei(:i=e .

Mit K := Q(v/2,¢) C C erhalten wir also einen Zerfillungskorper fiir f = T3 — 2.
Dieser enthilt Q3 = Q(().

Wir wollen uns nun die einzelnen Galoisgruppen ndher anschauen. Zunéchst liefert
Satz 10.1.10 einen Isomorphismus

Gal(f) = Aut(K,Q) = S({bo,bl,bg}) = Sg.

Die Elemente der Galoisgruppe Aut(K, Q) entsprechen also genau den Permutatio-
nen der Nullstellenmenge {bo, b1,b2} von f.

Weiter ist Q C Q3 nach Folgerung 9.2.11 eine Erweiterung vom Grad ¢(3) = 2,
und ihre Automorphismengruppe ist

Aut(Qs,Q) = {idg,,~} mit ko: ¢ — ¢

Das Element kg: Q3 — Q3 ist die Einschrinkung der komplexen Konjugation; wir
erhalten es auch als Einschrinkung eines Automorphismus « € Gal(f):

H:K%K, bo’—)bo, bli—>b2, bg’—)bl.

Weiter ist Q3 C K nach Satz 11.2.5 eine Erweiterung vom Grad 3, die zugehorige
Galoisgruppe Aut(K, Qs) ist zyklisch von der Ordnung 3 und ist erzeugt durch

77:K—>K, bol—>b1, bll—>b2, bg)—)bo.

Man beachte, dass 7, wie jeder Automorphismus von K, den Primkorper Q C K
elementweise festlisst, d.h., man hat n € Aut(K, Q).

Die Elemente x und ¢ erzeugen Aut(K, k); dies kann man leicht explizit priifen,
oder man kann Lemma 10.1.11 dafiir heranziehen. Weiter gelten die Relationen

k2 =1id, ® =id, konp = nlok.
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Das allgemeine Element von G := Aut(K, k) ist also von der Gestalt 1’ o k¥ mit
7=0,1,2 und k£ = 0, 1. Damit erhilt man die gesamte Galoiskorrespondenz:

Q
Y\ AN
@(%‘@ W@@ /nn »

NKM \\ //

{ldK}

Folgerung 11.2.7. Es seienn € Z>1 und k ein Kérper, sodass Char(k) kein Teiler
von n ist. Weiter seien f = T" —a ein reines Polynom tber k mit Zerfillungskdorper
k C K. Enthilt k eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist Aut(K, k) zyklisch.

Satz 11.2.8. FEs seien n € Z>1 und k ein Kérper, sodass Char(k) kein Teiler
von n ist und k eine primitive n-te Finheitswurzel enthdlt. Ist k C K eine Ga-
loiserweiterung vom Grad n mit zyklischer Galoisgruppe Aut(K, k), so ist k C K
Zerfdllungskorper eines reinen Polynoms T™ — a tiber k.

Beweis. Es sei ¢ € k eine primitive n-te Einheitswurzel, und es sei ¢ € Aut(K, k)
ein erzeugendes Element. Wegen

[Aut(K, k)| = [K: k] = n

sind id, ¢, ...,¢" ! paarweise verschieden, und somit linear unabhiingig in dem
K-Vektorraum Abb(K, K), siche Folgerung 8.1.9. Insbesondere gilt

b= s+Cp(s)+...+C" " (s) # 0

mit einem geeigneten Element s € K. Anwenden von ¢ auf diese Gleichung ergibt

e(b) = (s) + (P (s) + ...+ (" 2" (s) + (" s = (b

Das impliziert (b") = b", und mit G := Aut(K, k) erhalten wir b" € K. Nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt K¢ = k und somit haben wir a := b" € k.

Wir wollen nun zeigen, dass k C K Zerfallungskorper von 7™ — a ist. Dafiir geniigt
es, K = k(b) nachzuweisen. Wegen ©™(b) = (~™b sind id, ¢, ..., " ! paarweise
verschieden auf k(b). Nach Lemma 8.1.10 besitzt k£ C k(b) mindestens den Grad n,
was k(b) = K impliziert. O

Definition 11.2.9. Eine Korpererweiterung k C K heisst Radikalerweiterung, falls
sie eine Kette

k=L C L, C ... CL.=K

von Zwischenkorpern erlaubt, wobei L;11 = L;(b;) mit einer n;-ten Wurzel b; €
L;t1 eines Elementes aus L;.

Satz 11.2.10. Es sei k ein Korper der Charakeristik Null, und es sei k C K eine
Radikalerweiterung. Dann gibt es eine Korpererweiterung K C K, sodass k C K’
eine galoissche Radikalerweiterung ist.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion tiber r := [K : k]. Im Falle
r =1 besitzt K’ := K = k die gewiinschten Eigenschaften.

Kommen wir zum Induktionsschritt, d.h., wir nehmen an die Behauptung gelte fiir
alle 1 < s < r und schlieflen daraus, dass sie auch fiir r gilt.

Nach Definition der Radikalerweiterung gibt es einen Zwischenkorper £ C L C K
sodass k C L Radikalerweiterung ist und K = L(b) mit einer n-ten Wurzel b € K
aus einem Element aus L gilt.
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Wegen [L : k] < r gibt es eine Erweiterung . C L/, sodass k C L’ eine galois-
sche Radikalerweiterung ist. Insbesondere ist k C I/ damit Zerfillungskorper eines
Polynoms f € k[T]. Wir setzen G := Aut(L’, k) und betrachten weiter

g = [ —p)) = L],
peG
Fiir ¢ € G sei ¢: L'[T] — L/[T] die kanonische Fortsetzung. Dann gilt 1(g) = g.
Folglich sind die Koeffizienten von g invariant unter ¢ und liegen somit in (/)¢ = k.
Mit anderen Worten: Es gilt g € k[T].

Es sei nun L' C K’ ein Zerfiallungskorper fiir g. Wegen ¢(b) = 0 diirfen wir dabei
b € K’ und somit K = L(b) C K’ annehmen. Nun ist k¥ C K’ Zerfillungskorper fiir
fg € k[T]. Somit ist k C K’ galoissch.

Es bleibt zu zeigen, dass k C K’ eine Radikalerweiterung ist. Da k& C L' Radika-
lerweiterung ist, geniigt es, zu zeigen, dass I’ C K’ Radikalerweiterung ist. Das ist
jedoch klar nach Konstruktion: Als Zerfiallungskorper von ¢ ist I C K’ von der
Form ' C '(by,...,by) mit den Nullstellen von g. Diese sind n-te Wurzeln von
Elementen aus I/ O
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11.3. Auflésbarkeit von Gleichungen.

Problem 11.3.1. Wir suchen nach einer Formel fiir die moglichen komplexen
Losungen z der Gleichung

(11.1) @z +an 12" ' ... Fax+ag = 0, Gy .ya0 € C, a, #0.

Beispiel 11.3.2. Fiir n = 2 besitzt die Gleichung (11.1) je nach Koeffizienten
genau eine oder genau zwei Losungen, ndmlich

—ay +\/a? — 4asag

2(12

T12 =
Beispiel 11.3.3 (S. Del Ferro / N. Fontana (1515), G. Cardano (1545)). Fiir n = 3
kann man die Losungen der Gleichung (11.1) explizit bestimmen:

In einem ersten Schritt substituiert man z = y — a2/3as und erhilt die zu (11.1)
dquivalente Gleichung

. 3ajas — a3 27apa? + 9aiazas + 2a3

y3+3py—|—2q:0 mit p = 2778 — T2 32 2, q = 073 1323 2,

a3z Sdag

In einem zweiten Schritt 16st man die neue Gleichung mittels Wurzelziehen in den
komplexen Zahlen. Mit

¢ o= e, ui= g+ V@ + v = - V@ +1,

wobei die dritten Wurzel mit der Bedingung uv = —p zu wéhlen sind, erh&lt man
als mogliche Losungen der transformierten Gleichung als

U+ v, Cu+ o, Cu+ (.

Daraus lassen sich dann die Lésungen der urspriinglichen Gleichung bestimmen. Je
nach Koeffizienten erhilt man eine, zwei oder drei Losungen.

Beispiel 11.3.4 (L. Ferrari (1540)). Fiir n = 4 kann man die Losungen der Glei-
chung (11.1) explizit bestimmen:

In einem ersten Schritt substituiert man © = y — as/4a4, und erhélt damit eine
zu (11.1) dquivalente Gleichung der Form

(11.2) v 4oy Faqy+r = 0.

Um diese zu l6sen betrachtet man zunéchst die zugehorige kubische Resolvente,
d.h., die Gleichung

(11.3) 2422+ (P —4r)z+ ¢ = 0.

Deren Losungen 21, 2o und z3 lassen sich, wie vorhin erldutert, explizit bestimmen.
Die Lésungen von (11.2) sind dann

n o= 3 (VEVTEVE),
» o= 5 (VE-VTE V)

B o= 5 (VEEVTE V),
wo= 5 (VTE VTR V),

wobei die Quadratwurzeln so zu wéhlen sind, dass \/—z1/—22¢/—23 = —q gilt.
Daraus lassen sich dann die Lésungen der urspriinglichen Gleichung gewinnen.
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Definition 11.3.5. Es sei k ein Korper und f € k[T]. Man nennt die Gleichung
f(z) = 0 durch Radikale auflésbar, falls es eine Radikalerweiterung k C K gibt,
sodass f iiber K in Linearfaktoren zerfillt.

Bemerkung 11.3.6. Mit Hilfe der oben angefiihrten Losungsverfahren sieht man,
dass die Gleichung (11.1) fiir n < 4 durch Radikale auflgsbar ist.

Satz 11.3.7. Es seien k ein Kérper der Charakteristik Null und f € k[T] ein nicht
konstantes Polynom. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Gleichung f(x) =0 ist durch Radikale auflisbar.
(ii) Die Galoisgruppe Gal(f) der Gleichung f(x) = 0 ist auflosbar.

Folgerung 11.3.8. Es sei k ein Korper der Charakteristik Null. Firn =1,2,3,4
ist jede Gleichung n-ten Grades tber k durch Radikale auflosbar.

Beweis. Es sei f(x) = 0 eine Gleichung vom Grad hochstens vier. Es ist zu zeigen,
dass Gal(f) eine auflésbare Gruppe ist. Nach Satz 10.1.3 haben wir einen Mono-
morphismus Gal(f) — S,,, wobei n < 4. Da S, fiir n < 4 eine auflésbare Gruppe
ist, siehe Folgerung 2.4.13 und Untergruppen auflésbarer Gruppen wieder auflésbar
sind, ergibt sich die Behauptung. (I

Folgerung 11.3.9. Die Gleichung x° — 4z + 2 = 0 diber Q ist nicht durch Radikale
auflosbar.

Beweis. Eine Kurvendiskussion ergibt, dass f(z) = 2° — 4z + 2 genau drei reelle
Nullstellen besitzt. Somit liefert Satz 10.1.10, dass Gal(f) = S5 gilt. Nach Folge-
rung 2.4.13 ist S5 nicht auflosbar. Also liefert Satz 11.3.7 die Behauptung. O

Definition 11.3.10. Es seien n eine natiirliche Zahl, k ein Korper, L := k(Th,...,T,)
der Korper der rationalen Funktionen und sg,...,s, € L die elementarsymmetri-
schen Funktionen. Die allgemeine Gleichung n-ten Grades tber k ist

n n

[[@-7) = > (-1)isna’ = 0.

i=1 i=0
Folgerung 11.3.11. Es sei k ein Kérper der Charakteristik Null. Dann ist die
allgemeine Gleichung n-ten Grades fiir n > 5 nicht durch Radikale aufidsbar.

Beweis. Nach Satz 11.1.6 besitzt die allgemeine Gleichung n-ten Grades die Galois-
gruppe Sy,. Diese ist nach Folgerung 2.4.13 fiir n > 5 nicht auflosbar. Satz 11.3.7
liefert daher die Behauptung. O

Folgerung 11.3.12. Sind ay,...,an—1 € C algebraisch unabhdingig tiber Q, so ist
die Gleichung x™ + ap—1 + ...+ a1x + ag = 0 nicht durch Radikale auflosbar.

Beweis. Da die elementarsymmetrischen Funktionen sy, ..., s, eine algebraisch un-
abhéngige Familie iiber Q bilden, erhilt man ein kommutatives Diagramm von
Korperisomorphismen

Q(Ty,...,Ty)
/ \

Q(=s1,.--,(=1)"sp) Q(an-1,--.,0a0)

Dabei wird 2" +ap—1+. ..+ a1z +ap = 0 in die allgemeine Gleichung n-ten Grades
iiberfithrt. Die Behauptung ergibt sich daher aus Folgerung 11.3.11. O
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Lemma 11.3.13. Es sei m: G — H ein Epimorphismus von Gruppen. Ist G
auflosbar, so ist auch H auflosbar.

Beweis. Wir wihlen eine Normalreihe mit abelschen Faktoren in G:
G=Gy > Gy > ...> Gr1 B G, ={eg}
Daraus erhélt man eine Normalreihe mit abelschen Faktoren in H:
H=n(Gy) > H =n(Gy) > ... > H, 1 =7(Gpn-1) > H, ={en}.
O

Lemma 11.3.14. Es seien k ein Kdrper der Charakteristik Null, k C K eine
Galoiserweiterung, n € Z>1 und ¢ € K eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann
sind auch k C K(¢) und k(¢) CK(¢) Galoiserweiterungen.

Beweis. Als Galoiserweiterung ist k C K Zerfillungskorper eines Polynoms f €
E[T]. Somit ist k C K({) Zerfallungskorper von f-(T™ — 1) und daher galoissch. O

Beweis von Satz 11.5.7. Zur Implikation “(i) = (ii)”. Es sei k C K eine Radikaler-

weiterung, sodass f iiber K in Linearfaktoren zerfillt. Nach Satz 11.2.10 diirfen wir

annehmen, dass k C K eine Galoiserweiterung ist. Wir wihlen nun eine Kette
k=Lyo C ... C L,=K

von Zwischenkorpern, wobei L; 11 = IL;(b;) mit einer n;-ten Wurzel b; € ;11 eines

Elementes aus L; gilt, d.h., wir haben 0™ € L.

Wir setzen n := ng---n,—1 und wéihlen eine primitive n-te Einheitswurzel ( iiber
K. Wir setzen weiter k' := k(¢) und L, := L;(¢) sowie K’ := K({). Damit erhalten
wir eine Kette von Korpererweiterungen:
kCk=LyC..CL =K

Wir betrachten nun die aus der Kette resultierende Schachtelung der zugehorigen
Galoisgruppen:

Aut(K', k) 2 Aut(K',Lj) 2 ... 2 Awt(K',L._;) 2 {idx }.
Das Ziel ist es, zu zeigen, dass dies eine Normalreihe mit abelschen Faktoren fiir
Aut(K', k) ist.
Nach Lemma 11.3.14 ist k£ C K’ eine Galoiserweiterung. Nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie ist dann auch jedes L} C K’ eine Galoiserweiterung.

Nach Bemerkung 9.1.14 ist & C Lj, eine Galoiserweiterung. Der Hauptsatz der
Galoistheorie liefert somit

Aut(K', L) < Aut(K', k), Aut(K', k) /Aut(K', L) = Aut(Lg, k).
Letztere Gruppe ist nach Satz 9.1.15 abelsch. Somit ist der erste Faktor der Reihe
eine abelsche Gruppe.
Um fortfahren zu konnen, miissen wir sehen, dass L] C L}, ; Zerféllungskorper von
T™ — b € LT ist. Dies folgt aus der Tatsache, dass jedes L, | mit (/™ eine
primitive n;-te Einheitswurzel enthélt und somit

Liv1 = Liy1(¢) = Li(bi,¢) = Li(by)

alle n; Wurzeln aus b;" enthilt. Insbesondere ist die Erweiterung L C Lj, ; nach

Satz 11.2.5 galoissch. Man kann wieder den Hauptsatz der Galoistheorie anwenden
und erhélt

Aut(K', LY, ;) < Aut(K/, L), Aut(K', L) /Aut(K/, L) = Aut(L,,,LY).
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Letztere Gruppe ist nach Satz 11.2.5 zyklisch und somit abelsch. Das zeigt, dass
die obige Reihe die gewiinschten Eigenschaften besitzt; wir erhalten also, dass
Aut(K', k) eine auflésbare Gruppe ist.

Wir miissen nun fiir den Zerfillungskorper K C L C K’ von f € k[T zeigen, dass

Aut(L, k) auflosbar ist. Zunichst vermerken wir, dass k¥ C L wegen Char(k) = 0

eine Galoiserweiterung ist. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt deshalb
Aut(K',L) < Aut(K', k), Aut(L, k) = Aut(K',k)/Aut(K',L).

Also ist Aut(LL, k) epimorphes Bild einer auflésbaren Gruppe und ist somit nach

Lemma 11.3.13 auflosbar.

Zur Implikation “(ii) = (i)”. Es sei k¥ C K der Zerféllungskérper von f, und es
sei G := Aut(K, k). Nach Voraussetzung ist G auflosbar. Satz 9.3.13 liefert eine
Normalreihe

G=Gy > G > ... > Gy B G ={eg}
in G, sodass jeder Faktor G;/G;11 eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist.
Aus dieser Normalreihe gewinnt man mit L; := K& eine Kette von Unterkorpern

k=L, L, €...CLy,1 CL,=K
Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist dabei jede der Erweiterungen LL; C ;14
galoissch, und es gilt
Aut(LH_l , Li) = Gi+1/Gi-
Insbesondere ist jede der Gruppen Aut(L;41,L;) zyklisch, und ihre Ordnung ist ein
Teiler von n := |G|.

Wir wéahlen nun eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ iiber k, und werden zeigen,
dass k C K(¢) eine Radikalerweiterung ist. Dazu betrachten wir die folgende Kette
von Korpererweiterungen

kC k(O =Lo(¢) € Li(¢) € ... € Lp—1(¢) S Lin(¢) =K(Q).
Wir miissen dann zeigen, dass jede Erweiterung L;(¢) C L;11(¢) Zerfillungskorper
eines reinen Polynoms ist. Nach Satz 11.2.8 geniigt es zu zeigen, dass L;(¢) C
L;+1(¢) eine Galoiserweiterung mit zyklischer Automorphismengruppe ist, deren
Ordnung ein Teiler von n ist.

Da L; C L;y; eine Galoiserweiterung ist, liefert Lemma 11.3.14, dass auch die
Erweiterungen

Li CLita1(Q),  Li(¢) € Lita(Q)
galoissch sind. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie, haben wir deshalb einen
kanonischen Epimorphismus
Aut(LiH(C),Li) — Aut(Li+1,Li), QY = PlLiy1-
Wegen Aut(L;11(¢),L;(¢)) € Aut(L;+1(¢),LL;) liefert Einschrinken einen wohlde-
finierten Homomorphismus
0 Aut(Li11(¢), Li(¢)) — Aut(Lit1,Li), ¢ = QL.
Es geniigt zu zeigen, dass g injektiv ist; dann ist Aut(L;41(¢),L;(¢)) zyklisch und
ihre Ordnung teilt die von Aut(L;11,L;) und somit auch n.
Es sei also ein Element ¢ € Aut(Li;+1(¢),L;(¢)) gegeben mit o(y) = idy,,,. Dann

ist ¢ die Identitdt auf L;;q und auf L;(¢) folglich muss ¢ auch auch L;+1(¢) die
Identitét sein. O
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