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1. Kommutative Ringe und Ideale

1.1. Kommutative Ringe.

Erinnerung 1.1.1. Ein kommutativer Ring mit Eins, im folgenden kurz K1-Ring
genannt, ist eine Menge R mit Verknüpfungen

add: R×R→ R, (a, b) 7→ a+ b,

mult: R×R→ R, (a, b) 7→ ab

(üblicherweise Addition und Multiplikation genannt), sodass folgende Bedingungen
erfüllt sind:

(i) (R, add) ist eine abelsche Gruppe, d.h.,
• es gilt stets a + (b + c) = (a + b) + c,
• es gilt stets a + b = b+ a,
• es gibt ein Element 0 = 0R ∈ R mit 0 + a = a für alle a ∈ R,
• zu jedem a ∈ R gibt es ein Element −a ∈ R mit a + (−a) = 0.

(ii) (R,mult) ist ein abelsches Monoid, d.h.,
• es gilt stets a(bc) = (ab)c,
• es gilt stets ab = ba,
• es gibt ein Element 1 = 1R ∈ R mit 1a = a für alle a ∈ R,

(iii) Es gilt a(b+ c) = ab+ ac für alle a, b, c ∈ R.
Ein Homomorphismus von K1-Ringen R und S ist eine Abbildung ϕ : R → S,
sodass stets gilt

ϕ(1) = 1, ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b), ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Ein Monomorphismus (Epimorphismus, Isomorphismus) ist ein injektiver (surjek-
tiver, bijektiver) Homomorphismus.

Erinnerung 1.1.2. Eine Einheit eines K1-Ringes R ist ein Element a ∈ R, sodass
ab = 1 mit einem b ∈ R gilt; in diesem Fall ist b eindeutig bestimmt und man
schreibt b = a−1. Die Menge R∗ ⊆ R aller Einheiten von R bildet zusammen mit
der Multiplikation eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

Ein Element a ∈ R heißt Nullteiler, falls ab = 0 mit einem 0 6= b ∈ R gilt. Einen K1-
Ring nennt man Integritätsring, falls 1 6= 0 in R gilt und es keine echten Nullteiler in
R gibt, d.h., ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 impliziert. Ein Körper ist ein K1-Ring K
mit 1 6= 0 und K∗ = K \ {0}.
Erinnerung 1.1.3. Es seien R ein K1-Ring, und S ⊆ R eine Teilmenge mit fol-
genden Eigenschaften:

0, 1 ∈ S, a, b ∈ S ⇒ a± b ∈ S, a, b ∈ S ⇒ ab ∈ S.
Man nennt S zusammen mit den Verknüpfungen (a, b) 7→ a + b und (a, b) 7→ ab
einen Unterring von R und bezeichnet das Paar S ⊆ R auch als Ringerweiterung.

Es seien R ein K1-Ring, S ⊆ R ein Unterring und A ⊆ R eine Teilmenge. Dann
erzeugt A einen Unterring über S:

S[A] :=

{
n∑

i=1

si1 · · · simi
; n,mi ∈ Z≥1, sij ∈ S ∪ A

}

mit S ∪ A ⊆ S[A]. Gilt A = {a1, . . . , ar} mit Ringelementen a1, . . . , ar ∈ R, so
schreibt man auch S[a1, . . . , ar] anstelle von S[A].

Bemerkung 1.1.4 (Rechnen mit Polynomen). Aus der Analysis sind wir den
Umgang mit Polynomen in mehreren Variablen gewohnt:

(T1T2 + 3T1) + (T1 + 2T2 − 1) = T1T2 + 4T1 + 2T2 − 1,

(T1T2 + 3T1) · (T1 + 2T2 − 1) = T 2
1 T2 + 2T1T

2
2 − T1T2 + 3T 2

1 + 6T1T2 − 3T1

= T 2
1 T2 + 2T1T

2
2 + 3T 2

1 + 5T1T2 − 3T1.
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Konstruktion 1.1.5 (Polynomring). Es sei R ein K1-Ring. Ein Polynom in den
Variablen T1, . . . , Tn über R ist ein Ausdruck
∑

ν∈Zn
≥0

aνT
ν, T ν := T ν11 · · ·T νnn , aν ∈ R, aν 6= 0 für nur endlich viele ν ∈ Zn.

Dabei nennt man aνT
ν mit aν 6= 0 einen Term und aν seinen Koeffizienten. Ein

Monom ist ein Term der Form T ν = 1T ν.

Zwei Polynome
∑
aνT

ν und
∑
bνT

ν sind nach Definition genau dann gleich, wenn
aν = bν für alle ν ∈ Zn≥0 gilt. Mit den Operationen


 ∑

ν∈Zn
≥0

aνT
ν


 +


 ∑

ν∈Zn
≥0

bνT
ν


 :=

∑

ν∈Zn
≥0

(aν + bν)T
ν ,


 ∑

ν∈Zn
≥0

aνT
ν


 ·


 ∑

ν∈Zn
≥0

bνT
ν


 :=

∑

ν∈Zn
≥0

cνT
ν, wobei cν :=

∑

ν=µ+κ

aµbκ,

wird die Menge aller Polynome in den Variablen T1, . . . , Tn über R zu einem K1-
Ring, dem Polynomring, bezeichnet mit R[T1, . . . , Tn]. Die neutralen Elemente sind

0R[T1,...,Tn] = 0RT
0, 1R[T1,...,Tn] = 1RT

0.

Bemerkung 1.1.6. Es sei R ein K1-Ring. Für das Produkt zweier Terme aT ν und
bT µ in R[T1, . . . , Tn] gilt

(aT ν)·(bT µ) = abT ν+µ = abT ν1+µ1

1 · · ·T νn+µn
n .

Insbesondere gilt T ν = (T1)
ν1 · · · (Tn)νn , und man erhält das Produkt zweier Poly-

nome
∑
aνT

ν und
∑
bµT

µ einfach durch formales Ausmultiplizieren.

Bemerkung 1.1.7. Es sei R ein K1-Ring. Dann ist der Polynomring R[T1, . . . , Tn]
als Ring über R durch die Variablen T1, . . . , Tn erzeugt.

Bemerkung 1.1.8. Aus der Analysis wissen wir, wie man den Wert eines Poly-
noms, etwa f = T1T2 + 3T1, in einem Punkt, etwa a = (2,−1) berechnet:

f(a) = 2 · (−1) + 3 · 2 = −2 + 6 = 4.

Für zwei Polynome gilt dabei stets (f+g)(a) = f(a)+g(a) und (fg)(a) = f(a)g(a).
Das Auswerten von Polynomen ist also homomorph.

Satz 1.1.9 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei R ein K1-Ring.
Dann hat man einen kanonischen Monomorphismus

ı : R → R[T1, . . . , Tn], a 7→ aT 0.

Ist ϕ : R → S ein Homomorphismus von K1-Ringen und sind s1, . . . , sn ∈ S, so
erhält man durch

Φ: R[T1, . . . , Tn] → S,
∑

ν∈Zn
≥0

aνT
ν 7→

∑

ν∈Zn
≥0

ϕ(aν)s
ν , wobei sν := sν11 · · · sνnn ,

einen Homomorphismus; dieser besitzt folgende Eigenschaften und ist dadurch ein-
deutig bestimmt:

(i) Es gilt Φ(Ti) = si für jedes i = 1, . . . , n,
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(ii) das folgende Diagramm ist kommutativ

R
ϕ //

ı %%❑❑
❑❑

❑❑
❑❑

❑❑
❑ S

R[T1, . . . , Tn]

Φ

99sssssssssss

Beweis. Die Tatsache, dass ı : R → R[T1, . . . , Tn] ein Homomorphismus ist ergibt
sich direkt aus den Definitionen von Addition und Multiplikation in R[T ]:

ı(a+ b) = (a+ b)T 0 = aT 0 + bT 0 = ı(a) + ı(b),

ı(ab) = (ab)T 0 = aT 0 ·bT 0 = ı(a)·ı(b).
Um die Injektivität des Homomorphismus ı : R → R[T ] zu erhalten, machen wir
uns klar, dass er trivialen Kern besitzt: Es gilt

ı(a) = 0 ⇔ aT 0 = 0T 0 ⇔ a = 0.

Die Tatsache, dass Φ: R[T ]→ S ein Homomorphismus ist, ergibt sich mit Bemer-
kung 1.1.6; wir führen den Beweis auch noch explizit:

Φ(1T
0
) = ϕ(1)s

0
= 1,

Φ

(
∑

ν

aνT
ν

+
∑

ν

bνT
ν

)
= Φ

(
∑

ν

(aν + bν )T
ν

)

=
∑

ν

ϕ(aν + bν )s
ν

=
∑

ν

(ϕ(aν) + ϕ(bν ))s
ν

=
∑

ν

ϕ(aν )s
ν

+
∑

ν

ϕ(aν )s
ν

= Φ

(
∑

ν

aνT
ν

)
+ Φ

(
∑

ν

aνT
ν

)
,

Φ

((∑

ν

aνT
ν

)(∑

ν

bνT
ν

))
= Φ



∑

ν




∑

µ+κ=ν

aµbκ


Tν




=
∑

ν

ϕ


 ∑

µ+κ=ν

aµbκ


 sν

=
∑

ν


 ∑

µ+κ=ν

ϕ(aµ)ϕ(bκ)


 sν

=

(∑

ν

ϕ(aν)s
ν

)(∑

ν

ϕ(bν )s
ν

)

= Φ

(∑

ν

aνT
ν

)
Φ

(∑

ν

bνT
ν

)
.

Weiter sind die Eigenschaften (i) und (ii) klar nach Definition von Φ. Die Tatsache,
dass Φ durch diese Eigenschaften festgelegt ist, folgt mit Bemerkung 1.1.7. �

Folgerung 1.1.10. Es seien n ∈ Z≥1 und R ein K1-Ring. Jedes Element r =
(r1, . . . , rn) ∈ Rn definiert einen Auswertungshomomorphismus

εr : R[T1, . . . , Tn] → R, f =
∑

aνT
ν 7→ f(r) :=

∑
aνr

ν .

Folgerung 1.1.11. Es sei R ein K1-Ring. Dann hat man einen kanonischen Iso-
morphismus

R[T1, . . . , Tn] → R[T1, . . . , Tn−1][T ],

Ti 7→
{
Ti, 1 ≤ i ≤ n− 1,

T, i = n.
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Folgerung 1.1.12. Es sei R ein K1-Ring. Ist R ein Integritätsring, so ist auch
R[T1, . . . , Tn] ein Integritätsring.

Beweis. Für n = 1 ist die Aussage bekannt. Für n ≥ 1 ergibt sich die Aussage per
Induktion aus Folgerung 1.1.11. �

Definition 1.1.13. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Eine R-Algebra ist ein K1-Ring S zusammen mit einem Homomorphismus
ı : R→ S, genannt Strukturhomomorphismus.

(ii) Ein Homomorphismus von R-Algebren S und S′ mit Strukturhomomor-
phismen ı : R → S bzw. ı′ : R → S′ ist ein Homomorphismus ϕ : S → S′

von K1-Ringen mit ϕ ◦ ı = ı′.

Beispiel 1.1.14. Es sei R ein K1-Ring. Der Polynomring R[T1, . . . , Tn] besitzt
einen kanonischen Strukturhomomorphismus R → R[T1, . . . , Tn], a 7→ aT 0 und ist
somit eine R-Algebra.

Beispiel 1.1.15. Es seien R ein K1-Ring und X eine Menge. Die Menge Abb(X,R)
aller R-wertigen Abbildungen auf einer MengeX ist eine R-Algebra: Mit den punkt-
weisen Verknüpfungen

(ϕ+ ψ)(x) := ϕ(x) + ψ(x), (ϕ · ψ)(x) := ϕ(x) · ψ(x)
ist sie ein K1-Ring und der Strukturhomomorphismus R → Abb(X,R) ordnet
jedem a ∈ R die konstante Abbildung x 7→ a zu.

Satz 1.1.16. Es sei K ein Körper. Dann hat man einen kanonischen Homomor-
phismus von K-Algebren:

Φ: K[T1, . . . , Tn] → Abb(Kn,K), f 7→ [x 7→ f(x)].

Besitzt der Körper K unendlich viele Elemente, so ist der Homomorphismus Φ
injektiv.

Beweis. Die obige Zuordnung Φ ist punktweises Auswerten und somit ein Homo-
morphismus. Die Injektivität von Φ erhält man durch Induktion über n:

Zum Fall n = 1. Es sei f ∈ Kern(Φ). Da K unendlich ist, hat f unendlich viele
Nullstellen. Das impliziert f = 0.

Zum Induktionsschritt n−1→ n. Es sei f ∈ Kern(Φ). Dann kann man das Polynom
f schreiben als

f =
∑

fiT
i
n, wobei fi ∈ K[T1, . . . , Tn−1].

Wir müssen fi = 0 für alle i nachweisen. Hätte man fj 6= 0 für ein j, so gäbe es
nach Induktionsvoraussetzung ein a ∈ Kn−1 mit fj(a) 6= 0. Damit hätte man

f(a, Tn) =
∑

fi(a)T
i
n, 6= 0 ∈ K[Tn].

Der Fall n = 1 liefert dann ein b ∈ K mit f(a, b) 6= 0. Das steht im Widerspruch zu
f ∈ Kern(Φ). Daher müssen alle fi verschwinden. �

Konstruktion 1.1.17 (Ring der Laurent-Polynome). Es sei R ein K1-Ring. Ein
Laurent-Polynom in den Variablen T1, . . . , Tn über R ist ein Ausdruck
∑

ν∈Zn

aνT
ν, T ν := T ν11 · · ·T νnn , aν ∈ R, aν 6= 0 für nur endlich viele ν ∈ Zn.

Dabei nennt man aνT
ν mit aν 6= 0 einen Term und aν seinen Koeffizienten. Ein

Laurent-Monom ist ein Term der Form T ν := 1T ν.
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Zwei Laurent-Polynome
∑
aνT

ν und
∑
bνT

ν sind nach Definition genau dann
gleich, wenn aν = bν für alle ν ∈ Zn gilt. Mit den Operationen(∑

ν∈Zn

aνT
ν

)
+

(∑

ν∈Zn

bνT
ν

)
:=

∑

ν∈Zn

(aν + bν)T
ν,

(∑

ν∈Zn

aνT
ν

)
·
(∑

ν∈Zn

bνT
ν

)
:=

∑

ν∈Zn

cνT
ν, wobei cν :=

∑

ν=µ+κ

aµbκ,

wird die MengeR[T±1
1 , . . . , T±1

n ] aller Laurent-Polynome in den Variablen T1, . . . , Tn
über R zu einem K1-Ring. Die neutralen Elemente sind

0R[T±1
1 ,...,T±1

n ] = 0RT
0, 1R[T±1

1 ,...,T±1
n ] = 1RT

0.

Bemerkung 1.1.18. Es sei R ein K1-Ring. Der Ring R[T±1
1 , . . . , T±1

n ] der Laurent-
Polynome wird durch den Strukturhomomorphismus R → R[T1, . . . , Tn], a 7→ aT 0

zu einer R-Algebra.

Bemerkung 1.1.19. Es sei R ein K1-Ring. Dann ist die Menge der Laurent-
Monome

LM(n) := {T ν; ν ∈ Zn}
eine Untergruppe der (multiplikativen) Einheitengruppe R[T±1

1 , . . . , T±1
n ]∗. Weiter

hat zueinander inverse Isomorphismen abelscher Gruppen

LM(n) ←→ Zn

λ : T ν 7→ ν,

T ν ←[ ν :η.

Dabei bildet η das additive Monoid Zn≥0 auf das multiplikative Monoid der (üblichen)
Monome ab:

η(Zn≥0) = M(n) := {T ν; ν ∈ Zn≥0}.
Damit lassen sich Laurent-Monome und Monome anschaulich als Gitterpunkte in
Qn darstellen:
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Aufgaben zu Abschnitt 1.1.

Aufgabe 1.1.20. Es seien R ein K1-Ring, S ⊆ R ein Unterring und a1, . . . , an ∈ R.
Zeige:

(i) S[a1, . . . , an] ⊆ R ist der kleinste Unterring von R, der S und a1, . . . , an enthält.
(ii) Es gibt einen Homomorphismus Φ: S[T1, . . . , Tn] → R mit Φ(s) = s für alle

s ∈ S und Φ(Ti) = ai für i = 1, . . . , n.
(iii) Der Homomorphismus Φ aus (ii) hat S[a1, . . . , an] als Bild.

Aufgabe 1.1.21. Es sei K ein Körper. Welcher der folgenden Unterringe von K[T1, T2]
ist isomorph zu einem Polynomring über K:

K[T 2
1 , T

2
2 ], K[T1T2], K[T 2

1 , T1T2, T
2
2 ] ?

Aufgabe 1.1.22. Es sei K ein endlicher Körper. Zeige: Der kanonische Homomorphismus
Φ: K[T1, . . . , Tn]→ Abb(Kn,K), f 7→ [x 7→ f(x)] ist surjektiv.

Aufgabe 1.1.23. Es sei R ein K1-Ring. Zeige: Ist R ein Integritätsring, so ist auch der
Ring R[T±1

1 , . . . , T±1
n ] der Laurentpolynome ein Integritätsring.

Aufgabe 1.1.24. Es sei R ein Integritätsring. Zeige: Die Einheitengruppen in des Poly-
nomrings bzw. des Ringes der Laurent-Polynome sind gegeben durch

R[T1, . . . , Tn]
∗ = {aT 0; a ∈ R∗}, R[T±1

1 , . . . , T±1
n ]∗ = {aT ν ; a ∈ R∗, ν ∈ Zn}.

Aufgabe 1.1.25. Zeige, dass C[T ] → C[T ],
∑
aνT

ν 7→ ∑
aνT

ν ein Homomorphismus
von K1-Ringen ist, aber kein Homomorphismus von C-Algebren.

Aufgabe 1.1.26. Jede R-Algebra S wird auf kanonische Weise zu einem R-Modul: Be-
zeichnet ı : R → S den Strukturhomomorphismus, so definiert man die Skalarmultiplika-
tion durch

R × S → S, (r, s) 7→ rs := ı(r)s.

Es seien nun S, S′ zwei R-Algebren und ϕ : S → S′ ein Homomorphismus von K1-Ringen.
Zeige, dass ϕ genau dann ein Homomorphismus der R-Algebren S und S′ ist, wenn ϕ ein
Homomorphismus der R-Moduln S und S′ ist.

Aufgabe 1.1.27. Es seien R ein K1-Ring undM eine Menge. Der freie R-Modul über M
ist der Untermodul

R[M ] := {α : M → R; α(u) = 0 für fast alle u ∈M} ⊆ Abb(R,M),

wobei die Verknüpfungen durch (α+ β)(u) = α(u) + β(u) und (rβ)(u) = rβ(u) gegeben
sind. Betrachte die charakteristischen Funktionen

χu : M → R, v 7→
{
1R, für v = u,

0R sonst

und zeige, dass jedes Element α ∈ R[M ] sich mit au := α(u) ∈ R eindeutig darstellen
lässt als

α =
∑

u∈M

auχ
u.

Insbesondere bilden die charakteristischen Funktionen eine R-Basis (χu; u ∈ M) für M
und wir haben

R[M ] =
⊕

u∈M

Rχu.

Aufgabe 1.1.28. Es seien M ein abelsches Monoid und R[M ] der freie R-Modul über R.
Betrachte R[M ] mit der Multiplikation definiert durch

(
∑

u∈M

auχ
u

)
·
(
∑

v∈M

bvχ
v

)
:=

∑

w∈M

cwχ
w, wobei cw :=

∑

w=u+v

aubv

und die Abbildung ı : R → R[M ], r 7→ rχ0M . Zeige, dass R[M ] zusammen mit ı eine
R-Algebra ist; man nennt R[M ] die Monoidalgebra über M . Beweise folgende Aussagen:
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(i) Es gilt stets χuχv = χu+v und die neutralen Elemente von R[M ] sind 0Rχ
0M

sowie 1Rχ
0M .

(ii) Ist das Monoid M erzeugt durch die Teilmenge A ⊆ M , so ist die R-Algebra
R[M ] erzeugt durch die Teilmenge {χu; u ∈ A} ⊆ R[M ].

(iii) Ist F : M → M ′ ein Monoidhomomorphismus, so wird durch χu 7→ χF (u) ein
Homomorphismus ψF : R[M ]→ R[M ′] definiert.

(iv) Sind F : M → M ′ und H : M ′ → M ′′ Monoidhomomorphismen, so hat man
ψH◦F = ψH ◦ ψF für die zugehörigen Homomorphismen der Monoidalgebren.

(v) Man hat kanonische Isomorphismen R[Zn≥0] ∼= R[T1, . . . , Tn], χ
u 7→ T u sowie

R[Zn] ∼= R[T±1
1 , . . . , T±1

n ], χu 7→ T u.
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1.2. Ideale.

Erinnerung 1.2.1. Es sei R ein K1-Ring. Eine nichtleere Teilmenge a ⊆ R heißt
Ideal, geschrieben a ≤ R, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

(i) Für je zwei a, a′ ∈ a gilt a+ a′ ∈ a.
(ii) Für jedes r ∈ R und jedes a ∈ a gilt ra ∈ a.

Die Teilmengen {0} ⊆ R und R ⊆ R sind stets Ideale in R. Für jedes Ideal a ⊆ R
gilt

a = R ⇐⇒ a ∩R∗ 6= ∅.
Über Bilder und Urbilder von Idealen unter einem Homomorphismus ϕ : R → S
von K1-Ringen hat man folgende Aussagen:

(i) Ist b ⊆ S ein Ideal, so ist ϕ−1(b) ⊆ R ein Ideal.
(ii) Ist ϕ surjektiv und a ⊆ R ein Ideal, so ist ϕ(a) ⊆ S ein Ideal.

Beispiel 1.2.2. Die Menge 2Z der geraden Zahlen ist ein Ideal im Ring Z der
ganzen Zahlen. Allgemeiner gilt für eine beliebige Teilmenge a ⊆ Z:

a ≤ Z ⇔ a = nZ mit einem n ∈ Z≥0.

Konstruktion 1.2.3. Es seien K ein Körper und X ⊆ Kn. Das zugehörige Ver-
schwindungsideal in K[T1, . . . , Tn] ist

I(X) := {f ∈ K[T1, . . . , Tn]; f(x) = 0 für alle x ∈ X} ≤ K[T1, . . . , Tn].

Beweis. Offenbar gilt 0 ∈ I(X). Sind weiter f, g ∈ I(X) und h ∈ K[T1, . . . , Tn]
gegeben, so erhalten wir

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = 0, (hf)(x) = h(x)f(x) = 0.

für jedes Element x ∈ X . Folglich liegen auch die Summe f + g und das Produkt
hf in I(X). �

Erinnerung 1.2.4. Es sei R ein K1-Ring. Jede nichtleere Teilmenge A ⊆ R erzeugt
ein Ideal

〈A〉 :=

{
n∑

i=1

riai; n ∈ Z≥1, ri ∈ R, ai ∈ A
}
≤ R

mit A ⊆ 〈A〉. Gilt A = {a1, . . . , an}, so schreibt man auch 〈a1, . . . , an〉 für 〈A〉. Der
Vollständigkeit halber setzt man 〈∅〉 := {0R}.
Das von einem einzigen Element a ∈ R erzeugte Ideal, auch das von a erzeugte
Hauptideal genannt, ist gegeben durch

〈a〉 = Ra = {ra; r ∈ R}.
Beispiel 1.2.5. Für das von den ganzen Zahlen 4 und 6 erzeugte Ideal 〈4, 6〉 ≤ Z
haben wir

〈4, 6〉 = 〈2〉 = 2Z.

Dabei gilt offensichtlich 〈4, 6〉 ⊆ 2Z. Umgekehrt erhält man 2 = 6− 4 ∈ 〈4, 6〉, was
2Z ⊆ 〈4, 6〉 impliziert.

Definition 1.2.6. Es sei K ein Körper. Ein Ideal a ≤ K[T1, . . . , Tn] heißt Monomi-
alideal, falls es von Monomen erzeugt wird, d.h., falls es eine Teilmenge M ⊆ Zn≥0

gibt mit a = 〈T µ;µ ∈M〉.
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Satz 1.2.7. Es seien K ein Körper, a ≤ K[T1, . . . , Tn] ein Monomialideal und
f ∈ K[T1, . . . , Tn]. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt f ∈ a.
(ii) Für jedes Monom T ν von f gilt T ν ∈ a.

Beweis. Es ist nur bei der Implikation “(i)⇒(ii)” etwas zu zeigen. Es sei M ⊆ Zn≥0

eine Teilmenge, sodass a durch die Monome T µ, µ ∈ M , erzeugt wird. Dann hat
man eine Darstellung

f =
∑

µ∈M

gµT
µ

mit Polynomen gµ ∈ K[T1, . . . , Tn]. Ausmultiplizieren der rechten Seite und an-
schliessender Vergleich der Monome zeigt, dass jedes Monom von f Vielfaches ei-
nes T µ mit µ ∈M ist. �

Bemerkung 1.2.8. Satz 1.2.7 ermöglicht es, Monomialideale a ≤ K[T1, . . . , Tn] zu
veranschaulichen: Es genügt, die in a vorkommenden Monome anzugeben.

a := 〈T µ; µ ∈M〉 ⊆ K[T1, T2], M := {(2, 1), (2, 2), (1, 2)}.

Wir nennen λ(a) := {µ ∈ Zn≥0; T
µ ∈ a} die Exponentenmenge des Monomialideals

a ≤ K[T1, . . . , Tn].

Konstruktion 1.2.9. Es seien R ein K1-Ring und ai, i ∈ I, eine Familie von
Idealen. Dann erhält man neue Ideale in R:

(i) Den Durchschnitt der Ideale ai:
⋂

i∈I

ai ≤ R.

(ii) Die Summe der Ideale ai:

∑

i∈I

ai :=




∑

j∈J

aj ; J ⊆ I endlich, aj ∈ aj



 ≤ R.

(iii) Falls I endlich ist, das Produkt der Ideale ai:

∏

i∈I

ai :=

〈∏

i∈I

ai; ai ∈ ai

〉
≤ R.

Bemerkung 1.2.10. Es seien R ein K1-Ring und ai, i ∈ I, eine (erforderlichenfalls
endliche) Familie von Idealen in R. Dann gilt

∑

i∈I

ai =

〈⋃

i∈I

ai

〉
,

∏

i∈I

ai ⊆
⋂

i∈I

ai.
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Beispiel 1.2.11. Für die von den ganzen Zahlen 4 bzw. 6 erzeugten Ideale 〈4〉
bzw. 〈6〉 in Z haben wir

〈4〉+ 〈6〉 = 〈4, 6〉 = 〈2〉, 〈4〉〈6〉 = 〈24〉 ( 〈12〉 = 〈4〉 ∩ 〈6〉.
Man beachte dabei, dass 〈4〉+ 〈6〉 von 2 = ggT(4, 6) erzeugt wird und 〈4〉 ∩ 〈6〉 von
12 = kgV(4, 6).

Beispiel 1.2.12. Es seien K ein Körper, K[T1, . . . , Tn] der Polynomring in den
Variablen T1, . . . , Tn, und für x ∈ Kn bezeichne

εx : K[T1, . . . , Tn] → K, f 7→ f(x)

wie gewohnt den Auswertungshomomorphismus. Ist X ⊆ Kn eine Teilmenge, so
gilt für deren Verschwindungsideal

I(X) = {f ∈ K[T1, . . . , Tn]; f(x) = 0 für alle x ∈ X} =
⋂

x∈X

Kern(εx).

Konstruktion 1.2.13. Es seien R ein K1-Ring und a, b ⊆ R zwei Ideale. Der
Quotient von a durch b ist

(a : b) := {r ∈ R; rb ⊆ a} ≤ R.

Beweis. Offenbar gilt 0b = {0} ⊆ a und somit 0 ∈ (a : b). Sind r, r′ ∈ (a : b) und
s ∈ R gegeben, so erhalten wir r + r′ ∈ (a : b) und s ∈ (a : b) mit

(r + r′)b ⊆ rb+ r′b ⊆ a, (sr)b ⊆ sa ⊆ a.

�

Konstruktion 1.2.14. Es seien R ein K1-Ring und a ⊆ R ein Ideal. Das Radikal
von a ist das Ideal

√
a := {r ∈ R; rn ∈ a für ein n ∈ Z≥0} ≤ R.

Das Nilradikal von R ist nR :=
√
{0}. Falls a =

√
a für ein Ideal a ⊆ R gilt, so

nennt man a ein Radikalideal.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass
√
a ein Ideal ist. Offenbar gilt ∅ 6= a ⊆ √a. Sind

a, b ∈ √a gegeben, so gibt es n,m ∈ Z≥0 mit an, bm ∈ a. Nach dem binomischen
Lehrsatz gilt

(a+ b)k =

k∑

l=0

(
k

l

)
ak−lbl.

Wählt man nun k genügend groß, so ergibt sich aus dieser Darstellung, dass a+ b ∈√
a gilt. Sind a ∈ √a und r ∈ R gegeben, so gilt an ∈ a für ein n ∈ Z≥1. Damit

folgt (ra)n = rnan ∈ a und somit ra ∈ √a. �

Bemerkung 1.2.15. Es sei R ein K1-Ring. Für jedes Ideal a ⊆ R gilt
√√

a =
√
a.

Konstruktion 1.2.16 (Faktorring). Es seien R ein K1-Ring und a ≤ R ein Ideal.
Die Menge R/a := {r + a; r ∈ R} ist zusammen mit den Verknüpfungen

(r + a) + (s+ a) := (r + s) + a,

(r + a)(s+ a) := rs+ a

ein K1-Ring, der Faktorring von R nach a. Die neutralen Elemente bezüglich Ad-
dition und Multiplikation in R/a sind

0 + a ∈ R/a, 1 + a ∈ R/a.
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Man hat einen kanonischen Epimorphismus mit Kern a von dem K1-Ring R auf
den Faktorring R/a:

π : R → R/a, r 7→ r + a.

Satz 1.2.17 (Homomorphiesatz). Es sei ϕ : R→ S ein Homomorphismus von K1-
Ringen, und es sei a ≤ R ein Ideal mit a ⊆ Kern(ϕ). Dann gibt es ein kommutatives
Diagramm

R
ϕ : r 7→ϕ(r) //

π : r 7→r+a !!❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇ S

R/a

ϕ : r+a 7→ϕ(r)

>>⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤

von wohldefinierten Homomorphismen zwischen K1-Ringen. Dabei ist der Homo-
morphismus ϕ : R/a → S durch ϕ : R → S und das obige Diagramm eindeutig
bestimmt. Es gilt weiter

(i) ϕ ist injektiv ⇔ a = Kern(ϕ),
(ii) ϕ ist surjektiv ⇔ ϕ ist surjektiv.

Satz 1.2.18. Es seien R ein K1-Ring, a ⊆ R ein Ideal und π : R → R/a die
Projektion. Dann hat man zueinander inverse Bijektionen

{
Ideale b ⊆ R
mit a ⊆ b

}
←→ {Ideale c ⊆ R/a}

b 7→ π(b)

π−1(c) ←[ c.

Bemerkung 1.2.19. Es seien S, R zwei K1-Ringe und R eine S-Algebra mit
Strukturhomomorphismus ı : S → R. Ist a ⊆ R ein Ideal, so ist R/a eine S-Algebra
mit Strukturhomomorphismus π ◦ ı : S → R/a. Wie für Ringe hat man auch für
Algebren einen Homomorphiesatz.

Definition 1.2.20. Es sei R ein K1-Ring. Ein Element r ∈ R heißt nilpotent, falls
rn = 0 mit einem n ∈ Z≥0 gilt. Man nennt R reduziert, falls 0 das einzige nilpotente
Element in R ist.

Bemerkung 1.2.21. Ein Element eines K1-Ringes R ist genau dann nilpotent,
wenn es im Nilradikal nR =

√
0 liegt. Insbesondere bilden die nilpotenten Elemente

von R ein Ideal.

Satz 1.2.22. Es seien R ein K1-Ring, nR ⊆ R sein Nilradikal und π : R → R/nR
die Projektion.

(i) Der Faktorring R/nR ist reduziert.
(ii) Ist ϕ : R → S ein Homomorphismus in einen reduzierten K1-Ring S, so

gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ϕ : R/nR → S mit
dem das folgende Diagramm kommutativ wird:

R
ϕ //

π ""❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉ S

R/nR

ϕ

<<③③③③③③③③

Beweis. Zum Nachweis von Aussage (i) sei s ∈ R/nR nilpotent. Dann gilt sn = 0
mit einem n ∈ Z≥0. Wir wählen ein r ∈ R mit π(r) = s. Dann gilt rn ∈ ker(π) = nR.
Es folgt r ∈ nR und somit s = 0.
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Für Aussage (ii) ist nach dem Homomorphiesatz 1.2.17 lediglich nR ⊆ ker(ϕ) zu
zeigen. Ist r ∈ nR gegeben, so gilt rn = 0 mit einem n ∈ Z≥0. Es folgt ϕ(r)n =
ϕ(rn) = 0. Da S reduziert ist, erhalten wir ϕ(r) = 0. �
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Aufgaben zu Abschnitt 1.2.

Aufgabe 1.2.23. Es sei K ein Körper. Zeige, dass Durchschnitt, Summe, Produkt und
Quotient von Monomialidealen in K[T1, . . . , Tn] wieder Monomialideale in K[T1, . . . , Tn]
sind.

Aufgabe 1.2.24. Es sei K ein Körper. Betrachte den Polynomring K[T1, T2] und darin die
Monomialideale a := 〈T 2

1 T2〉 sowie b := 〈T1T
2
2 〉. Veranschauliche wie in Bemerkung 1.2.8

die Ideale a, b, a ∩ c, a+ b, ab und (a : b).

Aufgabe 1.2.25. Es seien m,n ∈ Z≥1. Beweise die folgenden Identitäten:

〈m〉 ∩ 〈n〉 = 〈kgV(m,n)〉, 〈m〉+ 〈n〉 = 〈ggT(m,n)〉,
〈m〉〈n〉 = 〈mn〉, (〈m〉 : 〈n〉) = 〈m/ggT(m,n)〉.

Aufgabe 1.2.26. Es seien a, b, c, ai, i ∈ I und bj, j ∈ J , Ideale eines K1-Ringes R.
Beweise folgende Aussagen:

(i) a(b+ c) = ab+ ac,
(ii) a ∩ (b+ c) ⊇ (a ∩ b) + (a ∩ c); Gleichheit gilt, falls b ⊆ a oder c ⊆ a gilt,
(iii) (a+ b)(a ∩ b) ⊆ ab,
(iv) a ⊆ (a : b),
(v) (a : b)b ⊆ a,
(vi) ((a : b) : c) = (a : bc) = ((a : c) : b),
(vii) (

⋂
i∈I ai : b) =

⋂
i∈I(ai : b),

(viii) (a :
∑
j∈J bj) =

⋂
j∈J(a : bj).

Aufgabe 1.2.27. Es seien R und S K1-Ringe, ψ : R→ S ein Ringhomomorphismus und
a, b ⊆ R sowie c ⊆ S Ideale. Beweise folgende Aussagen:

(i)
√
ab =

√
a ∩ b =

√
a ∩
√
b,

(ii) ψ(
√
a) ⊆

√
〈ψ(a)〉,

(iii) ψ−1(
√
c) =

√
ψ−1(c).

Aufgabe 1.2.28. Beweise die folgenden Isomorphien von K1-Ringen.

(i) K[T±1
1 , T±1

2 ] ∼= K[T1, T2]/〈T1T2 − 1〉,
(ii) K[T 2, T 3] ∼= K[T1, T2]/〈T 3

1 − T 2
2 〉, wobei K[T 2, T 3] ⊆ K[T ],

(iii) K[T1, . . . , Tn]/〈aTn−g〉 ∼= K[T1, . . . , Tn−1], wobei a ∈ K∗ und g ∈ K[T1, . . . , Tn−1].
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1.3. Primideale und maximale Ideale.

Erinnerung 1.3.1. Es seien R ein Integritätsring und a, b ∈ R. Man nennt a einen
Teiler von b, geschrieben a | b, falls b = ra mit einem r ∈ R gilt. Es gilt

a | b ⇐⇒ b ∈ 〈a〉 ⇐⇒ 〈b〉 ⊆ 〈a〉,
a | b und b | a ⇐⇒ 〈a〉 = 〈b〉 ⇐⇒ b = ca mit einem c ∈ R∗.

Ein Element 0 6= p 6∈ R∗ heißt prim, falls p|ab mit a, b ∈ R stets p|a oder p|b
impliziert. Die positiven Primelemente von Z sind genau die Primzahlen.

Definition 1.3.2. Es sei R ein K1-Ring. Ein Ideal p ≤ R heißt Primideal, falls
folgendes gilt:

(i) p ist ein echtes Ideal in R, d.h., es gilt p 6= R;
(ii) sind a, b ∈ R mit ab ∈ p, so gilt a ∈ p oder b ∈ p.

Satz 1.3.3. Es seien R ein Integritätsring und p ∈ R \ {0}. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) p ist ein Primelement;
(ii) 〈p〉 ist ein Primideal.

Beweis. Zur Implikation “(i)⇒(ii)”. Zunächst müssen wir zeigen, dass 〈p〉 6= R gilt.
Andernfalls hätten wir 1 ∈ 〈p〉. Das bedeutet 1 = rp mit einem r ∈ R, und p müsste
eine Einheit sein. Widerspruch zu p prim. Es seien nun a, b ∈ R mit ab ∈ 〈p〉. Dann
gilt p | ab. Da p prim ist, folgt p | a oder p | b, was wiederum a ∈ 〈p〉 oder b ∈ 〈p〉
liefert.

Zur Implikation “(ii)⇒(i)”. Nach Voraussetzung gilt p 6= 0, und wegen 〈p〉 6= R
kann p keine Einheit sein. Es seien nun a, b ∈ R mit p | ab. Dann gilt ab ∈ 〈p〉.
Da 〈p〉 ein Primideal ist, muss a ∈ 〈p〉 oder b ∈ 〈p〉 gelten. Damit erhalten wir p | a
oder p | b. �

Erinnerung 1.3.4. Es sei R ein K1-Ring. Ein multiplikatives Monoid in R ist eine
Teilmenge S ⊆ R mit 1 ∈ S sodass a, b ∈ S stets ab ∈ S impliziert.

Satz 1.3.5. Es sei R ein K1-Ring, und es sei p ≤ R ein Ideal. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) p ist ein Primideal.
(ii) R \ p ist ein multiplikatives Monoid.
(iii) R/p ist Integritätsring.

Beweis. Zu “(i)⇒(ii)”. Wegen p 6= R gilt 1 ∈ R \ p. Weiter liefert die Definition des
Primideals ab 6∈ p für je zwei a, b ∈ R \ p.
Zu “(ii)⇒(iii)”. Wegen 1 ∈ R \ p gilt 1 6= 0 ∈ R/p. Sind a + p 6= p 6= b + p in R/p
gegeben, so gilt a, b ∈ R \ p und es folgt ab ∈ R \ p. Das bedeutet

(a+ p)(b+ p) = ab+ p 6= 0 ∈ R/p.

Zu “(iii)⇒(i)”. Aus 1 6= 0 ∈ R/p folgt 1 6∈ p und somit p 6= R. Sind a, b ∈ R mit
ab ∈ p gegeben, so folgt ab + p = 0 ∈ R/p. Da R/p keine echten Nullteiler besitzt,
erhalten wir a + p = 0 ∈ R/p oder b + p = 0 ∈ R/p. Das bedeutet a ∈ p oder
b ∈ p. �

Satz 1.3.6. Es sei ϕ : R→ S ein Homomorphismus von K1-Ringen.

(i) Ist q ⊆ S ein Primideal, so ist ϕ−1(q) ⊆ R ein Primideal.
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(ii) Ist ϕ surjektiv und p ⊆ R ein Primideal mit ker(ϕ) ⊆ p, so ist ϕ(p) ⊆ S
ein Primideal.

Beweis. Zu (i). Als Urbild eines Ideals ist ϕ−1(q) ein Ideal. Weiter gilt 1 6∈ ϕ−1(q),
da wir sonst 1 = ϕ(1) ∈ q hätten im Widerspruch zu q 6= S. Sind r, r′ ∈ R
mit rr′ ∈ ϕ−1(q) gegeben, so erhalten wir ϕ(r)ϕ(r′) ∈ q. Es folgt ϕ(r) ∈ q oder
ϕ(r′) ∈ q. Das bedeutet r ∈ ϕ−1(q) oder r′ ∈ ϕ−1(q).

Zu (ii). Wir zeigen, dass 1 6∈ ϕ(p) gilt. Andernfalls hätte man 1 = ϕ(r) mit einem
r ∈ p. Mit ker(ϕ) ⊆ p folgt 1 = r+(1− r) ∈ p, Widerspruch. Es seien nun s, s′ ∈ S
mit ss′ ∈ ϕ(p) gegeben. Dann gibt es r, r′ ∈ R mit s = ϕ(s) und s′ = ϕ(r′). Es gilt
ϕ(rr′) = ss′ und wegen ker(ϕ) ⊆ p ergibt sich rr′ ∈ p. Es folgt r ∈ p oder r′ ∈ p.
Also haben wir s ∈ ϕ(p) oder s′ ∈ ϕ(p). �

Folgerung 1.3.7. Es seien R ein K1-Ring, a ⊆ R ein Ideal und π : R → R/a die
Projektion. Dann hat man zueinander inverse Bijektionen

{
Primideale p ⊆ R
mit a ⊆ p

}
←→ {Primideale q ⊆ R/a}

p 7→ π(p)

π−1(q) ←[ q.

Definition 1.3.8. Es sei R ein K1-Ring. Ein Ideal m ≤ R heißt maximal , falls
folgendes gilt:

(i) m ist ein echtes Ideal in R, d.h., es gilt m 6= R;
(ii) für jedes echte Ideal a ( R mit m ⊆ a gilt a = m.

Beispiel 1.3.9. Es sei K ein Körper. Dann ist das Ideal 〈T 〉 ⊆ K[T ] maximal in
K[T ]. Offensichtlich gilt

〈T 〉 =

{
n∑

ν=1

aνT
ν ; n ∈ Z≥1, aν ∈ K

}
.

Jedes f ∈ K[T ] \ 〈T 〉 ist also von der Form f = c+ f ′ mit f ′ ∈ 〈T 〉 und c ∈ K∗ =
K[T ]∗. Folglich enthält jedes Ideal a ⊆ K[T ] mit 〈T 〉 ( a Einheiten. Insbesondere
kann 〈T 〉 nicht echte Teilmenge eines echten Ideals sein.

Satz 1.3.10. Es seien R ein K1-Ring und m ≤ R ein Ideal. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) m ist maximal,
(ii) R/m ist ein Körper.

Beweis. Zur Implikation “(i)⇒(ii)”. Wegen m 6= R gilt 1 6= 0 in R/m. Wir zeigen,
dass jedes Element 0 6= a+m ∈ R/m eine Einheit in R/m ist. Wir betrachten das
Ideal

a := Ra+m ≤ R.

Wegen a 6∈ m gilt m ( a und mit der Maximalität von m folgt a = R. Insbesondere
erhalten wir eine Darstellung 1 = ca+m ∈ R mit einem c ∈ R und einem m ∈ m.
Folglich ist a+m eine Einheit in R/m.

Zur Implikation “(ii)⇒(i)”. Wir arbeiten mit dem kanonischen Epimorphismus
π : R → R/m. Wegen 1 6= 0 ∈ R/m ist m = π−1(0) ein echtes Ideal. Es sei nun
a ≤ R ein Ideal mit m ⊆ a. Dann ist π(a) ein Ideal in R/m und folglich gilt

π(a) = R/m oder π(a) = {0 +m}.
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Im Fall π(a) = R/m gibt es ein r ∈ a mit π(r) = r + m = 1 + m. Das bedeutet
1 − r ∈ m. Wegen m ⊆ a folgt 1 ∈ a und somit a = R. Im Fall π(a) = {0 + m}
erhalten wir a ⊆ π−1(π(a)) = π−1(0 +m) = m. Das bedeutet m = a. �

Folgerung 1.3.11. Es sei R ein K1-Ring. Dann ist jedes maximale Ideal in R ein
Primideal in R.

Beispiel 1.3.12. Im Ring Z der ganzen Zahlen ist {0} ≤ Z ein Primideal, aber
nicht maximal. Für jedes Ideal {0} 6= a ≤ Z gilt

a Primideal ⇐⇒ Z/a Integritätsring

⇐⇒ Z/a Körper

⇐⇒ a maximales Ideal.

Lemma 1.3.13 (Zorn). Es sei M eine nichtleere teilgeordnete Menge. Besitzt jede
nichtleere total geordnete Teilmenge M ′ ⊆M eine obere Schranke in M , so enthält
M maximale Elemente.

Satz 1.3.14. Es seien R ein K1-Ring, S ⊆ R ein multiplikatives Monoid und
a ⊆ R \ S ein Ideal in R.

(i) Die Menge M := {b ≤ R; a ⊆ b ⊆ R \ S} besitzt maximale Elemente.
(ii) Jedes maximale Element aus M ist ein Primideal.

Beweis. Zu (i). Offenbar istM teilgeordnet bezüglich “⊆” und wegen a ∈M istM
nicht leer. Nach dem Zornschen Lemma genügt es zu zeigen, dass jede total geord-
nete Teilmenge ∅ 6= M ′ ⊆ M eine obere Schranke in M besitzt. Unser Kandidat
hierfür ist die Menge

b :=
⋃

b′∈M ′

b′ ⊆ R \ S.

Wegen a ⊆ b ist b nicht leer. Wir zeigen, dass b ein Ideal ist. Sind r, s ∈ b, so gilt
r ∈ b′ und s ∈ b′′ mit b′, b′′ ∈ M ′. Da M ′ total geordnet ist, haben wir b′ ⊆ b′′

oder b′′ ⊆ b′. Im ersten Fall ergibt sich r, s ∈ b′′ und somit r + s ∈ b. Im zweiten
Fall haben wir r, s ∈ b′ und somit r+ s ∈ b. Ebenso sieht man, dass für r ∈ R und
s ∈ b stets rs ∈ b gilt. Das verifiziert b ∈ M und somit ist b eine obere Schranke
von M ′ in M .

Zu (ii). Es sei p maximales Element inM . Wir zeigen, dass p prim ist. Wegen 1 ∈ S
gilt 1 6∈ p und somit p 6= R. Nehmen wir an, es existieren r1, r2 ∈ R\p mit r1r2 ∈ p.
Dann sind die Ideale p+ 〈ri〉 echte Obermengen von p und liegen somit nicht in M .
Also gibt es Elemente si ∈ p + 〈ri〉 ∩ S. Da S multiplikatives Monoid ist, hat man
s1s2 ∈ S. Andererseits gilt si = pi+ airi mit gewissen pi ∈ p und ai ∈ R. Nun liegt
r1r2 nach Annahme in p, und wir kommen zu einem Widerspruch:

s1s2 = p1p2 + p1a2r2 + p2a1r1 + a1a2r1r2 ∈ p ⊆ R \ S.
�

Folgerung 1.3.15. Jedes echte Ideal a ≤ R eines K1-Ringes R ist in einem ma-
ximalen Ideal m ≤ R enthalten.

Beweis. Man wende Satz 1.3.14 auf das multiplikative Monoid S = {1} an. �

Satz 1.3.16. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Das Nilradikal nR =
√
0 ist der Durchschnitt aller Primideale von R.

(ii) Für jedes a ≤ R ist
√
a der Durchschnitt aller Primideale p ⊆ R mit a ⊆ p.
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Beweis. Zu (i). Es bezeichne b den Durchschnitt aller Primideale von R. Wir zeigen
“nR ⊆ b”. Gilt a ∈ nR, so gibt es ein nmit an = 0. Folglich ist an in jedem Primideal
von R enthalten. Damit ist auch auch a in jedem Primideal von R enthalten.

Wir zeigen “nR ⊇ b”. Es sei b ∈ b. Nehmen wir an bn wäre für alle n ∈ Z≥0

von Null verschieden. Wir betrachten das multiplikative Monoid S := {1, b, b2, . . .}.
Dann gilt {0} ⊆ R \ S. Nach Satz 1.3.14 gibt es also ein Primideal p ⊆ R \ S.
Widerspruch.

Zu (ii). Wir betrachten die Projektion π : R→ R/a. Es gilt
√
a = π−1(nR/a). Weiter

entsprechen die Primideale in R/a vermöge p 7→ π−1(p) den Primidealen von R,
die a enthalten, siehe Folgerung 1.3.7. Damit ergibt sich die Behauptung. �

Satz 1.3.17. Es sei R ein K1-Ring, und es bezeichne NT(R) ⊆ R die Menge seiner
Nullteiler.

(i) Zu jedem r ∈ NT(R) gibt es ein Primideal p ⊆ R mit r ∈ p und p ⊆ NT(R).
(ii) Die Menge NT(R) ist eine Vereinigung von Primidealen von R.

Beweis. Nur für (i) ist etwas zu zeigen. Wir dürfen R 6= {0} annehmen. Ist r ∈ R
Nullteiler, so sind auch alle Elemente des Ideals 〈r〉 ≤ R Nullteiler. Weiter ist
S := R \NT(R) ein multiplikatives Monoid. Satz 1.3.14 liefert daher ein Primideal
p ⊆ R mit 〈r〉 ⊆ p ⊆ R \ S = NT(R). �

Satz 1.3.18. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Zu jeder Nichteinheit 0 6= r ∈ R \ R∗ gibt es ein maximales Ideal m ≤ R
mit r ∈ m und m ⊆ R \R∗.

(ii) Die Menge R \R∗ der Nichteinheiten ist eine Vereinigung von maximalen
Idealen.

Beweis. Für Aussage (i) betrachte man das multiplikative Monoid {1} und das
Ideal 〈r〉 ≤ R. Satz 1.3.14 liefert dann das gewünschte maximale Ideal. Aussage (ii)
folgt direkt aus (i). �

Definition 1.3.19. Es sei R ein K1-Ring. Das Jacobson-Radikal von R ist der
Durchschnitt jR aller maximalen Ideale von R.

Satz 1.3.20. Es sei R ein K1-Ring, und es sei r ∈ R. Folgende Aussagen sind
äquivalent:

(i) Es gilt r ∈ jR.
(ii) Für alle a ∈ R gilt 1− ar ∈ R∗.

Beweis. Zu “(i)⇒(ii)”. Nehmen wir an, ein Element der Form 1 − ar sei keine
Einheit. Dann ist 1−ar in einem maximalen Ideal m enthalten. Wegen jR ⊆ m liegt
r in m. Es folgt 1 ∈ m, Widerspruch.

Zu “(ii)⇒(i)”. Nehmen wir an, r liege nicht in jR. Dann gibt es ein maximales Ideal
m in R mit r 6∈ m. Dabei gilt R = m+ 〈r〉. Also hat man 1 = b+ ar mit Elementen
b ∈ m und a ∈ R. Das liefert 1− ar ∈ m, Widerspruch. �
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Aufgaben zu Abschnitt 1.3.

Aufgabe 1.3.21. Es sei R ein K1-Ring. Beweise die Äquivalenz folgender Aussagen.

(i) Es gibt genau ein Primideal in R.
(ii) Jedes Element von R ist Einheit oder nilpotent.
(iii) Der Faktorring R/nR ist ein Körper.

Aufgabe 1.3.22. Es sei K ein Körper, und es seien a1, . . . , an ∈ K gegeben. Zeige: Das
von T1 − a1, . . . , Tn − an in K[T1, . . . , Tn] erzeugte Ideal ist maximal.

Aufgabe 1.3.23. Es sei R ein K1-Ring. Beweise folgende Aussagen:

(i) Jedes Primideal p ⊆ R ist ein Radikalideal.
(ii) Jedes maximale Ideal m ⊆ R ist ein Radikalideal.
(iii) Das Jacobson-Radikal ist ein Radikalideal.
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1.4. Noethersche Ringe.

Erinnerung 1.4.1. Ein K1-Ring heißt Hauptidealring, falls jedes seiner Idea-
le Hauptideal ist. Ein Hauptidealbereich ist ein Hauptidealring, der zudem Inte-
gritätsring ist. Jeder euklidische Ring ist Hauptidealbereich. Insbesondere sind der
Ring Z der ganzen Zahlen sowie die Polynomringe K[T ] in einer Variablen über
einem Körper K Hauptidealbereiche.

Definition 1.4.2. Ein K1-Ring R heißt noethersch, falls jedes Ideal a ≤ R endlich
erzeugt ist, d.h. Elemente a1, . . . , an ∈ R existieren mit a = 〈a1, . . . , an〉.
Sprechweise 1.4.3. Es sei M eine Menge und M1 ⊆ M2 ⊆ . . . eine aufsteigende
Kette von Teilmengen Mi ⊆ M , wobei i ∈ Z≥1. Man sagt, dass M1 ⊆ M2 ⊆ . . .
stationär wird, falls es ein n ∈ Z≥1 gibt mit Mi =Mn für alle i ≥ n.
Satz 1.4.4. Es sei R ein K1-Ring. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) R ist noethersch.
(ii) Jede aufsteigende Kette a1 ⊆ a2 ⊆ . . . von Idealen ai ≤ R wird stationär.

Beweis. Zu “(i) ⇒ (ii)”. Es sei eine aufsteigende Kette a1 ⊆ a2 ⊆ . . . von Idealen
in ai ≤ R gegeben. Dann erhält man ein Ideal

a :=
⋃

i∈Z≥1

ai ≤ R.

Nach Voraussetzung ist a endlich erzeugt, etwa von Elementen a1, . . . , am. Wir
finden dann ein n ∈ Z≥1, sodass alle ai in an liegen. Offenbar gilt ai = an für i ≥ n.
Zu “(ii) ⇒ (i)”. Es sei a ≤ R ein Ideal. Nehmen wir an, a sei nicht endlich erzeugt.
Es gilt {0} =: a1 ( a. Folglich gibt es ein a2 ∈ a \ a1. Dann ist a2 := 〈a2〉 + a1
endlich erzeugt, und wir haben a1 ( a2 ( a. Fährt man diese Weise fort, so erhält
man eine echt aufsteigende unendliche Kette von Idealen. Widerspruch zu (ii). �

Satz 1.4.5 (Hilbertscher Basissatz). Ist R ein noetherscher Ring, so ist der Poly-
nomring R[T ] ebenfalls noethersch.

Beweis. Es seien R ein noetherscher Ring und a ≤ R[T ] ein Ideal. Zu i ∈ Z≥0

betrachten wir die Menge

ai :=

{
a ∈ R; es gibt ein f ∈ a mit f = aT i +

i−1∑

ν=0

aνT
ν

}
.

Dann ist jedes ai ein Ideal in R, und wir erhalten a0 ⊆ a1 ⊆ . . .. Da R noethersch
ist, wird diese Kette stationär. Es gibt also ein n ∈ Z≥0 mit ai = an für alle i ≥ n.
Jedes Ideal ai ≤ R ist endlich erzeugt, etwa ai = 〈ai1, . . . , aisi〉 mit aij ∈ R. Wir
wählen Polynome

fij = aijT
i +

i−1∑

ν=0

aijνT
ν ∈ a.

Wir behaupten, dass die fij , wobei i = 0, . . . , n und jeweils j = 1, . . . , si, bereits
das Ideal a erzeugen. Andernfalls findet man Elemente

g = aTm +

m−1∑

ν=0

aνT
ν ∈ a \ 〈fij ; i = 0, . . . , n, j = 1, . . . , si〉.
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Darunter gibt es auch ein g minimalen Grades m. Der Leitkoeffizient a von g liegt
in am. Mit d := min(m,n) erhalten wir eine Darstellung a =

∑
rjadj und somit

g′ := g − Tm−d
∑

rjfdj ∈ 〈fij ; i = 0, . . . , n, j = 1, . . . , si〉,
da deg(g′) < deg(g). Das impliziert jedoch g ∈ 〈fij ; i = 0, . . . , n, j = 1, . . . , si〉.
Widerspruch zur Wahl von g. �

Folgerung 1.4.6. Es sei R ein K1-Ring. Ist R noethersch, so ist auch der Poly-
nomring R[T1, . . . , Tn] noethersch.

Beweis. Wir verwenden Induktion über n. Im Fall n = 1 liefert der Hilbertsche
Basissatz direkt, dassR[T1] noethersch ist. Für den Induktionsschritt verwenden wir
die Isomorphie R[T1, . . . , Tn] ∼= R[T1, . . . , Tn−1][T ]. Nach Induktionsvoraussetzung
ist R[T1, . . . , Tn−1] noethersch. Nach dem Hilbertschen Basissatz ist dann auch
R[T1, . . . , Tn−1][T ] noethersch. �

Folgerung 1.4.7. (i) Z[T1, . . . , Tn] ist ein noetherscher Ring.
(ii) Ist K ein Körper, so ist K[T1, . . . , Tn] ein noetherscher Ring.

Folgerung 1.4.8 (Dicksons Lemma). Es seien K ein Körper und a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein Monomialideal. Dann gibt es endlich viele Monome T ν1 , . . . , T νr ∈ K[T1, . . . , Tn]
mit a = 〈T ν1 , . . . , T νr〉.

Beweis. Nach Folgerung 1.4.7 (ii) gilt a = 〈f1, . . . , fs〉 mit Polynomen f1, . . . , fs ∈
K[T1, . . . , Tn]. Satz 1.2.7 garantiert, dass alle Monome der fi in a liegen. Offensicht-
lich wird a von diesen Monomen erzeugt. �

Lemma 1.4.9. Es sei ϕ : R→ S ein Epimorphismus von Ringen. Ist R noethersch,
so ist auch S noethersch.

Beweis. Es sei b ≤ S ein Ideal. Dann ist a := ϕ−1(b) ein Ideal in R. Da R noethersch
ist, gilt a = 〈a1, . . . , an〉 mit gewissen ai ∈ R. Es folgt b = 〈b1, . . . , bn〉 mit bi :=
ϕ(ai). �

Folgerung 1.4.10. Es sei S ⊆ R eine Ringerweiterung, und es seien a1, . . . , an ∈
R. Ist S noethersch, so ist auch S[a1, . . . , an] noethersch.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Polynomringes gibt es einen Epi-
morphismus S[T1, . . . , Tn] → S[a1, . . . , an]. Die Behauptung folgt daher mit Lem-
ma 1.4.9. �

Satz 1.4.11. Es seien R ein K1-Ring und a ≤ R ein endlich erzeugtes Ideal.
Gilt a = 〈A〉 für eine beliebige Teilmenge A ⊆ R, so gibt es a1, . . . , ar ∈ A mit
a = 〈a1, . . . , ar〉.

Beweis. Es seien b1, . . . , bs ∈ R mit a = 〈b1, . . . , bs〉. Dann ist jedes dieser bi von
der Form

bi = ri1ai1 + . . .+ rimi
aimi

mit Elementen rij ∈ R und aij ∈ A. Somit kann man jedes a ∈ a als Linearkombi-
nation über den aij mit Koeffizienten in R darstellen. �

Definition 1.4.12. Es sei R ein Integritätsring. Ein Element 0 6= q ∈ R \R∗ heißt
irreduzibel, falls q = ab mit a, b ∈ R stets a ∈ R∗ oder b ∈ R∗ impliziert.
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Satz 1.4.13. Es sei R ein Integritätsring. Dann ist jedes Primelement p ∈ R
irreduzibel.

Beweis. Nach Definition gilt 0 6= p 6∈ R∗. Es sei nun p = ab mit a, b ∈ R. Da p
prim ist, gilt p | a oder p | b. Wir dürfen p | a annehmen. Dann haben wir a = rp
mit einem r ∈ R. Folglich erhalten wir p = ab = rpb. Da p 6= 0 gilt und R ein
Integritätsring ist, folgt rb = 1, d.h., b ist eine Einheit. �

Erinnerung 1.4.14. Einen IntegritätsringR nennt man faktoriell, falls jedes a ∈ R
mit 0R 6= a 6∈ R∗ eine Zerlegung a = p1 · · · pn mit Primelementen p1, . . . , pn ∈ R
besitzt. Jeder Körper ist trivialerweise faktoriell. Weiter ist jeder euklidische Ring
faktoriell. Insbesondere ist der Ring Z der ganzen Zahlen faktoriell. Ist R ein fak-
torieller Ring, so ist nach dem Satz von Gauß auch der Polynomring R[T1, . . . , Tn]
faktoriell.

Satz 1.4.15. Ein Integritätsring R ist genau dann faktoriell, wenn er die beiden
folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) Jedes irreduzible Element von R ist prim.
(ii) Jede aufsteigende Kette von Hauptidealen in R wird stationär.

Beweis. Es sei zunächst R faktoriell. Zum Nachweis von (i) sei q ∈ R irreduzibel.
Wir schreiben q = p1 · · · pr mit Primelementen pi ∈ R. Da q irreduzibel ist, muss
p2 · · · pr eine Einheit sein, d.h., es gilt p2 · · · prb = 1 mit einem b ∈ R. Insbesondere
sind damit auch p2, . . . , pr Einheiten. Es folgt r = 1 und wir erhalten q = p1. Zum
Nachweis von (ii) sei eine aufsteigende Kette von Hauptidealen 〈a1〉 ⊆ 〈a2〉 ⊆ . . .
gegeben. Wir schreiben a1 als Produkt von Primelementen, a1 = p1 · · · pr. Dann
haben wir

〈a1〉 = 〈a2〉 ⇐⇒ a2 = cp1 · · · pr mit c ∈ R∗,

〈a1〉 ( 〈a2〉 ⇐⇒ a2 = cpi1 · · · pis mit c ∈ R∗, s < r, 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ is ≤ r.
Analoges gilt für die weiteren Inklusionen 〈ak〉 ⊆ 〈ak+1〉. Insbesondere sehen wir,
dass bei jedem Schritt “(” die Anzahl der auftauchenden Primfaktoren echt ver-
kleinert wird. Folglich kann es nur endlich viele k mit 〈ak〉 ( 〈ak+1〉 geben. Die
Kette wird also stationär.

Es erfülle nun R die Bedingungen (i) und (ii). Wegen (i) genügt es zu zeigen, dass
man jedes 0 6= a ∈ R \R∗ als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben kann.
Nehmen wir an, a liesse sich nicht so darstellen. Dann gilt insbesondere a = a1a

′
1

mit a1, a
′
1 ∈ R \R∗, wobei etwa a1 kein Produkt irreduzibler Elemente ist. Ebenso

erhalten wir a1 = a2a
′
2 mit a2, a

′
2 ∈ R \R∗ wobei etwa a2 kein Produkt irreduzibler

Elemente ist. Iterieren dieses Prozesses liefert eine unendliche echt aufsteigende
Kette 〈a〉 ( 〈a1〉 ( 〈a2〉 ( . . ., Widerspruch. �

Folgerung 1.4.16. Es sei R ein noetherscher Integritätsring. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Jedes irreduzible Element von R ist prim.
(ii) Der Ring R ist faktoriell.

Folgerung 1.4.17. Jeder Hauptidealbereich R ist faktoriell.

Beweis. Nach Folgerung 1.4.16 ist lediglich zu zeigen, dass jedes irreduzible Element
q ∈ R prim ist. Wir zeigen zunächst, dass für jedes Ideal a ≤ R gilt

〈q〉 ( a =⇒ a = R.
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Da R Hauptidealring ist, gilt a = 〈a〉 mit einem a ∈ R. Also haben wir 〈q〉 ( 〈a〉
und somit q = ab mit einem b ∈ R, wobei b keine Einheit sein kann. Da q irreduzibel
ist, muss a eine Einheit sein. Das impliziert a = R.

Wir müssen zeigen, dass aus q | ab bereits q | a oder q | b folgt. Nehmen wir an,
dass q ∤ a und q ∤ b gelten. Dann gilt a 6∈ 〈q〉 und b 6∈ 〈q〉. Die Vorüberlegung liefert

〈a, q〉 = R = 〈b, q〉.
Es folgt

R = 〈a, q〉〈b, q〉 = 〈ab, aq, bq, q2〉 ⊆ 〈q〉.
Wobei die letzte Inklusion auf q | ab zurückgeht. Es folgt 〈q〉 = R. Insbesondere
ergibt sich 1R = cq mit einem c ∈ R. Widerspruch zu q 6∈ R∗. �
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Aufgaben zu Abschnitt 1.4.

Aufgabe 1.4.18. Betrachte den Ring R := K[T 2, T 3] ⊆ K[T ] und zeige folgende Aussa-
gen:

(i) R ist noethersch.
(ii) T 2 ist irreduzibel aber nicht prim.
(iii) 〈T 2, T 3〉 ist ein maximales Ideal.

(iv) Es gilt
√
〈T 2〉 = 〈T 2, T 3〉.

Aufgabe 1.4.19. Es seien K ein Körper und 0 6= p := a1T1 + . . .+ anTn ∈ K[T1, . . . , Tn],
wobei ai ∈ K. Zeige: Das Polynom p ist ein Primelement in K[T1, . . . , Tn].

Aufgabe 1.4.20. Es seien R ein faktorieller Ring und {0} 6= p ≤ R ein Primideal. Zeige:
Das Ideal p wird von Primelementen erzeugt. Ist R zudem noethersch, so wird p von
endlich vielen Primelementen erzeugt.

Aufgabe 1.4.21. Beweise folgende Aussagen über den Polynomring K[T1, T2].

(i) Die Polynome T2 − T 2
1 und T2 sind Primelemente in K[T1, T2]. Das Ideal 〈T2 −

T 2
1 , T2〉 ist kein Primideal in K[T1, T2].

(ii) Das 〈T1T2, T2 − 1〉 ist ein Primideal in K[T1, T2]. Das Polynom T1T2 ist kein
Primelement in K[T1, T2].

Aufgabe 1.4.22. Es sei K ein Körper. Bestimme alle Primelemente in K[T1, T2] der Form
aT 2

1 + bT1T2 + cT 2
2 + dT1 + eT2 + f , wobei a, b, c, d, e, f ∈ K.
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1.5. Monomialideale.

Erinnerung 1.5.1. Ein Monom in K[T1, . . . , Tn] ist ein Polynom der Form T ν =
T ν11 · · ·T νnn . Die Menge M(n) ⊆ K[T1, . . . , Tn] der Monome ist ein multiplikatives
Monoid und man hat zueinander inverse Isomorphismen von Monoiden

Zn≥0 ←→ M(n)

η : ν 7→ T ν ,

ν ←[ T ν :λ.

Ein Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn] heißt Monomialideal, wenn es von Monomen erzeugt
wird. Ein Polynom f ∈ K[T1, . . . , Tn] liegt genau dann in einem gegebenem Mono-
mialideal a, wenn jedes Monom von f in a liegt.

Definition 1.5.2. Wir bezeichnen mit Γn := Zn≥0 das additive Monoid aller ganz-

zahligen n-Tupel ν = (ν1, . . . , νn) mit ν1, . . . , νn ∈ Z≥0. Eine Teilmenge M ⊆ Zn

heißt Γn-invariant, falls Γn +M ⊆M gilt.

Beispiel 1.5.3. Von den beiden folgenden Teilmengen in Γ2 = Z2
≥0 ist die erste

Γ2-invariant, die zweite jedoch nicht:

Satz 1.5.4. Es seien K ein Körper und n ∈ Z≥0. Dann hat man zueinander inverse
Bijektionen {

Γn-invariante
Mengen M ⊆ Γn

}
←→

{
Monomialideale
a ⊆ K[T1, . . . , Tn]

}

M 7→ a(M) := 〈T µ; µ ∈M〉,
{µ; T µ ∈ a} =: λ(a) ←[ a.

Für je zwei Γn-invariante Teilmengen M1,M2 ⊆ Γn gelten die folgenden Iden-
titäten:

a(M1 ∩M2) = a(M1) ∩ a(M2),

a(M1 ∪M2) = a(M1) + a(M2),

a(M1 +M2) = a(M1)a(M2).

Insbesondere sind Durchschnitte, Summen und Produkte von Monomialidealen wie-
der Monomialideale.

Beweis. Für die Wohldefiniertheit der Zuordnungen ist zu zeigen, dass λ(a) eine
Γn-invariante Menge ist. Dazu seien ν ∈ Γn und µ ∈ λ(a) gegeben. Es gilt

T µ ∈ a ⇒ T νT µ ∈ a ⇒ T ν+µ ∈ a ⇒ ν + µ ∈ λ(a).

Wir zeigen nun, dass λ(a(M)) =M gilt. Die Inklusion “⊇” ist dabei offensichtlich.
Zum Nachweis von “⊆” sei ν ∈ λ(a(M)) gegeben. Dann gilt T ν ∈ a(M) und wir
haben eine Darstellung

T ν =
∑

fµT
µ

mit Polynomen fµ ∈ K[T1, . . . , Tn] und Elementen µ ∈ M . Folglich ist T ν von

der Form T ν = T ν
′

T µ = T ν
′+µ mit einem ν′ ∈ Γn und einem µ ∈ M . Mit der

Γn-Invarianz von M ergibt sich ν ∈M .
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Wir zeigen a(λ(a)) = a. Es genügt zu zeigen, dass beide Ideale dieselben Monome
enthalten. Es sei ν ∈ Γn gegeben. Mit der eben bewiesenen Identität λ(a(M)) =M
erhalten wir

T ν ∈ a ⇒ ν ∈ λ(a) ⇒ T ν ∈ a(λ(a)),

T ν ∈ a(λ(a)) ⇒ ν ∈ λ(a(λ(a))) = λ(a) ⇒ T ν ∈ a.

Wir zeigen a(M1 ∩M2) = a(M1)∩ a(M2). Als Durchschnitt Γn-invarianter Mengen
istM1∩M2 wieder Γn-invariant. Weiter ist a(M1)∩a(M2) ein Monomialideal, denn
für jedes f ∈ a(M1)∩ a(M2) liegen auch alle Monome von f in a(M1)∩ a(M2). Die
gewünschte Identität ergibt sich nun mit

T ν ∈ a(M1∩M2) ⇔ ν ∈M1∩M2 ⇔ ν ∈M1 und ν ∈M2 ⇔ T ν ∈ a(M1)∩a(M2).

Die Nachweise der beiden verbleibenden Identitäten verlaufen nach demselben Mu-
ster. �

Definition 1.5.5. Es sei M ⊆ Γn eine Γn-invariante Teilmenge. Wir nennen ein
Element µ ∈M eine Spitze von M , falls für alle µ′ ∈M und ν ∈ Γn gilt

µ = µ′ + ν =⇒ µ = µ′.

Beispiel 1.5.6. Eine Γ2-invariante Menge mit den Punkten (1, 2) und (2, 1) als
Spitzen:

Lemma 1.5.7. Es sei M ⊆ Γn eine Γn-invariante Teilmenge. Dann besitzt jedes
µ ∈M eine Darstellung µ = µ0 + ν mit einer Spitze µ0 von M und ν ∈ Γn.

Beweis. Für ν ∈ Γn setzen wir |ν| := ν1+ . . .+νn. Es sei nun µ ∈M gegeben. Ist µ
eine Spitze, so ist nichts zu zeigen. Ist µ keine Spitze, so haben wir eine Darstellung
µ = µ1 + ν1 mit µ 6= µ1 ∈M und ν1 ∈ Γn. Dabei gilt offenbar

|µ| = |µ1 + ν1| = |µ1|+ |ν1| > |µ1|.
Ist µ1 eine Spitze von M , so ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls erhalten wir wie
eben eine Darstellung µ1 = µ2+ν2 mit µ2 ∈M und ν2 ∈ Γn, wobei |µ1| > |µ2| gilt.
Iteration dieses Verfahrens liefert ein µr, das sich nicht mehr als µr = µr+1 + νr+1

mit µr 6= µr+1 schreiben lässt. Die gewünschte Darstellung von µ ist dann

µ = µr + νr + . . .+ ν1.

�

Satz 1.5.8. Es sei M ⊆ Γn eine Γn-invariante Teilmenge. Dann besitzt M nur
endlich viele Spitzen. Sind µ1, . . . , µr ∈M die Spitzen von M , so gilt

M = µ1 + Γn ∪ . . . ∪ µr + Γn, a(M) = 〈T µ1 , . . . , T µr〉.

Beweis. Es sei a := a(M) ⊆ K[T1, . . . , Tn] das zu M gehörige Monomialideal.
Nach Dicksons Lemma 1.4.8 gilt a = 〈T κ1 , . . . , T κs〉 mit Monomen T κ1, . . . , T κs ∈
K[T1, . . . , Tn]. Wir zeigen, dass jede Spitze µ0 ∈M unter den κi auftaucht. Wegen
T µ0 ∈ a gibt es Polynome g1, . . . , gs ∈ K[T1, . . . , Tn] mit

T µ0 = g1T
κ1 + . . . + gsT

κs .
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Ausmultiplizieren und Vergleich der Monome ergibt T µ0 = T νT κi für ein 1 ≤ i ≤ s
und ein ν ∈ Γn. Das bedeutet µ0 = κi + ν. Da µ0 eine Spitze von M ist, folgt
µ0 = κi. Also gibt es nur endlich viele Spitzen in M . Damit ist die erste Aussage
des Satzes bewiesen. Die zweite folgt sofort mit Lemma 1.5.7. �

Satz 1.5.9. Es seien M,N ⊆ Γn zwei Γn-invariante Teilmengen, und es seien
ν1, . . . , νr die Spitzen von N . Dann gilt

(a(M) : a(N)) = a

(
Γn ∩

r⋂

i=1

M − νi
)
.

Beweis. Zum Nachweis der Inklusion “⊆” sei c ∈ (a(M) : a(N)) gegeben. Dann gilt
insbesondere cT νi ∈ a(M) für alle 1 ≤ i ≤ r. Wir betrachten nun ein Monom T ν

von c. Nach Satz 1.2.7 liegt T ν+νi in a(M). Das bedeutet ν ∈ Γn ∩ (M − νi) für
alle 1 ≤ i ≤ r. Also liegen alle Monome von c und somit auch c selbst in dem Ideal
auf der rechten Seite.

Zur Inklusion “⊇”. Nach Definition wird das Ideal auf der rechten Seite erzeugt von
den Monomen T ν, wobei ν ∈ Γn mit ν + νi ∈M für alle 1 ≤ i ≤ r. Diese Monome
leisten T νT νi ∈ a(M) für jede Spitze νi von N . Satz 1.5.8 liefert T νa(N) ⊆ a(M)
und somit T ν ∈ (a(M) : a(N)) für die obigen Monome T ν. �

Definition 1.5.10. Die lexikographische Ordnung auf der Menge Zn ist definiert
durch

ν < µ : ⇐⇒ ν1 = µ1, . . . , νk−1 = µk−1, νk < µk für ein 1 ≤ k ≤ n.
Beispiel 1.5.11. In Z3 haben wir (1, 2, 3) < (2,−5, 0) und (2, 2, 4) < (2, 2, 7).

Bemerkung 1.5.12. Die lexikographische Ordnung auf Zn ist eine Totalordnung,
d.h., für je zwei ν, µ ∈ Zn gilt ν ≤ µ oder µ ≤ ν. Weiter hat man stets

ν < µ =⇒ ν + κ < µ+ κ.

Konstruktion 1.5.13. Für ein Element ν ∈ Γn definieren wir seinen Sockel ν̃ ∈ Γn
durch

ν̃ := (ν̃1, . . . , ν̃n), wobei ν̃i :=

{
1 νi > 0,

0 νi = 0.

Satz 1.5.14. Es seiM ⊆ Γn eine Γn-invariante Teilmenge mit den Spitzen µ1, . . . , µr.
Dann gilt

√
a(M) = 〈T µ̃1 , . . . , T µ̃r 〉.

Beweis. Zum Nachweis der Inklusion “⊆” sei c ∈
√
a(M) gegeben. Wir zeigen

c ∈ 〈T µ̃1 , . . . , T µ̃r〉 durch Induktion über die Anzahl s der Terme von c. Für s = 1

haben wir c = αT ν mit einem ν ∈ Γn. Die Bedingung c ∈
√
a(M) bedeutetmν ∈M

für ein m ∈ Z≥0. Also giltmν ∈ µi+Γn für ein 1 ≤ i ≤ r. Das impliziert ν ∈ µ̃i+Γn
und somit c ∈ 〈T µ̃1 , . . . , T µ̃r 〉
Für den Induktionsschritt s − 1 → s betrachten wir den “Leitterm” α0T

ν0 von c,
d.h., wir haben ν0 > ν für jeden Term αT ν von c. Nach Definition des Radikals√
a(M) gibt es ein m ∈ Z≥0 mit

cm = αm0 T
mν0 + c′ ∈ a(M).

Dabei ist c′ ein Polynom, dessen Terme βT µ stets µ < mν0 erfüllen. Satz 1.2.7
liefert Tmν0 ∈ a(M). Wie oben sehen wir T ν0 ∈ 〈T µ̃1 , . . . , T µ̃r 〉. Nach Induktions-
voraussetzung haben wir c− α0T

ν0 ∈ 〈T µ̃1 , . . . , T µ̃r 〉. Es folgt c ∈ 〈T µ̃1 , . . . , T µ̃r〉.
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Für die Inklusion “⊇” müssen wir lediglich zeigen, dass es eine Zahl mi ∈ Z≥0

gibt mit (T µ̃i)mi ∈ a(M). Offenbar hat mi := max(µi1, . . . , µin) die gewünschte
Eigenschaft. �

Satz 1.5.15. Es sei K ein Körper. Ein Monomialideal in K[T1, . . . , Tn] ist genau
dann prim, wenn es von Variablen erzeugt wird.

Beweis. Es sei zunächst a ≤ K[T1, . . . , Tn] ein von Variablen erzeugtes Ideal. Wir
dürfen annehmen, dass a = 〈Tk, . . . , Tn〉 gilt mit 1 ≤ k ≤ n. Dann hat man ein
kommutatives Diagramm

K[T1, . . . , Tn]

ϕ : Ti 7→




Ti i<k

0 i≥k
//

π
((◗◗

◗◗◗
◗◗◗

◗◗◗
◗◗

K[T1, . . . , Tk−1]

K[T1, . . . , Tn]/a

ϕ

66❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧

Wegen ker(ϕ) = a ist ϕ ein Isomorphismus. Insbesondere ist K[T1, . . . , Tn]/a ein
Integritätsring; siehe Folgerung 1.1.12. Weiter liefert Satz 1.3.5, dass a ein Primideal
ist.

Es sei nun a ≤ K[T1, . . . , Tn] ein primes Monomialideal. Dann gilt a = 〈T ν1 , . . . , T νr〉
mit Monomen T νi = T νi11 · · ·T νinn . Iteriertes Anwenden der Primidealeigenschaft
zeigt, das zu jedem T νi eine Variable Tj(i) mit Tj(i) | T νi in a enthalten sein muss.
Es folgt a = 〈Tj(1), . . . , Tj(r)〉. �

Satz 1.5.16. Es sei K ein Körper. Das Ideal in 〈T1, . . . , Tn〉 ≤ K[T1, . . . , Tn] ist
das einzige Monomialideal, das zugleich maximales Ideal ist.

Beweis. Der Faktorring K[T1, . . . , Tn]/〈T1, . . . , Tn〉 ist isomorph zum Körper K und
somit ist das Monomialideal 〈T1, . . . , Tn〉 maximal, siehe Satz 1.3.10. Ist weiter
a ≤ K[T1, . . . , Tn] ein maximales Monomialideal, so ist a nach Folgerung 1.3.11
insbesondere prim und wird deshalb gemäß Satz 1.5.15 von Variablen erzeugt. Also
gilt a ⊆ 〈T1, . . . , Tn〉. Mit der Maximalität folgt a = 〈T1, . . . , Tn〉. �
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Aufgaben zu Abschnitt 1.5.

Aufgabe 1.5.17. Berechne die Spitzen von
√
a und (a : b) für folgende Monomialideale

in K[T1, T2]:

a := 〈T 7
1 T

2
2 , T

3
1 T

4
2 , T

5
1 T2, T

6
1 , T

2
1 T

5
2 , T

4
1 T

2
2 , T1T

5
2 〉, b := 〈T 5

2 , T
2
1 T

3
2 , T1T

6
2 , T

3
1 〉.

Aufgabe 1.5.18. Beweise Satz 1.5.8 direkt, d.h., ohne Verwendung des Hilbertschen
Basissatzes bzw. des Dicksonschen Lemmas.

Aufgabe 1.5.19. Es sei a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Monomialideal. Zeige: Die Ordnung der
Menge Zn≥0 \ λ(a) ist gleich

• dem Supremum über die Längen r von Ketten echt aufsteigender Monomialideale
a = a1 ( . . . ( ar ( K[T1, . . . , Tn],

• der Dimension des K-Vektorraumes K[T1, . . . , Tn]/a.

Aufgabe 1.5.20. Es sei a := 〈T 3
2 , T

2
2 T1, T

2
1 T2, T

4
1 〉 ⊆ K[T1, T2]. Bestimme eine Kette

maximaler Länge von echt aufsteigenden Monomialidealen a = a1 ( . . . ( ar ( K[T1, T2].

Aufgabe 1.5.21. Gib ein Beispiel eines Monomialideals a an, das für jedes k ∈ Z≥0 eine
echt aufsteigende Kette von Monomialidealen a = a1 ( . . . ( ak erlaubt.
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2. Nullstellen und Ideale

2.1. Polynomiale Gleichungssysteme.

Definition 2.1.1. Es sei K ein Körper. Ein polynomiales Gleichungssystem über K
ist ein Gleichungssystem der Form

(2.1.1.1)

f1(z1, . . . , zn) = 0,
...

...
fm(z1, . . . , zn) = 0

mit Polynomen f1, . . . , fm ∈ K[T1, . . . , Tn]. Die Lösungsmenge des obigen Systems
ist definiert als

V (f1, . . . , fm) := {z ∈ Kn; f1(z) = . . . = fm(z) = 0} ⊆ Kn.

Bemerkung 2.1.2. Die linearen Gleichungssysteme sind genau die Systeme (2.1.1.1)
mit Polynomen f1, . . . , fm der Gestalt

fi = ai1T1 + . . .+ ainTn − bi, aij , bi ∈ K.

Die Theorie der linearen Gleichungssysteme ist gut verstanden; man hat einfache
Kriterien für Lösbarkeit und effiziente Verfahren zur Berechnung von Lösungen.

Definition 2.1.3. Es sei K ein Körper. Ein monomiales Gleichungssystem über K
in den Variablen T1, . . . , Tn ist ein Gleichungssystem der Form

(2.1.3.1)

T ν1 = 0,
...

...
T νm = 0,

T νi = T νi1 · · ·T νin , νi = (νi1, . . . , νin) ∈ Zn≥0.

Bemerkung 2.1.4. Für 1 ≤ j ≤ n bezeichnen wir die j-te Koordinatenhyperebene
in Kn mit

Hj := V (Tj) = {z ∈ Kn; zj = 0}.
Die Lösungsmenge des monomialen Gleichungssystems (2.1.3.1) kann man mittels
dieser Koordinatenhyperebenen darstellen als

V (T ν1 , . . . , T νm) =


 ⋃

ν1j>0

Hj


 ∩ . . . ∩


 ⋃

νmj>0

Hj


 .

Beispiel 2.1.5. Wir betrachten das folgende monomiale Gleichungssystem über
einem Körper K in den Variablen T1, T2, T3:

T1T2 = 0, T1T3 = 0, T2T3 = 0.

Nach Bemerkung 2.1.4 ist die Lösungsmenge dieses Gleichungssystems gegeben
durch

V (T1T2, T1T3, T2T3) = (H1 ∪H2) ∩ (H1 ∪H3) ∩ (H2 ∪H3)

= (H1 ∩H2) ∪ (H1 ∩H3) ∪ (H2 ∩H3)

=
(
K× {0} × {0}

)
∪
(
{0} ×K× {0}

)
∪
(
{0} × {0} ×K

)
.

Definition 2.1.6. Es sei K ein Körper. Ein binomiales Gleichungssystem über K
in den Variablen T1, . . . , Tn ist ein Gleichungssystem der Form

(2.1.6.1)

α1T
ν1 + β1T

µ1 = 0,
...

...
αmT

νm + βmT
µm = 0

mit Monomen T νi , T µi ∈ K[T1, . . . , Tn] und nichtverschwindenden Koeffizienten
αi, βi ∈ K∗.
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Definition 2.1.7. Es sei K ein Körper. Der Standard-n-Torus (über K) ist das
n-fache direkte Produkt Tn := K∗ × . . .×K∗ der multiplikativen Gruppe K∗.

Konstruktion 2.1.8. Jede Matrix A ∈ Mat(m,n;Z) definiert einen Homomor-
phismus abelscher Gruppen

ϕA : Tn → Tm, (t1, . . . , tn) 7→ (ta111 · · · ta1nn , . . . , tam1
1 · · · tamn

n ).

Für je zwei Matrizen A ∈Mat(m,n;Z) und B ∈ Mat(n, k;Z) gilt dabei ϕA ◦ ϕB =
ϕA·B. Insbesondere gilt ϕA−1 = ϕ−1

A , falls A ∈ Mat(n, n;Z) invertierbar ist.

Beweis. Es sei A ∈Mat(m,n;Z). Dann gilt offenbar ϕA(1, . . . , 1) = (1, . . . , 1). Für
je zwei Elemente t, s ∈ Tn erhalten wir

ϕA(ts) = ϕ(t1s1, . . . , tnsn)

= ((t1s1)
a11 · · · (tnsn)a1n , . . . , (t1s1)am1 · · · (tnsn)amn)

= (ta111 · · · ta1nn , . . . , tam1
1 · · · tamn

n )(sa111 · · · sa1nn , . . . , sam1
1 · · · samn

n )

= ϕA(t)ϕA(s).

Es weiterB ∈Mat(n, k;Z). Für tj ∈ K∗ betrachten wir tj := (1, . . . , 1, tj, 1, . . . , 1) ∈
Tk, wobei der Eintrag tj an der j-ten Stelle steht. Dann gilt

ϕA(ϕB(tj)) = ϕA(t
b1j
j , . . . , t

bnj

j )

= (t
A1∗·B∗j

j , . . . , t
Am∗·B∗j

j )

= (t
(A·B)1j
j , . . . , t

(A·B)mj

j )

= ϕA·B(tj).

Das allgemeine Element t ∈ Tk ist von der Form t = t1 · · · tk. Kombiniert man die
obige Identität mit der Homomorphieeigenschaft, so folgt ϕA(ϕB(t)) = ϕA·B(t). �

Beispiel 2.1.9. Einige Matrizen und ihre zugehörigen Homomorphismen (sie wer-
den später wieder auftauchen):

A =
(

−3 3 2
3 3 −2

)
 ϕA : (t1, t2, t3) 7→ (t−3

1 t32t
2
3, t

3
1t

3
2t

−2
3 ),

B =
(

1 0
1 1

)
 ϕB : (t1, t2) 7→ (t1, t1t2),

C =

(
1 1 −2
0 1 0
2 0 −3

)
 ϕC : (t1, t2, t3) 7→ (t1t2t

−2
3 , t2, t

2
1t

−3
3 ),

D =
(

1 0 0
0 6 0

)
 ϕD : (t1, t2, t3) 7→ (t1, t

6
2).

Bemerkung 2.1.10. Die Lösungen des Systems (2.1.6.1) innerhalb Tn sind genau
die Lösungen innerhalb Tn des folgenden Systems:

(2.1.10.1)

T ν1−µ1 = − β1

α1

...
...

T νm−µm = − βm

αm

BezeichnetA ∈ Mat(m,n;Z) die Matrix mit den Zeilen νi−µi, so ist die Lösungsmenge
des Systems (2.1.10.1) gegeben durch

ϕ−1
A (−β1/α1, . . . ,−βm/αm).
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Bemerkung 2.1.11. Für eine Matrix D ∈ Mat(m,n;Z) der Form D = (D′, 0) mit
einer Diagonalmatrix D′ ∈ Mat(m,m;Z) erhält man

ϕ−1
D (t) = d1

√
t1 × . . .× dm

√
tm × Tn−m ⊆ Tn,

wobei t = (t1, . . . , tm) ∈ Tm ein beliebiges Element sein kann und d
√
t ⊆ K die

Menge aller d-ten Wurzeln von t ∈ K bezeichnet:

d
√
t := {s ∈ K; sd = t}.

Beispiel 2.1.12. Für K = C, die Matrix D aus Beispiel 2.1.9 und t = (1, 1)
erhalten wir

ϕ−1
D (1, 1) =

{
(1, e

2πi
6 k, t); k = 0, . . . , 5, t ∈ C∗

}
.

Satz 2.1.13. Gegeben sei ein binomiales Gleichungssystem über einem Körper K
in den Variablen T1, . . . , Tn:

f1 := α1T
ν1 + β1T

µ1 = 0,
...

fm := αmT
νm + βmT

µm = 0.

Es sei A ∈ Mat(m,n;Z) die Matrix mit den Zeilen νi − µi. Weiter seien B ∈
Mat(m,m;Z) und C ∈ Mat(n, n;Z) invertierbar und D := BAC. Dann ist die
Lösungsmenge des Gleichungssystems auf Tn gegeben durch

V (f1, . . . , fm) ∩ Tn = ϕC

(
ϕ−1
D

(
ϕB

(
−β1
α1
, . . . ,−βm

αm

)))
.

Beweis. Es gilt A = B−1DC−1. Nach Konstruktion 2.1.8 und Bemerkung 2.1.10
erhalten wir

V (f1, . . . , fm) ∩ Tn = ϕ−1
A

(
−β1
α1
, . . . ,−βm

αm

)

= (ϕB−1 ◦ ϕD ◦ ϕC−1)−1

(
−β1
α1
, . . . ,−βm

αm

)

= ϕC

(
ϕ−1
D

(
ϕB

(
−β1
α1
, . . . ,−βm

αm

)))
.

�

Erinnerung 2.1.14 (Smith-Normalform). Es seien R ein euklidischer Ring und
A ∈ Mat(m,n;R) eine Matrix. Dann gibt es Elementarmatrizen B1, . . . , Bk ∈
Mat(m,m;R), und C1, . . . , Cl ∈ Mat(n, n;R) mit

Bk · · ·B1 · A · C1 · · ·Cl =

(
D′ 0
0 0

)
,

wobei D′ ∈ Mat(s, s;R) eine Diagonalmatrix mit nichtverschwindenden Diagonal-
einträgen d1, . . . , ds ∈ R ist, die den Teilbarkeitsbedingungen d1 | d2, . . . , ds−1 | ds
genügen.

Bemerkung 2.1.15. Ist eine Matrix A über einem euklidischen Ring gegeben,
so kann man explizit invertierbare Matrizen B und C bestimmen, sodass BAC
Smith-Normalform annimmt. Als Beispiel betrachten wir

A :=

(
−3 3 2
3 3 −2

)
∈ Mat(2, 3;Z).
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Wie im entsprechenden Verfahren für Matrizen über Körpern verschafft man sich B
und C, indem man die benötigten Zeilen- und Spaltenoperationen durch sukzessives
Anwenden auf Einheitsmatrizen mitführt:



(

−3 3 2
3 3 −2

)
,

(
1 0
0 1

)
,




1 0 0
0 1 0
0 0 1






ZOp(1;1,2) //


(

−3 3 2
0 6 0

)
,

(
1 0
1 1

)
,




1 0 0
0 1 0
0 0 1






SpOp(1;1,2) //


(

−3 0 2
0 6 0

)
,

(
1 0
1 1

)
,




1 1 0
0 1 0
0 0 1






SpOp(2;3,1) //


(

1 0 2
0 6 0

)
,

(
1 0
1 1

)


1 1 0
0 1 0
2 0 1






SpOp(−2;1,3) //


(

1 0 0
0 6 0

)
,

(
1 0
1 1

)
,




1 1 −2
0 1 0
2 0 −3






Damit haben wir die Smith-Normalform D von A sowie Matrizen B und C mit
D = BAC gefunden:

D :=

(
1 0 0
0 6 0

)
, B :=

(
1 0
1 1

)
, C :=




1 1 −2
0 1 0
2 0 −3


 .

Für das Lösen binomialer Gleichungssysteme genügt es, die Matrix D′ auf Dia-
gonalgestalt zu bringen; die aufsteigende Teilerbedingung für die Diagonaleinträge
braucht man nicht.

Beispiel 2.1.16. Wir betrachten das folgende binomiale Gleichungssystem über C
in den Variablen T1, T2, T3:

f1 := T 3
2 T

2
3 − T 3

1 = 0, f2 := T 3
1 T

3
2 − T 2

3 = 0.

Die Exponentenmatrix A, ihre Smith-Normalform D sowie die Transformationsma-
trizen B und C sind wie in Bemerkung 2.1.15.

Nach Satz 2.1.13 können wir die Lösungen des Systems in T3 folgendermaßen be-
rechnen:

V (f1, f2) ∩ T3 = ϕC
(
ϕ−1
D (ϕB (1, 1))

)

= ϕC({1} × 6
√
1×K∗)

=
{
(e

2πi
6 kt−2, e

2πi
6 k, t−3); k = 0, . . . , 5, t ∈ K∗

}
.

Die Lösungen außerhalb T3 liegen in den Koordinatenhyperebenen V (T1), V (T2)
und V (T3). Wir erhalten

V (f1, f2) ∩ V (T1) = V (f1, f2) ∩ V (T3) = {(0, z, 0); z ∈ C},
V (f1, f2) ∩ V (T2) = {(0, 0, 0)}.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.1.

Aufgabe 2.1.17. Es sei A ∈Mat(m,n;Z). Betrachte für K = C den zugehörigen Homo-
morphismus ϕA : Tn → Tm und zeige A = JϕA (1, . . . , 1), wobei JϕA (1, . . . , 1) die Jacobi-
matrix von ϕA im Punkt (1, . . . , 1) ∈ Tn bezeichnet.

Aufgabe 2.1.18. Bestimme die Lösungsmenge in C4 für das folgende Gleichungssystem:

T 5
2 T

4
3 T

6
4 − T 3

2 = 0, T 2
1 T

5
2 T4 − T1T

2
2 T

2
3 = 0, T1T

6
2 T

7
3 T

12
4 − T2T3T4 = 0.

Aufgabe 2.1.19. Bestimme die Lösungsmenge in C3 für das folgende Gleichungssystem:

T1T
2
2 − T 2

3 − T 2
2 = 0, T 3

2 T
6
3 = 1.
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2.2. Algebraische Mengen.

Vereinbarung 2.2.1. Von nun an ist K ein Körper mit unendlich vielen Elemen-
ten. Man hat dann einen kanonischen Monomorphismus kommutativer K-Algebren:

Φ: K[T1, . . . , Tn] → Abb(Kn,K),

f 7→ [x 7→ f(x)].

Wir dürfen die Polynome in K[T1, . . . , Tn] daher im folgenden als K-wertige Funk-
tionen auf dem Kn ansehen.

Definition 2.2.2. Eine Teilmenge X ⊆ Kn heißt algebraisch, falls es Polynome
f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn] gibt mit

X = V (f1, . . . , fr) := {x ∈ Kn; f1(x) = . . . = fr(x) = 0}.

Beispiel 2.2.3. (i) Kn = V (0) und ∅ = V (1) sind algebraische Mengen
in Kn.

(ii) Für jedes x ∈ Kn ist {x} = V (T1 − x1, . . . , Tn − xn) eine algebraische
Menge in Kn.

Beispiel 2.2.4 (Affine Unterräume). Die affinen Unterräume von Kn sind genau
die Lösungsmengen von Gleichungssystemen

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1,
...

...
am1x1 + . . .+ amnxn = bm,

mit Koeffizienten aij , bi ∈ K. Insbesondere ist jeder affine Unterraum von Kn eine
algebraische Menge.

Beispiel 2.2.5 (Ebene Quadriken). Eine Quadrik in R2 ist die Lösungsmenge einer
quadratischen Gleichung

ax2 + by2 + cxy + dx+ ey + f = 0.

Die Struktur der Lösungsmenge hängt dabei von den Koeffizienten ab; typische
Fälle sind hier skizziert:

x2

a2 − y2

b2
= 1x2

a2 + y2

b2
= 1

Ellipse Hyperbel

y2 = 2px

Parabel

xy = 0

Achsenkreuz

x2 = 0

Doppelte Gerade

x(x− 1) = 0

Parallele Geraden
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Beispiel 2.2.6 (Ebene Kubiken). Eine Kubik in R2 ist die Lösungsmenge einer
kubischen Gleichung

∑

i+j≤3

aijx
iyj = 0.

In Abhängigkeit von den Koeffizienten aij erhält man unterschiedliche Bilder —
das Geschehen ist hier deutlich komplizierter als bei den Quadriken.

y
2 = x

3
− ax y

2 = x
3

Neillsche ParabelGlatte Kubik

a → 0

Man kann hier Degenerationsphänomene beobachten: Durch geeignete Variation
eines Koeffizienten geht im obigen Beispiel eine glatte in eine singuläre Kubik über.

Beispiel 2.2.7 (Rationale Raumkurven). Es seien g1, . . . , gn−1 ∈ R[T ]. Dann ist
die zugehörige rationale Raumkurve

{(t, g1(t), . . . , gn−1(t)); t ∈ R}
eine algebraische Menge in Rn. Man erhält sie als Lösungsmenge des Gleichungs-
systems

x2 − g1(x1) = 0, . . . , xn − gn−1(x1) = 0.

Bemerkung 2.2.8. Es sei X ⊆ Rn eine algebraische Menge. Ohne eine Defini-
tion dafür gesehen haben zu müssen, hat man vielleicht eine intuitive Vorstellung
darüber, was zu verstehen ist unter

• den irreduziblen Komponenten von X .
• der Dimension von X ,
• einem singulären Punkt x ∈ X ,
• der Tangente bzw. der Tangentialebene an ein x ∈ X ,

Hinter diesen geometrisch motivierten Konzepten stehen konkrete algebraische De-
finitionen. Es ist eines unserer Ziele dieses Zusammenspiel von Algebra und Geo-
metrie kennenzulernen.

Definition 2.2.9. Es sei L ⊆ K[T1, . . . , Tn] eine beliebige Teilmenge. Dann ist das
zugehörige Nullstellengebilde in Kn definiert als

V (L) := {x ∈ Kn; f(x) = 0 für jedes f ∈ L} =
⋂

f∈L

V (f).
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Bemerkung 2.2.10. Es seien L1, L2 ⊆ K[T1, . . . , Tn] zwei Teilmengen. Dann hat
man

L1 ⊆ L2 =⇒ V (L1) ⊇ V (L2).

Erinnerung 2.2.11. Der Hilbertsche Basissatz besagt, dass K[T1, . . . , Tn] ein noe-
therscher Ring ist; d.h., jedes Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ist endlich erzeugt.

Satz 2.2.12. Für L ⊆ K[T1, . . . , Tn] seien a ⊆ K[T1, . . . , Tn] das von L erzeugte
Ideal und f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn] Erzeugende für a. Dann gilt

V (L) = V (a) = V (f1, . . . , fr).

Insbesondere ist das Nullstellengebilde V (L) auch für beliebige, nicht notwendiger-
weise endliche Teilmengen L ⊆ K[T1, . . . , Tn] eine algebraische Menge in Kn.

Beweis. Als unmittelbare Anwendung von Bemerkung 2.2.10 erhalten wir die In-
klusionen

V (L) ⊇ V (a) ⊆ V (f1, . . . , fr).

Wir zeigen weiter V (L) ⊆ V (a); der verbleibende Fall verläuft analog dazu. Es sei
z ∈ V (L). Ist f ∈ a, so gibt es eine Darstellung f =

∑
gihi mit gi ∈ K[T1, . . . , Tn]

und hi ∈ L. Das impliziert f(z) = 0 für jedes f ∈ a, und man erhält z ∈ V (a). �

Definition 2.2.13. Es sei X ⊆ Kn eine beliebige Teilmenge. Das zugehörige Ver-
schwindungsideal in K[T1, . . . , Tn] ist das Ideal

I(X) := {f ∈ K[T1, . . . , Tn]; f |X = 0} ⊆ K[T1, . . . , Tn].

Bemerkung 2.2.14. Es seien X1, X2 ⊆ Kn zwei Teilmengen. Dann hat man

X1 ⊆ X2 =⇒ I(X1) ⊇ I(X2).

Satz 2.2.15. Es seien Teilmengen L ⊆ K[T1, . . . , Tn] und X ⊆ Kn gegeben. Dann
gilt

L ⊆ I(V (L)), X ⊆ V (I(X)).

Ist X ⊆ Kn eine algebraische Menge, so hat man im zweiten Fall sogar die Gleicheit

X = V (I(X)).

Beweis. Die beiden ersten Inklusionen ergeben sich sofort aus den jeweiligen Defini-
tionen. Ist X ⊆ Kn algebraisch, so gilt X = V (a) mit einem Ideal a ⊆ K[T1, . . . Tn].
Es folgt a ⊆ I(V (a)). Bemerkung 2.2.10 liefert somit

V (I(X)) = V (I(V (a))) ⊆ V (a) = X.

�

Beispiel 2.2.16. Die Inklusionen aus 2.2.15 sind im allgemeinen keine Gleichhei-
ten:

(i) Für das Ideal 〈T 2〉 ⊆ K[T ] gilt

V (〈T 2〉) = {0}, I(V (〈T 2〉)) = 〈T 〉 ) 〈T 2〉.
(ii) Für die Teilmenge K∗ ⊆ K gilt

I(K∗) = {0}, V (I(K∗)) = K ) K∗.

Definition 2.2.17. Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Mengen. Eine Ab-
bildung ϕ : X → Y heißt algebraisch, falls es Polynome Φ1, . . . ,Φm ∈ K[T1, . . . , Tn]
gibt mit

ϕ(x) = (Φ1(x), . . . ,Φm(x)) für alle x ∈ X.
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Beispiel 2.2.18. Man kann die Neilsche Parabel V (T 3
1 − T 2

2 ) ⊆ K2 mittels einer
algebraischen Abbildung “parametrisieren”:

K → V (T 3
1 − T 2

2 ), x 7→ (x2, x2).

Bemerkung 2.2.19. Mit dem Begriff der algebraischen Abbildung können wir die
Kategorie der algebraischen Mengen einführen:

• Die Objekte sind Paare X ⊆ Kn, wobei X eine algebraische Menge in Kn

ist (n darf dabei variieren).
• Die Morphismen zwischen zwei Objekten X ⊆ Kn und Y ⊆ Km sind deren

algebraische Abbildungen.

Es gibt nun eine Reihe einleuchtender Forderungen, welche man an eine Kategorie
stellt:

• Sind Morphismen ϕ : X → Y und ψ : Y → Z gegeben, so muss eine Kom-
position ψ◦ϕ : X → Z erklärt sein. Dabei muss stets κ◦(ψ◦ϕ) = (κ◦ψ)◦ϕ
gelten.

• Es muss für jedes Objekt X ⊆ Kn einen Morphismus idX : X → X mit
den Eigenschaften der Identität geben, d.h., man hat stets ψ ◦ idX = ψ
und idX ◦ ϕ = ϕ.

In unserem vorliegenden Fall prüft man leicht nach, dass diese Eigenschaften vor-
liegen.

Bemerkung 2.2.20. Mit der vorangehenden Bemerkung haben wir insbesondere
einen Isomorphiebegriff für algebraische Mengen erklärt: X ⊆ Kn und Y ⊆ Km

sind isomorph, falls es polynomiale Abbildungen Φ: Kn → Km und Ψ: Km → Kn

gibt mit

Φ(X) ⊆ Y, Ψ(Y ) ⊆ X, Ψ ◦ Φ|X = idX , Φ ◦Ψ|Y = idY .
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Aufgaben zu Abschnitt 2.2.

Aufgabe 2.2.21. Gib Polynome f1, . . . , fm ∈ C[T1, T2] an, sodass V (f1, . . . , fm) =
{(0, 0), (1, 2), (3, 4)} gilt.
Aufgabe 2.2.22. Realisiere die Menge aller (m × n)-Matrizen A mit rg(A) ≤ k als
algebraische Menge in Km×n.

Aufgabe 2.2.23. Zeige, dass die Gruppe SLn(K) aller (n×n)-Matrizen der Determinan-
te 1 als algebraische Menge in Kn×n realisiert werden kann.

Aufgabe 2.2.24. Zeige, dass die Gruppe GLn(K) aller invertierbaren (n × n)-Matrizen
als algebraische Menge in Kn×n ×K realisiert werden kann.

Aufgabe 2.2.25. Ist die Menge aller symmetrischen (nilpotenten, diagonalisierbaren,
nicht diagonalisierbaren) (n × n)-Matrizen eine algebraische Menge in Mat(n × n,K) =
Kn×n ×K ?

Aufgabe 2.2.26. Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Mengen. Zeige: X × Y ist
eine algebraische Menge in Kn+m.

Aufgabe 2.2.27. Bestimme die Verschwindungsideale des Achsenkreuzes V (T1T2) ⊆ K2

und der Neilschen Parabel V (T 2
2 − T 3

1 ) ⊆ K2.

Aufgabe 2.2.28. Es seien f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn] Polynome vom Grad 1. Zeige: Es
gilt I(V (f1, . . . , fr)) = 〈f1, . . . , fr〉.
Aufgabe 2.2.29. Es seien X ⊆ Kn sowie Z ⊆ Y ⊆ Km algebraische Mengen, und es sei
ϕ : X → Y eine algebraische Abbildung. Zeige: Das Urbild ϕ−1(Z) ist eine algebraische
Menge in Kn.

Aufgabe 2.2.30. Bestimme, bis auf Isomorphie algebraischer Mengen, alle komplexen
Quadriken X ⊆ C2.

Aufgabe 2.2.31. Es sei K ein endlicher Körper. Beweise folgende Aussagen:

(i) Jede Teilmenge X ⊆ Kn ist Lösungsmenge eines (endlichen) polynomialen Glei-
chungssystems.

(ii) Jede Abbildung X → K ist Einschränkung einer polynomialen Abbildung.

Aufgabe 2.2.32. Es sei K ein Körper. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist K nicht algebraisch abgeschlossen, so läßt sich jede algebraische Menge X ⊆
Kn darstellen als X = V (f) mit einem f ∈ K[T1, . . . , Tn].

(ii) Ist K algebraisch abgeschlossen, so läßt sich {0} = V (T1, T2) ⊆ K2 nicht als
X = V (f) mit einem f ∈ K[T1, T2] darstellen.

Aufgabe 2.2.33. Es seiX ⊆ Cn eine algebraische Menge. Zeige: Ist X kompakt bezüglich
der metrischen Topologie, so ist X bereits endlich.
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2.3. Zariski-Topologie.

Erinnerung 2.3.1. Es sei X eine beliebige Menge. Eine Topologie auf X ist ein
System Ω von Teilmengen U ⊆ X mit folgenden Eigenschaften:

• Es gilt ∅ ∈ Ω und X ∈ Ω.
• Gilt Ui ∈ Ω für i ∈ I, so gilt

⋃
i∈I Ui ∈ Ω.

• Gilt U1, . . . , Ur ∈ Ω, so gilt
⋂r
i=1 Ui ∈ Ω.

Es sei nun Ω eine Topologie auf X . Dann nennt man X , bzw. das Paar (X,Ω),
einen topologischen Raum und die Elemente U ∈ Ω die offenen Mengen von X . Die
obigen Eigenschaften lassen sich dann formulieren als

(o1) die leere Menge und der gesamte Raum sind offen,
(o2) beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen,
(o3) endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.

Die abgeschlossenen Mengen von X sind genau die Komplemente A = X \ U mit
U ∈ Ω. Die abgeschlossenenMengen eines topologischen Raumes stehen in Bijektion
zu seinen offenen Mengen:

{offene Mengen von X} ←→ {abgeschlossene Mengen von X}
U 7→ X \ U

X \A ←[ A.

Man beachte, dass die beiden Zuordnungen invers zueinander sind. Die Eigenschaf-
ten (o1) bis (o3) offener Mengen entsprechen den folgenden Eigenschaften (a1) bis
(a3) abgeschlossener Mengen:

(a1) die leere Menge und der gesamte Raum sind abgeschlossen,
(a2) beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen,
(a3) endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Man kann eine Topologie auf einer Menge X also ebensogut durch die Angabe ihrer
abgeschlossenen Mengen spezifizieren: Erfüllen die Mengen A ⊆ X eines Systems
von Teilmengen die Eigenschaften (a1) bis (a3), so bilden die Komplemente U =
X \A eine Topologie auf X .

Erinnerung 2.3.2. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

• Sind ai, i ∈ I, Ideale in R, so ist ihre Summe definiert als
∑

i∈I

ai :=
{∑

ai; ai ∈ ai, ai = 0 für fast alle i ∈ I
}
.

• Sind a1, . . . , ar Ideale in R, so ist ihr Produkt definiert als

a1 · · · ar := 〈a1 · · ·ar; ai ∈ ai〉.
Satz 2.3.3. Die algebraischen Mengen des Kn sind die abgeschlossenen Mengen
einer Topologie auf Kn. Genauer gilt:

(i) ∅ = V (1) und Kn = V (0).
(ii) Ist Xj, j ∈ J , eine Familie algebraischer Mengen in Kn, so gilt

⋂

j∈J

Xj = V


∑

j∈J

I(Xj)


 .
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(iii) Sind X1, . . . , Xr algebraische Mengen in Kn, so gilt

r⋃

j=1

Xj = V




r⋂

j=1

I(Xj)


 = V




r∏

j=1

I(Xj)


 .

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Zu Aussage (ii): Mit Satz 2.2.15 erhalten wir

x ∈
⋂

j∈J

Xj ⇐⇒ x ∈
⋂

j∈J

V (I(Xj))

⇐⇒ f(x) = 0 für alle f ∈ I(Xj), j ∈ J
⇐⇒ f(x) = 0 für alle f ∈

∑

j∈J

I(Xj)

⇐⇒ x ∈ V


∑

j∈J

I(Xj)


 .

Zu (iii): Da das Produkt der Ideale I(X1), . . . , I(Xr) in ihrem Durchschnitt enthal-
ten ist, gilt

V




r⋂

j=1

I(Xj)


 ⊆ V




r∏

j=1

I(Xj)


 .

Zum Beweis der Behauptung sind daher nur die beiden folgenden Inklusionen (a)
und (b) nachzuweisen:

(a)

r⋃

j=1

Xj ⊆ V




r⋂

j=1

I(Xj)


 , (b) V




r∏

j=1

I(Xj)


 ⊆

r⋃

j=1

Xj .

Zu (a): Es sei x ∈ X1 ∪ . . . ∪ Xr. Dann liegt x in einem Xk. Somit verschwindet
jedes f ∈ I(X1) ∩ . . . ∩ I(Xr) in x. Das bedeutet x ∈ V (I(X1) ∩ . . . ∩ I(Xr)).

Zu (b): Es sei x ∈ V (I(X1) . . . I(Xr)). Nehmen wir an, x liege nicht in X1∪ . . .∪Xr.
Wegen Xj = V (I(Xj)) gibt es dann zu jedem j ein fj ∈ I(Xj) mit fj(x) 6= 0. Das
Produkt f1 · · · fr liegt in I(X1) · · · I(Xr) und verschwindet nicht in x. Widerspruch
zur Wahl von x. �

Definition 2.3.4. Die Topologie aus Satz 2.3.3 heißt die Zariski-Topologie auf Kn.

Beispiel 2.3.5. Für jeden Punkt a = (a1, . . . , an) ∈ Kn ist {a} ⊆ Kn eine abge-
schlossene Teilmenge, denn man hat

{a} = V (T1 − a1, . . . , Tn − an).

Beispiel 2.3.6. Die Zariski-Topologie auf K1 = K ist die kofinite Topologie, d.h.,
die abgeschlossenen echten Teilmengen von K sind genau die endlichen Mengen
in K: Es gilt

A ( X abgeschlossen ⇐⇒ A = V (a) mit einem Ideal {0} 6= a ⊆ K[T ]

⇐⇒ A = V (〈f〉) mit einem 0 6= f ∈ K[T ]

⇐⇒ A = V (f) mit einem 0 6= f ∈ K[T ]

⇐⇒ A endlich.
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Beispiel 2.3.7. Die Diagonale ∆ ⊆ K2 ist abgeschlossen bezüglich der Zariski-
Topologie, denn es gilt

∆ = {(t, t); t ∈ K} = V (T2 − T1).

Man beachte, dass ∆ nicht abgeschlossen ist bezüglich der Produkttopologie auf
K2 = K×K.

Erinnerung 2.3.8. Es sei (X,Ω) ein topologischer Raum. Der Abschluss einer
Teilmenge Y ⊆ X ist der Durchschnitt Y über alle abgeschlossenen Teilmengen
A ⊆ X , mit Y ⊆ A; die d.h., Y ⊆ X ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge,
welche Y enthält.

Satz 2.3.9. Für eine beliebige Teilmenge X ⊆ Kn ist ihr Abschluss bezüglich der
Zariski-Topologie gegeben als X = V (I(X)).

Beweis. Nach Definition ist V (I(X)) abgeschlossen. Weiter gilt X ⊆ V (I(X)). Es
bleibt zu zeigen, dass V (I(X)) in jeder abgeschlossenen Menge A ⊆ Kn mit X ⊆ A
enthalten ist. Mit Satz 2.2.15 erhalten wir

X ⊆ A =⇒ I(X) ⊇ I(A) =⇒ V (I(X)) ⊆ V (I(A)) = A.

�

Erinnerung 2.3.10. Es seien (X,Ω) ein topologischer Raum und Y ⊆ X eine
Teilmenge. Dann ist die Teilraumtopologie von Y in X das System

Ω|Y := {U ∩ Y ; U ∈ Ω}.

Definition 2.3.11. Die Zariski-Topologie einer algebraischen Menge X ⊆ Kn ist
ihre Teilraumtopologie in Kn.

Bemerkung 2.3.12. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Eine Teilmenge
U ⊆ X ist genau dann offen in X , wenn es ein Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn] gibt mit

U = X ∩ (Kn \ V (a)) = X \ V (a).

Satz 2.3.13. Die Zariski-Topologie auf einer algebraischen Menge X ⊆ Kn besitzt
die Trennungseigenschaft T1, d.h., jede einpunktige Teilmenge von X ist abgeschlos-
sen in X.

Beweis. Die Zariski-Topologie aufKn besitzt nach Beispiel 2.3.5 die T1-Eigenschaft.
Diese Eigenschaft wird an den Teilraum X vererbt: Für jedes a ∈ X ist Kn \ {a}
offen in Kn. Somit ist X\{a} = X∩(Kn\{a}) offen in X . Also ist {a} abgeschlossen
in X . �

Erinnerung 2.3.14. Es sei (X,Ω) ein topologischer Raum. Eine Basis für die
Topologie Ω ist eine Teilmenge B ⊆ Ω, sodass jede offene Menge U ⊆ X sich als
Vereinigung von Mengen aus B darstellen läßt.

Definition 2.3.15. Es seiX ⊆ Kn eine algebraischeMenge. Die zu f ∈ K[T1, . . . , Tn]
gehörige Hauptmenge in X ist die offene Menge

Xf := {x ∈ X ; f(x) 6= 0} = X \ V (f) ⊆ X.

Satz 2.3.16. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Dann bilden die Hauptmen-
gen Xf , wobei f ∈ K[T1, . . . , Tn], eine Basis der Zariski-Topologie auf X.
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Beweis. Es sei U ⊆ X eine offene Menge. Nach Definition der Zariski-Topologie
ist U somit von der Gestalt U = X \ V (a) mit einem Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn]. Die
Behauptung folgt nun rein mengentheoretisch:

U = X \ V (a)

= X \


⋂

f∈a

V (f)




=
⋃

f∈a

(X \ V (f))

=
⋃

f∈a

Xf .

�

Erinnerung 2.3.17. Eine Abbildung ϕ : X → Y topologischer Räume heißt ste-
tig, falls für jede offene Menge V ⊆ Y das Urbild ϕ−1(V ) offen in X ist. Letzteres
ist äquivalent dazu, dass für jede abgeschlossene Menge B ⊆ Y das Urbild ϕ−1(B)
abgeschlossen in X ist. Ist ϕ : X → Y eine stetige Abbildung topologischer Räume,
und sind X ′ ⊆ X sowie Y ′ ⊆ Y Teilmengen mit ϕ(X ′) ⊆ Y ′, so ist die Ein-
schränkung ϕ|X′ : X ′ → Y ′ stetig bezüglich der Teilraumtopologien auf X ′ und Y ′.

Satz 2.3.18. Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Mengen. Ist ϕ : X → Y
eine algebraische Abbildung, so ist ϕ stetig.

Beweis. Es sei ϕ : X → Y Einschränkung der polynomialen Abbildung Φ: Kn →
Km. Da X und Y die Teilraumtopologie in Kn bzw. Km tragen, genügt es zu zeigen,
dass Φ stetig ist. Dazu sei eine beliebige abgeschlossene Menge

B = V (f1, . . . , fr) ⊆ Km

gegeben. Wir müssen zeigen, dass das Urbild Φ−1(B) abgeschlossen in Kn ist. Dies
folgt jedoch sofort mit

Φ−1(B) = Φ−1(V (f1, . . . , fr))

= {x ∈ Kn; f1(Φ(x)) = . . . = fr(Φ(x)) = 0}
= V (f1 ◦ Φ, . . . , fr ◦Φ).

�
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Aufgaben zu Abschnitt 2.3.

Aufgabe 2.3.19. Es seienX eine Menge und Ai, wobei i ∈ I , eine Familie von Teilmengen
von X. Zeige:

X \
⋂

i∈I

Ai =
⋃

i∈I

(X \Ai), X \
⋃

i∈I

Ai =
⋂

i∈I

(X \Ai).

Aufgabe 2.3.20. Welche der folgenden Mengen ist algebraisch in R2:

(i) A := {(x1, x2) ∈ R2; x2 = sin(x1)},
(ii) B := {(sin(x), cos(x)); x ∈ R}?

Aufgabe 2.3.21. Gib Ideale a and b in K[T1, . . . , Tn] an, sodass ab 6= a ∩ b gilt.

Aufgabe 2.3.22. Es seien (X,Ω) ein topologischer Raum und Z ⊆ Y ⊆ X beliebige
Teilmengen.

(i) Zeige, dass Ω|Y tatsächlich eine Topologie ist.
(ii) Zeige, dass Ω|Z = (Ω|Y )|Z gilt.

Aufgabe 2.3.23. Es sei (X,Ω) ein topologischer Raum. Der Abschluss einer Teilmenge

A ⊆ X in X ist der Durchschnitt A über alle abgeschlossenen Mengen B ⊆ X mit A ⊆ B.
Zeige:

(i) Der Abschluss A einer Teilmenge A ⊆ X ist die kleinste abgeschlossene Teilmen-

ge A ⊆ X mit A ⊆ A.
(ii) Eine Teilmenge A ⊆ X ist genau dann abgeschlossen in X, wenn sie mit ihrem

Abschluss A übereinstimmt.
(iii) Für jede endliche Vereinigung A := A1∪ . . .∪An von Teilmengen A1, . . . An ⊆ X

gilt A = A1 ∪ . . . ∪ An.
(iv) Sind A ⊆ B ⊆ X Teilmengen, so ist der Abschluss von A in B (bezüglich der

Teilraumtopologie) gegeben durch A ∩B.

Aufgabe 2.3.24. Es seien X ein topologischer Raum, und es seien Ui ⊆ X offene Teil-
mengen mit

X =
⋃

i∈I

Ui.

Zeige: Eine Teilmenge A ⊆ X ist genau dann abgeschlossen in X, wenn für jedes i ∈ I die
Menge A ∩ Ui abgeschlossen in Ui ist.

Aufgabe 2.3.25. Vergleiche die Zariski-Topologie auf Cn mit der metrischen Topologie.

Aufgabe 2.3.26. Zeige: Die Zariski-Topologie auf K2 ist echt feiner als die durch die
Zariski-Topologie auf K induzierte Produkttopologie auf K2 = K×K.

Aufgabe 2.3.27. Es seien X, Y topologische Räume, und es sei ϕ : X → Y eine Abbil-
dung. Beweise die Aussagen aus Erinnerung 2.3.17:

(i) Die Abbildung ϕ : X → Y ist genau dann stetig, wenn für jede abgeschlossene
Teilmenge B ⊆ Y das Urbild ϕ−1(B) ⊆ X abgeschlossen ist.

(ii) Ist ϕ : X → Y stetig und sindX ′ ⊆ X sowie Y ′ ⊆ Y Teilmengen mit ϕ(X ′) ⊆ Y ′,
so ist die Einschränkung ϕ|X′ : X ′ → Y ′ stetig bezüglich der Teilraumtopologien
auf X ′ und Y ′.

Aufgabe 2.3.28. Es seien X = V (f1, . . . , fr) ⊆ Kn eine algebraische Menge und f ∈
K[T1, . . . , Tn]. Zeige: Man hat einen Homöomorphismus

Xf → V (g, f ′
1, . . . , f

′
r), x 7→ (x, f(x)−1),

wobei Xf ⊆ X die Teilraumtopologie bezüglich X trage und g, f ′
i ∈ K[T1, . . . , Tn+1] defi-

niert seien durch f ′
i(T1, . . . , Tn+1) := fi(T1, . . . , Tn) bzw. g := f(T1, . . . , Tn)Tn+1 − 1.

Aufgabe 2.3.29. Ist jede stetige Abbildung algebraischer Mengen algebraisch? Hinweis:
Betrachte die komplexe Konjugation C→ C, z 7→ z.
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Aufgabe 2.3.30. Es seien X := K ⊆ K und Y := V (T 3
1 − T 2

2 ) ⊆ K2. Zeige: Die (alge-
braische) Abbildung

ϕ : X → Y, z 7→ (z2, z3)

ist ein Homöomorphismus algebraischer Mengen, aber sie ist kein Isomorphismus algebrai-
scher Mengen.

Aufgabe 2.3.31. Es sei R ein beliebiger K1-Ring. Das Primspektrum von R ist die Menge
X := {p ≤R R; p prim} aller Primidieale von R. Betrachte die Zuordnungen

{Teilmengen von X} ←→ {Ideale von R}
Y 7→ I(Y ) := {f ∈ R; f ∈ p},

{p ∈ X; a ⊆ p} =: V (a) ← [ a.

Zeige: Die Mengen V (a), wobei a ≤R R, sind die abgeschlossenen Mengen einer Topologie
auf X; man nennt sie die Zariski-Topologie auf X. Zeige weiter:

(i) Für jede Teilmenge Y ⊆ X ist V (I(Y )) der Abschluss von Y in X.
(ii) Für p ∈ X ist {p} genau dann abgeschlossen, wenn p maximales Ideal ist.
(iii) Die Mengen X \ V (f), wobei f ∈ R, bilden eine Basis für die Topologie auf X.
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2.4. Irreduzible Komponenten.

Definition 2.4.1. Ein topologischer Raum X heißt

(i) unzusammenhängend, falls er eine Zerlegung X = A1 ∪A2 mit disjunkten
abgeschlossenen Teilmengen Ai 6= X erlaubt, bzw. zusammenhängend, falls
er nicht unzusammenhängend ist,

(ii) reduzibel, falls er leer ist oder eine Zerlegung X = A1 ∪A2 mit abgeschlos-
senen Teilmengen Ai 6= X erlaubt, bzw. irreduzibel, falls er nicht reduzibel
ist.

Bemerkung 2.4.2. Es sei X ein topologischer Raum.

(i) Ist X unzusammenhängend, so ist X reduzibel.
(ii) Ist X irreduzibel, so ist X zusammenhängend.

Beispiel 2.4.3. Wir versehen K2 mit der Zariski-Topologie und betrachten folgen-
de Teilräume:

(i) V (T1(T1 − 1)) ⊆ K2 ist unzusammenhängend, denn man hat

V (T1(T1 − 1)) = V (T1) ⊔ V (T1 − 1).

(ii) Das Achsenkreuz V (T1T2) ⊆ K2 ist reduzibel, denn es gilt

V (T1T2) = V (T1) ∪ V (T2).

Erinnerung 2.4.4. Es sei (X,Ω) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Y ⊆ X
heißt dicht in X , falls Y = X gilt.

Satz 2.4.5. Es sei X ein nichtleerer topologischer Raum. Dann sind äquivalent:

(i) X ist irreduzibel.
(ii) Je zwei nichtleere offene Mengen U,U ′ ⊆ X besitzen nichtleeren Durch-

schnitt.
(iii) Jede nichtleere offene Menge U ⊆ X liegt dicht in X.

Beweis. Zu
”
(i)⇒(ii)“: Falls U,U ′ ⊆ X nichtleere offene Mengen mit U ∩ U ′ = ∅

sind, ist X die Vereinigung der echten abgeschlossenen Teilmengen A := X \U und
A′ := X \ U ′, d.h., X ist reduzibel.

Zu
”
(ii)⇒(iii)“: Falls die nichtleere offene Menge U ⊆ X nicht dicht in X liegt, ist

U ′ := X \ U eine nichtleere offene Menge mit U ∩ U ′ = ∅.
Zu

”
(iii)⇒(i)“: Besitzt X eine Zerlegung X = A1 ∪ A2 mit echten abgeschlossenen

Teilmengen Ai ⊆ X , so ist die offene Menge U := X \A1 nicht leer und liegt nicht
dicht in X : Es gilt U ⊆ A2 6= X . �

Satz 2.4.6. Es sei X ein topologischer Raum. Ein Teilraum A ⊆ X ist genau dann
irreduzibel, wenn sein Abschluss A ⊆ X ein irreduzibler Teilraum ist.

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass A und somit auch der Abschluss A nicht leer
sind.

Es sei A irreduzibel. Nehmen wir an, A sei reduzibel; etwa A = A1 ∪ A2 mit
abgeschlossenen Teilmengen Ai ( A. Dann gilt Ai = A ∩ Bi mit abgeschlossenen
Teilmengen Bi ⊆ X . Mit A ⊆ A folgt

A = A ∩ (B1 ∪B2) = (A ∩B1) ∪ (A ∩B2).

Dabei haben wir A∩Bi ( A, da sonst A ⊆ Bi und somit A ⊆ Bi gelten müsste. Also
liegt eine Zerlegung von A in echte abgeschlossene Teilmengen vor. Widerspruch
zur Irreduzibilität von A.
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Es sei nun A irreduzibel. Nehmen wir an, A sei reduzibel; etwa A = A1 ∪ A2 mit
abgeschlossenen Teilmengen Ai ( A. Dann gilt Ai = A ∩ Bi mit abgeschlossenen
Teilmengen Bi ⊆ X . Es folgt

A = A ∩ (B1 ∪B2) = (A ∩B1) ∪ (A ∩B2).

Dabei gilt A ∩ Bi ( A, denn sonst hätte man A ⊆ Bi und somit A ⊆ Bi, was zu
A = Ai führen würde. Also liegt oben eine echte Zerlegung von A in abgeschlossene
Teilmengen vor. Widerspruch zur Irreduzibilität von A. �

Satz 2.4.7. Es seien X,Y topologische Räume, und es sei ϕ : X → Y eine stetige
Abbildung. Ist X irreduzibel, so ist auch der Teilraum ϕ(X) ⊆ Y irreduzibel.

Beweis. Nehmen wir an, ϕ(X) wäre reduzibel. Dann hätten wir eine Zerlegung
ϕ(X) = B1 ∪ B2 mit echten abgeschlossenen Teilmengen Bi ⊆ ϕ(X). Da ϕ stetig
ist, sind die Urbilder Ai := ϕ−1(Bi) abgeschlossen in X . Folglich hat man eine
Zerlegung X = A1 ∪ A2 in echte abgeschlossene Teilmengen Ai ⊆ X . Widerspruch
zu X irreduzibel. �

Erinnerung 2.4.8. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal a
in R heisst prim, falls a 6= R gilt und für je zwei f, g ∈ R mit fg ∈ a stets f ∈ a

oder g ∈ a gilt. Ein Ideal a ⊆ R ist genau dann prim, wenn R/a ein Integritätsring
ist.

Satz 2.4.9. Es seiX ⊆ Kn eine nichtleere algebraische Menge. Dann sind äquivalent:

(i) X ist irreduzibel.
(ii) Das Verschwindungsideal I(X) ⊆ K[T1, . . . , Tn] ist prim.

Beweis. Zu
”
(i)⇒(ii)“: Man beachte, dass X als irreduzibler Raum nicht leer ist.

Insbesondere ist I(X) ein echtes Ideal in K[T1, . . . , Tn]. Es seien nun Polynome
f, g ∈ K[T1, . . . , Tn] mit fg ∈ I(X) gegeben. Dann gilt

X = V (I(X)) ⊆ V (fg) = V (f) ∪ V (g).

Folglich haben wir eine Zerlegung des irreduziblen Raumes X in abgeschlossene
Teilmengen:

X = (X ∩ V (f)) ∪ (X ∩ V (g)).

In dieser Zerlegung können nicht beide Teilmengen echt sein; es muss alsoX ⊆ V (f)
oder X ⊆ V (g) gelten. Das bedeutet f ∈ I(X) oder g ∈ I(X).

Zu
”
(ii)⇒(i)“: Nehmen wir an es gelte X = X1 ∪ X2 mit abgeschlossenen Teil-

mengen Xi ( X . Man beachte, dass die Mengen Xi algebraisch in Kn sind. Mit
Bemerkung 2.2.15 erhalten wir deshalb

I(X) ( I(Xi).

Wir wählen nun fi ∈ I(Xi) \ I(X). Wegen X = X1 ∪X2 gilt f1f2 ∈ I(X). Wider-
spruch zu I(X) prim. �

Folgerung 2.4.10. Kn ist irreduzibel.

Beweis. Das einzige Polynom, das auf Kn identisch verschwindet, ist das Nullpoly-
nom. Also gilt I(Kn) = 〈0〉. Nun ist K[T1, . . . , Tn] nullteilerfrei. Folglich ist 〈0〉 ein
Primideal in K[T1, . . . , Tn]. �
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Definition 2.4.11. Ein topologischer Raum X heißt noethersch, falls er eine der
beiden folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt:

(i) Jede aufsteigende Kette U1 ⊆ U2 ⊆ . . . offener Mengen inX wird stationär.
(ii) Jede absteigende Kette A1 ⊇ A2 ⊇ . . . abgeschlossener Mengen in X wird

stationär.

Satz 2.4.12. Es sei X ein topologischer Raum, und es sei A ein Teilraum von X.
Ist X noethersch, so ist auch A noethersch.

Beweis. Es sei V1 ⊆ V2 ⊆ . . . eine aufsteigende Kette offener Mengen in A. Nach
Definition der Teilraumtopologie gibt es offene Mengen Ui ⊆ X mit Vi = Ui ∩ A
Wir betrachten die offenen Mengen

U ′
i := U1 ∪ . . . ∪ Ui.

Diese Mengen bilden eine aufsteigende Kette. Da X noethersch ist, wird die Kette
U ′
1 ⊆ U ′

2 ⊆ . . . stationär. Wegen Vi = U ′
i∩A wird dann auch die Kette V1 ⊆ V2 ⊆ . . .

stationär. �

Satz 2.4.13. Ist X ein noetherscher topologischer Raum, so ist X quasikompakt,
d.h., jede offene Überdeckung von X besitzt eine endliche Teilüberdeckung.

Beweis. Ws sei X überdeckt durch die offenen Mengen Ui, i ∈ I. Nehmen wir an,
diese Überdeckung besitze keine endliche Teilüberdeckung. Wir wählen ein i1 ∈ I
und setzen V1 := Ui1 . Nach Annahme, gibt es einen Punkt x ∈ X \V1. Dazu finden
wir ein i2 ∈ I und setzen V2 := V1 ∪ Ui2 . So verfahren wir weiter und erhalten
eine aufsteigende Kette V1 ( V2 ( . . . offener Mengen in X . Widerspruch zu X
noethersch. �

Satz 2.4.14. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Dann ist die Zariski-
Topologie auf X eine noethersche Topologie.

Beweis. Da X die Teilraumtopologie in Kn trägt, genügt es nach Satz 2.4.12 zu
zeigen, dass die Zariski-Topologie auf Kn noethersch ist. Dazu sei X1 ⊇ X2 ⊇ . . .
eine absteigende Kette algebraischer Mengen in Kn. Dann ist

I(X1) ⊆ I(X2) ⊆ . . .

eine aufsteigende Kette von Idealen in K[T1, . . . , Tn]. Da K[T1, . . . , Tn] noethersch
ist, wird diese Kette stationär. Folglich wird die Kette

V (I(X1)) ⊇ V (I(X2)) ⊇ . . .

ebenfalls stationär. Da jedes Xi algebraisch ist, gilt V (I(Xi)) = Xi. Also wird die
Kette X1 ⊇ X2 ⊇ . . . stationär. �

Satz 2.4.15. Es sei X ein nichtleerer noetherscher topologischer Raum. Dann gilt:

(i) X besitzt eine Zerlegung X = X1∪. . .∪Xn mit irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen Xi ⊆ X, sodass Xi 6⊆ Xj, falls i 6= j.

(ii) Die Mengen Xi aus (i) sind durch ihre Eigenschaft bis auf Nummerierung
eindeutig bestimmt.

Beweis. Zu (i): Es genügt zu zeigen, dass man X als endliche Vereinigung irredu-
zibler abgeschlossener Teilmengen darstellen kann. Wir nehmen an, X besitze keine
solche Zerlegung. Insbesondere muss X dann reduzibel sein. Wir finden also eine
Zerlegung

X = X1 ∪ X ′
1
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mit abgeschlossenen Teilmengen X1 ( X und X ′
1 ( X . Da X keine Zerlegung

in endlich viele irreduzible abgeschlossene Teilmengen besitzt, muss dies auch für
mindestens eine der Mengen X1, X

′
1 gelten. Wir dürfen annehmen, dass man X1

nicht als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen darstellen
kann. Wie eben finden wir eine Zerlegung

X1 = X2 ∪ X ′
2

mit abgeschlossenen Teilmengen X2 ( X1 und X ′
2 ( X1, sodass man X2 nicht als

endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen darstellen kann. Auf
diese Weise erhält man eine echt absteigende Kette

X ) X1 ) X2 ) . . .

Das steht im Widerpruch zur Noetherizität von X . Also muss X die gesuchte Zer-
legung besitzen.

Zu (ii): Es seien X = X1 ∪ . . . ∪Xn und X = X ′
1 ∪ . . . ∪X ′

m zwei Zerlegungen mit
den Eigenschaften aus i). Für jedes i = 1, . . . , n gilt dann

Xi =

m⋃

j=1

(Xi ∩X ′
j).

Da jedes Xi irreduzibel ist, gibt es zu jedem i ein j(i) mit Xi ⊆ X ′
j(i). Analog findet

man zu jedem j ein i(j) mit X ′
j ⊆ Xi(j). Ist ein i0 gegeben, so gilt

Xi0 ⊆ X ′
j(i0)

⊆ Xi(j(i0)).

Wegen der Irredundanz der Zerlegung X = X1 ∪ . . . ∪ Xn gilt i0 = i(j(i0)) und
folglich Xi0 = X ′

j(i0)
. Also erhält man eine Injektion

{X1, . . . , Xn} → {X ′
1, . . . , X

′
m}, Xi 7→ X ′

j(i) = Xi.

Analog erhält man eine Injektion

{X ′
1, . . . , X

′
m} → {X1, . . . , Xn}, X ′

j 7→ Xi(j) = X ′
j .

Das beweist {X1, . . . , Xn} = {X ′
1, . . . , X

′
m}. �

Definition 2.4.16. Es sei X ein nichtleerer noetherscher topologischer Raum, und
es sei X = X1 ∪ . . . ∪ Xn eine Zerlegung wie in 2.4.15. Man nennt die Xi die
irreduziblen Komponenten von X .

Beispiel 2.4.17. Die irreduziblen Komponenten des Achsenkreuzes X := V (T1T2)
sind X1 := V (T1) und X2 := V (T2). Offensichtlich sind X1, X2 echte abgeschlossene
Teilmengen von X , und es ist X = X1 ∪X2. Die Abbildungen

ϕ1 : K→ X, z 7→ (0, z), ϕ2 : K→ X, z 7→ (z, 0),

sind algebraisch und somit stetig. Ihre Bilder sind gerade X1 und X2. Da K nach
Folgerung 2.4.10 irreduzibel ist, gilt dies nach Bemerkung 2.4.7 auch für die Bilder
X1 und X2.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.4.

Aufgabe 2.4.18. Zeige, dass Cn bezüglich der metrischen Topologie zusammenhängend
und reduzibel ist.

Aufgabe 2.4.19. Zeige: Ein noetherscher topologischer Raum ist genau dann haus-
dorffsch, wenn er endlich ist und die diskrete Topologie besitzt.

Aufgabe 2.4.20. Bestimme die irreduziblen Komponenten der folgenden algebraischen
Menge:

V (T 2
1 − T2T3, T1T3 − T1) ⊆ K3.

Aufgabe 2.4.21. Zeige: Die irreduziblen Komponenten eines noetherschen topologischen
Raumes sind genau seine maximalen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen.

Aufgabe 2.4.22. Es seien X ein noetherscher topologischer Raum, A ⊆ X eine nicht
leere Teilmenge, und A = A1 ∪ . . .∪An die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Zeige:
A = A1 ∪ . . . ∪An ist die Zerlegung des Abschlusses von A in irreduzible Komponenten.

Aufgabe 2.4.23. Es sei X ein noetherscher topologischer Raum, und es sei X = X1 ∪
. . .∪Xn die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Zeige: Ist U ⊆ X eine nichtleere offene
Menge, so sind ihre irreduziblen Komponenten genau die nichtleeren Mengen der Form
Xi ∩ U , wobei i = 1, . . . , n.

Aufgabe 2.4.24. Es sei ϕ : X → Y eine stetige Abbildung noetherscher topologischer
Räume, und es sei Z ⊆ Y der Abschluss des Bildes ϕ(Y ). Zeige: Z besitzt höchstens so
viele irreduzible Komponenten wie X.

Aufgabe 2.4.25. Zeige, dass X := {A ∈ Mat(n, n;K); rg(A) ≤ 1} irreduzibel in
Mat(n, n;K) = Kn×n ist.

Aufgabe 2.4.26. Zeige, dass V (T 2
2 − T1T3, T

2
3 − T2T4, T

3
2 − T 2

1 T4) ⊆ K4 irreduzibel ist.

Aufgabe 2.4.27. Zeige, dass V (T 3
1 −T 2

2 ) ⊆ R2 zusammenhängend bezüglich der Zariski-
Topologie auf R2 ist; vergleiche Beispiel 2.2.6.

Aufgabe 2.4.28. Es seien a und b Ideale in R := K[T1, . . . , Tn], und es sei (a : b) = {f ∈
R; fh ∈ a für alle h ∈ b} der Idealquotient.

(i) Zeige, dass (a : b) ein Ideal in R ist, und dass V ((a : b)) ⊆ V (a) gilt.
(ii) Es sei Z die Vereinigung der irreduziblen Komponenten von V (a), die nicht in

V (b) enthalten sind. Zeige: Gilt a = I(V (a)), so gilt V ((a : b)) = Z.
(iii) Gib ein Beispiel mit a 6= I(V (a)) und V ((a : b)) 6= Z.

Aufgabe 2.4.29. Welche der folgenden Mengen in R2 sind algebraisch:

{(x, cos(x)) ∈ R2;x ∈ R}, {(sin(x), cos(x)) ∈ R2;x ∈ R}?
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2.5. Beispiele.

Satz 2.5.1. Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Mengen.

(i) Sind ϕ : X → Y eine algebraische Abbildung und B ⊆ Y eine abgeschlos-
sene Teilmenge, so ist ϕ−1(B) ⊆ X eine algebraische Menge in Kn.

(ii) Sind ϕ, ψ : X → Y algebraische Abbildungen, so ist {x ∈ X ; ϕ(x) = ψ(x)}
eine algebraische Menge in Kn.

(iii) Sind ϕ : X → Y eine algebraische Abbildung und X ′ ⊆ X sowie Y ′ ⊆ Y
abgeschlossen mit ϕ(X ′) ⊆ Y ′, so hat man eine algebraische Abbildung

ϕ|X′ : X ′ → Y ′, x 7→ y.

Beweis. Zu (i). Als algebraische Abbildung ist ϕ : X → Y nach Satz 2.3.18 stetig.
Also ist ϕ−1(B) ⊆ X abgeschlossen in X und somit auch in Kn.

Zu (ii). Die algebraischen Abbildungen ϕ, ψ : X → Y sind Einschränkungen poly-
nomialer Abbildungen Φ,Ψ: Kn → Km. Die Behauptung ergibt sich dann mit

{x ∈ X ; ϕ(x) = ψ(x)} = X ∩ V (Φ1 −Ψ1, . . . ,Φm −Ψm) ⊆ Kn.

Zu (iii). Es sei Φ: Kn → Km eine polynomiale Abbildung mit Φ|X = ϕ. Dann haben
wir Φ|X′ = ϕ|X′ . �

Bemerkung 2.5.2. Bilder algebraischer Mengen unter algebraischen Abbildungen
sind im allgemeinen nicht wieder algebraisch. Als Beispiel betrachten wir

π : K2 → K, (z1, z2) 7→ z1.

Das Bild der algebraischen Menge X := V (T1T2 − 1) ⊆ K unter π ist K∗ ⊆ K und
ist somit nicht algebraisch.

Konstruktion 2.5.3 (Produkt). Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Men-
gen. Dann ist X × Y ⊆ Kn+m eine algebraische Menge, und man hat algebraische
Abbildungen

πX : X × Y → X, (x, y) 7→ x, πY : X × Y → Y, (x, y) 7→ y.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass X × Y ⊆ Kn+m eine algebraische Menge ist.
Dazu schreiben wir

X = V (f1, . . . , fr) ⊆ Kn, Y = V (g1, . . . , gs) ⊆ Km

mit Polynomen fi ∈ K[T1, . . . , Tn] und gj ∈ K[T1, . . . , Tm]. Wir definieren Polynome
in K[T1, . . . , Tn+m] durch

f ′
i(T1, . . . , Tn+m) := fi(T1, . . . , Tn), g′i(T1, . . . , Tn+m) := gi(Tn+1, . . . , Tn+m).

Das mengentheoretische Produkt X × Y lässt sich dann als algebraische Menge in
Kn+m realisieren:

X × Y = (X ×Km) ∩ (Kn × Y ) = V (f ′
1, . . . , f

′
r, g

′
1, . . . , g

′
s).

Als Einschränkungen der beiden polynomialen Abbildungen πKn : Kn+m 7→ Kn

bzw. πKm : Kn+m 7→ Km sind πX und πY algebraische Abbildungen. �

Satz 2.5.4. Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Mengen mit den ir-
reduziblen Komponenten X1, . . . , Xr bzw. Y1, . . . , Ys. Dann sind Xi × Yj , wobei
1 ≤ i ≤ r und 1 ≤ j ≤ s die irreduziblen Komponenten der algebraischen Menge
X × Y ⊆ Kn+m.
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Lemma 2.5.5. Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km irreduzible algebraische Mengen.
Dann ist auch die algebraische Menge X × Y ⊆ Kn+m irreduzibel.

Beweis. Für jedes y ∈ Y und jedes x ∈ X haben wir algebraische und somit stetige
Abbildungen

ϕy : X → X × Y, x 7→ (x, y), ψx : Y → X × Y, y 7→ (x, y).

Es sei nun eine Zerlegung X × Y = Z1 ∪Z2 in abgeschlossene Teilmengen gegeben.
Nach Satz 2.4.7 ist {x}×Y = ψx(Y ) als Bild eines irreduziblen Raumes unter einer
stetigen Abbildung irreduzibel. Somit erhalten wir für jeden Punkt x ∈ X :

{x} × Y ⊆ Z1 oder {x} × Y ⊆ Z2.

Diese Aussagen können wir wie folgt umformulieren:

{x} × Y ⊆ Zi ⇐⇒ (x, y) ∈ Zi für alle y ∈ Y
⇐⇒ ϕy(x) ∈ Zi für alle y ∈ Y
⇐⇒ x ∈ Xi :=

⋂

y∈Y

ϕ−1
y (Zi)

Die Mengen X1, X2 ⊆ X sind abgeschlossen und, wie eben gesehen, erhalten wir
X = X1∪X2. Da X irreduzibel ist, folgt X = Xi für ein i. Damit gilt {x}×Y ⊆ Zi
für alle x ∈ X , und es folgt X × Y = Zi. �

Beweis von Satz 2.5.4. Nach Lemma 2.5.5 sind die algebraischen MengenXi×Yj ⊆
Km+n irreduzibel. Foglich haben wir eine Zerlegung in irreduzible abgeschlossene
Teilmengen:

X × Y =

(⋃

i

Xi

)
×


⋃

j

Yj


 =

⋃

i,j

Xi × Yj .

Es ist also nur noch zu zeigen, dass diese Zerlegung irredundant ist. Das ist jedoch
klar, denn aus Xi × Yj ⊆ Xk × Yl folgt Xi ⊆ Xk sowie Yj ⊆ Yl und damit Xi = Xk

sowie Yj = Yl. �

Konstruktion 2.5.6 (Graph). Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Men-
gen, und es sei ϕ : X → Y eine algebraische Abbildung. Dann ist der Graph

Γϕ := {(x, ϕ(x)); x ∈ X} ⊆ X × Y
eine algebraische Menge in Kn+m, und man hat ein kommutatives Diagramm alge-
braischer Abbildungen

Γϕ
prX : (x,y) 7→x

~~⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥ prY : (x,y) 7→y

  ❅
❅❅

❅❅
❅❅

X ϕ
// Y

Dabei ist die Projektion prX : Γϕ → X , (x, y) 7→ x ein Isomorphismus algebraischer
Mengen mit Umkehrmorphismus

ıX : X → Γϕ, x 7→ (x, ϕ(x)).

Beweis. Es sei Φ: Kn → Km eine polynomiale Abbildung mit Φ|X = ϕ. Dann
haben wir polynomiale Abbildungen

πKm : Kn+m → Km, (z, w) 7→ w, Ψ: Kn+m → Km, (z, w) 7→ Φ(z).



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 61

Mit Satz 2.5.1 (ii) erhalten wir sofort, dass der Graph Γϕ eine algebraische Menge
in Kn+m ist: Es gilt

Γϕ = X × Y ∩ {(z, w) ∈ Kn+m; πKm(z, w) = Ψ(z, w)}.
Das Diagramm in der Konstruktion ist offensichtlich kommutativ und die Projek-
tionen sind nach Satz 2.5.1 (iii) algebraische Abbildungen.

Weiter ist ıX offensichtlich eine Umkehrabbildung zu prX , und sie ist Einschränkung
der polynomialen Abbildung

Kn → Kn+m, z 7→ (z,Φ(z)).

�

Konstruktion 2.5.7 (Faserprodukt). Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebrai-
sche Mengen und ϕ : X → Z sowie ψ : Y → Z algebraische Abbildungen in eine
algebraische Menge Z ⊆ Kl. Dann ist

X ×Z Y := {(x, y) ∈ X × Y ; ϕ(x) = ψ(y)} ⊆ X × Y
eine algebraische Menge in Kn+m, und man hat ein kommutatives Diagramm alge-
braischer Abbildungen

X ×Z Y
πX : (x,y) 7→x

zz✈✈
✈✈
✈✈
✈✈
✈

πY : (x,y) 7→y

##❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍

��

X

ϕ
$$■

■■
■■

■■
■■

■ Y

ψ
zz✈✈
✈✈
✈✈
✈✈
✈✈

Z

Beweis. Als algebraische Abbildungen sind ϕ : X → Z und ψ : Y → Z Einschrän-
kungen polynomialer Abbildungen Φ: Kn → Kl bzw. Ψ: Km → Kl. Es seien weiter
πKn und πKm die Projektionen von Kn+m auf Kn bzw. Km. Dann erhalten wir

X ×Z Y = X × Y ∩ V (Φ1 ◦ πKn −Ψ1 ◦ πKm , . . . ,Φl ◦ πKn −Ψl ◦ πKm),

Folglich ist X ×Z Y algebraisch in Kn+m. Die Kommutativität des Diagramms ist
offensichtlich, und die Tatsache, dass die beteiligten Abbildungen Morphismen sind,
ergibt sich mit Satz 2.5.1 (iii). �

Bemerkung 2.5.8. Sind ϕ : X → Z sowie ψ : Y → Z algebraische Abbildungen
irreduzibler algebraischer Mengen X,Y, Z, so ist X ×Z Y im allgemeinen nicht
irreduzibel. Als Beispiel betrachten wir X = Y = Z = K2 und

ϕ : X → Z, (u, v) 7→ (u, uv), ψ : Y → Z, (z, w) 7→ (z, zw).

Dann ist die algebraische Menge X ×Z Y in K4 reduzibel. Ihre Zerlegung in irre-
duzible Komponenten ist konkret gegeben durch

X ×Z Y = {(u, v, z, w); u = z, uv = zw}
= V (T1 − T3, T2 − T4) ∪ V (T1, T3).
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Aufgaben zu Abschnitt 2.5.

Aufgabe 2.5.9. Es seien X ⊆ Kn, Y ⊆ Km und Z ⊆ Kl algebraische Mengen. Zeige: Sind
ϕ : Z → X und ψ : Z → Y algebraische Abbildungen, so gibt es eine eindeutig bestimmte
algebraische Abbildung κ : Z → X × Y mit πX ◦ κ = ϕ und πY ◦ κ = ψ.

Aufgabe 2.5.10. Es seien X ⊆ Kn, Y ⊆ Km und Z ⊆ Kl algebraische Mengen. Zeige:
Man hat Isomorphien algebraischer Mengen in Kn+m bzw. Kn+m+l:

X × Y ∼= Y ×X, (X × Y )× Z ∼= X × (Y × Z).
Aufgabe 2.5.11. Es seien X ⊆ Kn, Y ⊆ Km, Z ⊆ Kl algebraische Mengen und ϕ : X →
Z sowie ψ : Y → Z. Zeige: Sind A ⊆ Kr eine algebraische Menge und ϕ′ : A → X und
ψ′ : A → Y algebraische Abbildungen mit ϕ ◦ ϕ′ = ψ ◦ ψ′, so gibt es eine eindeutig
bestimmte algebraische Abbildung κ : A→ X ×Z Y mit α ◦ κ = ϕ ◦ ϕ′ = ψ ◦ ψ′.
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3. Gröbnerbasen

3.1. Division mit Rest.

Erinnerung 3.1.1. Es seien K ein Körper und K[T1, . . . , Tn] der Polynomring in
den Variablen T1, . . . , Tn. Ein Monom in T1, . . . , Tn ist ein Polynom der Form

T ν = T ν11 · · ·T νnn , wobei ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Zn≥0.

Die Menge M(n) ⊆ K[T1, . . . , Tn] aller Monome ist ein multiplikatives Untermonoid
von K[T1, . . . , Tn]. Man hat zueinander inverse Monoidisomorphismen

Zn≥0 ←→ M(n)

ν 7→ T ν,

ν ←[ T ν.

Definition 3.1.2. EineMonomordnung auf der Menge M(n) ist eine Totalordnung
“≥” auf M(n), sodass stets gilt

T ν ≥ 1, T ν ≥ T µ =⇒ T κT ν ≥ T κT µ.

Bemerkung 3.1.3. Ist “≥” eine Monomordnung auf M(n), so gilt T νT µ ≥ T µ

für je zwei T ν, T µ ∈M(n).

Beispiel 3.1.4 (Lexikographische Monomordnung). Für zwei Monome T ν , T µ ∈
M(n) setzt man

T ν >lex T µ :⇐⇒ ν1 = µ1, . . . , νk−1 = µk−1, νk > µk für ein 1 ≤ k ≤ n.

Beispielsweise haben wir in M(3):

T 2
1 T2T3 >lex T1T

2
2 T

2
3 >lex T1T2T

3
3 .

Beispiel 3.1.5 (Homogen-Lexikographische Monomordnung). Für zwei Monome
T ν, T µ ∈M(n) setzt man

T ν >hlex T µ :⇐⇒ ν1 + . . .+ νn > µ1 + . . .+ µn

oder

ν1 + . . .+ νn = µ1 + . . .+ µn und T ν >lex T
µ.

Beispielsweise haben wir in M(3):

T1T
2
2 T

2
3 >hlex T1T2T

3
3 >hlex T 2

1 T2T3.

Satz 3.1.6. Es sei “≥” eine Monomordnung auf M(n). Dann wird jede absteigende
Folge T ν1 ≥ T ν2 ≥ T ν3 ≥ . . . in M(n) stationär. Insbesondere besitzt jede nichtleere
Teilmenge von M(n) ein (eindeutiges) minimales Element.

Beweis. Wir betrachten das von den T νi , i ∈ Z≥1, erzeugte Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn].
Nach Satz 1.4.11 gilt a = 〈T ν1 , . . . , T νk〉 für ein k ∈ Z≥1. Jedes T

νi besitzt daher
eine Darstellung

T νi = f1T
ν1 + . . . + fkT

νk

mit f1, . . . , fk ∈ K[T1, . . . , Tn]. Es folgt, dass T
νi ein Vielfaches eines Monoms T νj

mit 1 ≤ j ≤ k ist. Also gilt T νi ≥ T νj . Für jedes i ≥ k hat man andererseits
T νj ≥ T νk ≥ T νi. Das impliziert T νi = T νk = T νj . �
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Definition 3.1.7. Es sei “≥” eine Monomordnung aufM(n) und es sei ein Polynom
f =

∑
aνT

ν ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben.

(i) Der Multigrad von f ist das maximale ν ∈ Zn≥0 mit aν 6= 0.

(ii) Das Leitmonom von f ist das maximale T ν ∈M(n) mit aν 6= 0.

(iii) Der Leitterm von f ist f̂ := aνT
ν , wobei T ν das Leitmonom von f ist.

(iv) Der Leitkoeffizient von f ist der Koeffizient aν des Leitterms f̂ = aνT
ν.

Beispiel 3.1.8. Das Polynom f = T 2
1 T2T3 + 2T1T

2
2 T

2
3 + 5T1T2T

3
3 ∈ K[T1, T2, T3]

besitzt den Leitterm

• f̂ = T 2
1 T2T3 bezüglich der lexikographischen Ordnung,

• f̂ = 2T1T
2
2 T

2
3 bezüglich der homogen-lexikographischen Ordnung.

Konstruktion 3.1.9. Es sei “≥” eine Monomordnung auf M(n) und es seien
Polynome p, g ∈ K[T1, . . . , Tn] mit ĝ | p̂ gegeben. Dann hat man eine Darstellung

p =
p̂

ĝ
g +

(
p− p̂

ĝ
g

)
= qg(p)g + pg

mit Polynomen qg(p) := p̂
ĝ und pg := p − p̂

ĝg. Dabei ist entweder das Leitmonom

von pg echt kleiner als das von p oder es gilt pg = 0.

Konstruktion 3.1.10 (Division mit Rest). Es sei “≥” eine Monomordnung auf
M(n) und es seien Polynome f, g1, . . . , gs ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben.

• Setze q1 := 0, . . . , qs := 0, r := 0, p := f .
• Solange p 6= 0 gilt wiederhole:

(a) Solange es ein i gibt mit ĝi | p̂ setze

qi := qi + qgi(p), p := pgi .

(b) Falls ĝi ∤ p̂ für alle i gilt, setze

r := r + p̂, p := p− p̂.

Dieses Verfahren terminiert nach endlich vielen Schritten. Die konstruierten Poly-
nome q1, . . . , qs, r ∈ K[T1, . . . , Tn] leisten

f = q1g1 + . . .+ qsgs + r.

für den Rest r gilt r = 0, oder es wird keiner der Terme von r durch einen der
Leitterme ĝ1, . . . , ĝs geteilt.

Beweis. In jedem Rechenschritt des Verfahrens wird das Leitmonom von p echt
verkleinert. Satz 3.1.6 garantiert daher, dass das Verfahren nach endlich vielen
Schritten mit p = 0 terminiert. Zu jedem Zeitpunkt des Verfahrens gilt

f = q1g1 + . . .+ qsgs + p+ r.(3.1.10.1)

Dies ist klar für den Start. Wird p in (a) durch pgi ersetzt, so liefert p = qgigi+ pgi
den Erhalt von (3.1.10.1). Wird p in (b) durch p− p̂ ersetzt, so wird r durch r + p̂
ersetzt, sodass (3.1.10.1) auch in diesem Schritt erhalten bleibt. �

Bemerkung 3.1.11. Das Ergebnis des Verfahren 3.1.10 hängt von der gewählten
Reihenfolge der gi ab. Insbesondere ist das Polynom r nicht eindeutig durch seine
Eigenschaften bestimmt. Als konkretes Beispiel betrachten wir K[T1, T2, T3], die
lexikographische Ordnung auf M(n) und die Polynome

f := T 2
1 + T2 + T3, g1 := T 2

1 − T2, g2 := T 2
1 + T3.
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In der Initialisierung wird q1 = q2 = 0 = r und p = f gesetzt. Führen wir in (a) die
erste Division mit ĝ1 durch, so erhalten wir q1 := qg1(p) = 1 und p := pg1 = 2T2+T3.
Kein ĝi teilt dann mehr p̂. Ausführung von (b) liefert zunächst r = 2T2 und nach
einem weiteren Schleifendurchlauf r = 2T2 + T3. Man endet also mit

f = q1g1 + r = (T 2
1 − T2) + (2T2 + T3).

Führen wir in (a) die erste Division mit ĝ2 durch, so erhalten wir q2 := qg2(p) = 1
und p := pg2 = T2. Kein ĝi teilt dann mehr p̂. Ausführung von (b) liefert r = T2.
Man endet in diesem Fall mit

f = q2g2 + r = (T 2
1 + T3) + T2.

Definition 3.1.12. Es sei “≥” eine Monomordnung aufM(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein Ideal.

(i) Das zu dem Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn] gehörige Leittermideal ist definiert als

â := 〈f̂ ; f ∈ a〉.
(ii) Eine Teilmenge {g1, . . . , gs} ⊆ a nennt man eine Gröbnerbasis für das

Ideal a, falls â = 〈ĝ1, . . . , ĝs〉 gilt.

Beispiel 3.1.13. Wir betrachten die Polynome f1 := T 2
1 − T2 und f2 := T 2

1 + T3
sowie das Ideal a := 〈f1, f2〉 in K[T1, T2, T3]. Es gilt

f := f2 − f1 = T2 + T3 ∈ a.

Bezüglich der lexikographischen Monomordnung erhält man für die Leitterme und
das Leittermideal:

f̂1 = f̂2 = T 2
1 , f̂ = T2, â = 〈f̂1, f̂2, f̂〉.

Insbesondere sehen wir, dass {f1, f2, f} eine Gröbnerbasis ist, {f1, f2} hingegen
nicht.

Satz 3.1.14. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein Ideal.

(i) Die Leitterme f̂ , wobei f ∈ a, erzeugen â als K-Vektorraum.
(ii) Jedes Monom in â ist Leitterm eines Elements aus a.
(iii) Das Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn] besitzt eine Gröbnerbasis.
(iv) Ist {g1, . . . , gs} eine Gröbnerbasis für a, so gilt 〈g1, . . . , gs〉 = a.

Beweis. Wir zeigen (i); Aussage (ii) ist dann eine direkte Folgerung. Das allgemeine

Element h ∈ â ist eine endliche Summe von Elementen hif̂i mit fi ∈ a und hi ∈
K[T1, . . . , Tn]. Schreibt man hi =

∑
aiνT

ν, so folgt

h =
∑

i

hif̂i =
∑

i,ν

aiνT
ν f̂i =

∑

i,ν

aiν T̂ νf i.

Zu (iii). Nach Folgerung 1.4.8 ist das Leittermideal â bereits durch endlich vie-
le Monome T ν1 , . . . , T νs erzeugt. Diese sind nach (ii) Leitterme von Elementen
g1, . . . , gs ∈ a. Somit ist {g1, . . . , gs} die gewünschte Gröbnerbasis für a.

Zu (iv). Nehmen wir an, es gelte 〈g1, . . . , gs〉 ( a. Dann gibt es nach 3.1.6 ein
f ∈ a \ 〈g1, . . . , gs〉 minimalen Leitmonoms. Der zugehörige Leitterm ist von der

Form f̂ = aT µĝi. Nach Wahl von f gilt f − aT µgi ∈ 〈g1, . . . , gs〉. Das impliziert
f ∈ 〈g1, . . . , gs〉. Widerspruch. �
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Satz 3.1.15. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein Ideal mit Gröbnerbasis {g1, . . . , gs}. Dann hat jedes f ∈ K[T1, . . . , Tn] eine
Darstellung

f = q1g1 + . . .+ qsgs + r, q1, . . . , qs, r ∈ K[T1, . . . , Tn],

sodass r = 0 gilt oder kein Term von r durch einen der Leitterme ĝ1, . . . , ĝs geteilt
wird. Das Polynom r ∈ K[T1, . . . , Tn] ist dadurch eindeutig bestimmt.

Beweis. Die gewünschte Darstellung von f erhält man mittels Division mit Rest
gemäß 3.1.10. Es bleibt zu zeigen, dass r eindeutig bestimmt ist. Nehmen wir an,
wir hätten Darstellungen

f = q1g1 + . . .+ qsgs + r = q′1g
′
1 + . . .+ q′sg

′
s + r′

mit r 6= r′. Dann gilt r− r′ ∈ a. Der Leitterm von r− r′ ist eine Differenz gewisser
Terme aT ν von r und a′T ν von r′ und wir erhalten

(a− a′)T ν = aT ν − a′T ν = r̂ − r′ ∈ â.

Dabei dürfen wir annehmen, dass a 6= 0 gilt. Da {g1, . . . , gs} eine Gröbnerbasis für
a ist, erhalten wir aT ν = bT µĝi für ein i. Das widerspricht der Tatsache, dass ĝi
keinen der Terme von r teilt. �

Folgerung 3.1.16. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein Ideal mit Gröbnerbasis {g1, . . . , gs}. Weiter sei f ∈ K[T1, . . . , Tn]. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt f ∈ a.
(ii) Ist f = q1g1 + . . .+ qsgs + r eine Division mit Rest, so gilt r = 0.

Beweis. Die Implikation “(ii)⇒(i)” ist offensichtlich. Wir zeigen “(i)⇒(ii)”. Nach
Satz 3.1.14 erzeugen g1, . . . , gs das Ideal a. Folglich hat man eine Darstellung f =
q′1g1 + . . .+ q′sgs. Satz 3.1.15 liefert dann r = 0. �
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Aufgaben zu Abschnitt 3.1.

Aufgabe 3.1.17. Zeige, dass die lexikographische und die homogen-lexikographische Ord-
nung auf M(n) Totalordnungen sind und die Eigenschaften einer Monomordnung erfüllen.

Aufgabe 3.1.18. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein
Monomialideal. Zeige: Ist T ν ∈ a das minimale Element bezüglich “≥”, so ist T ν eine
Spitze von a.

Aufgabe 3.1.19. Es sei “≥” eine Monomordnung auf M(n). Zeige: Für je zwei Elemente

f, g ∈ K[T1, . . . , Tn] gilt f̂g = f̂ ĝ.

Aufgabe 3.1.20. Gib ein Beispiel dafür, dass bereits im Falle s = 1 der Rest r in
Konstruktion 3.1.10 von der Wahl der Monomordnung abhängt.

Aufgabe 3.1.21. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein
Ideal. Zeige: a ist genau dann ein Monomialideal, wenn â = a gilt.

Aufgabe 3.1.22. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein
Ideal. Zeige: a ist genau dann ein Hauptideal, wenn â ein Hauptideal ist.

Aufgabe 3.1.23. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und f, g ∈ K[T1, . . . , Tn].
Beweise folgende Aussagen:

(i) Die Menge {g} ist eine Gröbnerbasis für das Ideal 〈g〉 ≤ K[T1, . . . , Tn].
(ii) Es gibt eine eindeutige Darstellung f = qg + r mit q, r ∈ K[T1, . . . , Tn], sodass

r = 0 gilt oder kein Term von r durch ĝ geteilt wird.

Beachte, dass die Darstellung f = qg + r dabei von der Wahl der Monomordnung “≥”
abhängt; betrachte dazu f = T1 − T2 und g = T1 + T2 in K[T1, T2].

Aufgabe 3.1.24. Es seien f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn] von der Form fi = ai1T1+. . .+ainTn
und es sei A = (aij) ∈Mat(r, n;K) die zugehörige Koeffizientenmatrix. Betrachte das Ideal
a = 〈f1, . . . , fr〉 und beweise folgende Aussagen:

(i) Ist S ∈ GL(r,K) und B := S · A, so wird a erzeugt durch g1, . . . , gr, wobei
gi := bi1T1 + . . .+ binTn mit den Einträgen bij von B.

(ii) Besitzt B = S ·A aus (i) Zeilenstufenform, so ist {g1, . . . , gr} mit den gi aus (i)
eine Gröbnerbasis für a bezüglich der lexikographischen Ordnung.
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3.2. Buchbergers Algorithmus.

Konstruktion 3.2.1. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und G ⊆
K[T1, . . . , Tn] eine Teilmenge. Wir betrachten den Polynomring als K-Vektorraum:

K[T1, . . . , Tn] =
⊕

ν∈Zn
≥0

KT ν.

Zu jedem Paar (µ, g), wobei µ ∈ Zn≥0 und g ∈ G mit ĝ | T µ, definieren wir eine
lineare Abbildung

Rµ,g : K[T1, . . . , Tn] → K[T1, . . . , Tn], T ν 7→
{
T ν , ν 6= µ,

T µ − Tµ

ĝ g, ν = µ.

Ein G-Reduktionsoperator auf K[T1, . . . , Tn] ist eine Komposition endlich vieler
Rµi,gi , also ein linearer Endomorphismus von K[T1, . . . , Tn] der Form

R = Rµk,gk ◦ . . . ◦Rµ1,g1 ,

wobei µi ∈ Zn≥0 und gi ∈ G mit ĝi | T µi . Die Menge aller G-Reduktionsoperatoren

auf K[T1, . . . , Tn] bezeichnen wir mit R(G).

Lemma 3.2.2. Es seien “≥” eine Monomordnung aufM(n) und G ⊆ K[T1, . . . , Tn]
eine Teilmenge.

(i) Es sei g ∈ G gegeben und es bezeichne T µ das Leitmonom von g. Dann
gilt Rµ,g(g) = 0.

(ii) Es seien T ν ∈ K[T1, . . . , Tn] und ein Operator R ∈ R(G) gegeben. Dann
gibt es einen Operator R′ ∈ R(G), sodass R′(T νf) = T νR(f) für jedes
f ∈ K[T1, . . . , Tn] gilt.

(iii) Es sei a ⊆ K[T1, . . . , Tn] das von G erzeugte Ideal. Dann gilt f −R(f) ∈ a

für jedes f ∈ K[T1, . . . , Tn] und jedes R ∈ R(G).

Beweis. Zu (i). Wir schreiben g = ĝ + g̃ mit g̃ := g − ĝ. Weiter sei ĝ = aT µ. Für
R := Rµ,g(g) erhalten wir dann:

R(g) = R(ĝ) +R(g̃) = a(T µ − a−1g) + g̃ = 0.

Zu (ii). Wir betrachten zunächst einen OperatorRµ,g, wobei definitionsgemäß g ∈ G
und ĝ | T µ gelten. Dann haben wir

T νRµ,g(T
κ) =

{
T νT κ, κ 6= µ,

T ν
(
T µ − Tµ

ĝ g
)
, κ = µ,

Rν+µ,g(T
ν+κ) =

{
T ν+κ, κ 6= µ,

T ν+µ − Tν+µ

ĝ g, κ = µ.

Es folgt Rν+µ,g(T
νf) = T νRµ,g(f) für alle f ∈ K[T1, . . . , Tn]. Die Behauptung

ergibt sich durch sukzessives Anwenden dieser Gleichung:

T νRµk,gk ◦ . . . ◦Rµ1,g1(f) = Rν+µk,gk ◦ . . . ◦Rν+µ1,g1(T
νf).

Zu (iii). Es sei f ∈ K[T1, . . . , Tn]. Nach Konstruktion gilt Rµ,g(f) = f + hµ,g,fg
mit einem hµ,g,f ∈ K[T1, . . . , Tn]. Für beliebiges R ∈ R(G) erhalten wir folglich
R(f) = f + g̃ mit einem g̃ ∈ a. �

Bemerkung 3.2.3. Es seien eine Monomordnung “≥” auf M(n), eine Teilmen-
ge G = {g1, . . . , gs} ⊆ K[T1, . . . , Tn] und f, p ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben. Teilt der
Leitterm ĝi von gi den Leitterm p̂ = aT µ von p, so gilt

pgi = p− p̂

ĝi
gi = Rµ,gi(p).
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Die Schritte vom Typ a) in 3.1.10 lassen sich also durch G-Reduktionsoperatoren
beschreiben. Den im Verfahren 3.1.10 ermittelten Rest r erhält man als Bild r =
R(f) mit der Komposition R aller im Verfahren verwendeten Rµ,gi .

Definition 3.2.4. Es seien “≥” eine Monomordnung aufM(n) undG ⊆ K[T1, . . . , Tn]
eine Teilmenge. Weiter sei f ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben.

(i) Das Polynom f ∈ K[T1, . . . , Tn] heißt G-reduziert , falls R(f) = f für alle
G-Reduktionsoperatoren R ∈ R(G) gilt.

(ii) Eine G-Reduktion von f ist ein G-reduziertes Polynom f ′ der Form f ′ =
R(f) mit einem R ∈ R(G).

(iii) Wir sagen, dass f ∈ K[T1, . . . , Tn] eindeutige G-Reduktion besitzt, falls je
zwei G-Reduktionen von f übereinstimmen.

Satz 3.2.5. Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n) und G ⊆ K[T1, . . . , Tn]
eine endliche Teilmenge. Weiter sei h ∈ K[T1, . . . , Tn]. Dann sind folgende Aussa-
gen äquivalent:

(i) Das Polynom h ist G-reduziert.
(ii) Kein Term von h wird durch einen der Leitterme ĝ, g ∈ G, geteilt.
(iii) Jede Division von h durch G gemäß 3.1.10 liefert den Rest h.

Insbesondere ist für jedes f ∈ K[T1, . . . , Tn] der im Verfahren 3.1.10 ermittelte
Rest r von f bezüglich G eine G-Reduktion von f .

Beweis. Die Aussagen ergeben sich sofort aus den jeweiligen Konstruktionen. �

Satz 3.2.6. Es “≥” eine Monomordnung auf M(n). Weiter sei eine endliche Teil-
menge G = {g1, . . . , gs} ⊆ K[T1, . . . , Tn] gegeben und es sei a := 〈g1, . . . , gs〉 das
davon erzeugte Ideal. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Jedes f ∈ K[T1, . . . , Tn] besitzt eindeutige G-Reduktion.
(ii) Jedes f ∈ a besitzt 0 als eine mögliche G-Reduktion.
(iii) Die Menge G ist eine Gröbnerbasis für das Ideal a.

Lemma 3.2.7. Es seien “≥” eine Monomordnung aufM(n) und G ⊆ K[T1, . . . , Tn].
Besitzen f, f ′ ∈ K[T1, . . . , Tn] eindeutige G-Reduktionen R(f) bzw. R

′(f ′), so besitzt
af + bf ′, wobei a, b ∈ K, die eindeutige G-Reduktion aR(f) + bR′(f ′).

Beweis. Es sei R′′(af + bf ′) eine G-Reduktion von af + bf ′. Dann gibt es Redukti-
onsoperatoren U ∈ R(G) mit U(R′′(f)) = R(f) und V ∈ R(G) mit V (U(R′′(f ′)) =
R′(f ′). Damit erhalten wir

R′′(af + bf ′) = V (U(R′′(af + bf ′)))

= aV (U(R′′(f))) + bV (U(R′′(f ′)))

= aV (R(f)) + bR′(f ′)

= aR(f) + bR′(f ′).

�

Beweis von Satz 3.2.6. Zu “(i)⇒(ii)”. Bezeichnet T µi das Leitmonom von gi, so
gilt Rµi,gi(gi) = 0 nach Lemma 3.2.2 (i). Lemma 3.2.2 (ii) liefert für jedes Element
ν ∈ Zn≥0 einen Operator R ∈ R(G) mit R(T νgi) = 0. Somit besitzen alle Vielfachen
aT νgi die eindeutige G-Reduktion 0. Nach Lemma 3.2.7 besitzt dann jedes Element
h1g1 + . . .+ hsgs ∈ a die (eindeutige) G-Reduktion 0.

Wir zeigen “(ii)⇒(iii)”. Nehmen wir an, G sei keine Gröbnerbasis für a. Dann gibt
es ein Monom T µ ∈ â, das von keinem der Leitterme ĝ, g ∈ G geteilt wird. Nach
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Satz 3.1.14 gilt T µ = f̂ für ein f ∈ a. Folglich taucht das Monom T µ für jedes
R ∈ R(G) in R(f) auf. Insbesondere ist 0 keine G-Reduktion von f .

Wir zeigen “(iii)⇒(i)”. Es sei R(f) eine G-Reduktion von f . Lemma 3.2.2 (iii)
liefert f −R(f) ∈ a und somit eine Darstellung

f = (f −R(f)) +R(f) = q1g1 + . . .+ qsgs +R(f).

Nach Satz 3.2.5 wird kein Term von R(f) durch eines der ĝi geteilt. Satz 3.1.15
sagt uns, dass R(f) dadurch eindeutig bestimmt ist. �

Bemerkung 3.2.8. Für zwei Terme aT ν, bT µ ∈ K[T1, . . . , Tn], wobei a, b ∈ K∗, ist
das normierte kleinste gemeinsame Vielfache gegeben durch

kgV(aT ν , bT µ) := T κ, κi := max(νi, µi), i = 1, . . . , n.

Definition 3.2.9. Es sei “≥” eine Monomordnung auf M(n). Das zu zwei Polyno-
men 0 6= f, g ∈ K[T1, . . . , Tn] gehörige S-Polynom ist

S(f, g) :=
kgV(f̂ , ĝ)

f̂
· f − kgV(f̂ , ĝ)

ĝ
· g ∈ K[T1, . . . , Tn].

Satz 3.2.10 (S-Paar-Kriterium). Es sei “≥” eine Monomordnung auf M(n). Wei-
ter sei eine endliche Teilmenge G = {g1, . . . , gs} ⊆ K[T1, . . . , Tn] gegeben und es
sei a := 〈G〉 das davon erzeugte Ideal. Schliesslich sei für jedes Paar i, j eine
G-Reduktion Rij(S(gi, gj)) durch Division mit Rest berechnet. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Die Menge G ist eine Gröbnerbasis für a.
(ii) Für je zwei i, j gilt Rij(S(gi, gj)) = 0.

Beweis. Zur Implikation “(i)⇒(ii)”. Nach Definition liegt S(g1, g2) in dem von G
erzeugten Ideal a. Satz 3.1.15 liefert Rij(S(g1, g2)) = 0.

Zur Implikation “(ii)⇒(i)”. Nach Satz 3.2.6 genügt es zu zeigen, dass jedes f ∈
K[T1, . . . , Tn] eindeutige G-Reduktion besitzt. Wir verwenden Induktion über den
Multigrad µ von f . Für den Induktionsanfang µ = 0 ist f = bT 0 zu betrachten.
Jede G-Reduktion f ′ von f ist dann gegeben durch

f ′ =

{
0 falls ĝi = aT 0 für ein i,

bT 0 sonst.

Nehmen wir nun an, alle Polynome vom Multigrad µ′ < µ haben eindeutige G-
Reduktion. Um eindeutige G-Reduktion für ein Polynom f vom Multigrad µ zu
erhalten, genügt es nach Lemma 3.2.7, Eindeutigkeit der G-Reduktion für das Mo-
nom T µ zu zeigen.

Es seien zwei G-Reduktionen R1(T
µ) und R2(T

µ) von T µ gegeben. Dann haben
wir R1 = R′

1 ◦ Rµ,gi und R2 = R′
2 ◦ Rµ,gj mit Operatoren R′

1, R
′
2 ∈ R(G). Dabei

verringern Rµ,gi sowie Rµ,gj den Multigrad von T µ. Es gilt

Rµ,gj (T
µ)−Rµ,gi(T µ) =

(
T µ − T µ

ĝj
gj

)
−
(
T µ − T µ

ĝi
gi

)

=
T µ

ĝi
gi −

T µ

ĝj
gj

=
T µ

kgV(ĝi, ĝj)
S(gi, gj).
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Der G-Reduktionsoperator Rij annulliert das S-Polynom S(gi, gj). Lemma 3.2.2 (ii)
liefert uns einen G-Reduktionsoperator R′

ij , der den Ausdruck in der letzten Zeile
annulliert. Es folgt

R′
ij ◦Rµ,gj (T µ) = R′

ij ◦Rµ,gi(T µ).
Anwenden eines geeigneten R′ ∈ R(G) liefert eine G-Reduktion h für beide Sei-
ten der Gleichung. Das Polynom h ist auch für Rµ,gj (T

µ) und Rµ,gi(T
µ) eine G-

Reduktion. Mit der Induktionsannahme erhalten wir

R1(T
µ) = R′

1 ◦Rµ,gi(T µ) = h = R′
2 ◦Rµ,gj (T µ) = R2(T

µ).

�

Konstruktion 3.2.11 (Buchberger-Algorithmus). Es sei “≥” eine Monomordnung
auf M(n). Weiter sei F ⊆ K[T1, . . . , Tn] eine endliche Menge.

• Setze G := F
• Wiederhole

– H := G,
– Für jedes Paar g, g′ ∈ H :

∗ berechne eineH-ReduktionR(S(g, g′)) durch Division mit Rest,
∗ falls R(S(g, g′)) 6= 0, setze G := G ∪ {R(S(g, g′))}

bis G = H .

Dieses Verfahren terminiert nach endlich vielen Schritten und G ist dann eine
Gröbnerbasis für das Ideal 〈F 〉 ≤ K[T1, . . . , Tn].

Beweis. Um zu sehen, dass das Verfahren terminiert, betrachten wir das Leitter-
mideal 〈ĝ; g ∈ G〉. Jeder Schleifendurchlauf mit einem R(S(g, g′)) 6= 0 vergrößert
dieses Ideal. Da K[T1, . . . , Tn] noethersch ist, kann das nur endlich oft passieren,
d.h. das Verfahren terminiert. Dabei haben wir 〈G〉 = 〈F 〉, und gemäß Konstruk-
tion besitzt jedes S(g, g′) triviale G-Reduktion. Nach Satz 3.2.10 ist G also eine
Gröbnerbasis für 〈F 〉. �
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Aufgaben zu Abschnitt 3.2.

Aufgabe 3.2.12. Es seien “≤” eine Monomordung auf M(n) und G ⊆ K[T1, . . . , Tn] und
R ∈ R(G). Weiter seien f, h ∈ K[T1, . . . , Tn]. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist h eine G-Reduktion für R(f), so ist h auch eine G-Reduktion für f .
(ii) Für die Leitmonome T µ von f und T ν von R(f) gilt T µ ≥ T ν .

Aufgabe 3.2.13. Formuliere das Divisionsverfahren 3.1.10 in termini von Reduktions-
operatoren. Beweise damit Bemerkung 3.2.3.

Aufgabe 3.2.14. Es seien “≤” eine Monomordung auf M(n) und G ⊆ K[T1, . . . , Tn].
Zeige ohne Verwendung des Divisionsverfahrens 3.1.10, dass jedes f ∈ K[T1, . . . , Tn] eine
G-Reduktion besitzt.

Aufgabe 3.2.15. Betrachte die Polynome g1 := T2 − T 2
1 , g2 := T3 − T 3

2 ∈ K[T1, T2, T3]
und das von ihnen erzeugte Ideal a := 〈g1, g2〉 ⊆ K[T1, T2, T3].

(i) Zeige, dass {g1, g2} eine Gröbnerbasis für a bezüglich “≥hlex” ist.
(ii) Beweise oder widerlege: T 4

2 −2T 3
2 T

2
1 +T 2

2 T
4
1 −T1T3+T1T

3
2 ist ein Element aus a.

Aufgabe 3.2.16. Es seien f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn] von der Form fi = ai1T1+. . .+ainTn
und A = (aij) ∈ Mat(r, n;K) die zugehörige Koeffizientenmatrix. Betrachte das Ideal
a = 〈f1, . . . , fr〉 und zeige folgende Aussagen:

(i) Ist S ∈ GL(r,K) und B := S · A, so gilt a = 〈g1, . . . , gr〉, wobei gi := bi1T1 +
. . .+ binTn mit Einträgen bij von B.

(ii) Die Menge {T1+2T2, T3} ist eine Gröbnerbasis des Ideals 〈2T1+4T2+5T3 , T1+

2T2 + 2T3〉. Hinweis: Verwende S :=

[
−2 5
1 −2

]
.
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3.3. Berechnungen mit Gröbnerbasen.

Erinnerung 3.3.1. Es seien eine Monomordnung “≥” auf M(n) und ein Ideal
a ⊆ K[T1, . . . , Tn] gegeben. Eine Gröbnerbasis für a ist eine endliche Teilmenge
G ⊆ a, sodass das Leittermideal von a durch die Leitterme der g ∈ G erzeugt wird:

â = 〈f̂ ; f ∈ a〉 = 〈ĝ; g ∈ G〉.
Jede Gröbnerbasis G ⊆ a für a erzeugt bereits das Ideal, d.h. es gilt a = 〈G〉.
Gilt a = 〈f1, . . . , fr〉 mit Polynomen fi, so kann man F := {f1, . . . , fr} mit dem
Buchberger-Algorithmus zu einer Gröbnerbasis G ⊆ a vervollständigen.

Eine entscheidende Eigenschaft von GröbnerbasenG = {g1, . . . , gs} ⊆ a ist die Divi-
sion modulo G mit eindeutigem Rest: Hat man für ein gegebenes f ∈ K[T1, . . . , Tn]
eine Darstellung

f = q1g1 + . . .+ qsgs + r mit qi, r ∈ K[T1, . . . , Tn],

wobei r = 0 gilt oder keiner der Terme durch einen Leitterm ĝi geteilt wird, so
ist der Rest r eindeutig bestimmt. Insbesondere hat man genau dann r = 0, wenn
f ∈ a gilt.

Verfahren 3.3.2 (Idealmitgliedschaftstest). Es seien f, f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn]
gegeben. Es soll entschieden werden, ob f ∈ 〈f1, . . . , fr〉 gilt.

• Wähle eine Monomordnung “≥” auf M(n).
• Berechne eine Gröbnerbasis G = {g1, . . . , gs} für das Ideal 〈f1, . . . , fr〉.
• Führe Division mit Rest durch: f = q1g1 + . . .+ qsgs + r.

Mit dem so berechneten Rest r ∈ K[T1, . . . , Tn] erhalten wir: f ∈ 〈f1, . . . , fr〉 ⇐⇒
r = 0.

Bemerkung 3.3.3. Es seien zwei Ideale a = 〈f1, . . . , fr〉 und b = 〈h1, . . . , ht〉 in
K[T1, . . . , Tn] gegeben. Wir betrachten die Ideale

a+ b, ab, a ∩ b, (a : b),
√
a

und wollen Gröbnerbasen dafür berechnen. In den ersten beiden Fällen ist klar wie
man vorgeht, für die letzten drei benötigt man etwas Vorarbeit.

Definition 3.3.4. Es sei a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Ideal. Für 1 ≤ k ≤ n fassen wir
K[Tk+1, . . . , Tn] als Unterring von K[T1, . . . , Tn] auf und definieren das k-te Elimi-
nationsideal von a als

ak := a ∩K[Tk+1, . . . , Tn] ≤ K[Tk+1, . . . , Tn].

Satz 3.3.5. Es seien a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Ideal und G ⊆ a eine Gröbnerbasis
für a bezüglich “≥lex”. Für jedes Eliminationsideal ak ⊆ K[Tk+1, . . . , Tn] erhält
man dann eine Gröbnerbasis Gk ⊆ ak bezüglich “≥lex” durch

Gk := G ∩K[Tk+1, . . . , Tn] ⊆ ak.

Beweis. Wir müssen âk = 〈ĝ; g ∈ Gk〉 zeigen. Die Inkusion “⊇” ist dabei offen-
sichtlich. Zum Nachweis von “⊆” sei T µ ∈ âk gegeben. Dann gilt µ1 = . . . = µk = 0.

Nach Satz 3.1.14 gilt weiter T µ = f̂ mit einem f ∈ ak. Wegen ak ⊆ a erhalten wir

f ∈ a. Da G eine Gröbnerbasis für a ist, gilt T µ = f̂ = T ν ĝ mit geeigneten ν ∈ Zn≥0

und g ∈ G. Dabei gilt ĝ = aT κ mit κ ∈ Zn≥0. Aus µ = ν+κ folgt κ1 = . . . = κk = 0.

Das bedeutet g ∈ K[Tk+1, . . . , Tn] und somit g ∈ Gk. �
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Satz 3.3.6. Es seien zwei Ideale a, b ⊆ K[T1, . . . , Tn] gegeben. Mit dem Ideal c :=
〈T0〉a+ 〈1 − T0〉b ⊆ K[T0, T1, . . . , Tn] gilt dann

a ∩ b = c ∩ K[T1, . . . , Tn].

Beweis. Die Inklusion “⊆” ist offensichtlich: Ist ein Element g ∈ a ∩ b gegeben, so
erhalten wir

g = T0g + (1− T0)g ∈ c ∩K[T1, . . . , Tn].

Zum Nachweis der Inklusion “⊇” sei g ∈ c ∩ K[T1, . . . , Tn] gegeben. Wegen g ∈ c

gibt es eine Darstellung

g = T0

m∑

j=0

fjT
j
0 + (1 − T0)

m∑

j=0

hjT
j
0 =: γ(T0) ∈ K[T0, T1, . . . , Tn]

mit Polynomen fj ∈ a und hj ∈ b. Da das Polynom g nicht von der Variablen T0
abhängt, ergibt sich

g = γ(0) = h0 ∈ b, g = γ(1) =

m∑

j=0

fj ∈ a.

�

Verfahren 3.3.7. Es seien zwei Ideale a = 〈f1, . . . , fr〉 und b = 〈h1, . . . , ht〉 in
K[T1, . . . , Tn] gegeben.

• Berechne eine GröbnerbasisG = {g1, . . . , gs} bezüglich “≥lex” für das Ideal
c := 〈T0f1, . . . , T0fr, (1− T0)h1, . . . , (1− T0)ht〉 ⊆ K[T0, T1, . . . , Tn]

• Bestimme die Gröbnerbasis G0 = G ∩K[T1, . . . , Tn] für das Eliminations-
ideal c0 = c ∩K[T1, . . . , Tn].

Dann ist G0 ⊆ K[T1, . . . , Tn] eine Gröbnerbasis bezüglich “≥lex” für den Durch-
schnitt a ∩ b ⊆ K[T1, . . . , Tn].

Lemma 3.3.8. Es seien ein K1-Ring R, ein Ideal a ⊆ R und Elemente f1, . . . , fr ∈
R gegeben. Dann gilt

(a : 〈f1, . . . , fr〉) = (a : 〈f1〉) ∩ . . . ∩ (a : 〈fr〉).

Beweis. Mit bi := 〈fi〉 erhalten wir die Aussage sofort aus der Definition des Ideal-
quotienten: Es gilt

(a :
∑

bi) = {h ∈ R; h∑bi ⊆ a} = {h ∈ R; hbi ⊆ a für alle i} =
⋂

(a : bi).

�

Lemma 3.3.9. Es seien ein Integritätsring R, ein Ideal a ⊆ R und f ∈ R gegeben.
Gilt a ∩ 〈f〉 = 〈h1, . . . , hr〉 mit h1, . . . , hr ∈ R, so gilt (a : 〈f〉) = 〈h1/f, . . . , hr/f〉.

Beweis. Zunächst vermerken wir, dass jedes hi ein Vielfaches von f und somit
hi/f ∈ R ein wohldefiniertes Ringelement ist. Die Inklusion “⊇” ergibt sich sofort
aus der Tatsache, dass hi/f〈f〉 ⊆ a für jedes i gilt. Zum Nachweis der Inklusion “⊆”
sei h ∈ a : 〈f〉 gegeben. Dann gilt hf ∈ a ∩ 〈f〉 und wir erhalten eine Darstellung
hf =

∑
aihi mit ai ∈ R. Folglich liegt h =

∑
aihi/f in 〈h1/f, . . . , hr/f〉. �

Verfahren 3.3.10. Es seien zwei Ideale a = 〈f1, . . . , fr〉 und b = 〈h1, . . . , ht〉 in
K[T1, . . . , Tn] gegeben.

• Für jedes i berechne eine Gröbnerbasis Fi bezüglich “≥lex” für a ∩ 〈hi〉.
• Für jedes i bilde Hi := {f/hi; f ∈ Fi} mittels Division mit Rest.
• Setze G := {1}.
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• Für i von 1 bis t erledige:
– Berechne eine Gröbnerbasis Gi bezüglich “≥lex” für 〈G〉 ∩ 〈Hi〉,
– setze G := Gi.

Dann gilt G ⊆ a : b ⊆ K[T1, . . . , Tn] und G ist eine Gröbnerbasis bezüglich “≥lex”
für den Idealquotienten a : b.

Satz 3.3.11. Es seien f, f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt f ∈
√
〈f1, . . . , fr〉

(ii) Es gilt 1 ∈ 〈f1, . . . , fr, 1− fTn+1〉 ⊆ K[T1, . . . , Tn+1].

Beweis. Wir zeigen “(i)⇒(ii)”. Wegen f ∈
√
〈f1, . . . , fr〉 gilt fm ∈ 〈f1, . . . , fr〉 für

ein m ∈ Z≥0. Damit erhalten wir

1 = fmTmn+1 + (1− fmTmn+1)

= fmTmn+1 + (1 − fTn+1)(1 + fTn+1 + . . .+ fm−1Tm−1
n+1 )

∈ 〈f1, . . . , fr, 1− fTn+1〉.

Zur Implikation “(ii)⇒(i)”. Nach Voraussetzung gibt es q, qi ∈ K[T1, . . . , Tn+1]
sodass

1 =

r∑

i=1

qifi + q(fTn+1 − 1)(3.3.11.1)

gilt. Es bezeichne K(T1, . . . , Tn) den Quotientenkörper von K[T1, . . . , Tn]. Wir be-
trachten den Homomorphismus

ϕ : K[T1, . . . , Tn+1] → K(T1, . . . , Tn), Ti 7→ Ti, Tn+1 7→
1

f
.

Die Idee ist es nun, ϕ auf die obige Gleichung (3.3.11.1) anzuwenden. Zunächst
beachte man, dass

ϕ(qi) =

mi∑

j=0

qij
f j

mit Polynomen qij ∈ K[T1, . . . , Tn] gilt. Setzt man nun m := max(m1, . . . ,mr), so
liefert Anwenden von ϕ auf (3.3.11.1) und Multiplizieren mit fm die Identität

fm =
k∑

i=1

fmϕ(qi)fi

in K(T1, . . . , Tn). Nach Wahl von m ist jedes fmϕ(qi) ein Polynom in T1, . . . , Tn.

Damit ergibt sich fm ∈ 〈f1, . . . , fr〉. Also gilt f ∈
√
〈f1, . . . , fr〉. �

Verfahren 3.3.12 (Radikalmitgliedschaft). Es seien f, f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn]

gegeben. Es soll entschieden werden, ob f ∈
√
〈f1, . . . , fr〉 gilt.

• Wähle eine Monomordnung “≥” auf M(n+ 1).
• Berechne eine Gröbnerbasis {g1, . . . , gs} für 〈f1, . . . , fr, 1− fTn+1〉.
• Führe Division mit Rest durch: 1 = q1g1 + . . .+ qsgs + r.

Mit dem so berechneten Rest r ∈ K[T1, . . . , Tn+1] gilt genau dann f ∈
√
〈f1, . . . , fr〉,

wenn r = 0.

Definition 3.3.13. Es sei “≤” eine Monomordnung aufM(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein Ideal. Eine Gröbnerbasis G für a nennt man reduziert, falls

(i) jedes g ∈ G normiert ist, d.h. Leitkoeffizienten 1 besitzt,
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(ii) für je zwei g, g′ ∈ G mit g 6= g′ der Leitterm ĝ keinen Term von g′ teilt.

Verfahren 3.3.14 (Reduzierte Gröbnerbasis). Es seien “≥” eine Monomordnung
auf M(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Ideal mit Gröbnerbasis G.

• Setze G0 := {a−1
g g; g ∈ G}, wobei ag der Leitkoeffizient von g sei.

• Solange es g1, g2 ∈ G0 mit g1 6= g2 und ĝ1 | ĝ2 gibt,
– setze G0 := G0 \ {g2}.

• Nummeriere G0 = {g1, . . . , gs}, sodass ĝ1 > . . . > ĝs gilt.
• Für i = 1, . . . , s− 1 erledige:

– berechne einen Rest ri von gi modulo {gi+1, . . . , gs},
– setze G0 := (G0 \ {gi}) ∪ {ri}.

Das Verfahren terminiert und G0 ist dann eine reduzierte Gröbnerbasis für das
Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn].

Beweis. Da |G0| sich in jedem Schritt der ersten Schleife echt verkleinert, wir diese
nur endlich oft durchlaufen. Somit terminiert das Verfahren. Das Leittermideal
〈ĝ; g ∈ G0〉 wird in keinem Schritt verändert. Insbesondere ist G0 eine Gröbnerbasis
für a. Die Schleifen stellen sicher, dass G0 reduziert ist. �

Satz 3.3.15. Es seien “≤” eine Monomordnung auf M(n). Dann besitzt jedes Ideal
a ⊆ K[T1, . . . , Tn] genau eine reduzierte Gröbnerbasis.

Beweis. Die Existenz reduzierter Gröbnerbasen ist nach Verfahren 3.3.14 gesichert.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien zwei reduzierte Gröbnerbasen {g1, . . . , gs}
und {h1, . . . , ht} für a gegeben. Dann gilt

〈ĝ1, . . . , ĝs〉 = â = 〈ĥ1, . . . , ĥt〉.
Wir wählen nun für jedes 1 ≤ j ≤ t ein i(j) und ein νj ∈ Zn≥0 sowie für jedes

1 ≤ i ≤ s ein j(i) und ein µi ∈ Zn≥0 mit

ĥj = T νj ĝi(j), ĝi = T µi ĥj(i).

Dann gilt ĥj = T νj ĝi(j) = T νj+µi(j) ĥj(i(j)). Es folgt j(i(j)) = j und ĥj = ĝi(j). Also
hat man eine injektive Abbildung

{ĥ1, . . . , ĥt} → {ĝ1, . . . , ĝs}, ĥj 7→ ĝi(j) = ĥj.

Analog konstruiert man eine injektive Abbildung in die umgekehrte Richtung. Es
folgt die Gleichheit

{ĥ1, . . . , ĥt} = {ĝ1, . . . , ĝs}.
Wir zeigen nun hj = gi(j). Die Differenz gi(j)− hj liegt in a und keiner ihrer Terme

wird durch ein ĥk geteilt. Also gilt gi(j) − hj = 0. �

Verfahren 3.3.16 (Idealvergleich). Es seien “≥” eine Monomordnung auf M(n)
und a = 〈f1, . . . , fr〉 sowie b = 〈h1, . . . , hi〉 Ideale in K[T1, . . . , Tn].

• Berechne eine reduzierte Gröbnerbasis G für a.
• Berechne eine reduzierte Gröbnerbasis H für b.

Man hat genau dann Gleichheit a = b der Ideale, wenn Gleichheit G = H für die
reduzierten Gröbnerbasen gilt.
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Aufgaben zu Abschnitt 3.3.

Aufgabe 3.3.17. Es seien R ein K1-Ring und a, b Ideale in R. Beweise folgende Aussagen.

(i) Für jedes k ∈ Z≥1 gilt (a : bk+1) = ((a : bk) : b).

(ii) Die Saturierung (a : b∞) :=
⋃∞
k=1(a : bk) ist ein Ideal in R.

(iii) Falls R noethersch ist, existiert ein m ∈ Z≥0 mit a : b∞ = (a : bm).

Betrachte nun den Fall R = K[T1, . . . , Tn], a = 〈f1, . . . , fr〉, b = 〈g1, . . . , gs〉. Gib ein
Verfahren an, um eine Gröbnerbasis bezüglich “≥lex” für die Saturieerung a : b∞ zu
bestimmen.

Aufgabe 3.3.18. Es seien “≥” eine Monomordnung, a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Ideal und G
eine reduzierte Gröbnerbasis für a. Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) a ist ein Monomialideal.
(ii) G besteht aus Monomen.

Aufgabe 3.3.19. Es seien f1, . . . , fn ∈ K[T1, . . . , Tn] von der Form fi = ai1T1+. . .+ainTn
und A = (aij) ∈ Mat(n, n;K) die zugehörige Koeffizientenmatrix. Betrachte das Ideal
a = 〈f1, . . . , fr〉 und zeige: Gilt detA 6= 0, so besteht die reduzierte Gröbnerbasis von a

aus Monomen.

Aufgabe 3.3.20. Berechne eine reduzierte Gröbnerbasis für den Durchschnitt a ∩ b der
folgenden Ideale in K[T1, T2]:

a := 〈T 2
1 T2〉, b := 〈T1T

2
2 〉.

Aufgabe 3.3.21. Berechne mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus:

(i) Die reduzierte Gröbnerbasis von 〈T 3 − 3T + 2, T 2 − 1〉 ⊆ K[T ],
(ii) die reduzierte Gröbnerbasis für das Ideal 〈2T1 + T2, 5T1 + 3T2〉 ⊆ K[T1, T2].
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4. Der Hilbertsche Nullstellensatz

4.1. Körpererweiterungen.

Erinnerung 4.1.1. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung, d.h. K ist ein Körper
und k ⊆ K ein Unterkörper. Der Grad von k ⊆ K ist die Dimension des k-
Vektorraumes K:

[K : k] = dimk(K).

Man nennt k ⊆ K endlich, falls [K : k] ≤ ∞ gilt. Ein Element a ∈ K heißt
algebraisch über k, falls f(a) = 0 mit einem Polynom 0 6= f ∈ k[T ] gilt. Man nennt
k ⊆ K algebraisch, falls jedes a ∈ K algebraisch über k ist.

Ein Zwischenkörper von k ⊆ K ist ein Unterkörper L ⊆ K mit k ⊆ L. Jede Teil-
menge B ⊆ K erzeugt einen Zwischenkörper

k(B) :=
{
ab−1; a, b ∈ k[B], b 6= 0

}

=

{
f(b1, . . . , bn)

g(b1, . . . , bn)
; n ∈ Z≥1, f, g ∈ k[T1, . . . , Tn], bi ∈ B.

}

Gilt B = {b1, . . . , br}, so schreibt man auch k(b1, . . . , br) für k(B). Man nennt
k ⊆ K endlich erzeugt , falls K = k(b1, . . . , br) gilt mit b1, . . . , br ∈ K.

Satz 4.1.2. Für jede Körpererweiterung k ⊆ K gilt:

(i) Ist k ⊆ K endlich, so ist k ⊆ K algebraisch.
(ii) Sind a1, . . . , an ∈ K algebraisch über k, so ist k ⊆ k(a1, . . . , an) endlich

und algebraisch.
(iii) Ist k ⊆ L ⊆ K ein Zwischenkörper, für den k ⊆ L und L ⊆ K algebraisch

sind, so ist auch k ⊆ K algebraisch.

Folgerung 4.1.3. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung. Dann sind folgende Aus-
sagen äquivalent.

(i) Die Körpererweiterung k ⊆ K ist endlich.
(ii) Die Körpererweiterung k ⊆ K ist algebraisch und endlich erzeugt.

Folgerung 4.1.4. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung. Dann ist die Menge
L ⊆ K aller über k algebraischen Elemente ein Zwischenkörper von k ⊆ K.

Definition 4.1.5. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung.

(i) Ein Element a ∈ K heißt transzendent über k, falls es nicht algebraisch
über k ist.

(ii) Die Körpererweiterung k ⊆ K heißt, rein transzendent, falls jedes Element
aus K \ k transzendent ist.

Definition 4.1.6. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung.

(i) Eine Teilmenge B ⊆ K heißt algebraisch abhängig über k, falls es paarweise
verschiedene b1, . . . , bn ∈ B und ein 0 6= f ∈ k[T1, . . . Tn] gibt mit

f(b1, . . . , bn) = 0.

(ii) Man nennt eine Teilmenge B ⊆ K algebraisch unabhängig über k, falls sie
nicht algebraisch abhängig über k ist.

(iii) Eine maximale über k algebraisch unabhängige Teilmenge B ⊆ K nennt
man eine Transzendenzbasis der Körpererweiterung k ⊆ K.
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Beispiel 4.1.7. Wir betrachten die Körpererweiterung k ⊆ k(T1, . . . , Tn). Die
Menge {T1, . . . , Tn} ist algebraisch unabhängig über k, denn für jedes Polynom
f ∈ k[T1, . . . , Tn] hat man

f(T1, . . . , Tn) = 0 ⇐⇒ f = 0.

Weiter ist {T1, . . . , Tn} maximal, denn jede Vergrösserung {T1, . . . , Tn, f/g} ist al-
gebraisch abhängig über k: Mit den Polynomen f ′(T1, . . . , Tn+1) := −f(T1, . . . , Tn)
und g′(T1, . . . , Tn+1) := g(T1, . . . , Tn)Tn+1 hat man

(g′ + f ′)(T1, . . . , Tn, f/g) = 0.

Folglich ist {T1, . . . , Tn} eine Transzendenzbasis für k(T1, . . . , Tn). Da k(T1, . . . , Tn)
zudem über k von {T1, . . . , Tn} erzeugt wird, ist k ⊂ k(T1, . . . , Tn) eine rein trans-
zendente Erweiterung, wie wir später sehen werden.

Bemerkung 4.1.8. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung. Ein Element a ∈ K ist
genau dann transzendent über k, wenn {a} algebraisch unabhängig über k ist.

Satz 4.1.9. Ist B = {b1, . . . , bn} eine algebraisch unabhängige Teilmenge der
Körpererweiterung k ⊆ K, so gilt k(B) ∼= k(T1, . . . , Tn).

Beweis. Die universelle Eigenschaft des Polynomringes liefert uns einen Epimor-
phismus

Φ: k[T1, . . . , Tn] → k[b1, . . . , bn], f 7→ f(b1, . . . , bn).

Da {b1, . . . , bn} algebraisch unabhängig ist, gilt ker(Φ) = {0}. Somit ist Φ ein
Isomorphismus. Die universelle Eigenschaft des Quotientenkörpers liefert daher ein
kommutatives Diagramm

k[T1, . . . , Tn]
f 7→Φ(f) //

��

k[b1, . . . , bn]

��
k(T1, . . . , Tn)

f
g
7→Φ(f)

Φ(g)

// k(b1, . . . , bn)

kanonischer Homomorphismen. Nach Definition von k(b1, . . . , bn) ist der untere
waagerechte Pfeil surjektiv, und somit ein Isomorphismus. �

Satz 4.1.10. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung. Dann gilt:

(i) Sind A ⊆ B ⊆ K Teilmengen, und ist A algebraisch unabhängig über k, so
gibt es eine Transzendenzbasis C ⊆ B für k ⊆ k(B) mit A ⊆ C ⊆ B.

(ii) Ist B ⊆ K eine Transzendenzbasis für k ⊆ K, so ist k ⊆ k(B) rein trans-
zendent und k(B) ⊆ K ist algebraisch.

(iii) Für je zwei Transzendenzbasen B,B′ ⊆ K von k ⊆ K gilt |B| = |B′|.
Folgerung 4.1.11. Jede Körpererweiterung k ⊆ K besitzt eine Transzendenzbasis.

Definition 4.1.12. Der Transzendenzgrad einer Körpererweiterung k ⊆ K ist die
Ordnung einer Transzendenzbasis B ⊆ K für k ⊆ K:

trdegk(K) := |B|.
Bemerkung 4.1.13. (i) Es gilt trdegk(k(T1, . . . , Tn)) = n.

(ii) Ist k ⊆ K endlich erzeugt, so ist trdegk(K) endlich.

Lemma 4.1.14. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung, und es sei B ⊆ K algebra-
isch unabhängig über k. Dann gilt:

(i) Jedes Element b ∈ k(B) \ k ist transzendent über k.
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(ii) Ein Element a ∈ K ist genau dann transzendent über k(B), wenn B ∪ {a}
algebraisch unabhängig über k ist.

Beweis. Zu (i): Nehmen wir an, b ∈ k(B) \ k sei algebraisch über k. Dann gibt es
ein nichttriviales Polynom f ∈ k[T ] mit f(b) = 0. Wegen b ∈ k(B)\k gibt es weiter
Elemente b1, . . . , bn ∈ B, sodass

b =
g(b1, . . . , bn)

h(b1, . . . , bn)

gilt mit teilerfremden Polynomen g, h ∈ k[T1, . . . , Tn], von denen mindestens eines
nicht konstant ist. Setzen wir diese Darstellung in f(b) = 0 ein, so erhalten wir
algebraische Abhängigkeit von {b1, . . . , bn} wie folgt:

h(b1, . . . , bn)
deg(f)f

(
g(b1, . . . , bn)

h(b1, . . . , bn)

)
= 0.

Zu (ii): Es sei zunächst a transzendent über k(B). Wäre B ∪ {a} algebraisch
abhängig über k, so gäbe es Elemente b1, . . . , br ∈ B und ein f ∈ k[T1, . . . , Tr+1]
mit

f(b1, . . . , br, a) = 0.

Sortiert man nun nach Potenzen der letzten Variablen, so ergibt sich, dass a alge-
braisch über k(B) ist. Widerspruch.

Es sei jetzt B ∪{a} algebraisch unabhängig. Nehmen wir an, a sei algebraisch über
k(B). Dann erhalten wir

c0 + c1a+ . . .+ cn−1a
n−1 + an = 0

mit gewissen Elementen ci ∈ k(B). Nun ist jedes dieser ci mit geeigneten bj ∈ B
und gi, hi ∈ k[T1, . . . , Tr] von der Gestalt

ci =
gi(b1, . . . , br)

hi(b1, . . . , br)
.

Geht man mit diesen Darstellungen der ci in das oben gewählte annullierende Poly-
nom von a und multipliziert mit dem Hauptnenner durch, so ergibt sich algebraische
Abhängigkeit von B ∪ {a}. Widerspruch. �

Beweis von Satz 4.1.10. Zu (i). Wir betrachten die (nichtleere) Menge M aller
über k algebraisch unabhängigen Teilmengen D ⊆ B mit A ⊆ D. Es sei M ′ ⊆ M
total geordnet. Dann ist ⋃

D∈M ′

D

offensichtlich wieder algebraisch unabhängig und somit eine obere Schranke in M
für die KetteM ′. Nach dem Zornschen Lemma besitzt die MengeM also maximale
Elemente. Es sei C ∈M ein solches.

Wir zeigen, dass C die gewünschte Transzendenzbasis für k ⊆ k(B) ist. Offenbar gilt
A ⊆ C ⊆ B. Wäre C nicht maximal in k(B), so gäbe es ein Element a ∈ k(B) \C,
sodass C ∪ {a} algebraisch unabhängig über k ist. Nach Lemma 4.1.14 (ii) ist a
transzendent über k(C). Nun ist a von der Form

a =
f(b1, . . . , br)

g(b1, . . . , br)
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mit f, g ∈ k[T1, . . . , Tr] und bi ∈ B. Da a transzendent über k(C) ist, muss nach
Satz 4.1.2 (ii) ein bi transzendent über k(C) sein. Also ist C ∪ {bi} nach Lem-
ma 4.1.14 (ii) über k algebraisch unabhängige Menge. Dies widerspricht jedoch der
Maximalität von C ∈M .

Zu (ii). Die Tatsache, dass k ⊆ k(B) rein transzendent ist, war bereits in Lem-
ma 4.1.14 (i) bewiesen worden. Wäre k(B) ⊆ K nicht algebraisch, so gäbe es ein
über k(B) transzendentes Element a ∈ K. Nach Lemma 4.1.14 (ii) wäre dann
B ∪ {a} algebraisch unabhängig über k. Widerspruch zur Maximalität von B.

Zu (iii). Sind alle Transzendenzbasen von k ⊆ K unendlich, so ist nichts zu zeigen.
Wir dürfen also annehmen, dass es endliche Transzendenzbasen für k ⊆ K gibt; es
sei B = {b1, . . . , bn} eine solche minimaler Länge n.

Es genügt dann zu zeigen, dass jede weitere Transzendenzbasis C von k ⊆ K
höchstens n Elemente besitzt. Nehmen wir an, C besitze mehr als n Elemente.
Wir wählen ein c1 ∈ C und betrachten die Körpererweiterung

k ⊆ k(c1, b1, . . . , bn).

Nach Aussage (i) finden wir eine TranszendenzbasisC1 für diese Körpererweiterung,
so dass C1 ⊆ B ∪ {c1} und c1 ∈ C1 gelten. Nach geeignetem Umnumerieren von
b1, . . . , bn gilt also

C1 = {c1, b1, . . . , bn1}, mit n1 < n.

Dabei muss n1 < n gelten, weil k(B) ⊆ K nach (ii) algebraisch ist und C1 andern-
falls gemäß Lemma 4.1.14 (ii) algebraisch abhängig wäre. Die Körpererweiterungen

k(C1) ⊆ k(B ∪ {c1}), k(B ∪ {c1}) ⊆ K

sind, wiederum nach (ii), algebraisch. Nach Satz 4.1.2 (iii) ist damit auch die Er-
weiterung k(C1) ⊆ K algebraisch.

In einem zweiten Schritt wählen wir ein c2 ∈ C mit c2 6= c1, sodass {c1, c2} alge-
braisch unabhängig ist. Wie oben erhalten wir nach Umnumerieren von b1, . . . , bn1

eine Tanszendenzbasis

C2 = {c1, c2, b1, . . . , bn2}, mit n2 < n1

für die Körpererweiterung k ⊆ k(C1 ∪ {c2}). Wie im ersten Schritt hat man auch
hier algebraische Erweiterungen

k(C2) ⊆ k(C1 ∪ {c2}), k(C1 ∪ {c2}) ⊆ K

Folglich ist k(C2) ⊆ K algebraisch. Nehmen wir nun nach diesem Verfahren weitere
Elemente ci aus C hinzu, so gelangen wir wegen |C| > n schließlich zu einer Menge

Cr = {c1, . . . , cr}, r ≤ n,
für die k(Cr) ⊆ K eine algebraische Erweiterung ist. Wegen Cr ( C widerspricht
das der algebraischen Unabhängigkeit von C. �
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Aufgaben zu Abschnitt 4.1.

Aufgabe 4.1.15. Es sei K ein Körper. Zeige: Es gilt entweder Char(K) = 0 oder Char(K)
ist eine Primzahl. Hinweis: Zeige zunächst, dass für den Primkörper PK ⊆ K gilt:

Char(K) = 0 ⇔ PK
∼= Q

Char(K) = p > 0 ⇔ PK
∼= Z/pZ.

Aufgabe 4.1.16 (Frobenius-Homomorphismus). Es sei K ein Körper der Charakteristik
p > 0. Zeige:

(i) Die folgende Abbildung ist ein Monomorphismus:

FrobK : K→ K, a 7→ ap.

(ii) Der Primkörper PK von K ist gegeben durch

PK = {a ∈ K; FrobK(a) = a}
Aufgabe 4.1.17. Es seien k ⊆ K eine Körpererweiterung, und es seien b1, . . . , bn ∈ K
gegeben. Zeige:

K[b1, . . . , bn] = {f(b1, . . . , bn); f ∈ k[T1, . . . , Tn]} ,

K(b1, . . . , bn) =

{
f(b1, . . . , bn)

g(b1, . . . , bn)
; f, g ∈ k[T1, . . . , Tn], g(b1, . . . , bn) 6= 0

}
.

Gib ein explizites Beispiel einer Körpererweiterung k ⊆ K mit Elementen b1, . . . , bn, sodass
k[B] 6= k(B) gilt

Aufgabe 4.1.18. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung. Zeige:

(i) Ein Element a ∈ K∗ ist genau dann algebraisch über k, wenn a−1 ∈ k[a] gilt.
(ii) Die Körpererweiterung k ⊆ K ist genau dann algebraisch, wenn jeder Unterring

R ⊆ K mit k ⊆ R ein Körper ist.

Aufgabe 4.1.19. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist R ⊂ K eine echte algebraische Erweiterung mit K = R(a) für ein a ∈ K, so
ist [K : R] eine gerade Zahl.

(ii) Der Körper C der komplexen Zahlen erlaubt keine Erweiterung C ⊂ K mit
[K : C] = 2.

Aufgabe 4.1.20. Bestimme, jeweils mit Begründung, den Grad [Q(a) : Q] für

a =

√
2 +

3
√
2 ∈ R, a =

√

2 +

√
2 +
√
2 ∈ R.

Aufgabe 4.1.21. Zeige: [R : Q] =∞.

Aufgabe 4.1.22. Es sei k ⊆ K eine Körpererweiterung. Zeige: Ist [K : k] eine Primzahl,
so gilt K = k(a) mit einem a ∈ K.

Aufgabe 4.1.23. Es seien k ⊆ K eine Körpererweiterung und a, b ∈ K algebraisch. Zeige:
Sind m := [k(a) : k] und n := [k(b) : k] teilerfremd, so gilt [k(a, b) : k] = mn.

Aufgabe 4.1.24. Es sei k ⊆ K eine endliche Körpererweiterung, und es sei a ∈ K.
Betrachte die k-lineare Abbildung ϕa : K→ K, v 7→ av und zeige:

(i) Das Minimalpolynom fa ∈ k[T ] des Elements a ∈ K ist auch das Minimalpoly-
nom des k-linearen Endomorphismus ϕa : K→ K.

(ii) Gilt K = k(a), so ist das Minimalpolynom fa gerade das charakteristische Poly-
nom det(T ·idK − ϕa) von ϕa.

(iii) Das charakteristische Polynom von ϕa ist stets eine Potenz des Minimalpolynoms
fa.

Aufgabe 4.1.25. Es seien k ⊆ K eine Körpererweiterung und a ∈ K transzendent über
K. Zeige: Für jedes n ∈ Z≥1 gilt

(i) an ∈ K ist transzendent über k,
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(ii) [k(a) : k(an)] = n.

Aufgabe 4.1.26. Es sei k ⊆ K eine transzendente Körpererweiterung. Zeige: k ⊆ K
besitzt unendlich viele echte Zwischenkörper.

Aufgabe 4.1.27. Es seien k ⊆ L ⊆ K Körpererweiterungen. Zeige: Ist k ⊆ K endlich
erzeugt, so ist auch k ⊆ L endlich erzeugt.
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4.2. Noethersche Moduln.

Erinnerung 4.2.1. Es sei R ein K1-Ring. Ein (unitärer) R-Modul ist eine abelsche
Gruppe (M,+) zusammen mit einer Abbildung

R×M → M, (r, u) 7→ r·u,
genannt Skalarmultiplikation, sodass für r, r′ ∈ R und u, u′ ∈ M stets folgendes
gilt:

1·u = u, (r′r)·u = r′·(r·u), (r′ + r)·u = r′·u+ r·u, r·(u+u′) = r·u+ r·u′.
Jedes Ideal a ≤ R ist ein R-Modul. Weiter ist Rn bezüglich der komponentenweisen
Verknüpfungen ein R-Modul.

EinHomomorphismus von einemR-ModulM in einen R-ModulN ist eineR-lineare
Abbildung ϕ : M → N , d.h., es gilt stets

ϕ(u1 + u2) = ϕ(u1) + ϕ(u2), ϕ(r·u) = r·ϕ(u).
Ein Untermodul eines R-ModulsM ist eine Untergruppe N ⊆M mit RN ⊆ N ; wir
schreiben dafür auch N ≤M . Jede Teilmenge A ⊆M erzeugt einen Untermodul

〈A〉 :=
{∑

rivi; ri ∈ R, vi ∈ A
}
≤ M.

Falls A = {v1, . . . , vn} gilt, so schreiben wir auch 〈v1, . . . , vn〉 für 〈A〉. Ist ϕ : M →
M ′ ein Homomorphismus von R-Moduln, so gilt

N ≤ M =⇒ ϕ(N) ≤M ′, N ′ ≤ M ′ =⇒ ϕ−1(N ′) ≤M.

Das direkte Produkt über eine Familie Mi, i ∈ I, von R-Moduln ist das (mengen-
theoretische) Produkt

∏
i∈IMi mit den komponentenweisen Verknüpfungen:

(ui)i∈I + (u′i)i∈I := (ui + u′i)i∈I , r·(ui)i∈I := (r·ui)i∈I .
Die direkte Summe der R-Moduln Mi, i ∈ I, ist der Untermodul aller endlichen
Folgen in

∏
i∈IMi

⊕

i∈I

Mi :=

{
(ui)i∈I ∈

∏

i∈I

Mi; ui 6= 0 für höchstens endlich viele i ∈ I
}
.

Der Faktormodul eines R-Moduls M nach einem Untermodul N ≤ M ist die Fak-
torgruppe M/N mit der (wohldefinierten) Skalarmultiplikation

R×M/N → M/N, r·(u +N) := r·u+N

Die kanonische Abbildung π : M → M/N , u 7→ u +N ist ein Epimorphismus mit
Kern(π) = N .

Definition 4.2.2. Es sei R ein K1-Ring. Unter einer Sequenz von R-Moduln ver-
steht man eine Folge von R-Modulhomomorphismen ϕi : Mi−1 →Mi:

. . . // Mi−1
ϕi // Mi

ϕi+1 // Mi+1
// . . .

Man nennt eine solche Sequenz exakt an der Stelle Mi, falls ϕi(Mi−1) = ker(ϕi+1)
gilt. Man nennt die gesamte Sequenz exakt , wenn sie an jeder Stelle exakt ist.

Bemerkung 4.2.3. Eine Sequenz 0 // M ′ ϕ // M
ψ // M ′′ // 0 von R-

Moduln ist genau dann exakt, wenn folgendes gilt:

(i) ϕ ist injektiv,
(ii) ϕ(M ′) = ker(ψ),
(iii) ψ ist surjektiv.



90 ©J. HAUSEN, M. WROBEL 2019

Ist die obige Sequenz exakt, so hat man M ′ ∼= ϕ(M ′) un der Homomorphiesatz
liedert einen Isomorphismus

M/ϕ(M ′) → M ′′, v + ϕ(M ′) 7→ ψ(v).

Beispiel 4.2.4. Die beiden folgenden Sequenzen von Z-Moduln sind exakt:

0 // Z
u7→nu // Z

v 7→v+nZ // Z/nZ // 0,

0 // Z
u7→(u,0) // Z2

(u,v) 7→v // Z // 0.

Definition 4.2.5. Eine exakte Sequenz 0 // M ′ ϕ // M
ψ // M ′′ // 0

von R-Moduln spaltet, falls M = ϕ(M ′)⊕N gilt mit einem Untermodul N ⊆M .

Satz 4.2.6. Es sei 0 // M ′ ϕ // M
ψ // M ′′ // 0 eine exakte Sequenz

von R-Moduln. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Die Sequenz 0 // M ′ ϕ // M
ψ // M ′′ // 0 spaltet.

(ii) Es gibt einen Homomorphismus ̺ : M →M ′ mit ̺ ◦ ϕ = idM ′ .
(iii) Es gibt einen Homomorphismus σ : M ′′ →M ′ mit ψ ◦ σ = idM ′′ .

Gilt eine dieser drei Aussagen, so hat man ein kommutatives Diagramm von R-
Modulhomomorphismen

0 // M ′ ϕ // M
ψ //

OO

∼=
��

M ′′ // 0

0 // M ′

v′ 7→(v′,0)

// M ′ ⊕M ′′

(v′,v′′) 7→v′′
// M ′′ // 0

Beweis. Zu “(i)⇒(ii)” und “(i)⇒(iii)”. Es sei N ≤ M ein Untermodul mit M =
ϕ(M ′) ⊕ N . Dann können wir jedes v ∈ M eindeutig zerlegen als v = v′ + u mit
v′ ∈ ϕ(M ′) und u ∈ N . Damit erhalten wir die gewünschten Homomorphismen:

̺ : M → M ′, v′ + u 7→ ϕ−1(v′), σ : M ′′ → M, w 7→ (ψ|N )−1(w).

Zu “(ii)⇒(i)”. Wir zeigen, dass N := ker(̺) der gewünschte Untermodul ist. Dazu
ist zu zeigen:

ϕ(M ′) ∩N = {0}, ϕ(M ′) +N = M

Zum Nachweis der ersten Eigenschaft sei v = ϕ(v′) ∈ ϕ(M ′) ∩ N gegeben. Dann
erhalten wir v = 0 mit

0 = ̺(v) = ̺(ϕ(v′)) = v′.

Zum Nachweis der ersten Eigenschaft vermerken wir, dass jedes v ∈M sich folgen-
dermaßen darstellen lässt

v = ϕ(̺(v)) + (v − ϕ(̺(v))) ∈ ϕ(M ′) +N.

Zu “(iii)⇒(i)”. Wir zeigen, dass N := σ(M ′′) der gewünschte Untermodul von M
ist. Es gilt ϕ(M ′) ∩N = {0}, denn für jedes v = σ(v′′) ∈ ϕ(M ′) ∩N haben wir

0 = ψ(v) = ψ(σ(v′′)) = v′′.

Weiter erhalten wir M = ϕ(M ′) + N , denn jedes Element v ∈ M besitzt eine
Darstellung

v = (v − σ(ψ(v))) + σ(ψ(v)) ∈ ϕ(M ′) +N.
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�

Definition 4.2.7. Es sei R ein K1-Ring. Ein R-Modul M heißt noethersch, falls
jeder Untermodul N ≤M endlich erzeugt ist, d.h., von der Gestalt N = 〈v1, . . . , vr〉
mit v1, . . . , vr ∈M ist.

Bemerkung 4.2.8. Es seien R ein K1-Ring und M ein noetherscher R-Modul.
Dann ist M endlich erzeugt. Weiter ist jeder Untermodul von M noethersch.

Satz 4.2.9. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Der R-Modul M ist noethersch.
(ii) Jede Kette N1 ⊆ N2 ⊆ . . . von Untermoduln Ni ≤M wird stationär.

Beweis. Man kann die Argumente des Beweises von Satz 1.4.4 fast wörtlich über-
nehmen.

Zu “(i) ⇒ (ii)”. Es sei eine aufsteigende Kette N1 ⊆ N2 ⊆ . . . von Untermoduln
Ni ≤M gegeben. Dann erhält man einen Untermodul

N :=
⋃

i∈Z≥1

Ni ≤ M.

Nach (i) ist N endlich erzeugt, etwa von Elementen v1, . . . , vm. Wir finden ein
r ∈ Z≥1, sodass alle vi in Nr liegen. Offenbar gilt Ni = Nr für i ≥ r.
Zu “(ii) ⇒ (i)”. Nehmen wir an, N ≤ M sei nicht endlich erzeugt. Es gilt {0} =:
N1 ( N . Folglich gibt es ein u2 ∈ N \N1. Dann ist N2 := Ru2+N1 endlich erzeugt,
und wir haben N1 ( N2 ( N . Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man eine
echt aufsteigende unendliche Kette von Untermoduln. Widerspruch zu (ii). �

Satz 4.2.10. Es sei 0 // M ′ ϕ // M
ψ // M ′′ // 0 eine exakte Sequenz

von R-Moduln. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Die Moduln M ′ und M ′′ sind noethersch.
(ii) Der Modul M ist noethersch.

Beweis. Zu “(i)⇒(ii)”. Es sei M1 ⊆ M2 ⊆ . . . eine Kette von Untermoduln in
M . Dann erhält man aufsteigende Ketten von Untermoduln in M ′ bzw. M ′′ durch
Übergang zu Urbild bzw. Bild:

ϕ−1(M1) ⊆ ϕ−1(M2) ⊆ . . . , ψ(M1) ⊆ ψ(M2) ⊆ . . . .
Diese Ketten werden nach Voraussetzung stationär, d.h. es gibt ein n mitMi =Mn

für alle i ≥ n. Wir zeigen Mi+1 =Mi für jedes i ≥ n. Dafür sei v ∈Mi+1 gegeben.
Dann gilt

v ∈ ψ−1(ψ(Mi+1)) = ψ−1(ψ(Mi)) = Mi + ker(ψ) = Mi + ϕ(M ′).

Also haben wir eine Darstellung v = vi+ϕ(v
′) mit vi ∈Mi und v

′ ∈M ′. Dabei gilt
ϕ(v′) = v − vi ∈Mi+1. Es folgt v

′ ∈ ϕ−1(Mi+1) = ϕ−1(Mi) und somit ϕ(v′) ∈Mi.
Das impliziert v = vi + ϕ(v′) ∈Mi.

Zu “(ii)⇒(i)”. Offenbar ist M ′ ∼= ϕ(M ′) ≤ M noethersch. Wir zeigen, dass M ′′

noethersch ist. Ist N ′′ ≤ M ′′ gegeben, so ist ψ−1(N ′′) endlich erzeugt, etwa durch
v1, . . . , vr. Damit ist N ′′ durch ψ(v1), . . . , ψ(vr) erzeugt. �

Folgerung 4.2.11. Es seien R ein K1-Ring und M , N noethersche R-Moduln.
Dann ist auch die direkte Summe M ⊕N ein noetherscher R-Modul.
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Beweis. Die Aussage ergibt sich sofort durch Anwenden von Satz 4.2.10 auf die
folgende exakte Sequenz:

0 // M
u7→(u,0) // M ⊕N (u,v) 7→v // N // 0

�

Satz 4.2.12. Es seien R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann ist M ein noetherscher Modul.

Beweis. In einem ersten Schritt behandeln wir per Induktion über n den Fall M =
Rn. Für n = 1 ist die Situation klar: Hier sind die Untermoduln N ≤ R genau die
Ideale N ≤R R. Da R noethersch ist, sind alle N ≤ R endlich erzeugt.

Für den Induktionsschritt, d.h., den Übergang von n − 1 nach n zerlegen wir den
R-Modul Rn gemäß

Rn = Rn−1 ⊕ R

Die beiden Summanden auf der rechten Seite sind nach Induktionsvoraussetzung
bzw. Induktionsanfang noethersch. Folgerung 4.2.11 liefert somit, dassRn noethersch
ist.

Im allgemeinen Fall wählen wir Erzeugende u1, . . . un für den R-Modul M . Damit
erhalten wir einen Epimorphismus

π : Rn → M, (r1, . . . , rn) 7→ r1u1 + . . .+ rnun.

Ist nun N ≤ M ein Untermodul, so ist π−1(N) ein Untermodul von Rn und des-
halb nach Schritt 1 des Beweis endlich erzeugt, etwa durch v1, . . . , vs. Dann sind
π(v1), . . . , π(vs) Erzeugende für N . �

Satz 4.2.13 (Satz von Artin und Tate). Es seien R ⊆ S ⊆ T Ringerweiterungen
mit folgenden Eigenschaften:

(i) R ist noethersch.
(ii) R ⊆ T ist als Ringerweiterung endlich erzeugt.
(iii) T ist ein endlich erzeugter S-Modul.

Dann ist auch R ⊆ S als Ringerweiterung endlich erzeugt.

Beweis. Es seien c1, . . . , cm ∈ T Erzeugende der Ringerweiterung R ⊆ T , und es
sei T als S-Modul erzeugt von γ1, . . . , γn ∈ T . Dann hat man Beziehungen

ci =

n∑

j=1

sijγj , mit sij ∈ S,(4.2.13.1)

γiγj =

n∑

k=1

sijkγk, mit sijk ∈ S.(4.2.13.2)

Es sei S0 ⊆ S der von den Elementen sij und sijk erzeugte Unterring über R. Dann
gilt R ⊆ S0 ⊆ S, und nach Folgerung 1.4.10 ist ein S0 noetherscher Ring.

Nun ist jedes c ∈ T ein algebraischer Ausdruck in c1, . . . , cm mit Koefizienten in R.
Mit den beiden obigen Beziehungen erhält man, daß c eine Linearkombination in
den γi mit Koeffizienten in S0 ist.

Mit anderen Worten: T ist ein endlich erzeugter S0-Modul. Da S0 noethersch ist,
muß auch S nach Satz 4.2.12 endlich erzeugter S0-Modul sein. Da R ⊆ S0 zudem
eine endlich erzeugte Ringerweiterung ist, muss dies auch für R ⊆ S gelten. �
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Aufgaben zu Abschnitt 4.2.

Aufgabe 4.2.14. Es seien K ein Körper und 0 → V0 → . . . → Vn → 0 eine exakte
Sequenz von K-Vektorräumen. Zeige: Es gilt

n∑

i=1

(−1)i dim(Vi) = 0.

Aufgabe 4.2.15. Es sei 0 //M ′ ϕ // Zm
ψ // M ′′ // 0 eine exakte Sequenz

von Z-Moduln. Beweise die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Sequenz 0 // M ′ ϕ // Zm
ψ // M ′′ // 0 spaltet.

(ii) Für jedes v ∈ Zn und jedes k ∈ Z≥0 gilt kv ∈ ϕ(M ′)⇒ v ∈ ϕ(M ′).
(iii) Der Modul M ′′ ist torsionsfrei.

Aufgabe 4.2.16. Es sei 0 // M ′ ϕ // M
ψ // M ′′ // 0 eine exakte Sequenz

von R-Moduln. Beweise folgende Aussagen:

(i) Existiert ein Homomorphismus ̺ : M → M ′ mit ̺ ◦ ϕ = idM′ , so hat man ein
kommutatives Diagramm von R-Modulhomomorphismen

0 // M ′ ϕ // M
ψ //

v 7→(̺(v),ψ(v)) ∼=

��

M ′′ // 0

0 // M ′

v′ 7→(v′,0)

// M ′ ⊕M ′′

(v′,v′′) 7→v′′
// M ′′ // 0

(ii) Existiert ein Homomorphismus σ : M ′′ →M ′ mit ψ ◦ σ = idM′′ , so hat man ein
kommutatives Diagramm von R-Modulhomomorphismen

0 // M ′ ϕ // M
ψ // M ′′ // 0

0 // M ′

v′ 7→(v′,0)

// M ′ ⊕M ′′

(v′,v′′) 7→v′′
//

(v′,v′′) 7→ϕ(v′)+σ(v′′)∼=

OO

M ′′ // 0

Aufgabe 4.2.17. Jeder kommutative Ring R mit Einselement ist auf kanonische Weise
ein R-Modul mit der Skalarmultiplikation r ·a := ra. Beweise die Äquivalenz folgender
Aussagen:

(i) Der Ring R ist noethersch.
(ii) Der R-Modul R ist noethersch.

Aufgabe 4.2.18. Gib ein Beispiel von Ringerweiterungen R ⊆ S ⊆ T , sodass R noethersch
ist, T als R-Modul endlich erzeugt ist, aber R ⊆ S keine endlich erzeugte Ringerweiterung
ist.
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4.3. Der Hilbertsche Nullstellensatz.

Satz 4.3.1 (Hilbertscher Nullstellensatz, Version I). Es sei k ⊆ K eine Körper-
erweiterung. Gilt K = k[a1, . . . , ar] mit Elementen a1, . . . , ar ∈ K, so ist k ⊆ K
algebraisch.

Erinnerung 4.3.2. Ein Element p ∈ R eines Integritätsringes R heisst prim,
falls 0 6= p 6∈ R∗ gilt und p|ab stets p|a oder p|b impliziert. Man nennt p, q ∈ R
assoziiert zueinander, in Zeichen p ∼ q, falls q = cp mit einer Einheit c ∈ R∗ gilt.
Unter einem Primsystem verstehen wir ein vollständiges Repräsentantensystem der
Äquivalenzrelation “∼” auf der Menge aller Primelemente von R.

Ein Integritätsring R heisst faktoriell , falls jede Nichteinheit von R ein Produkt
von Primelementen ist. Der Satz von Gauss besagt, dass mit R auch R[T ] faktoriell
ist. Insbesondere ist k[T1, . . . , Tr] für jeden Körper k ein faktorieller Ring.

Lemma 4.3.3. Es sei R ein faktorieller Ring. Dann enthält der Polynomring
R[T1, . . . , Tn] eine unendliche Menge paarweise nichtassoziierter Primelemente.

Beweis. Wegen R[T1, . . . , Tn] ∼= R[T1, . . . , Tn−1][T ] genügt es, die Aussage für R[T ]
zu beweisen.

Es sei P ⊂ R[T ] eine maximale Menge paarweise nichtassoziierter Primelemente.
Da T ∈ R[T ] prim ist, dürfen wir T ∈ P annehmen. Wir nehmen nun an, P sei
endlich, etwa P = {p1, . . . , pr}. Wir betrachten

f := p1 · · · pr + 1 ∈ R[T ].

Wegen T ∈ P ist f ein Polynom positiven Grades und somit kann f keine Einheit
in R[T ] sein. Primfaktorzerlegung von f liefert

p1 · · · pr + 1 = pig

mit einem 1 ≤ i ≤ r und einem Polynom g ∈ R[T ]. Wir dürfen dabei i = 1
annehmen. Dann erhalten wir

1 = p1(g − p2 · · · pr).

Das bedeutet jedoch, dass p1 eine Einheit in R[T ] ist. Widerspruch zu p1 Primele-
ment in R[T ]. �

Lemma 4.3.4. Es sei k ein Körper. Dann ist die Ringerweiterung k ⊆ k(T1, . . . , Tn)
nicht endlich erzeugt.

Beweis. Nehmen wir an, k(T1, . . . , Tn) sei als Ringerweiterung über k von den Ele-
menten f1, . . . , fs erzeugt. Wir schreiben

fi =
gi(T1, . . . , Tn)

hi(T1, . . . , Tn)

mit geeigneten Polynomen gi, hi ∈ k[T1, . . . , Tn]. Nach Lemma 4.3.3 gibt es ein
Primelement p ∈ k[T1, . . . , Tn], das keines der hi teilt.

Stellt man nun 1/p als algebraischen Ausdruck in den fi = gi/hi dar und bildet
den Hauptnenner, so erhält man eine Darstellung 1/p = g/h, wobei h ein Pro-
dukt gewisser Potenzen der hi ist. Es folgt pg = h und somit teilt p eines der hi.
Widerspruch zur Wahl von p. �
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Beweis von Satz 4.3.1. Nehmen wir an, k ⊆ K sei nicht algebraisch. Da K end-
lich erzeugt über k ist, gibt es dann gemäß Satz 4.1.13 eine Transzendenzbasis
B = {b1, . . . , bn} für die Körpererweiterung k ⊆ K. Wir betrachten die Ringerwei-
terungen

k ⊆ k(B) ⊆ k[a1, . . . , ar] = K.

Dabei ist k noethersch und k ⊆ K eine endlich erzeugte Ringerweiterung. Weiter
ist k(B) ⊆ K nach Satz 4.1.10 (ii) algebraisch. Da k(B) ⊆ K zudem endlich erzeugt
ist, liefert Folgerung 4.1.3, dass k(B) ⊆ K von endlichem Grad ist.

Die Ringerweiterungen k ⊆ k(B) ⊆ K erfüllen somit die Voraussetzungen von
Satz 4.2.13. Folglich ist k ⊆ k(B) als Ringerweiterung endlich erzeugt. Andererseits
ist k(B) = k(b1, . . . , bn) nach Bemerkung 4.1.9 isomorph zum Funktionenkörper
k(T1, . . . , Tn). Das widerspricht Lemma 4.3.4. �

Erinnerung 4.3.5. Ein KörperK heisst algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht-
konstante Polynom f ∈ K[T ] eine Nullstelle besitzt. Ist K algebraisch abgeschlossen,
so zerfällt jedes nichtkonstante Polynom f ∈ K[T ] in Linearfaktoren:

f = c(T − a1) · · · (T − ar), c ∈ K∗, a1, . . . , ar ∈ K.

Jeder algebraisch abgeschlossene Körper besitzt unendlich viele Elemente. Ein Kör-
per K ist genau dann algebraisch abgeschlossen wenn für jede algebraische Erwei-
terung K ⊆ L bereits K = L gilt.

Erinnerung 4.3.6. Es sei K ein unendlicher Körper. Für gegebene Teilmengen
L ⊆ K[T1, . . . , Tn] bzw. X ⊆ Kn hatten wir das Nullstellengebilde bzw. das Ver-
schwindungsideal definiert:

V (L) = {x ∈ Kn; f(x) = 0 für alle f ∈ L} ⊆ Kn,

I(X) = {f ∈ K[T1, . . . , Tn]; f(x) = 0 für alle x ∈ X} ⊆ Kn.

Satz 4.3.7 (Hilbertscher Nullstellensatz, Version II). Es sei K ein algebraisch ab-
geschlossener Körper. Ist a ( K[T1, . . . , Tn] ein echtes Ideal, so gilt V (a) 6= ∅.

Beweis. Als echtes Ideal ist a in einem maximalen Ideal m ⊆ K[T1, . . . , Tn] enthal-
ten, siehe Folgerung 1.3.15. Es sei L := K[T1, . . . , Tn]/m der zugehörige Restklas-
senkörper. Dann hat man einen Monomorphismus

 : K → L, a 7→ a+m.

Weiter gilt L = (K)[T 1, . . . , Tn], wobei T i := Ti+m. Nach Satz 4.3.1 ist die Erwei-
terung (K) ⊆ L algebraisch. Da K, und somit auch (K), algebraisch abgeschlossen
ist, folgt L = (K).

Es sei nun ai ∈ K mit (ai) = T i. Mit a := (a1, . . . , an) erhalten wir dann ein
kommutatives Diagramm

K[T1, . . . , Tn]
f 7→f+m //

f 7→f(a)
%%❑❑

❑❑
❑❑

❑❑
❑❑

❑
L

K

∼=


@@��������

Zur Verifikation genügt es, Ti + m und (Ti(a)) zu vergleichen. Es folgt f(a) = 0
für alle f ∈ m. Insbesondere gilt a ∈ V (a). �

Erinnerung 4.3.8. Es seien R ein K1-Ring und a ⊆ R ein Ideal. Das Radikal von
a ist das Ideal

√
a := {r ∈ R; rn ∈ a für ein n ∈ Z≥0} ≤ R.
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Falls a =
√
a für ein Ideal a ⊆ R gilt, so nennt man a ein Radikalideal oder auch

ein perfektes Ideal.

Satz 4.3.9 (Hilbertscher Nullstellensatz, Version III). Es sei K ein algebraisch
abgeschlossener Körper, Dann gilt für jedes Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn]:

I(V (a)) =
√
a.

Beweis. Zur Inklusion “
√
a ⊆ I(V (a))”. Ist f ∈ √a, so gibt es ein n ∈ N mit fn ∈ a.

Also ist fn|V (a) = 0. Das impliziert jedoch f |V (a) = 0. Also gilt f ∈ I(V (a)).

Nun zur Inklusion “I(V (a)) ⊆ √a”. Es sei 0 6= f ∈ I(V (a)) gegeben. Wir fassen
K[T1, . . . , Tn] als Unterring von K[T1, . . . , Tn+1] auf und betrachten dort das Ideal

b := 〈a ∪ {fTn+1 − 1}〉.
Dann gilt V (b) = ∅, denn gäbe es ein Element (z1, . . . , zn+1) ∈ V (b), so hätte man
einerseits f(z1, . . . , zn+1) = 0 wegen f ∈ I(V (a)) ⊆ I(V (b)) und andererseits

f(z1, . . . , zn)zn+1 − 1 = 0,

Widerspruch. Nach Satz 4.3.7 kann b kein echtes Ideal sein, d.h., es gilt 1 ∈ b.
Satz 3.3.11 liefert uns f ∈ √a. �

Satz 4.3.10. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Dann hat man zu-
einander inverse inklusionsumkehrende Bijektionen:

{Algebraische Mengen in Kn} ←→ {Radikalideale in K[T1, . . . , Tn]}
X 7→ I(X)

V (a) ←[ a.

Beweis. Mit Satz 2.2.15 und dem Hilbertschen Nullstellensatz 4.3.9 erhalten wir

V (I(X)) = X, I(V (a)) =
√
a = a

für jede algebraische Menge X ⊆ Kn und jedes Radikalideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn]. �

Definition 4.3.11. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper undX ⊆ Kn

eine algebraische Menge. Der Koordinatenring von X ist die K-Algebra

K[X ] := {f : X → K; f = F|X für ein F ∈ K[T1, . . . , Tn]}
mit den punktweise definierten Verknüpfungen und dem kanonischen Strukturho-
momorphismus a 7→ [x 7→ a].

Beispiel 4.3.12. Man hat einen kanonischen Isomorphismus von K-Algebren:

K[T1, . . . , Tn] → K[Kn], f 7→ [z 7→ f(z)].

Bemerkung 4.3.13. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper und X ⊆
Kn eine algebraische Menge. Dann hat man einen Epimorphismus

πX : K[T1, . . . , Tn] → K[X ], F 7→ F|X

mit Kern(πX) = I(X). Gilt X = V (a) mit einem Ideal a ⊆ K[T1, . . . , Tn], so hat
man

K[X ] ∼= K[T1, . . . , Tn]/I(X) = K[T1, . . . , Tn]/
√
a.
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Definition 4.3.14. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Eine affine
K-Algebra ist eine K-Algebra A mit folgenden Eigenschaften:

(i) A ist endlich erzeugt, d.h. es gilt A = K[f1, . . . , fr] mit f1, . . . , fr ∈ A,
(ii) A ist reduziert , d.h. A besitzt keine echten nilpotenten Elemente.

Bemerkung 4.3.15. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Der Koor-
dinatenring K[X ] einer algebraischen Menge X ⊆ Kn ist eine affine K-Algebra.

Beispiel 4.3.16. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper.

(i) Für das Achsenkreuz X = V (T1T2) ⊂ K2 gilt

I(X) = 〈T1T2〉, K[X ] ∼= K[T1, T2]/〈T1T2〉.
(ii) Für die Neilsche Parabel X = V (T 2

2 − T 3
1 ) ⊂ K2 gilt

I(X) = 〈T 2
2 − T 3

1 〉, K[X ] ∼= K[T1, T2]/〈T 2
2 − T 3

1 〉.
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Aufgaben zu Abschnitt 4.3.

Aufgabe 4.3.17. Zeige: Jede affine K-Algebra ist ein noetherscher Ring.

Aufgabe 4.3.18. Es seien R,S kommutative Ringe mit Einselement und a ⊆ R ein Ideal.
Zeige:

(i) Ist ϕ : S → R ein Homomorphismus, so gilt ϕ−1(
√
a) =

√
ϕ−1(a).

(ii) Ist ψ : R→ S ein Epimorphismus, so gilt ψ(
√

a+ ker(ψ)) =
√
ψ(a).

(iii) Es gilt genau dann a =
√
a, wenn R/a keine nilpotenten Elemente enthält.

Aufgabe 4.3.19. Es sei R ein kommutativer Ring mit 1R 6= 0R. Zeige:
√
〈0〉 ⊆ R ist der

Durchschnitt aller Primideale in R.

Aufgabe 4.3.20. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und es seien pi ⊆ R,
i ∈ I , Primideale. Zeige:

⋂
i∈I pi ist ein Radikalideal in R.

Aufgabe 4.3.21. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper und a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein echtes Ideal. Zeige: Es gibt bis auf Nummerierung eindeutig bestimmte Primideale
p1, . . . , pr in K[T1, . . . , Tn] mit

√
a = p1 ∩ . . . ∩ pr und pi 6⊆ pj für i 6= j.

Aufgabe 4.3.22. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Zeige, dass zu je zwei x, x′ ∈ X
mit x 6= x′, ein f ∈ K[X] existiert mit f(x) = 0, f(x′) = 1.

Aufgabe 4.3.23. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper und f ∈ K[T1, . . . , Tn]
ein Primelement, und es sei X := V (f). Zeige:

I(X) = 〈f〉, K[X] ∼= K[T1, . . . , Tn]/〈f〉.
Aufgabe 4.3.24. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper und f ∈ K[T1, . . . , Tn]
ein Polynom mit Primfaktorzerlegung f = pν11 · · · pνss , wobei νi ≥ 1. Zeige:

(i) V (f) = V (p1) ∪ . . . ∪ V (ps) ist die Zerlegung in irrreduzible Komponenten.
(ii) Es gilt I(V (f)) = 〈p1 · · · ps〉.

Gelten diese Aussagen auch für nicht algebraisch abgeschlossene Körper K?

Aufgabe 4.3.25. Zeige, dass der Hilbertsche Nullstellensatz 4.3.9 für K = R nicht gilt.

Aufgabe 4.3.26. Für welche Polynome f ∈ K[T1, . . . , Tn] ist V (T 2
n+1 − f) ⊆ Kn+1

irreduzibel?

Aufgabe 4.3.27. Beweise die Aussagen aus Beispiel 4.3.16:

(i) Für das Achsenkreuz X = V (T1T2) ⊂ K2 gilt

I(X) = 〈T1T2〉, K[X] ∼= K[T1, T2]/〈T1T2〉.
(ii) Für die Neillsche Parabel X = V (T 2

2 − T 3
1 ) ⊂ K2 gilt

I(X) = 〈T 2
2 − T 3

1 〉, K[X] ∼= K[T1, T2]/〈T 2
2 − T 3

1 〉.
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4.4. Berechnungen mit Gröbnerbasen II.

Vereinbarung 4.4.1. In diesem Abschnitt ist K ein algebraisch abgeschlossener
Körper.

Erinnerung 4.4.2. Es sei a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Ideal. Der Hilbertsche Nullstel-
lensatz 4.3.9 besagt

I(V (a)) =
√
a.

Der Koordinatenring der algebraischen Menge X = V (a) ⊆ Kn ist gegeben durch

K[X ] = {f : X → K; f = F|X für ein F ∈ K[T1, . . . , Tn]}
∼= K[T1, . . . , Tn]/I(X)

∼= K[T1, . . . , Tn]/
√
a.

Verfahren 4.4.3. Es seien f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben. Es soll herausge-
funden werden, ob V (f1, . . . , fr) = ∅ gilt.

• Wähle eine Monomordnung auf M(n).
• Berechne eine Gröbnerbasis G für 〈f1, . . . , fr〉.

Es gilt genau dann V (f1, . . . , fr) = ∅, wenn G ein (nichttriviales) konstantes Poly-
nom enthält.

Beweis. Falls G ein konstantes Polynom a ∈ K∗ enthält, ist V (f1, . . . , fr) = V (G)
offensichtlich leer. Ist V (f1, . . . , fr) leer, so gilt 1 ∈ 〈f1, . . . , fr〉 nach dem Hilbert-
schen Nullstellensatz 4.3.7. Es folgt 1 = aĝ mit einem g ∈ G und einem a ∈ K∗. �

Verfahren 4.4.4. Es seien f1, . . . , fr, g1, . . . , gs ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben. Es soll
herausgefunden werden, ob V (f1, . . . , fr) ⊆ V (g1, . . . , gs) gilt.

• Prüfe gj ∈
√
〈f1, . . . , fr〉 für 1 ≤ j ≤ s mit Verfahren 3.3.12.

Es gilt genau dann V (f1, . . . , fr) ⊆ V (g1, . . . , gs), wenn alle Radikalmitgliedschafts-
tests positiv verlaufen sind.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Anwendung des Hilbertschen Nullstellensat-
zes 4.3.9: Es gilt

V (f1, . . . , fr) ⊆ V (g1, . . . , gs) ⇐⇒ g1, . . . , gs ∈ I(V (f1, . . . , fr))

⇐⇒ g1, . . . , gs ∈
√
〈f1, . . . , fr〉.

�

Bemerkung 4.4.5. Gröbnerbasen kann man einsetzen um polynomiale Gleichungs-
system zu lösen. Als Beispiel betrachten wir das System

x21 + x22 + x23 = 1

x21 − x2 + x23 = 0

x1 − x3 = 0.

Eine Gröbnerbasis G für das entsprechende Ideal a ⊆ K[T1, T2, T3] bezüglich “≤lex”
ist gegeben durch

G =

{
T1 − T3, T2 − 2T 2

3 , T
4
3 +

1

2
T 2
3 −

1

4

}
.
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Wegen a = 〈G〉 gilt V (a) = V (G). Es genügt also, das zu G gehörige System zu
lösen:

x1 − x3 = 0

x2 − 2x23 = 0

x43 +
1

2
x23 −

1

4
= 0.

Auffällig ist dabei, dass die letzte Gleichung nur von einer Variablen abhängt. Durch
Lösen und sukzessives Einsetzen erhalten wir vier Lösungen x = (x1, x2, x3):

x1 = ±1

2

√
±
√
5− 1

x2 =
1

2
(±
√
5− 1)

x3 = ±1

2

√
±
√
5− 1.

Entscheidend für den Erfolg in diesem Beispiel war, dass wir eine endliche Lösungs-
menge vorliegen hatten. Dies wollen wir nun allgemein untersuchen.

Satz 4.4.6. Es seien X ⊆ Kn eine algebraische Menge und K[X ] ihr Koordina-
tenring. Weiter seien eine abgeschlossene Menge Y ⊆ X und ein Punkt x ∈ X \ Y
gegeben. Dann gibt es eine Funktion f ∈ K[X ] mit f|Y = 0 und f(x) 6= 0.

Beweis. Die Menge Y ist abgeschlossen in Kn und somit gilt Y = V (I(Y )). Wegen
x 6∈ Y gibt es daher ein Polynom F ∈ K[T1, . . . , Tn] mit F ∈ I(Y ) und F (x) 6= 0.
Die Funktion f := F|X ∈ K[X ] hat dann die gewünschte Eigenschaft. �

Folgerung 4.4.7. Es seien X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Dann trennt K[X ]
die Punkte von X, d.h. zu je zwei x, x′ ∈ X mit x 6= x′ gibt es eine Funktion
f ∈ K[X ] mit f(x) 6= f(x′).

Satz 4.4.8. Es sei X ⊆ Kn eine endliche (und somit algebraische) Menge. Zu
x ∈ X sei fx die zugehörige charakteristische Funktion:

fx : X → K, x′ 7→
{
1, x′ = x,

0, x′ 6= x.

Dann ist (fx; x ∈ X) eine Basis des K-Vektorraumes K[X ]. Insbesondere stimmt
K[X ] mit der Algebra aller Funktionen X → K überein.

Beweis. Wir zeigen, dass jede charakteristische Funktion fx ein Element des Ko-
ordinatenringes ist. Dazu betrachten wir die Teilmenge

Y := X \ {x} ⊆ X.

Dann ist Y endlich und somit abgeschlossen in X . Satz 4.4.6 liefert daher eine
Funktion f ∈ K[X ] mit f|Y = 0 und f(x) 6= 0. Das impliziert

fx = f(x)−1f ∈ K[X ].

Die verbleibenden Aussagen folgen direkt aus der Tatsache, dass jede Funktion
h : X → K eine eindeutige Linearkombination charakteristischer Funktionen ist:

h =
∑

x∈X

h(x)fx.

�
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Folgerung 4.4.9. Es seien a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Ideal, X = V (a) ⊆ Kn die
zugehörige algebraische Menge und K[X ] ihr Koordinatenring. Dann gilt

dimK(K[T1, . . . , Tn]/a) ≥ dimK(K[T1, . . . , Tn]/
√
a) = dimK(K[X ]) = |X |.

Beweis. Für den Nachweis der ersten Abschätzung betrachten wir die Inklusion
a ⊆ √a. Das liefert einen Epimorphismus

K[T1, . . . , Tn]/a → K[T1, . . . , Tn]/
√
a.

Der Hilbertsche Nullstellensatz 4.3.9 besagt I(X) =
√
a. Das beweist die Gleichheit

in der Mitte.

FallsX endlich ist, ergibt sich die zweite Gleichheit direkt aus Satz 4.4.8. Betrachten
wir den Fall, dass X unendlich ist. Dann finden wir zu jedem k ∈ Z≥0 eine k-
elementige Teilmenge Yk ⊆ X . Offenbar hat man einen Epimorphismus

K[X ] → K[Yk], f 7→ f|Yk

von K-Vektorräumen. Folglich gilt dim(K[X ]) ≥ dim(K[Yk]) Mit Satz 4.4.8 erhal-
ten wir also dim(K[X ]) ≥ k für jedes k ∈ Z≥0. Somit besitzt K[X ] unendliche
Dimension. �

Satz 4.4.10. Es seien “≤” eine Monomordnung auf M(n) und a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein Ideal mit Gröbnerbasis G ⊆ a. Weiter sei X := V (a) ⊆ Kn. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent.

(i) Die Menge X ist endlich.

(ii) Zu jedem 1 ≤ i ≤ n gibt es ein gi ∈ G mit ĝi = ciT
ki
i , wobei ki ∈ Z≥0 und

ci ∈ K∗.

Gilt eine der Aussagen, so erhalten wir mit den Exponenten k1, . . . , kn aus (ii) die
Abschätzung

k1 · · · kn ≥ dimK(K[T1, . . . , Tn]/a) ≥ |X |.

Beweis. Zu “(i)⇒(ii)”. Es sei 1 ≤ i ≤ n gegeben. Da die Menge X ⊆ Kn endlich
ist, erhalten wir

{Ti(x); x ∈ X} = {xi; x ∈ X} = {a1, . . . , ar}
mit gewissen Elementen a1, . . . , ar ∈ K. Mit dem Hilbertschen Nullstellensatz 4.3.9
ergibt sich

f := (Ti − a1) · · · (Ti − ar) ∈ I(X) =
√
a.

Also gibt es eine Zahl m ∈ Z≥0 mit fm ∈ a. Es folgt Tmri = f̂m ∈ â. Somit gibt es

ein gi ∈ G und ki ≤ mr, ci ∈ K∗ mit ĝi = T kii .

Nehmen wir an, dass (ii) gilt. Es sei π : K[T1, . . . , Tn] → K[T1, . . . , Tn]/a der ka-
nonische Epimorphismus. Weiter seien S := {ν ∈ Zn≥0; ν1 < k1, . . . , νn < kn}
und

U :=

{∑

ν∈S

aνT
ν; aν ∈ K

}
⊆ K[T1, . . . , Tn].

Dann ist U ein Untervektorraum von K[T1, . . . , Tn] und nach Konstruktion gilt
dim(U) = k1 · · · kn. Wir zeigen nun

π(U) = K[T1, . . . , Tn]/a.

Ist f ′ ∈ K[T1, . . . , Tn]/a gegeben, so gilt f ′ = π(f) mit einem f ∈ K[T1, . . . , Tn]. Es
sei f = hf + rf die Division mit Rest von f modulo G. Dann gilt hf ∈ a, wir haben
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f ′ = π(rf ) und kein Leitterm ĝ, g ∈ G, teilt einen Term von rf . Letzteres bedeutet
insbesondere rf ∈ U , was unsere Behauptung beweist. Es folgt

k1 · · · kn = dimK(U) ≥ dimK(K[T1, . . . , Tn]/a).

Zusammen mit Folgerung 4.4.9 impliziert dies Aussage (i) und die gewünschten
Abschätzungen. �

Folgerung 4.4.11. Es seien a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Ideal mit endlicher Nullstellen-
menge X := V (a) ⊆ Kn und G ⊆ a eine Gröbnerbasis bezüglich ≤lex für a.

(i) Die Gröbnerbasis G enthält ein Polynom g ∈ K[Tn].
(ii) Ist G reduziert, so enthält G genau ein Polynom g ∈ K[Tn].

Beweis. Nach Satz 4.4.10 gilt ĝn = aT knn mit einem gn ∈ G. Da wir die lexikogra-
phische Ordnung gewählt haben, folgt gn ∈ K[Tn]. �

Verfahren 4.4.12 (Mit Vorbehalt). Es seien f1, . . . , fr ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben,
sodass X = V (f1, . . . , fr) ⊆ Kn endlich ist.

• Bestimme eine reduzierte Gröbnerbasis {g1, . . . , gs} bezüglich ≤lex für das
Ideal 〈f1, . . . , fr〉; dabei sei gs ∈ K[Tn].

• Bestimme die Nullstellen a1, . . . , ak ∈ K des Polynoms gs ∈ G ∩K[Tn].

Dann ist die explizite Bestimmung der Punkte vonX auf das Lösen von Gleichungs-
systemen in n− 1 Variablen zurückgeführt: Es gilt

X =

k⋃

i=1

V (g1(T1, . . . , Tn−1, ai), . . . , gs−1(T1, . . . , Tn−1, ai)).
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Aufgaben zu Abschnitt 4.4.

Aufgabe 4.4.13. Es sei “≤” eine Monomordnung auf M(n). Weiter sei a ⊆ K[T1, . . . , Tn]
ein Ideal, A die Menge seiner Leitmonome und X := V (a) ⊆ Kn. Beweise die Äquivalenz
folgender Aussagen:

(i) Die Menge X ist endlich.
(ii) Die Menge M(n) \ A ist endlich.

Aufgabe 4.4.14. Es sei a ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Ideal, sodass X := V (a) ⊆ Kn endlich ist.
Beweise die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) Es gilt a =
√
a.

(ii) Es gilt dimK(K[T1, . . . , Tn]/a) = |X|.
Aufgabe 4.4.15. Betrachte die Polynome f1 := T 2

1 + T 2
2 − 2, f2 := T 2

2 + T 2
3 − 2, f3 :=

T 2
1 + T 2

3 − 2 und das von ihnen erzeugte Ideal a := 〈f1, f2, f3〉 ⊆ C[T1, T2, T3]. Zeige
folgende Aussagen:

(i) G := {T 2
1 − 1, T 2

2 − 1, T 2
3 − 1} ist eine Gröbnerbasis für a bzgl. “≥lex”.

(ii) Es gilt dimC(C[T1, T2, T3] / a) = 8.
(iii) a ist ein Radikalideal.

Aufgabe 4.4.16. Entwickle ein Verfahren, das für gegebene Ideale a ⊆ K[T1, . . . , Tn] mit
endlichem Nullstellengebilde V (a) ⊆ Kn ermittelt, ob a =

√
a gilt.
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4.5. Der Antiäquivalenzsatz.

Vorbemerkung 4.5.1. Der Antiäquivalenzsatz vergleicht auf mathematisch präzise
Weise die Welten der algebraischen Mengen einerseits und der affinen Algebren an-
dererseits.

Definition 4.5.2. Eine Kategorie besteht aus einer Klasse C von (mathematischen)
Objekten und

• zu je zwei Objekten X,X ′ aus C der Menge MorC(X,X
′) ihrer Morphis-

men; die Elemente von MorC(X,X
′) bezeichnet man durch ϕ : X → X ′,

• zu je drei Objekten X,X ′, X ′′ aus C einer Abbildung, genannt Komposi-
tion,

kC : MorC(X
′, X ′′)×MorC(X,X

′) → MorC(X,X
′′),

(ψ, ϕ) 7→ kC(ψ, ϕ) =: ψ ◦ ϕ,

sodass folgende Regeln gelten:

(i) Für je zwei verschiedene Objektpaare X1, X
′
1 und X2, X

′
2 sind die Mengen

MorC(X1, X
′
1) und MorC(X2, X

′
2) disjunkt.

(ii) Die Komposition ist assoziativ, d.h., für je drei Morphismen ϕ : X → X ′,
ψ : X ′ → X ′′ und κ : X ′′ → X ′′′ gilt

κ ◦ (ψ ◦ ϕ) = (κ ◦ ψ) ◦ ϕ.
(iii) Jedes Objekt X besitzt eine Identität , d.h., einen Morphismus idX : X →

X , sodass für alle Morphismen ϕ : X → X ′ und ψ : X ′′ → X gilt

ϕ ◦ idX = ϕ, idX ◦ ψ = ψ.

Beispiel 4.5.3. Folgende Kategorien sind uns schon bekannt:

(i) Die Kategorie S der Mengen besitzt die Mengen als Objekte und ihre
Morphismen sind die Abbildungen zwischen Mengen.

(ii) Die Kategorie Grp der Gruppen besitzt die Gruppen als Objekte und ihre
Morphismen sind die Gruppenhomomorphismen.

(iii) In Analogie zu (ii) gibt es die Kategorien Ab der abelschen Gruppen, R
der K1-Ringe, R-Mod der R-Moduln, R-VR der k-Vektorräume, etc..

Beispiel 4.5.4. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Wir haben:

(i) Die Kategorie der algebraischen Mengen. Die Objekte sind Paare X ⊆
Kn, wobei X algebraisch ist, und die Morphismen zwischen X ⊆ Kn und
Y ⊆ Km sind die algebraischen Abbildungen ϕ : X → Y , d.h., diejenigen
Abbildungen, welche man als Einschränkungen polynomialer Abbildungen
Φ: Kn → Km erhält.

(ii) Die Kategorie der affinen K-Algebren. Die Objekte sind die affinen K-
algebren, d.h., die endlich erzeugten K-Algebren ohne echte nilpotente
Elemente und die Morphismen sind die Algebrenhomomorphismen.

Definition 4.5.5. Es seien C eine Kategorie und X , X ′ Objekte aus C.

(i) Ein Morphismus ϕ : X → X ′ heißt Isomorphismus , falls er einen Umkehr-
morphismus besitzt, d.h., einen Morphismus ψ : X ′ → X mit ψ ◦ ϕ = idX
und ϕ ◦ ψ = idX′ .

(ii) Man nennt die Objekte X und X ′ isomorph zueinander, in Zeichen X ∼=
X ′, falls es einen Isomorphismus ϕ : X → X ′ gibt.
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Definition 4.5.6. Es seien C, D Kategorien, und F eine Vorschrift, die jedem
Objekt X in C ein Objekt F (X) in D zuordnet. Man nennt F einen

• kovarianten Funktor von C nachD, falls weiter jedem Morphismus ϕ : X →
X ′ in C ein Morphismus F (ϕ) : F (X) → F (X ′) in D zugeordnet wird,
sodass stets F (idX) = idF (X) und F (ψ ◦ ϕ) = F (ψ) ◦ F (ϕ) gelten,

• kontravarianten Funktor von C nach D, falls weiter jedem Morphismus
ϕ : X → X ′ in C ein Morphismus F (ϕ) : F (X ′)→ F (X) in D zugeordnet
wird, sodass stets F (idX) = idF (X) und F (ψ ◦ ϕ) = F (ϕ) ◦ F (ψ) gelten.

Beispiel 4.5.7. Für eine Gruppe G bezeichne 〈G,G〉 ≤ G ihre Kommutatorunter-
gruppe. Dann erhält man einen kovarianten Funktor

A : Grp → Ab

G 7→ G/〈G,G〉,
ϕ 7→ ϕ,

wobei ϕ den durch einen Gruppenhomomorphismus ϕ : G→ G′ induzierten Homo-
morphismus G/〈G,G〉 → G′/〈G′, G′〉 bezeichnet.
Beispiel 4.5.8. Es sei k ein beliebiger Körper. Für einen k-Vektorraum sei V ∗ der
zugehörige Dualraum. Dann hat man einen kontravarianten Funktor

k-Vr → k-Vr

V 7→ V ∗,

ϕ 7→ ϕ∗,

wobei ϕ∗ : V ∗ → W ∗, u 7→ u◦ϕ die zu einer linearen Abbildung ϕ : W → V gehörige
duale Abbildung bezeichnet.

Konstruktion 4.5.9. Wir haben einen kontravarianten Funktor von der Kategorie
der algebraischen Mengen in die Kategorie der affinen Algebren:

(i) Jeder algebraischen Menge X ⊆ Kn ordnen wir ihren Koordinatenring
K[X ] zu.

(ii) Jeder algebraischen Abbildung ϕ : X → Y ordnen wir ihrenKomorphismus
ϕ∗ : K[Y ]→ K[X ], g 7→ g ◦ ϕ zu.

Beweis. Der Koordinatenring K[X ] einer algebraischen Menge X ⊆ Kn ist stets
eine affine Algebra; also ist die Zuordnung (i) wohldefiniert.

Zum Nachweis der Wohldefiniertheit von (ii) sei ein Morphismus ϕ : X → Y alge-
braischer Mengen X ⊆ Kn und Y ⊆ Km gegeben. Wir wählen eine polynomiale
Abbildung Φ: Kn → Km mit ϕ = Φ|X und zu jedem g ∈ K[Y ] einG ∈ K[T1, . . . , Tm]
mit g = G|Y . Dann erhalten wir

ϕ∗(g) = g ◦ ϕ = (G ◦ Φ)|X ∈ K[X ].

Man prüft leicht nach, dass ϕ∗ stets ein Algebrenhomomorphismus ist, und man
hat immer id∗X = idK[X]. Weiter erhält man für jede Komposition algebraischer
Abbildungen ϕ : X → Y und ψ : Y → Z und jedes h ∈ K[Z]:

(ψ◦ϕ)∗(h) = h◦(ψ◦ϕ) = (h◦ψ)◦ϕ = (ψ∗(h))◦ϕ = ϕ∗(ψ∗(h)) = (ϕ∗◦ψ∗)(h).

�

Definition 4.5.10. Es seien C,D Kategorien und F : C→ D ein kovarianter Funk-
tor. Man nennt

(i) wesentlich surjektiv , falls es zu jedem Objekt Y in D ein Objekt X in C

gibt mit F (X) ∼= Y ,



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 109

(ii) voll, falls zu je zwei Objekten X,X ′ in C die folgende Abbildung surjektiv
ist

MorC(X,X
′) → MorD(F (X), F (X ′)), ϕ 7→ F (ϕ),

(iii) treu, falls zu je zwei Objekten X,X ′ in C die folgende Abbildung injektiv
ist

MorC(X,X
′) → MorD(F (X), F (X ′)), ϕ 7→ F (ϕ),

(iv) volltreu, falls er voll und treu ist.

Für einen kontravarianten Funktor G : C → D werden die obigen Begriffe analog
definiert.

Theorem 4.5.11 (Antiäquivalenzsatz, Version I). Es sei K ein algebraisch abge-
schlossener Körper. Durch X 7→ K[X ], ϕ 7→ ϕ∗ wird ein kontravarianter, wesentlich
surjektiver, volltreuer Funktor von der Kategorie der algebraischen Mengen in die
Kategorie der affinen K-Algebren definiert, d.h., es gilt:

(i) Die Zuordnungen X 7→ K[X ] und ϕ 7→ ϕ∗ definieren einen kontravarianten
Funktor.

(ii) Zu jeder affinen Algebra A existiert eine algebraische Menge X ⊆ Kn mit
A ∼= K[X ].

(iii) SindX ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Mengen, so hat man eine Bijektion

{Morphismen X → Y } → {Homomorphismen K[Y ]→ K[X ]}
ϕ 7→ ϕ∗

Beweis. Eigenschaft (i) haben wir bereits in Bemerkung 4.5.9 eingesehen. Zu Ei-
genschaft (ii). Ist A eine affine K-Algebra, so besitzt A Erzeugende f1, . . . , fn. Diese
definieren einen Epimorphismus

Φ: K[T1, . . . , Tn] → A, Ti 7→ fi.

Da A keine nilpotenten Elemente besitzt, ist a := ker(Φ) ein Radikalideal in
K[T1, . . . , Tn]. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz besitzt X := V (a) den Koor-
dinatenring

K[X ] ∼= K[T1, . . . , Tn]/I(X)

= K[T1, . . . , Tn]/I(V (a))

= K[T1, . . . , Tn]/
√
a

= K[T1, . . . , Tn]/a
∼= A.

Zu Eigenschaft (iii): Wir zeigen zunächst, dass ϕ 7→ ϕ∗ surjektiv ist. Dazu sei
α : K[Y ]→ K[X ] ein Homomorphismus. Wir betrachten die Erzeugenden

fi := Ti|X ∈ K[X ], gj := Tj |Y ∈ K[Y ].

Dann haben wir für jedes j = 1, . . . ,m eine Darstellung α(gj) = Φj(f1, . . . , fn) mit
einem Polynom Φj ∈ K[T1, . . . , Tn]. Diese Polynome definieren eine Abbildung

Φ: Kn → Km, z 7→ (Φ1(z), . . . ,Φm(z)).
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Der zugehörige Komorphismus passt nach Konstruktion in das folgende kommuta-
tive Diagram:

K[T1, . . . , Tn]

f 7→f|X

��

K[T1, . . . , Tm]
Φ∗

oo

g 7→g|Y

��
K[X ] K[Y ]α

oo

ZumNachweis der Kommutativität genügt es dabei, die Variablen Tj ∈ K[T1, . . . , Tm]
zu verfolgen.

Für den Kern I(Y ) von g 7→ g|Y gilt Φ∗(I(Y )) ⊆ I(X), was X ⊆ V (Φ∗(I(Y ))) und
somit Φ(X) ⊆ Y impliziert. Wir können Φ: Kn → Km also zu einer algebraischen
Abbildung ϕ : X → Y einschränken. Es gilt ϕ∗ = α wegen

ϕ∗(gj) = Φ∗(Tj)|X = Φj(T1, . . . , Tn)|X = Φj(f1, . . . , fn) = α(gj).

Kommen wir zur Injektivität von ϕ 7→ ϕ∗. Es seien ϕ, ψ : X → Y algebraische
Abbildungen mit ϕ∗ = ψ∗. Wir wählen polynomiale Abbildungen

Φ: Kn → Km, Ψ: Kn → Km

mit ϕ = Φ|X bzw. ψ = Ψ|X . Für die zugehörigen Komorphismen erhalten wir ein
kommutatives Diagramm

K[T1, . . . , Tn]

f 7→f|X

��

K[T1, . . . , Tm]
Φ∗

oo
Ψ∗

oo

g 7→g|Y

��
K[X ] K[Y ]

ϕ∗=ψ∗
oo

Für die Koordinaten T1, . . . , Tn auf Kn bzw. T1, . . . , Tm auf Km bedeutet das

Φj(T1, . . . , Tn) = Φ∗(Tj) = Ψ∗(Tj) + fj = Ψj(T1, . . . , Tn) + fj

mit gewissen Funktionen fj ∈ I(X). Schränkt man diese Gleichung auf X ein, so
ergibt sich ϕ = ψ. �
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Aufgaben zu Abschnitt 4.5.

Aufgabe 4.5.12. Es sei F ein Funktor von einer Kategorie C in eine Kategorie D. Zeige:
Sind zwei Objekte X und X ′ aus C isomorph zueinander, so sind auch die Objekte F (X)
und F (X ′) aus D isomorph zueinander.

Aufgabe 4.5.13. Betrachte die algebraischen MengenX = K und Y := V (T 3
1−T 2

2 ). Zeige
unter Verwendung des Antiäquivalenzsatzes sowie Aufgabe 4.5.12: Die AbbildungX → Y ,
z 7→ (z2, z3) ist eine bijektive Abbildung algebraischer Mengen, aber kein Isomorphismus.

Aufgabe 4.5.14. Sind die beiden folgenden algebraischen Mengen isomorph zueinander:

X := V (T1T2, T1T3, T2T3) ⊆ K3, Y := V (T1T2(T1 − T2)) ⊆ K2 ?
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5. Affine Varietäten

5.1. Lokalisierung.

Definition 5.1.1. Es sei R ein K1-Ring. Eine Teilmenge S ⊆ R nennt man multi-
plikatives Monoid , falls 1R ∈ S gilt und mit a, b ∈ S stets auch ab ∈ S gilt.

Beispiel 5.1.2. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Ist R ein Integritätsring, so ist S := R \ {0} ein multiplikatives Monoid.
(ii) Für jedes r ∈ R ist S := {rn; n ∈ Z≥0} ein multiplikatives Monoid.
(iii) Für jedes Primideal p ⊆ R ist S := R \ p ein multiplikatives Monoid.
(iv) Die MengeM(n) aller Monome ist ein multiplikatives Monoid in R[T1, . . . , Tn].

Konstruktion 5.1.3. Es seien R ein K1-Ring und S ⊆ R ein multiplikatives
Monoid. Dann hat man eine Äquivalenzrelation auf der Menge R × S:

(r, s) ∼ (r′, s′) : ⇔ u(rs′ − r′s) = 0 mit einem u ∈ S.
Es sei S−1R := (R× S)/ ∼ die zugehörige Restklassenmenge. Die Restklasse eines
Paares (r, s) wird mit r/s bezeichnet. Mit den Verknüpfungen

r

s
+
r′

s′
:=

rs′ + r′s

ss′
,

r

s

r′

s′
:=

rr

ss′
.

ist S−1R ein kommutativer Ring mit Nullelement 0/1 und Einselement 1/1, der
Bruchring bzw. die Lokalisierung von R nach S. Es gilt{ s

1
; s ∈ S

}
⊆ (S−1R)∗.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass “∼” eine Äquivalenzrelation ist. Reflexivität und
Symmetrie sind offensichtlich gegeben.

Zum Nachweis der Transitivität seien (r, s) ∼ (r′, s′) ∼ (r′′, s′′) gegeben. Dann gibt
es Elemente u, v ∈ S mit

u(rs′ − r′s) = 0 = v(r′s′′ − r′′s′).
Es folgt

s′uv(rs′′ − r′′s) = s′′uv(rs′ − r′s) + suv(r′s′′ − r′′s′) = 0.

Wir kommen zur Wohldefiniertheit der Verknüpfungen. Dazu seien a ∼ a′ und
b ∼ b′ gegeben, wobei a = (a1, a2), etc. gelte. Dann haben wir

(∗) ua1a
′
2 = ua2a

′
1, (∗∗) vb1b

′
2 = vb2b

′
1.

mit Elementen u, v ∈ S. Für die Wohldefiniertheit der Addition müssen wir zeigen,
dass

a1b2 + a2b1
a2b2

=
a′1b

′
2 + a′2b

′
1

a′2b
′
2

gilt. Multipliziert man die Gleichung (∗) mit vb2b
′
2 und die Gleichung (∗∗) mit

ua2a
′
2, so ergibt sich nach Umsortieren

uva′2b
′
2a1b2 = uva2b2a

′
1b

′
2, uva′2b

′
2a2b1 = uva2b2a

′
2b

′
1.

Addition dieser beiden Gleichungen und anschließendes Ausklammern von a′2b
′
2

bzw. a2b2 ergibt die gewünschte Äquivalenz: Man erhält

uva′2b
′
2(a1b2 + a2b1) = uva2b2(a

′
1b

′
2 + a′2b

′
1).

Zur Multiplikation. Es seien a ∼ a′ und b ∼ b′ gelten, wobei wieder a = (a1, a2),
etc. gelte. Dann haben wir

ua1a
′
2 = ua2a

′
1, vb1b

′
2 = vb2b

′
1.
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Multipliziert man diese beiden Gleichungen miteinander, so ergibt sich die ge-
wünschte Äquivalenz

a1b1
a2b2

=
a′1b

′
1

a′2b
′
2

.

Damit ist die Wohldefiniertheit der Verknüpfungen nachgewiesen. Der Nachweis
der Ringaxiome ist ohne jede Schwierigkeit zu führen. �

Beispiel 5.1.4. Es seien R ein Integritätsring und S := R \ {0}. Dann ist S−1R
der Quotientenkörper von R.

Satz 5.1.5. Es seien R ein K1-Ring und S ⊆ R ein multiplikatives Monoid. Dann
hat man einen kanonischen Homomorphismus

ı : R → S−1R, r 7→ r

1
.

Ist ϕ : R → R′ ein Homomorphismus von K1-Ringen mit ϕ(S) ⊆ (R′)∗, so gibt es
kommutatives Diagramm

R
ϕ //

ı ""❊
❊❊

❊❊
❊❊

❊ R′

S−1R

ψ

<<①①①①①①①①

mit einem eindeutig bestimmten Homomorphismus ψ : S−1R→ R′; dieser ist gege-
ben durch ψ(r/s) = ϕ(r)ϕ(s)−1.

Beweis. Nach Definition von S−1R ist klar, dass ı : R → S−1R ein Homomorphis-
mus ist. Um die Wohldefiniertheit von ψ einzusehen, betrachten wir zwei Darstel-
lungen a1/a2 = a′1/a

′
2 eines Elements in S−1R. Dann gilt ua1a

′
2 = ua′1a2 mit einem

u ∈ S. Die Wohldefiniertheit von ψ ergibt sich mit

ϕ(ua1a
′
2) = ϕ(ua′1a2) =⇒ ϕ(u)ϕ(a1)ϕ(a2)

−1 = ϕ(u)ϕ(a′1)ϕ(a
′
2)

−1

=⇒ ϕ(a1)ϕ(a2)
−1 = ϕ(a′1)ϕ(a

′
2)

−1,

wobei ϕ(S) ⊆ (R′)∗ verwendet wurde. Der nächste Schritt ist es, die Homomor-
phieeigenschaften von ψ : S−1R→ S nachzuprüfen. Es gilt

ψ

(
1

1

)
= ϕ(1)ϕ(1)−1 = 1,

ψ

(
a1
a2

+
b1
b2

)
= ψ

(
a1b2 + a2b1

a2b2

)

= ϕ(a1b2 + a2b1)ϕ(a2b2)
−1

= ϕ(a1)ϕ(a2)
−1 + ϕ(b1)ϕ(b2)

−1

= ψ

(
a1
a2

)
+ ψ

(
b1
b2

)
,

ψ

(
a1
a2

b1
b2

)
= ψ

(
a1b1
a2b2

)

= ϕ(a1b1)ϕ(a2b2)
−1

= ϕ(a1)ϕ(a2)
−1ϕ(b1)ϕ(b2)

−1

= ψ

(
a1
a2

)
ψ

(
b1
b2

)
.
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Schließlich müssen wir uns noch davon überzeugen, dass ψ eindeutig bestimmt ist.
Für jeden weiteren Homomorphismus ψ′ : Q(R)→ S mit ψ′ ◦ ı = ϕ erhalten wir

ψ′
(a
1

)
= ϕ(a), ψ′

(
1

b

)
= ψ′

((
b

1

)−1
)

= ψ′

(
b

1

)−1

= ϕ(b)−1

und somit

ψ′
(a
b

)
= ψ′

(
a

1

1

b

)
= ψ′

(a
1

)
ψ′

(
1

b

)
= ϕ(a)ϕ(b)−1.

�

Bemerkung 5.1.6. Es seien R ein K1-Ring und S ⊆ R ein multiplikatives Monoid.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Der Homomorphismus ı : R→ S−1R, r 7→ r/1 ist injektiv.
(ii) Das multiplikative Monoid S enthält keine Nullteiler.

Bemerkung 5.1.7. Es seien R ein K1-Ring und S ⊆ R ein multiplikatives Monoid.
Man hat genau dann S−1R = {0}, wenn 0 ∈ S gilt.

Bemerkung 5.1.8. Ist R eine K-Algebra mit Strukturhomomorphismus  : K→ R
und S ⊆ R ein multiplikatives Monoid, so ist S−1R eine K-Algebra mit Struktur-
homomorphismus ı ◦  : K→ S−1R.

Bemerkung 5.1.9. Ist R ein Integritätsring und S ⊆ R \ {0} ein multiplikatives
Monoid, so hat man ein kommutatives Diagramm von Monomorphismen:

R
r 7→ r

1 //

r 7→ r
1 ""❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉ Q(R)

S−1R

r
s
7→ r

s

;;✈✈✈✈✈✈✈✈

Satz 5.1.10. Es seien R ein K1-Ring und S ⊆ R ein multiplikatives Monoid. Jedes
Ideal a ≤R R definiert ein Ideal

S−1a :=
{a
s
; a ∈ a, s ∈ S

}
≤S−1R S−1R.

Beweis. Wegen 0/1 ∈ S−1a ist S−1a nicht leer. Sind weiter a1/a2 und b1/b2 in
S−1a sowie r/s aus S−1R gegeben, so erhält man

a1
a2

+
b1
b2

=
a1b2 + b1a2

a2b2
∈ S−1a,

r

s

a1
a2

=
ra

sa2
∈ S−1a.

�

Satz 5.1.11. Es seien R ein K1-Ring, S ⊆ R ein multiplikatives Monoid und
a ≤R R ein Ideal. Man hat genau dann S−1a = S−1R, wenn a ∩ S 6= ∅ gilt.

Beweis. Gilt S−1a = S−1R, so hat man eine Darstellung 1/1 = a/s mit a ∈ a und
s ∈ S. Das bedeutet u(s − a) = 0 mit einem u ∈ S. Es folgt us = sa ∈ a und
somit a ∩ S 6= ∅. Gilt a ∩ S 6= ∅, so betrachten wir ein s ∈ a ∩ S. Es gilt dann
1/1 = s/s ∈ S−1a und wir erhalten S−1a = S−1R, �

Satz 5.1.12. Es seien R ein K1-Ring, S ⊆ R ein multiplikatives Monoid und
a, b ≤R R Ideale. Dann gilt

(i) S−1(a + b) = S−1a+ S−1b,
(ii) S−1(ab) = S−1aS−1b,
(iii) S−1(a ∩ b) = S−1a ∩ S−1b.
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Beweis. Aussagen (i) und (ii) ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen. Die
Inklusion “⊆” in Aussage (iii) ist offensichtlich gegeben. Zum Nachweis von “⊇”
sei r/s ∈ S−1a ∩ S−1b. Dann gilt

a

s1
=

r

s
=

b

s2
mit a ∈ a, b ∈ b, s1, s2 ∈ S.

Also haben wir uas = urs1 und vbs = vrs2 mit Elementen uv ∈ S. Das impliziert
uvs1s2r ∈ a ∩ b und wir erhalten

r

s
=

uvs1s2r

uvs1s2s
∈ S−1(a ∩ b).

�

Definition 5.1.13. Es seien R ein K1-Ring und f ∈ R. Für das multiplikative
Monoid S := {f r; r ∈ Z≥0} setzt man Rf := S−1R.

Beispiel 5.1.14. Es seien R := K[T1, . . . , Tn] und f := T1 · · ·Tn. Dann ist Rf die
Algebra der Laurentpolynome in T1, . . . , Tn über K:

Rf =

{∑

ν∈Zn

aνT
ν; aν 6= 0 für nur endlich viele ν ∈ Zn

}
⊆ K(T1, . . . , Tn).

Definition 5.1.15. Ein K1-Ring heißt lokal , falls er genau ein maximales Ideal
besitzt.

Definition 5.1.16. Es seien R ein K1-Ring, p ⊆ R ein Primideal und S := R \ p
das zugehörige multiplikative Monoid. Die Lokalisierung von R in p ist der Ring
Rp := S−1R.

Satz 5.1.17. Es seien R ein K1-Ring, p ⊆ R ein Primideal und S := R \ p. Dann
ist Rp ein lokaler Ring mit maximalem Ideal S−1p.

Beweis. Wir zeigen, dass S−1p 6= S−1R gilt. Anderfalls hätten wir 1/1 ∈ S−1p. Es
gibt dann Elemente r ∈ p und u, s ∈ S mit us = ur ∈ p. Das ist wegen us ∈ S nicht
möglich.

Um zu zeigen, dass S−1p das einzige maximale Ideal in S−1R ist, genügt es zu
zeigen, dass jedes echte Ideal von S−1R bereits in S−1p enthalten ist. Es sei also
a ⊆ S−1R ein echtes Ideal, und es sei r/s ∈ a. Dann gilt

r/1 = (s/1)(r/s) ∈ a.

Da a als echtes Ideal keine Einheiten enthält, muss r 6∈ S gelten. Es folgt r ∈ p.
Das bedeutet r/s ∈ S−1p. �
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Aufgaben zu Abschnitt 5.1.

Aufgabe 5.1.18. Beweise Bemerkungen 5.1.6 und 5.1.7.

Aufgabe 5.1.19. Es seien A := K[T1, T2]/〈T1T2〉 und f ∈ A die Restklasse von T1. Zeige:
Es gilt Af ∼= K[T ]T .

Aufgabe 5.1.20. Es sei R eine K-Algebra, und es sei f ∈ R. Zeige: Gilt R = K[g1, . . . , gr]
mit gi ∈ R, so gilt Rf = [1/f, g1, . . . , gr].

Aufgabe 5.1.21. Es sei R eine K-Algebra, und es sei f ∈ R. Zeige: Ist R affin, so ist
auch Rf affin.

Aufgabe 5.1.22. Es seien R ein K1-Ring und S ⊆ R ein multiplikatives Monoid. Zeige:
Ist R noethersch, so ist auch S−1R noethersch.

Aufgabe 5.1.23. Es seien R ein K1-Ring und S ⊆ R \ {0} ein multiplikatives Monoid.
Zeige: Ist R faktoriell, so ist auch S−1R faktoriell.

Aufgabe 5.1.24. Zeige: Ein K1-Ring R ist genau dann lokal, wenn die Menge seiner
Nichteinheiten ein Ideal ist.

Aufgabe 5.1.25. Es seien R ein K1-Ring und S ⊆ R ein multiplikatives System. Zeige,
dass man eine wohldefinierte Bijektion hat:

{p ≤R R; p Primideal mit p ∩ S = ∅} → {q ≤S−1R S
−1R; q Primideal},

p 7→ S−1
p.

Aufgabe 5.1.26. Es sei R ein Integritätsring, und es seien P bzw. M die Mengen al-
ler Prim- bzw. aller maximalen Ideale von R. Beweise die folgenden Identitäten in dem
Quotientenkörper Q(R) von R:

R =
⋂

p∈P

Rp =
⋂

m∈M

Rm.
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5.2. Reguläre Funktionen.

Erinnerung 5.2.1. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Der Koordinatenring
von X ist gegeben durch

K[X ] = {f : X → K; f = F|X für ein F ∈ K[T1, . . . , Tn]}
∼= K[T1, . . . , Tn]/I(X).

Definition 5.2.2. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge und K[X ] ihr Koordi-
natenring.

(i) Jede Teilmenge a ⊆ K[X ] definiert ein Nullstellengebilde

VX(a) := {x ∈ X ; f(x) = 0 für alle f ∈ a} ⊆ X.

Für a = {f1, . . . , fr} schreiben wir auch VX(f1, . . . , fr) := VX(a).
(ii) Jede Teilmenge Y ⊆ X definiert ein Verschwindungsideal

IX(Y ) := {f ∈ K[X ]; f|Y = 0} ⊆ K[X ].

Satz 5.2.3. Es seien X ⊆ Kn eine algebraische Menge und K[X ] ihr Koordinaten-
ring.

(i) Sind a, a′ ⊆ K[X ] zwei Teilmengen, so gilt

a ⊆ a′ =⇒ VX(a) ⊇ VX(a′).

(ii) Sind Y, Y ′ ⊆ X zwei Teilmengen, so gilt

Y ⊆ Y ′ =⇒ IX(Y ) ⊇ IX(Y ′).

(iii) Sind eine Teilmenge a ⊆ K[X ] und eine Teilmenge Y ⊆ X gegeben, so gilt

a ⊆ IX(VX(a)), Y ⊆ VX(IX(Y )).

(iv) Ist Y ⊆ X eine Teilmenge, so ist ihr Abschluss in X gegeben als

Y = VX(IX(Y )).

(v) Die Mengen Xf := X \ VX(f), wobei f ∈ K[X ], bilden eine Basis der
Topologie auf X.

(vi) X ist genau dann irreduzibel, wenn K[X ] ein Integritätsring ist.
(vii) Ist a ⊆ K[X ] ein Ideal, so gilt IX(VX(a)) =

√
a.

Lemma 5.2.4. Es seien X ⊆ Kn algebraisch und πX : K[T1, . . . , Tn] → K[X ] der
Einschränkungsepimorphismus.

(i) Ist a ⊆ K[X ] eine Teilmenge, so gilt VX(a) = VX(〈a〉).
(ii) Ist a ⊆ K[X ] eine Teilmenge, so gilt VX(a) = V (π−1

X (a)).
(iii) Ist Y ⊆ X eine Teilmenge, so gilt IX(Y ) = πX(I(Y )).

Beweis. Aussagen (i) und (iii) sind offensichtlich. Zu Aussage (ii). Nach (i) dürfen
wir annehmen, dass a ein Ideal in K[X ] ist. Dann gilt I(X) ⊆ π−1

X (a) und somit

V (π−1
X (a)) ⊆ X . Damit ergibt sich

V (π−1
X (a)) =

⋂

f∈π−1
X

(a)

V (f) =
⋂

f∈π−1
X

(a)

VX(f|X) =
⋂

f∈a

VX(f) = VX(a).

�
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Beweis von Satz 5.2.3. Die ersten drei Aussagen ergeben sich direkt aus den Defini-
tionen, man kann sie aber auch mit Lemma 5.2.4 auf die entsprechenden Aussagen
über algebraische Mengen in Kn zurückführen.

Für Aussage (iv) beachte man, dass der Abschluss von Y in X mit dem Abschluss
von Y in Kn übereinstimmt. Lemma 5.2.4 liefert daher

VX(IX(Y )) = V (π−1
X (IX(Y ))) = V (I(Y )) = Y .

Aussage (v) folgt sofort aus Satz 2.3.16. Aussage (vi) ergibt sich mit Satz 2.4.9.
Aussage (vii) ist eine Anwendung des Hilbertschen Nullstellensatzes 4.3.9: Mit Lem-
ma 5.2.4 erhalten wir

IX(VX(a)) = πX(I(VX(a)))

= πX(I(V (π−1
X (a))))

= πX

(√
π−1
X (a)

)

= πX
(
π−1
X

(√
a
))

=
√
a.

�

Definition 5.2.5. Es seine X ⊆ Kn eine algebraische Menge mit Koordinatenring
K[X ] und U ⊆ X eine offene Menge. Man nennt eine Funktion f : U → K

(i) regulär im Punkt x ∈ U , falls es eine offene Umgebung V ⊆ U von x und
Funktionen g, h ∈ K[X ] gibt, sodass h keine Nullstelle in V besitzt und
f = g/h auf V gilt,

(ii) regulär (auf U), falls sie in jedem Punkt x ∈ U regulär ist.

Beispiel 5.2.6. Für X = K und U = K∗ ist f : U → K, z 7→ z−1 eine reguläre
Funktion auf U .

Satz 5.2.7. Es seien X ⊆ Kn eine algebraische Menge, und U ⊆ X offen. Ist
f : U → K regulär, so ist f eine stetige Abbildung.

Beweis. Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, dürfen wir annehmen, dass f =
g/h auf U mit g, h ∈ K[X ] gilt. Wir zeigen, dass für jede abgeschlossene Menge
A ⊆ K das Urbild f−1(A) ⊆ U abgeschlossen in U ist. Für einpunktige Mengen
A = {a} erhalten wir

f−1(a) = {x ∈ U ; f(x) = a}
= {x ∈ U ; g(x)− ah(x) = 0}
= U ∩ {x ∈ X ; g(x)− ah(x) = 0}.

Das Nullstellengebilde von g−ah ∈ K[X ] ist abgeschlossen in X . Folglich ist f−1(a)
abgeschlossen in U . Damit sehen wir, dass f−1(A) ⊆ U für jede endliche Menge
A ⊆ K abgeschlossen in U ist. �

Bemerkung 5.2.8. Es seienX ⊆ Kn eine algebraischeMenge mit Koordinatenring
K[X ] und U ⊆ X offen. Sind f, g : U → K regulär in x ∈ U und a ∈ K, so sind auch
af , f + g und fg regulär in x.

Definition 5.2.9. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge mit Koordinatenring
K[X ], und es sei U ⊆ X eine offene Menge. Wir schreiben

O(U) := OX(U) := {f : U → K; f regulär auf U}.
für die K-Algebra aller auf U regulären Funktionen; als Verknüpfungen legt man
dabei die punktweise Verknüpfungen zu Grunde. Weiter setzt man OX(∅) := {0}.
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Bemerkung 5.2.10. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Die Zuordnung
U 7→ OX(U) von den offenen Mengen von X in die K-Algebren besitzt folgende
Eigenschaften:

(i) Sind V ⊆ W ⊆ X offene Mengen, so hat man Einschränkungshomo-
morphismen

̺WV : OX(W ) → OX(V ), f 7→ f |V .
Diese sind in folgendem Sinn miteinander verträglich: Für je drei offene
Teilmengen U ⊆ V ⊆W ⊆ X gilt

̺WU = ̺VU ◦ ̺WV .
(ii) Ist U =

⋃
i∈I Ui mit offenen Mengen Ui ⊆ X , so hat man folgende Regeln:

(G1) Ist f ∈ OX(U) gegeben mit f |Ui
= 0 ∈ OX(Ui), so gilt f = 0.

(G2) Sind fi ∈ OX(Ui) gegeben mit fi|Ui∩Uj
= fj |Ui∩Uj

, so existiert ein
f ∈ OX(U) mit f |Ui

= fi.

Definition 5.2.11. Es sei X ein topologischer Raum. Eine Prägarbe von abelschen
Gruppen (Ringen, K-Algebren etc.) auf X ist eine Zuordnung

F : {offene Mengen von X} → [abelsche Gruppen], U 7→ F(U)

mit Homomorphismen ̺WV : F(W ) → F(V ), f 7→ f|V := ̺WV (f) für jedes Paar
V ⊆W ⊆ X offener Mengen, sodass die Bedingung aus 5.2.10 (i) erfüllt ist.

Eine Prägarbe auf X heisst Garbe, falls sie den beiden Bedingungen (G1) und (G2)
aus 5.2.10 (ii) genügt.

Ist F eine Pägarbe auf X und ist U ⊆ X offen, so nennt man die Elemente von
F(U) auch die Schnitte von F über U .

Bemerkung 5.2.12. Wegen der Eigenschaften (G1) und (G2) kennt man eine
Garbe auf einem topologischen Raum bereits, wenn man sie auf den Mengen einer
Basis der Topologie kennt.

Satz 5.2.13. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge, und es sei g ∈ K[X ]. Dann
hat man einen Isomorphismus von K-Algebren

K[X ]g → OX(Xg),
f

gr
7→ [x 7→ f(x)/g(x)r ].

Beweis. Da g eine Einheit in O(Xg) ist, liefert die universelle Eigenschaft 5.1.5 des
Bruchringes K[X ]g, dass die obige Abbildung ein wohldefinierter Homomorphismus
von K-Algebren ist.

Zur Injektivität: Ist f ∈ K[X ] eine Funktion mit f(x)/g(x)r = 0 für alle x ∈ Xg,
so gilt fg = 0 auf X und man erhält f/gr = 0 in K[X ]g wegen

g(f1− 0gr) = 0 ∈ K[X ].

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass jedes h ∈ O(Xg) von der Gestalt h = f/gr

mit einem f ∈ K[X ] und r ∈ Z≥0 ist.

Nach Satz 5.2.3 (v) finden wir zu jedem x ∈ Xg eine offene Umgebung Xg′′ ⊆ Xg,

wobei g′′ ∈ K[X ], sodass man h auf Xg′′ darstellen kann als h = f̃/g̃ mit Funktionen

f̃ , g̃ ∈ K[X ], wobei g̃ keine Nullstellen in Xg′′ hat.

Da Xg nach Bemerkung 2.4.13 als noetherscher topologischer Raum quasikompakt
ist, reichen endlich viele der Funktionen g′′, etwa g′′1 , . . . , g

′′
k , aus, um Xg durch die
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Mengen Xg′′i
zu überdecken. Es seien f̃i, g̃i ∈ K[X ] die entsprechend nummerierten

Funktionen mit h = f̃i/g̃i auf Xg′′
i
.

Wir setzen nun f ′
i := g′′i f̃i und g′i := g′′i g̃i. Dann gilt Xg′i

= Xg′′i
, und man hat

auf diesen Mengen jeweils h = f ′
i/g

′
i. Auf den Durchschnitten Xg′i

∩Xg′j
haben wir

f ′
ig

′
j = f ′

jg
′
i. Also gilt

g′ig
′
j(f

′
ig

′
j − f ′

jg
′
i) = 0

auf ganzX . Mit fi := g′if
′
i und gi = (g′i)

2 erhalten wirXgi = Xg′
i
und h|Xgi

= fi/gi.

Weiter gilt figj = fjgi auf ganz X . Aus Xg = Xg1 ∪ . . .∪Xgk folgt durch Übergang
zum Komplement VX(g) = VX(g1) ∩ . . . ∩ VX(gk) und somit

g ∈ IX(VX(g1) ∩ . . . ∩ VX(gk)) = IX(VX(g1, . . . , gk)) =
√
〈g1, . . . , gk〉.

Man beachte, dass für die letzte Gleichung der Hilbertsche Nullstellensatz 5.2.3 (vii)
benötigt wird. Es sei r eine natürliche Zahl mit gr ∈ 〈g1, . . . , gk〉. Dann gibt es eine

Darstellung gr =
∑k

i=1 higi. Setze nun f :=
∑k

i=1 hifi. Damit ergibt sich

grfj =

k∑

i=1

(higi)fj =

k∑

i=1

(hifi)gj = fgj.

Das impliziert h = fj/gj = f/gr auf Xgj . Da diese Mengen ganz Xg überdecken,
erhalten wir die gewünschte Darstellung der Funktion f auf Xg. �

Folgerung 5.2.14. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Dann gilt OX(X) =
K[X ].

Beweis. Man setze g = 1 in Satz 5.2.13. �

Beispiel 5.2.15. Für die Algebra der regulären Funktionen auf Kn hat man
O(Kn) ∼= K[T1, . . . , Tn].

Beispiel 5.2.16. Für Tn = {(z1, . . . , zn) ∈ Kn; zi 6= 0 für 1 ≤ i ≤ n} = KnT1···Tn

ist O(Tn) isomorph zur Algebra der Laurentpolynome in T1, . . . , Tn:

O(Tn) ∼=
{∑

ν∈Zn

aνT
ν; aν ∈ K

}
.
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Aufgaben zu Abschnitt 5.2.

Aufgabe 5.2.17. Betrachte die algebraische Menge X = K und bestimme die Algebra
OX(U) der regulären Funktionen für

U = K, U = K \ {0}, U = K \ {0, 1}.
Aufgabe 5.2.18. Es seien A := K[T1, T2]/〈T1T2〉 und f ∈ A die Restklasse von T1 ∈
K[T1, T2]. Zeige: Es gilt Af ∼= K[T ]T .

Aufgabe 5.2.19 (Identitätssatz). Es sei X ⊆ Kn eine irreduzible algebraische Menge,
und es seien ∅ 6= V ⊆ U offene Mengen in X.

(i) Zeige: Der Einschränkungshomomorphismus O(U) → O(V ) ist injektiv, d.h.,
f|V = 0 impliziert f = 0.

(ii) Zeige anhand eines Beispiels, dass man in (i) die Voraussetzung “X irreduzibel”
nicht durch “X zusammenhängend” ersetzen kann.

Aufgabe 5.2.20. Bestimme die AlgebraO(Ui) der regulären Funktionen für die folgenden
offenen Mengen Ui ⊆ K2:

U1 = K∗ ×K ⊆ K2, U2 = K∗ ×K∗ ⊆ K2, U2 = (K2 \ {0}) ⊆ K2.
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5.3. Affine Varietäten.

Vorbemerkung 5.3.1. Die bislang untersuchte Kategorie der algebraischen Men-
gen hat den Nachteil, dass man “eingebettete” Objekte X ⊆ Kn betrachtet. Das
bringt einen Mangel an Flexibilität mit sich: Betrachtet man z.B. die Hauptmenge
K∗ ⊆ K, so hat man einen Homöomorphismus

K∗ → V (T1T2 − 1), z 7→ (z, z−1),

auf eine algebraische Menge, aber es gibt keine kanonische Möglichkeit, K∗ ⊆ K
selbst zu einer algebraischen Menge zu machen. Um hier und in anderen Konstruk-
tionen mehr Spielraum zu gewinnen, erweitern wir nun die Kategorie der algebrai-
schen Mengen.

Definition 5.3.2. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Ein Raum
mit (K-)Funktionen ist ein topologischer Raum X zusammen mit einer Garbe OX
(auch O) von Algebren K-wertiger Funktionen, d.h.,

• jeder offenen Menge U ⊆ X wird eine Menge OX(U) von Funktionen
U → K zugeordnet,

• jedes OX(U) ist eine K-Algebra bezüglich der punktweisen Verküpfungen
(f + g)(x) := f(x) + g(x) bzw. (fg)(x) := f(x)g(x).

• für je zwei offene Mengen V ⊆ U ⊆ X hat man den kanonischen Ein-
schränkungshomomorphismus ̺UV : OX(U)→ OX(V ), f 7→ f|V .

• Die Zuordnung U 7→ OX(U) zusammen mit den Einschränkungshomomor-
phismen ̺UV erfüllt die Axiome einer Garbe.

Dabei nennt man OX in dann die Strukturgarbe von X und man nennt X auch
einen Raum mit Strukturgarbe.

Beispiel 5.3.3. Ist X ⊆ Kn eine algebraische Menge, so machen die Zariski-
Topologie und die Garbe OX der regulären Funktionen X zu einem Raum mit
Funktionen.

Bemerkung 5.3.4. Räume mit Funktionen sind auch in anderen Zweige der Geo-
metrie eine grundlegende Begriffsbildung, beispielsweise

• differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit der Garbe der differenzierbaren
Funktionen in der Differentialgeometrie,

• komplexe Mannigfaltigkeiten bzw. Räume mit der Garbe der holomorphen
Funktionen in der komplexen Geometrie.

Konstruktion 5.3.5. Es sei X ein Raum mit K-Strukturgarbe OX . Dann erbt
jedes Y ⊆ X die Teilraumtopologie und eine K-Strukturgarbe OY :
OY (V ) := {f : V → K; zu jedem y ∈ V existieren eine Umgebung U ⊆ X

von y und F ∈ OX(U) mit f|U∩V = F|U∩V }
= {f : V → K; lokal f = F mit F ∈ OX(U)}.

Man nennt OY die durch OX induzierte Strukturgarbe auf Y und Y zusammen mit
OY den durch Y definierten Unterraum von X .

Bemerkung 5.3.6. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge. Dann besitzt X die
Teilraumtopologie bezüglich Kn, und für jedes offene V ⊆ X hat man

OX(V ) = {f : V → K; lokal f = g/h mit g, h ∈ K[X ]}
= {f : V → K; lokal f = G/H mit G,H ∈ K[T1, . . . , Tn]}.

Die Garbe OX der regulären Funktionen auf X ist genau die durch OKn induzierte
Strukturgarbe, d.h., X ist ein abgeschlossener Unterraum von Kn.
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Bemerkung 5.3.7 (Offene Unterräume). Es sei X ein Raum mit Funktionen, und
es sei Y ⊆ X eine offene Teilmenge. Dann gilt OY (V ) = OX(V ) für jede offene
Menge V ⊆ Y .

Beispiel 5.3.8. Für X = K und Y = K∗ gilt OY (Y ) = OX(Y ) ∼= K[T ]T . Man
beachte, dass dies eine affine Algebra ist.

Lemma 5.3.9. Es seien X ein Raum mit Funktionen, Y ⊆ X ein Unterraum und
Z ⊆ Y eine Teilmenge. Dann gilt:

(i) Die Teilraumtopologien von Z in Y und Z in X stimmen überein.
(ii) Die durch OY bzw. OX auf Z induzierten Strukturgarben stimmen überein.

Beweis. Zu (i). Eine Teilmenge W ⊆ Z ist genau dann offen in der Teilraumtopo-
logie bezüglich Y , wenn W = Z ∩ V mit einer offenen Menge V ⊆ Y gilt. Da Y die
Teilraumtopologie in X trägt, ist letzteres äquivalent zu W = Z ∩ Y ∩ U = Z ∩ U
mit einer offenen Menge U ⊆ X . Dies wiederum ist äquivalent zur Offenheit von V
in Z als Teilraum von X .

Zu (ii). Für jede offene Teilmenge W ⊆ Z und jede Funktion f : W → K erhalten
wir nach Definition der induzierten Strukturgarbe:

f ∈ OZ(W ) ⇐⇒ lokal f = g|W mit g ∈ OY (V )

⇐⇒ lokal f = h|U mit h ∈ OX(U).

�

Definition 5.3.10. EinMorphismus von RäumenX und Y mit Funktionen ist eine
stetige Abbildung ϕ : X → Y , sodass für jedes offene V ⊆ Y und jedes f ∈ OY (V )
gilt:

f ◦ ϕ ∈ OX(ϕ−1(V )).

Bemerkung 5.3.11. Ist ϕ : X → Y ein Morphismus von Räumen mit Funktionen,
so hat man für jedes offene V ⊆ Y einen wohldefinierten Komorphismus

ϕ∗ : OY (V ) → OX(ϕ−1(V )), f 7→ f ◦ ϕ.

Bemerkung 5.3.12. Der Morphismenbegriff 5.3.10 macht die Räume mit Funk-
tionen zu einer Kategorie; es gilt:

(i) Für jeden Raum X mit Funktionen ist die identische Abbildung idX : X →
X ein Morphismus von Räumen mit Funktionen.

(ii) Die Komposition zweier Morphismen von Räumen mit Funktionen ist wie-
der ein Morphismus von Räumen mit Funktionen.

Insbesondere ist damit der Begriff des Isomorphismus von Räumen mit Funktio-
nen definiert: Dies ist ein Morphismus ϕ : X → X ′, der einen Umkehrmorphismus
ψ : X ′ → X erlaubt, d.h., man hat ψ ◦ ϕ = idX und ϕ ◦ ψ = idX′ .

Bemerkung 5.3.13. Es sei X ein Raum mit Funktionen, und es sei Y ⊆ X ein
Unterraum. Dann ist die Inklusionsabbildung ı : Y → X ein Morphismus.

Lemma 5.3.14 (Einschränkungslemma). Es sei ϕ : X → X ′ ein Morphismus von
Räumen mit Funktionen. Weiter seien Y ⊆ X und Y ′ ⊆ X ′ Unterräume mit
ϕ(Y ) ⊆ Y ′. Dann ist die Einschränkung ϕ|Y : Y → Y ′ wieder ein Morphismus von
Räumen mit Funktionen.



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 127

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass ϕ|Y : Y → Y ′ stetig ist. Dazu sei V ′ ⊆ Y ′ offen.
Dann gibt es ein offenes U ′ ⊆ X ′ mit V ′ = Y ′ ∩ U ′. Das Urbild von V ′ unter ϕ|Y

ist offen, denn es gilt

(ϕ|Y )
−1(V ′) = ϕ−1(U ∩ Y ′) ∩ Y = ϕ−1(U) ∩ Y.

Wir zeigen nun, dass ϕ|Y : Y → Y ′ ein Morphismus ist. Dazu seien V ′ ⊆ Y ′ offen
und f ∈ OY ′(V ′). Dann ist f lokal von der Gestalt f = F|X′ mit Funktionen F ∈
OX′(U ′) und offenen Mengen U ′ ⊆ X . Lokal erhält man daher f ◦ϕ|Y = (F ◦ϕ)|Y .
Wegen F ◦ ϕ ∈ OX(ϕ−1(U ′)) folgt f ◦ ϕ|Y ∈ OY ((ϕ|Y )

−1(V ′)). �

Satz 5.3.15. Es seien X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Mengen, die wir mit
den Garbe OX bzw. OY der regulären Funktionen versehen. Für jede Abbildung
ϕ : X → Y sind dann die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) ϕ : X → Y ist ein Morphismus von Räumen mit Funktionen.
(ii) ϕ : X → Y ist Einschränkung einer polynomialen Abbildung Φ: Kn → Km.

Beweis. Zu
”
(i)⇒(ii)“. Wir betrachten die regulären Funktionen T1|Y , . . . , Tm|Y

auf Y . Nach Definition des Morphismus liefern diese reguläre Funktionen

fi := Ti|Y ◦ ϕ ∈ OX(X) = K[X ].

Man beachte, dass für die letzte Gleichung Korollar 5.2.14 benötigt wird. Nach
Definition des KoordinatenringesK[X ] ist jede Funktion fi : X → K Einschränkung
eines Polynomes Fi ∈ K[T1, . . . , Tn]. Die gesuchte polynomiale Abbildung ist also

Φ: Kn → Km, z 7→ (F1(z), . . . , Fm(z)).

Zu
”
(ii)⇒(i)“. Nach dem Einschränkungslemma 5.3.14 genügt es zu zeigen, dass

jede polynomiale Abbildung Φ: Kn → Km ein Morphismus ist.

Wir wissen bereits, dass Φ stetig ist. Sind weiter eine offene Menge V ⊆ Km und
f ∈ OKm(V ) gegeben, so hat man lokale Darstellungen f = g/h mit Polynomen
g, h ∈ K[T1, . . . , Tm]. Also hat man lokale Darstellungen f ◦Φ = g ◦Φ/h ◦Φ. Dabei
gilt g ◦ Φ, h ◦ Φ ∈ K[T1, . . . , Tn]. Das bedeutet f ◦ Φ ∈ OKm(Φ−1V ). �

Definition 5.3.16 (Kategorie der affinen Varietäten). Es sei K ein (wie immer)
algebraisch abgeschlossener Körper.

(i) Eine affine (K-)Varietät ist ein Raum mit (K-)Funktionen, der (als Raum
mit Funktionen) isomorph zu einer algebraischen Menge in einem Kn ist.

(ii) Ein Morphismus affiner Varietäten ist ein Morphismus der zu Grunde lie-
genden Räume mit Funktionen.

Vereinbarung 5.3.17. Von nun an versehen wir jede algebraische Menge X ⊆ Kn

mit der Garbe OX der regulären Funktionen und sehen sie als affine Varietät an.

Theorem 5.3.18 (Antiäquivalenzsatz, Version II). Es sei K ein algebraisch abge-
schlossener Körper. Die Zuordnungen X 7→ OX(X) und ϕ 7→ ϕ∗ definieren einen
kontravarianten, wesentlich surjektiven, volltreuen Funktor von der Kategorie der
affinen Varietäten in die Kategorie der affinen K-Algebren, d.h., es gilt:

(i) Die Zuordnungen X 7→ OX(X) und ϕ 7→ ϕ∗ definieren einen kontravari-
anten Funktor.

(ii) Zu jeder affinen Algebra A existiert eine affine Varietät X mit A ∼= OX(X).
(iii) Sind X und Y affine Varietäten, so hat man eine Bijektion

{Morphismen X → Y } → {Homomorphismen OY (Y )→ OX(X)}
ϕ 7→ ϕ∗.
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Beweis. Es ist klar, dass die Zuordnungen einen kontravarianten Funktor von der
Kategorie der affinen Varietäten in die Kategorie der Algebren definieren.

Wir zeigen, dass für jede affine Varieät X die Algebra OX(X) affin ist. Dazu wählen
wir einen Isomorphismus ı : X → Y auf eine algebraische Menge Y ⊆ Km. Die-
ser liefert einen Isomorphismus von Algebren ı∗ : OY (Y ) → OX(X). Nach Fol-
gerung 5.2.14 gilt OY (Y ) = K[Y ] und der Koordinatenring K[Y ] ist eine affine
Algebra. Folglich ist OX(X) affin.

Die wesentliche Surjektivität des Funktors ergibt sich sofort mit dem Antiäquiva-
lenzsatz 4.5.11: Ist eine affine Algebra A gegeben, so gibt es eine algebraische Menge
X ⊆ Kn mit K[X ] ∼= A. Folgerung 5.2.14 liefert OX(X) = K[X ].

Wir zeigen nun, dass der Funktor volltreu ist. Sind affine Varietäten X und Y
gegeben, so ist zu zeigen, dass die Abbildung

Mor(X,Y ) → Hom(OY (Y ),OX(X)), ϕ 7→ ϕ∗

bijektiv ist. Dazu wählen wir Isomorphismen 〉 : X → X ′ und  : Y → Y ′ auf
algebraische Mengen X ′ ⊆ Kn bzw. Y ′ ⊆ Km. Wir erhalten ein kommutatives
Diagramm

Mor(X,Y )
ϕ 7→ϕ∗

∼=
//

ϕ 7→◦ϕ◦ı−1

��

Hom(OY (Y ),OX(X))

α7→(ı−1)∗◦α◦∗∼=

��
Mor(X ′, Y ′)

ψ 7→ψ∗

∼= // Hom(OY ′(Y ′),OX′(X ′))

wobei der Antiäquivalenzsatz 4.5.11 und Folgerung 5.2.14 die Bijektivität der un-
teren waagerechten Abbildung gewährleisten und die Bijektivität der beiden senk-
rechten Abbildungen sich elementar einsehen lässt. �
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Aufgaben zu Abschnitt 5.3.

Aufgabe 5.3.19. Es sei X ein Raum mit Funktionen, und es sei Y ⊆ X ein Unterraum.
Zeige: Die Inklusionsabbildung Y → X ist ein Morphismus von Räumen mit Funktionen.

Aufgabe 5.3.20. Es seien X eine affine Varietät und f : X → K eine Abbildung. Beweise
die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) Es gilt f ∈ O(X).
(ii) f : X → K ist ein Morphismus.
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5.4. Erste Eigenschaften affiner Varietäten.

Erinnerung 5.4.1. Eine affine Varietät ist ein Raum mit Funktionen, der iso-
morph zu einer algebraischen Menge ist.

Definition 5.4.2. Es seien X eine affine Varietät und OX(X) die Algebra ihrer
globalen Funktionen.

(i) Jede Teilmenge a ⊆ OX(X) definiert ein Nullstellengebilde

VX(a) := {x ∈ X ; f(x) = 0 für alle f ∈ a} ⊆ X.

Wir schreiben VX(f1, . . . , fr) := VX(a), falls a = {f1, . . . , fr} gilt.
(ii) Jede Teilmenge Y ⊆ X definiert ein Verschwindungsideal

IX(Y ) := {f ∈ OX(X); f|Y = 0} ⊆ OX(X).

Bemerkung 5.4.3. Es sei ϕ : X → X ′ ein Isomorphismus affiner Varietäten. Für
alle a′ ⊆ OX′(X ′) und Y ′ ⊆ X ′ haben wir dann

ϕ−1(VX′ (a′) = VX(ϕ∗(a′)), IX(ϕ−1(Y ′)) = ϕ∗(IX′(Y ′)).

Bemerkung 5.4.4. Es sei X eine affine Varietät, und es seien Teilmengen Y, Y ′ ⊆
X sowie a, a′ ⊆ OX(X) gegeben. Dann gilt

Y ⊆ Y ′ =⇒ IX(Y ) ⊇ IX(Y ′),

a ⊆ a′ =⇒ VX(a) ⊇ VX(a′),

VX(IX(Y )) = Y ,

IX(VX(a)) =
√
a,

wobei a in der letzten Gleichung ein Ideal sei; siehe Satz 5.2.3. Insbesondere erhält
man inklusionsumkehrende zueinander inverse Bijektionen:

{Abgeschlossene Teilmengen von X} ←→ {Radikalideale in OX(X)}
Y 7→ IX(Y ),

VX(a) ←[ a.

Dabei entsprechen die irreduziblen abgeschlossenen Mengen Y ⊆ X genau den
Primidealen p ⊆ OX(X).

Satz 5.4.5. Es sei X eine affine Varietät und es sei Y ⊆ X eine abgeschlossene
Teilmenge. Dann ist Y mit der Teilraumtopologie und der induzierten Strukturgarbe
eine affine Varietät, die Inklusionsabbildung ı : Y → X ist ein Morphismus, und es
gilt

O(Y ) = ı∗(O(X)), Kern(ı∗) = IX(Y ).

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass X eine algebraische Menge in einem Kn ist.
Lemma 5.3.9 garantiert dann, dass die Teilraumtopologie von Y in X die Zariskito-
pologie auf Y ist und dass die durch OX induzierte Strukturgarbe auf Y die Garbe
der regulären Funktionen auf Y ist. Folglich ist der abgeschlossene Unterraum Y
von X eine affine Varietät. �

Bemerkung 5.4.6. Es sei X eine affine Varietät. Die Mengen Xf := X \ VX(f),
wobei f ∈ OX(X), bilden eine Basis der Topologie auf X . Weiter ist X genau dann
irreduzibel, wenn OX(X) ein Integritätsring ist.

Satz 5.4.7. Es sei X eine affine Varietät, und es sei f ∈ O(X). Dann ist die
Hauptmenge

Xf = {x ∈ X ; f(x) 6= 0}
zusammen mit der Teilraumtopologie und der induzierten Strukturgarbe wieder eine
affine Varietät, und es gilt O(Xf ) ∼= O(X)f .
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Beweis. Wir behandeln zunächst den Fall X = Kn. Dann ist f ∈ K[T1, . . . , Tn] ein
Polynom. Wir betrachten Z := V (fTn+1 − 1) ⊆ Kn+1 und die Abbildung:

Φ: Knf → Z, z 7→ (z, f(z)−1).

Wir zeigen, das Φ stetig ist. Dazu sei eine abgeschlossene Teilmenge Y ⊆ Z gegeben.
Dann gilt Y = V (h1, . . . , hr) mit Polynomen hi ∈ K[T1, . . . , Tn+1]. Man hat

Φ−1(Y ) = {z ∈ Knf ; h1 ◦ Φ(z) = . . . = hr ◦Φ(z) = 0}
= Knf ∩ V (fkh1(T1, . . . , Tn, 1/f), . . . , f

khr(T1, . . . , Tn, 1/f)).

wobei k so groß gewählt sei, dass jede der Funktionen fkhi(T1, . . . , Tn, 1/f) ein Po-
lynom ist. Das beweist die Abgeschlossenheit von Φ−1(Y ) und somit die Stetigkeit
von Φ.

Wir zeigen weiter, dass Φ ein Morphismus ist. Dazu seien eine offene Menge U ⊆ Z
und g ∈ OZ(U) gegeben. Dann ist g lokal von der Gestalt g2/g2 mit Polynomen
g1, g2 ∈ K[T1, . . . , Tn+1]. Also ist Φ∗(g) lokal von der Form

g1 ◦ Φ
g2 ◦ Φ

=
g1(T1, . . . , Tn, 1/f)

g2(T1, . . . , Tn, 1/f)

und deshalb regulär. Somit ist Φ ein Morphismus von Räumen mit Funktionen von
Knf nach Z = V (fTn+1 − 1). Die Abbildung

Ψ: Z → Knf (z, t) 7→ z

ist nach dem Einschränkungslemma ein Morphismus von Räumen mit Funktionen.
Da sie ist offensichtlich eine Umkehrabbildung zu Φ ist, erhalten wir dass Knf eine
affine Varietät ist.

Im allgemeinen Fall dürfen wir annehmen, dass X als algebraische Menge in ei-
nem Kn gegeben ist. Dann ist f ∈ K[X ] Einschränkung eines Polynoms F ∈
K[T1, . . . , Tn]. Offensichtlich gilt dabei

Xf = KnF ∩ X.

Der bereits behandelte Fall X = Kn und Satz 5.4.5 liefern dann, dass Xf als
abgeschlossener Unterraum der affinen Varietät KnF eine affine Varietät ist. �

Beispiel 5.4.8. Die Gruppe GL(n;K) aller invertierbaren (n × n)-Matrizen über
K wird zu einer affinen Varietät: Es gilt

GL(n;K) = {A ∈Mat(n, n;K); det(A) 6= 0} = Kn
2

det.

Vereinbarung 5.4.9. Es sei X eine affine Varietät.

(i) Ist Y ⊆ X eine abgeschlossene Teilmenge, so versehen wir sie mit der
Teilraumtopologie und der induzierten Strukturgarbe und nennen sie dann
eine abgeschlossene Untervarietät von X .

(ii) Ist f ∈ O(X), so versehen wir die Hauptmenge Xf mit der Teilraumtopo-
logie und der induzierten Strukturgarbe und nennen sie dann eine offene
Untervarietät von X .

Konstruktion 5.4.10. Es seiX ein topologischer Raum, und es sei F eine Prägarbe
abelscher Gruppen auf X . Den Halm von F in einem Punkt x ∈ X definiert man
wie folgt: Man betrachtet zunächst die disjunkte Vereinigung

F :=
⊔

x∈U⊆X

F(U),

wobei U ⊆ X alle offenen Umgebungen des Punktes x durchläuft. Auf der Menge F
führt man eine Äquivalenzrelation

”
∼“ ein: Zwei Elemente s ∈ F(U) und s′ ∈ F(U ′)
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heißen äquivalent, falls eine offene Umgebung V ⊆ U ∩ U ′ von x existiert mit
s|V = s′|V . Der Halm von F in x ist die Restklassenmenge

Fx := F/ ∼ .
Für ein Element s ∈ F(U) bezeichnet man seine Restklasse in Fx durch sx und
nennt sie den Keim von s im Punkt x.

Der Halm Fx besitzt auf kanonische Weise die Struktur einer abelschen Gruppe:
Sind sx, s

′
x ∈ Fx mit Repräsentanten s ∈ F(U) bzw. s′ ∈ F(U ′) gegeben, so setzt

man

sx + s′x := (s|U∩U ′ + s′|U∩U ′)x.

Dies ist offenbar wohldefiniert und macht Fx zu einer abelschen Gruppe. Analog
sind die Halme einer Prägarbe von Ringen (Algebren, etc.) wieder Ringe (Algebren,
etc.).

Satz 5.4.11. Es sei X eine affine Varietät und OX(X) ihre Algebra der globalen
Funktionen Dann hat man eine kanonische Bijektion

X −→ {maximale Ideale in OX(X)}
x 7→ mx := {f ∈ OX(X); f(x) = 0}.

Beweis. Die einpunktigen Mengen in X sind genau die minimalen nichtleeren abge-
schlossenen Teilmengen von X und die maximalen Ideale von K[X ] sind genau die
maximalen von K[X ] verschiedenen Radikalideale in K[X ]. Die Behauptung ergibt
sich also direkt aus Folgerung 5.4.4. �

Folgerung 5.4.12. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Dann hat
man eine kanonische Bijektion

Kn −→ {maximale Ideale in K[T1, . . . , Tn]}
a = (a1, . . . , an) 7→ ma = 〈T1 − a1, . . . , Tn − an〉.

Beweis. Es ist nur zu ma = 〈T1 − a1, . . . , Tn − an〉 etwas zu zeigen. Die Inklusion
“⊇” ist dabei offensichtlich. Es genügt also zu zeigen, dass 〈T1 − a1, . . . , Tn − an〉
ein maximales Ideal ist.

Falls a = 0 gilt, ist dies klar, denn dann ist 〈T1, . . . , Tn〉 offensichtlich der Kern des
Epimorphismus

K[T1, . . . , Tn] → K, f 7→ f(0).

Für den allgemeinen Fall verwende man, dass ma das Bild von m0 ist unter dem
Isomorphismus

K[T1, . . . , Tn] → K[T1, . . . , Tn], Ti 7→ Ti − ai.
�

Satz 5.4.13. Es seien X eine affine Varietät, x ∈ X ein Punkt und mx := {f ∈
OX(X); f(x) = 0} das zugehörige maximale Ideal. Dann hat man einen Isomor-
phismus von K-Algebren

OX(X)mx
→ OX,x,

f

g
7→ (fg−1)x.

Beweis. Zur Wohldefiniertheit von f/g 7→ (fg−1)x. Offensichtlich haben wir einen
Algebrenhomomorphismus

OX(X) → OX,x, f 7→ fx.
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Weiter gilt g(x) 6= 0 für jedes g ∈ OX(X) \ mx. Also gilt x ∈ Xg und dort ist
g−1 ∈ OX(Xg) ein multiplikatives Inverses zu g ∈ OX(Xg). Die universelle Eigen-
schaft des Bruchringes OX(X)mx

liefert daher ein kommutatives Diagramm von
Algebrenhomomorphismen

OX(X)
f 7→fx //

f 7→ f
1 &&▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

OX,x

OX(X)mx

f
g
7→(fg−1)x

99sssssssss

Zur Surjektivität: Es sei hx ∈ OX,x mit einem h ∈ OX(U) gegeben. Nach Verklei-
nern von U können wir annehmen, dass h = fg−1 mit f, g ∈ OX(X) gilt. Also ist
f/g ∈ OX(X)mx

das gesuchte Urbild.

Zur Injektivität: Es sei (f/g)x = 0. Dann gibt es eine Umgebung U ⊆ Xg von x mit
fg−1 = 0 ∈ OX(U). Es folgt f = 0 ∈ OX(U). Wir wählen ein Element h ∈ I(X \U)
mit h(x) 6= 0. Dann gilt hf = 0 auf ganzX . Das bedeutet f/g = 0 ∈ OX(X)mx

. �
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Aufgaben zu Abschnitt 5.4.

Aufgabe 5.4.14. Es seiX ein topologischer Raum mit einer Garbe F abelscher Gruppen,
und es sei U ⊆ X eine offene Menge. Zeige: Ist s ∈ F(U) ein Element mit sx = 0 ∈ Fx für
alle x ∈ U , so gilt s = 0.

Aufgabe 5.4.15. Es sei X eine irreduzible affine Varietät, und es sei K(X) der Quotien-
tenkörper von OX(X). Zeige: Man hat kanonische Monomorphismen:

(i) OX,x → K(X) für jeden Punkt x ∈ X,
(ii) OX(U)→ K(X) für jede offene Menge U ⊆ X.

Zeige weiter: Ist U ⊆ X eine offene Menge, so gilt in dem Körper K(X) die Gleichung

OX(U) =
⋂

x∈U

OX,x.
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6. Affine Varietäten II*

6.1. Produkte*.

Definition 6.1.1. Es seien X und Y Objekte einer Kategorie C. Ein Produkt für
X und Y in C ist ein Objekt W in C zusammen mit Morphismen πX : W → X und
πY : W → Y , sodass folgendes gilt:

(PR) Ist Z ein Objekt in C und sind ϕ : Z → X sowie ψ : Z → Y Morphismen, so
gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus κ : Z → W , mit dem das folgende
Diagramm kommutativ wird

W
πX

~~⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥ πY

  ❆
❆❆

❆❆
❆❆

❆

X Y

Z

ϕ

``❇❇❇❇❇❇❇❇ ψ

>>⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥

κ

OO

Beispiel 6.1.2. In der Kategorie der Mengen ist das kartesische Produkt X × Y
mit den beiden Projektionen X × Y → X und X × Y → Y ein Produkt in obigem
Sinn.

Bemerkung 6.1.3. Sofern es existiert, ist das Produkt zweier Objekte X,Y einer
Kategorie durch die Eigenschaft (PR) bis auf Isomorphie festgelegt; man bezeichnet
es daher auch mit X × Y .

Satz 6.1.4 (Produkt in der Kategorie algebraischer Mengen). Es seien X ⊆ Kn

und Y ⊆ Km algebraische Mengen. Dann ist X × Y ⊆ Kn+m eine algebraische
Menge,

πX : X × Y → Y, (x, y) 7→ x, πY : X × Y → Y, (x, y) 7→ y

sind algebraische Abbildungen und X×Y ⊆ Kn+m ist zusammen mit πX und πY ist
ein Produkt für X ⊆ Kn und Y ⊆ Km in der Kategorie der algebraischen Mengen.
Weiter gilt

K[X × Y ] = K[π∗
X(f), π∗

Y (g); f ∈ K[X ], g ∈ K[Y ]].

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass X × Y ⊆ Kn+m eine algebraische Menge
ist und dass die Projektionen πX und πY algebraische Abbildungen sind. Weiter
gilt

K[X × Y ] = K[Ti|X×Y , Sj|X×Y ; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m]

= K[π∗
Kn(Ti)|X×Y , π

∗
Km(Sj)|X×Y ; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m]

= K[π∗
X(f), π∗

Y (g); f ∈ K[X ], g ∈ K[Y ]].

Zum Nachweis der Eigenschaft (PR) seien eine algebraische Menge Z ⊆ Kl und
algebraische Abbildungen ϕ : Z → X sowie ψ : Z → Y gegeben. Dann sind ϕ und ψ
Einschränkungen polynomialer Abbildungen Φ: Kl → Km bzw. Ψ: Kl → Kn. Die
gesuchte algebraische Abbildung ist

κ : Z → X × Y, z 7→ (Φ(x),Ψ(y)).

�
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Erinnerung 6.1.5 (Tensorprodukt). Es seien R ein K1-Ring und M , N zwei R-
Moduln.

Das Tensorprodukt vonM undN über R wird folgendermaßen konstruiert. In einem
ersten Schritt betrachtet man den “freien R-Modul” über der Menge M ×N :

F (M ×N) :=
⊕

(u,v)∈M×N

R·(u, v), wobei R·(u, v) ∼= R.

Dann bildet man in F (M × N) den R-Untermodul B(M × N) ⊆ F (M × N) der
“bilinearen Relationen”; dieser wird definitionsgemäß erzeugt durch die Elemente

(au, v)− a(u, v), u ∈M, v ∈ N, a ∈ R,
(u+ u′, v)− (u, v)− (u′, v), u, u′ ∈M, v ∈ N,
(u, av)− a(u, v), u ∈M, v ∈ N, a ∈ R,
(u, v + v′)− (u, v)− (u, v′), u ∈M, v, v′ ∈ N.

Das Tensorprodukt von M und N ist dann der Restklassenmodul von F (M × N)
nach B(M ×N):

M ⊗R N := F (M ×N)/B(M ×N).

Man schreibt u⊗ v für die Restklasse (u, v) +B(M ×N). Das allgemeine Element
vonM ⊗RN eine endliche Summe

∑
ui⊗ vi und man hat eine bilineare Abbildung

Π: M ×N → M ⊗R N, (u, v) 7→ u⊗ v.

Das Tensorprodukt erfüllt die folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder bilinearen
Abbildung ϕ : M ×N → L gibt es ein kommutatives Diagramm

M ×N ϕ //

Π &&▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
L

M ⊗R N
ϕ̃

;;✈✈✈✈✈✈✈✈✈

mit einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung ϕ̃ : M ⊗R N → L; diese ist
explizit gegeben durch

ϕ̃(u1 ⊗ v1 + . . .+ ur ⊗ vr) = ϕ(u1, v1) + . . .+ ϕ(ur, vr).

Konstruktion 6.1.6 (Koprodukt in der Kategorie der Algebren). Es seien A und
B zwei K-Algebren. Wir betrachten das Tensorprodukt

R = A⊗K B.

Dies ist a priori nur ein K-Vektorraum. Wir führen eine Multiplikation ein, indem
wir zunächst setzen

(f ⊗ g) · (f ′ ⊗ g′) := ff ′ ⊗ gg′.

Mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts prüft man nach, dass sich
dies (eindeutig und wohldefiniert) zu einer Multiplikation auf R fortsetzen lässt,
welche R zu einer K-Algebra macht. Weiter hat man kanonische Homomorphismen

ıA : A→ R, f 7→ f ⊗ 1, ıB : B → R, g 7→ 1⊗ g.

Zusammen mit diesen Homomorphismen erfüllt das Tensorprodukt R die folgende
universelle Eigenschaft:
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(KoPR) Sind eine K-Algebra C und Homomorphismen ϕ : A→ C sowie ψ : B →
C gegeben, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus µ : R→ C mit
dem das Diagramm

R

µ

��

A

ıA

??⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦

ϕ
��❅

❅❅
❅❅

❅❅
B

ıB

__❅❅❅❅❅❅❅❅

ψ��⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦

C

kommutativ wird. Tatsächlich kann man den Homomorphismus ϕ : R → C direkt
angeben; er ist definiert durch

µ : R → C, f ⊗ g 7→ ϕ(f)ψ(g).

Satz 6.1.7. Es seien X und Y affine Varietäten. Dann besitzt das kartesische
Produkt X × Y die Struktur einer affinen Varietät, sodass es zusammen mit

πX : X × Y → X, (x, y) 7→ x, πX : X × Y → Y, (x, y) 7→ y

zu einem Produkt für die affinen Varietäten X und Y wird. Weiter hat man einen
kanonischen Isomorphismus von K-Algebren

µ : OX(X)⊗K OY (Y ) → OX×Y (X × Y ),∑
fi ⊗ gi 7→

∑
π∗
X(fi)π

∗
Y (gi).

Beweis. Wir behandeln zunächst den Fall, dass X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebrai-
sche Mengen sind. Nach Satz 6.1.4 ist dann X × Y ⊆ Km+n zusammen mit den
Projektionen πX und πY ein Produkt in der Kategorie der algebraischen Mengen.

Die Abbildung µ ist der durch die universelle Eigenschaft (Kopr) des Tensorpro-
duktes gegebene Algebrenhomomorphismus zu

π∗
X : K[X ] → K[X × Y ], π∗

Y : K[Y ] → K[X × Y ].

Die Surjektivität von µ ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass K[X × Y ] gemäß
Satz 6.1.4 erzeugt wird von den Funktionen

π∗
X(f) = µ(f ⊗ 1), f ∈ K[X ], π∗

Y (g) = µ(1⊗ g), g ∈ K[Y ].

Um zu sehen, dass µ injektiv ist, betrachten wir ein h =
∑
fi ⊗ gi mit µ(h) = 0.

Dabei darf man annehmen, dass die gi eine über K linear unabhängige Familie
bilden. Für festes x ∈ X hat man

0 = µ(h)(x, ?) =
∑

fi(x)gi ∈ K[Y ].

Wegen der linearen Unabhängigkeit der gi bedeutet dies fi(x) = 0 für alle i. Das
geht für jedes x ∈ X , und man erhält fi = 0 für alle i. Das impliziert h = 0 und
folglich ist µ injektiv.

Wir kommen zum allgemeinen Fall. Die affinen VarietätenX und Y sind, als Räume
mit Funktionen, isomorph zu algebraischen Mengen X ′ ⊆ Kn und Y ′ ⊆ Km, etwa
vermöge

ı : X → X ′,  : Y → Y ′.

Wir wissen bereits, dass X ′ × Y ′ eine affine Varietät ist, und diese Struktur trans-
portieren wir nun nach X × Y vermöge der bijektiven Abbildung

ı×  : X × Y → X ′ × Y ′, (x, y) 7→ (ı(x), (y)).



140 ©J. HAUSEN, M. WROBEL 2019

Die offenen Mengen in X × Y sind genau die Urbilder U := (ı × )−1(V ) offener
Mengen in V ⊆ X ′ × Y ′, und die Strukturgarbe auf X × Y ist definiert durch

OX×Y (U) := {f ◦ (ı× ); f ∈ OX′×Y ′(V )},
Damit ist X × Y ein Raum mit Funktionen, und ı ×  ist ein Isomorphismus auf
eine affine Varietät; insbesondere ist X × Y nun eine affine Varietät.

Die Tatsache, dass die beiden Projektionen πX : X × Y → X und πY : X × Y → Y
Morphismen sind, ergibt sich sofort aus den kommutativen Diagrammen

X × Y ı×

∼=
//

πX

��

X ′ × Y ′

πX′

��
X ı

∼= // X ′

X × Y ı×

∼=
//

πY

��

X ′ × Y ′

πY ′

��
Y 

∼= // Y ′

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft eines Produktes seien eine affine Va-
rietät Z und Morphismen ϕ : Z → X sowie ψ : Z → Y gegeben. Dann gibt es einen
Isomorphismus η : Z → Z ′ auf eine algebraische Menge Z ′ ⊆ Kl. Rein mengentheo-
retisch erhält man ein kommutatives Diagramm

X × Y

πX

��

πY

��

(ı×)∼=
��

X ′ × Y ′

π′
X

zz✈✈
✈✈
✈✈
✈✈
✈

π′
Y

$$❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍

X
ı // X ′ Y ′ Y

oo

Z ′

κ′

OO

ϕ′

dd■■■■■■■■■■ ψ′

::✈✈✈✈✈✈✈✈✈✈

Z

ϕ

YY

ψ

EE

η∼=

OO

von Abbildungen. Die Abbildungen ϕ′ und ψ′ sind, als Verkettung von Morphismen
wieder Morphismen, und somit algebraische Abbildungen. Satz 6.1.4 sagt uns also,
dass κ′ eine algebraische Abbildung ist. Damit ist die Abbildung κ := (ı×)−1◦κ′◦η
der gewünschte Morphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung µ : OX(X)⊗KOY (Y )→ OX×Y (X×Y ) ein
Isomorphismus ist. Die entsprechende Aussage für X ′ und Y ′ haben wir bereits in
Satz 6.1.4 gezeigt. Den allgemeinen Fall erhalten wir wieder mit einem kommuta-
tiven Diagramm:

OX(X)⊗K OY (Y )

µ

��

OX′(X ′)⊗K OY ′(Y ′)∼=

ı∗⊗∗oo

µ ∼=

��
OX×Y (X × Y ) OX′×Y ′(X ′ × Y ′)

∼=

(ı×)∗
oo

�

Folgerung 6.1.8. Das Koprodukt zweier affiner Algebren ist wieder eine affine
Algebra. Insbesondere existieren in der Kategorie der affinen Algebren Koprodukte.
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Aufgaben zu Abschnitt 6.1.

Aufgabe 6.1.9. Beweise Bemerkung 6.1.3: Sind X1, X2 Objekte einer Kategorie C und
W mit πi : W → Xi sowie W

′ mit π′
i : W

′ → Xi Produkte für X1, X2, so gilt W ∼=W ′.

Aufgabe 6.1.10. Es seien X,Y, Z Objekte einer Kategorie C, in der Produkte existieren.
Beweise folgende Aussagen:

X × Y ∼= Y ×X, (X × Y )× Z ∼= X × (Y × Z).
Aufgabe 6.1.11. Es seien n,m ∈ Z≥0. Zeige: Es gilt Kn+m ∼= Kn ×Km.

Aufgabe 6.1.12. Es seien X und Y topologische Räume. Betrachte die Menge X × Y
und die beiden Projektionen πX , πY . Die Mengen

π−1
X (U) ∩ π−1

Y (V ), U ⊆ X, V ⊆ Y offen

biden die Basis einer Topologie auf X × Y , der Produkttopologie. Beweise folgende Aussa-
gen:

(i) Sind X, Y affine Varietäten, so ist die Topologie der affinen Varietät X×Y feiner
als die Produkttopologie auf X × Y .

(ii) Die Zariskitopologie auf K2 ∼= K1 × K1 ist echt feiner als die Produkttopologie
auf K1 ×K1.

Aufgabe 6.1.13. Beweise die Aussagen aus Konstruktion 6.1.6.





KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 143

6.2. Maximalspektrum*.

Definition 6.2.1. Es sei A eine affine K-Algebra. Das (Maximal-)Spektrum von A
ist die Kollektion ihrer maximalen Ideale:

Spec(A) := {m ⊆ A; m ist maximales Ideal in A}.
Definition 6.2.2. Es sei A eine affine K-Algebra. Jedem Ideal a ⊆ A ordnen wir
ein Nullstellengebilde in Spec(A) zu:

V (a) := {m ∈ Spec(A); a ⊆ m} ⊆ Spec(A).

Satz 6.2.3. Es sei A eine affine K-Algebra. Dann sind die Mengen V (a), wobei
a die Ideale von A durchläuft, die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf
Spec(A). Genauer hat man:

(i) Es gilt ∅ = V (A) und Spec(A) = V (0).
(ii) Sind ai, i ∈ I, Ideale in A, so gilt

⋂

i∈I

V (ai) = V

(∑

i∈I

ai

)
.

(iii) Sind a1, . . . , ar Ideale in A, so gilt

r⋃

i=1

V (ai) = V

(
r∏

i=1

ai

)
.

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Zu (ii). Für jedes m ∈ Spec(A) haben wir

m ∈
⋂

i∈I

V (ai) ⇐⇒ ai ⊆ m für alle i ∈ I

⇐⇒
∑

i∈I

ai ⊆ m

⇐⇒ m ∈ V
(∑

i∈I

ai

)
.

Zu (iii). Als maximales Ideal ist jedes m ∈ Spec(A) ein Primideal in A. Damit ergibt
sich

m ∈
r⋃

i=1

V (ai) ⇐⇒ ai ⊆ m für ein i

⇐⇒
r∏

i=1

ai ⊆ m

⇐⇒ m ∈ V
(

r∏

i=1

ai

)
.

Dabei sieht man die Implikation
”
⇐“ in der mittleren Zeile durch Induktion über r.

Der Fall r = 1 ist klar. Zum Induktionsschritt: Falls ar ⊆ m gilt, ist i = r der ge-
suchte Index. Andernfalls gibt es ein a ∈ ar \m. Für jedes b ∈ a1 · · · ar−1 gilt dann
ab ∈ m und somit b ∈ m. Das bedeutet a1 · · · ar−1 ⊆ m, und die Induktionsvoraus-
sezung liefert das gewünschte ai ⊆ m. �

Vereinbarung 6.2.4. Es sei A eine affine K-Algebra. Von nun an versehen wir
das Spektrum Spec(A) mit der Topologie aus Satz 6.2.3; diese nennen wir auch die
Zariski-Topologie auf Spec(A).
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Lemma 6.2.5. Es sei A eine affine K-Algebra, und es sei m ⊆ A ein maximales
Ideal. Dann erlaubt A eine Zerlegung A = K ⊕ m als K-Vektorraum, wobei K mit
K·1A ⊆ A identifiziert wird.

Beweis. Zunächst sei vermerkt, daß K ∩ m = {0} in A gilt. Folglich liefert Ein-
schränken der Restklassenabbilung A → A/m einen Monomorphismus K → A/m.
Wir dürfen K daher als Unterkörper von A/m auffassen.

Da A endlich erzeugt ist, entsteht K ⊆ A/m durch Ringadjunktion endlich vieler
Elemente. Nach Satz 4.3.1 ist K ⊆ A/m algebraisch. Da K algebraisch abgeschlossen
ist, ergibt sich K = A/m. Damit folgt die Behauptung. �

Konstruktion 6.2.6. Es sei A eine affine K-Algebra, und es sei f ∈ A. Nach
Lemma 6.2.5 liefert jedes Ideal m ∈ Spec(A) eine eindeutige Zerlegung

f = f(m) + f ′

mit f(m) ∈ K und f ′ ∈ m. Man nennt f(m) den Wert von f in m. Dieses Auswerten
definiert einen Homomorphismus

A → Abb(Spec(A),K), f 7→ [f̃ : m 7→ f(m)].

Wie angedeutet, bezeichnen wir die einem Element f ∈ A zugeordnete K-wertige

Funktion m 7→ f(m) auf Spec(A) mit f̃ .

Definition 6.2.7. Es sei A eine affine K-Algebra. Die Strukturgarbe auf X :=
Spec(A) ist definiert durch

OX(U) := {f : U → K; lokal f = g̃/h̃ mit g, h ∈ A}.
Lemma 6.2.8. Es sei ψ : B → A ein Homomorphismus affiner K-Algebren. Ist
m ⊂ A ein maximales Ideal, so ist ψ−1(m) ⊂ B wieder ein maximales Ideal.

Beweis. Bekanntermaßen ist ψ−1(m) ⊆ B ein Ideal und wegen 1 6∈ ψ−1(m) ist es
ein echtes Ideal.

Um zu sehen, dass ψ−1(m) maximal ist, sei ein Ideal b ⊆ B mit ψ−1(m) ( b

gegeben. Ist g ∈ b \ ψ−1(m), so liefert Lemma 6.2.5 eine Zerlegung ψ(g) = a + f
mit a ∈ K∗ und f ∈ m. Es folgt g− a ∈ ψ−1(m) und somit a = g− (g− a) ∈ b. Das
bedeutet b = B. �

Konstruktion 6.2.9. Es sei ψ : B → A ein Homomorphismus affiner K-Algebren.
Nach Lemma 6.2.8 hat man eine Abbildung

Spec(ψ) : Spec(A) → Spec(B), m 7→ ψ−1(m).

Satz 6.2.10. Es sei ψ : B → A ein Homomorphismus affiner K-Algebren. Dann ist
ϕ := Spec(ψ) : Spec(A) → Spec(B) ein Morphismus von Räumen mit Funktionen.
Weiter gilt

ϕ∗(f̃)(m) = f̃(ϕ(m)) = ψ̃(f)(m) für jedes f ∈ B und jedes m ∈ Spec(A).

Beweis. Für die Stetigkeit von ϕ ist zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener Men-
gen wieder abgeschlossen sind. Das folgt mit

ϕ−1(V (b)) = {m ∈ Spec(A); ϕ(m) ∈ V (b)}
= {m ∈ Spec(A);ψ−1(m) ⊇ b}
= {m ∈ Spec(A); m ⊇ ψ(b)}
= {m ∈ Spec(A); m ⊇ 〈ψ(b)〉}
= V (〈ψ(b)〉).
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Wir zeigen nun die Zusatzaussage. Nach Definition des Wertes von f in ϕ(m) =
ψ−1(m) haben wir eine Darstellung

f = f(ϕ(m)) + f ′ mit f(ϕ(m)) ∈ K, f ′ ∈ ϕ(m).

Anwenden des K-Algebrenhomomorphismus ψ auf diese Darstellung ergibt

ψ(f) = ψ(f(ϕ(m))) + ψ(f ′) = f(ϕ(m)) + ψ(f ′).

Wegen ϕ(m) = ψ−1(m) und f ′ ∈ m erhalten wir ψ(f ′) ∈ m. Damit ergibt sich die
Zusatzaussage (ψ(f))(m) = f(ϕ(m)).

Die Tatsache, dass ϕ ein Morphismus von Räumen mit Funktionen ist, folgt nun
sofort aus der Definition der Strukturgarben. �

Bemerkung 6.2.11. Wir haben einen kontravarianten Funktor von der Kategorie
der affinen K-Algebren in die Kategorie der Räume mit Funktionen konstruiert:

• Jeder affinen K-Algebra A ordnen wir den Raum mit Funktionen Spec(A)
zu.

• Jedem Homomorphismus ψ : B → A affiner K-Algebren ordnen wir den
Morphismus Spec(ψ) : Spec(A)→ Spec(B) zu. Dabei gilt stets

Spec(id) = id, Spec(ψ2 ◦ ψ1) = Spec(ψ1) ◦ Spec(ψ2).

Satz 6.2.12. Es sei X ⊆ Kn eine algebraische Menge, und es sei A := K[X ]. Dann
hat man einen kanonischen Isomorphismus

ı : X → Spec(A), x 7→ mx

von Räumen mit Funktionen. Für jedes Element f ∈ A = K[X ] des Koordinaten-

ringes gilt dabei ı∗(f̃) = f .

Beweis. Nach Folgerung 5.4.11 ist die Abbildung ı : X → Spec(A) bijektiv. Für
jedes Ideal a ⊆ A erhält man

ı (VX(a)) = {mx; f(x) = 0 für alle f ∈ a}
= {mx; f ∈ mx für alle f ∈ a}
= {mx; a ⊆ mx}.
= V (a).

Folglich ist ı eine abgeschlossene Abbildung. Anwenden von ı−1 auf die obige Glei-
chung liefert Stetigkeit. Somit sind ı und ı−1 stetig.

Für jede Funktion f ∈ A = K[X ] und jeden Punkt x ∈ X hat man offensichtlich
eine Zerlegung

f = f(x) + (f − f(x)), mit f(x) ∈ K, (f − f(x)) ∈ mx.

Es folgt f(mx) = f(x). Aus der Definition der Strukturgarben auf Spec(A) und
X ergibt sich nun, dass sind ı und ı−1 Morphismen von Räumen mit Funktionen
sind. �

Satz 6.2.13. Es sei A eine affine K-Algebra. Dann ist Spec(A) eine affine Varietät
und man hat einen Isomorphismus von K-Algebren

 : A → OSpec(A)(Spec(A)), f 7→ [f̃ : m 7→ f(m)].
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Beweis. Falls A = K[X ] gilt mit einer algebraischen Menge X ⊆ Kn, liefert
Satz 6.2.12 einen Isomorphismus ı : X → Spec(A) von Räumen mit Funktionen.
Der zugehörige Komorphismus ı∗ : OSpec(A)(Spec(A)) → A ist, wie man direkt
überprüft, die Umkehrabbildung zu  : A→ OSpec(A)(Spec(A)).

Im allgemeinen Fall hat man nach Satz 4.5.11 einen Isomorphismus ψ : A→ K[X ]
mit einer algebraischen Menge X ⊆ Kn. Das liefert uns einen Isomorphismus
Spec(ψ) : Spec(K[X ]) → Spec(A). Da Spec(K[X ]) eine affine Varietät ist, gilt dies
auch für Spec(A). Weiter haben wir ein Diagramm

A
ψ

∼=
//



��

K[X ]



��
OSpec(A)(Spec(A))

∼=

Spec(ψ)∗
// OSpec(K[X])(Spec(K[X ]))

Nach Satz 6.2.10 ist dieses Diagramm kommutativ. Damit sehen wir sofort, dass
 : A→ OSpec(A)(Spec(A)) ein Isomorphismus ist. �



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 147

Aufgaben zu Abschnitt 6.2.

Aufgabe 6.2.14. Es sei A eine affine K-Algebra. Zeige: Die Menge Spec(A) \ V (f) mit
f ∈ A bilden eine Basis der Topologie von Spec(A).

Aufgabe 6.2.15. Es sei A eine affine K-Algebra. Zeige: Der Durchschnitt über alle ma-
ximalen Ideale von A enthält 0 als einziges Element.

Aufgabe 6.2.16. Zeige: Die Gruppenalgebra K[Z] ist eine affine Algebra, und Spec(K[Z])
ist isomorph zu der algebraischen Menge V (K2;T1T2 − 1).

Aufgabe 6.2.17. Es seien ψ : R→ S ein Homomorphismus von K1-Ringen m ≤S S ein
maximales Ideal.

(i) Zeige anhand eines expliziten Beispiels, dass das Ideal ψ−1(m) nicht notwendi-
gerweise maximal in R ist.

(ii) Zeige, dass für surjektives ψ das Urbild ψ−1(m) stets maximal in R ist.

Aufgabe 6.2.18. Es sei ϕ : X → Y ein Morphismus affiner Varietäten. Beweise folgende
Aussagen:

(i) ϕ ist genau dann surjektiv, wenn für jedes maximale Ideal m ⊆ O(Y ) das Ideal
〈ϕ∗(m)〉 ⊆ O(X) echt ist.

(ii) ϕ ist genau dann injektiv, wenn für jedes maximale Ideal m ⊆ O(Y ) entweder

〈ϕ∗(m)〉 = O(X) gilt, oder
√
〈ϕ∗(m)〉 maximal ist.
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6.3. Der Antiäquivalenzsatz II*.

Definition 6.3.1. Es seien C,D zwei Kategorien und F : C→ D sowie G : D→ C

Funktoren, die entweder beide kovariant oder beide kontravariant seien. Man nennt
F und G wesentlich invers zueinander , falls folgendes gilt:

(i) Es gibt eine Vorschrift σ, die jedem Objekt X in C einen Isomorphismus
σX : X → G(F (X)) zuordnet, sodass man für Morphismen ϕ : X → X ′

stets ein kommutatives Diagramm erhält

X
σX //

ϕ

��

G(F (X))

G(F (ϕ))

��
X ′

σX′

// G(F (X ′))

(ii) Es gibt eine Vorschrift τ , die jedem Objekt Y in D einen Isomorphismus
τY : Y → F (G(Y )) zuordnet, sodass man für Morphismen ψ : Y → Y ′

stets ein kommutatives Diagramm erhält

Y
τY //

ψ

��

F (G(Y ))

F (G(ψ))

��
Y ′

τY ′

// F (G(Y ′))

Satz 6.3.2. Es seien F : C → D und G : D → C zwei Funktoren. Sind F und G
wesentlich invers zueinander, so sind sie wesentlich surjektiv und volltreu.

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften wesentlich surjektiv, treu und voll jeweils für
F nach, für G erhält man sie analog.

Ist ein Objekt Y in D gegeben, so leistet das Objekt X := G(Y ) in C offensichtlich
F (X) ∼= Y . Somit ist F wesentlich surjektiv.

Um zu sehen, dass F bijektiv auf den Morphismen ist, betrachten wir zwei Objekte
X,X ′. Dann definiert jeder Morphismus ϕ : X → X ′ ein kommutatives Diagramm

X
σX //

ϕ

��

G(F (X))

G(F (ϕ))

��
X ′

σX′

// G(F (X ′))

Damit sehen wir, dass F injektiv auf Morphismen ist: Sind zwei Morphismen
ϕi : X → X ′ mit F (ϕ1) = F (ϕ2) gegeben, so ergibt sich

ϕ1 = σ−1
X′ ◦G(F (ϕ1)) ◦ σX = σ−1

X′ ◦G(F (ϕ2)) ◦ σX = ϕ2.

Für den Nachweis der Surjektivität sei ein Morphismus ψ : F (X)→ F (X ′) gegeben.
Mit ϕ := σ−1

X′ ◦G(ψ) ◦ σX erhalten wir kommutative Diagramme

X
σX //

ϕ

��

G(F (X))

G(ψ)

��
X ′

σX′

// G(F (X ′))

X
σX //

ϕ

��

G(F (X))

G(F (ϕ))

��
X ′

σX′

// G(F (X ′))

Mit der Injektivität von G auf Morphismen ergibt sich dann F (ϕ) = ψ; wir haben
also das gesuchte Urbild gefunden. �
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Theorem 6.3.3 (Antiäquivalenzsatz, Version II). Wir haben zueinander wesentlich
inverse kontravariante Funktoren:

(i) Von der Kategorie der affinen Varietäten in die Kategorie der affinen Al-
gebren

X 7→ O(X), ϕ 7→ ϕ∗.

(ii) Von der Kategorie der affinen Algebren in die Kategorie der affinen Va-
rietäten

A 7→ Spec(A), ψ 7→ Spec(ψ).

Insbesondere erhält man für jede affine Varietät X und für jede affine Algebra A:

X ∼= Spec(O(X)), A ∼= O(Spec(A)).

Lemma 6.3.4. Es sei X eine affine Varietät. Dann hat man einen kanonischen
Isomorphismus affiner Varietäten:

ı : X → Spec(O(X)), x 7→ mx := {f ∈ O(X); f(x) = 0}.

Beweis. Nach Satz 6.2.12 gilt die Aussage für den Fall einer algebraischen Menge
X ⊆ Kn. Im allgemeinen Fall hat man einen Isomorphismus ϕ : X → Y auf eine
algebraische Menge Y ⊆ Km. Der zugehörige Komorphismus ϕ∗ : O(Y ) → O(X)
ist dann ebenfalls ein Isomorphismus. Es gilt

(ϕ∗)−1(mx) = {g ∈ O(Y ); g ◦ ϕ(x) = 0} = mϕ(x).

für jeden Punkt x ∈ X . Damit erhalten wir ein kommutatives Diagramm anhand
dessen wir die Behauptung unmittelbar einsehen:

X
ı : x 7→mx //

∼=ϕ : x 7→ϕ(x)

��

Spec(O(X))

∼= Spec(ϕ∗) : mx 7→mϕ(x)

��
Y

∼=

ı : y 7→my

// Spec(O(Y ))

�

Beweis von Theorem 6.3.3. Wir arbeiten mit den kanonischen Isomorphismen aus
Lemma 6.3.4 und Satz 6.2.13:

σX : X → Spec(O(X)), x 7→ mx, τA : A → O(Spec(A)), f 7→ f̃ .

Es sei zunächst ein Morphismus ϕ : X → X ′ affiner Varietäten gegeben. Dann gilt
für jeden Punkt x ∈ X :

(ϕ∗)−1(mx) = {g ∈ O(Y ); g ◦ ϕ(x) = 0} = mϕ(x).

Damit erhalten wir bereits das in Definition 6.3.1 (i) verlangte kommutative Dia-
gramm:

X
σX : x 7→mx //

ϕ : x 7→ϕ(x)

��

Spec(O(X))

Spec(ϕ∗) : mx 7→mϕ(x)

��
X ′

σX′ : x′ 7→mx′

// Spec(O(X ′))
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Es sei nun ψ : B → A ein Homomorphismus affiner Algebren. Dann erhalten wir
das erforderliche kommutative Diagramm mit Satz 6.2.10:

B
τB : g 7→g̃ //

ψ : g 7→ψ(g)

��

O(Spec(B))

Spec(ψ)∗ : g̃ 7→ψ̃(g)

��
A

τA : f 7→f̃

// O(Spec(A))

�
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Aufgaben zu Abschnitt 6.3.

Aufgabe 6.3.5. Es seien X eine affine Varietät, f, f1, . . . , fr ∈ OX(X) und l1, . . . , lr ∈
Z≥0. Zeige, dass die folgende Abbildung ein Morphismus affiner Varietäten ist:

Xf → Kr, x 7→
(
f1(x)

f(x)l1
, . . . ,

fr(x)

f(x)lr

)
.

Aufgabe 6.3.6. Betrachte die offene Teilmenge X := K2 \{(0, 0)} als offenen Unterraum
der affinen Varietät K2. Zeige, dass X keine affine Varietät ist.

Aufgabe 6.3.7. Betrachte die affine Varietät X := V (T1T2 − T3T4) ⊆ K4 und die offene
Menge U := X \ V (T1, T3) = XT1 ∪XT3 . Beweise folgende Aussagen.

(i) Der Unterraum U von X ist keine affine Varietät.
(ii) Die Funktionen T4/T1 auf XT1 und T2/T3 auf XT3 lassen sich zu einer Funktion

f ∈ OX(U) zusammensetzen.
(iii) Es gibt keine Funktionen g, h ∈ OX(X) mit f = g/h auf U .
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7. Geometrie affiner Varietäten I

7.1. Funktionenkörper und Dimension.

Erinnerung 7.1.1. Es seiK ⊆ L eine Körpererweiterung. Ein Element a ∈ L nennt
man algebraisch über K, falls es ein Polynom 0 6= f ∈ K[T ] gibt mit f(a) = 0. Die
Erweiterung K ⊆ L heißt algebraisch, falls jedes a ∈ L algebraisch über K ist.

Man nennt ein Element a ∈ L transzendent über K, falls es nicht algebraisch über
K ist. Die Erweiterung K ⊆ L heißt rein transzendent , falls jedes a ∈ L \ K tran-
szendent über K ist.

Eine Teilmenge A ⊆ L heißt algebraisch abhängig über K, falls es paarweise ver-
schiedene a1, . . . , an ∈ A und ein Polynom 0 6= f ∈ K[T1, . . . , Tn] gibt mit

f(a1, . . . , an) = 0.

Eine Teilmenge A ⊆ L nennt man algebraisch unabhängig über K falls sie nicht
algebraisch abhängig über K ist.

Eine Transzendenzbasis der Körpererweiterung K ⊆ L ist eine maximale über K
algebraisch unabhängige Teilmenge B ⊆ L. Es gilt:

(i) Sind A ⊆ B ⊆ L Teilmengen, und ist A algebraisch unabhängig über K,
so gibt es eine Transzendenzbasis C ⊆ B für K ⊆ K(B) mit A ⊆ C ⊆ B.

(ii) Ist B ⊆ L eine Transzendenzbasis für K ⊆ L, so ist K ⊆ K(B) rein
transzendent und K(B) ⊆ L ist algebraisch.

(iii) Je zwei Transzendenzbasen der Körpererweiterung K ⊆ L sind gleich
mächtig.

Insbesondere besitzt jede Körpererweiterung K ⊆ L eine Transzendenzbasis B ⊆ L.
Man definiert den Transzendenzgrad der Körpererweiterung K ⊆ L dann als

trdegK(L) := |B|.
Beispiel 7.1.2. Es sei K(T1, . . . , Tn) der Quotientenkörper des Polynomringes
K[T1, . . . , Tn]. Dann gilt:

(i) {T1, . . . , Tn} ist eine Transzendenzbasis für K ⊆ K(T1, . . . , Tn).
(ii) Die Erweiterung K ⊆ K(T1, . . . , Tn) ist rein transzendent.

Ist weiter K ⊆ L eine Körpererweiterung und B = {b1, . . . , bn} eine über K alge-
braisch unabhängige Teilmenge, so erhält man einen Isomorphismus

K(T1, . . . , Tn) → K(B), Ti 7→ bi.

Definition 7.1.3. Es sei X eine irreduzible affine Varietät. Der Körper der ratio-
nalen Funktionen ist der Quotientenkörper K(X) des Ringes O(X) der globalen
Funktionen.

Beispiel 7.1.4. Der Körper der rationalen Funktionen von X = Kn ist K(X) =
K(T1, . . . , Tn).

Vereinbarung 7.1.5. Es seiX eine irreduzible affine Varietät. Als Quotientenkörper
der K-Algebra O(X) ist K(X) ebenfalls eine K-Algebra. Wir fassen K vermöge
a 7→ a

1 als Unterkörper von K(X) auf.

Definition 7.1.6. Es sei X eine affine Varietät.

(i) Ist X irreduzibel, so definiert man die Dimension von X als

dim(X) := trdegK(K(X)).
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(ii) Besitzt X die irreduziblen Komponenten X1, . . . , Xr, so setzt man

dim(X) := max
i=1,...,r

dim(Xi).

Beispiel 7.1.7. Die affine Varietät besitzt Kn besitzt K(T1, . . . , Tn) als Funktio-
nenkörper und besitzt somit die Dimension n.

Satz 7.1.8. Es sei X eine affine Varietät. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) X ist endlich.
(ii) Es gilt dim(X) = 0.

Beweis. Zur Implikation
”
(i)⇒(ii)“. Es seien X1, . . . , Xr die irreduziblen Kompo-

nenten von X . Dann ist jedes Xi einpunktig, denn andernfalls könnte man ein Xi

als disjunkte Vereinigung echter abgeschlossener Teilmengen schreiben:

Xi = {x1} ⊔ {x2, . . . , xs}.
Es genügt also, zu zeigen, dass jede einpunktige affine Varietät X = {x} die Di-
mension 0 besitzt. Offensichtlich gilt O(X) = K. Das impliziert K(X) = K, und
wir erhalten trdegK(K(X)) = 0.

Zur Implikation
”
(ii)⇒(i)“. Wir dürfen annehmen, dass X irreduzibel ist. Wegen

trdegK(K(X)) = 0 ist K ⊆ K(X) eine algebraische Erweiterung. Da K algebraisch
abgeschlossen ist, folgt K = K(X). Das impliziert OX(X) = K. Da OX(X) die
Punkte von X trennt, muss X einpunktig sein. �

Satz 7.1.9. Es seien X eine affine Varietät und Y ⊆ X eine abgeschlossene Un-
tervarietät. Dann gilt dim(Y ) ≤ dim(X).

Beweis. Zum Beweis der Aussage genügt es, den Fall, dass X und Y irreduzibel
sind zu behandeln. Weiter dürfen wir annehmen, dass X und Y als algebraische
Mengen in Kn gegeben sind. Dann gilt

OY (Y ) = K[T1|Y , . . . , Tn|Y ], K(Y ) = K(T1|Y , . . . , Tn|Y ).

Es sei nun d := dim(Y ). Nach 4.1.10 besitzt die Körpererweiterung K ⊆ K(Y ) eine
Transzendenzbasis der Form {Ti1|Y , . . . , Tid|Y }. Insbesondere erhalten wir für jedes
f ∈ K[S1, . . . , Sd] die Implikation

f(Ti1 , . . . , Tid)|Y = 0 =⇒ f = 0.

Damit ergibt sich, dass die Menge {Ti1|X , . . . , Tid|X} ⊆ K(X) algebraisch un-
abhängig über K ist. Folglich gilt trdegK(K(X)) ≥ d. �

Satz 7.1.10 (Identitätssatz). Es seien X eine irreduzible affine Varietät und Y ⊆
X eine abgeschlossene Untervarietät. Gilt dim(Y ) = dim(X), so folgt Y = X.

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass Y ⊆ X ⊆ Kn algebraische Mengen in Kn sind,
und dass Y irreduzibel ist. Es sei d := dim(Y ) = dim(X). Wie im Beweis des voran-
gehenden Satzes wählen wir eine Transzendenzbasis der Form {Ti1|Y , . . . , Tid|Y } für
die Körpererweiterung K ⊆ K(Y ). Die Menge {Ti1|X , . . . , Tid|X} ⊆ K(X) ist wieder
algebraisch unabhängig und ist somit eine Transzendenzbasis für K ⊆ K(X).

Nehmen wir nun an, es gelte Y 6= X . Dann gilt IX(Y ) 6= 〈0〉, und wir finden eine
Funktion 0 6= f ∈ OX(X) mit f ∈ IX(Y ). Die Menge {Ti1|X , . . . , Tid|X , f} ⊆ K(X)
ist algebraisch abhängig über K. Es gibt also auf X eine Gleichung

ak|Xf
k + . . .+ a1|Xf + a0|X = 0

mit ai ∈ K[Ti1 , . . . , Tid ]. DaX irreduzibel ist, mussOX(X) nullteilerfrei sein. Wegen
f 6= 0 können wir also nach Ausklammern der niedrigsten Potenz von f in obiger
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Gleichung annehmen, dass a0|X 6= 0 gilt. Wegen f ∈ IX(Y ) gilt dann a0|X ∈
IX(Y ). Das widerspricht der Tatsache, dass {Ti1|Y , . . . , Tid|Y } ⊆ K(Y ) algebraisch
unabhängig ist. �

Definition 7.1.11. Man nennt eine affine Varietät X rein k-dimensional, wenn
jede irreduzible Komponente von X die Dimension k besitzt.

Beispiel 7.1.12. Das Achsenkreuz V (T1T2) ⊆ K2 ist rein eindimensional.

Satz 7.1.13. Es sei f ∈ K[T1, . . . , Tn] ein nicht konstantes Polynom. Dann ist
V (f) ⊂ Kn rein (n− 1)-dimensional.

Erinnerung 7.1.14. Es sei R ein Integritätsring. Ein Element 0 6= f ∈ R \ R∗

nennt man prim, falls f keine Einheit in R ist und f |ab stets f |a oder f |b impliziert.
Ein Element f ∈ R ist genau dann prim, wenn es ein Primideal in R erzeugt.

Man nennt einen Integritätsring R faktoriell , falls jede Nichteinheit f ∈ R ein
Produkt von Primelementen ist. In einem faktoriellen Ring R besitzt jedes f ∈ R
eine Darstellung mit paarweise nichtassoziierten Primelementen p1, . . . , pr ∈ R:

f = pν11 · · · pνrr .
Bis auf Nummerierung und Assoziertheit sind die Primelemente pi in dieser Darstel-
lung eindeutig. Dabei nennt man zwei Elemente g, h ∈ R assoziiert, wenn g = ah
mit einer Einheit a ∈ R gilt.

Der Satz von Gauß besagt, das mit jedem faktoriellen Ring R auch der Polynomring
R[T ] faktoriell ist. Als Folgerung erhält man, dass K[T1, . . . , Tn] faktoriell ist.

Lemma 7.1.15. Es seien X eine irreduzible affine Varietät, f1, . . . , fr ∈ OX(X)
paarweise nicht assoziierte Primelemente, und f := fν11 · · · fνrr mit νi ∈ Z≥1.

(i) Die irreduziblen Komponenten von Y := VX(f) sind gegeben als Yi :=
VX(fi), wobei i = 1, . . . , r.

(ii) Das Verschwindungsideal IX(Y ) ⊆ OX(X) von Y ⊆ X ist gegeben als
IX(Y ) = 〈f1 · · · fr〉.

Beweis. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gilt IX(Yi) =
√
〈fi〉. Da jedes fi

prim ist, gilt weiter
√
〈fi〉 = 〈fi〉. Insbesondere ist jedes Yi irreduzibel. Offensicht-

lich haben wir

Y = VX(fν11 . . . fνrr ) = VX(f1) ∪ . . . ∪ VX(fr) = Y1 ∪ . . . ∪ Yr.
Wir zeigen, dass Yi 6⊆ Yj gilt, falls i 6= j. Andernfalls hätte man fj ∈ 〈fi〉 für zwei
verschiedene i, j. Widerspruch zu fi, fj nicht assoziierte Primelemente.

Es bleibt zu zeigen, dass IX(Y ) von der Funktion f1 · · · fr erzeugt wird. Dazu sei
g ∈ IX(Y ). Dann gilt g|Yi

= 0. Wie eben gesehen, gilt IX(Yi) = 〈fi〉 und somit
ist jedes fi ein Teiler von g. Da die fi paarweise nicht assoziiert sind, muss wird g
durch f1 · · · fr geteilt. �

Beweis von Satz 7.1.13. Da K[T1, . . . , Tn] ein faktorieller Ring ist, können wir f
schreiben als f = fν11 . . . fνrr mit paarweise nicht assoziierten Primelementen fi ∈
K[T1, . . . , Tn]. Nach Lemma 7.1.15 sind V (f1), . . . , V (fr) die irreduziblen Kompo-
nenten von V (f). Es ist zu zeigen, dass jedes V (fi) von der Dimension n − 1 ist.
Wir dürfen also von vorneherein annehmen, dass f prim ist.

Es seien X := V (f) und d = dim(X). Satz 7.1.9 liefert d ≤ n. Wegen f 6= 0 gilt
X 6= Kn. Mit Satz 7.1.10 erhalten wir daher d < n. Es ist also nur zu zeigen, dass
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d ≥ n− 1 gilt. Dazu wählen wir 1 ≤ j ≤ n, sodass die Variable Tj in f auftaucht.
Wir betrachten die Menge

A := {T1|X , . . . , Tj−1|X , Tj+1|X , . . . , Tn|X}.
Wir behaupten, dass A algebraisch unabhängig über K ist. Nehmen wir an, A sei
algebraisch abhängig. Dann gibt es ein Polynom g ∈ K[T1, . . . , Tn], das nicht von
der Variablen Tj abhängt und g|X = 0 erfüllt.

Für dieses Polynom gilt g ∈ I(X) = 〈f〉. Als ist g von der Gestalt g = hf mit einem
Polynom h. Das widerspricht der Tatsache, dass g nicht von Tj abhängt. Folglich
muss A algebraisch abhängig sein. Also folgt d = trdegK(K(X)) ≥ n− 1. �

Satz 7.1.16. Es sei X ⊆ Kn eine rein (n−1)-dimensionale algebraische Teilmenge.
Dann gilt I(X) = 〈f〉 mit einem f ∈ K[T1, . . . , Tn].

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall, dass X irreduzibel ist. Dann ist das
Verschwindungsideal I(X) ⊆ K[T1, . . . , Tn] ein Primideal. Wegen dim(X) = n − 1
ist X eine echte Teilmenge von Kn. Das impliziert I(X) 6= 〈0〉. Folglich gibt es ein
Element 0 6= g ∈ I(X). Da I(X) prim ist, gibt es einen Primfaktor f von g mit
f ∈ I(X). Für diesen gilt

X ⊆ V (f), dim(V (f)) = n− 1 = dim(X).

Dabei beruht die zweite Beobachtung auf Satz 7.1.13. Mit dem Identitätssatz 7.1.10
erhält man X = V (f). Lemma 7.1.15 garantiert I(X) = 〈f〉.
Im allgemeinen Fall betrachten wir die Zerlegung X = X1, . . . , Xr in irreduzible
Komponenten. Nach den obigen Ausführungen gilt I(Xi) = 〈fi〉 mit gewissen Prim-
elementen fi ∈ K[T1, . . . , Tn]. Wegen Xi 6= Xj für i 6= j haben wir 〈fi〉 6= 〈fj〉 für
i 6= j. Die f1, . . . , fr sind also paarweise nicht assoziert. Lemma 7.1.15 liefert somit
I(X) = 〈f1 · · · fr〉. �
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Aufgaben zu Abschnitt 7.1.

Aufgabe 7.1.17. Es sei X eine irreduzible affine Varität, und es sei f ∈ O(X). Zeige: Es
gilt dim(Xf ) = dim(X).

Aufgabe 7.1.18 (Halbstetigkeit der Dimension). Es sei X eine affine Varietät mit den
irreduziblen Komponenten X1, . . . , Xr. Für x ∈ X setzen wir

dim(Xx) := max(dim(Xi); 1 ≤ i ≤ r, x ∈ Xi).
Zeige: Die Funktion X → Z, x 7→ dim(Xx) ist halbstetig nach oben, d.h., jedes x ∈ X
besitzt eine offene Umgebung U ⊆ X mit dim(Xu) ≤ dim(Xx) für alle u ∈ U .

Aufgabe 7.1.19. Bestimme den Körper der rationalen Funktionen und die Dimension
der Neillschen Parabel X = V (T 2

1 − T 3
2 ) ⊆ K2.

Aufgabe 7.1.20. Es seien Tn := KnT1···Tn , und es sei f ∈ O(Tn). Beweise die Äquivalenz
folgender Aussagen:

(i) Es gilt VTn(f) = ∅.
(ii) Es gilt f = αT ν11 · · · T νnn mit α ∈ K∗ und νi ∈ Z.

Aufgabe 7.1.21. Es seien f, g ∈ K[T1, . . . , Tn]. Beweise die Äquivalenz folgender Aussa-
gen:

(i) Die Polynome f und g sind teilerfremd.
(ii) Es gilt dim(V (f, g)) ≤ n− 2.

Aufgabe 7.1.22. Es seien X und Y irreduzible affine Varietäten. Dann ist die Dimension
des Produktes gegeben durch

dim(X × Y ) = dim(X) + dim(Y ).
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7.2. Morphismen.

Erinnerung 7.2.1. Ein Morphismus affiner Varietäten X und Y ist eine stetige
Abbildung ϕ : X → Y , die für jedes offene V ⊆ Y einen Komorphismus induziert:

ϕ∗ : OY (V ) → OX(ϕ−1(V )), g 7→ g ◦ ϕ.
Die Morphismen affiner Varietäten entsprechen den Homomorphismen ihrer Ringe
globaler Funktionen: Der Antiäquivalenzsatz liefert eine Bijektion

Mor(X,Y ) → Hom(OY (Y ),OX(X)), ϕ 7→ ϕ∗.

Sind X ⊆ Kn und Y ⊆ Km algebraische Mengen, so sind die Morphismen ϕ : X →
Y genau die Einschränkungen polynomialer Abbildungen Φ: Kn → Km.

Satz 7.2.2. Es sei ϕ : X → Y ein Morphismus affiner Varietäten, und es sei
ϕ∗ : O(Y )→ O(X) der zugehörige Komorphismus.

(i) Ist b ⊆ O(Y ) ein Ideal, und B := VY (b) die zugehörige abgeschlossene
Teilmenge, so gilt

ϕ−1(B) = VX(〈ϕ∗(b)〉), IX(ϕ−1(B)) =
√
〈ϕ∗(b)〉.

(ii) Ist a ⊆ O(X) ein Ideal, und A := VX(a) die zugehörige abgeschlossene
Teilmenge, so gilt

ϕ(A) = VY
(
(ϕ∗)−1(a)

)
, IY (ϕ(A)) = (ϕ∗)−1(IX(A)).

Beweis. Aussage (i) lässt sich leicht direkt nachweisen: Für jeden Punkt x ∈ X
haben wir

x ∈ ϕ−1(B) ⇐⇒ ϕ(x) ∈ B
⇐⇒ g(ϕ(x)) = 0 für alle g ∈ b

⇐⇒ f(x) = 0 für alle f ∈ ϕ∗(b)

⇐⇒ x ∈ VX(〈ϕ∗(b)〉).

Zu (ii): Wir zeigen zunächst, dass IY (ϕ(A)) = (ϕ∗)−1(IX(A)) gilt: Für jedes g ∈
O(Y ) gilt

g ∈ IY (ϕ(A)) ⇐⇒ g(ϕ(x)) = 0 für alle x ∈ A
⇐⇒ ϕ∗(g) ∈ IX(A)

⇐⇒ g ∈ (ϕ∗)−1(IX(A)).

Die Behauptung ergibt sich nun mit

ϕ(A) = VY (IY (ϕ(A)))

= VY ((ϕ
∗)−1(IX(A)))

= VY ((ϕ
∗)−1(

√
a))

= VY (
√

(ϕ∗)−1(a))

= VY ((ϕ
∗)−1(a)).

�

Beispiel 7.2.3. Das Bild der Hyperbel V (T1T2 − 1) ⊆ K2 unter der Projektion
K2 → K, (z1, z2) 7→ z1 ist genau K∗ und ist somit nicht abgeschlossen in K.

Folgerung 7.2.4. Es sei ϕ : X → Y ein Morphismus affiner Varietäten, und für
y ∈ Y sei Xy := ϕ−1(y) die zugehörige Faser. Dann ist Xy eine abgeschlossene
Untervarietät von X, und es gilt

O(Xy) = O(X)/
√
〈ϕ∗(my)〉.
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Definition 7.2.5. Ein Morphismus ϕ : X → Y affiner Varietäten heisst abgeschlos-
sene Einbettung, falls das Bild ϕ(X) abgeschlossen in Y ist und ϕ einen Isomor-
phismus von X auf die abgeschlossene Untervarietät ϕ(X) ⊆ Y definiert.

Satz 7.2.6. Es sei ϕ : X → Y ein Morphismus affiner Varietäten mit Komorphis-
mus ϕ∗ : O(Y )→ O(X). Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) ϕ : X → Y ist eine abgeschlossene Einbettung.
(ii) ϕ∗ : O(Y )→ O(X) ist surjektiv.

Beweis. Zur Implikation “(i)⇒(ii)”. Nach Voraussetzung ist B := ϕ(X) abgeschlos-
sen in Y . Nach dem Einschränkungslemma 5.3.14 hat man kanonische Morphismen

ı : B → Y, y 7→ y, ψ : X → B, x 7→ ϕ(x).

Nach Satz 5.4.5 ist ı∗ : O(Y )→ O(B) surjektiv. Weiter ist ψ∗ : O(B) → O(X) ein
Isomorphismus, da ψ : X → B nach Voraussetzung ein Isomorphismus ist. Folglich
ist ϕ∗ = ψ∗ ◦ ı∗ surjektiv.

Zur Implikation “(ii)⇒(i)”. Es seien b := Kern(ϕ∗) und B := VY (b). Mit Satz 7.2.2
ergibt sich

ϕ(X) ⊆ VY ((ϕ
∗)−1(IX(X))) = VY ((ϕ

∗)−1(〈0〉)) = B.

Damit können wir wiederum das Einschränkungslemma 5.3.14 anwenden und er-
halten kanonische Morphismen

ı : B → Y, y 7→ y, ψ : X → B, x 7→ ϕ(x).

Nach Satz 5.4.5 ist der Komorphismus ı∗ : O(Y )→ O(B) surjektiv, und zusammen
mit dem Hilbertschen Nullstellensatz liefert Satz 5.4.5 weiter

Kern(ı∗) = IY (B) =
√
b = {g ∈ O(Y ); gr◦ϕ = 0} = {g ∈ O(Y ); g◦ϕ = 0} = b.

Nach Voraussetzung ist ϕ∗ surjektiv; weiter haben wir ϕ∗ = ψ∗ ◦ ı∗ und, wie eben
gesehen Kern(ϕ∗) = Kern(ı∗). Folglich ist ψ∗ ein Isomorphismus. Nach dem An-
tiäquivalenzsatz ist damit auch ψ ein Isomorphismus. �

Definition 7.2.7. Ein Morphismus ϕ : X → Y affiner Varietäten heißt dominant ,
falls sein Bild ϕ(X) dicht in Y liegt.

Satz 7.2.8. Es sei ϕ : X → Y ein beliebiger Morphismus affiner Varietäten. Dann
gibt es eine Zerlegung ϕ = ı◦ψ mit einem dominanten Morphismus ψ : X → Z und
einer abgeschlossenen Einbettung ı : Z → Y .

Beweis. Man setze Z := ϕ(X) ⊂ Y , definiere ı : Z → Y als die Inklusion und
ψ : X → Z durch x 7→ ϕ(x). �

Satz 7.2.9. Es sei ϕ : X → Y ein Morphismus affiner Varietäten. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) Der Morphismus ϕ : X → Y ist dominant.
(ii) Der Komorphismus ϕ∗ : O(Y )→ O(X) ist injektiv.

Beweis. Die Äquivalenz der beiden Aussagen (i) und (ii) ist eine einfache Anwen-
dung von Satz 7.2.2 (ii). Danach gilt

ϕ(X) = VY ((ϕ
∗)−1(IX(X))) = VY (ker(ϕ

∗)).

�
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Folgerung 7.2.10. Jeder dominante Morphismus ϕ : X → Y irreduzibler affiner
Varietäten definiert einen Monomorphismus der zugehörigen Funktionenkörper

ϕ∗ : K(Y ) → K(X),
g

h
7→ ϕ∗(g)

ϕ∗(h)
.

Dabei ist ϕ∗ Homomorphismus von K-Algebren bezüglich der kanonischen Struk-
turhomomorphismen.

Satz 7.2.11. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus affiner Varietäten.
Dann gilt dim(X) ≥ dim(Y ).

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass X und Y irreduzibel sind. Satz 7.2.9 liefert
dann eine Körpererweiterung K(Y ) ∼= ϕ∗(K(Y )) ⊆ K(X). Damit folgt die Behaup-
tung: Es gilt

dim(Y ) = trdegK(K(Y )) ≤ trdegK(K(X)) = dim(X).

Wir kommen zum allgemeinen Fall. Es sei X = X1 ∪ . . . ∪ Xn die Zerlegung in
irreduzible Komponenten. Dann gilt

Y = ϕ(X) = ϕ(X1) ∪ . . . ∪ ϕ(Xn).

Als Bild eines irreduziblen Raumes unter einer stetigen Abbildung ist jedes ϕ(Xi)

irreduzibel. Somit ist auch jeder Abschluss ϕ(Xi) irreduzibel.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Komponenten, tauchen die
irreduziblen Komponenten von Y unter den ϕ(Xi) auf. Insbesondere finden wir eine

irreduzible Komponente Y0 = ϕ(Xi) maximaler Dimension. Mit Fall 1 folgt

dim(X) ≥ dim(Xi) ≥ dim(Y0) = dim(Y ).

�

Definition 7.2.12. Ein dominanter Morphismus ϕ : X → Y irreduzibler affiner
Varietäten heißt birational , falls ϕ∗ : K(Y )→ K(X) ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 7.2.13. Es sei ϕ : X → Y ein birationaler Morphismus irreduzibler
affiner Varietäten. Dann gilt dim(X) = dim(Y ).

Beispiel 7.2.14. Der Morphismus K2 → K2, (z1, z2) 7→ (z1z2, z2) ist birational,
aber kein Isomorphismus.

Bemerkung 7.2.15. Es seien X eine irreduzible affine Varietät und Xf ⊆ X eine
Hauptmenge. Dann ist die Inklusion ı : Xf → X ein birationaler Morphismus und
man hat den kanonischen Isomorphismus

ı∗ : K(X) → K(Xf ),
g

h
7→

g
1
h
1

.

Der zugehörige Umkehrhomomorphismus ist gegeben durch

K(Xf) → K(X),

g
fn

h
fm

7→ gfm

hfn
.

Satz 7.2.16. Es seien X und Y irreduzible affine Varietäten, und es seien K(X)
sowie K(Y ) die zugehörigen Funktionenkörper.

(i) Ist ψ : K(Y ) → K(X) ein K-Algebrenhomomorphismus, so gibt es eine
Hauptmenge Xf ⊆ X und einen dominanten Morphismus ϕ : Xf → Y mit
ϕ∗ = ψ.
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(ii) Ist ψ : K(Y )→ K(X) ein K-Algebrenisomorphismus, so gibt es Hauptmen-
gen Xf ⊆ X sowie Yg ⊆ Y und einen Isomorphismus ϕ : Xf → Yg mit
ϕ∗ = ψ.

(iii) Ist ϕ : X → Y ein birationaler Morphismus, so gibt es eine Hauptmenge
Yg ⊆ Y , sodass man einen Isomorphismus erhält:

Xϕ∗(g) = ϕ−1(Yg) → Yg, x 7→ ϕ(x).

Beweis. Zu (i). Es seien g1, . . . , gs Erzeugende für O(Y ). Dann ist jedes ψ(gi) von
der Gestalt hi/fi mit hi, fi ∈ O(X). Also erhalten wir mit f := f1 · · · fs einen
K-Algebrenmonomorphismus

O(Y ) → O(X)f , g 7→ ψ(g)

Dieser ist nach dem Antiäquivalenzsatz Komorphismus eines dominanten Morphis-
mus ϕ : Xf → Y . Nach Konstruktion besitzt ϕ : Xf → Y die gewünschte Eigen-
schaft.

Zu (ii) und (iii). In der Situation von (ii) dürfen wir nach (i) annehmen, dass es einen
birationalen Morphismus ϕ : X → Y mit ϕ∗ = ψ gibt. In der Situation von (iii)
setzen wir ψ := ϕ∗.

Es seien f1, . . . , fr Erzeugende für O(X). Dann gilt fi = ϕ∗(hi)/ϕ
∗(gi) mit gewissen

gi, hi ∈ O(Y ). Mit g := g1 · · · gr erhalten wir also einen Monomorphismus

ψ0 := ψ|O(Y )g : O(Y )g → O(X)ϕ∗(g).

Dieser ist surjektiv, da die Erzeugenden 1/ϕ∗(g) und f1, . . . , fr von O(X)ϕ∗(g) in
seinem Bild enthalten sind.

Nach Konstruktion gilt ψ0 = ϕ∗
0 für die Einschränkung ϕ0 von ϕ auf Xϕ∗(g).

Da ψ0 ein Isomorphismus ist, muss dies nach dem Antiäquivalenzsatz auch für
ϕ0 : Xϕ∗(g) → Yg gelten. �

Bemerkung 7.2.17. Es sei X eine irreduzible affine Varietät der Dimension n.
Unter einer Parametrisierung von X versteht man einen Isomorphismus W → U
von einer offenen Teilmenge ∅ 6= W ⊆ Kn auf eine offene Teilmenge ∅ 6= U ⊆ X .
Satz 7.2.16 (ii) besagt, dass X genau dann eine Parametrisierung erlaubt, wenn der
Funktionenkörper K(X) als K-Algebra isomorph zu K(T1, . . . , Tn) ist; man nennt
die affine Varietät X in diesem Fall auch rational.



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 165

Aufgaben zu Abschnitt 7.2.

Aufgabe 7.2.18. Es sei X eine affine Varietät. Zeige: Man hat eine kanonische Bijektion

Mor(X,Kn) → O(X)n, ϕ 7→ (ϕ1, . . . , ϕn).

Aufgabe 7.2.19. Zeige, dass Aussage 7.2.2 (ii) ohne die Voraussetzung “K algebraisch
abgeschlossen” im allgemeinen nicht stimmt. Betrachte dazu K = R und X = Y = K
sowie ϕ : X → Y , x 7→ x2 und das Ideal a = 〈T 2 + 1〉 ⊆ K[T ].

Aufgabe 7.2.20. Es seien Polynome f1, . . . , fm ∈ K[T1, . . . , Tn] gegeben. Betrachte den
Morphismus

ϕ : Kn → Km, z 7→ (f1(z), . . . , fs(z)).

Weiter seiX ⊆ Kn algebraisch und es sei I(X) = 〈g1, . . . , gr〉mit g1, . . . , gr ∈ K[T1, . . . , Tn].
Betrachte das Ideal

J := 〈S1 − f1, . . . , Sm − fm, g1, . . . , gr〉 ⊆ K[T1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm].

Zeige, dass I(ϕ(X)) der Durchschnitt von J mit der Unteralgebra K[S1, . . . , Sm] von
K[T1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm] ist.

Aufgabe 7.2.21. Gibt es einen

(i) nichtkonstanten Morphismus ϕ : K→ K∗,
(ii) surjektiven Morphismus ψ : K∗ → K?

Aufgabe 7.2.22. Es sei X eine affine Varietät, und es seien f1, . . . , fn Erzeugende der
K-Algebra O(X). Zeige: Man hat eine abgeschlossene Einbettung

X → Kn, x 7→ (f1(x), . . . , fn(x)).

Aufgabe 7.2.23. Bestimme Anzahl der irreduziblen Komponenten und den Ring der
globalen Funktionen für jede Faser der folgenden Morphismen:

(i) K2 → K, (z, w) 7→ zw,
(ii) K2 → K2, (z, w) 7→ (zw,w).

Aufgabe 7.2.24. Betrachte X := Y := K2 und den Morphismus ϕ : X → Y , (z1, z2) 7→
(z1z2, z2).

(i) Bestimme für jedes w ∈ Y die Dimension der Faser ϕ−1(w) (setze dim(∅) := −1).
(ii) Zeige, dass ϕ birational aber kein Isomorphismus ist.
(iii) Zeige: Für g : w 7→ w1/w2 gilt g ∈ K(Y ) \ O(Y ) aber ϕ∗(g) ∈ O(X).

Aufgabe 7.2.25. Der Morphismus K → K, z 7→ z2 bildet eine eindimensionale affine
Varietät auf sich selbst ab. Zeige, dass er nicht birational ist.

Aufgabe 7.2.26 (Identitätssatz). Es seien ϕ,ψ : X → Y Morphismen affiner Varietäten.
Weiter sei x ∈ X mit ϕ(x) = ψ(x) =: y. Beweise die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) Auf jeder irreduziblen Komponente X0 ⊆ X mit x ∈ X0 stimmen die Abbildun-
gen ϕ und ψ überein.

(ii) Die beiden Abbildungen ϕ∗
x : Oy → Ox, gy 7→ (ϕ∗(g))x und ψ∗

x : Oy → Ox,
gy 7→ (ψ∗(g))x stimmen überein.
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7.3. Ganze Ringerweiterungen.

Definition 7.3.1. Es sei R ⊆ S eine Ringerweiterung mit K1-Ringen R und S.
Ein Element s ∈ S heißt ganz über R, falls es Nullstelle eines nichtkonstanten
normierten Polynoms aus R[T ] ist, d.h., falls

sk + rk−1s
k−1 + . . .+ r1s+ r0 = 0

mit k ∈ Z≥1 und Elementen ri ∈ R existiert; die obige Gleichung nennt man dann
auch eine Ganzheitsgleichung für s über R. Man nennt die Ringerweiterung R ⊆ S
ganz, falls jedes Element s ∈ S ganz über R ist.

Bemerkung 7.3.2. Es sei K ⊆ L eine Körpererweitwerung, und es sei a ∈ L.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent

(i) Das Element a ist ganz über K.
(ii) Das Element a ist algebraisch über K.

Satz 7.3.3. Es sei R ⊆ S eine Erweiterung von K1-Ringen, und es gelte S =
R[s1, . . . , sn] mit Elementen si ∈ S. Dann sind äquivalent:

(i) Die Ringerweiterung R ⊆ S ist ganz.
(ii) Die Elemente s1, . . . , sn sind ganz über R.
(iii) S ist ein endlich erzeugter R-Modul.

Lemma 7.3.4. Es seien R ein K1-Ring, A eine (m × m)-Matrix über R und
v ∈ Rm. Gilt Av = 0, so gilt det(A)vi = 0 für alle i = 1, . . . ,m.

Beweis. Nach der Cramerschen Regel gibt es eine Matrix Ã ∈ Mat(m,m,R) mit

ÃA = det(A)Em. Wendet man diese Matrix auf die Gleichung Av = 0 an, so ergibt
sich die Behauptung. �

Beweis von Satz 7.3.3. Die Implikation
”
(i)⇒(ii)“ ist trivial. Zu

”
(ii)⇒(iii)“. Jedes

der Elemente s1, . . . , sn erfüllt eine Ganzheitsgleichung der Form

skii + ri,k−1s
ki−1
i + . . .+ ri,1si + ri,0 = 0 mit ri,j ∈ R.

Wir zeigen, dass S als R-Modul von den Elementen sl11 · · · slnn , wobei li ≤ ki, erzeugt
wird. Dazu sei s ∈ S. Wegen S = R[s1, . . . , sn] hat man eine Darstellung

s =
∑

ν∈Nn

aνs
ν1
1 . . . sνnn , mit aν ∈ R.

Wiederholtes Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste liefert eine Darstellung
von s als R-Linearkombination der Elemente sl11 · · · slnn mit li ≤ ki.
Zu

”
(iii)⇒(i)“. Es sei S = Rv1+ . . .+Rvm mit vi ∈ S. Zu gegebenem s ∈ S müssen

wir eine Ganzheitsgleichung über R finden. Dazu verwenden wir Darstellungen

svi =

n∑

j=1

bijvj , 1 ≤ i ≤ m.

Mit v := (v1, . . . , vm) ∈ Sm und der Matrix B := (bij)1≤i,j≤m können wir das obige
Gleichungssystem schreiben als:

(sEn −B)v = 0.

Lemma 7.3.4 liefert det(A)vi = 0 für A := sEn − B. Das impliziert det(A)s = 0.
Damit erhalten wir eine Ganzheitsgleichung für s über R. �

Sprechweise 7.3.5. Ist R ⊆ S eine endlich erzeugte ganze Ringerweiterung, so
nennt man sie auch endlich bzw. man spricht von S als einer endlichen R-Algebra.
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Lemma 7.3.6. Es sei R ⊆ S eine ganze Erweiterung von K1-Ringen. Dann gilt

(i) Ist b ⊆ S ein Ideal, so ist R/(R ∩ b) ⊆ S/b eine ganze Ringerweiterung.
(ii) Ist U ⊆ R ein multiplikatives Monoid, so ist U−1R ⊆ U−1S eine ganze

Ringerweiterung.

Beweis. Zu (i): Es sei s+ b ∈ S/b gegeben. Dann gibt es ein normiertes Polynom
f ∈ R[T ] mit f(s) = 0. Das durch f bestimmte Polynom f ∈ R/(R ∩ b)[T ] liefert
die gesuchte Ganzheitsgleichung für s+ b.

Zu (ii): Es sei ein Element s/r ∈ U−1S gegeben. Dann erfüllt s eine Ganzheitsglei-
chung

sk + ak−1s
k−1 + . . .+ a1s+ a0 = 0

mit Elementen ai ∈ R. Die gesuchte Ganzheitsgleichung für s/r ergibt sich durch
Multiplikation 1/rk:

(s
r

)k
+
ak−1

r

(s
r

)k−1

+ . . .+
a1
rk−1

s

r
+
a0
rk

= 0.

�

Lemma 7.3.7. Es sei R ⊆ S eine endlich erzeugte ganze Erweiterung von Inte-
gritätsringen. Dann ist Q(R) ⊆ Q(S) eine endlich erzeugte algebraische Körper-
erweiterung und somit von endlichem Grad.

Beweis. Es sei S = R[s1, . . . , sn] mit Elementen si ∈ S. Dann erhält man für die
zugehörigen Quotientenkörper

Q(S) = Q(R)
(s1
1
, . . . ,

sn
1

)
.

Jedes si erfüllt eine Ganzheitsgleichung über R und somit ist si/1 algebraisch über
Q(R). Nach Satz 4.1.2 (ii) ist Q(R) ⊆ Q(S) algebraisch und endlich. �

Lemma 7.3.8. Es sei S ein Integritätsring, und es sei R ⊆ S eine ganze Ringer-
weiterung. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) R ist ein Körper.
(ii) S ist ein Körper.

Beweis. Zu
”
(i)⇒(ii)“. Es sei 0 6= s ∈ S gegeben. Wir müssen ein multiplikatives

Inverses finden. Dazu betrachten wir eine Ganzheitsgleichung

sk + ak−1s
k−1 + . . .+ a1s+ a0 = 0

mit minimalem k. Da S ein Integritätsring ist, muss dabei a0 6= 0 gelten. Also
entnehmen wir das Inverse zu s der Gleichung

−a−1
0 (sk−1 + ak−1s

k−2 + . . .+ a1)s = 1.

Zu
”
(ii)⇒(i)“. Es sei 0 6= r ∈ R. Da S ein Körper ist, gibt es ein s ∈ S mit sr = 1.

Für dieses s gilt eine Ganzheitsgleichung

sk + ak−1s
k−1 + . . .+ a1s+ a0 = 0.

Damit erhalten wir s ∈ R, denn Multiplizieren der Gleichung mit rk−1 ergibt

s = −ak−1 − ak−2r − . . .− a1rk−2 − a0rk−1.

�
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Satz 7.3.9 (Going-Up-Theorem). Es sei R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung. Dann
gilt:

(i) Zu jedem Primideal p ⊆ R gibt es ein Primideal q ⊆ S mit p = q ∩R.
(ii) Zu jedem maximalen Ideal m ⊆ R gibt es ein maximales Ideal n ⊆ S mit

m = n ∩R.

Beweis. Es sei U := R \ p. Dies ist sowohl in R als auch in S ein multiplikatives
System, und wir haben ein kommutatives Diagramm

R ⊆

αr 7→ r
1

��

S

β s7→ s
1

��
U−1R ⊆ U−1S

Nach Lemma 7.3.6 (ii) ist dabei U−1R ⊆ U−1S eine ganze Ringerweiterung. Wir
wählen ein beliebiges maximales Ideal b ⊆ U−1S und betrachten das Ideal a :=
U−1R ∩ b in U−1R. Lemma 7.3.6 (i) liefert eine ganze Ringerweiterung

U−1R/a ⊆ U−1S/b.

Nach Lemma 7.3.8 ist U−1R/a ein Körper. Insbesondere muss a das maximale Ideal
des lokalen Ringes U−1R = Rp sein, siehe Satz 5.1.17. Weiter ist q := β−1(b) als
Urbild eines Primideales unter dem Ringhomomorphismus β wieder ein Primideal,
und es gilt

q ∩R = α−1(a) = p.

Es bleibt noch zu zeigen, dass q maximal ist, falls p dies ist. Dazu betrachten wir die
nach Lemma 7.3.6 (i) ganze Ringerweiterung R/p ⊆ S/q. Mit Lemma 7.3.8 sehen
wir, dass S/q ein Körper ist. Folglich muss q ⊆ S ein maximales Ideal sein. �

Definition 7.3.10. Es sei R ⊆ S eine Ringerweiterung. Der ganze Abschluss von
R in S ist die Menge

R := {s ∈ S; s ist ganz über R}.
Der Unterring R ⊆ S heisst ganz abgeschlossen in S, falls er mit seinem ganzen
Abschluss in S übereinstimmt.

Satz 7.3.11. E sei R ⊆ S eine Ringerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss
R ⊆ S ein Unterring von S.

Beweis. Es seien Elemente s, s′ ∈ R gegeben. Satz 7.3.3 besagt, dass dann R ⊆
R[s, s′] eine ganze Ringerweiterung ist. Insbesondere sind s± s′ und ss′ ganz über
R und gehören somit zu R. �

Definition 7.3.12. Ein Integritätsring R heißt normal, falls R ganz abgeschlossen
in seinem Quotientenkörper ist.

Satz 7.3.13. Jeder faktorielle Ring ist normal.

Beweis. Es sei R ein faktorieller Ring, und es sei p/q ∈ Q(R) ganz über R. Wir
dürfen annehmen, dass p und q keine gemeinsamen Primfaktoren besitzen. Es sei

(
p

q

)k
+ ak−1

(
p

q

)k−1

+ . . .+ a1
p

q
+ a0 = 0

eine Ganzheitsgleichung für p/q. Durch Multplikation dieser Gleichung mit qk er-
halten wir

pk = −q(ak−1p
k−1 + . . .+ a1pq

k−2 + a0q
k−1).
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Mit anderen Worten q teilt pk. Dann muss q eine Einheit in R sein, und es ist
p/q ∈ R. Folglich ist R ganz abgeschlossen in Q(R). �

Beispiel 7.3.14. (i) Z ist ein normaler Ring.
(ii) K[T1, . . . , Tn] ist ein normaler Ring.
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Aufgaben zu Abschnitt 7.3.

Aufgabe 7.3.15. Es seien R ⊆ S und S ⊆ T ganze Ringerweiterungen. Zeige, dass dann
auch R ⊆ T eine ganze Ringerweiterung ist.

Aufgabe 7.3.16. Es seien R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung, p ⊆ R ein Primideal und
P ⊆ S das von p in S erzeugte Ideal. Zeige: Es gilt p = P ∩R.
Aufgabe 7.3.17. Es sei X = V (T 3

1 − T 2
2 ) ⊆ K2. Zeige: Der Koordinatenring K[X] ist

nicht normal.
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7.4. Das Noethersche Normalisierungslemma.

Definition 7.4.1. Morphismus ϕ : X → Y affiner Varietäten heisst endlich, falls
O(X) ein endllich erzeugter Modul über ϕ∗(O(Y )) ist.

Beispiel 7.4.2. (i) Für jede affine Varietät X ist die Identität idX : X → X
ein endlicher Morphismus.

(ii) Jede abgeschlossene Einbettung ϕ : X → Y affiner Varietäten ist ein end-
licher Morphismus.

(iii) Die Abbildung K→ K, z 7→ z2 ist ein endlicher Morphismus.

Satz 7.4.3. Ist ϕ : X → Y ein dominanter endlicher Morphismus irreduzibler affi-
ner Varietäten, so ist ϕ∗(K(Y )) ⊆ K(X) eine algebraische Körpererweiterung von
endlichem Grad, und es gilt dim(X) = dim(Y ).

Beweis. Da ϕ dominant ist, haben wir einen Isomorphismus von Algebren gefolgt
von einer endlichen Ringerweiterung, siehe Satz 7.2.9:

O(Y )
ϕ∗

// ϕ∗(O(Y )) ⊆ O(X).

Übergang zum Quotientenkörper macht daraus einen Körperisomorphismus gefolgt
von einer algebraischen Erweiterung endlichen Grades, siehe Lemma 7.3.7:

K(Y )
ϕ∗

// ϕ∗(K(Y )) ⊆ K(X).

Das beweist die erste Aussage. Die Gleichheit der Dimensionen von X und Y ergibt
sich aus der Tatsache, dass ϕ∗(K(Y )) ⊆ K(X) algebraisch ist:

dim(Y ) = trdegK(K(Y )) = trdegK(ϕ
∗(K(Y ))) = trdegK(K(X)) = dim(X).

�

Satz 7.4.4. Es sei ϕ : X → Y ein endlicher Morphsimus affiner Varietäten. Ist
A ⊆ X abgeschlossen, so ist auch das Bild ϕ(A) ⊆ Y abgeschlossen und die Ein-
schränkung ϕ|A : A→ ϕ(A) ist ein endlicher Morphismus.

Beweis. Es sei B := ϕ(A) der Abschluss des Bildes. Nach dem Einschränkungs-
lemma 5.3.14 haben wir einen Morphismus ψ := ϕ|A : A → B. Der zugehörige
Komorphismus ψ∗ : O(B)→ O(A) passt in ein kommutatives Diagramm

O(X) ⊇

��

ϕ∗(O(Y )) O(Y )

��

ϕ∗

oo

O(X)/IX(A) ⊇

∼=

��

ϕ∗(O(Y ))/ϕ∗(IY (B)) O(Y )/IY (B)oo

∼=

��
O(A) ⊇ ψ∗(O(B)) O(B)

ψ∗
oo

Da ψ : A→ B dominant ist, muss ψ∗ : O(B)→ O(A) injektiv sein, siehe Satz 7.2.9.
Wir zeigen nun, dass ψ : A→ B endlich ist. Die Ringerweiterung “⊇” in der oberen
Zeile des Diagramms ist nach Voraussetzung endlich. Weiter gilt

ϕ∗(IY (B)) = {ϕ∗(g); g ∈ IY (B)}
= {g ◦ ϕ; g ∈ O(Y ), g|ϕ(A) = 0}
= {f ∈ ϕ∗(O(Y )); f|A = 0}
= ϕ∗(O(Y )) ∩ IX(A).
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Damit ist nach Lemma 7.3.6 die Ringerweiterung “⊇” in der mittleren Zeile des
Diagramms endlich. Es folgt, dass ψ∗(O(B)) ⊆ O(A) endlich ist. Also ist ψ : A→ B
ein endlicher Morphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass ψ : A→ B surjektiv ist. Dazu sei ein Punkt y ∈ B gegeben.
Dann gilt

ψ−1(y) = VA(〈ψ∗(my)〉).
Das Bild ψ∗(my) ist ein maximales Ideal in ψ∗(O(B)), da ψ∗ injektiv ist. Das
Going-Up-Theorem 7.3.9 liefert daher ein maximales Ideal m ⊆ O(A) mit

ψ∗(my) = ψ∗(O(B)) ∩ m.

Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz ist dieses Ideal von der Gestalt m = mx mit
einem x ∈ A. Wegen 〈ψ∗(my)〉 ⊆ mx erhalten wir x ∈ ψ−1(y). �

Folgerung 7.4.5. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter endlicher Morphismus affiner
Varietäten. Dann ist ϕ surjektiv, und es gilt dim(X) = dim(Y ).

Beweis. Nach Satz 7.2.11 genügt es zu zeigen, dass dim(X) ≤ dim(Y ) gilt. Wir
wählen eine irreduzible Komponente X ′ ⊆ X von maximaler Dimension, d.h., mit
dim(X ′) = dim(X). Als Bild eines irreduziblen Raumes unter einer stetigen Abbil-
dung ist Y ′ := ϕ(X ′) irreduzibel. Nach Satz 7.4.4 ist ϕ|X′ : X ′ → Y ′ ein endlicher
Morphismus affiner Varietäten. Mit Satz 7.4.3 folgt

dim(X) = dim(X ′) = dim(Y ′).

Für die abgeschlossene Untervarietät Y ′ ⊆ Y erhalten wir schließlich mit Satz 7.1.9,
dass dim(Y ′) ≤ dim(Y ) gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Folgerung 7.4.6. Es sei ϕ : X → Y ein endlicher Morphismus affiner Varietäten,
und es seien A′ ( A ⊂ X abgeschlossene Teilmengen. Ist A irreduzibel, so gilt
ϕ(A′) 6= ϕ(A).

Beweis. Nach Satz 7.4.4 sind die beiden Einschränkungen ϕ|A′ : A′ → ϕ(A′) und
ϕ|A : A→ ϕ(A) dominante endliche Morphismen. Satz 7.4.5 liefert

dim(A′) = dim(ϕ(A′)), dim(A) = dim(ϕ(A)).

Nach dem Identitätssatz 7.1.10 gilt dim(A′) < dim(A). Also gilt dim(ϕ(A′)) <
dim(ϕ(A)). Das beweist die Behauptung. �

Folgerung 7.4.7. Es sei ϕ : X → Y ein endlicher Morphismus affiner Varietäten.
Dann ist jede Faser ϕ−1(y) höchstens endlich.

Beweis. Es sei y ∈ Y gegeben. Ist die Faser ϕ−1(y) nicht leer, so können wir sie in
irreduzible Komponenten A1, . . . , Ar zerlegen. Für jedes i wählen wir einen Punkt
ai ∈ Ai und erhalten mit Satz 7.4.6, dass Ai = {ai} gelten muss. �

Sprechweise 7.4.8. Es sei ψ : R→ S ein Homomorphismus von K1-Ringen. Ist S
ein endlich erzeugter ψ(R)-Modul, so nennt man ψ : R → S auch einen endlichen
Homomorphismus.

Satz 7.4.9 (Noethersches Normalisierungslemma). Ist R eine endlich erzeugte K-
Algebra, so gibt es einen endlichen Monomorphismus K[T1, . . . , Td]→ R.

Folgerung 7.4.10 (Noethersches Normalisierungslemma, Version II). Ist X eine
affine Varität, so gibt es einen endlichen surjektiven Morphismus X → Kd.
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Beweis. Es sei K[T1, . . . , Td] → O(X) wie in Satz 7.4.9. Dann ist der zugehörige
Morphismus X → Kd endlich, dominant, und somit auch surjektiv. Weiter gilt
d = dim(X). �

Lemma 7.4.11. Es sei f ∈ K[T1, . . . , Tn] ein Polynom vom Grad d. Dann gibt es
einen Automorphismus σ : K[T1, . . . , Tn]→ K[T1, . . . , Tn], von K-Algebren, sodass

σ(f) = cT dn +

d−1∑

i=0

hi(T1, . . . , Tn−1)T
i
n

gilt mit c ∈ K∗ und Polynomen h0, . . . , hd−1 ∈ K[T1, . . . , Tn−1]. Man kann σ dabei
als Komorphismus einer invertierbaren linearen Abbildung Kn → Kn wählen.

Beweis. Es sei f = fd + . . . + f0 die Zerlegung in homogene Polynome fi vom
Grad i. Wir betrachten das Leitpolynom fd und schreiben es als

fd =

d∑

j=0

fd,jT
j
n

mit Polynomen fd,j ∈ K[T1, . . . , Tn−1], welche dann homogen vom Grad d− j sind.
Mindestens eines davon ist nicht trivial, und folglich ist

h :=

d∑

j=0

fd,j ∈ K[T1, . . . , Tn−1]

nicht trivial. Wir wählen nun α = (α1, . . . , αn−1) ∈ Kn−1 mit h(α) 6= 0 und defi-
nieren einen Algebrenautomorphismus durch

σ : K[T1, . . . , Tn] → K[T1, . . . , Tn], Ti 7→
{
Ti + αiTn für 1 ≤ i ≤ n− 1,

Tn für i = n.

Die Wohldefiniertheit ergibt sich direkt aus der universellen Eigenschaft des Poly-
nomrings, und die Bijektivität sieht man durch Angabe der Umkehrabbildung:

K[T1, . . . , Tn] → K[T1, . . . , Tn], Ti 7→
{
Ti − αiTn für 1 ≤ i ≤ n− 1,

Tn für i = n.

Der Automorphismus σ bildet homogene Polynome in homogene Polynome ab, und
somit erhalten wir für das Bild von f unter σ:

σ(f)d = σ(fd) = σ




d∑

j=0

fd,jT
j
n


 =

d∑

j=0

σ(fd,j)T
j
n.

Indem man jedes fd,j als Linearkombination von Monomen schreibt, welche dann
wie fd,j homogen vom Grad d − j sind, erhält man durch explizite Rechnung eine
Darstellung

σ(fd,j)(T1, . . . , Tn) = fd,j(T1 + α1Tn, . . . , Tn−1 + αn−1Tn)

= fd,j(α1, . . . , αn−1)T
d−j
n +

d−j−1∑

k=0

hd,j,k(T1, . . . , Tn−1)T
k
n .
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mit geeigneten hd,j,k ∈ K[T1, . . . , Tn−1]. Aufsummieren über j ergibt für das Leit-
polynom von σ(f) eine Darstellung:

σ(f)d =




d∑

j=0

fd,j(α1, . . . , αn−1)


T dn +

d−1∑

j=0

hd,j(T1, . . . , Tn−1)T
j
n

= h(α)T dn +
d−1∑

j=0

hd,j(T1, . . . , Tn−1)T
j
n

mit geeigneten hd,j ∈ K[T1, . . . , Tn−1]. Geht man damit in die Zerlegung σ(f) =
σ(f)d + . . .+ σ(f)0, so ergibt sich die gewünschte Darstellung für σ(f). �

Lemma 7.4.12. Es seien S ein Integritätsring und f = cdT
d+ . . . c1T + c0 ∈ S[T ]

ein Polynom mit cd ∈ S∗. Dann gilt:

(i) Jedes Polynom g ∈ S[T ] besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung

g = qf + h, mit q, h ∈ S[T ], deg(h) < d = deg(f).

(ii) Man hat einen kanonischen Isomorphismus von S-Moduln

Sd → S[T ]/〈f〉, (s0, . . . , sd−1) 7→
d−1∑

i=0

siT
i + 〈f〉.

Beweis. Die Voraussetzung cd ∈ R∗ ermöglicht Polynomdivision mit Rest durch f ,
wie man sie über Körpern kennt. Damit erhält man die erste Aussage. Die zweite
Aussage ist eine einfache Folgerung. �

Lemma 7.4.13. Es seien R
 // R′ ı // R′′ Ringhomomorphismen. Sind ı

und  endlich, so ist auch ı ◦  endlich.

Beweis. Es sei R′′ über ı(R′) erzeugt durch r′′1 , . . . , r
′′
n, und es sei R′ über (R)

erzeugt durch r′1, . . . , r
′
m. Dann ist R′′ über ı((R)) erzeugt durch ı(r′i)r

′′
j , wobei

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. �

Beweis von Satz 7.4.9. Da R eine endlich erzeugte K-Algebra ist, gibt es einen Epi-
morphismus ı0 : K[T1, . . . , Tn] → R. Insbesondere ist R dann ein endlicher Modul
über Bild(ı0). Ist ı0 injektiv, so besitzt es bereits die gewünschten Eigenschaften.

Betrachten wir nun den Fall, dass ı0 nicht injektiv ist. Wir wählen ein f ∈ Kern(ı0)
und dazu einen Automorphismus σ wie in Lemma 7.4.11. Dann erhalten wir ein
kommutatives Diagramm von K-Algebrenhomomorphismen

K[T1, . . . , Tn−1] //


))❙❙❙

❙❙❙
❙❙❙

❙❙❙
❙❙

K[T1, . . . , Tn]
σ−1

//

��

K[T1, . . . , Tn]
ı0 //

��

R

K[T1, . . . , Tn]/〈σ(f)〉 ∼=
// K[T1, . . . , Tn]/〈f〉

ı0

88qqqqqqqqqqqq

Dann ist ı offensichtlich endlich, und eine Anwendung von Lemma 7.4.12, auf
σ(f) und S = K[T1, . . . , Tn−1], zeigt, dass  endlich ist. Also ist die Komposition
ı1 : K[T1, . . . , Tn−1]→ R der Homomorphismen der oberen Zeile endlich, siehe Lem-
ma 7.4.13.

Ist ı1 injektiv, so besitzt es die gewünschten Eigenschaften. Andernfalls iterieren
wir das Verfahren, und erhalten auf diese Weise endliche Algebrenhomomorphismen
ık : K[T1, . . . , Tn−k] → R. Spätestens bei k = n erhalten wir damit das gesuchte
injektive ık. �



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 177

Aufgaben zu Abschnitt 7.4.

Aufgabe 7.4.14. Welche der folgenden Morphismen sind endlich (jeweils begründen):

(i) K 7→ K, z 7→ zn, wobei n ∈ Z>0,
(ii) K∗ 7→ K2, z 7→ (z, z−1),
(iii) K2 7→ K2, (z, w) 7→ (z2, w2),
(iv) K2 7→ K2, (z, w) 7→ (zw,w),
(v) K2 → K3, (z, w) 7→ (z2, zw,w2),
(vi) K2 → K2, (z, w) 7→ (z +w, zw).

Aufgabe 7.4.15.

(i) Zeige: Die Inklusion K∗ → K, z 7→ z ist kein endlicher Morphismus.
(ii) Zeige: Der Morphismus K \ {1} → K, z 7→ z2 ist abgeschlossen, besitzt endliche

Fasern, ist aber nicht endlich.
(iii) Verwende das Verfahren aus dem Beweis von 7.4.9 um einen endlichen Morphis-

mus K∗ → K anzugeben.

Aufgabe 7.4.16. Es sei ϕ : X → Y ein endlicher Morphismus irreduzibler affiner Va-
rietäten. Zeige: Es gilt dim(X) ≤ dim(Y ), und im Falle gleicher Dimensionen ist ϕ bereits
surjektiv.

Aufgabe 7.4.17. Zeige: Die elementarsymmetrischen Funktionen σ1, . . . , σn in n Varia-
blen definieren einen endlichen Morphismus

Kn → Kn, z 7→ (σ1(z), . . . , σn(z)).

Aufgabe 7.4.18. Es seien X eine affine Varietät, G eine endliche Gruppe und G×X → X
eine Wirkung, sodass jedes Tg : X → X,x 7→ g ·x ein Morphismus ist. Betrachte den
Invariantenring

O(X)G := {f ∈ O(X); g ·f = f für alle g ∈ G},
wobei g ·f definiert ist über g ·f(x) := f(g−1 ·x). Beweise folgende Aussagen:

(i) O(X)G ⊆ O(X) ist eine ganze Ringerweiterung. Hinweis: Betrachte Erzeugende
f1, . . . , fr für O(X) und die Polynome

∏

g∈G

(T − g ·fi) ∈ O(X)G[T ].

(ii) Der Invariantenring O(X)G ist eine endlich erzeugte K-Algebra. Hinweis: Satz
von Artin und Tate.

(iii) Die Inklusion O(X)G ⊆ O(X) definiert einen endlichen surjektiven Morphismus
π : X → Y mit Y := Spec(O(X)G).

(iv) Die Fasern von π sind genau die G-Bahnen in X, d.h., für jede Faser Xy :=
π−1(y) von π : X → Y gilt Xy = G·x mit einem x ∈ Xy .
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7.5. Krulldimension und Krullscher Hauptidealsatz.

Definition 7.5.1. Die Krulldimension eines topologischen Raumes X ist das Su-
premum über alle r ∈ Z≥0, die eine echt aufsteigende Kette X0 ( . . . ( Xr irredu-
zibler abgeschlossener Teilmengen ∅ 6= Xi ⊆ X erlauben.

Satz 7.5.2. Es sei X eine affine Varietät. Dann ist die Dimension von X gleich
der Krulldimension des topologischen Raumes X.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die Krulldimension von X durch dim(X) be-
schränkt ist. Dazu sei X0 ( . . . ( Xr eine Kette irreduzibler abgeschlossener Teil-
mengen Xi ⊆ X . Nach Satz 7.1.9 gilt dim(Xi) ≤ dim(X), und nach dem Iden-
titätssatz 7.1.10 muss dim(Xi) < dim(Xi+1) gelten. Das impliziert r ≤ dim(X).

Wir zeigen nun, dass dim(X) durch die Krulldimension von X beschränkt ist. Im
Fall X = Kn ist dies einfach: Man hat hier die Kette {0} ( K ( K2 ( . . . ( Kn.
Folglich hat die Krulldimension von Kn mindestens den Wert n = dim(Kn).

Ist X eine beliebige affine Varietät, so gibt es nach dem Noetherschen Norma-
lisierungslemma 7.4.10 einen surjektiven endlichen Morphismus ϕ : X → Kn mit
n = dim(X).

Es sei Xn ⊆ X eine n-dimensionale irreduzible Komponente. Satz 7.4.4 liefert einen
endlichen Morphismus

ϕn := ϕ|Xn
: Xn → Kn

auf die abgeschlossene Menge Yn := ϕn(Xn) ⊆ Kn. Nach Bemerkung 7.4.3 gilt
dim(Yn) = n. Folglich liefert der Identitätssatz 7.1.10, dass Yn = Kn gilt.

Wir betrachten Kn−1 ( Kn. Da die Einschränkung von ϕn auf ϕ−1
n (Kn−1) endlich

und surjektiv ist, besitzt ϕ−1
n (Kn−1) nach 7.4.5 die Dimension n− 1. Insbesondere

gibt es eine n − 1-dimensionale irreduzible Komponente Xn−1 ⊆ ϕ−1
n (Kn−1). Es

gilt Xn−1 ( Xn, und man erhält einen endlichen surjektiven Morphismus

ϕn−1 := ϕn|Xn−1
: Xn−1 → Kn−1.

Ebenso finden wir ein (n − 2)-dimensionales irrebuzibles Xn−2 ( Xn−1, und so
fort. Dies führt schließlich zu einer echt aufsteigende Kette X0 ( . . . ( Xn−1 ( Xn

irreduzibler abgeschlossener Mengen Xi ⊆ X . Es folgt, dass n = dim(X) kleiner
gleich der Krulldimension von X ist. �

Satz 7.5.3 (Krullscher Hauptidealsatz). Es sei X eine n-dimensionale irreduzi-
ble affine Varietät, und es sei f ∈ O(X) mit ∅ 6= VX(f) 6= X. Dann ist VX(f)
rein (n − 1)-dimensional, d.h., jede irreduzible Komponente von VX(f) besitzt die
Dimension n− 1.

Folgerung 7.5.4. Es sei X eine irreduzible affine Varietät, und es seien f1, . . . , fr ∈
O(X) mit ∅ 6= VX(f1, . . . , fr) gegeben. Dann besitzt jede irreduzible Komponente
von VX(f1, . . . , fr) mindestens die Dimension dim(X)− r.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion über r. Der Fall r = 1 ergibt
sich mit Satz 7.5.3. Für den Induktionsschritt betrachten wirX ′ := VX(f1, . . . , fr−1).
Offenbar gilt

VX(f1, . . . , fr) = VX′(fr|X′).
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Ist eine irreduzible Komponente Y ⊆ VX(f1, . . . , fr) gegeben, so wählen wir eine
irreduzible Komponente Y ′ ⊆ X ′ mit Y ⊆ Y ′. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
dim(Y ′) ≥ dim(X)− r + 1. Mit Satz 7.5.3 ergibt sich daher

dim(Y ) = dim(VY ′(fr|Y ′)) ≥ dim(X)− r.
�

Folgerung 7.5.5. Es sei X eine irreduzible affine Varietät der Dimension n, und
es sei x ∈ X. Dann gibt es eine echt aufsteigende Kette {x} ( X1 ( . . . ( Xn mit
irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen Xi ⊆ X.

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion über n = dim(X). Der Fall n = 0
ist trivial. Für den Induktionsschritt setzen wir Xn := X und wählen wir ein
nicht triviales f ∈ O(Xn) mit f(x) = 0. Nach Satz 7.5.3 besitzt VX(f) dann eine
irreduzible KomponenteXn−1 der Dimension n−1 mit x ∈ Xn−1. Auf diese wenden
wir die Induktionsvoraussetzung an und erhalten die gewünschte Kette. �

Satz 7.5.6. Es sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung.

(i) Jedes Element a ∈ L definiert eine lineare Abbildung von K-Vektorräumen:

µa : L → L, v 7→ av.

(ii) Das Minimalpolynom fa ∈ K[T ] des Elements a ∈ L und das Minimalpo-
lynom des Endomorphismus µa : L→ L stimmen überein.

(iii) Das charakteristische Polynom ga des Endomorphismus µa : L → L ist
eine Potenz seines Minimalpolynoms

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Für Aussage (ii) vermerken wir zunächst,
dass man für jedes v ∈ L und jedes f =

∑
biT

i ∈ K[T ] erhält:

f(µa)(v) =
∑

biµ
i
a(v) =

∑
bia

iv = f(a)v.

Insbesondere gilt genau dann f(µa) = 0, wenn f(a) = 0 gilt. Das impliziert die
Gleichheit der beiden Minimalpolynome.

Zu (iii). Wir betrachten den Zwischenkörper K ⊆ K(a) ⊆ L. Es gilt [K(a) : K] =
deg(fa), und man hat eine Zerlegung

L =

[L:K(a)]⊕

i=1

Vi

mit K(a)-Untervektorräumen Vi ∼= K(a). Wegen a ∈ K(a) gilt µa(Vi) = Vi. Das
charakteristische Polynom gi von µa|Vi

besitzt den Grad dimK(Vi) = deg(fa), und
man hat

ga =

[L:K(a)]∏

i=1

gi.

Wir zeigen nun gi = fa. Aus Gradgründen genügt es, zu zeigen, dass fa ein Teiler
von gi ist. Dies folgt aus der Irreduzibilität von fa und der Tatsache, dass für jedes
v ∈ Vi gilt

gi(a)v = gi(µa)(v) = gi(µa|Vi
)(v) = 0.

�

Definition 7.5.7. Es sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung. Die Norm des
Elements a ∈ L über K ist definiert als

N(a) := det(µa).
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Bemerkung 7.5.8. Es sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung.

(i) Für jedes Element a ∈ K gilt N(a) = a[L:K].
(ii) Für je zwei Elemente a, a′ ∈ L gilt N(aa′) = N(a)N(a′).
(iii) Für jedes Element a ∈ L gilt ga(T ) = T [L:K] + . . .+ (−1)[L:K]N(a).

Satz 7.5.9. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkörper K := Q(R). Weiter
seien K ⊆ L eine Körpererweiterung und a ∈ L ein algebraisches Element mit
Minimalpolynom fa ∈ K[T ] über K. Ist a ∈ L ganz über R, so gilt fa ∈ R[T ].

Beweis. Wir wählen einen algebraischen Abschluss K ⊆ K mit a ∈ K. Dann zerfällt
das Minimalpolynom fa ∈ K[T ] über K in Linearfaktoren:

fa = (T − a1) · · · (T − an), wobei ai ∈ K, a1 = a.

Wir zeigen, dass mit a1 auch a2, . . . , an ganz über R sind. Dazu sei 0 6= f ∈ R[T ]
ein normiertes Polynom mit f(a1) = 0. Dann gilt f = hfa mit einem h ∈ K[T ]. Das
impliziert f(ai) = 0 für jedes i = 2, . . . , n.

Da a1, . . . , an ∈ K ganz über R sind, und die über R ganzen Elemente einen Un-
terring von K bilden, ergibt sich, dass die Koeffizienten von fa ebenfalls ganz über
R sind. Da sie zudem in K liegen und R normal ist, folgt fa ∈ R[T ]. �

Folgerung 7.5.10. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkörper K := Q(R),
und es sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung. Ist a ∈ L ganz über R, so gilt
ga ∈ R[T ]; insbesondere hat man dann N(a) ∈ R.

Beweis von Satz 7.5.3. Es sei Y ⊆ VX(f) eine irreduzible Komponente. Wir führen
das Problem zunächst auf den Fall Y = VX(f) zurück. Dazu seien Y1, . . . , Yr
die verbleibenden irreduziblen Komponenten von VX(f). Wir betrachten die ab-
geschlosssene Menge

A :=
r⋃

i=1

Yi ⊆ X.

Dann gilt Y 6⊆ VX(IX(A)). Folglich gibt es ein h ∈ IX(A), sodass h|Y nicht die
Nullfunktion auf Y ist. Für die Lokalisierungen von X und Y nach h bzw. h|Y
erhalten wir

VXh
(f|Xh

) = Yh|Y
.

Insbesondere ist die Nullstellenmenge von f|Xh
als offene Teilmenge von Y wieder

irreduzibel. Wegen dim(Xh) = dim(X) und dim(Yh|Y
) = dim(Y ) genügt es die

Aussage des Satzes für Xh und f|Xh
zu zeigen. Mit anderen Worten: Wir dürfen

von vorneherein annehmen, dass Y := VX(f) irreduzibel ist.

Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma 7.4.10 gibt es einen surjektiven
endlichen Morphismus ϕ : X → Kn. Das Bild ϕ(Y ) ist abgeschlossen in Kn, und
die Einschränkung ϕ|Y : Y → ϕ(Y ) ist ein endlicher Morphismus, siehe Satz 7.4.4.

Nach Satz 7.4.5 gilt dim(Y ) = dim(ϕ(Y )). Wir müssen also zeigen, dass ϕ(Y ) die
Dimension n− 1 besitzt. Nach Satz 7.1.13 haben wir dafür lediglich zu zeigen, dass
ϕ(Y ) = V (h) mit einem h ∈ K[T1, . . . , Tn] gilt.

Wir verwenden dazu unsere algebraischen Vorbereitungen. Der Komorphismus ϕ∗

ist injektiv, und er definiert eine ganze Ringerweiterung

R := ϕ∗(K[T1, . . . , Tn]) ⊆ O(X),

wobei R als faktorieller Ring normal ist. Wir betrachten die zugehörige Körperer-
weiterung Q(R) ⊆ K(X). Nach Lemma 7.3.7 ist diese Körpererweiterung endlich-
dimensional und somit algebraisch.
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Es sei T k + ak−1T
k−1 + . . . + a1T + a0 das Minimalpolynom von f ∈ K(X) über

Q(R). Nach Satz 7.5.9 liegen alle Koeffizienten ai in R ⊆ O(X), und die Norm
N(f) ist nach Bemerkungen 7.5.6 (iii) sowie 7.5.8 (iii) bis auf den Faktor ±1 eine
Potenz von a0.

Wir zeigen nun, dass IX(Y ) ∩ R im wesentlichen durch die Norm N(f) definiert
wird; genauer verifizieren wir in O(X) die Gleichung

IX(Y ) ∩ R =
√
〈a0〉 ∩ R.(7.5.10.1)

Zur Inklusion
”
⊇“. Wegen a0, . . . , ak−1 ∈ O(X) erhalten wir in O(X) die folgende

Gleichung

fk + ak−1f
k−1 + . . .+ a1f + a0 = 0.

Schränkt man diese Gleichung auf Y = VX(f) ein, so ergibt sich a0 ∈ IX(Y ). Damit
erhält man die gewünschte Inklusion.

Zum Nachweis von
”
⊆“ sei g ∈ IX(Y ) ∩ R gegeben. Nach dem Hilbertschen Null-

stellensatz gilt gl ∈ 〈f〉 für ein l ∈ N. Wir haben also eine Darstellung gl = g′f mit

einem g′ ∈ O(X). Um g ∈
√
〈a0〉 zu erhalten, wenden wir die Norm darauf an:

gl[K(X):Q(R)] = N(gl) = N(g′)N(f) ∈ 〈a0〉.

Nun ist a0 ∈ R von der Gestalt a0 = ϕ∗(h) mit einem Polynom h ∈ K[T1, . . . , Tn].
Mit Satz 7.2.2 und der eben nachgewiesenen Gleichung 7.5.10.1 erhalten wir

ϕ(Y ) = VY ((ϕ
∗)−1(IX(Y )))

= VY ((ϕ
∗)−1(IX(Y ) ∩R))

= VY ((ϕ
∗)−1(

√
〈a0〉))

= VY (
√

(ϕ∗)−1(〈a0〉))
= VY (h).

Man beachte, dass für die letzte Gleichung (ϕ∗)−1(a0) = {h} benötigt wird, was
wegen der Injektivität von ϕ∗ jedoch gegeben ist. �
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Aufgaben zu Abschnitt 7.5.

Aufgabe 7.5.11. Es sei X ein topologischer Raum, und es sei Y ⊆ X ein Teilraum.
Zeige, dass die Krulldimension von Y durch die von X beschränkt ist.

Aufgabe 7.5.12. Betrachte die affine Varietät X := V (T 2
2 −T1T3, T

5
1 +T

3
3 −2T1T

3
2 ) ⊆ K3

und beweise folgende Aussagen:

(i) X ist irreduzibel in eindimensional.
(ii) Das Verschwindungsideal I(X) ⊆ K[T1, T2, T3] kann nicht durch zwei Elemente

erzeugt werden.
(iii) Die affine Varietät X erlaubt keine abgeschlossene Einbettung in den K2.
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8. Geometrie affiner Varietäten II*

8.1. Morphismen II*.

Beispiel 8.1.1. Wir betrachten den Morphismus ϕ : K2 → K2, (z, w) 7→ (z, zw).
Bild und Fasern dieses Morphismus sind gegeben durch

ϕ(K2) = {(0, 0} ∪ {(u, v); u 6= 0}

ϕ−1(u, v) =





{(u, v/u)} u 6= 0,

{0} ×K u = 0 = v,

∅ u = 0 6= v.

Das Bild ϕ(K2) ist nicht lokal abgeschlossen in K2, enthält aber die offene Teilmenge
K∗×K. Weiter beobachten beim Übergang z → 0 einen Dimensionssprung der Faser
ϕ−1(ϕ(z, w)).

Satz 8.1.2. Es seien ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus irreduzibler affiner
Varietäten und d := dim(X)− dim(Y ). Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

X ⊇

ϕ
  ❅

❅❅
❅❅

❅❅
❅ X0

κ //

ϕ
  ❆

❆❆
❆❆

❆❆
❆

Y0 ×Kd

prY0{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇

Y ⊇ Y0

wobei Y0 ⊆ Y eine nichtleere offene Menge ist, X0 := ϕ−1(Y0) gilt und κ : X0 →
Y0 ×Kd ein surjektiver endlicher Morphismus ist.

Satz 8.1.3. Es seien k ⊆ L und L ⊆ K Körpererweiterungen. Dann gilt

trdegk(K) = trdegk(L) + trdegL(K).

Beweis. Wir wählen Transzendenzbasen A ⊆ L für k ⊆ L und B ⊆ K für L ⊆ K
und zeigen, dass A∪B eine Transzendenzbasis für k ⊆ K ist. Man beachte, dass A
und B disjunkt sind. Abkürzend schreiben wir

a := (a1, . . . , an), b := (b1, . . . , bm), T := (T1, . . . , Tn), S := (S1, . . . , Sm).

Zum Nachweis der algebraischen Unabhängigkeit von A∪B über k seien paarweise
verschiedene a1, . . . , an ∈ A und b1, . . . , bm ∈ B sowie ein f ∈ k[T, S] mit f(a, b) = 0
gegeben. Sortieren nach den Variablen S ergibt eine Darstellung

f =
∑

gµ(T )S
µ mit gµ ∈ k[T ].

Dabei ist b Nullstelle des Polynoms
∑
gµ(a)S

µ ∈ L[S]. Wegen der algebraischen
Unabhängigkeit von B über L muss somit gµ(a) = 0 für alle µ gelten. Die algebrai-
sche Unabhängigkeit von A über k liefert gµ = 0 für alle µ. Es folgt f = 0.

Um zu zeigen, dass A ∪ B eine Transzendenzbasis für k ⊆ K ist, genügt es zu
verifizieren, dass jedes c ∈ K algebraisch über k(A ∪ B) ist, siehe Lemma 4.1.14.
Da L(b1, . . . , bm) ⊆ K algebraisch ist, besitzt c ein Minimalpolynom

fc =
∑

βiT
i mit βi ∈ L(b1, . . . , bm).

Die Koeffizienten βi sind von der Gestalt
∑
βiνb

ν/
∑
γjµb

µ mit βiν , γjµ ∈ L. Da
k(a1, . . . , an) ⊆ L algebraisch ist, sind alle βiν , γjµ algebraisch über k(a1, . . . , an).
Nach Satz 4.1.2 haben wir deshalb algebraische Erweiterungen

k(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) ⊆ k(a1, . . . , an, b1, . . . , bm, βiν , γjµ)

⊆ k(a1, . . . , an, b1, . . . , bm, βiν , γjµ, c).
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Insbesondere ist jedes Element c ∈ K algebraisch über k(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) und
somit ist {a1, . . . , an, b1, . . . , bm} eine Transzendenzbasis für k ⊆ K. �

Beweis von Satz 8.1.2. Der Komorphismus von ϕ : X → Y bettet O(Y ) mono-
morph nach O(X) und K(Y ) monomorph nach K(X) ein. Wir haben folgende
Beziehungen

S := ϕ∗(O(Y )) ⊆

∩

O(X)

∩

L := ϕ∗(K(Y )) ⊆ L·O(X) =: R ⊆ K(X)

Man beachte, dass R eine endlich erzeugte L-Algebra ist: Sind f1, . . . , fr Erzeugende
der K-Algebra O(X), so erzeugen f1, . . . , fr auch R als L-Algebra.

Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma 7.4.9 gibt es einen endlichen Mo-
nomorphismus

ı : L[T1, . . . , Td] → R, Ti 7→ gi.

Dabei ist d tatsächlich die Differenz der Dimensionen, d = dim(X)−dim(Y ), denn
mit Satz 8.1.3 erhalten wir

d = trdegL(L(T1, . . . , Td))

= trdegL(Q(R))

= trdegL(K(X))

= trdegK(K(X))− trdegK(K(Y ))

= dim(X)− dim(Y ).

Jedes gi = ı(Ti) ist von der Gestalt gi = aibi mit ai ∈ L und bi ∈ O(X). Nach
Multiplikation mit dem Hauptnenner der ai darf man man gi ∈ O(X) annehmen.
Man erhält also ein kommutatives Diagramm

L[T1, . . . , Td]
ı // R

S[T1, . . . , Td]

∪

ı
// O(X)

∪

Die untere Zeile stellt a priori keine endliche Ringerweiterung dar. Um dies zu
erreichen, muss man geeignet lokalisieren. Es seien dazu h1, . . . , hs Erzeugende der
S-Algebra O(X). Dann genügt jedes hi einer Ganzheitsgleichung

hmi

i + aimi−1h
mi−1
i + . . .+ ai1hi + ai0 = 0, aij ∈ L[g1, . . . , gd].

Bezeichnet f ∈ S den Hauptnenner aller Koeffizienten der aij ∈ L[g1, . . . , gd] ∼=
L[T1, . . . , Td], so erfüllt jedes hi die obige Ganzheitsgleichung sogar über Sf . Mit
g := (ϕ∗)−1(f) ∈ O(Y ) erhält man also ein kommutatives Diagramm

O(Y )g ⊗K K[T1, . . . , Td] ∼=

∑
ai⊗bi 7→

∑
ϕ∗(ai)bi // Sf [T1, . . . , Td]

ı // O(X)f

O(Y )g

a 7→a⊗1

kk❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲
ϕ∗

55❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦

Die Komposition  der Abbildungen aus der oberen Reihe ist ein endlicher Mono-
morphismus von K-Algebren. Mit Y0 := Yg und X0 := Xf = ϕ−1(Y0) hat der zu 
gehörige Morphismus κ : X0 → Y0 ×Kd die gewünschten Eigenschaften. �
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Folgerung 8.1.4. Ist ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus irreduzibler affiner
Varietäten, so gibt es eine nichtleere offene Teilmenge Y0 ⊆ Y mit Y0 ⊆ ϕ(X).

Satz 8.1.5. Es seien ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus irreduzibler affiner
Varietäten und d := dim(X)− dim(Y ).

(i) Ist y ∈ ϕ(X) ein beliebiger Punkt und Xy := ϕ−1(y) die zugehörige Faser,
so besitzt jede irreduzible Komponente von Xy mindestens die Dimensi-
on d.

(ii) Es gibt eine nichtleere offene Teilmenge Y0 ⊆ Y , sodass für jeden Punkt
y ∈ Y0 die Faser Xy := ϕ−1(y) rein d-dimensional ist.

Beweis. Zu (i). Nach dem noetherschen Normalisierungslemma gibt es einen endli-
chen Morphismus ψ : Y → Km, wobei m = dim(Y ). Wir betrachten z := ψ(y), und
erhalten für die Fasern

ψ−1(z) = {y1, . . . , yr}, (ψ ◦ ϕ)−1(z) = ϕ−1(ψ−1(z)) =

r⊔

i=1

ϕ−1(yi).

Es gilt y = yi für ein i, und wegen der zweiten Identität sind die irreduziblen Kom-
ponenten der Faser ϕ−1(y) auch irreduzible Komponenten der Faser ϕ−1(ψ−1(z)).
Für letztere gilt

ϕ−1(ψ−1(z)) = VX(f1, . . . , fm),

wobei fi := (ψ ◦ ϕ)∗(Ti − zi). Nach Folgerung 7.5.4 besitzt jede irreduzible Kom-
ponente von ϕ−1(ψ−1(z)) mindestens die Dimension d = dim(X)−m.

Zu (ii). Es seien Y0 ⊆ Y und κ : X0 → Y0 ×Kd wie in Satz 8.1.2. Dann erhält man
für jedes y ∈ Y0 einen endlichen Morphismus von der Faser Xy := ϕ−1(y) auf Kd:

Xy
κ // {y} ×Kd

∼= // Kd .

Nach Satz 7.4.5 gilt dim(Xy) = d. Also liefert die bereits bewiesene Aussage (i),
dass jede irreduzible Komponente von Xy die Dimension d besitzt. �

Folgerung 8.1.6. Es seien X und Y affine Varietäten. Dann gilt dim(X × Y ) =
dim(X) + dim(Y ).

Definition 8.1.7. Es seien X eine affine Varietät, A ⊆ X eine abgeschlossene
Teilmenge mit den irreduziblen Komponenten A1, . . . , Ar. Die lokale Dimension
von A in einem Punkt x ∈ A ist

dimx(A) = max
x∈Ai

dim(Ai).

Satz 8.1.8 (Halbstetigkeit der Faserdimension). Es sei ϕ : X → Y ein Morphis-
mus affiner Varietäten. Dann erhält man für jedes l ∈ Z≥0 eine abgeschlossene
Teilmenge in X, nämlich

Al(ϕ) := {x ∈ X ; dimx(ϕ
−1(ϕ(x)) ≥ l}.

Beweis. Es seien X1, . . . , Xr die irreduziblen Komponenten von X . Dann erhalten
wir

Al(ϕ) = Al(ϕ|X1
) ∪ . . . ∪ Al(ϕ|Xr

)

Wir beweisen den Satz mittels Induktion über m := dim(Y ). Für m = 0 ergibt sich
die Aussage aus der obigen Gleichung: Al(ϕ) ist dann genau die Vereinigung aller
irreduziblen Komponenten Xi mit dim(Xi) ≥ l.
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Zum Induktionsschritt. Nach obiger Gleichung, genügt es, die Aussage für irredu-
zibles X zu beweisen. Weiter darf man Y durch ϕ(X) ersetzen, d.h., wir dürfen
annehmen, dass ϕ dominant ist und Y irreduzibel ist.

Nach Satz 8.1.5 (i) ist nur für l > dim(X)−dim(Y ) etwas zu zeigen. In diesem Fall
erhalten wir mit den Teilmengen Y0 ⊆ Y und X0 ⊆ X aus Satz 8.1.5 (ii):

Al(ϕ) ⊆ X ′ := X \X0, ϕ(Al(ϕ)) ⊆ Y ′ := Y \ Y0.
Wir erhalten also die Abgeschlossenheit von Al(ϕ) durch Anwenden der Indukti-
onsvoraussetzung auf die Einschränkung ϕ|X′ : X ′ → Y ′. �

Definition 8.1.9. Es sei X ein topologischer Raum.

(i) Eine Teilmenge W ⊆ X heisst lokal abgeschlossen, falls W = U ∩ A mit
einer offenen Menge U ⊆ X und einer abgeschlossenen Menge A ⊆ X gilt.

(ii) Eine Teilmenge W ⊆ X heisst konstruierbar , falls sie eine endliche Verei-
nigung lokal abgeschlossener Teilmengen ist.

Bemerkung 8.1.10. Es sei X ein topologischer Raum. Ist A ⊆ X eine dichte
konstruierbare Menge, so gibt es eine nichtleere offene Menge U ⊆ X mit U ⊆ A.
Beispiel 8.1.11. (i) Die Menge K∗×{0} ist zwar lokal abgeschlossen in K2,

ist jedoch weder offen noch abgeschlossen in K2.
(ii) Die Menge (K∗)2 ∪ {(0, 0)} ist konstruierbar in K2, ist jedoch nicht lokal

abgeschlossen in K2.

Satz 8.1.12. Es sei ϕ : X → Y ein Morphismus affiner Varietäten. Ist W ⊆ X
konstruierbar, so ist das Bild ϕ(W ) ⊆ Y wieder konstruierbar.

Beweis. Indem wir X durch geeignete Hauptmengen Xf überdecken, erreichen wir,
dass W eine Vereinigung von Mengen Wf ⊆ W ∩Xf ist, die jeweils abgeschlossen
in den affinen Varietäten Xf liegen und somit wieder affine Varietäten sind. Es gilt

ϕ(W ) =
⋃
ϕ|Wf

(Wf ).

Es genügt also, die Aussage fürW = X zu beweisen. Dies geschieht durch Induktion
über n := dim(X). Gilt n = 0, so ist X eine endliche Menge. Also ist auch das Bild
ϕ(X) endlich und somit konstruierbar.

Zum Induktionsschritt. Sind X1, . . . , Xr die irreduziblen Komponenten von X , so
erhalten wir eine Zerlegung

ϕ(X) = ϕ(X1) ∪ . . . ∪ ϕ(Xr).

Es genügt also, die Aussage für irreduzibles X zu beweisen. Dafür dürfen wir weiter
annehmen, dass ϕ : X → Y dominant ist, und Y irreduzibel ist.

Nun wählen wir Teilmengen Y0 ⊆ Y undX0 ⊆ X wie in Satz 8.1.2. MitX ′ := X\X0

erhalten wir dann

ϕ(X) = Y0 ∪ ϕ(X ′).

Es reicht daher zu zeigen, dass ϕ(X ′) konstruierbar ist. Das ergibt sich jedoch durch
Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf die Einschränkung ϕ|X′ : X ′ → Y . �
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Aufgaben zu Abschnitt 8.1.

Aufgabe 8.1.13. Es seien X = V (z1z2 − z3z4) ⊆ C4 und Y := V (z1, z3) ⊆ X. Zeige:

(i) X ist irreduzibel, und es gilt dim(X) = 3.
(ii) Y ist irreduzibel, und es gilt dim(Y ) = 2.
(iii) Es gibt kein f ∈ O(X) mit Y = VX(f).

Aufgabe 8.1.14. Betrachte die affinen Variatäten X := V (z1z3 + z2z4 + z5 − 1) ⊆ K5

sowie Y := K4 und den Morphismus

ϕ : X → Y, (z1, z2, z3, z4, z5) 7→ (z1, z2, z3z5, z4z5).

Zeige, dass die Menge Y1 = {y ∈ Y ; dim(ϕ−1(y)) ≥ 1} nicht abgeschlossen in Y ist.
Hinweis: Betrachte (0, 0, 0, 0) ∈ Y .

Aufgabe 8.1.15. Es sei X ein topologischer Raum. Beweise folgende Aussagen:

(i) Sind A,B ⊆ X konstruierbar, so sind auch die folgenden Teilmengen von X
konstruierbar:

A ∩B, A ∪ B, A \B.
(ii) Ist A ⊆ X eine dichte konstruierbare Menge, so gibt es eine nichtleere offene

Menge U ⊆ X mit U ⊆ A.
Aufgabe 8.1.16. Gib ein Beispiel eines surjektiven Morphismus ϕ : X → Y irreduzibler
affiner Varieäten, der offen, aber nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe 8.1.17. Betrachte die affinen Varietäten X := K4 und Y := V (T1T4 − T2T3) ⊆
K4. Zeige, dass der folgende Morphismus surjektiv und weder offen noch abgeschlossen ist:

ϕ : X → Y, z 7→ (z1z2, z1z4, z2z3, z3z4).

Aufgabe 8.1.18. Gib ein Beispiel eines Morphismus ϕ : C2 → C mit genau n reduziblen
Fasern.

Aufgabe 8.1.19. Betrachte X := V (T 2
2 − T1T

2
3 , T1T4− 1) ⊆ K4 und ϕ : X → K, z 7→ z1.

Zeige, dass X irreduzibel ist und dass jede Faser von ϕ reduzibel aber zusammenhängend
ist.
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8.2. Abbildungsgrad*.

Bemerkung 8.2.1. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus irreduzibler
affiner Varietäten gleicher Dimension. Dann hat man

K(Y ) ∼= ϕ∗(K(Y )) ⊆ K(X).

Die Körpererweiterung ϕ∗(K(Y )) ⊆ K(X) ist dabei endlich erzeugt und wegen
dim(X) = dim(Y ) algebraisch, also insgesamt endlich.

Definition 8.2.2. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus irreduzibler af-
finer Varietäten gleicher Dimension. Dann ist der Abbildungsgrad von ϕ : X → Y
definiert als

deg(ϕ) := [K(X) : ϕ∗(K(Y ))].

Beispiel 8.2.3. Der Morphismus K→ K, z 7→ zk hat den Grad k.

Satz 8.2.4. Es gelte Char(K) = 0, und es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphis-
mus irreduzibler affiner Varietäten gleicher Dimension. Dann gibt es ein kommu-
tatives Diagramm

X ⊇

ϕ
  ❆

❆❆
❆❆

❆❆
❆ X0

ı //

ϕ
  ❆

❆❆
❆❆

❆❆
❆

Y0 ×K

prY0{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇

Y ⊇ Y0

wobei ∅ 6= Y0 ⊆ Y eine Hauptmenge ist, X0 = ϕ−1(Y0) gilt, ı : X0 → Y0 × K
eine abgeschlossene Einbettung ist und ı(X0) = VY0×K(f) mit einem irreduziblen
normierten Polynom f ∈ O(Y )[T ] vom Grad deg(ϕ) gilt.

Beweis. Es sei L := ϕ∗(K(Y )). Wegen Char(K) = 0 ist L ⊆ K(X) eine separable
Körpererweiterung. Der Satz vom primitiven Element liefert also ein h ∈ K(X) mit
K(X) = L(h). Wir betrachten das Minimalpolynom h über L; es ist von der Form

qh = T d + ad−1T
d−1 + . . .+ a1T + a0 mit ai = ϕ∗(bi), bi ∈ K(Y ).

Weiter arbeiten wir mit dem Polynom

q = T d + bd−1T
d−1 + . . .+ b1T + b0 ∈ L[T ].

Durch sukzessives Verkleinern von Y und X wollen wir sicherstellen, dass q die
gewünschten Eigenschaften besitzt. In einem ersten Schritt wollen wir h ∈ O(X)
erreichen. Es gilt h = h1/h2 mit hi ∈ O(X). Weiter haben wir

dim(ϕ(VX(h2))) ≤ dim(VX(h2)) < dim(X) = dim(Y ).

Also gibt es eine nichtleere Hauptmenge Y0 ⊆ Y \ϕ(VX(h2)), sodass X0 := ϕ−1(Y0)
in Xh2 enthalten ist. Indem wir Y zu Y0 und X zu X0 verkleinern erreichen wir
h ∈ O(X).

In einem zweiten Verkleinerungsschritt wollen wir bi ∈ O(Y ) sicherstellen. Es gilt
bi = b′i/b

′′
i mit b′i, b

′′
i ∈ O(Y ). Es sei b = b′′0 · . . . · b′′d−1 der Hauptnenner. Indem wir

Y0 zu Y0 \ VY (b) und X0 zu ϕ−1(Y0) verkleinern, erreichen wir bi ∈ O(Y ).

Wir wählen nun Erzeugende f1, . . . , fs ∈ O(X) derK-AlgebraO(X). WegenK(X) =
L(h) erhalten wir dann

fi =
d−1∑

j=0

bijh
j , mit bij ∈ L.

In einem dritten Verkleinerungsschritt wollen wir bij ∈ ϕ∗(O(Y )) erreichen. Es gilt
bij = b′ij/b

′′
ij mit bij′ , b

′′
ij ∈ ϕ∗(O(Y )). Für den Hauptnenner c =

∏
bij gilt c = ϕ∗(g)
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mit g ∈ O(Y ). Verkleinert man Y zu Y \ VY (g) und X zu ϕ−1(Y ), so erreicht man
bij ∈ ϕ∗(O(Y )). Das impliziert insbesondere

O(X) =

d−1∑

i=0

ϕ∗(O(Y ))·hj .

Damit erhält man einen surjektiven Algebrenhomomorphismus

O(Y )⊗K K[T ] → O(X),
∑

gi ⊗ pi 7→
∑

ϕ∗(gi)pi(h).

Der zugehörige Morphismus ı : X → Y × K, x 7→ (ϕ(x), h(x)) ist also eine abge-
schlossene Einbettung. Weiter passt er in ein kommutatives Diagramm

X
ı //

ϕ

��

Y ×K

prY

��
Y

id
// Y

Das eingangs definierte Polynom q ∈ O(Y )[T ] ist eine reguläre Funktion auf Y ×K.
Nach Konstruktion gilt

ı∗(q) = hdad−1h
d−1 + . . .+ a1h+ a0 = 0

auf X . Das impliziert ı(X) ⊆ VY×K(q). Da prY : ı(X)→ Y dominant ist, erhalten
wir dim(ı(X)) ≥ dim(Y ) und somit dim(ı(X)) ≥ dim(Y × K). Es folgt ı(X) =
VY×K(q). �

Erinnerung 8.2.5. Es seien R ein Integritätsring, und es seien zwei Polynome in
R[T ] gegeben:

f = a0T
m + a1T

m−1 + . . .+ am, g = b0T
n + b1T

n−1 + . . .+ bn.

Aus den Koeffizienten a0, . . . , am und b0, . . . , bn bilden wir ein Schema mit m + n
Zeilen und Spalten:

1 2 . . . m+1 m+2 m+3 . . . m+n

1 a0 a1 . . . am 0 0 . . . 0
2 0 a0 a1 . . . am 0 . . . 0
...
n 0 0 . . . 0 a0 a1 . . . am

n+1 b0 b1 . . . bn 0 0 . . . 0
n+2 0 b0 b1 . . . bn 0 . . . 0
...

n+m 0 0 . . . 0 b0 b1 . . . bn

1 2 . . . n+1 n+2 n+3 . . . n+m

Fasst man diese Anordnung als eine Matrix A(f, g) ∈Mat(m+n,m+n;R) auf, so
ist die Resultante von f und g zum Formalgrad (m,n) definiert als

Res(f, g) := det(A(f, g)).

Ist K ein algebraischer Abschluss des Quotientenkörpers Q(R), so können wir die
Polynome f, g ∈ k[T ] zerlegen als

f = c
m∏

i=1

(T − αi), g = d
n∏

j=1

(T − βj)
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mit c, d ∈ R und αi, βj ∈ K. Für die Resultante zum formalen Grad (m,n) von f
und g gilt dann

Res(f, g) = cndm
∏

1≤i≤m

1≤j≤n

(ai − bj).

Insbesondere gilt genau dann Res(f, g) = 0, wenn f und g eine gemeinsame Null-
stelle in K besitzen. Für die Diskriminante des Polynoms f ∈ R[T ] ergibt sich

∆(f) =
∏

1≤i<j≤n

(ai − aj)2

= (−1)m(m−1)
2 Res(f, f ′).

Insbesondere gilt genau dann ∆(f) = 0, wenn das Polynom f mehrfache Nullstellen
in K besitzt.

Satz 8.2.6. Es gelte Char(K) = 0, und es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphis-
mus irreduzibler affiner Varietäten gleicher Dimension. Dann gibt es eine nichtleere
Hauptmenge Y0 ⊆ Y , sodass jede Faser ϕ−1(y) mit y ∈ Y0 aus genau deg(ϕ) Punk-
ten besteht.

Beweis. Gemäß Satz 8.2.4 erhält man nach geeignetem Verkleinern von Y ein kom-
mutatives Diagramm

X

ϕ

��

∼= // VY×K(f)
⊆ //

prY

��

Y×K

prY

��
Y

id
// Y

id
// Y

mit einem gibt normierten irreduziblen Polynom f ∈ O(Y )[T ] vom Grad d :=
deg(ϕ). Es seien

f = T d + ad−1T
d−1 + . . .+ a1T + a0,

fy = T d + ad−1(y)T
d−1 + . . .+ a1(y)T + a0(y),

wobei ai ∈ O(Y ) und y ∈ Y . Damit können wir die Faser ϕ−1(y) über einem Punkt
y ∈ Y beschreiben: Es gilt

ϕ−1(y) ∼= {y} ×K ∩ VY×K(f) = {(y, z); fy(z) = 0} ∼= V (fy).

Die Faser ϕ−1(y) ∼= V (fy) besteht also genau dann aus d Punkten, wenn fy genau d
verschiedene Nullstellen besitzt. Letzteres wird durch die Diskriminante kontolliert;
wir haben

g := ∆(f) ∈ O[T ], ∆(fy) = g(y) ∈ K.

Also besitzt ϕ−1(y) ∼= V (fy) für jedes y mit g(y) 6= 0 genau d Punkte. Mit Yg
erhalten wir daher die gewünschte Hauptmenge. Man beachte, dass g 6= 0 gilt, da
f wegen Char(K) 6= 0 separabel ist. �

Folgerung 8.2.7. Es gelte Char(K) = 0. Dann ist jeder bijektive Morphismus
irreduzibler affiner Varietäten birational.

Beweis. Nach Satz 8.1.5 gibt es eine nichtleere offene Menge Y0 ⊆ Y , sodass für
jedes y ∈ Y0 gilt:

dim(X) = dim(Y ) + dim(ϕ−1(y)).

Da ϕ bijektiv ist, erhalten wir dim(X) = dim(Y ). Satz 8.2.6 liefert dann deg(ϕ) = 1.
Also is ϕ∗ : K(Y )→ K(X) ein Isomorphismus. �
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Folgerung 8.2.8. Es gelte Char(K) = 0, und es seien ϕ : X → Y sowie ψ : X → Z
Morphismen irreduzibler affiner Varietäten. Gibt es eine Abbildung κ : Y → Z mit
der das Diagramm

X
ψ //

ϕ
  ❅

❅❅
❅❅

❅❅
❅ Z

Y

κ

??

kommutativ ist, so gibt es eine nichtleere Hauptmenge Y0 ⊆ Y , für die die Ein-
schränkung κ|Y0

: Y0 → Z ein Morphismus ist.

Beweis. Indem wir Y gegebenfalls durch den Abschluss des Bildes ϕ(X) ersetzen,
erreichen wir, dass Y dominant ist. Wir betrachten den Morphismus

̺ : X → Y × Z, x 7→ (ϕ(x), ψ(x)).

Es sei Ỹ ⊆ Y ×Z der Abschluss des Bildes ̺(X). Dann erhalten wir einen dominan-

ten Morphismus ˜̺: X → Ỹ , x 7→ (ϕ(x), ψ(x)) und ein kommutatives Diagramm

X
ψ //

ϕ
  ❅

❅❅
❅❅

❅❅
❅

˜̺

##

Z

Y

κ

??

Ỹ

prY

OO
prZ

OO

Da ˜̺ dominant ist, gibt es eine nichtleere Hauptmenge Ỹ0 ⊆ Ỹ mit Ỹ0 ⊆ ˜̺(X).

Indem wir Ỹ durch Ỹ0 und X durch ˜̺−1(Ỹ0) ersetzen, erreichen wir, dass ˜̺ surjektiv
ist.

Ebenso gibt es eine nichtleere Hauptmenge Y0 ⊆ Y mit Y0 ⊆ ϕ(X). Indem wir Y ,

Ỹ und X entsprechend verkleinern erreichen wir, dass prY : Ỹ → Y surjektiv ist.
Wegen

ϕ(x) = ϕ(x′) =⇒ ψ(x) = ψ(x′)

erhalten wir, dass prY : Ỹ → Y auch injektiv ist. Nach Folgerung 8.2.7 ist prY : Ỹ →
Y birational. Also gibt es eine offene Menge Y0 ⊆ Y , die einen Umkehrmorphismus

Y0 → Ỹ zu prY erlaubt. Es folgt, dass κ auf Y0 ein Morphismus ist. �
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Aufgaben zu Abschnitt 8.2.

Aufgabe 8.2.9. Betrachte das Quadrieren von Matrizen µ : K2×2 → K2×2, A 7→ A2 und
bestimme die möglichen Fasern dieses Morphismus.
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8.3. Normale affine Varietäten*.

Erinnerung 8.3.1. Es sei R ⊆ S eine Erweiterung von K1-Ringen. Man nennt ein
Element s ∈ S ganz über R, falls es eine Ganzheitsgleichung erfüllt:

sk + ak−1s
k−1 + . . .+ a1s+ a0 = 0, wobei ak−1, . . . , a0 ∈ R.

Der ganze Abschluss R := {s ∈ S; s ganz über R} ist ein Unterring in S. Man
nennt einen Integritätsring R normal, falls R = R für R ⊆ Q(R) gilt.

Jeder faktorielle Ring ist normal. Iansbesondere ist der Polynomring K[T1, . . . , Tn]
normal.

Lemma 8.3.2. Es seien L ein Körper und Ri ⊆ L, i ∈ I, Unterringe. Sind alle
Ri normal, so ist auch ihr Durchschnitt

⋂
i∈I Ri normal.

Beweis. Wir setzen R :=
⋂
i∈I Ri. Als Unterring des Körpers L ist R ein Inte-

gritätsring. Um R = R nachzuweisen, vermerken wir zunächst, dass

Q(R) ⊆ Q(Ri) ⊆ L

gilt. Ist nun r ∈ Q(R) ganz über R, so ist R auch ganz über jedem Ri. Da alle Ri
normal sind, erhalten wir r ∈ Ri. �

Lemma 8.3.3. Es seien R ein Integritätsring und S ⊆ R ein multiplikatives Sy-
stem. Ist R normal, so ist auch der Bruchring S−1R normal.

Beweis. Da R ein Integritätsring ist, haben wir die folgenden Ringerweiterungen:

R ⊆ S−1R ⊆ Q(R) = Q(S−1R).

Es sei nun r/s ∈ Q(R) ganz über S−1R. Dann haben wir eine Ganzheitsgleichung
(r
s

)k
+ ak−1

(r
s

)k−1

+ . . .+ a0 = 0, mit ai =
bi
ci
, bi,∈ R, ci ∈ S.

Es sei c := ck1 · . . . · c0. Multiplizieren der obigen Ganzheitsgleichung mit ck liefert
(cr
s

)k
+ cak−1

(cr
s

)k−1

+ . . .+ cka0 = 0.

Also ist cr/s ∈ Q(R) ganz über R, und wir erhalten folgt cr/s ∈ R. Das impliziert
jedoch

r

s
=

1

c
· cr
s
∈ C.

�

Lemma 8.3.4. Ist R ein normaler Ring, so ist auch der Polynomring R[T ] normal.

Beweis. �

Definition 8.3.5. Es sei X eine affine Varietät.

(i) Ein Punkt x ∈ X heisst normal, falls der lokale Ring OX,x normal ist.
(ii) Wir nennen X normal, falls jedes x ∈ X normal ist.

Satz 8.3.6. Es sei X eine irreduzible affine Varietät. Dann sind äquivalent:

(i) X ist normal.
(ii) O(X) ist ein normaler Ring.
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Beweis. Sind alle Halme OX,x normale Ringe, so erhalten wir die Normalität O(X)
mit Lemma 8.3.2 und

O(X) =
⋂

x∈X

OX,x ⊆ K(X).

Ist O(X) normal so ist nach Lemma 8.3.3 auch jeder Halm OX,x ∼= O(X)mx
ein

normaler Ring. �

Beispiel 8.3.7. Kn ist normal, da K[T1, . . . , Tn] als faktorieller Ring normal ist.
Damit sind auch Pn und G(k, n) normal.

Beispiel 8.3.8. Die Neilsche Parabel X := V (T 3
1 −T 2

2 ) ⊆ K2 ist nicht normal. Wir
betrachten den surjektiven Morphismus

ϕ : K → X, z 7→ (z2, z3).

Der zugehörige Komorphismus ϕ∗ : OX(X)→ K[T ] ist injektiv. Sein Bild ist gerade

R := ϕ∗(OX(X)) = K[T 2, T 3] =
{∑

aiT
i ∈ K[T ]; a1 = 0

}
.

Es folgt Q(R) = K(T ). Das Element T ∈ K(T ) ist offensichtlich ganz über R, liegt
jedoch nicht in R.

Definition 8.3.9. Eine affine Varietät X heisst lokal faktoriell, falls jeder lokale
Ring OX,x, wobei x ∈ X , faktoriell ist.

Bemerkung 8.3.10. Es sei X eine affine Varietät. Ist O(X) faktoriell, so ist auch
jeder Halm OX,x ∼= O(X)mx

faktoriell. Insbesondere ist X lokal faktoriell.

Satz 8.3.11. Lokal faktorielle affine Varietäten sind normal.

Beweis. Jeder faktorielle Ring ist normal. Dies wendet man auf die lokalen Ringe
an. �

Beispiel 8.3.12. Es sei X := V (T1T2−T 2
3 ) ⊂ K2. Wir zeigen, dass X zwar normal

ist, aber nicht lokal faktoriell. Dazu betrachten wir die Abbildung

ϕ : K2 → X, (z1, z2) 7→ (z21 , z
2
2 , z1z2).

Diese Abbildung ist surjektiv; man kann für jeden Punkt (a1, a2, a3) ∈ X ein Urbild
angeben. Getrennt nach den Fällen a1 = 0, a2 = 0 sowie a1a2 6= 0 gilt

ϕ(0,
√
a2) = (a1, a2, a3), ϕ(

√
a1, 0) = (a1, a2, a3), ϕ(

a3√
a2
,
√
a2) = (a1, a2, a3).

Insbesondere ist der zugehörige Komorphismus ϕ∗ : OX(X) → K[T1, T2] injektiv.
Für sein Bild erhalten wir

R := ϕ∗(OX(X)) = K[T 2
1 , T

2
2 , T1T2]

=
{∑

aijT
i
1T

j
2 ∈ K[T1, T2]; aij = 0 falls i+ j ungerade

}
.

D.h., R besteht genau aus den geraden Polynomen in K[T1, T2]. Wir zeigen, dass
R normal ist. Dazu sei f/g ∈ Q(R) ganz über R. Dann ist f/g insbesondere ganz
über K[T1, T2].

Da der Polynomring K[T1, T2] als faktorieller Ring normal ist, gilt f/g ∈ K[T1, T2].
Da f/g als Quotient gerader Funktionen gerade ist, folgt f/g ∈ R. Um zu sehen,
dass X nicht lokal faktoriell ist, betrachten wir den lokalen Ring OX,0. Zunächst
sei vermerkt, dass man vermöge ϕ∗ einen kanonischen Isomorphismus erhält

OX,0 ∼= R0 := {f/g ∈ Q(R); g(0) 6= 0} ⊆ Q(R).
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Es genügt also zu zeigen, dass R0 kein faktorieller Ring ist. Dazu zeigen wir, dass
F := T 2

1 ∈ R0 irreduzibel, aber nicht prim ist. Zur Irreduzibilität: Es sei

F =
ã

a

b̃

b
mit a, b, ã, b̃ ∈ R, a(0), b(0) 6= 0.

Wir haben zu zeigen, dass einer der Faktoren ã/a und b̃/b eine Einheit in R0 ist.
Multiplikation der obigen Gleichung mit ab liefert die folgende Gleichung in R:

abF = abT 2
1 = ãb̃.

Diese bearbeiten wir nun in K[T1, T2]. Wir behaupten, dass T 2
1 eines der beiden

Elemente ã und b̃ teilt. Andernfalls hätten wir

ã = T1a
′, b̃ = T1b

′

mit gewissen a′, b′ ∈ K[T1, T2]. Die Polyome a′ und b′ sind offenbar ungerade, ins-
besondere folgt a′(0) = 0 = b′(0). Das widerspricht ab = a′b′. Also muss T 2

1 eines

der Elemente ã und b̃ teilen, etwa ã. Damit folgt

ab = a′b̃

mit einem a′ ∈ K[T1, T2]. Insbesondere ergibt sich b̃(0) 6= 0. Folglich ist b̃/b eine

Einheit in R0. Analog schließt man, dass ã/a Einheit ist, falls T 2
1 Teiler von b̃ ist.

Zeigen wir nun, dass T 2
1 kein Primelement in R0 ist. Wir betrachten die Zerlegungen

T 2
1 T

2
2 = (T1T2)(T1T2) = FT 2

2 .

Wäre F Primelement in R0, so müsste F ein Teiler von T1T2 sein, d.h., T1T2 = F ã/a
mit gewissen geraden Polynomen ã und a, wobei a(0) 6= 0. In K[T1, T2] hätten wir
damit

aT2 = ãT1.

Das Monom T2 muss dann Teiler von ã sein, was a(0) = 0 impliziert. Widerspruch.
Also kann F kein Primelement in R0 sein. Da irreduzible Elemente in faktoriellen
Ringen prim sind, kann R0 kein faktorieller Ring sein.

Beispiel 8.3.13. Es seien Char(K) 6= 2 und X := V (T 2
1 + . . . + T 2

r ) ⊆ Kr mit
r ≥ 5. Dann gilt Xsing = {0}. Der Ring O(X) ist faktoriell und somit sind auch
alle lokalen Ringe OX,x faktoriell, insbesondere gilt dies für den lokalen Ring OX,0.
einen Beweis findet man in Scheja/Storch, Lehrbuch der Algebra, Teil 2, VII.60.2.

Satz 8.3.14. Es seien X eine irreduzible normale affine Varietät, n := dim(X)
und Y ⊆ X mit dim(Y ) = n − 1. Dann gibt es eine affine offene Menge U ⊆ X
und ein f ∈ OX(U) mit

U ∩ Y 6= ∅, IU (Y ∩ U) = 〈f〉.

Beweis. Es sei Y ′ ⊆ Y eine (n − 1)-dimensionale irreduzible Komponente, und es
sei 0 6= g ∈ IX(Y ). Nach dem Krullschen Hauptidealsatz ist VX(g) ⊆ X rein (n−1)-
dimensional. Nach dem Identitätssatz ist daher Y ′ eine irreduzible Komponente von
X . Durch geeignetes Verkleinern von X erreichen wir Y = Y ′ = VX(g). Wir dürfen
also von vorneherein annehnemmen, dass Y irreduzibel ist, und dass Y = VX(g)
mit einem g ∈ O(X) gilt.

Es seien g1, . . . , gr Erzeugende des Verschwindungsideales IX(Y ). Nach dem Hil-

bertschen Nullstellensatz gibt es Zahlen ki ∈ Z≥0 mit gkii ∈ 〈g〉. Für hinreichend
großes k, etwa k ≥ rmax(k1, . . . , kr), gilt daher

IX(Y )k ⊆ 〈g〉.
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Wir wählen nun k minimal mit der obigen Eigenschaft. Dann gibt es eine Funktion
h ∈ IX(Y )k−1 mit h 6∈ 〈g〉 und ah ∈ 〈g〉 für alle a ∈ IX(Y ). Wir erhalten

h

g
∈ K(X) \ O(X),(8.3.14.1)

h

g
IX(Y ) ⊆ O(X),(8.3.14.2)

h

g
IX(Y ) 6⊆ IX(Y ).(8.3.14.3)

Dabei bedarf die letzte Aussage der Erläuterung. Hätte man h/gIX(Y ) ⊆ I(Y ), so
erhält man für die Erzeugenden g1, . . . , gr von IX(Y ) Darstellungen

h

g
gi =

r∑

j=1

aijgj

mit Funktionen aij ∈ O(X). Wir betrachtenA := (aij)1≤i,j≤r . Dann ist (g1, . . . , gr) ∈
K(X)r Eigenvektor zum Eigenwert h/g der Matrix A. Das bedeutet

det

(
h

g
Er −A

)
= 0.

Dies ist jedoch eine Ganzheitsgleichung für h/g überO(X). DaO(X) nach Satz 8.3.6
normal ist, folgt h/g ∈ O(X). Widerspruch zur Wahl von h und g.

Nach 8.3.14.3 gibt es eine Funktion f ∈ IX(Y ) mit fh/g 6∈ IX(Y ). Nach 8.3.14.2 gilt
fh/g ∈ O(X). Wir setzen U := Xfh/g. Wegen fh/g 6∈ IX(Y ) ist der Durchschnitt
Y ∩ U nicht leer. Weiter haben wir in K(U):

f−1IU (Y ∩ U) =
h

g

(
fh

g

)−1

IU (Y ∩ U)

=
h

g

(
fh

g

)−1
{
a

(
fh

g

)−l

; a ∈ IX(Y ), l ∈ Z≥0

}

=

{
h

g
a

(
fh

g

)−l

; a ∈ IX(Y ), l ∈ Z≥1

}

⊆ O(U).

Damit folgt, dass f |U die gewünschte Funktion ist: Für b ∈ IU (Y ∩U) gilt nach der
obigen Überlegung f−1b = a ∈ O(U), und es folgt b = af ∈ 〈f〉. �

Beispiel 8.3.15. Es sei X := V (z1z2 − z3z4) ⊆ K4. Dann ist X eine irreduzible
(sogar normale) dreidimensionale affine Varietät. Die zweidimensionale Teilmenge

Y := V (z1, z3) ∼= K2

kann jedoch nicht als Nullstellenmenge einer Funktion f ∈ O(X) realisiert werden,
da X \ Y nicht affin ist. Insbesondere kann IX(Y ) kein Hauptideal sein.
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Aufgaben zu Abschnitt 8.3.

Aufgabe 8.3.16. Beweise die Aussage aus Beispiel 8.3.15: Betrachte die algebraischen
Mengen

X := V (z1z2 − z3z4) ⊆ K4, Y := V (z1, z3) ⊆ X

und zeige, dass Y nicht als Nullstellenmenge einer Funktion f ∈ O(X) realisiert werden
kann.

Aufgabe 8.3.17. Es seiX eine affine Varietät mit irreduziblen KomponentenX1, . . . , Xn.
Zeige:

Xsing =
r⋃

i=1

Xsing
i ∪

⋃

i6=j

(Xi ∩Xj).

Hinweis: Zur Lösung der Aufgabe darf verwendet werden, dass jeder reguläre lokale Ring
faktoriell ist.
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8.4. Normalisierung*.

Erinnerung 8.4.1. Es sei K ⊆ L eine Körpererweiterung. Die Galoisgruppe dieser
Erweiterung ist definiert als

Aut(L,K) := {ϕ ∈ Aut(L); ϕ|K = idK}.
Man nennt K ⊆ L galoissch, falls K der Fixkörper einer endlichen Untergruppe
G ⊆ Aut(L,KK) ist, d.h., falls

K = {a ∈ L; ϕ(a) = a für alle ϕ ∈ G}.
Eine KörpererweiterungK ⊆ L ist genau dann galoissch, wenn sie Zerfällungskörper
eines separablen Polynoms f ∈ K[T ] ist. Ist K ⊆ L eine Galoiserweiterung, so gilt

|Aut(L,K)| = [L : K].

Insbesondere ist die Galoisgruppe Aut(L,K) dann endlich. Man definiert in diesem
Fall die Spur eine Elements a ∈ L als

Spur(a) :=
∑

ϕ∈Aut(L,K)

ϕ(a)

Satz 8.4.2. Es sei K ⊆ L eine Galoiserweiterung. Dann hat man einen Isomor-
phismus von K-Vektorräumen

σ : L → Hom(L,K), a 7→ [b 7→ Spur(ab)]

Beweis. Die Zuordnung σ ist offensichtlich eine wohldefinierte lineare Abbildung.
Es genügt daher zu zeigen, dass σ injektiv ist. Dazu sei a ∈ L mit σ(a) = 0 gegeben.
Dann erhalten wir

0 = σ(a)(b) = Spur(ab) =
∑

ϕ∈Aut(L,K)

ϕ(a)ϕ(b)

für jedes b ∈ L. Das bedeutet
∑

ϕ∈Aut(L,K)

ϕ(a)ϕ = 0 ∈ Abb(L∗,L)

Der Satz über die lineare Unabhängigkeit der Charaktere liefert daher ϕ(a) = 0 für
alle ϕ ∈ Aut(L,K). Das impliziert insbesondere a = 0. �

Lemma 8.4.3. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkörper K := Q(R).
Weiter seien K ⊆ L eine Galoiserweiterung und S := R der ganze Abschluss von
R in L. Dann gilt Spur(s) ∈ R für jedes s ∈ S.

Beweis. Ist eine Element s ∈ S gegeben, so finden wir für dieses eine Ganzheits-
gleichung

sn + an−1s
n−1 + . . .+ a0 = 0, mit a0, . . . , an−1 ∈ R.

Wendet man ein Element ϕ ∈ Aut(L,K) auf diese Gleichung an, so ergibt sich mit
ai ∈ K:

ϕ(sn + an−1s
n−1 + . . .+ a0) = ϕ(s)n + an−1ϕ(s)

n−1 + . . .+ a0 = 0.

Das bedeutet ϕ(s) ∈ S für alle ϕ ∈ Aut(L,K). Damit ergibt sich Spur(s) ∈ S, d.h.,
Spur(s) ist ganz über R. Weiter hat man für jedes ψ ∈ Aut(L,K):

ψ(Spur(s)) =
∑

ϕ∈Aut(L,K)

ψ(ϕ(s)) =
∑

ϕ∈Aut(L,K)

ϕ(s) = Spur(s).

Da K der Fixkörper von L unter Aut(L,K) ist, erhalten wir Spur(s) ∈ K. Da R
normal ist, folgt Spur(s) ∈ R. �
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Satz 8.4.4. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkörper K := Q(R). Ist
K ⊆ L eine endliche separable Körpererweiterung und S := R der ganze Abschluss
von R in L, so ist R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass K ⊆ L eine Galoiserweiterung ist.
Zunächst zeigen wir, dass L eine K-Basis a1, . . . , ar mit ai ∈ S besitzt. Dazu wählen
wir eine K-Basis ã1 . . . , ãr für L. Dann erfüllt jedes Element ãi eine Gleichung

ãni

i + cini−1ã
ni−1
i + . . .+ ci0 = 0

mit cij ∈ K. Wir schreiben cij = c′ij/c
′′
ij und setzen c := ci0 · . . . · cini−1. Dann ist

ai := cãi ∈ L ganz über R, und es folgt ai ∈ R. Somit ist a1, . . . , ar die gesuchte
K-Basis für L.

Satz 8.4.2 erlaubt es, L mit seinem Dualraum zu identifizieren. Insbesondere finden
wir eine K-Basis b1, . . . , br mit bi ∈ L für L mit

Spur(aibj) =

{
1 i = j,

0 i 6= j.

Jedes s ∈ S ist von der Gestalt s = β1b1+ . . .+βrbr mit βj ∈ K. Nach Lemma 8.4.3
gilt Spur(sai) ∈ R für jedes 1 ≤ i ≤ r. Damit ergibt sich

βj =

r∑

i=1

βjSpur(aibj) = Spur(sbj) ∈ A

Folglich ist S in dem endlich erzeugten R-Modul M := R·b1+ . . .+R·br enthalten.
Mit R ist auch M noethersch. Als Untermodul von M ist der R-Modul S ebenfalls
noethersch und somit endlich erzeugt.

Ist K ⊆ L nicht galoissch, so wählen wir ein primitives Element a ∈ L für K ⊆
L. Dann gilt L = K(a) und der Zerfällungskörper K ⊆ L′ des Minimalpolynoms
fa ∈ K[T ] von a ist eine Galoiserweiterung mit L ⊆ L′. Wir wissen bereits, dass der
ganze Abschluss S′ von R in L′ ein endlich erzeugter R-Modul ist. Da R noethersch
ist, muss auch S ⊆ S′ ein endlich erzeugter R-Modul sein. �

Satz 8.4.5. Es seien k ein Körper und A eine endlich erzeugte nullteilerfreie k-
Algebra. Dann ist der ganze Abschluss A von A in Q(A) eine endlich erzeugte
k-Algebra.

Lemma 8.4.6. Es seien k ein Körper der Charakteristik p > 0 und f1, . . . , fr ∈
k(T1, . . . , Tn)[U ] irreduzible Polynome. Dann gibt es eine endliche Ringerweiterung

k[T1, . . . , Tn] ⊆ k′[S1, . . . , Sn]

und separable Polynome gi ∈ k′(S1, . . . , Sn)[U ], wobei 1 ≤ i ≤ r, sodass fi = gp
mi

i

mit geeigneten mi ∈ Z≥0 gilt.

Beweis. Jedes Polynom fi ist von der Form fi = gi(U
pmi

) mit einem Polynom
g̃i ∈ k[T1, . . . , Tn][U ], sodass ∂g̃i/∂U 6= 0 gilt. Wir schreiben

g̃i =
∑

j∈Z>0



∑
ν∈Zn

≥0
b̃ijνT

ν

∑
ν∈Zn

≥0
c̃ijνT ν


U j.

In einem algebraischen Abschluss k von k wählen wir bijν , cijν ∈ k mit bmi

ijν = b̃ijν
bzw. cmi

ijν = c̃ijν und setzen k′ := k(bijν , cijν ; i, j, ν). Für n := max(pm1 , . . . , pmr)
betrachten wir die Einbettung

k[T1, . . . , Tn] → k′[S1, . . . , Sn], Ti 7→ Sni .
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Dann ist k′[S1, . . . , Sn] über k[T1, . . . , Tn] erzeugt durch endlich viele Potenzen der
bijν und der Sl. Wir betrachten die Polynome

gi :=
∑

j∈Z>0



∑
ν∈Zn

≥0
bijνS

n
pmi

·ν

∑
ν∈Zn

≥0
cijνS

n
pmi

·ν


U j ∈ k′[S1, . . . , Sn][U ]

Diese erfüllen gp
mi

i = fi. Wir zeigen, dass gi separabel ist. Andernfalls hätten wir
gi = hi(U

pi). Das impliziert

g̃i(U
pmi

) = gi(U)p
mi

= hi(U
p)p

mi
= h̃i((U

pmi
)p)

mit einem Polynom h̃i. Also erhalten wir g̃i(U) = h̃i(U
p). Das steht im Widerspruch

zu ∂g̃i/∂U 6= 0. �

Beweis von Satz 8.4.5. Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma 7.4.9 gibt
es eine endliche Ringerweiterung k[T1, . . . , Tn] ⊆ A; wir finden also a1, . . . , ar ∈ A
mit

A = k[T1, . . . , Tn][a1, . . . , ar],

Q(A) = k(T1, . . . , Tn)(a1, . . . , ar).

Falls dabei die Körpererweiterung k(T1, . . . , Tn) ⊆ Q(A) separabel ist, definieren
wir

R := k[T1, . . . , Tn], K := Q(R), L := Q(A).

Andernfalls gilt Char(K) =: p > 0. Zu jedem ai betrachten wir dann das Minimal-
polynom fi ∈ k(T1, . . . , Tn)[T ]. Gemäß Lemma 8.4.6 wählen wir ein kommutatives
Diagramm

k′[S1, . . . , Sn] // k′(S1, . . . , Sn)

k[T1, . . . , Tn] //

OO

k(T1, . . . , Tn)

OO

und separable Polynome gi ∈ k′(S1, . . . , Sn)[T ] mit fi = gp
mi

i . In einem algebrai-
schen Abschluss von Q(A), der k′(S1, . . . , Sn) enthält, haben wir dann folgende
Situation.

R K L

k′[S1, . . . , Sn] // k′(S1, . . . , Sn) // k′(S1, . . . , Sn)(a1, . . . , ar)

k[T1, . . . , Tn]

OO

��
k[T1, . . . , Tn][a1, . . . , ar] // k(T1, . . . , Tn)(a1, . . . , ar)

OO

A Q(A)

Dabei gilt gi(ai) = 0 für jedes ai ∈ L. Folglich ist die Körpererweiterung K ⊆ L
separabel. Man beachte, dass k[T1, . . . , Tn] ⊆ k′[S1, . . . , Sn] endlich ist.
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Mit den so definierten Daten R,K und L können wir den Beweis abschliessen. Die
Ringerweiterungen k[T1, . . . , Tn] ⊆ R sowie k[T1, . . . , Tn] ⊆ A sind endlich und
somit ganz. Für die ganzen Abschlüsse in L erhalten wir daher:

R
L

= k[T1, . . . , Tn]
L

= A
L

.

Nach Satz 8.4.4 ist R ⊆ RL
und damit auch k[T1, . . . , Tn] ⊆ RL

endlich. Folglich ist

A ⊆ AL
endlich. Da A noethersch ist, muss auch Q(A) ⊆ AL

ein endlicher A-Modul
sein. �

Folgerung 8.4.7. Es sei X eine irreduzible affine Varietät. Dann gibt es eine

normale affine Varietät X̃ und einen endlichen surjektiven Morphismus ν : X̃ → X
mit folgender Eigenschaft:

(Nor) Ist ϕ : Y → X ein dominanter Morphismus von einer normalen affinen

Varietät Y nach X, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus ϕ̃ : Y → X̃
mit dem das folgende Diagramm kommutativ wird

X̃

ν

��
Y ϕ

//

ϕ̃

??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧
X

Beweis. Es sei A := O(X), und es sei A ⊆ K(X) der ganze Abschluss von A in
K(X). Nach Satz 8.4.5 ist A eine normale affine Algebra, und A ⊆ A ist eine ganze
Ringerweiterung.

Wir erhalten also eine normale affine Varietät X̃ := Spec(A), und die Inklusion
A ⊆ A Definiert einen dominanten endlichen (und somit surjektiven) Morphismus

ν : X̃ → X .

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft seien eine normale affine Varietät Y und
ein dominanter Morphismus ϕ : Y → X gegeben. Für die beteiligten Komorphismen
ergibt sich das folgende kommutative Diagramm:

O(X̃)

ϕ∗

uu❦❦❦
❦❦❦

❦❦❦
❦❦❦

❦❦❦
❦❦

##●
●●

●●
●●

●●

K(Y ) O(Y )⊇ O(X)

ν∗

OO

ϕ∗
oo ⊆ K(X)

ϕ∗

gg

Da O(Y ) ganz abgeschlossen in K(Y ) ist, gilt ϕ∗(O(X̃)) ⊆ O(Y ). Also erhält man

durch Einschränken von ϕ∗ einen Algebrenhomomorphismus O(X̃) → O(Y ). Der

zugehörige Morphismus Y → X̃ hat die gewünschten Eigenschaften. �

Folgerung 8.4.8. Es sei X eine irreduzible affine Varietät. Dann gibt es ein 0 6=
f ∈ O(X), sodass die affine Varietät Xf normal ist.

Beweis. Die Normalisierung ν : X̃ → X ist nach Konstruktion birational. Satz 7.2.16

liefert ein 0 6= f ∈ O(X) und einen Isomorphismus ν−1(Xf )→ Xf . Mit X̃ ist auch

ν−1(Xf ) = X̃ν∗(f) normal; siehe Lemma 8.3.3. Folglich ist Xf
∼= ν−1(Xf ) nor-

mal. �
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Aufgaben zu Abschnitt 8.4.

Aufgabe 8.4.9. Es sei X := V (T 3
1 − T 2

2 ) ⊆ K2. Zeige, dass ν : K→ X, z 7→ (z3, z2) eine
Normalisierung von X ist.
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8.5. Morphismen III*.

Definition 8.5.1. Es seien R ⊆ S eine Ringerweiterung und a ⊆ R ein Ideal. Ein
Element s ∈ S heisst ganz über a, falls es eine Ganzheitsgleichung

sn + an−1s
n−1 + . . .+ a1s+ a0 = 0

mit Elementen a0, . . . , an−1 ∈ a erfüllt. Der ganze Abschluss des Ideals a ⊆ R ist
die folgende Teilmenge im ganzen Abschluss R von R:

a := {b ∈ S; b ganz über a} ⊆ R.

Satz 8.5.2. Es seien R ⊆ S eine Ringerweiterung, a ⊆ R ein Ideal und b ⊆ R das
von a im ganzen Abschluss von R erzeugte Ideal.

(i) Es gilt a =
√
b ⊆ R

(ii) Ist R normal, so gilt a =
√
a ⊆ R.

(iii) Ist R normal und a ein Primideal, so gilt a = a ⊆ R.

Beweis. Nur bei Aussage (i) ist etwas zu zeigen. Ist s ∈ a gegeben, so haben wir
eine Ganzheitsgleichung sn+an−1s

n−1+ . . .+a1s+a0 = 0 mit Koeffizienten ai ∈ a.

Das impliziert s ∈ R und sn ∈ b. Letzteres bedeutet s ∈
√
b.

Es sei nun s ∈
√
b. Dann gilt sn = a1s1 + . . .+ ansn mit ai ∈ a und si ∈ R. Nach

Satz 7.3.3 ist der R-Modul M := R[s1, . . . , sn] ein endlich erzeugt, etwa durch
u1, . . . , um ∈M . Es gilt snM ⊆ aM und somit erhalten wir Darstellungen

snui =

m∑

j=1

aijuj, aij ∈ a, i = 1, . . . ,m.

Mit der Matrix A = (aij)1≤i,j≤m können wir diese Gleichungen schreiben als
(snEm−A)·u = 0, wobei u = (u1, . . . , um). Lemma 7.3.4 liefert det(snEm−A) = 0,
was eine Ganzheitsgleichung für sn, und somit auch für s, über a darstellt. �

Satz 8.5.3. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkörper K := Q(R). Weiter
seien K ⊆ L eine Körpererweiterung und b ∈ L ein algebraisches Element mit
Minimalpolynom fb ∈ K[T ] über K. Ist b ∈ L ganz über einem Ideal a ⊆ R, so
liegen die Koeffizienten von fb ∈ K[T ] in

√
a.

Beweis. Wir wählen einen algebraischen Abschluss K ⊆ K mit b ∈ K. Dann zerfällt
das Minimalpolynom fb ∈ K[T ] über K in Linearfaktoren:

fb = (T − b1) · · · (T − bn), wobei bi ∈ K, b1 = b.

Wir zeigen, dass mit b1 auch b2, . . . , bn ganz über a ⊆ R sind. Dazu sei 0 6= f ∈
R[T ] ein normiertes Polynom mit f(b1) = 0, dessen Koeffizienten aus a stammen.
Dann gilt f = hfb mit einem h ∈ K[T ]. Das impliziert f(bi) = 0 für jedes i =
2, . . . , n. Somit sind auch b2, . . . , bn ∈ K ganz über a und liegen somit in

√
a; siehe

Satz 8.5.2. Die Koeffizienten von fb ergeben sich nun durch Ausmultiplizieren und
liegen ebenfalls in

√
a. �

Satz 8.5.4 (Going-Down-Theorem). Es sei R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung,
wobei S Integritätsring und R normal sei. Weiter seien p1 ⊆ p2 Primideale in R
und q2 ein Primideal in S mit q2 ∩R = p2. Dann gibt es ein Primideal q1 in S mit
q1 ⊆ q2 und q1 ∩R = p1.

Lemma 8.5.5. Es seien R ⊆ S eine Ringerweiterung, p ⊆ R ein Primideal und
P ⊆ S das von p in S erzeugte Ideal. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) Es gibt ein Primideal q ⊆ S mit q ∩R = p.
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(ii) Es gilt p = P ∩R.

Beweis. Nehmen wir zunächst an, dass (i) gilt. Dann haben wir P ⊆ q und erhalten
p = P ∩R mit

p ⊆ P ∩R ⊆ q ∩R = p.

Es gelte nun (ii). Wir betrachten das multiplikative System U := R \ p und die
Ringerweiterung U−1R ⊆ U−1S. Es gilt

U ∩P = (R \ p) ∩P = (R ∩P) \ p = p \ p = ∅.
Also ist U−1P ⊆ U−1S ein echtes Ideal. Es sei m ⊆ U−1S ein maximales Ideal mit
U−1P ⊆ m. Wir setzen q := m ∩ S. Dann gilt

p ⊆ P ∩R ⊆ U−1P ∩R ⊆ m ∩R = m ∩ S ∩R = q ∩R.
Andererseits gilt q ∩ U ⊆ m ∩ U = ∅. Wir schließen q ∩ R = p. Als Urbild des
Primideals m ⊆ U−1S ist q ⊆ S ein Primideal. �

Lemma 8.5.6. Es sei R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung, a ⊆ R ein Ideal und
b ⊆ S das von a in S erzeugte Ideal. Dann ist jedes b ∈ b ganz über a.

Beweis. Wir betrachten zunächst Elemente b ∈ b der Form b = as mit a ∈ a und
s ∈ S. Da s ganz über R ist, haben wir eine Gleichung

sn + cn−1s
n−1 + . . .+ c1s+ c0 = 0

mit Koeffizienten ci ∈ R. Multiplikation dieser Gleichung mit an liefert eine Ganz-
heitsgleichung für as über a:

(as)n + acn−1(as)
n−1 + . . .+ an−1c1(as) + anc0 = 0.

Das allgemeine Element b ∈ b ist von der Gestalt b = a1s1 + . . .+ aksk mit ai ∈ a

und si ∈ S. Wie eben gesehen, ist jedes aisi ganz über a. Satz 8.5.2 zeigt, dass b
ganz über a ist. �

Beweis von Satz 8.5.4. Wir betrachten die Lokalisierung Sq2 , die Ringerweiterung
R ⊆ Sq2 , das von p1 ⊆ R in Sq2 erzeugte Ideal P1 ⊆ Sq2 und behaupten zunächst

P1 ∩R = p1.

Die Inklusion
”
⊇“ ist offensichtlich. Zum Nachweis von

”
⊆“ sei b ∈ P1∩R gegeben.

Für b = 0 ist nichts zu zeigen, sodass wir b 6= 0 annehmen dürfen. Wegen b ∈ P1

haben wir b = s/u mit einem Element s aus dem von p1 in S erzeugten Ideal und
einem Element u ∈ S \ q2. Nach Lemma 8.5.6 ist s ganz über p1. Nach Satz 8.5.3
ist das Minimalpolynom fs ∈ Q(R)[T ] von s ∈ Q(S) von der Form

fs = sn + cn−1s
n−1 + . . .+ c1s+ c0

mit Koeffizienten ci ∈ p1. Wegen 0 6= b ∈ R können wir einen Automorphismus des
Polynomringes definieren durch

Φ: Q(R)[T ] → Q(R)[S], T 7→ bT.

Mit fs ist dann auch Polynom fu := b−nΦ(fs) ∈ Q(R)[T ] irreduzibel. Weiter ist fu
normiert und mit u = s/b erhalten wir

fu(u) =
1

bn
fs(bu) =

1

bn
fs(s) = 0.

Somit ist fu ∈ Q(R)[T ] das Minimalpolynom von u ∈ Q(S) über Q(R). Konkret
ist fu gegeben durch

fu = T n +
cn−1

b
tn−1 + . . .+

c1
bn−1

T +
c0
bn
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Nun ist u ∈ S ganz über R. Nach Satz 8.5.3 liegen daher alle Koeffizienten ri von
fu in R. Dabei gilt bn−1ri = ci ∈ p1. Nehmen wir an, wir hätten b 6∈ p1. Dann hätte
man ri ∈ p1 für i = 0, . . . , n − 1. Das impliziert sn ∈ P1 und somit sn ∈ q2, was
wiederum sn ∈ q2 impliziert. Widerspruch zu s ∈ S \ q2. Also gilt b ∈ p1 und wir
haben, wie behauptet

P1 ∩R = p1.

Nach Lemma 8.5.5 gibt es dann ein Primideal q′1 ⊆ Sq2
mit q′1∩R = p1. Wir zeigen,

dass q1 := q′1∩S die gewünschten Eigenschaften hat. Offensichtlich gilt q1∩R = p1
Als Urbild des Primideals q′1 ist q1 zudem ein Primideal. Da q′1 ein echtes Ideal in
Sq2 ist, besitzen S ∩ q′1 und S \ q2 leeren Durchschnitt. Das bedeutet q1 ⊆ q2. �

Satz 8.5.7. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter endlicher Morphismus irreduzibler
affiner Varietäten, wobei Y normal sei. Weiter seien B ⊆ Y abgeschlossen, irredu-
zibel und k := dim(B).

(i) Für jede irreduzible Komponente A ⊆ ϕ−1(B) gilt ϕ(A) = B.
(ii) Das Urbild ϕ−1(B) ⊆ X ist rein k-dimensional.

Beweis. Der Komorphismus ϕ∗ : O(Y )→ O(X) ist injektiv, da ϕ dominant ist. Ins-
besondere ist R := ϕ∗(O(Y )) isomorph zu O(Y ) und somit normal. Mit S := O(X)
erhalten wir eine endliche Ringerweiterung R ⊆ S. Wir betrachten die Primideale

p1 := ϕ∗(IY (B)) ⊆ R, p2 := ϕ∗(IY (ϕ(A)) ⊆ R, q2 := IX(A) ⊆ S.
Wegen ϕ(A) ⊆ B gilt p1 ⊆ p2. Weiter gilt p2 = q2 ∩ R; siehe Satz 7.2.2. Nach
Satz 7.4.4 ist das Bild ϕ(A) ⊆ B eine abgeschlossene Menge in Y .

Nehmen wir nun an, es gelte ϕ(A) 6= B. Dann gilt p1 6= p2. Das Going-Down
Theorem 8.5.4 liefert uns ein Primideal q1 ⊆ q2 in S mit p1 = q1 ∩R. Dabei muss
q1 6= q2 gelten. Die Menge A′ := VX(q1) ist abgeschlossen und irreduzibel in X .
Wegen q1 ( q2 gilt A ( A′ und p1 = q1∩R bedeutet ϕ(A′) = B. Zusammengenom-
men haben wir A ( A′ ⊆ ϕ−1(B). Andererseits ist A als irreduzible Komponente
eine maximale abgeschlossene Teilmenge von ϕ−1(B). Widerspruch. �

Satz 8.5.8. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter endlicher Morphismus irreduzibler
affiner Varietäten, wobei Y normal sei. Dann ist ϕ eine offene Abbildung.

Beweis. Es sei U ⊆ X offen. Wir zeigen, dass C := X \ ϕ(U) abgeschlossen ist.
Andernfalls gibt es einen Punkt x ∈ U mit ϕ(x) ∈ C. Es sei B ⊆ C eine irreduzible
Komponente mit ϕ(x) ∈ B. Dann gibt es eine irreduzible Komponente A ⊆ ϕ−1(B)
mit x ∈ U ∩ A. Somit ist U ∩ A dicht in A. Satz 8.5.7 liefert ϕ(A) = B. Mit
ϕ(A ∩ U) ⊆ B ∩ ϕ(U) sehen wir, dass B ∩ ϕ(U) dicht in B liegt. Ebenso liegt
B ∩ C dicht in B. Nach Satz 8.1.12 sind B ∩ ϕ(U) sowie B ∩ C konstruierbar und
enthalten somit jeweils nichtleere offene Teilmengen von B. Letztere sind disjunkt;
Widerspruch zur Irreduzibilität von B. �

Satz 8.5.9. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus irreduzibler affiner Va-
rietäten und es sei d := dim(X)−dim(Y ). Dann gibt es eine nichtleere Hauptmenge
Y0 ⊆ Y , sodass die Einschränkung ϕ0 := ϕ|X0

: X0 → Y0, wobei X0 := ϕ−1(Y0),
folgende Eigenschaften besitzt.

(i) Ist B ⊆ Y0 eine k-dimensionale irreduzible abgeschlossene Teilmenge, ist
das Urbild ϕ−1

0 (B) ⊆ X0 rein (k + d)-dimensional.
(ii) Die Einschränkung ϕ0 : X0 → Y0 ist eine offene Abbildung.

Lemma 8.5.10. Es seien X und Y affine Varietäten. Dann sind die Projektionen
prX : X × Y → X und pry : X × Y → Y offene Abbildungen.



212 ©J. HAUSEN, M. WROBEL 2019

Beweis. Es sei U ⊆ X × Y offen. Wir müssen zeigen, dass prX(U) ⊆ X eine offene
Menge ist. Es gilt

prX(U) =
⋃

y∈Y

prX(U ∩ (X × {y}))

Für jedes y ∈ Y ist X×{y} abgeschlossen in X×Y und die Projektion prX definiert
einen Isomorphismus von X × {y} auf X . Somit stellt die obige Formel das Bild
prX(U) als Vereinigung offener Teilmengen von X dar. �

Beweis von Satz 8.5.9. Nach Folgerung 8.4.8 gibt es eine nichtleere Hauptmenge
Y0 ⊆ Y , sodass Y0 normal ist. Durch Verkleinern von Y0 erreichen wir, dass wir
in der Situation von Satz 8.1.2 sind. Dabei ist mit Y0 auch Y0 × K normal. Die
Behauptungen folgen somit aus den Sätzen 8.5.7, 8.5.8 und Lemma 8.5.10. �
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Aufgaben zu Abschnitt 8.5.
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