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1. KOMMUTATIVE RINGE UND IDEALE

1.1. Kommutative Ringe.

Erinnerung 1.1.1. Ein kommutativer Ring mit Eins, im folgenden kurz K1-Ring
genannt, ist eine Menge R mit Verkniipfungen

add: R x R — R, (a,b) — a+0b,
mult: R x R — R, (a,b) — ab

(iiblicherweise Addition und Multiplikation genannt), sodass folgende Bedingungen
erfiillt sind:
(i) (R,add) ist eine abelsche Gruppe, d.h.,

e es gilt stets a+ (b+c¢) = (a+b) +c,

e es gilt stets a +b =b+ a,

e es gibt ein Element 0 = 0p € R mit 0+ a = a fiir alle a € R,

e zu jedem a € R gibt es ein Element —a € R mit a + (—a) = 0.
(ii) (R,mult) ist ein abelsches Monoid, d.h.,

e es gilt stets a(be) = (ab)c,

e es gilt stets ab = ba,

e es gibt ein Element 1 = 1 € R mit la = a fiir alle a € R,

(iii) Es gilt a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a,b,c € R.

Ein Homomorphismus von K1-Ringen R und S ist eine Abbildung ¢: R — S,
sodass stets gilt

p(1) = L platd) = ela)+o(0b),  plab) = ¢(a)p(b).
Ein Monomorphismus (Epimorphismus, Isomorphismus) ist ein injektiver (surjek-
tiver, bijektiver) Homomorphismus.

Erinnerung 1.1.2. Eine Einheit eines K1-Ringes R ist ein Element a € R, sodass
ab = 1 mit einem b € R gilt; in diesem Fall ist b eindeutig bestimmt und man
schreibt b = a~!. Die Menge R* C R aller Einheiten von R bildet zusammen mit
der Multiplikation eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

Ein Element a € R heifit Nullteiler, falls ab = 0 mit einem 0 # b € R gilt. Einen K1-
Ring nennt man Integrititsring, falls 1 # 0 in R gilt und es keine echten Nullteiler in
R gibt, d.h., ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 impliziert. Ein Kdrper ist ein K1-Ring K
mit 1 # 0 und K* = K\ {0}.

Erinnerung 1.1.3. Es seien R ein K1-Ring, und S C R eine Teilmenge mit fol-
genden Eigenschaften:
0,1€5, a,beS = at+be S, a,be S = abe S.

Man nennt S zusammen mit den Verkniipfungen (a,b) — a + b und (a,b) — ab
einen Unterring von R und bezeichnet das Paar S C R auch als Ringerweiterung.

Es seien R ein K1-Ring, S C R ein Unterring und A C R eine Teilmenge. Dann
erzeugt A einen Unterring iiber S:

S[A] = {Zsﬂ---simi; n,mieZzl, Sij € SUA}
i=1
mit SUA C S[A4]. Gilt A = {a4,...,a,} mit Ringelementen ay,...,a, € R, so
schreibt man auch Slas, ..., a,] anstelle von S[A].

Bemerkung 1.1.4 (Rechnen mit Polynomen). Aus der Analysis sind wir den
Umgang mit Polynomen in mehreren Variablen gewohnt:

(T\T2 +3Ty) + (Ty+2T2—1) = T\Tp +4T, + 2T, — 1,
(T\Ty +3T1) - (Th + 2Ty — 1) = TTy+ 20Ty — ThTo + 3TF + 611 Ty — 3T
= TPTe+2ThTs + 3T7 + 5T Ts — 3T
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Konstruktion 1.1.5 (Polynomring). Es sei R ein K1-Ring. Ein Polynom in den
Variablen Ty, ..., T, iiber R ist ein Ausdruck

Z a, T, TV =T T, a, € R, a, # 0 fiir nur endlich viele v € Z".

n oo
n
VGZZO

Dabei nennt man a, 7" mit a,, # 0 einen Term und a, seinen Koeffizienten. Ein
Monom ist ein Term der Form T" = 17T".

Zwei Polynome > a,T” und > b,T" sind nach Definition genau dann gleich, wenn
a, = b, fiir alle v € Zgo gilt. Mit den Operationen

Sooar | + [ D bT| = > (ay+b)TY,

VEZ%O VEZ%O VEZEU
Z a,T" | - Z b, T" = Z c, T, wobei ¢, = Z Ay,
z/eZgO VGZ;O UGZgO v=p+k
wird die Menge aller Polynome in den Variablen T7,...,T, iiber R zu einem K1-
Ring, dem Polynomring, bezeichnet mit R[T1,...,T,]. Die neutralen Elemente sind
Orr,...m] = ORTY, lpiry,..1) = 1rT".

Bemerkung 1.1.6. Es sei R ein K1-Ring. Fiir das Produkt zweier Terme a7 und
bTH in R[Ty,...,T,] gilt

(aT¥)-(bT") = abT" " = abTy*H ... Tuntin,

Insbesondere gilt T = (T1)** - - - (T,,)"", und man erhilt das Produkt zweier Poly-
nome y_ a, T und ) b, T* einfach durch formales Ausmultiplizieren.

Bemerkung 1.1.7. Es sei R ein K1-Ring. Dann ist der Polynomring R[T1, ..., T,]
als Ring iiber R durch die Variablen T1,...,T,, erzeugt.

Bemerkung 1.1.8. Aus der Analysis wissen wir, wie man den Wert eines Poly-
noms, etwa f = T1T» 4+ 3T}, in einem Punkt, etwa a = (2, —1) berechnet:

fla) = 2-(-1) +3.2 = -2+4+6 = 4

Fiir zwei Polynome gilt dabei stets (f+g)(a) = f(a)+g(a) und (fg)(a) = f(a)g(a).
Das Auswerten von Polynomen ist also homomorph.

Satz 1.1.9 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei R ein K1-Ring.
Dann hat man einen kanonischen Monomorphismus

1 R — R[Ty,...,T,], a — aT®.
Ist p: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen und sind si,...,8, € S, so
erhdlt man durch
¢: R[TY,...,T,] — S, Z a, TV +— Z wlay)s”, wobei s¥ = syt - s,
VEZ%O ueZgo

einen Homomorphismus; dieser besitzt folgende Eigenschaften und ist dadurch ein-
deutig bestimmt:

(i) Es gilt ®(T;) = s; fir jedesi=1,...,n,
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(ii) das folgende Diagramm ist kommutativ

R ‘ S
\ /
R[Ty, ..., Ty)
Beweis. Die Tatsache, dass 1: R — R[T1,...,T,] ein Homomorphismus ist ergibt

sich direkt aus den Definitionen von Addition und Multiplikation in R[T]:
a+b) = (a+b)T° = aT®+0T° = 1(a) +(b),
w(ab) = (ab)T° = aT°-bT° = 4(a)-2(b).

Um die Injektivitit des Homomorphismus 2: R — R[T] zu erhalten, machen wir
uns klar, dass er trivialen Kern besitzt: Es gilt

1(a) =0 & aT’=0T" < a=0.

Die Tatsache, dass ®: R[T] — S ein Homomorphismus ist, ergibt sich mit Bemer-
kung 1.1.6; wir fithren den Beweis auch noch explizit:

o(1T%) = (1) = 1,

P (Z a, TV + Zb,,T”) = @ (Z(a,, + b,,)T")
= Z p(ay + by)s”

= (el + obi))s”

= D ela)s’ + > pla)s”

- (B (er).

() (o) - o))

sz )

v ptr=v

= 2( > w(am(bn)) s

v \ptr=v

= (; w(au)3”> (; w(bu)sv>
- 3 (Z aUT") P (Z b,,T") .

Weiter sind die Eigenschaften (i) und (ii) klar nach Definition von ®. Die Tatsache,
dass @ durch diese Eigenschaften festgelegt ist, folgt mit Bemerkung 1.1.7. O

Folgerung 1.1.10. Es seien n € Z>1 und R ein KI1-Ring. Jedes Element r =
(ri,...,r) € R™ definiert einen Auswertungshomomorphismus

e R, ..., T,] — R, f:ZaVT” — f(r) ::Zayr”.
Folgerung 1.1.11. Es sei R ein KI1-Ring. Dann hat man einen kanonischen Iso-
morphismus

R[Tl,...,Tn] — R[Tl,...,Tnfl][T],

T

, L=n.
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Folgerung 1.1.12. FEs sei R ein K1-Ring. Ist R ein Integritditsring, so ist auch
R[Th,...,T,) ein Integrititsring.

Beweis. Fiir n =1 ist die Aussage bekannt. Fiir n > 1 ergibt sich die Aussage per
Induktion aus Folgerung 1.1.11. O

Definition 1.1.13. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Eine R-Algebra ist ein K1-Ring S zusammen mit einem Homomorphismus
12 R — S, genannt Strukturhomomorphismus.

(ii) Ein Homomorphismus von R-Algebren S und S’ mit Strukturhomomor-
phismen 2: R — S bzw. ¢': R — 5’ ist ein Homomorphismus ¢: S — S’
von K1-Ringen mit p o1 =1/,

Beispiel 1.1.14. Es sei R ein K1-Ring. Der Polynomring R[T1,...,T,] besitzst
einen kanonischen Strukturhomomorphismus R — R[T1,...,T,], a = aT? und ist
somit eine R-Algebra.

Beispiel 1.1.15. Es seien R ein K1-Ring und X eine Menge. Die Menge Abb(X, R)
aller R-wertigen Abbildungen auf einer Menge X ist eine R-Algebra: Mit den punkt-
weisen Verkniipfungen

(e +9)() = p(@)+ (), (p-9)(x) = ol@)- P(z)
ist sie ein K1-Ring und der Strukturhomomorphismus R — Abb(X, R) ordnet
jedem a € R die konstante Abbildung = +— a zu.

Satz 1.1.16. Es sei K ein Korper. Dann hat man einen kanonischen Homomor-
phismus von K-Algebren:

O: K[Ty,...,T,] — Abb(K", K), f =z f(2).
Besitzt der Korper K unendlich viele Elemente, so ist der Homomorphismus ®

ingektiv.

Beweis. Die obige Zuordnung & ist punktweises Auswerten und somit ein Homo-
morphismus. Die Injektivitdt von ® erhélt man durch Induktion tiber n:

Zum Fall n = 1. Es sei f € Kern(®). Da K unendlich ist, hat f unendlich viele
Nullstellen. Das impliziert f = 0.

Zum Induktionsschritt n—1 — n. Es sei f € Kern(®). Dann kann man das Polynom
f schreiben als

f =Y AT, wobei fi € K[Ti,..., T 1.

Wir miissen f; = 0 fiir alle 4 nachweisen. Hatte man f; # 0 fiir ein j, so gébe es
nach Induktionsvoraussetzung ein a € K"~ mit f;(a) # 0. Damit hiitte man

f@T) = Y f@Th, # 0 € K[,

Der Fall n = 1 liefert dann ein b € K mit f(a,b) # 0. Das steht im Widerspruch zu
f € Kern(®). Daher miissen alle f; verschwinden. O

Konstruktion 1.1.17 (Ring der Laurent-Polynome). Es sei R ein K1-Ring. Ein
Laurent-Polynom in den Variablen T, ..., T, iiber R ist ein Ausdruck

Z a, T, TV:=T T’ a, € R, a, # 0 fiir nur endlich viele v € Z".

n
vEeEZL™
Dabei nennt man a, 7" mit a,, # 0 einen Term und a, seinen Koeffizienten. Ein
Laurent-Monom ist ein Term der Form T" := 1T".
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Zwei Laurent-Polynome Y a, 7" und > b,T" sind nach Definition genau dann
gleich, wenn a, = b, fiir alle v € Z™ gilt. Mit den Operationen

<Z aVTV> + <Z byT”> =D (a+b)T",

vEL™ vEL™ vEL™

<Z aﬂ“") . (Z bl,T”> : Z a1, wobel ¢, = Z aubg,
vezLr veLr vezn™ v=p+k

wird die Menge R[Tlil, ..., TF1] aller Laurent-Polynome in den Variablen T, ..., T},
iitber R zu einem K1-Ring. Die neutralen Elemente sind
Opprst pty = ORTY, lppat gy = 1T7.

Bemerkung 1.1.18. Es sei R ein K1-Ring. Der Ring R[TF?, ..., TF'] der Laurent-
Polynome wird durch den Strukturhomomorphismus R — R[TY,...,T,], a — aT®
zu einer R-Algebra.

Bemerkung 1.1.19. Es sei R ein K1-Ring. Dann ist die Menge der Laurent-
Monome
M) = {17 v e

eine Untergruppe der (multiplikativen) Einheitengruppe R[T!, ..., TE1)*. Weiter
hat zueinander inverse Isomorphismen abelscher Gruppen

LM(n) «— 72"

ATV = v,
™ <~ v
Dabei bildet 7 das additive Monoid Z%, auf das multiplikative Monoid der (iiblichen)
Monome ab:
NZ%y) = M(n) == {T"; v eZ%}.

Damit lassen sich Laurent-Monome und Monome anschaulich als Gitterpunkte in
Q™ darstellen:
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Aufgaben zu Abschnitt 1.1.

Aufgabe 1.1.20. Es seien R ein K1-Ring, S C R ein Unterring und a1,...,a, € R.
Zeige:

(i) Slai,...,an] C R ist der kleinste Unterring von R, der S und a1, ..., a, enthélt.
(ii) Es gibt einen Homomorphismus ®: S[T1,...,T,] — R mit ®(s) = s fiir alle
se€Sund ®(T;) =a; firi=1,...,n.
(iii) Der Homomorphismus @ aus (ii) hat S[ai,...,ax] als Bild.
Aufgabe 1.1.21. Es sei K ein Kérper. Welcher der folgenden Unterringe von K[T7,T5]
ist isomorph zu einem Polynomring iiber K:

K[T?, T3], K[T1T], K[T7, Th Tz, T3] ?

Aufgabe 1.1.22. Es sei K ein endlicher Korper. Zeige: Der kanonische Homomorphismus
O: K[Th,...,Tn] = Abb(K",K), f — [z +— f(z)] ist surjektiv.

Aufgabe 1.1.23. Es sei R ein K1-Ring. Zeige: Ist R ein Integritédtsring, so ist auch der
Ring R[T!, ..., T:f'] der Laurentpolynome ein Integritéitsring.

Aufgabe 1.1.24. Es sei R ein Integritéitsring. Zeige: Die Einheitengruppen in des Poly-
nomrings bzw. des Ringes der Laurent-Polynome sind gegeben durch

R[Ty,...,Tn]" = {aT% a€ R*},  R[TF',... . T = {aT"; a € R*, veZ"}.

Aufgabe 1.1.25. Zeige, dass C[T] — C[T], > a,T” — Y a,T" ein Homomorphismus
von K1-Ringen ist, aber kein Homomorphismus von C-Algebren.

Aufgabe 1.1.26. Jede R-Algebra S wird auf kanonische Weise zu einem R-Modul: Be-
zeichnet ¢: R — S den Strukturhomomorphismus, so definiert man die Skalarmultiplika-
tion durch

RxS — S, (r,s) — rs := u(r)s.
Es seien nun S, S’ zwei R-Algebren und ¢: S — S’ ein Homomorphismus von K1-Ringen.
Zeige, dass ¢ genau dann ein Homomorphismus der R-Algebren S und S’ ist, wenn ¢ ein
Homomorphismus der R-Moduln S und S’ ist.

Aufgabe 1.1.27. Es seien R ein K1-Ring und M eine Menge. Der freie R-Modul iber M
ist der Untermodul
R[M] := {a: M — R; a(u) =0 fiir fast alle u € M} C Abb(R, M),

wobei die Verkniipfungen durch (a + 8)(u) = a(u) + B(u) und (r8)(u) = rB(u) gegeben
sind. Betrachte die charakteristischen Funktionen

1 fiir v =

x“: M — R, vr—>{ o U=

Or  sonst

und zeige, dass jedes Element o € R[M] sich mit a, = a(u) € R eindeutig darstellen

lasst als
u
a = E auX' -
ueM

Insbesondere bilden die charakteristischen Funktionen eine R-Basis (x*; u € M) fir M
und wir haben

RM] = €P Rx".

ueM

Aufgabe 1.1.28. Es seien M ein abelsches Monoid und R[M] der freie R-Modul iiber R.
Betrachte R[M] mit der Multiplikation definiert durch

<Z auX“> . <Z bvxv> = Z cwX"”, wobei ¢y = Z auby
ueM veM weM w=u+v

und die Abbildung ¢: R — R[M], r + rx"™. Zeige, dass R[M] zusammen mit 2 eine
R-Algebra ist; man nennt R[M] die Monoidalgebra iiber M. Beweise folgende Aussagen:



©J. HAUSEN, M. WROBEL 2019

vt yund die neutralen Elemente von R[M] sind 0rx"™

(i) Es gilt stets x“x" = x
sowie 1rx"M.

(ii) Ist das Monoid M erzeugt durch die Teilmenge A C M, so ist die R-Algebra
R[M] erzeugt durch die Teilmenge {x“; u € A} C R[M].

(iii) Ist F: M — M’ ein Monoidhomomorphismus, so wird durch x* + x
Homomorphismus ¢ r: R[M] — R[M'] definiert.

(iv) Sind F: M — M’ und H: M’ — M" Monoidhomomorphismen, so hat man
YHor = Yu o Yp fiir die zugehdrigen Homomorphismen der Monoidalgebren.

(v) Man hat kanonische Isomorphismen R[Z%,] = R[Ti,...,T,], x* — T" sowie

R[ZM = R[TE, ..., T, x* — T™.

() ein
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1.2. Ideale.

Erinnerung 1.2.1. Es sei R ein K1-Ring. Eine nichtleere Teilmenge a C R heifit
Ideal, geschrieben a < R, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

(i) Fir je zwel a,a’ € agilt a+d’ € a.
(ii) Fiir jedes r € R und jedes a € a gilt ra € a.

Die Teilmengen {0} C R und R C R sind stets Ideale in R. Fiir jedes Ideal a C R
gilt

a =R < anR" # 0.

Uber Bilder und Urbilder von Idealen unter einem Homomorphismus ¢: R — S
von K1-Ringen hat man folgende Aussagen:

(i) Ist b C S ein Ideal, so ist p~1(b) C R ein Ideal.
(i) Ist ¢ surjektiv und a C R ein Ideal, so ist ¢(a) C S ein Ideal.

Beispiel 1.2.2. Die Menge 27 der geraden Zahlen ist ein Ideal im Ring Z der
ganzen Zahlen. Allgemeiner gilt fiir eine beliebige Teilmenge a C Z:

a < Z << a = nZmiteinem n € Zx.

Konstruktion 1.2.3. Es seien K ein Korper und X C K™. Das zugehorige Ver-
schwindungsideal in K[Ty,...,T,] ist

I(X) = {feK[T,....,T,); f(z)=0firallex € X} < K[T1,...,Ty].

Beweis. Offenbar gilt 0 € I(X). Sind weiter f,g € I(X) und h € K[Ty,...,T,]
gegeben, so erhalten wir

(f+9)(x) = flx)+g(x) =0, (hf)(@) = h(z)f(z) = 0.
fiir jedes Element x € X. Folglich liegen auch die Summe f + g und das Produkt
hf in I(X). O

Erinnerung 1.2.4. Essei R ein K1-Ring. Jede nichtleere Teilmenge A C R erzeugt
ein Ideal

(A) = {Zriai; ne’ls, r, €R, a; € A} < R
i=1
mit A C (A4). Gilt A = {a1,...,an}, so schreibt man auch (aq,...,a,) fiir (4). Der
Vollsténdigkeit halber setzt man (@) := {Og}.

Das von einem einzigen Element a € R erzeugte Ideal, auch das von a erzeugte
Hauptideal genannt, ist gegeben durch

(a) = Ra = {ra; r € R}.

Beispiel 1.2.5. Fiir das von den ganzen Zahlen 4 und 6 erzeugte Ideal (4,6) < Z
haben wir

4,6) = (2) = 2Z.
Dabei gilt offensichtlich (4,6) C 2Z. Umgekehrt erhélt man 2 =6 — 4 € (4,6), was
27 C (4,6) impliziert.

Definition 1.2.6. Es sei K ein Kérper. Ein Ideal a < K[T1,...,T),] heit Monomi-
alideal, falls es von Monomen erzeugt wird, d.h., falls es eine Teilmenge M C Z%,
gibt mit a = (T*; € M).
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Satz 1.2.7. Es seien K ein Kérper, a < K[T1,...,T,] ein Monomialideal und
feK[T1,...,T,]. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt f € a.
(ii) Fiir jedes Monom T" wvon f gilt T” € a.

Beweis. Es ist nur bei der Implikation “(i)=-(ii)” etwas zu zeigen. Es sei M C ZZ,
eine Teilmenge, sodass a durch die Monome T#, n € M, erzeugt wird. Dann hat

man eine Darstellung
fo= > g

neM
mit Polynomen g, € K[T,...,T,]. Ausmultiplizieren der rechten Seite und an-
schliessender Vergleich der Monome zeigt, dass jedes Monom von f Vielfaches ei-
nes T" mit p € M ist. (|

Bemerkung 1.2.8. Satz 1.2.7 ermoglicht es, Monomialideale a < K[T1,...,T,] zu
veranschaulichen: Es geniigt, die in a vorkommenden Monome anzugeben.

a = <TH7 IS M> - K[TlaTQ]a M = {(27 1)5 (272)5 (172)}
Wir nennen A(a) := {p € Z%,; T" € a} die Exponentenmenge des Monomialideals
a< K[Tl, . ,Tn]

Konstruktion 1.2.9. Es seien R ein K1-Ring und a;, ¢ € I, eine Familie von
Idealen. Dann erhélt man neue Ideale in R:

(i) Den Durchschnitt der Ideale a;:
ﬂ a; < R.
iel

(ii) Die Summe der Ideale a;:

Zai = Zaj; J C I endlich, a; € a; < R.
icl jeJ
(iii) Falls I endlich ist, das Produkt der Ideale a;:
Hai = <H ai; a; € ai> < R.
iel i€l

Bemerkung 1.2.10. Es seien R ein K1-Ring und a;, ¢ € I, eine (erforderlichenfalls
endliche) Familie von Idealen in R. Dann gilt

> a = <Uai>, [Iei © (e

i€l icl
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Beispiel 1.2.11. Fiir die von den ganzen Zahlen 4 bzw. 6 erzeugten Ideale (4)
bzw. (6) in Z haben wir

(4) +(6) = (4,6) = (2),  (4(6) = (24) & (12) = (4)N(06).

=

Man beachte dabei, dass (4) + (6) von 2 = ggT(4,6) erzeugt wird und (4) N (6) von
12 = kgV (4, 6).

Beispiel 1.2.12. Es seien K ein Kérper, K[T1,...,T,] der Polynomring in den
Variablen T, ..., T,, und fiir z € K™ bezeichne
ex: K[T,...,T] — K| f = fx)

wie gewohnt den Auswertungshomomorphismus. Ist X C K™ eine Teilmenge, so
gilt fiir deren Verschwindungsideal

I(X) = {f€K[T,...,Tn]; f(x)=0fiirallez € X} = () Kern(e,).
rzeX

Konstruktion 1.2.13. Es seien R ein K1-Ring und a,b C R zwei Ideale. Der
Quotient von a durch b ist

(a:6) == {reR;rbCa} < R.

Beweis. Offenbar gilt 0b = {0} C a und somit 0 € (a : b). Sind r,7" € (a : b) und
s € R gegeben, so erhalten wir 7 + 7' € (a: b) und s € (a: b) mit

(r+7) C rb+7'b C a, (sr)b € sa C a.
(I
Konstruktion 1.2.14. Es seien R ein K1-Ring und a C R ein Ideal. Das Radikal
von a ist das Ideal
Va = {reR;r" €afireinn€Zso} < R

Das Nilradikal von R ist ng := /{0}. Falls a = /a fiir ein Ideal a C R gilt, so
nennt man a ein Radikalideal.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass v/a ein Ideal ist. Offenbar gilt ¢ # a C y/a. Sind
a,b € \/a gegeben, so gibt es n,m € Z>( mit a”,b™ € a. Nach dem binomischen
Lehrsatz gilt

oot = 3 (Bt

1=0
Wihlt man nun & geniigend grof}, so ergibt sich aus dieser Darstellung, dass a+b €
Va gilt. Sind a € /a und r € R gegeben, so gilt a” € a fiir ein n € Z>7. Damit
folgt (ra)™ = r"a™ € a und somit ra € v/a. O

Bemerkung 1.2.15. Es sei R ein K1-Ring. Fiir jedes Ideal a C R gilt v/v/a = /a.

Konstruktion 1.2.16 (Faktorring). Es seien R ein K1-Ring und a < R ein Ideal.
Die Menge R/a:= {r+a; r € R} ist zusammen mit den Verkniipfungen

(r+a)+(s+a) := (r+s)+a,
(r+a)(s+a) = rs+a

ein K1-Ring, der Faktorring von R nach a. Die neutralen Elemente beziiglich Ad-
dition und Multiplikation in R/a sind

0O+a € R/a, l1+a € R/a.
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Man hat einen kanonischen Epimorphismus mit Kern a von dem K1-Ring R auf
den Faktorring R/a:
m: R — R/a, T T

Satz 1.2.17 (Homomorphiesatz). Es sei ¢: R — S ein Homomorphismus von K1-
Ringen, und es sei a < R ein Ideal mit a C Kern(y). Dann gibt es ein kommutatives
Diagramm

@: r—p(r)

_ el g
:R 4“%@(0
R/a

von wohldefinierten Homomorphismen zwischen KI1-Ringen. Dabei ist der Homo-
morphismus @: R/a — S durch ¢: R — S und das obige Diagramm eindeutig
bestimmt. Es gilt weiter

R
N e d

(i) @ ist injektiv < a = Kern(yp),
(il) P ist surjektiv & ¢ ist surjektiv.

Satz 1.2.18. Es seien R ein K1-Ring, a C R ein Ideal und 7: R — R/a die
Projektion. Dann hat man zueinander inverse Bijektionen

Ideale b C R

{ mit a C b } +— {Ideale ¢ C R/a}
b — w(b)

i) — .

Bemerkung 1.2.19. Es seien S, R zwei K1-Ringe und R eine S-Algebra mit
Strukturhomomorphismus 2: S — R. Ist a C R ein Ideal, so ist R/a eine S-Algebra
mit Strukturhomomorphismus 7 o2: S — R/a. Wie fiir Ringe hat man auch fiir
Algebren einen Homomorphiesatz.

Definition 1.2.20. Es sei R ein K1-Ring. Ein Element r € R heif3t nilpotent, falls
r" = 0 mit einem n € Z>( gilt. Man nennt R reduziert, falls 0 das einzige nilpotente
Element in R ist.

Bemerkung 1.2.21. Ein Element eines K1-Ringes R ist genau dann nilpotent,
wenn es im Nilradikal np = NG liegt. Insbesondere bilden die nilpotenten Elemente
von R ein Ideal.

Satz 1.2.22. Es seien R ein K1-Ring, ng C R sein Nilradikal und m: R — R/np
die Projektion.

(i) Der Faktorring R/ng ist reduziert.

(ii) Ist ¢: R — S ein Homomorphismus in einen reduzierten K1-Ring S, so
gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus @: R/ng — S mit
dem das folgende Diagramm kommutativ wird:

R\”/s

R/HR

Beweis. Zum Nachweis von Aussage (i) sei s € R/np nilpotent. Dann gilt s™ = 0
mit einem n € Z>q. Wir wéhlen ein r € R mit 7(r) = s. Dann gilt 7™ € ker(7) = npg.
Es folgt r € ng und somit s = 0.
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Fiir Aussage (ii) ist nach dem Homomorphiesatz 1.2.17 lediglich ng C ker(y) zu
zeigen. Ist © € ng gegeben, so gilt ¥ = 0 mit einem n € Z>¢. Es folgt ¢(r)" =
©(r™) = 0. Da S reduziert ist, erhalten wir ¢(r) = 0. O
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Aufgaben zu Abschnitt 1.2.

Aufgabe 1.2.23. Es sei K ein Korper. Zeige, dass Durchschnitt, Summe, Produkt und
Quotient von Monomialidealen in K[71,...,7T5,] wieder Monomialideale in K[T7,...,T,]
sind.

Aufgabe 1.2.24. Es sei K ein Kérper. Betrachte den Polynomring K[77, 7] und darin die
Monomialideale a := (T£T5) sowie b := (TyT5). Veranschauliche wie in Bemerkung 1.2.8
die Ideale a, b, anc¢, a+ b, ab und (a: b).

Aufgabe 1.2.25. Es seien m,n € Zx>1. Beweise die folgenden Identitéten:
(m)yn(n) = (kgV(m,n)),  (m)+(n) = (ggT(m,n)),
(m)(n) = (mn),  ((m): (n)) = (m/ggT(m,n)).

Aufgabe 1.2.26. Es seien a, b, ¢, a;, ¢ € I und b;j, j € J, Ideale eines K1-Ringes R.
Beweise folgende Aussagen:

(i) a(b+c¢) =ab+ ac,

(ii) an(b+¢) D (anNb) + (aNc); Gleichheit gilt, falls b C a oder ¢ C a gilt,
(i) (a4 6)(anb) C ab,
(iv) a C (a:b),
(v) (a:b)b Ca,
(vi) ((a:b):¢)=(a:bc)=((a:c):b),
(Vll) (ﬂie] a; : b) = miel(ai : b)7
(viil) (a:35,c;05) = (a:b;).

Aufgabe 1.2.27. Es seien R und S K1-Ringe, ¥: R — S ein Ringhomomorphismus und
a,b C R sowie ¢ C S Ideale. Beweise folgende Aussagen:

(i) Vab=+vanb=+anb,
(i) ¥(va) € V/(¥(a)),
(iii) ¥~ (ve) = V¥ 1(c).
Aufgabe 1.2.28. Beweise die folgenden Isomorphien von K1-Ringen.
(i) K[I7, T3] = K11, T) /(W Tz — 1),
(i) K[T?,T% = K[T, T]/(TF — T3), wobei K[T?,T?] C K[T],
(iii) K[Th,...,Tn])/{(aTh—g) 2 K[T1,...,Th-1], wobeia € K* und g € K[T1, ..., Tn-1].
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1.3. Primideale und maximale Ideale.

Erinnerung 1.3.1. Es seien R ein Integritétsring und a,b € R. Man nennt a einen
Teiler von b, geschrieben a | b, falls b = ra mit einem r € R gilt. Es gilt

alb = be(a) <= (b Ca),
albundb|a < (a)=(b) <= b= camiteinem c € R".

Ein Element 0 # p ¢ R* heifit prim, falls plab mit a,b € R stets pla oder p|b
impliziert. Die positiven Primelemente von Z sind genau die Primzahlen.

Definition 1.3.2. Es sei R ein K1-Ring. Ein Ideal p < R heifit Primideal, falls
folgendes gilt:

(i) p ist ein echtes Ideal in R, d.h., es gilt p # R;
(i) sind a,b € R mit ab € p, so gilt a € p oder b € p.

Satz 1.3.3. Es seien R ein Integrititsring und p € R\ {0}. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) p ist ein Primelement;
(ii) (p) ist ein Primideal.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Zunéchst miissen wir zeigen, dass (p) # R gilt.
Andernfalls hiitten wir 1 € (p). Das bedeutet 1 = rp mit einem r € R, und p miisste
eine Einheit sein. Widerspruch zu p prim. Es seien nun a,b € R mit ab € (p). Dann
gilt p | ab. Da p prim ist, folgt p | a oder p | b, was wiederum a € (p) oder b € {p)
liefert.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Nach Voraussetzung gilt p # 0, und wegen (p) # R
kann p keine Einheit sein. Es seien nun a,b € R mit p | ab. Dann gilt ab € (p).
Da (p) ein Primideal ist, muss a € (p) oder b € (p) gelten. Damit erhalten wir p | a
oder p | b. O

Erinnerung 1.3.4. Es sei R ein K1-Ring. Ein multiplikatives Monoid in R ist eine
Teilmenge S C R mit 1 € S sodass a,b € S stets ab € S impliziert.

Satz 1.3.5. Es sei R ein K1-Ring, und es sei p < R ein Ideal. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) p ist ein Primideal.
(ii) R\ p ist ein multiplikatives Monoid.
(iii) R/p ist Integrititsring.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Wegen p # R gilt 1 € R\ p. Weiter liefert die Definition des
Primideals ab & p fiir je zwei a,b € R\ p.

Zu “(ii)=(iii)”. Wegen 1 € R\ p gilt 1 0 € R/p. Sind a+p #p #b+p in R/p
gegeben, so gilt a,b € R\ p und es folgt ab € R\ p. Das bedeutet

(a+p)b+p) = ab+p # 0 € R/p.

Zu “(iii)=(i)”. Aus 1 # 0 € R/p folgt 1 ¢ p und somit p # R. Sind a,b € R mit
ab € p gegeben, so folgt ab+p =0 € R/p. Da R/p keine echten Nullteiler besitzt,
erhalten wir a +p = 0 € R/p oder b+ p = 0 € R/p. Das bedeutet a € p oder
bep. O

Satz 1.3.6. Es sei p: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen.

(i) Ist q C S ein Primideal, so ist ¢~'(q) C R ein Primideal.
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(i) Ist ¢ surjektiv und p C R ein Primideal mit ker(¢) C p, so ist o(p) € S
ein Primideal.

Beweis. Zu (i). Als Urbild eines Ideals ist ¢ ~!(q) ein Ideal. Weiter gilt 1 ¢ »~1(q),
da wir sonst 1 = ¢(1) € q hitten im Widerspruch zu q # S. Sind v’ € R
mit 7’ € p71(q) gegeben, so erhalten wir o(r)p(r’) € q. Es folgt ¢(r) € q oder
©(r'") € q. Das bedeutet r € o ~1(q) oder r' € p~1(q).

Zu (ii). Wir zeigen, dass 1 € o(p) gilt. Andernfalls héitte man 1 = ¢(r) mit einem
r € p. Mit ker(p) C p folgt 1 =7+ (1 —r) € p, Widerspruch. Es seien nun s,s" € S
mit ss’ € (p) gegeben. Dann gibt es 1,7’ € R mit s = ¢(s) und s’ = ¢(r’). Es gilt
o(rr’) = ss’ und wegen ker(¢) C p ergibt sich r’ € p. Es folgt » € p oder v’ € p.
Also haben wir s € ¢(p) oder s" € ¢(p). O

Folgerung 1.3.7. Es seien R ein K1-Ring, a C R ein Ideal und 7: R — R/a die
Projektion. Dann hat man zueinander inverse Bijektionen
Primideale p C R o
- -
{ mit a C p } <— {Primideale ¢ C R/a}

poo= o w(p)

mHa) «oa
Definition 1.3.8. Es sei R ein K1-Ring. Ein Ideal m < R heifit mazimal, falls
folgendes gilt:

(i) m ist ein echtes Ideal in R, d.h., es gilt m # R;
(ii) fiir jedes echte Ideal a C R mit m C a gilt a = m.

Beispiel 1.3.9. Es sei K ein Koérper. Dann ist das Ideal (T') C K[T] maximal in
K[T]. Offensichtlich gilt

(T) = {ZGUTU;TLEZ>1, aVGK}.
v=1

Jedes f € K[T]\ (T) ist also von der Form f = ¢+ f' mit f' € (T) und ¢ € K* =
K[T]*. Folglich enthilt jedes Ideal a C K[T] mit (T) C a Einheiten. Insbesondere
kann (T) nicht echte Teilmenge eines echten Ideals sein.

Satz 1.3.10. Es seien R ein K1-Ring und m < R ein Ideal. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) m ist mazimal,
(ii) R/m ist ein Kdrper.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Wegen m # R gilt 1 # 0 in R/m. Wir zeigen,
dass jedes Element 0 # a +m € R/m eine Einheit in R/m ist. Wir betrachten das
Ideal

a := Ra+m < R.
Wegen a ¢ m gilt m C a und mit der Maximalitéit von m folgt a = R. Insbesondere
erhalten wir eine Darstellung 1 = ca + m € R mit einem c € R und einem m € m.
Folglich ist @ + m eine Einheit in R/m.

Zur Implikation “(ii)=(i)”. Wir arbeiten mit dem kanonischen Epimorphismus
m: R — R/m. Wegen 1 # 0 € R/m ist m = 77 1(0) ein echtes Ideal. Es sei nun
a < R ein Ideal mit m C a. Dann ist 7(a) ein Ideal in R/m und folglich gilt

m(a) = R/m  oder  w(a) = {0+ m}.
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Im Fall m(a) = R/m gibt es ein r € a mit 7(r) = r + m = 1 4+ m. Das bedeutet
1—r € m. Wegen m C a folgt 1 € a und somit a = R. Im Fall w(a) = {0 + m}
erhalten wir a C 7= 1(w(a)) = 771(0 + m) = m. Das bedeutet m = a. O

Folgerung 1.3.11. Es sei R ein K1-Ring. Dann ist jedes mazximale Ideal in R ein
Primideal in R.

Beispiel 1.3.12. Im Ring Z der ganzen Zahlen ist {0} < Z ein Primideal, aber
nicht maximal. Fiir jedes Ideal {0} # a < Z gilt

a Primideal <= Z/a Integrititsring
<= Z/a Korper

<= a maximales Ideal.

Lemma 1.3.13 (Zorn). Es sei M eine nichtleere teilgeordnete Menge. Besitzt jede
nichtleere total geordnete Teilmenge M’ C M eine obere Schranke in M, so enthiilt
M mazximale Elemente.

Satz 1.3.14. Es seien R ein K1-Ring, S C R ein multiplikatives Monoid und
a C R\ S ein Ideal in R.

(i) Die Menge M :={b < R; a C b C R\ S} besitzt maximale Elemente.
(ii) Jedes mazimale Element aus M ist ein Primideal.

Beweis. Zu (i). Offenbar ist M teilgeordnet beziiglich “C” und wegen a € M ist M
nicht leer. Nach dem Zornschen Lemma geniigt es zu zeigen, dass jede total geord-
nete Teilmenge () # M’ C M eine obere Schranke in M besitzt. Unser Kandidat
hierfiir ist die Menge
b= |J v CR\S
b’ EM’

Wegen a C b ist b nicht leer. Wir zeigen, dass b ein Ideal ist. Sind r, s € b, so gilt
r € b und s € b” mit b’,b” € M'. Da M’ total geordnet ist, haben wir b’ C b”
oder b” C b’. Im ersten Fall ergibt sich r,s € b” und somit r + s € b. Im zweiten
Fall haben wir r, s € b’ und somit r + s € b. Ebenso sieht man, dass fiir » € R und
s € b stets rs € b gilt. Das verifiziert b € M und somit ist b eine obere Schranke
von M’ in M.

Zu (ii). Es sei p maximales Element in M. Wir zeigen, dass p prim ist. Wegen 1 € S
gilt 1 & p und somit p # R. Nehmen wir an, es existieren r1, 72 € R\ p mit r17r9 € p.
Dann sind die Ideale p 4 (r;) echte Obermengen von p und liegen somit nicht in M.
Also gibt es Elemente s; € p + (r;) N S. Da S multiplikatives Monoid ist, hat man
$182 € S. Andererseits gilt s; = p; + a;r; mit gewissen p; € p und a; € R. Nun liegt
r179 nach Annahme in p, und wir kommen zu einem Widerspruch:

$182 = p1p2 + prasre + paair +ajagrirs € p C R\ S.
O

Folgerung 1.3.15. Jedes echte Ideal a < R eines K1-Ringes R ist in einem ma-
zimalen Ideal m < R enthalten.

Beweis. Man wende Satz 1.3.14 auf das multiplikative Monoid S = {1} an. O
Satz 1.3.16. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Das Nilradikal wg = \/0 ist der Durchschnitt aller Primideale von R.
(i) Fiir jedes a < R ist \/a der Durchschnitt aller Primideale p C R mit a C p.
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Beweis. Zu (i). Es bezeichne b den Durchschnitt aller Primideale von R. Wir zeigen
“‘nrp Cb”. Gilt a € ng, so gibt es ein n mit a” = 0. Folglich ist " in jedem Primideal
von R enthalten. Damit ist auch auch a in jedem Primideal von R enthalten.

Wir zeigen “ng O b”. Es sei b € b. Nehmen wir an b" wére fiir alle n € Zx>¢
von Null verschieden. Wir betrachten das multiplikative Monoid S := {1,b,b%,...}.
Dann gilt {0} € R\ S. Nach Satz 1.3.14 gibt es also ein Primideal p C R\ S.
Widerspruch.

Zu (ii). Wir betrachten die Projektion 7: R — R/a. Es gilt v/a = 7~ (ng/,). Weiter
entsprechen die Primideale in R/a vermége p +— 7~ !(p) den Primidealen von R,
die a enthalten, siehe Folgerung 1.3.7. Damit ergibt sich die Behauptung. (|

Satz 1.3.17. Es sei R ein K1-Ring, und es bezeichne NT(R) C R die Menge seiner
Nullteiler.

(i) Zu jedem r € NT(R) gibt es ein Primidealp C R mitr € p undp C NT(R).
(ii) Die Menge NT(R) ist eine Vereinigung von Primidealen von R.

Beweis. Nur fiir (i) ist etwas zu zeigen. Wir diirfen R # {0} annehmen. Ist r € R
Nullteiler, so sind auch alle Elemente des Ideals (r) < R Nullteiler. Weiter ist
S := R\ NT(R) ein multiplikatives Monoid. Satz 1.3.14 liefert daher ein Primideal
p C Rmit (r) CpC R\ S=NT(R). O

Satz 1.3.18. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Zu jeder Nichteinheit 0 # r € R\ R* gibt es ein maximales Ideal m < R
mitr €m und m C R\ R*.

(ii) Die Menge R\ R* der Nichteinheiten ist eine Vereinigung von mazimalen
Idealen.

Beweis. Fiir Aussage (i) betrachte man das multiplikative Monoid {1} und das
Ideal (r) < R. Satz 1.3.14 liefert dann das gewiinschte maximale Ideal. Aussage (ii)
folgt direkt aus (i). O

Definition 1.3.19. Es sei R ein K1-Ring. Das Jacobson-Radikal von R ist der
Durchschnitt jr aller maximalen Ideale von R.

Satz 1.3.20. Es sei R ein K1-Ring, und es sei v € R. Folgende Aussagen sind
daquivalent:

(i) Es gilt r € jg.
(ii) Fir alle a € R gilt 1 —ar € R*.

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Nehmen wir an, ein Element der Form 1 — ar sei keine
Einheit. Dann ist 1 —ar in einem maximalen Ideal m enthalten. Wegen jp C m liegt
r in m. Es folgt 1 € m, Widerspruch.

Zu “(ii)=-(i)”. Nehmen wir an, r liege nicht in jg. Dann gibt es ein maximales Ideal
m in R mit r ¢ m. Dabei gilt R = m+ (r). Also hat man 1 = b+ ar mit Elementen
b€ mund a € R. Das liefert 1 — ar € m, Widerspruch. O
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Aufgaben zu Abschnitt 1.3.
Aufgabe 1.3.21. Es sei R ein K1-Ring. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen.

(i) Es gibt genau ein Primideal in R.
(ii) Jedes Element von R ist Einheit oder nilpotent.
(iii) Der Faktorring R/ng ist ein Kérper.

Aufgabe 1.3.22. Es sei K ein Korper, und es seien ai,...,a, € K gegeben. Zeige: Das
von Tt —ai,...,Tn —ay in K[T1,...,T),] erzeugte Ideal ist maximal.

Aufgabe 1.3.23. Es sei R ein K1-Ring. Beweise folgende Aussagen:

(i) Jedes Primideal p C R ist ein Radikalideal.
(if) Jedes maximale Ideal m C R ist ein Radikalideal.
(iii) Das Jacobson-Radikal ist ein Radikalideal.
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1.4. Noethersche Ringe.

Erinnerung 1.4.1. Ein Kl1-Ring heifit Hauptidealring, falls jedes seiner Idea-
le Hauptideal ist. Ein Hauptidealbereich ist ein Hauptidealring, der zudem Inte-
gritatsring ist. Jeder euklidische Ring ist Hauptidealbereich. Insbesondere sind der
Ring Z der ganzen Zahlen sowie die Polynomringe K[T] in einer Variablen iiber
einem Korper K Hauptidealbereiche.

Definition 1.4.2. Ein K1-Ring R heift noethersch, falls jedes Ideal a < R endlich
erzeugt ist, d.h. Elemente a1, ...,a, € R existieren mit a = (a,...,ay).

Sprechweise 1.4.3. Es sei M eine Menge und M; C My C ... eine aufsteigende
Kette von Teilmengen M; C M, wobei ¢ € Z>,. Man sagt, dass M; C M, C ...
stationdr wird, falls es ein n € Z>; gibt mit M; = M, fiir alle i > n.

Satz 1.4.4. Es sei R ein KI1-Ring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) R ist noethersch.
(ii) Jede aufsteigende Kette a; C ag C ... von Idealen a; < R wird stationdr.

Beweis. Zu “(i) = (ii)”. Es sei eine aufsteigende Kette a; C as C ... von Idealen
in a; < R gegeben. Dann erhélt man ein Ideal

CLZZUCliSR.

=/

Nach Voraussetzung ist a endlich erzeugt, etwa von Elementen ai,...,a,. Wir
finden dann ein n € Z>1, sodass alle q; in a,, liegen. Offenbar gilt a; = a,, fir i > n.

Zu “(ii) = (i)”. Es sei a < R ein Ideal. Nehmen wir an, a sei nicht endlich erzeugt.
Es gilt {0} =: a; C a. Folglich gibt es ein az € a\ a;. Dann ist az := (a2) + a1
endlich erzeugt, und wir haben a; C as C a. Fahrt man diese Weise fort, so erhélt
man eine echt aufsteigende unendliche Kette von Idealen. Widerspruch zu (ii). O

Satz 1.4.5 (Hilbertscher Basissatz). Ist R ein noetherscher Ring, so ist der Poly-
nomring R[T] ebenfalls noethersch.

Beweis. Es seien R ein noetherscher Ring und a < R[T] ein Ideal. Zu i € Z>¢
betrachten wir die Menge

i—1
a; = {a € R; es gibt ein f € a mit f = aT" +Z%TU} .
v=0
Dann ist jedes a; ein Ideal in R, und wir erhalten ag € a; C .... Da R noethersch

ist, wird diese Kette stationér. Es gibt also ein n € Z>q mit a; = a,, fiir alle i > n.

Jedes Ideal a; < R ist endlich erzeugt, etwa a; = (a1, ..., Gis,) mit a;; € R. Wir
wéhlen Polynome
i—1
fij = aijTi + ZaijuT” € a.
v=0
Wir behaupten, dass die f;;, wobei ¢ = 0,...,n und jeweils j = 1,...,s;, bereits

das Ideal a erzeugen. Andernfalls findet man Elemente

m—1

g = aTm—l—Zal,T” € a\(fij;i=0,....,m,j=1,...,8).
v=0
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Darunter gibt es auch ein g minimalen Grades m. Der Leitkoeffizient a von g liegt
in a,,. Mit d := min(m, n) erhalten wir eine Darstellung a = > 7;a4; und somit

g/ = giTm_dZijdj S <fz]7 i:()v"'anvjzlv"';si>a

da deg(g’) < deg(g). Das impliziert jedoch g € (fi;; i = 0,...,n,5 = 1,...,8).
Widerspruch zur Wahl von g. O

Folgerung 1.4.6. Es sei R ein K1-Ring. Ist R noethersch, so ist auch der Poly-
nomring R|Ty, ..., T,] noethersch.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber n. Im Fall n = 1 liefert der Hilbertsche
Basissatz direkt, dass R[T}] noethersch ist. Fiir den Induktionsschritt verwenden wir
die Isomorphie R[T7,...,T,] = R[T1,...,T,-1][T]. Nach Induktionsvoraussetzung
ist R[Ty,...,T,—1] noethersch. Nach dem Hilbertschen Basissatz ist dann auch
R[Th,...,T,—1][T] noethersch. O

Folgerung 1.4.7. (i) Z[T1,...,T,] ist ein noetherscher Ring.
(ii) Ist K ein Korper, so ist K[Ty,...,T,] ein noetherscher Ring.

Folgerung 1.4.8 (Dicksons Lemma). Fs seien K ein Kdorper und a C K[T4,...,T,]
ein Monomialideal. Dann gibt es endlich viele Monome T, ... T" € K[Ty,...,T}]
mit a = (T, ..., T").

Beweis. Nach Folgerung 1.4.7 (ii) gilt a = (f1,..., fs) mit Polynomen f1,..., fs €
K[Ty,...,T,]. Satz 1.2.7 garantiert, dass alle Monome der f; in a liegen. Offensicht-
lich wird a von diesen Monomen erzeugt. (I

Lemma 1.4.9. Es seip: R — S ein Epimorphismus von Ringen. Ist R noethersch,
so ist auch S noethersch.

Beweis. Esseib < S ein Ideal. Dann ist a := ¢ ~!(b) ein Ideal in R. Da R noethersch
ist, gilt a = (a1,...,a,) mit gewissen a; € R. Es folgt b = (by,...,b,) mit b; :=

p(ai). (]
Folgerung 1.4.10. Es sei S C R eine Ringerweiterung, und es seien aj, ..., G, €
R. Ist S noethersch, so ist auch Slai,...,ay] noethersch.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Polynomringes gibt es einen Epi-
morphismus S[Ty,...,T,] — S[ai,...,a,]. Die Behauptung folgt daher mit Lem-
ma 1.4.9. 0

Satz 1.4.11. Es seien R ein KI-Ring und a < R ein endlich erzeugtes Ideal.
Gilt a = (A) fir eine beliebige Teilmenge A C R, so gibt es ay,...,a, € A mit
a={a1,...,an).

Beweis. Es seien by,...,bs € R mit a = (by,...,bs). Dann ist jedes dieser b; von
der Form
bi = miiaia+ ..+ Tin Qim,

mit Elementen r;; € R und a;; € A. Somit kann man jedes a € a als Linearkombi-
nation tiber den a;; mit Koeffizienten in R darstellen. [l

Definition 1.4.12. Es sei R ein Integrititsring. Ein Element 0 # ¢ € R\ R* heifit
irreduzibel, falls ¢ = ab mit a,b € R stets a € R* oder b € R* impliziert.



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 25

Satz 1.4.13. Es sei R ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement p € R
wrreduzibel.

Beweis. Nach Definition gilt 0 # p € R*. Es sei nun p = ab mit a,b € R. Da p
prim ist, gilt p | @ oder p | b. Wir diirfen p | ¢ annehmen. Dann haben wir a = rp
mit einem r € R. Folglich erhalten wir p = ab = rpb. Da p # 0 gilt und R ein
Integritétsring ist, folgt b = 1, d.h., b ist eine Einheit. 0

Erinnerung 1.4.14. Einen Integritéitsring R nennt man faktoriell, falls jedes a € R
mit Og # a € R* eine Zerlegung a = p; - - - p, mit Primelementen py,...,p, € R
besitzt. Jeder Korper ist trivialerweise faktoriell. Weiter ist jeder euklidische Ring
faktoriell. Insbesondere ist der Ring Z der ganzen Zahlen faktoriell. Ist R ein fak-
torieller Ring, so ist nach dem Satz von Gaufl auch der Polynomring R[T7,...,T,]
faktoriell.

Satz 1.4.15. Ein Integrititsring R ist genau dann faktoriell, wenn er die beiden
folgenden Bedingungen erfillt:

(i) Jedes irreduzible Element von R ist prim.
(ii) Jede aufsteigende Kette von Hauptidealen in R wird stationdr.

Beweis. Es sei zunéchst R faktoriell. Zum Nachweis von (i) sei ¢ € R irreduzibel.
Wir schreiben ¢ = pj - - - p, mit Primelementen p; € R. Da ¢ irreduzibel ist, muss
p2 - - - pr eine Einheit sein, d.h., es gilt ps - - - p,.b = 1 mit einem b € R. Insbesondere
sind damit auch po, ..., p, Einheiten. Es folgt » = 1 und wir erhalten ¢ = p;. Zum
Nachweis von (ii) sei eine aufsteigende Kette von Hauptidealen {(a;) C (a2) C ...
gegeben. Wir schreiben a; als Produkt von Primelementen, a1 = p; ---p,. Dann
haben wir

(a1) = {as) <= a2 =cp1- -p, mit c € R*,
(a1) € {as) <= as=cpy - pi. mitc€R" s<r, 1<ip <...<is<r.

= >~ .

Analoges gilt fiir die weiteren Inklusionen (a;) C (ag+1). Insbesondere sehen wir,
dass bei jedem Schritt “C” die Anzahl der auftauchenden Primfaktoren echt ver-
kleinert wird. Folglich kann es nur endlich viele k mit (a;) € (ag4+1) geben. Die

Kette wird also stationér.

Es erfiille nun R die Bedingungen (i) und (ii). Wegen (i) geniigt es zu zeigen, dass
man jedes 0 # a € R\ R* als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben kann.
Nehmen wir an, a liesse sich nicht so darstellen. Dann gilt insbesondere a = a;a)
mit ay,a) € R\ R*, wobei etwa a; kein Produkt irreduzibler Elemente ist. Ebenso
erhalten wir a1 = aga), mit aq, ayy € R\ R* wobei etwa as kein Produkt irreduzibler
Elemente ist. Iterieren dieses Prozesses liefert eine unendliche echt aufsteigende
Kette (a) C (a1) C (a2) € ..., Widerspruch. O

= = =

Folgerung 1.4.16. Es sei R ein noetherscher Integrititsring. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) Jedes irreduzible Element von R ist prim.
(ii) Der Ring R ist faktoriell.

Folgerung 1.4.17. Jeder Hauptidealbereich R ist faktoriell.
Beweis. Nach Folgerung 1.4.16 ist lediglich zu zeigen, dass jedes irreduzible Element
q € R prim ist. Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes Ideal a < R gilt

(¢ T a = a=R
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Da R Hauptidealring ist, gilt @ = (a) mit einem a € R. Also haben wir (¢) C (a)
und somit ¢ = ab mit einem b € R, wobei b keine Einheit sein kann. Da ¢ irreduzibel
ist, muss a eine Einheit sein. Das impliziert a = R.

Wir miissen zeigen, dass aus ¢ | ab bereits ¢ | @ oder ¢ | b folgt. Nehmen wir an,
dass ¢ a und g { b gelten. Dann gilt a & (¢) und b & {(g). Die Voriiberlegung liefert

{a,9) = R = (b,q).
Es folgt
R = {a,q)(b,q) = (ab,aq,bq,q*) < ().
Wobei die letzte Inklusion auf ¢ | ab zuriickgeht. Es folgt (¢) = R. Insbesondere
ergibt sich 1p = c¢q mit einem ¢ € R. Widerspruch zu ¢ ¢ R*. (]



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 27

Aufgaben zu Abschnitt 1.4.

Aufgabe 1.4.18. Betrachte den Ring R := K[T?, 7% C K[T] und zeige folgende Aussa-
gen:

(i) R ist noethersch.
(ii) T? ist irreduzibel aber nicht prim.
(iii) (T2, T3) ist ein maximales Ideal.
(iv) Bs gilt \/(T2) = (T?,T%).
Aufgabe 1.4.19. Es seien K ein Korper und 0 # p := a1T1 + ...+ anTn € K[T1,...,T5],
wobei a; € K. Zeige: Das Polynom p ist ein Primelement in K[71,...,T5].

Aufgabe 1.4.20. Es seien R ein faktorieller Ring und {0} # p < R ein Primideal. Zeige:
Das Ideal p wird von Primelementen erzeugt. Ist R zudem noethersch, so wird p von
endlich vielen Primelementen erzeugt.

Aufgabe 1.4.21. Beweise folgende Aussagen iiber den Polynomring K[771, T%].
(i) Die Polynome T — T2 und Tb sind Primelemente in K[T4,T%]. Das Ideal (T> —
T2, Ts) ist kein Primideal in K[T7, T3].
(ii) Das (T1T%,T> — 1) ist ein Primideal in K[77,75%]. Das Polynom T17% ist kein
Primelement in K[T1, T3].

Aufgabe 1.4.22. Es sei K ein Korper. Bestimme alle Primelemente in K[Tl7 Tg] der Form
aTE 4+ by Ty + ¢T3 + dTy + eT» + f, wobei a, b, ¢, d, e, f € K.
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1.5. Monomialideale.
Erinnerung 1.5.1. Ein Monom in K[T1,...,T,] ist ein Polynom der Form T" =
Ty ---TY. Die Menge M(n) C K[Ty,...,T,] der Monome ist ein multiplikatives
Monoid und man hat zueinander inverse Isomorphismen von Monoiden

7%, «— M(n)

nv — 1Y

v TV

Ein Ideal a C K[T1,...,T,] heiit Monomialideal, wenn es von Monomen erzeugt
wird. Ein Polynom f € K[T7,...,T,] liegt genau dann in einem gegebenem Mono-
mialideal a, wenn jedes Monom von f in a liegt.
Definition 1.5.2. Wir bezeichnen mit I';, := Z%, das additive Monoid aller ganz-
zahligen n-Tupel v = (v1,...,vy,) mit vy,... v, € Z>o. Eine Teilmenge M C Z"
heifit T, -invariant, falls '), + M C M gilt.

Beispiel 1.5.3. Von den beiden folgenden Teilmengen in I'y = ZQZO ist die erste
I's-invariant, die zweite jedoch nicht:

Satz 1.5.4. Es seien K ein Korper undn € Zxo. Dann hat man zueinander inverse
Bijektionen

I, -invariante Monomialideale
Mengen M C T, a CK[Ty,...,Ty)

M = a(M) = (TF pe M),
{pw; T €a} =: XMa) <+~ a

Fir je zwei Ty -invariante Teilmengen My, My C Ty, gelten die folgenden Iden-
tititen:

a(MlﬁMg) = a(Ml) N CL(MQ),
a(MiUMz) = a(Mi) + a(Ma),
a(My + Mz) = a(Mi)a(Ma).

Insbesondere sind Durchschnitte, Summen und Produkte von Monomialidealen wie-
der Monomialideale.

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit der Zuordnungen ist zu zeigen, dass A(a) eine
Iy, -invariante Menge ist. Dazu seien v € T';, und p € A(a) gegeben. Es gilt

T"ea = T'T'ca = T ™" ca = v+pc ).
Wir zeigen nun, dass A(a(M)) = M gilt. Die Inklusion “D” ist dabei offensichtlich.

Zum Nachweis von “C” sei v € A(a(M)) gegeben. Dann gilt T" € a(M) und wir
haben eine Darstellung

™ = Y fT"
mit Polynomen f, € K[T1,...,T,] und Elementen p € M. Folglich ist T von

der Form T% = T¥'TF = TV *# mit einem v/ € T, und einem p € M. Mit der
I',,-Invarianz von M ergibt sich v € M.
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Wir zeigen a(A(a)) = a. Es geniigt zu zeigen, dass beide Ideale dieselben Monome
enthalten. Es sei v € '), gegeben. Mit der eben bewiesenen Identitédt A(a(M)) = M
erhalten wir

TV €a = veMa) = TV € a(A(n)),

TV € a(AM(a)) = ve Aa(A(a)) =Aa) = TV €.
Wir zeigen a(My N Msz) = a(M;) Na(Ms). Als Durchschnitt I'y,-invarianter Mengen
ist My N My wieder Ty, -invariant. Weiter ist a(Mq)Na(Mz) ein Monomialideal, denn
fiir jedes f € a(M;) Na(Ms) liegen auch alle Monome von f in a(M7) Na(Ms). Die
gewiinschte Identitdt ergibt sich nun mit

T € Cl(MlﬂMg) S veMnMy & vebMjiundv € My & TV € U.(Ml)ﬂa(Mg).

Die Nachweise der beiden verbleibenden Identitidten verlaufen nach demselben Mu-
ster. O

Definition 1.5.5. Es sei M C I',, eine I'j,-invariante Teilmenge. Wir nennen ein

Element u € M eine Spitze von M, falls fiir alle ¢/ € M und v € T, gilt
po=p+v = p=y.

Beispiel 1.5.6. Eine I's-invariante Menge mit den Punkten (1,2) und (2,1) als

Spitzen:

Lemma 1.5.7. Es sei M C T'), eine I',,-invariante Teilmenge. Dann besitzt jedes
w € M eine Darstellung i = po + v mit einer Spitze ug von M und v € T'y,.

Beweis. Fiir v € Ty, setzen wir |v| ;=11 +...4+v,. Es sei nun u € M gegeben. Ist p
eine Spitze, so ist nichts zu zeigen. Ist p keine Spitze, so haben wir eine Darstellung
W= 1+ vy mit g # py € M und vq € I'),. Dabei gilt offenbar

lul = [p+unl| = |l + ] > [pal.
Ist w1 eine Spitze von M, so ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls erhalten wir wie
eben eine Darstellung 1 = po + o mit po € M und ve € Ty, wobel || > |uo| gilt.
Iteration dieses Verfahrens liefert ein u,., das sich nicht mehr als p, = pryr1 + vrg1
mit g, # pry1 schreiben lisst. Die gewiinschte Darstellung von p ist dann
W = fy + Vp+...+U1.
O
Satz 1.5.8. FEs sei M C I, eine I'y-invariante Teilmenge. Dann besitzt M nur
endlich viele Spitzen. Sind u1, ..., € M die Spitzen von M, so gilt
M=m+T,U...Uu+T,, a(M) = (TH,...,TH).

Beweis. Es sei a := a(M) C K[Ty,...,T,] das zu M gehoérige Monomialideal.
Nach Dicksons Lemma 1.4.8 gilt a = (T"1,...,T"<) mit Monomen T** ... T"s €
K[Ty,...,T,]. Wir zeigen, dass jede Spitze po € M unter den k; auftaucht. Wegen
THo € a gibt es Polynome g1, ..., g9s € K[T1,...,T},] mit

T = g T 4+ o+ gsT"e.



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 31

Ausmultiplizieren und Vergleich der Monome ergibt 7#0 = T¥T" fiir ein 1 <i < s
und ein v € I',,. Das bedeutet ug = x; + v. Da ug eine Spitze von M ist, folgt
o = K;. Also gibt es nur endlich viele Spitzen in M. Damit ist die erste Aussage
des Satzes bewiesen. Die zweite folgt sofort mit Lemma 1.5.7. O

Satz 1.5.9. Es seien M, N C T',, zwei I',,-invariante Teilmengen, und es seien
V1,...,V. die Spitzen von N. Dann gilt

(a(M):a(N)) = a (F,ﬂ?ﬁMw).

i=1

Beweis. Zum Nachweis der Inklusion “C” sei ¢ € (a(M) : a(N)) gegeben. Dann gilt
insbesondere c¢T" € a(M) fiir alle 1 < ¢ < r. Wir betrachten nun ein Monom T
von ¢. Nach Satz 1.2.7 liegt 71" in a(M). Das bedeutet v € T',, N (M — v;) fiir
alle 1 <i < r. Also liegen alle Monome von ¢ und somit auch c¢ selbst in dem Ideal
auf der rechten Seite.

Zur Inklusion “2”. Nach Definition wird das Ideal auf der rechten Seite erzeugt von
den Monomen 1%, wobei v € I';, mit v + v; € M fiir alle 1 < i < r. Diese Monome
leisten TVT"i € a(M) fiir jede Spitze v; von N. Satz 1.5.8 liefert T"a(N) C a(M)
und somit 7% € (a(M) : a(N)) fiir die obigen Monome 7. O

Definition 1.5.10. Die lexikographische Ordnung auf der Menge Z™ ist definiert
durch

v < por = U=y ey V1 = Mg—1, Vi < pg firein 1 <k < n.
Beispiel 1.5.11. In Z? haben wir (1,2,3) < (2,—5,0) und (2,2,4) < (2,2,7).

Bemerkung 1.5.12. Die lexikographische Ordnung auf Z™ ist eine Totalordnung,
d.h., fir je zwei v, u € Z" gilt v < p oder p < v. Weiter hat man stets

v < pu = V+Kr < gtk

Konstruktion 1.5.13. Fiir ein Element v € T',, definieren wir seinen Sockel v € T',,
durch
1 v; >0,

v = (U1,...,Un), obei v; =
v (71 Up) wobei 7, {0 V=0,

Satz 1.5.14. Es sei M C T'y, eine I'y,-invariante Teilmenge mit den Spitzen pi1, . . ., .
Dann gilt

a(M) = (TH ... TF).

Beweis. Zum Nachweis der Inklusion “C” sei ¢ € (/a(M) gegeben. Wir zeigen
ce (TP, ... TF) durch Induktion iiber die Anzahl s der Terme von c. Fiir s = 1
haben wir ¢ = aT" mit einem v € T',,. Die Bedingung ¢ € y/a(M) bedeutet mv € M
fiir ein m € Z>¢. Also gilt mv € p;+T', fir ein 1 <4 < r. Das impliziert v € p; +1',
und somit ¢ € (TF ..., TH")

Fiir den Induktionsschritt s — 1 — s betrachten wir den “Leitterm” «aoT"° von c,
d.h., wir haben 1y > v fiir jeden Term oT" von c. Nach Definition des Radikals

a(M) gibt es ein m € Z>(o mit
"= aptT"™ + € a(M).

Dabei ist ¢ ein Polynom, dessen Terme ST* stets p < muyg erfiillen. Satz 1.2.7

liefert T € a(M). Wie oben sehen wir 7% € (T#1, ... T#). Nach Induktions-
voraussetzung haben wir ¢ — apT"° € (TH, ..., TH"). Es folgt c € (TH1 ... TF).
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Fiir die Inklusion “D” miissen wir lediglich zeigen, dass es eine Zahl m; € Z>g
gibt mit (7%)™ € a(M). Offenbar hat m; := max(u1,..., tin) die gewiinschte
Eigenschaft. U

Satz 1.5.15. Es sei K ein Kérper. Ein Monomialideal in K[Ty, ..., T,] ist genau
dann prim, wenn es von Variablen erzeugt wird.

Beweis. Es sei zuniichst a < K[T7y,...,T,] ein von Variablen erzeugtes Ideal. Wir
diirfen annehmen, dass a = (Tj,...,T,) gilt mit 1 < k < n. Dann hat man ein
kommutatives Diagramm

K[Tla aTn] K[Tl,.. -7Tk—1]
\ /
K[Ty,...,T,)/a
Wegen ker(p) = a ist @ ein Isomorphismus. Insbesondere ist K[71,...,T,]/a ein

Integritétsring; siehe Folgerung 1.1.12. Weiter liefert Satz 1.3.5, dass a ein Primideal
ist.

Es sei nun a < K[T1,...,T,] ein primes Monomialideal. Dann gilt a = (T"*, ..., T"")
mit Monomen 7% = Ty ... T~ Tteriertes Anwenden der Primidealeigenschaft
zeigt, das zu jedem T eine Variable Tj(;) mit Tj¢;) | T in a enthalten sein muss.
Es folgt a = <Tj(1), . 7Tj(r)>- O

Satz 1.5.16. Es sei K ein Kérper. Das Ideal in (Th,...,T,) < K[T1,...,T,] ist
das einzige Monomialideal, das zugleich maximales Ideal ist.

Beweis. Der Faktorring K[Ty,...,T,]/{(T1,...,T,) ist isomorph zum Korper K und
somit ist das Monomialideal (T%,...,T,) maximal, siehe Satz 1.3.10. Ist weiter
a < K[T1,...,T,] ein maximales Monomialideal, so ist a nach Folgerung 1.3.11
insbesondere prim und wird deshalb gem&f Satz 1.5.15 von Variablen erzeugt. Also
gilt a C (T1,...,Ty,). Mit der Maximalitét folgt a = (T1,...,T,). O
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Aufgaben zu Abschnitt 1.5.

Aufgabe 1.5.17. Berechne die Spitzen von /o und (a : b) fiir folgende Monomialideale
in K[Tl, Tg]:

a = (IVT3, TYTY, TYTe, TY, TETS, TiTs, VTS, b = (T9, TYTS, TWT5, TY).

Aufgabe 1.5.18. Beweise Satz 1.5.8 direkt, d.h., ohne Verwendung des Hilbertschen
Basissatzes bzw. des Dicksonschen Lemmas.

Aufgabe 1.5.19. Es sei a C K[T1,...,T] ein Monomialideal. Zeige: Die Ordnung der
Menge Z%, \ A(a) ist gleich

e dem Supremum iiber die Langen r von Ketten echt aufsteigender Monomialideale

a=am C...Ca CK[T,...,Thl,
e der Dimension des K-Vektorraumes K[T1,...,T,]/a.
Aufgabe 1.5.20. Es sei a := (T5, 15Ty, T Te, TY) C K[T1,Tz]. Bestimme ecine Kette
maximaler Linge von echt aufsteigenden Monomialidealen a = a; C ... C a, C K[T1, T3]

Aufgabe 1.5.21. Gib ein Beispiel eines Monomialideals a an, das fiir jedes k € Z>( eine
echt aufsteigende Kette von Monomialidealen a = a1 C ... C ax erlaubt.
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2. NULLSTELLEN UND IDEALE

2.1. Polynomiale Gleichungssysteme.

Definition 2.1.1. Es sei K ein Korper. Ein polynomiales Gleichungssystem iiber K
ist ein Gleichungssystem der Form

fl(zlv"'vzn) - 05
(2.1.1.1) ; :
fm(z1,-y2n) = 0

mit Polynomen fi,..., fi, € K[T4,...,T,]. Die Lisungsmenge des obigen Systems
ist definiert als

V(fiseooifm) == {z€K" fi(z) =...= fm(z) =0} C K"

Bemerkung 2.1.2. Die linearen Gleichungssysteme sind genau die Systeme (2.1.1.1)
mit Polynomen fi,..., f,,, der Gestalt

fi = anTr+ ...+ a1, — by, aij, by € K.

Die Theorie der linearen Gleichungssysteme ist gut verstanden; man hat einfache
Kriterien fiir Losbarkeit und effiziente Verfahren zur Berechnung von Losungen.

Definition 2.1.3. Es sei K ein Korper. Ein monomiales Gleichungssystem iiber K

in den Variablen 77, ..., T, ist ein Gleichungssystem der Form
™ = 0,

(2131) TV =TV "'Tyi", V; = (l/“,...,l/in) S ZZO
T = 0,

Bemerkung 2.1.4. Fiir 1 < j < n bezeichnen wir die j-te Koordinatenhyperebene
in K™ mit

Hj = V(TJ) = {ZEK”; Zj :0}
Die Losungsmenge des monomialen Gleichungssystems (2.1.3.1) kann man mittels
dieser Koordinatenhyperebenen darstellen als

V(T™,..., T") = U Hi| n...n U H;j

v1;>0 Vmj >0

Beispiel 2.1.5. Wir betrachten das folgende monomiale Gleichungssystem iiber
einem Korper K in den Variablen T4, T5, T5:

T, = 0, Ty = 0, T3 = 0.
Nach Bemerkung 2.1.4 ist die Losungsmenge dieses Gleichungssystems gegeben
durch
V(T Te, ThT3, ToT3) = (HyUHs) N (HyUHs) N (HeUHs)
(HiNHy) U (HiNHs) U (HyN Hs)
— (K x {0} x {0}) U ({0} x K x {0}) U ({0} x {0} x K).

Definition 2.1.6. Es sei K ein Korper. Ein binomiales Gleichungssystem iiber K

in den Variablen T7, ..., T, ist ein Gleichungssystem der Form
T + I = 0,
(2.1.6.1) : :
T 4+ B, TH = 0
mit Monomen T% THi € K[Ty,...,T,] und nichtverschwindenden Koeffizienten

a;, Bi € K*.
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Definition 2.1.7. Es sei K ein Korper. Der Standard-n-Torus (iber K) ist das
n-fache direkte Produkt T™ := K* x ... x K* der multiplikativen Gruppe K*.

Konstruktion 2.1.8. Jede Matrix A € Mat(m,n;Z) definiert einen Homomor-
phismus abelscher Gruppen

ar T — T™,  (f1,... tn) > (E900 - 00 g0m g,

Fiir je zwei Matrizen A € Mat(m,n;Z) und B € Mat(n, k; Z) gilt dabei p4 0 pp =
pa.p. Insbesondere gilt w41 = @21, falls A € Mat(n,n;Z) invertierbar ist.

Beweis. Es sei A € Mat(m,n;Z). Dann gilt offenbar ¢ 4(1,...,1) = (1,...,1). Fiir
je zwei Elemente ¢,s € T" erhalten wir

wa(ts) = @(t181,...,tnSn)
= ((tlsl)au s (tnsn)aln, ey (tlsl)aml s (tnsn)am”’)
— (tlllu .. 'tlrlzlna . ,tlllml .. 'tfrlzmn>(5l11u .. S;llln7 ce Slllml .. ,S;llmn)

= pal)pals).

Es weiter B € Mat(n, k; Z). Fiir t; € K* betrachten wirt; := (1,...,1,¢;,1,...,1) €
T*, wobei der Eintrag ¢; an der j-ten Stelle steht. Dann gilt

bij b
eales(t;)) = ealt;”,....t;")
Av.-B., Ape-B
(£ B e B
— (A-B)1; (A-B)m;
= (B APy

= pan(t)).

Das allgemeine Element t € T* ist von der Form ¢ = t; - - - t,. Kombiniert man die
obige Identitét mit der Homomorphieeigenschaft, so folgt oA (pp(t)) = pa.p(t). O

Beispiel 2.1.9. Einige Matrizen und ihre zugehérigen Homomorphismen (sie wer-
den spiter wieder auftauchen):

A = ( _g g 73 ) ~opA (t15t25t3) = (tfgtgtgv t?t§t§2)v
B=(11) ~ vpiltnt) o (b tt),
o=z —2 2,3
C = g é 0 o Pot (t15t25t3) = (t1t2t3 7t27 tltS )a
D = ( é g 8 ) ~ o Pp: (tl,tg,tg) — (tl, tg)

Bemerkung 2.1.10. Die Lésungen des Systems (2.1.6.1) innerhalb T™ sind genau
die Losungen innerhalb T™ des folgenden Systems:

Tvi—m - P
o

(2.1.10.1) : :
TVm—tim — _ Bm

Bezeichnet A € Mat(m, n; Z) die Matrix mit den Zeilen v;—pu;, so ist die Losungsmenge
des Systems (2.1.10.1) gegeben durch

02t (=Bi/aty .y —Bm/am).
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Bemerkung 2.1.11. Fiir eine Matrix D € Mat(m,n;Z) der Form D = (D’,0) mit
einer Diagonalmatrix D’ € Mat(m, m;Z) erhilt man

o t) = Wit x ... x K, x ™ C T",

wobei t = (t1,...,t,) € T™ ein beliebiges Element sein kann und v/t C K die
Menge aller d-ten Wurzeln von ¢ € K bezeichnet:

Vi = {seK; s =t}

Beispiel 2.1.12. Fir K = C, die Matrix D aus Beispiel 2.1.9 und ¢ = (1,1)
erhalten wir

ool (1,1) = {(1,6%’%); k=0,....5, te(C*}.

Satz 2.1.13. Gegeben sei ein binomiales Gleichungssystem diber einem Korper K
in den Variablen Ty, ..., T,:

i = T+ 5T = 0,

fm = amTVm + BT = 0.

Es sei A € Mat(m,n;Z) die Matrix mit den Zeilen v; — p;. Weiter seien B €
Mat(m,m;Z) und C € Mat(n,n;Z) invertierbar und D := BAC. Dann ist die
Losungsmenge des Gleichungssystems auf T™ gegeben durch

V(fi,.o o fm) 0T = gc (90131 (soB (—5—1—5—"‘)))

Beweis. Es gilt A = B~'DC~!. Nach Konstruktion 2.1.8 und Bemerkung 2.1.10
erhalten wir

Vi b0 T = gt (<2 )
= (pp-109popc-1)" (_ﬁ,m,_ﬁ_m)
aq Oy

— e (65 (oo (-2 - 22))).

Erinnerung 2.1.14 (Smith-Normalform). Es seien R ein euklidischer Ring und
A € Mat(m,n; R) eine Matrix. Dann gibt es Elementarmatrizen By,..., B, €
Mat(m,m; R), und C1,...,C; € Mat(n,n; R) mit

D 0
pemeaceo = (20,

wobei D' € Mat(s, s; R) eine Diagonalmatrix mit nichtverschwindenden Diagonal-
eintrigen di,...,ds € R ist, die den Teilbarkeitsbedingungen d | da,...,ds—1 | ds
geniigen.

Bemerkung 2.1.15. Ist eine Matrix A {iber einem euklidischen Ring gegeben,
so kann man explizit invertierbare Matrizen B und C' bestimmen, sodass BAC
Smith-Normalform annimmt. Als Beispiel betrachten wir

-3 3 2
A = ( 3 3 _2> € Mat(2,3;7Z).
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Wie im entsprechenden Verfahren fiir Matrizen iiber Kérpern verschafft man sich B
und C, indem man die bendtigten Zeilen- und Spaltenoperationen durch sukzessives
Anwenden auf Einheitsmatrizen mitfiihrt:

w

SpOp(1;1,2) _3
- s
0

oo
o
~—
7~
=
- o
~
//~
cor
[y,
—~ oo
S~——
S~——

(

et (s (v (e e)
(
(

SpOp(2;3,1) 1 0 2 > ( 1 0 > (1)
—_— s
0 6 0 1 1 2
SpOp(—2;1,3) 1 0 0 1 0 11 -2
= ( 0 6 0 )( 11 ) o 0
2 0 -3

Damit haben wir die Smith-Normalform D von A sowie Matrizen B und C' mit
D = BAC gefunden:

or
—oo

S~

S~

1 1 =2
D:<(1)28), B:<1(1)>, C = 0 1 0
2 0 -3

Fiir das Losen binomialer Gleichungssysteme geniigt es, die Matrix D’ auf Dia-
gonalgestalt zu bringen; die aufsteigende Teilerbedingung fiir die Diagonaleintrige
braucht man nicht.

Beispiel 2.1.16. Wir betrachten das folgende binomiale Gleichungssystem iiber C
in den Variablen 77, 7%, T5:

fi=T3T —17 = 0, fo == TPTS —TF = 0.

Die Exponentenmatrix A, ihre Smith-Normalform D sowie die Transformationsma-
trizen B und C' sind wie in Bemerkung 2.1.15.

Nach Satz 2.1.13 kénnen wir die Losungen des Systems in T2 folgendermafen be-
rechnen:

V(fi,f2)NT = oc(ep (e5(1,1)))
= pc({1} x VI xK")

2w 2mi

— {(e Ehi=2 %5k 43). k= 0,....5, teK*}.

Die Losungen auflerhalb T? liegen in den Koordinatenhyperebenen V (Ty), V(1)
und V(T3). Wir erhalten

V(fl,f2)ﬂV(T1) = V(fl,fg)ﬂV(Tg) = {(O’Z’O); ZE(C},
V(f1, fo) NV (T2) = {(0,0,0)}.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.1.

Aufgabe 2.1.17. Es sei A € Mat(m,n;Z). Betrachte fiir K = C den zugehérigen Homo-
morphismus @4: T" — T™ und zeige A = J,, (1,...,1), wobei J,,(1,...,1) die Jacobi-
matrix von ¢4 im Punkt (1,...,1) € T" bezeichnet.

Aufgabe 2.1.18. Bestimme die Losungsmenge in C* fiir das folgende Gleichungssystem:

ToTsTY — T3 = 0, TTSTy — TVT3T; = 0, TTSTy Ti% — ToTsTy = 0.
Aufgabe 2.1.19. Bestimme die Losungsmenge in C? fiir das folgende Gleichungssystem:

T —T? —-T? = 0, TSTS = 1.
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2.2. Algebraische Mengen.

Vereinbarung 2.2.1. Von nun an ist K ein Kérper mit unendlich vielen Elemen-
ten. Man hat dann einen kanonischen Monomorphismus kommutativer K-Algebren:

®: K[Ty,...,T,] — Abb(K"K),
fo= e fa).

Wir diirfen die Polynome in K[T1,...,T;] daher im folgenden als K-wertige Funk-
tionen auf dem K" ansehen.

Definition 2.2.2. Eine Teilmenge X C K" heif3t algebraisch, falls es Polynome
fl;- --7fr S K[Th.. ;Tn] glbt mit

X = V(f1,..., fr) = {2z eK"” fi(z)=...= fr-(z) =0}
Beispiel 2.2.3. (i) K* = V(0) und § = V(1) sind algebraische Mengen
in K”.
(ii) Fir jedes € K" ist {z} = V(Th — z1,...,T, — z,) eine algebraische
Menge in K™.

Beispiel 2.2.4 (Affine Unterrdume). Die affinen Unterrdume von K" sind genau
die Losungsmengen von Gleichungssystemen

a1r1 + ...+ a1y = by,

Am1T1 + ... + ATy = bm;

mit Koeffizienten a;;,b; € K. Insbesondere ist jeder affine Unterraum von K" eine
algebraische Menge.

Beispiel 2.2.5 (Ebene Quadriken). Eine Quadrik in R? ist die Losungsmenge einer
quadratischen Gleichung

az? +by? +cxy+dr+ey+f = 0.

Die Struktur der Losungsmenge hingt dabei von den Koeffizienten ab; typische

Félle sind hier skizziert:
P 2

2 2
S s = 2ps
Ellipse Hyperbel Parabel
zy =0 z(x—1)=0 z2 =0

Achsenkreuz Parallele Geraden Doppelte Gerade
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Beispiel 2.2.6 (Ebene Kubiken). Eine Kubik in R? ist die Losungsmenge einer
kubischen Gleichung
Z aijr'y? = 0.

1+j<3
In Abhéngigkeit von den Koeffizienten a;; erhélt man unterschiedliche Bilder —
das Geschehen ist hier deutlich komplizierter als bei den Quadriken.

3

y?2 =23 —ax y? =23

Glatte Kubik Neillsche Parabel

Man kann hier Degenerationsphdnomene beobachten: Durch geeignete Variation
eines Koeffizienten geht im obigen Beispiel eine glatte in eine singulidre Kubik {iber.

Beispiel 2.2.7 (Rationale Raumkurven). Es seien ¢1,...,¢9,—1 € R[T]. Dann ist
die zugehorige rationale Raumkurve

{(t,1(t), ..., gn-1(t)); t € R}

eine algebraische Menge in R™. Man erhilt sie als Losungsmenge des Gleichungs-
systems

562—91(351) =0, ..., $n—9n—1($1) = 0.

-,

/.

Bemerkung 2.2.8. Es sei X C R" eine algebraische Menge. Ohne eine Defini-
tion dafiir gesehen haben zu miissen, hat man vielleicht eine intuitive Vorstellung
dartiber, was zu verstehen ist unter

e den irreduziblen Komponenten von X.

e der Dimension von X,

e cinem singuldren Punkt v € X,

e der Tangente bzw. der Tangentialebene an ein x € X,

Hinter diesen geometrisch motivierten Konzepten stehen konkrete algebraische De-
finitionen. Es ist eines unserer Ziele dieses Zusammenspiel von Algebra und Geo-
metrie kennenzulernen.

Definition 2.2.9. Es sei L C K[T1,...,T,] eine beliebige Teilmenge. Dann ist das
zugehorige Nullstellengebilde in K™ definiert als
V(L) := {x €K" f(x)=0 fiir jedes f € L} = ﬂ V(f).
feL
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Bemerkung 2.2.10. Es seien L1, Lo C K[T1,...,T,] zwei Teilmengen. Dann hat
man

L1 - L2 — V(Ll) D) V(LQ)

Erinnerung 2.2.11. Der Hilbertsche Basissatz besagt, dass K[T1, ..., T,] ein noe-
therscher Ring ist; d.h., jedes Ideal a C K[T1,...,T;,] ist endlich erzeugt.

Satz 2.2.12. Fir L C K[Th,...,T,] seien a C K[Ty,...,T,] das von L erzeugte
Ideal und f1,..., fr € K[T1,...,T,] Erzeugende fir a. Dann gilt

V(L) = V(Cl) = V(f17 ceey fT)
Insbesondere ist das Nullstellengebilde V(L) auch fiir beliebige, nicht notwendiger-
weise endliche Teilmengen L C K[Ty,...,T,] eine algebraische Menge in K™.

Beweis. Als unmittelbare Anwendung von Bemerkung 2.2.10 erhalten wir die In-
klusionen

V(L) 2 V(a) C V(fi,---, fr).
Wir zeigen weiter V(L) C V(a); der verbleibende Fall verlduft analog dazu. Es sei
z € V(L). Ist f € a, so gibt es eine Darstellung f = > g;h; mit g; € K[T4,...,T,]
und h; € L. Das impliziert f(z) = 0 fiir jedes f € a, und man erhilt z € V(a). O

Definition 2.2.13. Es sei X C K" eine beliebige Teilmenge. Das zugehorige Ver-
schwindungsideal in K[Ty, ..., T,] ist das Ideal

I(X) = {feK[T,....Tn); flx =0} C K[Ty,...,T,].
Bemerkung 2.2.14. Es seien X, Xo C K” zwei Teilmengen. Dann hat man
X1 QXQ — I(Xl) ;)I(XQ)
Satz 2.2.15. Es seien Teilmengen L C K[Ty,...,T,] und X C K" gegeben. Dann
qilt
L C I(V(L)), X C V{I(X)).
Ist X C K™ eine algebraische Menge, so hat man im zweiten Fall sogar die Gleicheit
X = V{I(X)).
Beweis. Die beiden ersten Inklusionen ergeben sich sofort aus den jeweiligen Defini-

tionen. Ist X C K™ algebraisch, so gilt X = V(a) mit einem Ideal a C K[T1,...T,].

Es folgt a C I(V (a)). Bemerkung 2.2.10 liefert somit
V(I(X)) = V(I(V(a))) C V(a) = X.

O

Beispiel 2.2.16. Die Inklusionen aus 2.2.15 sind im allgemeinen keine Gleichhei-
ten:

(i) Fiir das Ideal (T?) C K[T] gilt
V((T?) = {0}, I(V({(T?)) = (T) 2 (T?).
(ii) Fiir die Teilmenge K* C K gilt
1K) = {0}, V(K = K2 K.
Definition 2.2.17. Es seien X C K" und Y C K™ algebraische Mengen. Eine Ab-
bildung ¢: X — Y heifit algebraisch, falls es Polynome ®4,...,®,, € K[Ty,...,T,]
gibt mit
o(x) = (P1(2),..., Ppm(x)) fiir alle z € X.
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Beispiel 2.2.18. Man kann die Neilsche Parabel V(T3 — T) C K? mittels einer
algebraischen Abbildung “parametrisieren”:

K — V(T? - T%), r o (22, 2%).

Bemerkung 2.2.19. Mit dem Begriff der algebraischen Abbildung kénnen wir die
Kategorie der algebraischen Mengen einfiihren:

e Die Objekte sind Paare X C K", wobei X eine algebraische Menge in K"
ist (n darf dabei variieren).

e Die Morphismen zwischen zwei Objekten X C K™ und Y C K™ sind deren
algebraische Abbildungen.

Es gibt nun eine Reihe einleuchtender Forderungen, welche man an eine Kategorie
stellt:

e Sind Morphismen ¢: X — Y und ¢: Y — Z gegeben, so muss eine Kom-
position Yop: X — Z erklért sein. Dabei muss stets ko (pop) = (koth)op
gelten.

e Es muss fiir jedes Objekt X C K" einen Morphismus idx: X — X mit
den Eigenschaften der Identitét geben, d.h., man hat stets ¥ oidx = ¢
und idx o ¢ = .

In unserem vorliegenden Fall priift man leicht nach, dass diese Eigenschaften vor-
liegen.

Bemerkung 2.2.20. Mit der vorangehenden Bemerkung haben wir insbesondere
einen Isomorphiebegriff fiir algebraische Mengen erklart: X € K” und ¥ € K™
sind isomorph, falls es polynomiale Abbildungen ®: K® — K™ und ¥: K™ — K"
gibt mit

(I)(X)CY, \I/(Y)QX, \I/Oq)|X:idx, q)O\I/|y:idy.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.2.

Aufgabe 2.2.21. Gib Polynome f1,...,fm € C[T1,T%] an, sodass V(f1,...,fm) =
{(0,0),(1,2),(3,4)} gilt.

Aufgabe 2.2.22. Realisiere die Menge aller (m x n)-Matrizen A mit rg(A) < k als
algebraische Menge in K™*".

Aufgabe 2.2.23. Zeige, dass die Gruppe SL,, (K) aller (n x n)-Matrizen der Determinan-
te 1 als algebraische Menge in K"*" realisiert werden kann.

Aufgabe 2.2.24. Zeige, dass die Gruppe GL,(K) aller invertierbaren (n x n)-Matrizen
als algebraische Menge in K™*" x K realisiert werden kann.

Aufgabe 2.2.25. Ist die Menge aller symmetrischen (nilpotenten, diagonalisierbaren,
nicht diagonalisierbaren) (n x m)-Matrizen eine algebraische Menge in Mat(n x n,K) =
K"*"™ x K ?

Aufgabe 2.2.26. Es seien X C K" und Y C K™ algebraische Mengen. Zeige: X x Y ist
eine algebraische Menge in K™,

Aufgabe 2.2.27. Bestimme die Verschwindungsideale des Achsenkreuzes V (T17%) C K2
und der Neilschen Parabel V(T35 — T}) C K>.

Aufgabe 2.2.28. Es seien fi,..., fr € K[T1,...,Ts] Polynome vom Grad 1. Zeige: Es
gilt I(V(f,..., fr)) = (fr,. ., fr)-
Aufgabe 2.2.29. Es seien X C K" sowie Z C Y C K™ algebraische Mengen, und es sei

¢: X — Y eine algebraische Abbildung. Zeige: Das Urbild ¢~ (Z) ist eine algebraische
Menge in K".

Aufgabe 2.2.30. Bestimme, bis auf Isomorphie algebraischer Mengen, alle komplexen
Quadriken X C C2.

Aufgabe 2.2.31. Es sei K ein endlicher Korper. Beweise folgende Aussagen:

(i) Jede Teilmenge X C K" ist Losungsmenge eines (endlichen) polynomialen Glei-
chungssystems.
(ii) Jede Abbildung X — K ist Einschrinkung einer polynomialen Abbildung.

Aufgabe 2.2.32. Es sei K ein Korper. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist K nicht algebraisch abgeschlossen, so 14t sich jede algebraische Menge X C
K" darstellen als X = V(f) mit einem f € K[T1,...,Ty].

(ii) Tst K algebraisch abgeschlossen, so laBt sich {0} = V(Ti,7:2) C K? nicht als
X = V(f) mit einem f € K[T1, T3] darstellen.

Aufgabe 2.2.33. Essei X C C" eine algebraische Menge. Zeige: Ist X kompakt beziiglich
der metrischen Topologie, so ist X bereits endlich.
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2.3. Zariski-Topologie.

Erinnerung 2.3.1. Es sei X eine beliebige Menge. Eine Topologie auf X ist ein
System  von Teilmengen U C X mit folgenden Eigenschaften:

e Esgilt D € Qund X € Q.
o Gilt U; € Q fiir i € I, so gilt |J,; Us € Q.
o Gilt Un,...,U, € Q,s0gilt N;_, U; € Q.

Es sei nun © eine Topologie auf X. Dann nennt man X, bzw. das Paar (X, ),
einen topologischen Raum und die Elemente U € 2 die offenen Mengen von X. Die
obigen Eigenschaften lassen sich dann formulieren als

(o1) die leere Menge und der gesamte Raum sind offen,
(02) beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen,
(03) endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.

Die abgeschlossenen Mengen von X sind genau die Komplemente A = X \ U mit
U € Q. Die abgeschlossenen Mengen eines topologischen Raumes stehen in Bijektion
zu seinen offenen Mengen:
{offene Mengen von X} <+— {abgeschlossene Mengen von X}
U — X\U
X\A « A
Man beachte, dass die beiden Zuordnungen invers zueinander sind. Die Eigenschaf-

ten (ol) bis (03) offener Mengen entsprechen den folgenden Eigenschaften (al) bis
(a3) abgeschlossener Mengen:

(al) die leere Menge und der gesamte Raum sind abgeschlossen,
(a2) beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen,
(a3) endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Man kann eine Topologie auf einer Menge X also ebensogut durch die Angabe ihrer
abgeschlossenen Mengen spezifizieren: Erfiillen die Mengen A C X eines Systems
von Teilmengen die Eigenschaften (al) bis (a3), so bilden die Komplemente U =
X \ A eine Topologie auf X.

Erinnerung 2.3.2. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

e Sind a;, ¢ € I, Ideale in R, so ist ihre Summe definiert als
Zai = {Zai; a; € a;, a; = 0 fiir fast alle 7 € I}.
il
e Sind ay,...,a, Ideale in R, so ist ihr Produkt definiert als
ay - a. = {a1---ap; a; € ;).

Satz 2.3.3. Die algebraischen Mengen des K™ sind die abgeschlossenen Mengen
einer Topologie auf K™. Genauer gilt:

(i) 0=V (1) und K* = V(0).
(i) Ist X;, j € J, eine Familie algebraischer Mengen in K™, so gilt

X = V[ 1(x)

jed JjeJ
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(iii) Sind X1,...,X, algebraische Mengen in K™, so gilt

T T
Jj=

X; =V ﬂI(Xj) =V ﬁl(Xj)

1 j=1

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Zu Aussage (ii): Mit Satz 2.2.15 erhalten wir
ze (X, < ze(\VUIX;)
JjeJ JjeJ
< f(z)=0firalle feI(X;),jeJ

<~ f(z) =0 furalle f € ZI(Xj)
JeJ

= weV > IX))
jeJ

Zu (iii): Da das Produkt der Ideale I(X),...,I(X,) in ihrem Durchschnitt enthal-
ten ist, gilt

r

ViNOIx)| ¢ Vv ﬁI(Xj)

Jj=1

Zum Beweis der Behauptung sind daher nur die beiden folgenden Inklusionen (a)
und (b) nachzuweisen:

T

(a) UXj cv{iNIx)|., ® Vv HI(XJ) - UXj-

j=1

Zu (a): Es sei x € X7 U...U X,. Dann liegt  in einem Xj. Somit verschwindet
jedes f e I(Xy)N...NI(X,) in 2. Das bedeutet € V(I(X1)N...NI(X,)).

Zu (b): Essei x € V(I(X1)...1(X,)). Nehmen wir an, x liege nicht in X;U...UX,.
Wegen X; = V(I(X;)) gibt es dann zu jedem j ein f; € I(X;) mit f;(x) # 0. Das
Produkt fy - - - f, liegt in I(Xy) - - - I(X,) und verschwindet nicht in x. Widerspruch
zur Wahl von z. t

Definition 2.3.4. Die Topologie aus Satz 2.3.3 heif3t die Zariski- Topologie auf K™.

Beispiel 2.3.5. Fiir jeden Punkt a = (a1,...,a,) € K" ist {a} C K" eine abge-
schlossene Teilmenge, denn man hat

{a} = V(Th —ay,..., T, —ap).

Beispiel 2.3.6. Die Zariski-Topologie auf K' = K ist die kofinite Topologie, d.h.,
die abgeschlossenen echten Teilmengen von K sind genau die endlichen Mengen
in K: Es gilt

A C X abgeschlossen V(a) mit einem Ideal {0} # a C K[T
V({(f)) mit einem 0 # f € K[T]
V(f) mit einem 0 # f € K[T

endlich.

— A
— A
— A
— A
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Beispiel 2.3.7. Die Diagonale A C K2 ist abgeschlossen beziiglich der Zariski-
Topologie, denn es gilt

A = {(t,t), tGK} = V(TQ—Tl).

Man beachte, dass A nicht abgeschlossen ist beziiglich der Produkttopologie auf
K2 =K x K.

Erinnerung 2.3.8. Es sei (X,Q) ein topologischer Raum. Der Abschluss einer
Teilmenge Y C X ist der Durchschnitt Y iiber alle abgeschlossenen Teilmengen
AC X, mit Y C A; die d.h., Y C X ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge,
welche Y enthélt.

Satz 2.3.9. Fir eine beliebige Teilmenge X C K" ist thr Abschluss beziglich der
Zariski-Topologie gegeben als X =V (I(X)).

Beweis. Nach Definition ist V(I(X)) abgeschlossen. Weiter gilt X C V(I(X)). Es
bleibt zu zeigen, dass V(I(X)) in jeder abgeschlossenen Menge A C K" mit X C A
enthalten ist. Mit Satz 2.2.15 erhalten wir

X CA = IX)2I4A) = VIX)) C VUA) = A

O

Erinnerung 2.3.10. Es seien (X,() ein topologischer Raum und ¥ C X eine
Teilmenge. Dann ist die Teilraumtopologie von Y in X das System

Qy = {UnY;Ueq}

Definition 2.3.11. Die Zariski- Topologie einer algebraischen Menge X C K" ist
ihre Teilraumtopologie in K”.

Bemerkung 2.3.12. Es sei X C K" eine algebraische Menge. Eine Teilmenge
U C X ist genau dann offen in X, wenn es ein Ideal a C K[T7,...,T,] gibt mit

U= XNEK"\ V() = X\ V(a).

Satz 2.3.13. Die Zariski- Topologie auf einer algebraischen Menge X C K" besitzt
die Trennungseigenschaft T1, d.h., jede einpunktige Teilmenge von X ist abgeschlos-
sen i X.

Beweis. Die Zariski-Topologie auf K™ besitzt nach Beispiel 2.3.5 die T -Eigenschaft.
Diese Eigenschaft wird an den Teilraum X vererbt: Fiir jedes a € X ist K™\ {a}
offen in K. Somit ist X\ {a} = XN(K"\{a}) offen in X. Also ist {a} abgeschlossen
in X. O

Erinnerung 2.3.14. Es sei (X,) ein topologischer Raum. Eine Basis fiir die
Topologie €2 ist eine Teilmenge B C (2, sodass jede offene Menge U C X sich als
Vereinigung von Mengen aus B darstellen 148t.

Definition 2.3.15. Essei X C K" eine algebraische Menge. Die zu f € K[T1, ..., T)]
gehorige Hauptmenge in X ist die offene Menge

X; = {zeX; flx) #0} = X\V(f) C X.

Satz 2.3.16. FEs sei X C K™ eine algebraische Menge. Dann bilden die Hauptmen-
gen Xy, wobei f € K[T,...,T,], eine Basis der Zariski-Topologie auf X .
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Beweis. Es sei U C X eine offene Menge. Nach Definition der Zariski-Topologie
ist U somit von der Gestalt U = X \ V(a) mit einem Ideal a C K[T1,...,T,]. Die
Behauptung folgt nun rein mengentheoretisch:

U = X\V(a)

= X\ (VW)
f€a

= Jewv)

f€a
= (Jxr
f€Ea
O

Erinnerung 2.3.17. Eine Abbildung ¢: X — Y topologischer Rédume heif3t ste-
tig, falls fiir jede offene Menge V C Y das Urbild ¢~ (V) offen in X ist. Letzteres
ist dquivalent dazu, dass fiir jede abgeschlossene Menge B C Y das Urbild o~ 1(B)
abgeschlossen in X ist. Ist ¢: X — Y eine stetige Abbildung topologischer Raume,
und sind X’ C X sowie Y/ C Y Teilmengen mit p(X’) C Y, so ist die Ein-
schrinkung ¢ x/: X’ — Y stetig beziiglich der Teilraumtopologien auf X’ und Y.

Satz 2.3.18. Es seien X C K" und Y C K™ algebraische Mengen. Ist p: X —Y
eine algebraische Abbildung, so ist @ stetig.

Beweis. Es sei ¢: X — Y Einschriankung der polynomialen Abbildung &: K" —
K™. Da X und Y die Teilraumtopologie in K™ bzw. K™ tragen, geniigt es zu zeigen,
dass ® stetig ist. Dazu sei eine beliebige abgeschlossene Menge

B = V(flv"'vf’l“) c K™

gegeben. Wir miissen zeigen, dass das Urbild ®~!(B) abgeschlossen in K" ist. Dies
folgt jedoch sofort mit

(I)il(B) = (I)il(v(fla"'afT))
{z € K"; f1(®(x))=...= fr-(P(x)) =0}
= V(fi0®,..., [ 0®).
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Aufgaben zu Abschnitt 2.3.

Aufgabe 2.3.19. Esseien X eine Menge und A;, wobei i € I, eine Familie von Teilmengen
von X. Zeige:
X\(4 = Ux\4), x\[J4a = &\ 4).
il iel il iel

Aufgabe 2.3.20. Welche der folgenden Mengen ist algebraisch in R?:

(i) A:={(x1,72) € R* x2 = sin(z1)},
(i1) B :={(sin(z),cos(x)); = € R}?

Aufgabe 2.3.21. Gib Ideale a and b in K[T4,...,T,] an, sodass ab # a N b gilt.

Aufgabe 2.3.22. Es seien (X,Q) ein topologischer Raum und Z C Y C X beliebige
Teilmengen.

(i) Zeige, dass Qy tatsichlich eine Topologie ist.
(i) Zeige, dass Q7 = (Qy)|z gilt.

Aufgabe 2.3.23. Es sei (X,Q) ein topologischer Raum. Der Abschluss einer Teilmenge
A C X in X ist der Durchschnitt A iiber alle abgeschlossenen Mengen B C X mit A C B.
Zeige:

(i) Der Abschluss A einer Teilmenge A C X ist die kleinste abgeschlossene Teilmen-

ge A C X mit A C A.

(ii) Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen in X, wenn sie mit ihrem
Abschluss A iibereinstimmt.

(iii) Fiir jede endliche Vereinigung A := A;U...UA, von Teilmengen A;,... A, C X
git A=A U...UA,.

(iv) Sind A C B C X Teilmengen, so ist der Abschluss von A in B (beziiglich der
Teilraumtopologie) gegeben durch AN B.

Aufgabe 2.3.24. Es seien X ein topologischer Raum, und es seien U; C X offene Teil-

mengen mit
X = Ju.
il
Zeige: Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen in X, wenn fiir jedes ¢ € I die
Menge A N U, abgeschlossen in U; ist.

Aufgabe 2.3.25. Vergleiche die Zariski-Topologie auf C" mit der metrischen Topologie.

Aufgabe 2.3.26. Zeige: Die Zariski-Topologie auf K2 ist echt feiner als die durch die
Zariski-Topologie auf K induzierte Produkttopologie auf K* = K x K.

Aufgabe 2.3.27. Es seien X, Y topologische Rdume, und es sei ¢: X — Y eine Abbil-
dung. Beweise die Aussagen aus Erinnerung 2.3.17:

(i) Die Abbildung ¢: X — Y ist genau dann stetig, wenn fiir jede abgeschlossene
Teilmenge B C Y das Urbild ¢~ (B) C X abgeschlossen ist.

(ii) Ist ¢: X — Y stetig und sind X’ C X sowie Y’ C Y Teilmengen mit p(X’) C Y,
so ist die Einschrinkung ¢|x/: X' — Y stetig beziiglich der Teilraumtopologien
auf X’ und Y'.

Aufgabe 2.3.28. Es seien X = V(fi1,...,fr) € K" eine algebraische Menge und f €
K[T4,...,Ty]. Zeige: Man hat einen Homdomorphismus

Xf - V(g7f{77f;)7 T = ($7f($)_1),
wobei Xy C X die Teilraumtopologie beziiglich X trage und g, f{ € K[T1,. .., Tht1] defi-
niert seien durch f;(T1,...,Tat+1) = fi(Th,...,Tn) baw. g:= f(T1,..., Tn)Tnt1 — 1.

Aufgabe 2.3.29. Ist jede stetige Abbildung algebraischer Mengen algebraisch? Hinweis:
Betrachte die komplexe Konjugation C — C, z — Z.
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Aufgabe 2.3.30. Es seien X := K C K und Y := V(I} — T%) C K*. Zeige: Die (alge-
braische) Abbildung

p: X =Y, z = (22,2°)
ist ein HomGomorphismus algebraischer Mengen, aber sie ist kein Isomorphismus algebrai-
scher Mengen.

Aufgabe 2.3.31. Essei R ein beliebiger K1-Ring. Das Primspektrum von R ist die Menge
X :={p <g R; p prim} aller Primidieale von R. Betrachte die Zuordnungen
{Teilmengen von X} <— {Ideale von R}
Vo= 1Y) :={fe R [epl
heX;alpt=V(a) «— a
Zeige: Die Mengen V (a), wobei a <gr R, sind die abgeschlossenen Mengen einer Topologie

auf X; man nennt sie die Zariski-Topologie auf X. Zeige weiter:

(i) Fiir jede Teilmenge Y C X ist V(I(Y)) der Abschluss von Y in X.
(ii) Fiir p € X ist {p} genau dann abgeschlossen, wenn p maximales Ideal ist.
(iii) Die Mengen X \ V(f), wobei f € R, bilden eine Basis fiir die Topologie auf X.
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2.4. Irreduzible Komponenten.
Definition 2.4.1. Ein topologischer Raum X heif3t

(i) wnzusammenhdingend, falls er eine Zerlegung X = A; U Ay mit disjunkten
abgeschlossenen Teilmengen A; # X erlaubt, bzw. zusammenhdingend, falls
er nicht unzusammenhéngend ist,

(ii) reduzibel, falls er leer ist oder eine Zerlegung X = A; U Ay mit abgeschlos-
senen Teilmengen A; # X erlaubt, bzw. irreduzibel, falls er nicht reduzibel
ist.

Bemerkung 2.4.2. Es sei X ein topologischer Raum.

(i) Ist X unzusammenhingend, so ist X reduzibel.
(ii) Ist X irreduzibel, so ist X zusammenhingend.

Beispiel 2.4.3. Wir versehen K2 mit der Zariski-Topologie und betrachten folgen-
de Teilrdume:

(i) V(T1(Ty — 1)) € K? ist unzusammenhéngend, denn man hat

VLT - 1) = V(T) U V(T 1),
(ii) Das Achsenkreuz V (T1Tz) C K2 ist reduzibel, denn es gilt
V(TlTQ) = V(Tl) U V(Tg).

Erinnerung 2.4.4. Es sei (X, Q) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Y C X
heifit dicht in X, falls Y = X gilt.

Satz 2.4.5. Es sei X ein nichtleerer topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist irreduzibel.
(ii) Je zwei nichtleere offene Mengen U, U’ C X besitzen nichtleeren Durch-
schnitt.
(i) Jede nichtleere offene Menge U C X liegt dicht in X.

Beweis. Zu ,,(i)=(ii)*: Falls U,U’ C X nichtleere offene Mengen mit U N U’ = ()
sind, ist X die Vereinigung der echten abgeschlossenen Teilmengen A := X \ U und
A =X\ U, dh., X ist reduzibel.

Zu ,(ii)=-(iii)“: Falls die nichtleere offene Menge U C X nicht dicht in X liegt, ist
U’ := X \ U eine nichtleere offene Menge mit U N U’ = {).

Zu ,(iii)=-(i)“: Besitzt X eine Zerlegung X = A; U A mit echten abgeschlossenen
Teilmengen A; C X, so ist die offene Menge U := X \ A; nicht leer und liegt nicht
dicht in X: Es gilt U C Ay # X. O

Satz 2.4.6. Es sei X ein topologischer Raum. Ein Teilraum A C X ist genau dann
irreduzibel, wenn sein Abschluss A C X ein irreduzibler Teilraum ist.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass A und somit auch der Abschluss A nicht leer
sind.

Es sei A irreduzibel. Nehmen wir an, A sei reduzibel; etwa A = A U Ay mit
abgeschlossenen Teilmengen A; C A. Dann gilt A; = AN B; mit abgeschlossenen
Teilmengen B; C X. Mit A C A folgt

A = AN(B1UBy) = (AN B;)U(ANBy).

Dabei haben wir ANB; C A, dasonst A C B; und somit A C B; gelten miisste. Also
liegt eine Zerlegung von A in echte abgeschlossene Teilmengen vor. Widerspruch
zur Irreduzibilitit von A.
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Es sei nun A irreduzibel. Nehmen wir an, A sei reduzibel; etwa A = A; U Ay mit
abgeschlossenen Teilmengen A; C A. Dann gilt A; = AN B; mit abgeschlossenen
Teilmengen B; C X. Es folgt

A = AN(B1UBy) = (ANB1)U (AN By).

Dabei gilt AN B; - Z, denn sonst hétte man A C B; und sorgit A C B;, was zu
A = A; fithren wiirde. Also liegt oben eine echte Zerlegung von A in abgeschlossene
Teilmengen vor. Widerspruch zur Irreduzibilitét von A. (]

Satz 2.4.7. Es seien X,Y topologische Rdume, und es sei ¢: X — Y eine stetige
Abbildung. Ist X irreduzibel, so ist auch der Teilraum o(X) CY irreduzibel.

Beweis. Nehmen wir an, ¢(X) wire reduzibel. Dann héitten wir eine Zerlegung
»(X) = By U By mit echten abgeschlossenen Teilmengen B; C ¢(X). Da ¢ stetig
ist, sind die Urbilder A; := ¢~1(B;) abgeschlossen in X. Folglich hat man eine
Zerlegung X = A; U A in echte abgeschlossene Teilmengen A; C X. Widerspruch
zu X irreduzibel. O

Erinnerung 2.4.8. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal a
in R heisst prim, falls a # R gilt und fiir je zwei f,g € R mit fg € a stets f € a
oder g € a gilt. Ein Ideal a C R ist genau dann prim, wenn R/a ein Integrititsring
ist.

Satz 2.4.9. Es sei X C K" eine nichtleere algebraische Menge. Dann sind dquivalent:

(i) X ist irreduzibel.
(ii) Das Verschwindungsideal I(X) C K[T4,...,T,] ist prim.

Beweis. Zu ,,(1)=(ii)“: Man beachte, dass X als irreduzibler Raum nicht leer ist.
Insbesondere ist I(X) ein echtes Ideal in K[T1,...,T,]. Es seien nun Polynome
fig e K[Th,...,T,] mit fg € I(X) gegeben. Dann gilt

X = V{I(X)) € V(fg) = V()UV(9)
Folglich haben wir eine Zerlegung des irreduziblen Raumes X in abgeschlossene
Teilmengen:

X = (XNV(H))UENV(g)).

In dieser Zerlegung kénnen nicht beide Teilmengen echt sein; es muss also X C V(f)
oder X C V(g) gelten. Das bedeutet f € I(X) oder g € I(X).

Zu ,(ii)=(i)“: Nehmen wir an es gelte X = X; U X, mit abgeschlossenen Teil-
mengen X; C X. Man beachte, dass die Mengen X; algebraisch in K™ sind. Mit
Bemerkung 2.2.15 erhalten wir deshalb

1X) ¢ I(X,).

Wir wihlen nun f; € I(X;) \ I(X). Wegen X = X; U X gilt f1f2 € I(X). Wider-
spruch zu I(X) prim. O

Folgerung 2.4.10. K" ist irreduzibel.
Beweis. Das einzige Polynom, das auf K™ identisch verschwindet, ist das Nullpoly-

nom. Also gilt I(K™) = (0). Nun ist K[71,...,T,] nullteilerfrei. Folglich ist (0) ein
Primideal in K[T1,...,T,]. O
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Definition 2.4.11. Ein topologischer Raum X heif3t noethersch, falls er eine der
beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(i) Jede aufsteigende Kette Uy C Us C ... offener Mengen in X wird stationér.
(ii) Jede absteigende Kette A1 O Ay D ... abgeschlossener Mengen in X wird
stationér.

Satz 2.4.12. Es sei X ein topologischer Raum, und es sei A ein Teilraum von X .
Ist X noethersch, so ist auch A noethersch.

Beweis. Es sei V3 C Vo C ... eine aufsteigende Kette offener Mengen in A. Nach
Definition der Teilraumtopologie gibt es offene Mengen U; C X mit V; = U; N A
Wir betrachten die offenen Mengen

Ul/ = U U ... U U,.

Diese Mengen bilden eine aufsteigende Kette. Da X noethersch ist, wird die Kette
Uj CUS C ... stationdr. Wegen V; = U/NA wird dann auch die Kette V; C V5 C ...
stationér. O

Satz 2.4.13. Ist X ein noetherscher topologischer Raum, so ist X quasikompakt,
d.h., jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliberdeckung.

Beweis. Ws sei X tiberdeckt durch die offenen Mengen U;, @ € I. Nehmen wir an,
diese Uberdeckung besitze keine endliche Teiliiberdeckung. Wir wihlen ein i; € I
und setzen Vj := U;,. Nach Annahme, gibt es einen Punkt 2z € X \ V4. Dazu finden

wir ein i9 € I und setzen V5 := Vi U U;,. So verfahren wir weiter und erhalten
eine aufsteigende Kette Vi C Vo C ... offener Mengen in X. Widerspruch zu X
noethersch. [l

Satz 2.4.14. FEs sei X C K" eine algebraische Menge. Dann ist die Zariski-
Topologie auf X eine noethersche Topologie.

Beweis. Da X die Teilraumtopologie in K™ trigt, geniigt es nach Satz 2.4.12 zu
zeigen, dass die Zariski-Topologie auf K™ noethersch ist. Dazu sei X7 O Xs D ...
eine absteigende Kette algebraischer Mengen in K™. Dann ist

I(X1) € I(X3) € ...
eine aufsteigende Kette von Idealen in K[T1,...,T,]. Da K[T1,...,T,] noethersch
ist, wird diese Kette stationér. Folglich wird die Kette
V(I(X1)) 2 V(I(X2)) 2 ...

ebenfalls stationédr. Da jedes X; algebraisch ist, gilt V(I(X;)) = X;. Also wird die
Kette X1 O X5 D ... stationéir. O

Satz 2.4.15. Es sei X ein nichtleerer noetherscher topologischer Raum. Dann gilt:

(i) X besitzt eine Zerlegung X = X U...UX,, mit irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen X; C X, sodass X; € X, falls i # j.

(ii) Die Mengen X; aus (i) sind durch ihre Eigenschaft bis auf Nummerierung
eindeutig bestimmd.

Beweis. Zu (i): Es geniigt zu zeigen, dass man X als endliche Vereinigung irredu-
zibler abgeschlossener Teilmengen darstellen kann. Wir nehmen an, X besitze keine
solche Zerlegung. Insbesondere muss X dann reduzibel sein. Wir finden also eine
Zerlegung

X = X, UX]|
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mit abgeschlossenen Teilmengen X; € X und X{ € X. Da X keine Zerlegung
in endlich viele irreduzible abgeschlossene Teilmengen besitzt, muss dies auch fiir
mindestens eine der Mengen X7, X| gelten. Wir diirfen annehmen, dass man X;
nicht als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen darstellen
kann. Wie eben finden wir eine Zerlegung

X, = X, U X,

mit abgeschlossenen Teilmengen Xo C X7 und X} € X, sodass man X5 nicht als
endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen darstellen kann. Auf
diese Weise erhélt man eine echt absteigende Kette

X2X12X,D...
Das steht im Widerpruch zur Noetherizitdt von X. Also muss X die gesuchte Zer-

legung besitzen.

Zu (ii): Es seien X = X3 U...UX, und X = X{U...U X/ zwei Zerlegungen mit
den Eigenschaften aus i). Fiir jedes i = 1,...,n gilt dann

X = J&Einx).
j=1
Da jedes X irreduzibel ist, gibt es zu jedem 4 ein j(i) mit X; C Xg(i). Analog findet
man zu jedem j ein i(j) mit XJ'< C X Ist ein 79 gegeben, so gilt
Xiy © Xjtg) € XiGitio))-

Wegen der Irredundanz der Zerlegung X = X3 U...U X, gilt ig = i(j(ip)) und
folglich X;, = X é(io). Also erhélt man eine Injektion
{Xla---;Xn} — {X{,,X;n}, X, — XJI(Z) = X;.
Analog erhélt man eine Injektion
(X1, X0} = (X0, X)X o X = X
Das beweist {X1,..., X} ={X1,...., X}, }. O

Definition 2.4.16. Es sei X ein nichtleerer noetherscher topologischer Raum, und
es sei X = X; U...U X, eine Zerlegung wie in 2.4.15. Man nennt die X; die
irreduziblen Komponenten von X.

Beispiel 2.4.17. Die irreduziblen Komponenten des Achsenkreuzes X := V(T1T5)
sind X7 := V(T1) und X5 := V(T3). Offensichtlich sind X7, X5 echte abgeschlossene
Teilmengen von X, und es ist X = X; U Xo. Die Abbildungen

v1: K= X, z+—(0,2), p2: K= X, z+— (2,0),

sind algebraisch und somit stetig. Ihre Bilder sind gerade X; und X5. Da K nach
Folgerung 2.4.10 irreduzibel ist, gilt dies nach Bemerkung 2.4.7 auch fiir die Bilder
X1 und X2.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.4.

Aufgabe 2.4.18. Zeige, dass C" beziiglich der metrischen Topologie zusammenhéngend
und reduzibel ist.

Aufgabe 2.4.19. Zeige: Ein noetherscher topologischer Raum ist genau dann haus-
dorffsch, wenn er endlich ist und die diskrete Topologie besitzt.

Aufgabe 2.4.20. Bestimme die irreduziblen Komponenten der folgenden algebraischen
Menge:
V(TY — ToTs, ThTs — T1) C K.

Aufgabe 2.4.21. Zeige: Die irreduziblen Komponenten eines noetherschen topologischen
Raumes sind genau seine maximalen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen.

Aufgabe 2.4.22. Es seien X ein noetherscher topologischer Raum, A C X eine nicht
leere Teilmenge, und A = A1 U...U A, die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Zeige:
A=A U...UA, ist die Zerlegung des Abschlusses von A in irreduzible Komponenten.

Aufgabe 2.4.23. Es sei X ein noetherscher topologischer Raum, und es sei X = X; U
...UX, die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Zeige: Ist U C X eine nichtleere offene
Menge, so sind ihre irreduziblen Komponenten genau die nichtleeren Mengen der Form
XiNnU, wobeii=1,...,n.

Aufgabe 2.4.24. Es sei ¢: X — Y eine stetige Abbildung noetherscher topologischer
Raume, und es sei Z C Y der Abschluss des Bildes ¢(Y"). Zeige: Z besitzt hochstens so
viele irreduzible Komponenten wie X.

Aufgabe 2.4.25. Zeige, dass X = {A € Mat(n,n;K); rg(A) < 1} irreduzibel in
Mat(n,n; K) = K"*" ist.
Aufgabe 2.4.26. Zeige, dass V(15 — Th T3, T — ToTy, Ty — TTy) C K* irreduzibel ist.

Aufgabe 2.4.27. Zeige, dass V(Tl3 — T22) C R? zusammenhingend beziiglich der Zariski-
Topologie auf R? ist; vergleiche Beispiel 2.2.6.

Aufgabe 2.4.28. Es seien a und b Ideale in R := K[T1,...,T,], und es sei (a:b) ={f €
R; fh € a fiir alle h € b} der Idealquotient.
(i) Zeige, dass (a: b) ein Ideal in R ist, und dass V((a: b)) C V(a) gilt.
(ii) Es sei Z die Vereinigung der irreduziblen Komponenten von V(a), die nicht in
V(b) enthalten sind. Zeige: Gilt a = I(V(a)), so gilt V((a: b)) = Z.
(iii) Gib ein Beispiel mit a # I(V(a)) und V((a: b)) # Z.
Aufgabe 2.4.29. Welche der folgenden Mengen in R? sind algebraisch:
{(z,cos(z)) € R*;x € R}, {(sin(z), cos(z)) € R*;z € R}?
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2.5. Beispiele.
Satz 2.5.1. Es seien X C K™ und Y C K™ algebraische Mengen.

(i) Sind p: X =Y eine algebraische Abbildung und B C'Y eine abgeschlos-
sene Teilmenge, so ist o~ 1(B) C X eine algebraische Menge in K™.
(ii) Sind p,v: X — 'Y algebraische Abbildungen, so ist {x € X; p(x) = ¢¥(x)}
eine algebraische Menge in K™.
(i) Sind ¢: X — Y eine algebraische Abbildung und X' C X sowie Y CY
abgeschlossen mit (X') CY’, so hat man eine algebraische Abbildung

gp‘X/:X/ — Y/, T =y

Beweis. Zu (i). Als algebraische Abbildung ist ¢: X — Y nach Satz 2.3.18 stetig.
Also ist ¢~ 1(B) C X abgeschlossen in X und somit auch in K".

Zu (ii). Die algebraischen Abbildungen ¢,4: X — Y sind Einschrinkungen poly-
nomialer Abbildungen ®, ¥: K® — K". Die Behauptung ergibt sich dann mit

{‘T € X; 50(1') :"/)(1')} - Xﬁv(q)l —\Ill,_..7(1)m *\I/m) c K™,
Zu (iii). Es sei ®: K™ — K™ eine polynomiale Abbildung mit ®|x = ¢. Dann haben

wir (I)\X’ :(ID‘X/ O

Bemerkung 2.5.2. Bilder algebraischer Mengen unter algebraischen Abbildungen
sind im allgemeinen nicht wieder algebraisch. Als Beispiel betrachten wir

7T:K2 — K, (21,22) = 21

Das Bild der algebraischen Menge X := V(717> — 1) C K unter 7 ist K* C K und
ist somit nicht algebraisch.

Konstruktion 2.5.3 (Produkt). Esseien X C K" und Y C K™ algebraische Men-
gen. Dann ist X x Y C K"™™ eine algebraische Menge, und man hat algebraische
Abbildungen

mx: X xY = X, (2,y) — x, Ty: X XY =Y, (z,y) —y.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass X x Y C K" eine algebraische Menge ist.
Dazu schreiben wir

X = V(fi,...,fr) € K", Y = V(gi,...,95) € K™
mit Polynomen f; € K[T1,...,T,] und g; € K[T1,...,T,,]. Wir definieren Polynome
in K[T1,...,Th+m] durch
fi/(le N 7Tn+m) = fi(Th ey Tn), g;(Tl, e ,Tner) = gi(Tn+17 N 7Tn+m)-

Das mengentheoretische Produkt X x Y lédsst sich dann als algebraische Menge in
K" +t™ realisieren:

XXY = (XxK")N(K"xY) = V(f1,-- s [l 91, 95)-

Als Einschrinkungen der beiden polynomialen Abbildungen g : K™ s K"
bzw. mgm : K" K™ sind 7y und 7y algebraische Abbildungen. [l

Satz 2.5.4. Es seien X C K" und Y C K™ algebraische Mengen mit den ir-
reduziblen Komponenten Xi,...,X, bzw. Y1,...,Ys. Dann sind X; x Y;, wobei

1 <i<rundl <j <s die irreduziblen Komponenten der algebraischen Menge
X xY C Kvtm,
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Lemma 2.5.5. Es seien X C K" und Y C K™ irreduzible algebraische Mengen.
Dann ist auch die algebraische Menge X x Y C K" T™ jrreduzibel.

Beweis. Fiir jedes y € Y und jedes x € X haben wir algebraische und somit stetige
Abbildungen

v, X — X xY, x = (z,9), Ve: Y — X XY, y = (x,y).

Es sei nun eine Zerlegung X x Y = Z; U Z5 in abgeschlossene Teilmengen gegeben.
Nach Satz 2.4.7 ist {z} x Y = ¢, (Y") als Bild eines irreduziblen Raumes unter einer
stetigen Abbildung irreduzibel. Somit erhalten wir fiir jeden Punkt x € X:

{z} xY C 74 oder {z} xY C Z,.
Diese Aussagen kénnen wir wie folgt umformulieren:
{z} xY C Z;, < (x,y) € Z;firalleyecY
= pylz) € ZifiralleyeY
— 1z € X; = ﬂgpgl(Zi)
yey

Die Mengen X;, X2 C X sind abgeschlossen und, wie eben gesehen, erhalten wir
X = X1 UXs. Da X irreduzibel ist, folgt X = X; fiir ein ¢. Damit gilt {z} xY C Z;
fiir alle z € X, und es folgt X xY = Z;. O

Beweis von Satz 2.5.4. Nach Lemma 2.5.5 sind die algebraischen Mengen X; xY; C
K™+ jrreduzibel. Foglich haben wir eine Zerlegung in irreduzible abgeschlossene
Teilmengen:

XxY = (UXZ)X Uvi| = Uxixv.
[ 7 1,7

Es ist also nur noch zu zeigen, dass diese Zerlegung irredundant ist. Das ist jedoch
klar, denn aus X; x Y; C X x Y] folgt X; C X}, sowie Y; C Y; und damit X; = Xj,
sowie Y; =Y. O

Konstruktion 2.5.6 (Graph). Es seien X C K" und Y C K™ algebraische Men-
gen, und es sei p: X — Y eine algebraische Abbildung. Dann ist der Graph

Iy, = {(z,¢(x)); € X} € X xY

eine algebraische Menge in K™ und man hat ein kommutatives Diagramm alge-

braischer Abbildungen
pry: (Ly)/ Y (z,y)—y

X——FY
Dabei ist die Projektion pry: I'y — X, (z,y) — « ein Isomorphismus algebraischer
Mengen mit Umkehrmorphismus
x: X — Ty, x = (z,0(x)).
Beweis. Es sei ®: K" — K™ eine polynomiale Abbildung mit ® x = ¢. Dann
haben wir polynomiale Abbildungen

g KPP — K™ (2,w) = w, U: K™ K™ (z,w) = ®(2).
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Mit Satz 2.5.1 (ii) erhalten wir sofort, dass der Graph I, eine algebraische Menge
in K*T™ ist: Es gilt

I, = XxY N {(z,w) e K" mgm(2,w) = ¥(z,w)}.
Das Diagramm in der Konstruktion ist offensichtlich kommutativ und die Projek-
tionen sind nach Satz 2.5.1 (iii) algebraische Abbildungen.

Weiter ist ¢ x offensichtlich eine Umkehrabbildung zu pry, und sie ist Einschriankung
der polynomialen Abbildung

K" — K" z = (z2,9(2)).
O
Konstruktion 2.5.7 (Faserprodukt). Es seien X C K” und Y C K™ algebrai-

sche Mengen und ¢: X — Z sowie ¢: Y — Z algebraische Abbildungen in eine
algebraische Menge Z C K'. Dann ist

X xzY = {(z,y) € X xY; p(z) =1(y)} € XxY

eine algebraische Menge in K"*™ und man hat ein kommutatives Diagramm alge-
braischer Abbildungen

XXZY

TX (z:/)y way)’—ﬂl

X Y

LA

Z

Beweis. Als algebraische Abbildungen sind ¢: X — Z und ¢: Y — Z Einschrin-

kungen polynomialer Abbildungen ®: K” — K! bzw. ¥: K™ — K!. Es seien weiter

mrn und 7gm die Projektionen von K”™™ auf K™ bzw. K. Dann erhalten wir
XXZY = XXYﬁV((I)loﬂKn—\Plome,...,(I)lomKn—\Illome),

Folglich ist X x 7 Y algebraisch in K. Die Kommutativitit des Diagramms ist
offensichtlich, und die Tatsache, dass die beteiligten Abbildungen Morphismen sind,
ergibt sich mit Satz 2.5.1 (iii). O

Bemerkung 2.5.8. Sind ¢: X — Z sowie ¥: Y — Z algebraische Abbildungen
irreduzibler algebraischer Mengen X,Y,Z, so ist X Xz Y im allgemeinen nicht
irreduzibel. Als Beispiel betrachten wir X =Y = Z = K2 und

o: X = Z, (u,v) = (u,uv), VY = Z, (z,w) = (z,zw).
Dann ist die algebraische Menge X xz Y in K* reduzibel. Ihre Zerlegung in irre-
duzible Komponenten ist konkret gegeben durch

XxzY = {(u,v,z,w); u=2z, uv=zw}
= V(Th —T3,T, — Ty) U V(T1,T5).






KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 63

Aufgaben zu Abschnitt 2.5.

Aufgabe 2.5.9. Esseien X C K", Y C K™ und Z C K' algebraische Mengen. Zeige: Sind
p: Z — X und ¢: Z — Y algebraische Abbildungen, so gibt es eine eindeutig bestimmte
algebraische Abbildung k: Z — X XY mit mx ok = ¢ und 7y o Kk = 9.

Aufgabe 2.5.10. Es seien X C K*, Y C K™ und Z C K' algebraische Mengen. Zeige:
Man hat Isomorphien algebraischer Mengen in K"™™ bzw. K"tm+t:

XxY 2V xX, (XxY)xZ 2 X x (Y xZ).

Aufgabe 2.5.11. Es seien X C K", Y C K™, Z C K algebraische Mengen und ¢: X —
Z sowie ¢: Y — Z. Zeige: Sind A C K" eine algebraische Menge und ¢': A — X und
't A — Y algebraische Abbildungen mit ¢ o ¢’ = ) o 1)/, so gibt es eine eindeutig
bestimmte algebraische Abbildung xk: A — X Xz Y mit cok = po =o'
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3. GROBNERBASEN

3.1. Division mit Rest.

Erinnerung 3.1.1. Es seien K ein Koérper und K[77,...,T,] der Polynomring in
den Variablen T1i,...,T,. Ein Monom in Ti,...,T, ist ein Polynom der Form
T = 17 - TY, wobei v = (vi,...,vn) € Z%,.

Die Menge M(n) C K[T1,...,T,] aller Monome ist ein multiplikatives Untermonoid
von K[T1,...,T,]. Man hat zueinander inverse Monoidisomorphismen

o M(n)
v = T

v oo~ TV

Definition 3.1.2. Eine Monomordnung auf der Menge 9M(n) ist eine Totalordnung
“>7 auf M(n), sodass stets gilt

™ > 1, ™ >T¢ = T"TY >T"°TH.

Bemerkung 3.1.3. Ist “>” eine Monomordnung auf 9 (n), so gilt TVTH" > T
fiir je zwel TV, T* € M(n).

Beispiel 3.1.4 (Lexikographische Monomordnung). Fiir zwei Monome 7", TH €
M(n) setzt man

TV >ex TV <= 11 =1, Vk—1 = Jg—1, Vg > pg fir ein 1 <k < n.
Beispielsweise haben wir in 9t(3):
TITTs >1ex ThT3TE >1ex ThTRTS.

Beispiel 3.1.5 (Homogen-Lexikographische Monomordnung). Fiir zwei Monome
TV, TH € M(n) setzt man
v >hlex ™ S d V1+---+Vn>ﬂl+---+,un
oder
Vid.o..F+vy = p1+ .o py und T > TH.

Beispielsweise haben wir in 9t(3):
T1T22T32 >hlex 1_'11_'21_'33 >hlex T12T2T3

Satz 3.1.6. Es sei “>7 eine Monomordnung auf 9 (n). Dann wird jede absteigende
Folge T"* > T"2 > T" > ... in9M(n) stationdr. Insbesondere besitzt jede nichtleere
Teilmenge von M (n) ein (eindeutiges) minimales Element.

Beweis. Wir betrachten das von den T%, i € Z>1, erzeugte Ideal a C K[T4,...,T,].
Nach Satz 1.4.11 gilt a = (T*,...,T") fiir ein k € Z>;. Jedes T"# besitzt daher
eine Darstellung

TV = [T 4 ...+ [T

mit f1,..., fx € K[T1,...,T,]. Es folgt, dass T" ein Vielfaches eines Monoms T
mit 1 < j < k ist. Also gilt 7% > T". Fiir jedes ¢ > k hat man andererseits
T > T% >T". Das impliziert TV = T" =T"s. O
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Definition 3.1.7. Essei “>” eine Monomordnung auf 9t(n) und es sei ein Polynom
f=>aT"eK[I,...,T,] gegeben.

(i) Der Multigrad von f ist das maximale v € ZZ, mit a, # 0.

(ii) Das Leitmonom von f ist das maximale T € M(n) mit a, # 0.
(iii) Der Leitterm von f ist f:: a, T, wobei T" das Leitmonom von f ist.
(iv) Der Leitkoeffizient von f ist der Koeffizient a, des Leitterms f: a,T”.

Beispiel 3.1.8. Das Polynom f = TToTs + 2141515 + 5ThILT5 € K[Ty, Ts, T5)
besitzt den Leitterm

° f: T2Ty T3 beziiglich der lexikographischen Ordnung,
o f=2T1T3T? beziiglich der homogen-lexikographischen Ordnung.

Konstruktion 3.1.9. Es sei “>” eine Monomordnung auf 9i(n) und es seien
Polynome p, g € K[T1,...,T,] mit g | p gegeben. Dann hat man eine Darstellung

p p
p = :g+(—:g> = qP)g + P
5 5 4(P) g
mit Polynomen ¢,(p) := % und pg == p — gg. Dabei ist entweder das Leitmonom

von py echt kleiner als das von p oder es gilt p, = 0.

Konstruktion 3.1.10 (Division mit Rest). Es sei “>” eine Monomordnung auf
M(n) und es seien Polynome f, g1,...,9s € K[T1,...,T,] gegeben.

e Setze q1 :=0,...,q5:=0,7:=0,p:=f.
e Solange p # 0 gilt wiederhole:
(a) Solange es ein ¢ gibt mit g; | p setze
¢ = ¢ +4qg(p), P = by
(b) Falls g; 1 p fiir alle ¢ gilt, setze
ri= AR p= P
Dieses Verfahren terminiert nach endlich vielen Schritten. Die konstruierten Poly-
nome qi, . ..,qs,r € K[T1,...,T,] leisten
[ = qg+...+qgs+r.

fir den Rest r gilt = 0, oder es wird keiner der Terme von r durch einen der
Leitterme gy, ..., gs geteilt.

Beweis. In jedem Rechenschritt des Verfahrens wird das Leitmonom von p echt
verkleinert. Satz 3.1.6 garantiert daher, dass das Verfahren nach endlich vielen
Schritten mit p = 0 terminiert. Zu jedem Zeitpunkt des Verfahrens gilt

(3.1.10.1) f = an+...+qg9s+p+r.

Dies ist klar fiir den Start. Wird p in (a) durch pg, ersetzt, so liefert p = ¢4, 9; + pg,
den Erhalt von (3.1.10.1). Wird p in (b) durch p — p ersetzt, so wird r durch r + p
ersetzt, sodass (3.1.10.1) auch in diesem Schritt erhalten bleibt. t

Bemerkung 3.1.11. Das Ergebnis des Verfahren 3.1.10 héngt von der gewihlten
Reihenfolge der g; ab. Insbesondere ist das Polynom 7 nicht eindeutig durch seine
Eigenschaften bestimmt. Als konkretes Beispiel betrachten wir K[T1, T, T5], die
lexikographische Ordnung auf 9%(n) und die Polynome

f = T+ Ty + T, g = T} — Ty, go = T? +Ts.
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In der Initialisierung wird g1 = g2 = 0 = r und p = f gesetzt. Fiithren wir in (a) die
erste Division mit g3 durch, so erhalten wir ¢1 := ¢4, (p) = 1 und p := pg, = 21> +T5.
Kein g; teilt dann mehr p. Ausfithrung von (b) liefert zunéchst » = 275 und nach
einem weiteren Schleifendurchlauf » = 275 + T5. Man endet also mit

fo= qag+r = (I{-T) + 2L +T).

Fithren wir in (a) die erste Division mit go durch, so erhalten wir ¢z := ¢4, (p) =1
und p := py, = Tb. Kein g; teilt dann mehr p. Ausfithrung von (b) liefert r = Tb.
Man endet in diesem Fall mit

f = q@gp+r = (I{+T3) + To.

Definition 3.1.12. Essei “>” eine Monomordnung auf MM(n) und a C K[11,...,T,]
ein Ideal.

(i) Das zu dem Ideal a C K[T1, ..., T,] gehorige Leittermideal ist definiert als
a:=(f; fea).

(ii) Eine Teilmenge {gi1,...,9s} C a nennt man eine Grdbnerbasis fir das
Ideal a, falls a = (g1,...,3s) gilt.

Beispiel 3.1.13. Wir betrachten die Polynome f; := T — Ty und fo := T2 + T3
sowie das Ideal a := (f1, f2) in K[T1, T, T5]. Es gilt

f=Ffo—fi = Th+1T3 € a

Beziiglich der lexikographischen Monomordnung erhélt man fiir die Leitterme und
das Leittermideal:

fi=F =1, [="7 a=({.ff

Insbesondere sehen wir, dass {f1, f2, f} eine Grébnerbasis ist, {f1, fo} hingegen
nicht.

Satz 3.1.14. Es seien “>" eine Monomordnung auf M(n) und a C K[Ty,...,T,]
ein Ideal.

(i) Die Leitterme ﬁ wobei f € a, erzeugen a als K- Vektorraum.
(i) Jedes Monom in @ ist Leitterm eines Elements aus a.
(iii) Das Ideal a C K[T1,...,T,] besitzt eine Gribnerbasis.
(iv) Ist {g1,...,gs} eine Grobnerbasis fir a, so gilt (g1,...,9s) = a.

Beweis. Wir zeigen (i); Aussage (ii) ist dann eine direkte Folgerung. Das allgemeine

Element h € @ ist eine endliche Summe von Elementen h;f; mit f; € a und h; €
K[T1,...,T,]. Schreibt man h; = > a;,T", so folgt

h = thﬁ = ZainVﬁ = Zaivjfy\fi'

Zu (iii). Nach Folgerung 1.4.8 ist das Leittermideal @ bereits durch endlich vie-
le Monome T"*,...,T" erzeugt. Diese sind nach (ii) Leitterme von Elementen
J1,---,9gs € a. Somit ist {g1,...,gs} die gewiinschte Grobnerbasis fiir a.

Zu (iv). Nehmen wir an, es gelte (g1,...,9s) & a. Dann gibt es nach 3.1.6 ein

f€a\{g,...,9s) minimalen Leitmonoms. Der zugehorige Leitterm ist von der
Form f = aT*g;. Nach Wahl von f gilt f — aT"g; € (g1,...,9s). Das impliziert
f€{g1,...,9s). Widerspruch. O
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Satz 3.1.15. Es seien “>" eine Monomordnung auf M(n) und a C K[Ty,...,T,]
ein Ideal mit Grébnerbasis {gi,...,gs}. Dann hat jedes f € K[Ty,...,T,] eine
Darstellung

f - (J1gl+---+ngs+Ta ql;"quarGK[TD"')TH])

sodass r = 0 gilt oder kein Term von r durch einen der Leitterme g1, ...,gs geteilt
wird. Das Polynom r € K[T1,...,T,] ist dadurch eindeutig bestimmt.

Beweis. Die gewiinschte Darstellung von f erhélt man mittels Division mit Rest
geméif 3.1.10. Es bleibt zu zeigen, dass r eindeutig bestimmt ist. Nehmen wir an,
wir hitten Darstellungen

[ =qa+...+qg+1 = gy +...+dg,+1

mit 7 # /. Dann gilt » — 7’ € a. Der Leitterm von r — 7/ ist eine Differenz gewisser
Terme a1 von r und o/T" von 7’ und wir erhalten

—

(a—ad )TV = aT" —d'T" = r—71' € a.
Dabei diirfen wir annehmen, dass a # 0 gilt. Da {g1,...,gs} eine Grobnerbasis fiir
a ist, erhalten wir aT” = bT*g; fiir ein i. Das widerspricht der Tatsache, dass g;
keinen der Terme von r teilt. O

Folgerung 3.1.16. Es seien “>7 eine Monomordnung auf M(n) und a C K[T1, ..., Ty)
ein Ideal mit Grobnerbasis {q1,...,gs}. Weiter sei f € K[T1,...,T,]. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt f € a.
(ii) Ist f = qig1 + ...+ qsgs + 1 eine Division mit Rest, so gilt r = 0.

Beweis. Die Implikation “(ii)=-(i)” ist offensichtlich. Wir zeigen “(i)=-(ii)”. Nach
Satz 3.1.14 erzeugen ¢y, ..., gs das Ideal a. Folglich hat man eine Darstellung f =
qdig1 + ...+ q.gs. Satz 3.1.15 liefert dann r = 0. O
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Aufgaben zu Abschnitt 3.1.

Aufgabe 3.1.17. Zeige, dass die lexikographische und die homogen-lexikographische Ord-
nung auf M(n) Totalordnungen sind und die Eigenschaften einer Monomordnung erfiillen.

Aufgabe 3.1.18. Es seien “>” eine Monomordnung auf M(n) und a C K[T1,...,Ty] ein
Monomialideal. Zeige: Ist TV € a das minimale Element beziiglich “>”, so ist T" eine
Spitze von a.

Aufgabe 3.1.19. Essei “>” eine Monomordnung auf 9(n). Zeige: Fiir je zwei Elemente
frgeK[T,...,T,] gilt fg=f7.

Aufgabe 3.1.20. Gib ein Beispiel dafiir, dass bereits im Falle s = 1 der Rest r in
Konstruktion 3.1.10 von der Wahl der Monomordnung abhéngt.

Aufgabe 3.1.21. Es seien “>” eine Monomordnung auf M(n) und a C K[T1,...,Ty] ein
Ideal. Zeige: a ist genau dann ein Monomialideal, wenn @ = a gilt.

Aufgabe 3.1.22. Es seien “>” eine Monomordnung auf M(n) und a C K[T1,...,Ty] ein
Ideal. Zeige: a ist genau dann ein Hauptideal, wenn @ ein Hauptideal ist.

Aufgabe 3.1.23. Es seien “>”" eine Monomordnung auf M(n) und f,g € K[T1,...,Ty].
Beweise folgende Aussagen:

(i) Die Menge {g} ist eine Grobnerbasis fiir das Ideal (g) < K[T1,...,T,].
(ii) Es gibt eine eindeutige Darstellung f = gqg + r mit ¢,r € K[T1,...,Ty], sodass
r = 0 gilt oder kein Term von r durch g geteilt wird.

Beachte, dass die Darstellung f = qg + r dabei von der Wahl der Monomordnung “>”
abhingt; betrachte dazu f = T1 — T2 und g = T1 + 1% in K[T1, T3]

Aufgabe 3.1.24. Esseien f1,..., fr € K[T1,...,T,] von der Form f; = anTi+...+ainT»
und es sei A = (a;5) € Mat(r, n; K) die zugehorige Koeffizientenmatrix. Betrachte das Ideal
a=(fi,..., fr) und beweise folgende Aussagen:

(i) Ist S € GL(r,K) und B := S - A, so wird a erzeugt durch g¢1,...,g,, wobei
gi == biTh + ...+ binT, mit den Eintrégen b;; von B.

(ii) Besitzt B =S - A aus (i) Zeilenstufenform, so ist {g1,...,g-} mit den g; aus (i)
eine Grobnerbasis fiir a beziiglich der lexikographischen Ordnung.
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3.2. Buchbergers Algorithmus.

Konstruktion 3.2.1. Es seien “>” eine Monomordnung auf 9t(n) und G C
K[Ty,...,T,] eine Teilmenge. Wir betrachten den Polynomring als K-Vektorraum:

K[Ty,....T,] = € K1v.
UGZEO

Zu jedem Paar (u1,g), wobei p € Z%; und g € G mit g | T", definieren wir eine
lineare Abbildung

Tl/
Rug: K[Tv,....T] — K[Th,....T,], TV — — v
’ ™= %9, v=p
Ein G-Reduktionsoperator auf K[T,...,T,] ist eine Komposition endlich vieler
Ry, 4., also ein linearer Endomorphismus von K[T7, ..., T;]| der Form
R = Ry g.°--.0Ru g,

wobei p; € Z%, und g; € G mit g; | T#. Die Menge aller G-Reduktionsoperatoren
auf K[T1,...,T,] bezeichnen wir mit R(G).

Lemma 3.2.2. Es seien “>" eine Monomordnung auf M(n) und G C K[T4,...,T,]
eine Teilmenge.

(i) Es sei g € G gegeben und es bezeichne TH das Leitmonom von g. Dann
gilt Ry, 4(g) = 0.

(ii) PEs seien TV € K[Th,...,T,] und ein Operator R € R(G) gegeben. Dann
gibt es einen Operator R’ € R(G), sodass R'(TVf) = TYR(f) fiir jedes
fEeK[T, ..., Ty gilt.

(i) Es seia CK[T1,...,T,] das von G erzeugte Ideal. Dann gilt f — R(f) € a
fiir jedes f € K[T1,...,T,] und jedes R € R(G).

Beweis. Zu (i). Wir schreiben g = g+ ¢ mit g := g — g. Weiter sei g = aT*. Fiir
R := R, 4(g) erhalten wir dann:
R(g) = R(9) +R(@G) = a(T"~a"'g)+7 = 0.

Zu (ii). Wir betrachten zunéchst einen Operator R, ,, wobei definitionsgemif g € G

14,9
und g | T* gelten. Dann haben wir

v T™, ——
T"Ryg(T7) = v s i
T (T - Zg), k=p

Tl/+l<a H# 1

R, TR = , v ’

+1,g( ) {T”“‘“— Tgug’ P

Es folgt Ry4,q(T"f) = TYR, 4(f) fur alle f € K[T1,...,T,]. Die Behauptung
ergibt sich durch sukzessives Anwenden dieser Gleichung:

TRy, gu©-- -9 Ry g (f) = Rugpn,ge ©---0 Rogpy . (TV f).

Zu (iii). Es sei f € K[T,...,T,]. Nach Konstruktion gilt R, 4(f) = f + hug,rg
mit einem h, 45 € K[T1,...,T,]. Fir beliebiges R € R(G) erhalten wir folglich
R(f) = f+ g mit einem g € a. O

Bemerkung 3.2.3. Es seien eine Monomordnung “>” auf 9%(n), eine Teilmen-
ge G ={g1,...,9s} C K[T1,...,T,] und f,p € K[T1,...,T,] gegeben. Teilt der
Leitterm g; von g; den Leitterm p = aT* von p, so gilt

~

p
Py = P—=0i = Rug (D).
9i
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Die Schritte vom Typ a) in 3.1.10 lassen sich also durch G-Reduktionsoperatoren
beschreiben. Den im Verfahren 3.1.10 ermittelten Rest r erhélt man als Bild r =
R(f) mit der Komposition R aller im Verfahren verwendeten R, g, .

Definition 3.2.4. Esseien “>” eine Monomordnung auf 9 (n) und G C K[Ty,...,T,]
eine Teilmenge. Weiter sei f € K[Ty,...,T,] gegeben.

(i) Das Polynom f € K[T1,...,T,] heifit G-reduziert, falls R(f) = f fiir alle
G-Reduktionsoperatoren R € R(G) gilt.
(ii) Eine G-Reduktion von f ist ein G-reduziertes Polynom f’ der Form f’ =
R(f) mit einem R € R(G).
(i) Wir sagen, dass f € K[T1,...,T,] eindeutige G-Reduktion besitzt, falls je
zwei G-Reduktionen von f iibereinstimmen.

Satz 3.2.5. Es seien “>7 eine Monomordnung auf M(n) und G C K[Ty,...,T;]
eine endliche Teilmenge. Weiter sei h € K[Ty,...,T,]. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) Das Polynom h ist G-reduziert.
(ii) Kein Term von h wird durch einen der Leitterme g, g € G, geteilt.
(iii) Jede Division von h durch G gemdfS 3.1.10 liefert den Rest h.

Insbesondere ist fir jedes f € K[Ty,...,T,] der im Verfahren 3.1.10 ermittelte
Rest r von f beziiglich G eine G-Reduktion von f.

Beweis. Die Aussagen ergeben sich sofort aus den jeweiligen Konstruktionen. [

Satz 3.2.6. Es “>” eine Monomordnung auf M(n). Weiter sei eine endliche Teil-
menge G = {q1,...,9s} C K[T1,...,T,] gegeben und es sei a := (g1,...,9s) das
davon erzeugte Ideal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Jedes f € K[T4,...,T,] besitzt eindeutige G-Reduktion.
(ii) Jedes f € a besitzt 0 als eine migliche G-Reduktion.
(iii) Die Menge G ist eine Grobnerbasis fiir das Ideal a.

Lemma 3.2.7. Es seien “>" eine Monomordnung auf M(n) und G C K[T4,...,T,].
Besitzen f, f' € K[T,...,T,] eindeutige G-Reduktionen R(f) bzw. R'(f"), so besitzt
af +bf’, wobei a,b € K, die eindeutige G-Reduktion aR(f)+ bR'(f').

Beweis. Es sei R"(af+bf’") eine G-Reduktion von af 4+ bf’. Dann gibt es Redukti-

onsoperatoren U € R(G) mit U(R”(f)) = R(f) und V € R(G) mit V(U(R"(f")) =

R'(f"). Damit erhalten wir
R'(af +bf") V(U(R"(af +bf")))

V(UR'(f))) +bV(U(R"()))

V(R(f)) + bR (f)

= aR(f)+bR'(f").

I
S

|
S

O

Beweis von Satz 3.2.6. Zu “(i)=(ii)”. Bezeichnet T#"i das Leitmonom von g;, so
gilt Ry, 4,(9:) = 0 nach Lemma 3.2.2 (i). Lemma 3.2.2 (ii) liefert fiir jedes Element
v € 2%, einen Operator R € R(G) mit R(T"g;) = 0. Somit besitzen alle Vielfachen
aTVg; die eindeutige G-Reduktion 0. Nach Lemma 3.2.7 besitzt dann jedes Element
higi + ...+ hsgs € a die (eindeutige) G-Reduktion 0.

Wir zeigen “(ii)=-(iii)”. Nehmen wir an, G sei keine Grobnerbasis fiir a. Dann gibt
es ein Monom T* € @, das von keinem der Leitterme g, g € G geteilt wird. Nach
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Satz 3.1.14 gilt T+ = fA’ fir ein f € a. Folglich taucht das Monom T* fiir jedes
R € R(G) in R(f) auf. Insbesondere ist 0 keine G-Reduktion von f.

Wir zeigen “(iii)=(1)”. Es sei R(f) eine G-Reduktion von f. Lemma 3.2.2 (iii)
liefert f — R(f) € a und somit eine Darstellung

f=(=RUN+R) = g+ + as9s + R(f).
Nach Satz 3.2.5 wird kein Term von R(f) durch eines der g; geteilt. Satz 3.1.15
sagt uns, dass R(f) dadurch eindeutig bestimmt ist. (I

Bemerkung 3.2.8. Fiir zwei Terme aT", 0T € K[T4, ..., T,], wobei a,b € K*, ist
das normierte kleinste gemeinsame Vielfache gegeben durch

kgV(aT¥,bT") = T", ki = max(v, i), t=1,...,n.

Definition 3.2.9. Es sei “>” eine Monomordnung auf 9%(n). Das zu zwei Polyno-
men 0 # f,g € K[T1,...,T,] gehorige S-Polynom ist

keV(f. G keV(F. 5
S(f,g9) = wf%g € K[Ty,...,T].

Satz 3.2.10 (S-Paar-Kriterium). Es sei “>” eine Monomordnung auf 9M(n). Wei-
ter sei eine endliche Teilmenge G = {q1,...,9s} C K[T4,...,T,] gegeben und es
sei a := (G) das davon erzeugte Ideal. Schliesslich sei fiir jedes Paar i,j eine
G-Reduktion R;;(S(g:,g;)) durch Division mit Rest berechnet. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Menge G ist eine Grébnerbasis fir a.
(i) Fir je zwei i,j gilt R;;(S(g:,95)) = 0.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Nach Definition liegt S(g1,¢92) in dem von G
erzeugten Ideal a. Satz 3.1.15 liefert R;;(S(g1,92)) = 0.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Nach Satz 3.2.6 geniigt es zu zeigen, dass jedes f €
K[T1,...,T,] eindeutige G-Reduktion besitzt. Wir verwenden Induktion iiber den
Multigrad g von f. Fiir den Induktionsanfang p = 0 ist f = bT" zu betrachten.
Jede G-Reduktion f” von f ist dann gegeben durch

po— 0 falls §; = a7V fiir ein 1,
B bTY  sonst.

Nehmen wir nun an, alle Polynome vom Multigrad p/ < p haben eindeutige G-
Reduktion. Um eindeutige G-Reduktion fiir ein Polynom f vom Multigrad p zu
erhalten, geniigt es nach Lemma 3.2.7, Eindeutigkeit der G-Reduktion fiir das Mo-
nom T* zu zeigen.

Es seien zwei G-Reduktionen Ry (T*) und Ry(T*) von TH gegeben. Dann haben
wir Ry = R} o R, 4, und Ry = Rj o R, ,, mit Operatoren R, Ry € R(G). Dabei
verringern R, 4, sowie Ry, 4, den Multigrad von T*. Es gilt

ks ks
Rypg; (TH) = Ry g, (TH) = (T“ - A—gj) - (T“ - T!]i)
9gj 9i
TH TH
= =<9 — =9
9i 9gj
TH

= —9 9i,95)-
kgV(gi,gj)( i)
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Der G-Reduktionsoperator R;; annulliert das S-Polynom S(g;, ;). Lemma 3.2.2 (ii)
liefert uns einen G-Reduktionsoperator jo, der den Ausdruck in der letzten Zeile
annulliert. Es folgt

jo oRy.q, (") = jo 0 Ry, g, (TH).
Anwenden eines geeigneten R’ € R(G) liefert eine G-Reduktion h fiir beide Sei-

ten der Gleichung. Das Polynom h ist auch fiir R, 4 (T") und R, 4, (T*) eine G-
Reduktion. Mit der Induktionsannahme erhalten wir

Ri(T") = RioR,g(T") = h = RyoR,, (T") = Ry(T").
O

Konstruktion 3.2.11 (Buchberger-Algorithmus). Es sei “>" eine Monomordnung
auf M(n). Weiter sei F' C K[T1,...,T,] eine endliche Menge.

o Setze G :=F
e Wiederhole
- H =G,
— Fiir jedes Paar g,¢' € H:
* berechne eine H-Reduktion R(S(g,g’)) durch Division mit Rest,
« falls R(S(g,9")) # 0, setze G := GU{R(S(9,9"))}
bis G = H.

Dieses Verfahren terminiert nach endlich vielen Schritten und G ist dann eine
Grobnerbasis fiir das Ideal (F) < K[T4,...,Ty].

Beweis. Um zu sehen, dass das Verfahren terminiert, betrachten wir das Leitter-
mideal (g; g € G). Jeder Schleifendurchlauf mit einem R(S(g,g")) # 0 vergrofiert
dieses Ideal. Da K[T1,...,T;,] noethersch ist, kann das nur endlich oft passieren,
d.h. das Verfahren terminiert. Dabei haben wir (G) = (F), und geméf Konstruk-
tion besitzt jedes S(g,g’) triviale G-Reduktion. Nach Satz 3.2.10 ist G also eine
Grobnerbasis fiir (F'). O
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Aufgaben zu Abschnitt 3.2.

Aufgabe 3.2.12. Es seien “<” eine Monomordung auf 9(n) und G C K[T1,...,T,] und
R € R(G). Weiter seien f,h € K[T1,...,T,]. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist h eine G-Reduktion fiir R(f), so ist h auch eine G-Reduktion fiir f.
(ii) Fiir die Leitmonome 7% von f und 7% von R(f) gilt 7" > T".

Aufgabe 3.2.13. Formuliere das Divisionsverfahren 3.1.10 in termini von Reduktions-
operatoren. Beweise damit Bemerkung 3.2.3.

Aufgabe 3.2.14. Es seien “<” eine Monomordung auf MM(n) und G C K[T1,...,Ty].
Zeige ohne Verwendung des Divisionsverfahrens 3.1.10, dass jedes f € K[T1,...,Tx] eine
G-Reduktion besitzt.

Aufgabe 3.2.15. Betrachte die Polynome g1 := Th — TZ, ge = T3 — T3 € K[T1, T, T5]
und das von ihnen erzeugte Ideal a := (g1, g2) C K[T',T%, T3].

(i) Zeige, dass {g1, g2} eine Grobnerbasis fiir a beziiglich “>niex” ist.
(i) Beweise oder widerlege: T3 — 2T5TE + T3 Ty — Ty T3+ 11 T% ist ein Element aus a.

Aufgabe 3.2.16. Esseien f1,..., fr € K[T1,...,T,] von der Form f; = anTi+...+ainT,
und A = (ai;) € Mat(r,n;K) die zugehorige Koeflizientenmatrix. Betrachte das Ideal
a=(f1,..., fr) und zeige folgende Aussagen:

(i) Ist S € GL(r,K) und B := S - A, so gilt a = (g1,...,9r), wobei g; :== bunT1 +

...+ binT, mit Eintrégen b;; von B.
(ii) Die Menge {11 +2T%, T3} ist eine Grobnerbasis des Ideals (277 +4T>+5T5, Th +

2T + 2T3). Hinweis: Verwende S := { _? 72 } .
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3.3. Berechnungen mit Grébnerbasen.

Erinnerung 3.3.1. Es seien eine Monomordnung “>” auf 9(n) und ein Ideal
a C K[T1,...,T,] gegeben. Eine Grobnerbasis fiir a ist eine endliche Teilmenge
G C a, sodass das Leittermideal von a durch die Leitterme der g € G erzeugt wird:

= (f;fea) = (Ggeq)

Jede Grobnerbasis G C a fiir a erzeugt bereits das Ideal, d.h. es gilt a = (G).
Gilt a = (f1,..., fr) mit Polynomen f;, so kann man F := {f1,..., f;} mit dem
Buchberger-Algorithmus zu einer Grobnerbasis G C a vervollstandigen.

Eine entscheidende Eigenschaft von Grobnerbasen G = {¢1, ..., ¢9s} C aist die Divi-
sion modulo G mit eindeutigem Rest: Hat man fiir ein gegebenes f € K[Ty,...,T,]
eine Darstellung

[ = qo+...+qg9s+r  mitg,recK[Ty,...,T,],

wobei r = 0 gilt oder keiner der Terme durch einen Leitterm g; geteilt wird, so
ist der Rest r eindeutig bestimmt. Insbesondere hat man genau dann r = 0, wenn
f € agilt.

Verfahren 3.3.2 (Idealmitgliedschaftstest). Es seien f, f1,..., fr € K[T1,...,T}]
gegeben. Es soll entschieden werden, ob f € (f1,..., f.) gilt.

e Wiihle eine Monomordnung “>” auf M(n).
e Berechne eine Grobnerbasis G = {g1,...,gs} fir das Ideal {f1,..., f).
e Fiihre Division mit Rest durch: f = qgi191 + ...+ ¢sgs + 7.

Mit dem so berechneten Rest r € K[T4, ..., T,] erhalten wir: f € (f1,..., fr) <
r=0.

Bemerkung 3.3.3. Es seien zwei Ideale a = (f1,..., f) und b = (hy,..., k) in
K[T1,...,T,] gegeben. Wir betrachten die Ideale

a+b, ab, anb, (a:b), +a

und wollen Gréobnerbasen dafiir berechnen. In den ersten beiden Féllen ist klar wie
man vorgeht, fiir die letzten drei bendtigt man etwas Vorarbeit.

Definition 3.3.4. Es sei a C K[T1,...,T,] ein Ideal. Fiir 1 < k& < n fassen wir
K[Tg+1,-..,Ty] als Unterring von K[T1,...,T,] auf und definieren das k-te Elimi-
nationsideal von a als

ap = aﬁK[TkH,...,Tn] < K[TkJrl""’Tn]'

Satz 3.3.5. FEs seien a C K[T1,...,T,] ein Ideal und G C a eine Gribnerbasis
fiir a beziiglich “>10x”. Fiir jedes Eliminationsideal ar, C K[Tki1,...,Ty] erhilt
man dann eine Gribnerbasis Gy C ag beziiglich “>1ex” durch

Gr = GNK[Tg41,-..,Tn] C ay.

Beweis. Wir miissen a, = (g; g € Gj) zeigen. Die Inkusion “D” ist dabei offen-
sichtlich. Zum Nachweis von “C” sei T* € ay gegeben. Dann gilt 7 = ... = ug = 0.
Nach Satz 3.1.14 gilt weiter T# = fmit einem f € a;. Wegen a; C a erhalten wir
f € a. Da G eine Grobnerbasis fiir a ist, gilt T+ = fA: T"g mit geeigneten v € Z%,
und g € G. Dabei gilt § = aT" mit k € Z%,. Aus p = v+r folgt k1 = ... = kg = 0.
Das bedeutet g € K[Ty11,...,T,] und somit g € Gj. O
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Satz 3.3.6. Es seien zwei Ideale a,b C K[Ty,...,T,] gegeben. Mit dem Ideal ¢ :=
(Toya+ (1 —Typ)b C K[y, Th, ..., Ty) gilt dann

anNnb = cﬂK[Tl,...,Tn].

Beweis. Die Inklusion “C” ist offensichtlich: Ist ein Element g € a N b gegeben, so
erhalten wir

g = Tog+(1 —To)g S cﬂK[Tl,...,Tn].
Zum Nachweis der Inklusion “2” sei g € ¢ NK[TY,...,T,] gegeben. Wegen ¢ € ¢
gibt es eine Darstellung

g = TOijTOj + (1 —Tp) ZthOj = y(Ty) € K[To,Ty,..., Ty

§=0 j=0
mit Polynomen f; € a und h; € b. Da das Polynom g nicht von der Variablen Ty
abhangt, ergibt sich

g=70)=hocb, g=74(1)=) fica
i=0

O

Verfahren 3.3.7. Es seien zwei Ideale a = (f1,..., fr) und b = (hy,..., k) in
K[Ty,...,T,] gegeben.

e Berechne eine Grébnerbasis G = {g1, . . ., gs} beziiglich “>.,” fiir das Ideal
€= <T0f17 ceey TOfTa (1 - T())hl, ceey (1 - To)ht> c K[T()lea o 7Tn]

e Bestimme die Grobnerbasis Go = G N KT, ..., T,] fir das Eliminations-
ideal ¢g = ¢ NK[T1,...,T,).

Dann ist Gy C K[T1,...,T,] eine Grobnerbasis beziiglich “>).¢” fiir den Durch-
schnitt aNb C K[Ty,...,T,].

Lemma 3.3.8. Es seien ein K1-Ring R, ein Ideal a C R und Elemente f1,..., fr €
R gegeben. Dann gilt

(a:(fr,.- s fr)) = (a:{fu)) N ...N0 (a:{fr).

Beweis. Mit b; := (f;) erhalten wir die Aussage sofort aus der Definition des Ideal-
quotienten: Es gilt

(a:>°b;) = {heR; h>b; Ca} = {heR; hb; Cafirallei} = ﬂ(a 2 by).
O

Lemma 3.3.9. Es seien ein Integrititsring R, ein Ideal a C R und f € R gegeben.
Gilt an (fy = (h1,...,hy) mit hy,...,h € R, so gilt (a: {(f))={(h/f,...,h/[).

Beweis. Zunichst vermerken wir, dass jedes h; ein Vielfaches von f und somit
hi/f € R ein wohldefiniertes Ringelement ist. Die Inklusion “2” ergibt sich sofort
aus der Tatsache, dass h;/ f{f) C a fiir jedes ¢ gilt. Zum Nachweis der Inklusion “C”
sei h € a: (f) gegeben. Dann gilt hf € an (f) und wir erhalten eine Darstellung
hf =3 a;h; mit a; € R. Folglich liegt h = > a;h;/f in (ha/f,... k] [). O
Verfahren 3.3.10. Es seien zwei Ideale a = (f1,..., fr) und b = (hq,..., k) in
K[Ty,...,T,] gegeben.

e Fiir jedes i berechne eine Grobnerbasis F; beziiglich “>10,” fiir an (h;).
e Fiir jedes i bilde H; := {f/h;; f € F;} mittels Division mit Rest.
o Setze G := {1}.
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e Fiir < von 1 bis t erledige:
— Berechne eine Grobnerbasis G; beziiglich “>10,” fiir (G) N (H;),
— setze G := G;.

Dann gilt G Ca: b C K[TY,...,T,] und G ist eine Grobnerbasis beziiglich “>}0x”
fiir den Idealquotienten a : b.

Satz 3.3.11. Es scien f, f1,..., fr € K[T1,...,T},] gegeben. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt f € \/{f1,.--, [r)
(11) FEs gllt 1e <f1, .. -;fr; 1-— an+1> g K[Tl, N ,Tn+1].

Beweis. Wir zeigen “(i)=-(ii)”. Wegen f € \/(f1,..., fr) gilt f™ € (f1,..., f,) fiir
ein m € Zx>o. Damit erhalten wir
L= fM + (= ")
= T+ (U= fTop) A+ [T+ + 7T
(f1,- s [ry L= fTg1).

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Nach Voraussetzung gibt es ¢,¢; € K[T1,...,Th41]
sodass

(3.3.11.1) 1= Y afi + a(fTuir—1)

i=1
gilt. Es bezeichne K(T1,...,T,) den Quotientenksrper von K[T7y,...,T,]. Wir be-
trachten den Homomorphismus

m

1
sﬁ:K[Tl,...,TnJrl] — K(Tl,...,Tn), T’ZHTZ, Tn+1’—)?.

Die Idee ist es nun, ¢ auf die obige Gleichung (3.3.11.1) anzuwenden. Zuniichst
beachte man, dass

o) = ﬁ
j=0
mit Polynomen ¢;; € K[T1,...,T,] gilt. Setzt man nun m := max(m1,...,m,), so

liefert Anwenden von ¢ auf (3.3.11.1) und Multiplizieren mit " die Identitét
k
o= el fi
i=1
in K(T1,...,T,). Nach Wahl von m ist jedes f™p(q;) ein Polynom in T1,...,T,.
Damit ergibt sich f™ € (f1,..., fr). Also gilt f € \/{f1,..., fr). O

Verfahren 3.3.12 (Radikalmitgliedschaft). Es seien f, f1,..., f, € K[T1,...,T}]
gegeben. Es soll entschieden werden, ob f € \/(f1,..., fr) gilt.

e Wihle eine Monomordnung “>” auf im(n +1).
e Berechne eine Grobnerbasis {g1,...,¢gs} fiir (f1,..., fr,1 = fThi1).
e Fiihre Division mit Rest durch: 1 = g191 + ... + ¢sgs + 7.

Mit dem so berechneten Rest r € K[T1, ..., Tp41] gilt genaudann f € \/{(f1,..., fr),

wenn r = 0.

Definition 3.3.13. Essei “<” eine Monomordnung auf M(n) und a C K[T7,...,T,]
ein Ideal. Eine Grobnerbasis G fiir a nennt man reduziert, falls

(i) jedes g € G normiert ist, d.h. Leitkoeffizienten 1 besitzt,
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(i) fiir je zwei g,¢’ € G mit g # ¢’ der Leitterm g keinen Term von ¢’ teilt.

Verfahren 3.3.14 (Reduzierte Grobnerbasis). Es seien “>” eine Monomordnung
auf M(n) und a C K[TY,...,T,] ein Ideal mit Groébnerbasis G.

e Setze Go := {a;'g; g € G}, wobei ay der Leitkoeffizient von g sei.
e Solange es g1, g2 € Go mit g1 # g2 und g | g gibt,
— setze Go := Gp \ {g2}-

e Nummeriere Go = {¢g1,...,9s}, sodass g1 > ... > g, gilt.
e Fiiri=1,...,s — 1 erledige:
— berechne einen Rest r; von ¢g; modulo {git1,...,9s},

— setze Go := (Go \ {g:}) U {ri}.

Das Verfahren terminiert und Gy ist dann eine reduzierte Grobnerbasis fiir das
Ideal a C K[T1,...,T,).

Beweis. Da |G| sich in jedem Schritt der ersten Schleife echt verkleinert, wir diese
nur endlich oft durchlaufen. Somit terminiert das Verfahren. Das Leittermideal
(g; g € Go) wird in keinem Schritt verindert. Insbesondere ist G eine Grébnerbasis
fir a. Die Schleifen stellen sicher, dass G reduziert ist. O

Satz 3.3.15. Es seien “<” eine Monomordnung auf 9M(n). Dann besitzt jedes Ideal
a CK[T,...,T,] genau eine reduzierte Grébnerbasis.

Beweis. Die Existenz reduzierter Grébnerbasen ist nach Verfahren 3.3.14 gesichert.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien zwei reduzierte Grobnerbasen {g1,...,gs}
und {hq,...,h} fiir a gegeben. Dann gilt

(G1y--3Gs) = @ = {(hi,...,hy).
Wir wihlen nun fiir jedes 1 < j < t ein i(j) und ein v; € Z%, sowie fiir jedes
1<i<sein j(i) und ein p; € 7~ mit

~ ~

hj = TGy, 90 = T"h;g).
Dann gllt Bj = Tngi(j) = TVjJr“i(j)ﬁj(i(j)). Es folgt ](Z(])) :j und Ej = gz(]) Also
hat man eine injektive Abbildung
{hla--'aht} — {/g\la"'a‘/g\s}a h] = /g\z(]):h_]

Analog konstruiert man eine injektive Abbildung in die umgekehrte Richtung. Es
folgt die Gleichheit

(i, by = {G1,--.. G}
Wir zeigen nun h;j = g;(;). Die Differenz g;(;y — h; liegt in a und keiner ihrer Terme

wird durch ein hy geteilt. Also gilt g;;y —h; = 0. ]

Verfahren 3.3.16 (Idealvergleich). Es seien “>" eine Monomordnung auf 9t(n)
und a = (f1,..., fr) sowie b = (hq,..., h;) Ideale in K[T1,...,T,].

e Berechne eine reduzierte Grobnerbasis G fiir a.
e Berechne eine reduzierte Grobnerbasis H fiir b.

Man hat genau dann Gleichheit a = b der Ideale, wenn Gleichheit G = H fiir die
reduzierten Grobnerbasen gilt.
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Aufgaben zu Abschnitt 3.3.
Aufgabe 3.3.17. Es seien R ein K1-Ring und a, b Ideale in R. Beweise folgende Aussagen.
(i) Fiir jedes k € Z>1 gilt (a: b"F1) = ((a: b¥) : b).
(ii) Die Saturierung (a:b>) :=J;2,(a: b*) ist ein Ideal in R.
(iii) Falls R noethersch ist, existiert ein m € Z>¢ mit a: 6 = (a: b™).
Betrachte nun den Fall R = K[T1,...,T,], a = (f1,..., fr), b = {(g1,...,9s). Gib ein

Verfahren an, um eine Grobnerbasis beziiglich “>).,” fiir die Saturieerung a : b zu
bestimmen.

Aufgabe 3.3.18. Es seien “>” eine Monomordnung, a C K[Ti,...,T,] ein Ideal und G
eine reduzierte Grobnerbasis fiir a. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) a ist ein Monomialideal.
(if) G besteht aus Monomen.

Aufgabe 3.3.19. Esseien fi,..., fn € K[T1,...,Ts] vonder Form f; = a;1T1+. . .+ainTh
und A = (ai;) € Mat(n,n;K) die zugehorige Koeffizientenmatrix. Betrachte das Ideal
a=(fi,..., fr) und zeige: Gilt det A # 0, so besteht die reduzierte Grébnerbasis von a
aus Monomen.

Aufgabe 3.3.20. Berechne eine reduzierte Grobnerbasis fiir den Durchschnitt a N b der
folgenden Ideale in K[T1, T3]

a:= (TTTs), b= (T T5).
Aufgabe 3.3.21. Berechne mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus:

(i) Die reduzierte Grobnerbasis von (T° — 3T 42, T? — 1) C K[T],
(ii) die reduzierte Grobnerbasis fiir das Ideal (271 + T5, 511 + 37%) C K[Th, T5].
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4. DER HILBERTSCHE NULLSTELLENSATZ

4.1. Korpererweiterungen.

Erinnerung 4.1.1. Es sei k C K eine Korpererweiterung, d.h. K ist ein Korper
und k& C K ein Unterkorper. Der Grad von k C K ist die Dimension des k-
Vektorraumes K:

K:k = dimg(K).

Man nennt k& C K endlich, falls [K : k] < oo gilt. Ein Element a € K heifit
algebraisch iiber k, falls f(a) = 0 mit einem Polynom 0 # f € k[T] gilt. Man nennt
k C K algebraisch, falls jedes a € K algebraisch iiber k ist.

Ein Zwischenkorper von k C K ist ein Unterkorper I C K mit k£ C L. Jede Teil-
menge B C K erzeugt einen Zwischenkorper

K(B) = {ab~'; a,bek[B], b#0}
— {H, n € Ly, f,g€k[T,..., Ty, bieB.}

Gilt B = {b1,...,b.}, so schreibt man auch k(by,...,b.) fiir k(B). Man nennt
k C K endlich erzeugt, falls K = k(by,...,b,) gilt mit by,...,b, € K.

Satz 4.1.2. Fir jede Korpererweiterung k C K gilt:

(i) Ist k C K endlich, so ist k C K algebraisch.
(ii) Sind ay,...,a, € K algebraisch iber k, so ist k C k(aq,...,a,) endlich
und algebraisch.
(iii) Ist k C L C K ein Zwischenkdrper, fir den k C L und L C K algebraisch
sind, so ist auch k C K algebraisch.

Folgerung 4.1.3. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent.

(i) Die Kérpererweiterung k C K ist endlich.
(ii) Die Kérpererweiterung k C K ist algebraisch und endlich erzeugt.

Folgerung 4.1.4. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Dann ist die Menge
L C K aller tiiber k algebraischen Elemente ein Zwischenkorper von k C K.

Definition 4.1.5. Es sei k C K eine Korpererweiterung.

(i) Ein Element a € K heifit transzendent iiber k, falls es nicht algebraisch
iiber £ ist.

(ii) Die Korpererweiterung k C K heift, rein transzendent, falls jedes Element
aus K\ k transzendent ist.

Definition 4.1.6. Es sei k£ C K eine Korpererweiterung.

(i) Eine Teilmenge B C K heifit algebraisch abhingig iiber k, falls es paarweise
verschiedene by, ...,b, € B und ein 0 # f € k[T, ...T,] gibt mit

Fbrye o by) = 0.

(ii) Man nennt eine Teilmenge B C K algebraisch unabhingig iiber k, falls sie
nicht algebraisch abhéngig iiber £ ist.

(iii) Eine maximale iiber k algebraisch unabhiingige Teilmenge B C K nennt
man eine Transzendenzbasis der Korpererweiterung k& C K.



84 ©J. HAUSEN, M. WROBEL 2019

Beispiel 4.1.7. Wir betrachten die Koérpererweiterung k& C k(Th,...,T,). Die
Menge {T4,...,T,} ist algebraisch unabhéngig iiber k, denn fiir jedes Polynom
fek[T,...,T,] hat man

f(Ty,....T,) =0 < f =0.

Weiter ist {T1,...,T,} maximal, denn jede Vergrosserung {771, ..., Ty, f/g} ist al-
gebraisch abhéngig iiber k: Mit den Polynomen f'(T4,...,Thy1) := —f(Th,...,Ty)
und ¢'(Ty,...,Tht1) == g(Th, ..., Ty)Tyt1 hat man

(¢ + f)T1,....Ta, f/lg) = 0.
Folglich ist {74, ..., T} eine Transzendenzbasis fiir k(T1,...,T,). Da k(T1,...,T,)
zudem iiber k von {T1,...,T,} erzeugt wird, ist k C k(11,...,T;,) eine rein trans-

zendente Erweiterung, wie wir spiter sehen werden.

Bemerkung 4.1.8. Es sei k£ C K eine Korpererweiterung. Ein Element a € K ist
genau dann transzendent iiber k, wenn {a} algebraisch unabhingig {iber k ist.

Satz 4.1.9. Ist B = {b1,...,b,} ecine algebraisch unabhingige Teilmenge der
Korpererweiterung k C K, so gilt k(B) = k(Ty,...,Ty).

Beweis. Die universelle Eigenschaft des Polynomringes liefert uns einen Epimor-
phismus
O: k[Ty,...,T,] — kbi,...,b], = fb,...,by).

Da {b1,...,b,} algebraisch unabhéngig ist, gilt ker(®) = {0}. Somit ist ® ein
Isomorphismus. Die universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers liefert daher ein
kommutatives Diagramm

KT T —222 kb, bl

| |

E(Ty,....T,) —————k(b1,...,by)

(
ik o)
kanonischer Homomorphismen. Nach Definition von k(by,...,b,) ist der untere
waagerechte Pfeil surjektiv, und somit ein Isomorphismus. 0

Satz 4.1.10. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Dann gilt:

(i) Sind A C B C K Teilmengen, und ist A algebraisch unabhingig iber k, so
gibt es eine Transzendenzbasis C C B fir k C k(B) mit A C C C B.
(ii) Ist B C K eine Transzendenzbasis fir k C K, so ist k C k(B) rein trans-
zendent und k(B) C K ist algebraisch.
(i) Fir je zwei Transzendenzbasen B, B' C K von k C K gilt |B| = |B’|.

Folgerung 4.1.11. Jede Korpererweiterung k C K besitzt eine Transzendenzbasis.

Definition 4.1.12. Der Transzendenzgrad einer Korpererweiterung k C K ist die
Ordnung einer Transzendenzbasis B C K fiir £ C K:

trdeg,(K) := |B|.

Bemerkung 4.1.13. (i) Es gilt trdegy, (k(T1,...,Ty)) = n.
(ii) Ist & C K endlich erzeugt, so ist trdeg, (K) endlich.

Lemma 4.1.14. Es sei k C K eine Korpererweiterung, und es sei B C K algebra-
isch unabhdngig tiber k. Dann gilt:

(i) Jedes Element b € k(B) \ k ist transzendent iiber k.
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(ii) PEin Element a € K ist genau dann transzendent iber k(B), wenn B U {a}
algebraisch unabhdngig tber k ist.

Beweis. Zu (i): Nehmen wir an, b € k(B) \ k sei algebraisch iiber k. Dann gibt es
ein nichttriviales Polynom f € k[T] mit f(b) = 0. Wegen b € k(B)\ k gibt es weiter
Elemente bq,...,b, € B, sodass

b = g(bl,...,bn>
h(bi,...,bn)
gilt mit teilerfremden Polynomen g, h € k[T1,...,T,], von denen mindestens eines

nicht konstant ist. Setzen wir diese Darstellung in f(b) = 0 ein, so erhalten wir
algebraische Abhingigkeit von {b1,...,b,} wie folgt:

g(bl,...,bn))

h’(blv"'vbn) -0

h(by,... by)380) f (

Zu (ii): Es sei zunéchst a transzendent iiber k(B). Wire B U {a} algebraisch
abhéingig iiber k, so gibe es Elemente by,...,b, € B und ein f € k[TY,...,T 1]
mit

f(blv"'vbT;a) = 0.

Sortiert man nun nach Potenzen der letzten Variablen, so ergibt sich, dass a alge-
braisch iiber k(B) ist. Widerspruch.

Es sei jetzt BU{a} algebraisch unabhéingig. Nehmen wir an, a sei algebraisch iiber
k(B). Dann erhalten wir

cotciat...+ep1a™ P +ar = 0

mit gewissen Elementen ¢; € k(B). Nun ist jedes dieser ¢; mit geeigneten b; € B
und g;, h; € k[T4,...,T,] von der Gestalt

o — gi(b1, ..., br)
! hi(b1, ..., b))
Geht man mit diesen Darstellungen der ¢; in das oben gewiihlte annullierende Poly-

nom von a und multipliziert mit dem Hauptnenner durch, so ergibt sich algebraische
Abhéngigkeit von B U {a}. Widerspruch. O

Beweis von Satz 4.1.10. Zu (i). Wir betrachten die (nichtleere) Menge M aller
iiber k algebraisch unabhéingigen Teilmengen D C B mit A C D. Es sei M/ C M
total geordnet. Dann ist

U o

DeM’

offensichtlich wieder algebraisch unabhéngig und somit eine obere Schranke in M
fiir die Kette M’. Nach dem Zornschen Lemma besitzt die Menge M also maximale
Elemente. Es sei C' € M ein solches.

Wir zeigen, dass C' die gewiinschte Transzendenzbasis fiir k& C k(B) ist. Offenbar gilt
A C C C B. Wire C nicht maximal in k(B), so gébe es ein Element a € k(B) \ C,
sodass C'U {a} algebraisch unabhéngig iiber k ist. Nach Lemma 4.1.14 (ii) ist a
transzendent iiber k(C). Nun ist ¢ von der Form

f(by,...,0b)
g(bl, . .,br)
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mit f,g € k[T1,...,T,] und b; € B. Da a transzendent iiber k(C) ist, muss nach
Satz 4.1.2 (ii) ein b; transzendent iiber k(C) sein. Also ist C'U {b;} nach Lem-
ma 4.1.14 (ii) iiber k algebraisch unabhingige Menge. Dies widerspricht jedoch der
Maximalitit von C' € M.

Zu (ii). Die Tatsache, dass k C k(B) rein transzendent ist, war bereits in Lem-
ma 4.1.14 (i) bewiesen worden. Wire k(B) C K nicht algebraisch, so giibe es ein
iiber k(B) transzendentes Element ¢ € K. Nach Lemma 4.1.14 (ii) wédre dann
B U {a} algebraisch unabhéngig iiber k. Widerspruch zur Maximalitit von B.

Zu (iii). Sind alle Transzendenzbasen von k C K unendlich, so ist nichts zu zeigen.
Wir diirfen also annehmen, dass es endliche Transzendenzbasen fiir £ C K gibt; es
sei B ={b1,...,b,} eine solche minimaler Linge n.

Es geniigt dann zu zeigen, dass jede weitere Transzendenzbasis C von £ C K
hochstens n Elemente besitzt. Nehmen wir an, C' besitze mehr als n Elemente.
Wir wihlen ein ¢; € C und betrachten die Korpererweiterung

k g k(clvblv"'abn>'

Nach Aussage (i) finden wir eine Transzendenzbasis C; fiir diese Korpererweiterung,
so dass C1 € BU{c1} und ¢; € Oy gelten. Nach geeignetem Umnumerieren von
b1,...,b, gilt also

C, = {Cl,bl,...,bnl}, mit n; < n.

Dabei muss ny < n gelten, weil k(B) C K nach (ii) algebraisch ist und C; andern-
falls gemif Lemma 4.1.14 (ii) algebraisch abhingig wire. Die Korpererweiterungen
k(C1) € k(BU{a}),  k(BU{a}) € K
sind, wiederum nach (ii), algebraisch. Nach Satz 4.1.2 (iii) ist damit auch die Er-

weiterung k(C1) C K algebraisch.

In einem zweiten Schritt wihlen wir ein ¢y € C mit ¢ # ¢1, sodass {c1,ca} alge-
braisch unabhingig ist. Wie oben erhalten wir nach Umnumerieren von by, ..., b,,
eine Tanszendenzbasis

Cy = {Cl,CQ,bl,...,an}, mit no < nq

fiir die Korpererweiterung k& C k(Cy U {c2}). Wie im ersten Schritt hat man auch
hier algebraische Erweiterungen

k(CQ) - k(01U{02}>, k(clu{CQ}) Q K

Folglich ist k(C2) C K algebraisch. Nehmen wir nun nach diesem Verfahren weitere
Elemente ¢; aus C hinzu, so gelangen wir wegen |C| > n schlie8lich zu einer Menge

C, = {c1,...,c0}, r<n,

fiir die k(C,) C K eine algebraische Erweiterung ist. Wegen C, C C' widerspricht
das der algebraischen Unabhéngigkeit von C'. (I
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Aufgaben zu Abschnitt 4.1.

Aufgabe 4.1.15. Es sei K ein Koérper. Zeige: Es gilt entweder Char(K) = 0 oder Char(K)
ist eine Primzahl. Hinweis: Zeige zunichst, dass fiir den Primkorper Px C K gilt:

Char(K)=0 < Px =2 Q
Char(K)=p>0 < Px & Z/pZ.

Aufgabe 4.1.16 (Frobenius-Homomorphismus). Es sei K ein Korper der Charakteristik
p > 0. Zeige:

(i) Die folgende Abbildung ist ein Monomorphismus:
Frobgk: K — K, a— al.
(ii) Der Primkorper Px von K ist gegeben durch
Px = {a€K; Frobg(a)=a}

Aufgabe 4.1.17. Es seien £ C K eine Korpererweiterung, und es seien bi,...,b, € K
gegeben. Zeige:

Klbi,...,bn] = {f(b1,...,bn); f €K, ..., Th]},
f(b17"'7bn) }
K(bi,...,bn) = L flg € k[T, ..., Tn], g(b1,...,bn) #0¢.
it = (LRl pg b T, gt ) 2
Gib ein explizites Beispiel einer Kérpererweiterung & C K mit Elementen b1, . .., by, sodass

k[B] # k(B) gilt
Aufgabe 4.1.18. Es sei k C K eine Korpererweiterung. Zeige:
(i) Ein Element a € K* ist genau dann algebraisch iiber k, wenn a™* € k[a] gilt.

(ii) Die Korpererweiterung k C K ist genau dann algebraisch, wenn jeder Unterring
R C K mit k£ C R ein Korper ist.

Aufgabe 4.1.19. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist R C K eine echte algebraische Erweiterung mit K = R(a) fiir ein a € K, so
ist [K : R] eine gerade Zahl.

(ii) Der Korper C der komplexen Zahlen erlaubt keine Erweiterung C C K mit
[K:C]=2.

Aufgabe 4.1.20. Bestimme, jeweils mit Begriindung, den Grad [Q(a) : Q)] fiir

a = \2+V2 € R, a = \[2+V2+V2 € R

Aufgabe 4.1.21. Zeige: [R: Q] = cc.

Aufgabe 4.1.22. Es sei k C K eine Kérpererweiterung. Zeige: Ist [K : k] eine Primzahl,
so gilt K = k(a) mit einem a € K.

Aufgabe 4.1.23. Es seien k C K eine Korpererweiterung und a, b € K algebraisch. Zeige:
Sind m := [k(a) : k] und n := [k(b) : k] teilerfremd, so gilt [k(a,b) : k] = mn.

Aufgabe 4.1.24. Es sei k C K eine endliche Korpererweiterung, und es sei a € K.
Betrachte die k-lineare Abbildung ¢, : K — K, v +— av und zeige:

(i) Das Minimalpolynom f, € k[T] des Elements a € K ist auch das Minimalpoly-
nom des k-linearen Endomorphismus ¢q: K — K.
(ii) Gilt K = k(a), so ist das Minimalpolynom f, gerade das charakteristische Poly-
nom det(7-idg — pa) von @q.
(iii) Das charakteristische Polynom von ¢, ist stets eine Potenz des Minimalpolynoms

Ja

Aufgabe 4.1.25. Es seien k£ C K eine Korpererweiterung und a € K transzendent iiber
K. Zeige: Fiir jedes n € Zx> gilt

(i) a™ € K ist transzendent iiber k,
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(i) [k(a) : k(a™)] = n.

Aufgabe 4.1.26. Es sei £ C K eine transzendente Korpererweiterung. Zeige: k C K
besitzt unendlich viele echte Zwischenkorper.

Aufgabe 4.1.27. Es seien £ C L C K Korpererweiterungen. Zeige: Ist £ C K endlich
erzeugt, so ist auch k£ C L endlich erzeugt.
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4.2. Noethersche Moduln.

Erinnerung 4.2.1. Es sei R ein K1-Ring. Ein (unitdrer) R-Modul ist eine abelsche
Gruppe (M, +) zusammen mit einer Abbildung
Rx M — M, (ryu) — 7ru,
genannt Skalarmultiplikation, sodass fiir 7,7/ € R und u,u’ € M stets folgendes
gilt:
lu = u, ('r)u = r(ru), '+r)u = r"ut+ru, r(ut+uv) = rut+ru.
Jedes Ideal a < R ist ein R-Modul. Weiter ist R™ beziiglich der komponentenweisen
Verkniipfungen ein R-Modul.
Ein Homomorphismus von einem R-Modul M in einen R-Modul N ist eine R-lineare
Abbildung ¢: M — N, d.h., es gilt stets
plur +uz) = p(ur) +@(uz),  p(ru) = rpu).
Ein Untermodul eines R-Moduls M ist eine Untergruppe N C M mit RN C N; wir
schreiben dafiir auch N < M. Jede Teilmenge A C M erzeugt einen Untermodul
<A> = {vai; ri €R, v; € A} < M.
Falls A = {v1,...,v,} gilt, so schreiben wir auch (vy,...,v,) fir (A). Ist p: M —
M’ ein Homomorphismus von R-Moduln, so gilt
N < M = ¢(N)< M, N < M = ¢ }(N') <M.
Das direkte Produkt iiber eine Familie M;, i € I, von R-Moduln ist das (mengen-
theoretische) Produkt [],.; M; mit den komponentenweisen Verkniipfungen:
(widier + (ui)ier = (uwi +ui)ier, r(wi)ier = (rui)ier.
Die direkte Summe der R-Moduln M;, ¢ € I, ist der Untermodul aller endlichen
Folgen in [],.; M;

@Mi = {(ui)ig € HMi; u; # 0 fiir hochstens endlich viele i € I} .
icl iel
Der Faktormodul eines R-Moduls M nach einem Untermodul N < M ist die Fak-
torgruppe M /N mit der (wohldefinierten) Skalarmultiplikation

Rx M/N — M/N, r(u+N) := ru+N
Die kanonische Abbildung 7: M — M/N, u +— u + N ist ein Epimorphismus mit
Kern(r) = N.
Definition 4.2.2. Es sei R ein K1-Ring. Unter einer Sequenz von R-Moduln ver-
steht man eine Folge von R-Modulhomomorphismen ¢;: M;_1 — M;:

P Pit1
o—=M; | T M; ——> M; g — ...

Man nennt eine solche Sequenz exakt an der Stelle M;, falls ¢;(M;_1) = ker(vi+1)
gilt. Man nennt die gesamte Sequenz ezakt, wenn sie an jeder Stelle exakt ist.

Y M= 0 von R-

Bemerkung 4.2.3. Fine Sequenz 0 M’
Moduln ist genau dann exakt, wenn folgendes gilt:

(i) ¢ ist injektiv,
(i) (M) = ker(y)),
(iii) ) ist surjektiv.
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Ist die obige Sequenz exakt, so hat man M’ = ¢(M’) un der Homomorphiesatz
liedert einen Isomorphismus

M/oM') — M",  v+o(M') — ¢(v).
Beispiel 4.2.4. Die beiden folgenden Sequenzen von Z-Moduln sind exakt:

0 7o g YR g, 0,
0 7 u—(u,0) 72 (u,v)—v 7 0.
Definition 4.2.5. Eine exakte Sequenz 0 M~ 0
von R-Moduln spaltet, falls M = ¢(M’) & N gilt mit einem Untermodul N C M.
Satz 4.2.6. Es sei 0 Yy VN 0 eine erakte Sequenz
von R-Moduln. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Die Sequenz 0 M 0 spaltet.

(ii) Es gibt einen Homomorphismus o: M — M’ mit oo @ = idyp .
(i) Es gibt einen Homomorphismus o: M" — M’ mit ¢ o o = idp».

Gilt eine dieser drei Aussagen, so hat man ein kommutatives Diagramm von R-
Modulhomomorphismen

0 M id M v M 0
0 M’ M @ M" M" 0
'U'»—)(U/,O) ('U',U”)»—)U”

Beweis. Zu “(i)=(ii)” und “(i)=-(iii)”. Es sei N < M ein Untermodul mit M =
©(M') @ N. Dann konnen wir jedes v € M eindeutig zerlegen als v = v’ + u mit
v € p(M’) und uw € N. Damit erhalten wir die gewiinschten Homomorphismen:

oo M — M, vV 4u— o '), o M" = M, w— (Yn) (w).

Zu “(ii)=(1)”. Wir zeigen, dass N := ker(p) der gewiinschte Untermodul ist. Dazu
ist zu zeigen:

p(M)NN = {0}, p(M')+N = M
Zum Nachweis der ersten Eigenschaft sei v = ¢(v') € p(M') N N gegeben. Dann
erhalten wir v = 0 mit
0 = o(v) = o(pv)) = v
Zum Nachweis der ersten Eigenschaft vermerken wir, dass jedes v € M sich folgen-
dermafen darstellen ldsst

v = ¢(e(v)) + (v —(e(v) € ¢(M')+N.
Zu “(iii)=(i)”. Wir zeigen, dass N := o(M") der gewiinschte Untermodul von M
ist. Es gilt ¢(M') NN = {0}, denn fiir jedes v = o(v") € p(M') N N haben wir
0 = 9@) = ¢(@") ="

Weiter erhalten wir M = o(M’) + N, denn jedes Element v € M besitzt eine
Darstellung

v = (v-0(®))+o(¥() € ¢(M)+N.
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O

Definition 4.2.7. Es sei R ein K1-Ring. Ein R-Modul M heift noethersch, falls
jeder Untermodul N < M endlich erzeugt ist, d.h., von der Gestalt N = (v1,...,v,)
mit vy,...,v, € M ist.

Bemerkung 4.2.8. Es seien R ein K1-Ring und M ein noetherscher R-Modul.
Dann ist M endlich erzeugt. Weiter ist jeder Untermodul von M noethersch.

Satz 4.2.9. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Der R-Modul M st noethersch.
(ii) Jede Kette Ny C Ny C ... von Untermoduln N; < M wird stationdr.

Beweis. Man kann die Argumente des Beweises von Satz 1.4.4 fast wortlich iiber-
nehmen.

Zu “(i) = (ii)”. Es sei eine aufsteigende Kette Ny C Ny C ... von Untermoduln
N; < M gegeben. Dann erhilt man einen Untermodul

N:= |JN<Mm
€751
Nach (i) ist N endlich erzeugt, etwa von Elementen vq,...,v,. Wir finden ein

r € Z>1, sodass alle v; in N, liegen. Offenbar gilt N; = N, fur ¢ > r.

Zu “(ii) = (i)”. Nehmen wir an, N < M sei nicht endlich erzeugt. Es gilt {0} =:
N7 € N. Folglich gibt es ein us € N\ Ny. Dann ist Ny := Rus + N7 endlich erzeugt,
und wir haben Ny € Ny € N. Fiahrt man auf diese Weise fort, so erhilt man eine
echt aufsteigende unendliche Kette von Untermoduln. Widerspruch zu (ii). il
Satz 4.2.10. Es sei 0 M —2s M v M 0 eine exakte Sequenz
von R-Moduln. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Moduln M’ und M" sind noethersch.
(ii) Der Modul M ist noethersch.

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Es sei M; C My C ... eine Kette von Untermoduln in
M. Dann erhilt man aufsteigende Ketten von Untermoduln in M’ bzw. M" durch
Ubergang zu Urbild bzw. Bild:

ZNM) ST M) C B(My) (M) C ... .

Diese Ketten werden nach Voraussetzung stationér, d.h. es gibt ein n mit M; = M,
fiir alle ¢ > n. Wir zeigen M, 11 = M; fiir jedes ¢ > n. Dafiir sei v € M;;1 gegeben.
Dann gilt

v € YT W(Min) = T (W(M;) = M;+ker(y) = M+ p(M').
Also haben wir eine Darstellung v = v; + ¢(v’) mit v; € M; und v' € M’. Dabei gilt
o(v') =v—1v; € Miy1. Es folgt v' € o= (M;11) = ¢~ 1(M;) und somit p(v') € M;.
Das impliziert v = v; + ¢(v') € M.
Zu “(ii)=(1)”. Offenbar ist M’ = p(M') < M noethersch. Wir zeigen, dass M"

noethersch ist. Ist N” < M" gegeben, so ist ¥y ~1(N"') endlich erzeugt, etwa durch
V1, ..., 0p. Damit ist N” durch ¢(vy),...,9¥(v,) erzeugt. O

Folgerung 4.2.11. Es seien R ein KI1-Ring und M, N noethersche R-Moduln.
Dann ist auch die direkte Summe M @© N ein noetherscher R-Modul.
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Beweis. Die Aussage ergibt sich sofort durch Anwenden von Satz 4.2.10 auf die
folgende exakte Sequenz:

u— (u,0) (u,v)—v

0 M M®N N 0

O

Satz 4.2.12. Es seien R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann ist M ein noetherscher Modul.

Beweis. In einem ersten Schritt behandeln wir per Induktion iiber n den Fall M =
R™. Fiir n = 1 ist die Situation klar: Hier sind die Untermoduln N < R genau die
Ideale N <pr R. Da R noethersch ist, sind alle N < R endlich erzeugt.

Fiir den Induktionsschritt, d.h., den Ubergang von n — 1 nach n zerlegen wir den
R-Modul R™ geméf

Rn — Rn—l @ R
Die beiden Summanden auf der rechten Seite sind nach Induktionsvoraussetzung

bzw. Induktionsanfang noethersch. Folgerung 4.2.11 liefert somit, dass R™ noethersch
ist.
Im allgemeinen Fall wihlen wir Erzeugende u, ... u, fiir den R-Modul M. Damit
erhalten wir einen Epimorphismus

™ R" — M, (riy..oyrn) = riug + .4 rrty.

Ist nun N < M ein Untermodul, so ist 771(N) ein Untermodul von R™ und des-
halb nach Schritt 1 des Beweis endlich erzeugt, etwa durch vy,...,vs. Dann sind
m(v1),...,m(vs) Erzeugende fiir N. O

Satz 4.2.13 (Satz von Artin und Tate). Es seien R C S C T Ringerweiterungen
mit folgenden Figenschaften:

(i) R ist noethersch.
(i) R C T ist als Ringerweiterung endlich erzeugt.
(i) T ist ein endlich erzeugter S-Modul.

Dann ist auch R C S als Ringerweiterung endlich erzeugt.

Beweis. Es seien ci,...,c,n € T Erzeugende der Ringerweiterung R C 7', und es
sei T" als S-Modul erzeugt von v1,...,7v, € T. Dann hat man Beziehungen

n
(4.2.13.1) ci = Y sy, mit si; €85,

j=1

n
(4.2.13.2) Vivi = > SikYk, mit sk € 5.

k=1

Es sei Sy C S der von den Elementen s;; und s;j;, erzeugte Unterring iiber R. Dann
gilt R € Sy C 5, und nach Folgerung 1.4.10 ist ein Sy noetherscher Ring.

Nun ist jedes ¢ € T ein algebraischer Ausdruck in ¢y, ..., ¢;, mit Koefizienten in R.
Mit den beiden obigen Beziehungen erhilt man, dafl ¢ eine Linearkombination in
den ~v; mit Koeflizienten in Sy ist.

Mit anderen Worten: T ist ein endlich erzeugter Sop-Modul. Da Sy noethersch ist,
muf} auch S nach Satz 4.2.12 endlich erzeugter Sy-Modul sein. Da R C Sy zudem
eine endlich erzeugte Ringerweiterung ist, muss dies auch fiir R C .S gelten. O



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 93

Aufgaben zu Abschnitt 4.2.

Aufgabe 4.2.14. Es seien K ein Koérper und 0 — Vo — ... — V,, — 0 eine exakte
Sequenz von K-Vektorrdumen. Zeige: Es gilt

Z(q)idim(vi) = 0.

®° P

Aufgabe 4.2.15. Essei 0 M’ 7
von Z-Moduln. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

M 0 eine exakte Sequenz

¢

(i) Die Sequenz 0 M 7™ M" 0 spaltet.
(i) Fiir jedes v € Z" und jedes k € Z>¢ gilt kv € p(M') = v € p(M").
(iii) Der Modul M" ist torsionsfrei.

LA Yy Y 0 eine exakte Sequenz

Aufgabe 4.2.16. Es sei 0 M’
von R-Moduln. Beweise folgende Aussagen:

(i) Existiert ein Homomorphismus ¢: M — M’ mit g o ¢ = idy, so hat man ein
kommutatives Diagramm von R-Modulhomomorphismen

0 M ‘ M ‘ M 0
H v'—>(e(v),"¢)(v))lm H
0 M’ M @ M"” M 0
v’ (v’,0) (v ")’

(ii) Existiert ein Homomorphismus o: M’ — M’ mit 1 o ¢ = idps, so hat man ein
kommutatives Diagramm von R-Modulhomomorphismen

0 M ¢ M ‘ M 0
H gT(v/,'u”)»—»Lp('u’)«b»v:r('u”) H
0 M’ M o M"” M 0
v’ (v’,0) (GRS

Aufgabe 4.2.17. Jeder kommutative Ring R mit Einselement ist auf kanonische Weise
ein R-Modul mit der Skalarmultiplikation 7-a := ra. Beweise die Aquivalenz folgender
Aussagen:

(i) Der Ring R ist noethersch.
(ii) Der R-Modul R ist noethersch.

Aufgabe 4.2.18. Gib ein Beispiel von Ringerweiterungen R C S C T', sodass R noethersch
ist, 1" als R-Modul endlich erzeugt ist, aber R C S keine endlich erzeugte Ringerweiterung
ist.
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4.3. Der Hilbertsche Nullstellensatz.

Satz 4.3.1 (Hilbertscher Nullstellensatz, Version I). Es sei k C K eine Kérper-
erweiterung. Gilt K = k[ay,...,a,] mit Elementen ay,...,a, € K, so ist k C K
algebraisch.

Erinnerung 4.3.2. Ein Element p € R eines Integritédtsringes R heisst prim,
falls 0 # p ¢ R* gilt und p|ab stets p|la oder p|b impliziert. Man nennt p,q € R
assoziiert zueinander, in Zeichen p ~ ¢, falls ¢ = ¢p mit einer Einheit ¢ € R* gilt.
Unter einem Primsystem verstehen wir ein vollstandiges Reprisentantensystem der
Aquivalenzrelation “~” auf der Menge aller Primelemente von R.

Ein Integritdtsring R heisst faktoriell, falls jede Nichteinheit von R ein Produkt
von Primelementen ist. Der Satz von Gauss besagt, dass mit R auch R[T] faktoriell
ist. Insbesondere ist k[T1,...,T,] fir jeden Korper k ein faktorieller Ring.

Lemma 4.3.3. Es sei R ein faktorieller Ring. Dann enthdlt der Polynomring
R[Th,...,Ty,] eine unendliche Menge paarweise nichtassoziierter Primelemente.

Beweis. Wegen R[Ty,...,T,] = R[Ty,...,T,_1][T] geniigt es, die Aussage fiir R[T]
zu beweisen.

Es sei P C R[T] eine maximale Menge paarweise nichtassoziierter Primelemente.
Da T € R[T] prim ist, diirfen wir T € P annehmen. Wir nehmen nun an, P sei
endlich, etwa P = {p1,...,p,}. Wir betrachten

f=pp+1 € R

Wegen T € P ist f ein Polynom positiven Grades und somit kann f keine Einheit
in R[T] sein. Primfaktorzerlegung von f liefert

piprt1l = pig

mit einem 1 < ¢ < 7 und einem Polynom ¢ € R[T]. Wir diirfen dabei ¢ = 1
annehmen. Dann erhalten wir

1 = pi(g—p2--pr).
Das bedeutet jedoch, dass p; eine Einheit in R[T'] ist. Widerspruch zu p; Primele-
ment in R[T]. O

Lemma 4.3.4. Es sei k ein Korper. Dann ist die Ringerweiterung k C k(Ty, ..., Ty,)
nicht endlich erzeugt.

Beweis. Nehmen wir an, k(T1,...,T,) sei als Ringerweiterung iiber k von den Ele-
menten f1,..., fs erzeugt. Wir schreiben
fo= 9i(Th,...,T)
! hi(Ty, ..., Ty)

mit geeigneten Polynomen g¢;, h; € k[T},...,T,]. Nach Lemma 4.3.3 gibt es ein
Primelement p € k[T, ..., T,], das keines der h; teilt.

Stellt man nun 1/p als algebraischen Ausdruck in den f; = ¢;/h; dar und bildet
den Hauptnenner, so erhilt man eine Darstellung 1/p = g/h, wobei h ein Pro-
dukt gewisser Potenzen der h; ist. Es folgt pg = h und somit teilt p eines der h;.
Widerspruch zur Wahl von p. O
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Beweis von Satz 4.3.1. Nehmen wir an, & C K sei nicht algebraisch. Da K end-
lich erzeugt iiber k ist, gibt es dann gemé&fl Satz 4.1.13 eine Transzendenzbasis
B = {by,...,b,} fiir die Koérpererweiterung k C K. Wir betrachten die Ringerwei-
terungen
k C k(B) C Kklai,...,a;] = K.

Dabei ist k& noethersch und k£ C K eine endlich erzeugte Ringerweiterung. Weiter
ist k(B) C K nach Satz 4.1.10 (ii) algebraisch. Da k(B) C K zudem endlich erzeugt
ist, liefert Folgerung 4.1.3, dass k(B) C K von endlichem Grad ist.

Die Ringerweiterungen k& C k(B) C K erfiillen somit die Voraussetzungen von
Satz 4.2.13. Folglich ist k C k(B) als Ringerweiterung endlich erzeugt. Andererseits
ist k(B) = k(by,...,b,) nach Bemerkung 4.1.9 isomorph zum Funktionenkorper
k(Th,...,T,). Das widerspricht Lemma 4.3.4. 0

Erinnerung 4.3.5. Ein Korper K heisst algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht-

konstante Polynom f € K[T] eine Nullstelle besitzt. Ist K algebraisch abgeschlossen,

so zerfallt jedes nichtkonstante Polynom f € K[7] in Linearfaktoren:
f=cl—-a) - (T-a), ceK*, ai,...,a, € K.

Jeder algebraisch abgeschlossene Korper besitzt unendlich viele Elemente. Ein Kor-
per K ist genau dann algebraisch abgeschlossen wenn fiir jede algebraische Erwei-
terung K C IL bereits K = L gilt.

Erinnerung 4.3.6. Es sei K ein unendlicher Kérper. Fiir gegebene Teilmengen
L C K[Ty,...,T,] bzw. X C K" hatten wir das Nullstellengebilde bzw. das Ver-
schwindungsideal definiert:

V(L) = {x K" f(x)=0firalle fe L} C K",
I(X) = {feK[T1,...,T]; f(x)=0firallex e X} C K"

Satz 4.3.7 (Hilbertscher Nullstellensatz, Version IT). Es sei K ein algebraisch ab-
geschlossener Korper. Ist a C K[Ty,...,T,| ein echtes Ideal, so gilt V(a) # 0.

Beweis. Als echtes Ideal ist a in einem maximalen Ideal m C K[T1, ..., T,] enthal-
ten, siche Folgerung 1.3.15. Es sei L := K[T1,...,T,]/m der zugehorige Restklas-
senkorper. Dann hat man einen Monomorphismus

1K — L, a — a-+m.

Weiter gilt L = 3(K)[T'y, ..., T,], wobei T; := T;+m. Nach Satz 4.3.1 ist die Erwei-
terung j(K) C L algebraisch. Da KK, und somit auch j(K), algebraisch abgeschlossen
ist, folgt L = »(K).

Es sei nun a; € K mit j(a;) = Ty. Mit a := (a1,...,a,) erhalten wir dann ein

kommutatives Diagramm
. - -
f% ]
K

Zur Verifikation geniigt es, T; + m und j(7;(a)) zu vergleichen. Es folgt f(a) = 0
fiir alle f € m. Insbesondere gilt a € V (a). O

IR

Erinnerung 4.3.8. Es seien R ein K1-Ring und a C R ein Ideal. Das Radikal von
a ist das Ideal

Va = {reR; r" cafireinneZs} < R.
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Falls a = /a fiir ein Ideal a C R gilt, so nennt man a ein Radikalideal oder auch

ein perfektes Ideal.

Satz 4.3.9 (Hilbertscher Nullstellensatz, Version III). FEs sei K ein algebraisch
abgeschlossener Korper, Dann gilt fir jedes Ideal a C K[Ty,...,T,]:

V@) = va
Beweis. Zur Inklusion “v/a C I(V(a))”. Ist f € \/a, so gibt es ein n € Nmit ™ € a.
Also ist ™|y (q) = 0. Das impliziert jedoch f[y () = 0. Also gilt f € I(V(a)).

Nun zur Inklusion “I(V(a)) € /a”. Es sei 0 # f € I(V(a)) gegeben. Wir fassen
K[Ty,...,T,] als Unterring von K[T1,...,T,+1] auf und betrachten dort das Ideal

b = (aU{fTh —1}).

Dann gilt V(b) = ), denn géibe es ein Element (21,...,2,+1) € V(b), so hiitte man
einerseits f(z1,...,2n+1) = 0 wegen f € I(V(a)) C I(V (b)) und andererseits

fCz1,o o 20)2n1 — 1 = 0,
Widerspruch. Nach Satz 4.3.7 kann b kein echtes Ideal sein, d.h., es gilt 1 € b.
Satz 3.3.11 liefert uns f € /a. O

Satz 4.3.10. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdrper. Dann hat man zu-
emnander inverse inklusionsumkehrende Bijektionen:

{Algebraische Mengen in K"} <+— {Radikalideale in K[Ty,...,T,]}
X = I(X)
V(ia) <« o«

Beweis. Mit Satz 2.2.15 und dem Hilbertschen Nullstellensatz 4.3.9 erhalten wir
V(I(X)) = X, V(@) = va = a
fiir jede algebraische Menge X C K™ und jedes Radikalideal a C K[T7y,...,T;,]. O

Definition 4.3.11. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und X C K™
eine algebraische Menge. Der Koordinatenring von X ist die K-Algebra

K[X] = {f: X >K; f=Fx firein F € K[T},...,T,]}

mit den punktweise definierten Verkniipfungen und dem kanonischen Strukturho-
momorphismus a — [z — a].

Beispiel 4.3.12. Man hat einen kanonischen Isomorphismus von K-Algebren:
K[Ty,...,T,] — K[K"], f e [z= f(2)]

Bemerkung 4.3.13. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und X C
K" eine algebraische Menge. Dann hat man einen Epimorphismus

mx:K[T,...,T,] - K[X], F — Fyx

mit Kern(ryx) = I(X). Gilt X = V(a) mit einem Ideal a C K[T1,...,T,], so hat
man

K[X] = K[TY,...,T]/I(X) = K[T4,...,T,]/Va.
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Definition 4.3.14. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Eine affine
K-Algebra ist eine K-Algebra A mit folgenden Eigenschaften:

(i) A ist endlich erzeugt, d.h. es gilt A = K[fy,..., fr] mit f1,..., fr € A,
(ii) A ist reduziert, d.h. A besitzt keine echten nilpotenten Elemente.

Bemerkung 4.3.15. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Der Koor-
dinatenring K[X] einer algebraischen Menge X C K™ ist eine affine K-Algebra.

Beispiel 4.3.16. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.
(i) Fiir das Achsenkreuz X = V(T173) C K2 gilt
I(X) = (WT3), K[X] = K[T1, T5] (Ti Tz).
(ii) Fiir die Neilsche Parabel X = V(T2 — T}) C K? gilt
I(X) = (I3 -T17),  K[X] = K[I}, D]/(T7 - T7).
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Aufgaben zu Abschnitt 4.3.
Aufgabe 4.3.17. Zeige: Jede affine K-Algebra ist ein noetherscher Ring.

Aufgabe 4.3.18. Es seien R, .S kommutative Ringe mit Einselement und a C R ein Ideal.
Zeige:
(i) Ist ¢: S — R ein Homomorphismus, so gilt ¢~ (1/a) = 1/p~=1(a).

(ii) Ist ¢: R — S ein Epimorphismus, so gilt ¢(1/a + ker(¢)) = /4 (a).
(iii) Es gilt genau dann a = y/a, wenn R/a keine nilpotenten Elemente enthiilt.

Aufgabe 4.3.19. Es sei R ein kommutativer Ring mit 1z # Or. Zeige: 1/(0) C R ist der
Durchschnitt aller Primideale in R.

Aufgabe 4.3.20. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und es seien p; C R,
i € I, Primideale. Zeige: [, p: ist ein Radikalideal in R.

Aufgabe 4.3.21. Esseien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und a C K[77, ..., T5]
ein echtes Ideal. Zeige: Es gibt bis auf Nummerierung eindeutig bestimmte Primideale
P1y. o, pr in K[T4,. .., T] mit v/a=p1N...Np, und p; € p; fiir i # j.

Aufgabe 4.3.22. Essei X C K" eine algebraische Menge. Zeige, dass zu je zwei z, 2’ € X
mit x # 2, ein f € K[X] existiert mit f(z) =0, f(z') = 1.

Aufgabe 4.3.23. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Koérper und f € K[T1,. .., T5]
ein Primelement, und es sei X := V(f). Zeige:

I(X) = (f),  KX] = K[T,...,Ta]/(f).

Aufgabe 4.3.24. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f € K[T1,...,T,]
ein Polynom mit Primfaktorzerlegung f = pi' ---pg*, wobei v; > 1. Zeige:

(i) V(f) =V(p1)U...UV(ps) ist die Zerlegung in irrreduzible Komponenten.
(i) Es gilt I(V(f)) = (p1---ps)-
Gelten diese Aussagen auch fiir nicht algebraisch abgeschlossene Kérper K7

Aufgabe 4.3.25. Zeige, dass der Hilbertsche Nullstellensatz 4.3.9 fiir K = R nicht gilt.

Aufgabe 4.3.26. Fiir welche Polynome f € K[Ti,...,Ty] ist V(T2 — f) € K™
irreduzibel?

Aufgabe 4.3.27. Beweise die Aussagen aus Beispiel 4.3.16:
(i) Fiir das Achsenkreuz X = V(T1Tz) C K? gilt
I(X) = (IWT%), K[X] = K[T1,T>]/{T1T5).
(ii) Fiir die Neillsche Parabel X =V (T% — T7) C K2 gilt
I(X) = (T3 =T7),  K[X] = K[, T:]/(T3 - T7).
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4.4. Berechnungen mit Grébnerbasen II.

Vereinbarung 4.4.1. In diesem Abschnitt ist K ein algebraisch abgeschlossener
Korper.

Erinnerung 4.4.2. Es sei a C K[17,...,T,] ein Ideal. Der Hilbertsche Nullstel-
lensatz 4.3.9 besagt

I(V(a)) = Va
Der Koordinatenring der algebraischen Menge X = V(a) C K" ist gegeben durch
KX] = {f: X =K, f=F firein ' € K[Ty,...,T,]}
K[Ty,..., T/ I(X)
K[T1,...,T,)/Va.

Verfahren 4.4.3. Es seien f1,..., f, € K[T1,...,T,] gegeben. Es soll herausge-
funden werden, ob V(f1,..., f-) = 0 gilt.

1

1%

e Wihle eine Monomordnung auf 9t(n).
e Berechne eine Grébnerbasis G fir (f1,..., fr).

Es gilt genau dann V(f1,..., f;) = 0, wenn G ein (nichttriviales) konstantes Poly-
nom enthélt.

Beweis. Falls G ein konstantes Polynom a € K* enthélt, ist V(fi,..., fr) = V(G)
offensichtlich leer. Ist V' (f1,..., fr) leer, so gilt 1 € (f1,..., f) nach dem Hilbert-
schen Nullstellensatz 4.3.7. Es folgt 1 = ag mit einem g € G und einem a € K*. [

Verfahren 4.4.4. Es seien f1,..., fr,01,...,9s € K[T1,...,T,] gegeben. Es soll
herausgefunden werden, ob V(f1,..., fr) C V(q1,...,9s) gilt.

e Priife g; € \/(f1,..., fr) fiir 1 < j < s mit Verfahren 3.3.12.

Es gilt genau dann V(fy1,..., fr) € V(g,...,9s), wenn alle Radikalmitgliedschafts-
tests positiv verlaufen sind.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Anwendung des Hilbertschen Nullstellensat-
zes 4.3.9: Es gilt

V(fi,o i fr) € Vgrsooh9s) = 910,95 € IV (f1,..., 7))

<~ g1,---,9s € <f17'-'7f'r>-
O

Bemerkung 4.4.5. Grobnerbasen kann man einsetzen um polynomiale Gleichungs-
system zu 16sen. Als Beispiel betrachten wir das System

2 2 2
) + x5 + 23 = 1
x%—xg—i—x%:()

.T1—$3:0.

Eine Grobnerbasis G fiir das entsprechende Ideal a C K[T4, T, T5] beziiglich “<joy”
ist gegeben durch

1 1
G = {Tng, T22T§,T§+§T§Z}.
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Wegen a = (G) gilt V(a) = V(G). Es geniigt also, das zu G gehorige System zu
16sen:

r1 — I3 = 0
To — 21‘% = 0
1 1

Aulffallig ist dabei, dass die letzte Gleichung nur von einer Variablen abhéngt. Durch
Losen und sukzessives Einsetzen erhalten wir vier Losungen = = (21, 2, z3):

1
T = i§\/i\/5— 1

Ty = %(j:\/gf 1)

1
T3 = i§\/i\/5— 1.

Entscheidend fiir den Erfolg in diesem Beispiel war, dass wir eine endliche Losungs-
menge vorliegen hatten. Dies wollen wir nun allgemein untersuchen.

Satz 4.4.6. Es seien X C K" eine algebraische Menge und K[X] ihr Koordina-
tenring. Weiter seien eine abgeschlossene Menge Y C X und ein Punkt x € X \'Y
gegeben. Dann gibt es eine Funktion f € K[X] mit fiy =0 und f(z) # 0.

Beweis. Die Menge Y ist abgeschlossen in K™ und somit gilt Y = V(I(Y)). Wegen
x ¢ Y gibt es daher ein Polynom F € K[T4,...,T,] mit F € I(Y) und F(z) # 0.
Die Funktion f := Fjx € K[X] hat dann die gewiinschte Eigenschaft. O

Folgerung 4.4.7. Es seien X C K" eine algebraische Menge. Dann trennt K[X]
die Punkte von X, d.h. zu je zwei x,2’ € X mit x # x’ gibt es eine Funktion
f € K[X] mit f(z) # f(2)).
Satz 4.4.8. FEs sei X C K" eine endliche (und somit algebraische) Menge. Zu
x € X sei f* die zugehirige charakteristische Funktion:
1 I =
X 5 Koo e {0 T
0, ' #u.

Dann ist (f*; « € X) eine Basis des K-Vektorraumes K[X]. Insbesondere stimmit
K[X] mit der Algebra aller Funktionen X — K dberein.

Beweis. Wir zeigen, dass jede charakteristische Funktion f* ein Element des Ko-
ordinatenringes ist. Dazu betrachten wir die Teilmenge

Y = X\ {2} C X.
Dann ist Y endlich und somit abgeschlossen in X. Satz 4.4.6 liefert daher eine
Funktion f € K[X] mit fjy =0 und f(z) # 0. Das impliziert
f© = fl@)'f € K[X].

Die verbleibenden Aussagen folgen direkt aus der Tatsache, dass jede Funktion
h: X — K eine eindeutige Linearkombination charakteristischer Funktionen ist:

ho= Y hxz)f".

zeX
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Folgerung 4.4.9. Es seien a C K[T1,...,T,] ein Ideal, X = V(a) € K" die
zugehirige algebraische Menge und K[X] ihr Koordinatenring. Dann gilt

dimg (K[T1,...,T,]/a) > dimg(K[T1,...,T,]/Va) = dimg(K[X]) = |X].

Beweis. Fiir den Nachweis der ersten Abschitzung betrachten wir die Inklusion
a C v/a. Das liefert einen Epimorphismus

K[Tl,...,Tn]/Cl — K[Tl,,Tn]/\/a

Der Hilbertsche Nullstellensatz 4.3.9 besagt I(X) = \/a. Das beweist die Gleichheit
in der Mitte.

Falls X endlich ist, ergibt sich die zweite Gleichheit direkt aus Satz 4.4.8. Betrachten
wir den Fall, dass X unendlich ist. Dann finden wir zu jedem k € Z>( eine k-
elementige Teilmenge Y, C X. Offenbar hat man einen Epimorphismus

KIX] = KiYs, = fiv

von K-Vektorrdumen. Folglich gilt dim(K[X]) > dim(K[Y%]) Mit Satz 4.4.8 erhal-
ten wir also dim(K[X]) > k fiir jedes k € Z>¢. Somit besitzt K[X]| unendliche
Dimension. (|

Satz 4.4.10. Es seien “<” eine Monomordnung auf M(n) und a C K[Ty,...,T,]
ein Ideal mit Grobnerbasis G C a. Weiter sei X := V(a) C K". Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) Die Menge X ist endlich.
(il) Zu jedem 1 <1i < n gibt es ein g; € G mit g; = ciTiki, wobet k; € Z>¢ und
c; € K*.

Gilt eine der Aussagen, so erhalten wir mit den Exponenten ki, ..., k, aus (i) die
Abschitzung
ki ky > dimg(K[T1,...,T,])/a) > |X]|.

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Es sei 1 < i < n gegeben. Da die Menge X C K" endlich
ist, erhalten wir

{Ti(z); € X} = {x;; x€ X} = {a1,...,a,}
mit gewissen Elementen aq,...,a, € K. Mit dem Hilbertschen Nullstellensatz 4.3.9
ergibt sich

f = (T%*(ll)"'(Tifar) S I(X) = \/E

Also gibt es eine Zahl m € Z>o mit f™ € a. Es folgt T)"" = f;‘ € a. Somit gibt es
ein g; € G und k; < mr, ¢; € K* mit g; = Tiki.
Nehmen wir an, dass (ii) gilt. Es sei m: K[11,...,T,] — K[I1,...,T,]/a der ka-

nonische Epimorphismus. Weiter seien S := {v € Zy; vi < kiy..ooyvm < kn}
und
U = {Z a,T"; a, € K} C K[T,...,T,).
ves
Dann ist U ein Untervektorraum von K[T1,...,7T,] und nach Konstruktion gilt
dim(U) = ky - - ky,. Wir zeigen nun
~(U) = K[T,...,T,]/a.

Ist f" € K[Th,...,T,]/a gegeben, so gilt f" = 7(f) mit einem f € K[Ty,...,T,]. Es
sei f = hy+ry die Division mit Rest von f modulo G. Dann gilt hy € a, wir haben
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f" = m(ry) und kein Leitterm g, g € G, teilt einen Term von ry. Letzteres bedeutet
insbesondere 7§ € U, was unsere Behauptung beweist. Es folgt
ki ky = dimg(U) > dimg(K[T1,...,T,]/a).

Zusammen mit Folgerung 4.4.9 impliziert dies Aussage (i) und die gewiinschten
Abschétzungen. O

Folgerung 4.4.11. Es seien a C K[Ty,...,T,] ein Ideal mit endlicher Nullstellen-
menge X :=V(a) CK" und G C a eine Gribnerbasis beziiglich <ox fiir a.

(i) Die Grobnerbasis G enthilt ein Polynom g € K[T,,].
(i) Ist G reduziert, so enthdlt G genau ein Polynom g € K[T5,].

Beweis. Nach Satz 4.4.10 gilt g, = a7 mit einem g,, € G. Da wir die lexikogra-
phische Ordnung gewiihlt haben, folgt g, € K[T},]. O

Verfahren 4.4.12 (Mit Vorbehalt). Es seien f1,..., f, € K[T1,...,T,] gegeben,
sodass X =V (f1,...,fr) € K" endlich ist.

e Bestimme eine reduzierte Grébunerbasis {g1, . .., gs } beziiglich <jq fiir das
Ideal (f1,..., fr); dabei sei g5 € K[T,,].
e Bestimme die Nullstellen a4, ..., a; € K des Polynoms g5 € G N K[T},].

Dann ist die explizite Bestimmung der Punkte von X auf das Losen von Gleichungs-
systemen in n — 1 Variablen zuriickgefiihrt: Es gilt
k
X = UV(gl(Tl,...,Tnfl,ai),...,gsfl(Tl,...,Tnfl,ai)).

i=1
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Aufgaben zu Abschnitt 4.4.

Aufgabe 4.4.13. Es sei “<” eine Monomordnung auf 9t(n). Weiter sei a C K[T1,...,T,]
ein Ideal, 2 die Menge seiner Leitmonome und X := V(a) C K". Beweise die Aquivalenz
folgender Aussagen:

(i) Die Menge X ist endlich.

(ii) Die Menge M(n) \ 2 ist endlich.
Aufgabe 4.4.14. Es sei a C K[T1,...,Ty] ein Ideal, sodass X := V(a) C K" endlich ist.
Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Esgilt a =+/a.

(ii) Es gilt dimg(K[T71,...,Tx]/a) = |X].
Aufgabe 4.4.15. Betrachte die Polynome fi := T2 +T§ — 2, fo :=T3 +T§ — 2, f3 :=
T + T? — 2 und das von ihnen erzeugte Ideal a := (f1, f2, f3) C C[T1,T>,Ts]. Zeige
folgende Aussagen:

(i) G:={Tf —1, T3 — 1, T§ — 1} ist eine Grébnerbasis fiir a bzgl. “>1e.”.
(i) Bs gilt dime(C[Th, T2, T3] / a) = 8.
(iii) a ist ein Radikalideal.
Aufgabe 4.4.16. Entwickle ein Verfahren, das fiir gegebene Ideale a C K[T1, ..., T,] mit
endlichem Nullstellengebilde V' (a) C K" ermittelt, ob a = 1/a gilt.
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4.5. Der Antidquivalenzsatz.

Vorbemerkung 4.5.1. Der Antidquivalenzsatz vergleicht auf mathematisch prizise
Weise die Welten der algebraischen Mengen einerseits und der affinen Algebren an-
dererseits.

Definition 4.5.2. Eine Kategorie besteht aus einer Klasse € von (mathematischen)
Objekten und

e zu je zwei Objekten X, X’ aus € der Menge More (X, X') ihrer Morphis-
men; die Elemente von More (X, X’) bezeichnet man durch ¢: X — X',

e zu je drei Objekten X, X', X" aus € einer Abbildung, genannt Komposi-
tion,

te: MOI‘@(X/,X”) X MOI“@(X,X/) — MOI“@(X,XN),
(W‘P) = EC(Q/Ja(p) = 1/10%

sodass folgende Regeln gelten:

(i) Fiir je zwei verschiedene Objektpaare X7, X7 und X5, X} sind die Mengen
More (X1, X{) und More (X2, X5) disjunkt.

(ii) Die Komposition ist assoziativ, d.h., fiir je drei Morphismen ¢: X — X',
P: X' = X" und k: X" — X" gilt

ro(pop) = (kog)op

(iii) Jedes Objekt X besitzt eine Identitdit, d.h., einen Morphismus idx: X —
X, sodass fiir alle Morphismen ¢: X — X’ und ¢: X" — X gilt

poidy = ¢, idx ot = 4.
Beispiel 4.5.3. Folgende Kategorien sind uns schon bekannt:

(i) Die Kategorie & der Mengen besitzt die Mengen als Objekte und ihre
Morphismen sind die Abbildungen zwischen Mengen.
(ii) Die Kategorie ®&tp der Gruppen besitzt die Gruppen als Objekte und ihre
Morphismen sind die Gruppenhomomorphismen.
(iii) In Analogie zu (ii) gibt es die Kategorien 2b der abelschen Gruppen, R
der K1-Ringe, R-9t00 der R-Moduln, R-UR der k-Vektorrdume, etc..

Beispiel 4.5.4. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Wir haben:

(i) Die Kategorie der algebraischen Mengen. Die Objekte sind Paare X C
K", wobei X algebraisch ist, und die Morphismen zwischen X C K" und
Y C K™ sind die algebraischen Abbildungen ¢: X — Y, d.h., diejenigen
Abbildungen, welche man als Einschréinkungen polynomialer Abbildungen
®: K" — K™ erhilt.

(ii) Die Kategorie der affinen K-Algebren. Die Objekte sind die affinen K-
algebren, d.h., die endlich erzeugten K-Algebren ohne echte nilpotente
Elemente und die Morphismen sind die Algebrenhomomorphismen.

Definition 4.5.5. Es seien € eine Kategorie und X, X’ Objekte aus €.

(i) Ein Morphismus ¢: X — X' heiit Isomorphismus, falls er einen Umkehr-
morphismus besitzt, d.h., einen Morphismus 1: X’ — X mit ) o p =idx
und @ o1 =idxr.

(ii) Man nennt die Objekte X und X’ isomorph zueinander, in Zeichen X 22
X', falls es einen Isomorphismus ¢: X — X' gibt.
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Definition 4.5.6. Es seien ¢, © Kategorien, und F' eine Vorschrift, die jedem
Objekt X in € ein Objekt F(X) in © zuordnet. Man nennt F einen

e kovarianten Funktor von € nach ®, falls weiter jedem Morphismus ¢: X —
X' in € ein Morphismus F(p): F(X) — F(X') in © zugeordnet wird,
sodass stets F'(idx) = idp(x) und F(¢ o ) = F(¢) o F'() gelten,
e kontravarianten Funktor von € nach ©, falls weiter jedem Morphismus
v: X — X’ in € ein Morphismus F(p): F(X') — F(X) in © zugeordnet
wird, sodass stets F(idx) = idp(x) und F(¢ o @) = F(p) o F(¢) gelten.
Beispiel 4.5.7. Fiir eine Gruppe G bezeichne (G, G) < G ihre Kommutatorunter-
gruppe. Dann erhélt man einen kovarianten Funktor
A:Btp — b
G — G/(GG),
P =P
wobei @ den durch einen Gruppenhomomorphismus ¢: G — G’ induzierten Homo-

morphismus G/(G,G) — G'/(G', G") bezeichnet.

Beispiel 4.5.8. Es sei k ein beliebiger Korper. Fiir einen k-Vektorraum sei V* der
zugehorige Dualraum. Dann hat man einen kontravarianten Funktor

k-Ucv — k-Yt
V = VvV
p =P,

wobei p*: V* — W* u +— uop die zu einer linearen Abbildung ¢: W — V gehorige
duale Abbildung bezeichnet.

Konstruktion 4.5.9. Wir haben einen kontravarianten Funktor von der Kategorie
der algebraischen Mengen in die Kategorie der affinen Algebren:

(i) Jeder algebraischen Menge X C K" ordnen wir ihren Koordinatenring
K[X] zu.

(ii) Jeder algebraischen Abbildung ¢: X — Y ordnen wir ihren Komorphismus
*: K[Y] = K[X], g = g oy zu.

Beweis. Der Koordinatenring K[X] einer algebraischen Menge X C K" ist stets
eine affine Algebra,; also ist die Zuordnung (i) wohldefiniert.

Zum Nachweis der Wohldefiniertheit von (ii) sei ein Morphismus ¢: X — Y alge-
braischer Mengen X C K" und Y C K™ gegeben. Wir wéhlen eine polynomiale
Abbildung ®: K" — K™ mit ¢ = ®|x und zu jedem g € K[Y] ein G € K[T1, ..., Ty,]
mit g = G|y. Dann erhalten wir

©*(9) = gop = (Go®)x € K[X].
Man priift leicht nach, dass ¢* stets ein Algebrenhomomorphismus ist, und man

hat immer idy = idgx]. Weiter erhélt man fiir jede Komposition algebraischer
Abbildungen ¢: X - Y und ¢: Y — Z und jedes h € K[Z]:

(Yo@)*(h) = ho(op) = (hog)op = (¥*(h))op = ¢ (V" (h)) = (¢ o¢™)(h).
O

Definition 4.5.10. Es seien €, Kategorien und F': € — © ein kovarianter Funk-
tor. Man nennt

(i) wesentlich surjektiv, falls es zu jedem Objekt YV in © ein Objekt X in €
gibt mit F(X)2Y,
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(ii) woll, falls zu je zwei Objekten X, X’ in € die folgende Abbildung surjektiv
ist

Morg(X, X') — Morg (F(X), F(X')), v = Fl(p),

(iii) treu, falls zu je zwei Objekten X, X’ in € die folgende Abbildung injektiv
ist

More (X, X') — Morg (F(X), F(X")), v = F(p),

(iv) wolltreu, falls er voll und treu ist.

Fiir einen kontravarianten Funktor G: € — ® werden die obigen Begriffe analog
definiert.

Theorem 4.5.11 (Antidquivalenzsatz, Version I). FEs sei K ein algebraisch abge-
schlossener Korper. Durch X — K[X], ¢ — ©* wird ein kontravarianter, wesentlich
surjektiver, volltreuer Funktor von der Kategorie der algebraischen Mengen in die
Kategorie der affinen K-Algebren definiert, d.h., es gilt:

(i) Die Zuordnungen X — K[X] und ¢ — ©* definieren einen kontravarianten
Funktor.
(ii) Zu jeder affinen Algebra A existiert eine algebraische Menge X C K™ mit
A~ K[X].
(i) Sind X CK" undY C K™ algebraische Mengen, so hat man eine Bijektion

{Morphismen X — Y} — {Homomorphismen K[Y] — K[X]}
p o=

Beweis. Eigenschaft (i) haben wir bereits in Bemerkung 4.5.9 eingesehen. Zu Ei-
genschaft (ii). Ist A eine affine K-Algebra, so besitzt A Erzeugende f1,. .., f,. Diese
definieren einen Epimorphismus

®: K[Ty,...,T,] — A, T — fi

Da A keine nilpotenten Elemente besitzt, ist a := ker(®) ein Radikalideal in
K[Ty,...,T,]. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz besitzt X := V(a) den Koor-
dinatenring

K[X] = K[T1,...,T.)/I(X)
= K[T1,...,T,]/I(V(a))
= K[Ty,...,T,]/Va

K[TY,...,T,]/a
>~ A

Zu Eigenschaft (iii): Wir zeigen zunichst, dass ¢ +— ¢* surjektiv ist. Dazu sei
a: K[Y] — K[X] ein Homomorphismus. Wir betrachten die Erzeugenden

fi = Ti|X S K[X], g; = ley S K[Y]

Dann haben wir fiir jedes j = 1,...,m eine Darstellung a(g;) = ®;(f1,..., f») mit
einem Polynom ®; € K[T1,...,T,]. Diese Polynome definieren eine Abbildung

o: K" —» K™, z = (P1(2),..., Pm(2)).
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Der zugehorige Komorphismus passt nach Konstruktion in das folgende kommuta-
tive Diagram:

K[T1,..., T <~ K[T,..., Tp]

foxl lgHgy

K[X]

Zum Nachweis der Kommutativitét geniigt es dabei, die Variablen T; € K[T1, ..., Ty,)
zu verfolgen.

Fiir den Kern I(Y') von g +— gy gilt ®*(1(Y)) C I(X), was X C V(®*(I(Y))) und

somit ®(X) CY impliziert. Wir konnen ®: K™ — K™ also zu einer algebraischen

Abbildung ¢: X — Y einschrianken. Es gilt p* = a wegen

¢ (9) = (T x = ®(Th,... ., To)x = @(fi,-. f) = algy)-
Kommen wir zur Injektivitdt von ¢ — @*. Es seien ¢,9: X — Y algebraische
Abbildungen mit ¢* = ¢*. Wir wihlen polynomiale Abbildungen
®: K" — K™, v K® - K™
mit ¢ = ®|x bzw. ¢ = U|x. Fiir die zugehorigen Komorphismen erhalten wir ein

kommutatives Diagramm

*

K[T,. .., T,] —— K[T\,..., T
foXJ/ J{gHgy
K[X] K[Y]

po—
Fiir die Koordinaten T4, ..., T, auf K" bzw. Ty,...,T,, auf K™ bedeutet das
(I)j(Tlv cee aTn) = @*(TJ) = \II*(TJ) + fj - \Ijj(Tlv o 7Tn) =+ fj

mit gewissen Funktionen f; € I(X). Schrinkt man diese Gleichung auf X ein, so
ergibt sich ¢ = . (]
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Aufgaben zu Abschnitt 4.5.

Aufgabe 4.5.12. Es sei I ein Funktor von einer Kategorie € in eine Kategorie ©. Zeige:
Sind zwei Objekte X und X’ aus € isomorph zueinander, so sind auch die Objekte F/(X)
und F(X’) aus © isomorph zueinander.

Aufgabe 4.5.13. Betrachte die algebraischen Mengen X = Kund Y := V(T{—T3). Zeige
unter Verwendung des Antidquivalenzsatzes sowie Aufgabe 4.5.12: Die Abbildung X — Y,
2+ (22, 2%) ist eine bijektive Abbildung algebraischer Mengen, aber kein Isomorphismus.

Aufgabe 4.5.14. Sind die beiden folgenden algebraischen Mengen isomorph zueinander:
X = V(I'Tz, TiTs, ToTs) C K, Y = V(I'Tx(Th — Tz)) CK*?
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5. AFFINE VARIETATEN

5.1. Lokalisierung.

Definition 5.1.1. Es sei R ein K1-Ring. Eine Teilmenge S C R nennt man multi-
plikatives Monoid, falls 1 € S gilt und mit a,b € S stets auch ab € S gilt.

Beispiel 5.1.2. Es sei R ein K1-Ring.

(i) Ist R ein Integritétsring, so ist S := R\ {0} ein multiplikatives Monoid.
(ii) Fiir jedes r € R ist S := {r"; n € Z>¢} ein multiplikatives Monoid.
(iii) Fiir jedes Primideal p C R ist S := R\ p ein multiplikatives Monoid.
(iv) Die Menge 9M(n) aller Monome ist ein multiplikatives Monoid in R[TY, ..., Ty)].

Konstruktion 5.1.3. Es seien R ein K1-Ring und S C R ein multiplikatives
Monoid. Dann hat man eine Aquivalenzrelation auf der Menge R x S:

(r,s) ~(r',s") + & u(rs’ —r's) =0 mit einem u € S.

Essei S7!R := (R x S)/ ~ die zugehorige Restklassenmenge. Die Restklasse eines
Paares (r, s) wird mit r/s bezeichnet. Mit den Verkniipfungen
roor s 40's rr rr

s s
ist STIR ein kommutativer Ring mit Nullelement 0/1 und Einselement 1/1, der
Bruchring bzw. die Lokalisierung von R nach S. Es gilt

{?;SGS} C (S7'R)~.

/ / ’

55 ss' ~ ss

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass “~” eine Aquivalenzrelation ist. Reflexivitit und
Symmetrie sind offensichtlich gegeben.

Zum Nachweis der Transitivitidt seien (r,s) ~ (', s") ~ (", s"”) gegeben. Dann gibt
es Elemente u,v € S mit

u(rs' —r's) = 0 = v(r's" —r"s).
Es folgt
suv(rs” —r"s) = s"uv(rs’ —r's) + suv(r's” —1"s") = 0.
Wir kommen zur Wohldefiniertheit der Verkniipfungen. Dazu seien a ~ o’ und
b ~ b gegeben, wobei a = (a1, as2), etc. gelte. Dann haben wir
(x) waiahy = wuasal, (xx)  wbiby = vbyb).

mit Elementen u,v € S. Fiir die Wohldefiniertheit der Addition miissen wir zeigen,
dass

arby + asby _ a’lbg + a’2b’1

a2b2 a’Qb'Q
gilt. Multipliziert man die Gleichung (%) mit vbeb), und die Gleichung (¥) mit
uagal, so ergibt sich nach Umsortieren
uvabbyarbe = uvasboa by, uvabbhyashy = uvasbaabb’.
Addition dieser beiden Gleichungen und anschlieflendes Ausklammern von abb)
bzw. asby ergibt die gewiinschte Aquivalenz: Man erhélt
wvayby(arbs + azby) = wwvagba(a)by + abby).

Zur Multiplikation. Es seien a ~ a’ und b ~ I’ gelten, wobei wieder a = (a1, as),
etc. gelte. Dann haben wir

/ / / /
ua1a, = uasdy, vb1by = vbab.
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Multipliziert man diese beiden Gleichungen miteinander, so ergibt sich die ge-
wiinschte Aquivalenz

AN,
a1b1 - albl

agbg aébg '

Damit ist die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen nachgewiesen. Der Nachweis
der Ringaxiome ist ohne jede Schwierigkeit zu fithren. (]

Beispiel 5.1.4. Es seien R ein Integritéiitsring und S := R\ {0}. Dann ist S™'R
der Quotientenkorper von R.

Satz 5.1.5. Es seien R ein K1-Ring und S C R ein multiplikatives Monoid. Dann
hat man einen kanonischen Homomorphismus

1w R — SR, ro— %

Ist o: R — R' ein Homomorphismus von K1-Ringen mit ¢(S) C (R')*, so gibt es
kommutatives Diagramm

SR

mit einem eindeutig bestimmten Homomorphismus v: ST'R — R'; dieser ist gege-
ben durch (r/s) = ¢(r)p(s)~t.

Beweis. Nach Definition von S™!'R ist klar, dass 2: R — S~!R ein Homomorphis-
mus ist. Um die Wohldefiniertheit von v einzusehen, betrachten wir zwei Darstel-
lungen aj /as = a}/a), eines Elements in S~ R. Dann gilt ua;a) = uajas mit einem
u € S. Die Wohldefiniertheit von v ergibt sich mit
pluardy) = p(udias) = p(u)plar)plaz)™ = (u)p(a))p(as)™
= gla)plaz)™" = p(a))p(as)™",

wobei ¢(S) C (R')* verwendet wurde. Der nichste Schritt ist es, die Homomor-
phieeigenschaften von 1: S~'R — S nachzupriifen. Es gilt

w(%) = o(Dp()™" =1,

(Een) - ()
ag b2

agbg
= p(arby + ashy)p(azby) ™"
= pla)plaz) ! + @(b1)p(bs) !

o) (i)
o(55)
p(a1bi)p(azbs) ™!
p(a1)p(az) " o(br)p(bs) ™!

o) (@)

a1 b1
v <— a)
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Schliellich miissen wir uns noch davon iiberzeugen, dass v eindeutig bestimmt ist.
Fiir jeden weiteren Homomorphismus ¢’: Q(R) — S mit ¢’ 02 = ¢ erhalten wir

v(§) = v (5) = (G)_l> =y G)_l = o)
und somit
W (3) = <%%) = v (5)w (%) = p(a)p(b)".

Bemerkung 5.1.6. Esseien R ein K1-Ring und S C R ein multiplikatives Monoid.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

O

(i) Der Homomorphismus ¢: R — S™IR, 7 + r/1 ist injektiv.
(ii) Das multiplikative Monoid S enthiilt keine Nullteiler.

Bemerkung 5.1.7. Esseien R ein K1-Ring und S C R ein multiplikatives Monoid.
Man hat genau dann S~'R = {0}, wenn 0 € S gilt.

Bemerkung 5.1.8. Ist R eine K-Algebra mit Strukturhomomorphismus 7: K — R
und S C R ein multiplikatives Monoid, so ist S~!R eine K-Algebra mit Struktur-
homomorphismus 20 7: K — S™1R.

Bemerkung 5.1.9. Ist R ein Integritétsring und S C R\ {0} ein multiplikatives
Monoid, so hat man ein kommutatives Diagramm von Monomorphismen:

=T
R Q(R)
SR

Satz 5.1.10. FEs seien R ein K1-Ring und S C R ein multiplikatives Monoid. Jedes
Ideal a <p R definiert ein Ideal

S7la = {g; aGa,sES} <g-1p STIR.

Beweis. Wegen 0/1 € S~'a ist S~'a nicht leer. Sind weiter a;/as und by /be in
S~1a sowie /s aus ST R gegeben, so erhiilt man

a1 b1 a1bs + bias ra ra

— 4+ = = e S la, = — e Sla
a9 bQ a2b2 S a9y Sao

Satz 5.1.11. Es seien R ein K1-Ring, S C R ein multiplikatives Monoid und
a <gr R ein Ideal. Man hat genau dann S~'a = S~'R, wenn an S # () gilt.

Beweis. Gilt S~'a = S7!R, so hat man eine Darstellung 1/1 = a/s mit a € a und
s € S. Das bedeutet u(s —a) = 0 mit einem u € S. Es folgt us = sa € a und
somit a NS # (). Gilt anNS # B, so betrachten wir ein s € a N S. Es gilt dann
1/1=s/s € S~'a und wir erhalten S~'a = S™'R, O

Satz 5.1.12. Es seien R ein K1-Ring, S C R ein multiplikatives Monoid und
a,b <gr R Ideale. Dann gilt

(i) S™(a+b)=S"ta+ S tp,
(ii) S~'(ab) = S~'aS~!b,
(iii) S~t(anb)=S"tan S~ 'b.
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Beweis. Aussagen (i) und (ii) ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen. Die
Inklusion “C” in Aussage (iii) ist offensichtlich gegeben. Zum Nachweis von “D”
sei r/s € S™tan S71b. Dann gilt
2T -b hitaca beb sumeS
S1 S S92
Also haben wir uas = urs; und vbs = vrse mit Elementen uv € S. Das impliziert
uvs1sor € aMN b und wir erhalten
Do IR o g lano).
s UVS1525
0

Definition 5.1.13. Es seien R ein K1-Ring und f € R. Fiir das multiplikative
Monoid S := {f"; r € Z>o} setzt man Ry := S™'R.

Beispiel 5.1.14. Es seien R := K[11,...,T,,] und f := Ty ---T,. Dann ist Ry die
Algebra der Laurentpolynome in Ti, ..., T, iiber K:

Ry = { Z a,T"; a, # 0 fiir nur endlich viele v € Z"} C K(Ty,...,Ty).
vEL™

Definition 5.1.15. Ein KI1-Ring heifit lokal, falls er genau ein maximales Ideal

besitzt.

Definition 5.1.16. Es seien R ein K1-Ring, p C R ein Primideal und S := R\ p
das zugehorige multiplikative Monoid. Die Lokalisierung von R in p ist der Ring
R, :=S7'R.

Satz 5.1.17. Es seien R ein K1-Ring, p C R ein Primideal und S := R\ p. Dann
ist Ry ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal S™'p.

Beweis. Wir zeigen, dass S~'p # S™IR gilt. Anderfalls hiitten wir 1/1 € S~!p. Es
gibt dann Elemente r € p und u, s € S mit us = ur € p. Das ist wegen us € S nicht
moglich.

Um zu zeigen, dass S~'p das einzige maximale Ideal in SR ist, geniigt es zu
zeigen, dass jedes echte Ideal von S™!R bereits in S~!p enthalten ist. Es sei also
a C S7!R ein echtes Ideal, und es sei 7/s € a. Dann gilt

r/l = (s/1)(r/s) € a.
Da a als echtes Ideal keine Einheiten enthélt, muss r» ¢ S gelten. Es folgt r € p.
Das bedeutet r/s € S™1p. O
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Aufgaben zu Abschnitt 5.1.
Aufgabe 5.1.18. Beweise Bemerkungen 5.1.6 und 5.1.7.

Aufgabe 5.1.19. Es seien A := K[T1,T3]/(T1T2) und f € A die Restklasse von T}. Zeige:
Es gilt A; = K[T]r.

Aufgabe 5.1.20. Es sei R eine K-Algebra, und es sei f € R. Zeige: Gilt R = K[g1,...,gr]
mit g; € R, so gilt Ry =[1/f,g1,-..,9r].

Aufgabe 5.1.21. Es sei R eine K-Algebra, und es sei f € R. Zeige: Ist R affin, so ist
auch Ry affin.

Aufgabe 5.1.22. Es seien R ein K1-Ring und S C R ein multiplikatives Monoid. Zeige:
Ist R noethersch, so ist auch S~ R noethersch.

Aufgabe 5.1.23. Es seien R ein K1-Ring und S C R\ {0} ein multiplikatives Monoid.
Zeige: Ist R faktoriell, so ist auch S™'R faktoriell.

Aufgabe 5.1.24. Zeige: Ein K1-Ring R ist genau dann lokal, wenn die Menge seiner
Nichteinheiten ein Ideal ist.

Aufgabe 5.1.25. Es seien R ein K1-Ring und S C R ein multiplikatives System. Zeige,
dass man eine wohldefinierte Bijektion hat:
{p <r R; p Primideal mit pNS =0} — {q<g-1z S 'R; q Primideal},
p o~ S 'p
Aufgabe 5.1.26. Es sei R ein Integritdtsring, und es seien 8 bzw. 9t die Mengen al-

ler Prim- bzw. aller maximalen Ideale von R. Beweise die folgenden Identitéten in dem
Quotientenkérper Q(R) von R:

R= ()R = () Bu

pPEP meM
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5.2. Regulidre Funktionen.

Erinnerung 5.2.1. Es sei X C K” eine algebraische Menge. Der Koordinatenring
von X ist gegeben durch

KX] = {f: X =K, f=F firein ' € K[Ty,...,T,]}
K[Ty,...,Tn]/I(X

1%

Definition 5.2.2. Es sei X C K" eine algebraische Menge und K[X] ihr Koordi-
natenring.

(i) Jede Teilmenge a C K[X] definiert ein Nullstellengebilde
Vx(a) == {z € X; f(z) =0 fur alle f €ca} C X.

Fiir a ={f1,..., fr} schreiben wir auch Vx (f1,..., fr) := Vx(a).
(ii) Jede Teilmenge Y C X definiert ein Verschwindungsideal

Ix(Y) = {f €KX} fiy =0} € K[X].
Satz 5.2.3. Es seien X C K" eine algebraische Menge und K[X] ihr Koordinaten-
ring.
(i) Sind a,a’ C K[X] zwei Teilmengen, so gilt
aCad = Vx(a)2DVx(a).
(ii) Sind Y)Y’ C X zwei Teilmengen, so gilt
YOV = Ix(Y)2Ix(Y).
(i) Sind eine Teilmenge a C K[X| und eine Teilmenge Y C X gegeben, so gilt
a C Ix(Vx(a)), Y C Vx(Ix(Y)).
(iv) Ist Y C X eine Teilmenge, so ist ihr Abschluss in X gegeben als
Y = Vx(Ix(Y)).

(v) Die Mengen X; = X \ Vx(f), wobei f € K[X], bilden eine Basis der
Topologie auf X.
(vi) X ist genau dann irreduzibel, wenn K[X] ein Integrititsring ist.

(vil) Ist a C K[X] ein Ideal, so gilt Ix(Vx(a)) = +/a.

Lemma 5.2.4. Es seien X C K" algebraisch und wx : K[T1,...,T,] — K[X] der
Einschrdinkungsepimorphismus.

(i) Ist a CK[X] eine Teilmenge, so gilt Vx(a) = Vx({a)).
(ii) Ist a CK[X] eine Teilmenge, so gilt Vx(a) = V(ﬂ)}l(a)).
(i) Ist Y C X eine Teilmenge, so gilt Ix(Y) =nx(I(Y)).

Beweis. Aussagen (i) und (iii) sind offensichtlich. Zu Aussage (ii). Nach (i) diirfen
wir annehmen, dass a ein Ideal in K[X] ist. Dann gilt (X) C 7y'(a) und somit
V(nyx'(a)) € X. Damit ergibt sich

Virx'(a)) = ﬂ V(f) = ﬂ Vx(fix) = ﬂVX(f) = Vx(a).

fenyt(a) fenyt(a) féea
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Beweis von Satz 5.2.3. Die ersten drei Aussagen ergeben sich direkt aus den Defini-
tionen, man kann sie aber auch mit Lemma 5.2.4 auf die entsprechenden Aussagen
iiber algebraische Mengen in K" zuriickfiithren.

Fiir Aussage (iv) beachte man, dass der Abschluss von Y in X mit dem Abschluss
von Y in K" iibereinstimmt. Lemma 5.2.4 liefert daher

Vx(Ix(Y)) = V(rx' (Ix(Y))) = V(I(Y)) =Y.

Aussage (v) folgt sofort aus Satz 2.3.16. Aussage (vi) ergibt sich mit Satz 2.4.9.
Aussage (vii) ist eine Anwendung des Hilbertschen Nullstellensatzes 4.3.9: Mit Lem-
ma 5.2.4 erhalten wir

Ix(Vx(a)) = mx((Vx(a)
= (

O

Definition 5.2.5. Es seine X C K" eine algebraische Menge mit Koordinatenring
K[X] und U C X eine offene Menge. Man nennt eine Funktion f: U — K

(i) regulir im Punkt x € U, falls es eine offene Umgebung V' C U von 2 und
Funktionen g, h € K[X] gibt, sodass h keine Nullstelle in V' besitzt und
f=g/hauf V gilt,

(i) reguldr (auf U), falls sie in jedem Punkt x € U regulér ist.

Beispiel 5.2.6. Fiir X = Kund U = K* ist f: U — K, z +— 2! eine regulire
Funktion auf U.

Satz 5.2.7. Es seien X C K" eine algebraische Menge, und U C X offen. Ist
f:U — K reguldr, so ist f eine stetige Abbildung.

Beweis. Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir annehmen, dass f =
g/h auf U mit g,h € K[X] gilt. Wir zeigen, dass fiir jede abgeschlossene Menge
A C K das Urbild f=(A4) C U abgeschlossen in U ist. Fiir einpunktige Mengen
A = {a} erhalten wir

fHa) = {z€U; fr) =a}
= {x€U; g(x) — ah(x) =0}
= Un{z e X; g(x) — ah(z) = 0}.
Das Nullstellengebilde von g —ah € K[X] ist abgeschlossen in X . Folglich ist f~1(a)

abgeschlossen in U. Damit sehen wir, dass f~1(A) C U fiir jede endliche Menge
A C K abgeschlossen in U ist. O

Bemerkung 5.2.8. Esseien X C K" eine algebraische Menge mit Koordinatenring
K[X]und U C X offen. Sind f,g: U — Kreguldr in z € U und a € K, so sind auch
af, f+ g und fg regulér in z.

Definition 5.2.9. Es sei X C K" eine algebraische Menge mit Koordinatenring
K[X], und es sei U C X eine offene Menge. Wir schreiben

OU) := Ox(U) := {f: U —K; f regulir auf U}.

fiir die K-Algebra aller auf U reguldren Funktionen; als Verkniipfungen legt man
dabei die punktweise Verkniipfungen zu Grunde. Weiter setzt man Ox (f)) := {0}.
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Bemerkung 5.2.10. Es sei X C K" eine algebraische Menge. Die Zuordnung
U — Ox(U) von den offenen Mengen von X in die K-Algebren besitzt folgende
Eigenschaften:

(i) Sind V. € W C X offene Mengen, so hat man Einschrinkungshomo-
morphismen
oV : Ox(W) — Ox(V), f = flv.
Diese sind in folgendem Sinn miteinander vertréiglich: Fiir je drei offene
Teilmengen U CV C W C X gilt
of = opooV.
(if) Ist U = U, ; U; mit offenen Mengen U; C X, so hat man folgende Regeln:

el
(G1) Ist f € Ox(U) gegeben mit f|y, =0 € Ox(U;), so gilt f = 0.

(G2) Sind f; € Ox(U;) gegeben mit f;
f€0x(U) mit fly, = fi.
Definition 5.2.11. Essei X ein topologischer Raum. Eine Prdgarbe von abelschen
Gruppen (Ringen, K-Algebren etc.) auf X ist eine Zuordnung
F : {offene Mengen von X} — [abelsche Gruppen], U — FU)
mit Homomorphismen oY/ : F(W) — F(V), f — fiv = o)/ (f) fiir jedes Paar
V C W C X offener Mengen, sodass die Bedingung aus 5.2.10 (i) erfiillt ist.

Eine Préigarbe auf X heisst Garbe, falls sie den beiden Bedingungen (G1) und (G2)
aus 5.2.10 (ii) geniigt.

v;nu; = filuinu;, so existiert ein

Ist F eine Pégarbe auf X und ist U C X offen, so nennt man die Elemente von
F(U) auch die Schnitte von F {iber U.

Bemerkung 5.2.12. Wegen der Eigenschaften (G1) und (G2) kennt man eine
Garbe auf einem topologischen Raum bereits, wenn man sie auf den Mengen einer
Basis der Topologie kennt.

Satz 5.2.13. Es sei X C K" eine algebraische Menge, und es sei g € K[X]. Dann
hat man einen Isomorphismus von K-Algebren

K[X], = Ox(X,). gi o e f(0)/g(@)]

Beweis. Da g eine Einheit in O(X,) ist, liefert die universelle Eigenschaft 5.1.5 des
Bruchringes K[X],, dass die obige Abbildung ein wohldefinierter Homomorphismus
von K-Algebren ist.

Zur Injektivitét: Ist f € K[X] eine Funktion mit f(z)/g(z)" = 0 fiir alle z € X,
so gilt fg = 0 auf X und man erhdlt f/¢" = 0 in K[X], wegen

g(f1—0g") = 0 € K[X].
Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass jedes h € O(X,) von der Gestalt h = f/g"
mit einem f € K[X] und r € Z> ist.
Nach Satz 5.2.3 (v) finden wir zu jedem z € X, eine offene Umgebung X, C X,
wobei ¢” € K[X], sodass man h auf X darstellen kann als h = f/g mit Funktionen
f,9 € K[X], wobei g keine Nullstellen in Xy hat.

Da X, nach Bemerkung 2.4.13 als noetherscher topologischer Raum quasikompakt
ist, reichen endlich viele der Funktionen ¢”, etwa g7, ..., g}, aus, um X, durch die
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Mengen X, zu iiberdecken. Es seien ﬁ-, g; € K[X] die entsprechend nummerierten
Funktionen mit i = f;/g; auf X .

Wir setzen nun f/ := gg’ﬁ- und g; := g;g;- Dann gilt X, = Xgr, und man hat
auf diesen Mengen jeweils h = f;/g;. Auf den Durchschnitten X, N X, q haben wir
fi9; = figi. Also gilt

9:9;(fig; — figi) = 0
auf ganz X. Mit f; := g/ f/ und g; = (g})? erhalten wir X,, = Xy und hlx, = fi/g;.
Weiter gilt f;g; = fjg; auf ganz X. Aus X, = X, U...UX,, folgt durch Ubergang
zum Komplement Vx(g) = Vx(g1) N ... N Vx(gx) und somit

gGIX(VX(gl)ﬂ...ﬁVX(gk)) = IX(VX(glw-wgk)) = \/<g1,...,gk>.

Man beachte, dass fiir die letzte Gleichung der Hilbertsche Nullstellensatz 5.2.3 (vii)

benétigt wird. Es sei r eine natiirliche Zahl mit ¢" € (g1, ..., gr). Dann gibt es eine
Darstellung ¢g" = Zle h;igi. Setze nun f := Zle h; f;. Damit ergibt sich
k k
gt = Y (hg)f; = Y (hifi)g; = fo-
i=1 i=1

Das impliziert b = f;/g; = f/g" auf X,,. Da diese Mengen ganz X, iiberdecken,
erhalten wir die gewiinschte Darstellung der Funktion f auf X,. 0

Folgerung 5.2.14. Es sei X C K" eine algebraische Menge. Dann gilt Ox(X) =
K[X].

Beweis. Man setze g =1 in Satz 5.2.13. (|
Beispiel 5.2.15. Fiir die Algebra der reguliren Funktionen auf K™ hat man
O(K™) 2 K[Ty,...,Ty)].

Beispiel 5.2.16. Fiir T" = {(z1,...,2,) € K"; 2z; #0fiir 1 <i < n} = K%, .1,
ist O(T™) isomorph zur Algebra der Laurentpolynome in 717, ..., T,:

omTr) = { Z a,T"; a, € K}

vEL™
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Aufgaben zu Abschnitt 5.2.
Aufgabe 5.2.17. Betrachte die algebraische Menge X = K und bestimme die Algebra
Ox (U) der reguléren Funktionen fiir
U = K, U = K\ {0}, U = K\{0,1}.
Aufgabe 5.2.18. Es seien A := K[11,73|/(ThT2) und f € A die Restklasse von T1 €
K[T1,T3]. Zeige: Es gilt Ay 2 K[T|r.
Aufgabe 5.2.19 (Identitiitssatz). Es sei X C K" eine irreduzible algebraische Menge,
und es seien ) # V C U offene Mengen in X.
(i) Zeige: Der Einschriankungshomomorphismus O(U) — O(V) ist injektiv, d.h.,
fiv = 0 impliziert f = 0.
(ii) Zeige anhand eines Beispiels, dass man in (i) die Voraussetzung “X irreduzibel”
nicht durch “X zusammenhingend” ersetzen kann.
Aufgabe 5.2.20. Bestimme die Algebra O(U;) der reguliren Funktionen fiir die folgenden
offenen Mengen U; C K2:
Up = K* xKCK?, U = K* xK* CK?, Us = (K*\{0}) C K.
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5.3. Affine Varietiten.

Vorbemerkung 5.3.1. Die bislang untersuchte Kategorie der algebraischen Men-
gen hat den Nachteil, dass man “eingebettete” Objekte X C K™ betrachtet. Das
bringt einen Mangel an Flexibilitdt mit sich: Betrachtet man z.B. die Hauptmenge
K* C K, so hat man einen Homdomorphismus

K* — V(TWTy — 1), z = (2,270,

auf eine algebraische Menge, aber es gibt keine kanonische Moglichkeit, K* C K
selbst zu einer algebraischen Menge zu machen. Um hier und in anderen Konstruk-
tionen mehr Spielraum zu gewinnen, erweitern wir nun die Kategorie der algebrai-
schen Mengen.

Definition 5.3.2. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Ein Raum
mit (K-)Funktionen ist ein topologischer Raum X zusammen mit einer Garbe Ox
(auch O) von Algebren K-wertiger Funktionen, d.h.,

e jeder offenen Menge U C X wird eine Menge Ox(U) von Funktionen
U — K zugeordnet,

e jedes Ox(U) ist eine K-Algebra beziiglich der punktweisen Verkiipfungen
(f +9)(@) := f(zx) + g(x) baw. (fg)(x) := f(z)g(x).

e fiir je zwei offene Mengen V' C U C X hat man den kanonischen Ein-
schrinkungshomomorphismus o8 : Ox(U) — Ox(V), f fiv

e Die Zuordnung U +— Ox (U) zusammen mit den Einschrénkungshomomor-
phismen of erfiillt die Axiome einer Garbe.

Dabei nennt man Ox in dann die Strukturgarbe von X und man nennt X auch
einen Raum mit Strukturgarbe.

Beispiel 5.3.3. Ist X C K" eine algebraische Menge, so machen die Zariski-
Topologie und die Garbe Ox der reguldaren Funktionen X zu einem Raum mit
Funktionen.

Bemerkung 5.3.4. Rédume mit Funktionen sind auch in anderen Zweige der Geo-
metrie eine grundlegende Begriffsbildung, beispielsweise

e differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit der Garbe der differenzierbaren
Funktionen in der Differentialgeometrie,

e komplexe Mannigfaltigkeiten bzw. Rdume mit der Garbe der holomorphen
Funktionen in der komplexen Geometrie.

Konstruktion 5.3.5. Es sei X ein Raum mit K-Strukturgarbe Ox. Dann erbt
jedes Y C X die Teilraumtopologie und eine K-Strukturgarbe Oy :
Oy (V) = {f:V =K, zujedem y € V existieren eine Umgebung U C X
von y und F' € Ox (U) mit fiyny = Flunv}
= {f:V—=K;lokal f=F mit F € Ox(U)}.
Man nennt Oy die durch Ox induzierte Strukturgarbe auf Y und Y zusammen mit
Oy den durch Y definierten Unterraum von X.
Bemerkung 5.3.6. Es sei X C K" eine algebraische Menge. Dann besitzt X die
Teilraumtopologie beziiglich K™, und fiir jedes offene V' C X hat man
Ox(V) = {f: V=K, lokal f =g¢g/h mit g, h € K[X]}
= {f: V=K, lokal f =G/H mit G, H € K[Ty,...,T,]}.

Die Garbe Ox der regulidren Funktionen auf X ist genau die durch Ok~ induzierte
Strukturgarbe, d.h., X ist ein abgeschlossener Unterraum von K.
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Bemerkung 5.3.7 (Offene Unterrdume). Es sei X ein Raum mit Funktionen, und
es sei Y C X eine offene Teilmenge. Dann gilt Oy (V) = Ox (V) fiir jede offene
Menge V C Y.

Beispiel 5.3.8. Fiir X = K und Y = K* gilt Oy (Y) = Ox(Y) = K[T]r. Man
beachte, dass dies eine affine Algebra ist.

Lemma 5.3.9. Es seien X ein Raum mit Funktionen, Y C X ein Unterraum und
7 CY eine Teilmenge. Dann gilt:

(i) Die Teilraumtopologien von Z in'Y und Z in X stimmen dberein.
(ii) Die durch Oy bzw. Ox auf Z induzierten Strukturgarben stimmen iberein.

Beweis. Zu (i). Eine Teilmenge W C Z ist genau dann offen in der Teilraumtopo-
logie beziiglich Y, wenn W = Z NV mit einer offenen Menge V C Y gilt. Da Y die
Teilraumtopologie in X tragt, ist letzteres dquivalent zu W =2ZNY NU =2ZNU
mit einer offenen Menge U C X. Dies wiederum ist dquivalent zur Offenheit von V'
in Z als Teilraum von X.

Zu (ii). Fiir jede offene Teilmenge W C Z und jede Funktion f: W — K erhalten
wir nach Definition der induzierten Strukturgarbe:

fe Oz(W) <~ lokal f = 9w mit g € Oy(V)
= lokal f = hyy mit h € Ox(U).

O

Definition 5.3.10. Ein Morphismus von Rdumen X und Y mit Funktionen ist eine
stetige Abbildung ¢: X — Y, sodass fiir jedes offene V' C Y und jedes f € Oy (V)
gilt:

fop € Ox(e™'(V)).

Bemerkung 5.3.11. Ist ¢: X — Y ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen,
so hat man fiir jedes offene V' C Y einen wohldefinierten Komorphismus

P O0y(V) = Ox(p7'(V)), [ fop

Bemerkung 5.3.12. Der Morphismenbegriff 5.3.10 macht die Rdume mit Funk-
tionen zu einer Kategorie; es gilt:

(i) Fiir jeden Raum X mit Funktionen ist die identische Abbildung idx: X —
X ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen.

(ii) Die Komposition zweier Morphismen von Rdumen mit Funktionen ist wie-
der ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen.

Insbesondere ist damit der Begriff des Isomorphismus von Réumen mit Funktio-
nen definiert: Dies ist ein Morphismus ¢: X — X', der einen Umkehrmorphismus
: X' — X erlaubt, d.h., man hat ¢ o o =idx und p oy =idx.

Bemerkung 5.3.13. Es sei X ein Raum mit Funktionen, und es sei ¥ C X ein
Unterraum. Dann ist die Inklusionsabbildung ¢: ¥ — X ein Morphismus.

Lemma 5.3.14 (Einschrinkungslemma). FEs sei ¢: X — X' ein Morphismus von
Réiumen mit Funktionen. Weiter seien Y C X und Y' C X' Unterrdume mit
oY) CY'. Dann ist die Einschrinkung @y :Y — YY" wieder ein Morphismus von
Raumen mit Funktionen.
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Beweis. Wir zeigen zunichst, dass ¢y : Y — Y stetig ist. Dazu sei V' C Y offen.
Dann gibt es ein offenes U" C X' mit V' =Y’ N U’. Das Urbild von V' unter ¢y
ist offen, denn es gilt

(ey) ' (V') = o UNY)NY = o~ (U)NY.

Wir zeigen nun, dass ¢y : Y — Y’ ein Morphismus ist. Dazu seien V' C Y offen
und f € Oy/(V’). Dann ist f lokal von der Gestalt f = Fjx mit Funktionen F' €
Ox:(U’) und offenen Mengen U’ C X. Lokal erhélt man daher fo @)y = (Fop)y.
Wegen F o € Ox(p~1(U")) folgt f o Py € Oy((ga‘y)’l(V’)). O

Satz 5.3.15. Es seien X C K" und Y C K™ algebraische Mengen, die wir mit
den Garbe Ox bzw. Oy der requldren Funktionen versehen. Fir jede Abbildung
p: X =Y sind dann die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) ¢: X =Y ist ein Morphismus von Riumen mit Funktionen.
(ii) p: X =Y ist Einschrinkung einer polynomialen Abbildung ®: K™ — K™.

Beweis. Zu ,,(i)=(ii)“. Wir betrachten die reguldren Funktionen Tily,..., Ty
auf Y. Nach Definition des Morphismus liefern diese regulidre Funktionen

fi = Ti|y050 S Ox(X) = K[X]
Man beachte, dass fiir die letzte Gleichung Korollar 5.2.14 benétigt wird. Nach

Definition des Koordinatenringes K[X] ist jede Funktion f;: X — K Einschrinkung
eines Polynomes F; € K[T1,...,T,]. Die gesuchte polynomiale Abbildung ist also

o: K" — K™, z = (F1(2),..., Fn(2)).

Zu ,(ii)=(i)*. Nach dem Einschrinkungslemma 5.3.14 geniigt es zu zeigen, dass
jede polynomiale Abbildung ®: K" — K" ein Morphismus ist.

Wir wissen bereits, dass ® stetig ist. Sind weiter eine offene Menge V' C K™ und
f € Ogm (V) gegeben, so hat man lokale Darstellungen f = g/h mit Polynomen
g,h € K[Ty,...,Ty). Also hat man lokale Darstellungen fo® = go®/ho ®. Dabei
gilt go®, ho® € K[T1,...,T,]. Das bedeutet fo® € Ogm (®~1V). O

Definition 5.3.16 (Kategorie der affinen Varietéten). Es sei K ein (wie immer)
algebraisch abgeschlossener Korper.

(i) Eine affine (K-)Varietdit ist ein Raum mit (K-)Funktionen, der (als Raum
mit Funktionen) isomorph zu einer algebraischen Menge in einem K™ ist.

(ii) Ein Morphismus affiner Varietéten ist ein Morphismus der zu Grunde lie-
genden Rdume mit Funktionen.

Vereinbarung 5.3.17. Von nun an versehen wir jede algebraische Menge X C K"
mit der Garbe Ox der reguldren Funktionen und sehen sie als affine Varietit an.

Theorem 5.3.18 (Antifiquivalenzsatz, Version II). Es sei K ein algebraisch abge-
schlossener Kérper. Die Zuordnungen X — Ox(X) und ¢ — ¢* definieren einen
kontravarianten, wesentlich surjektiven, volltreuen Funktor von der Kategorie der
affinen Varietdten in die Kategorie der affinen K-Algebren, d.h., es gilt:

(i) Die Zuordnungen X — Ox(X) und ¢ — ©* definieren einen kontravari-
anten Funktor.
(ii) Zu jeder affinen Algebra A existiert eine affine Varietit X mit A = Ox (X).
(iii) Sind X undY affine Varietiten, so hat man eine Bijektion

{Morphismen X - Y} — {Homomorphismen Oy (Y) = Ox(X)}
p =g
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Beweis. Es ist klar, dass die Zuordnungen einen kontravarianten Funktor von der
Kategorie der affinen Varietéten in die Kategorie der Algebren definieren.

Wir zeigen, dass fiir jede affine Varieét X die Algebra Ox (X) affin ist. Dazu wihlen
wir einen Isomorphismus 2: X — Y auf eine algebraische Menge Y C K". Die-
ser liefert einen Isomorphismus von Algebren ¢*: Oy (Y) — Ox(X). Nach Fol-
gerung 5.2.14 gilt Oy (Y) = K[Y] und der Koordinatenring K[Y] ist eine affine
Algebra. Folglich ist Ox (X) affin.

Die wesentliche Surjektivitdt des Funktors ergibt sich sofort mit dem Antidquiva-
lenzsatz 4.5.11: Ist eine affine Algebra A gegeben, so gibt es eine algebraische Menge
X C K™ mit K[X] = A. Folgerung 5.2.14 liefert Ox (X) = K[X].

Wir zeigen nun, dass der Funktor volltreu ist. Sind affine Varietiten X und Y
gegeben, so ist zu zeigen, dass die Abbildung

Mor(X,Y) — Hom(Oy (Y),Ox (X)), © = Q"

bijektiv ist. Dazu wihlen wir Isomorphismen ): X — X’ und 5: Y — Y’ auf
algebraische Mengen X’ C K" bzw. Y’ C K™. Wir erhalten ein kommutatives
Diagramm

Mor(X,Y) s Hom(Oy (Y), Ox (X))
@Hgowozll :laH(ZI)*anj*
Mor(X',Y") = Hom(Oy (Y'), Ox/(X"))

hrrap”

wobei der Antidquivalenzsatz 4.5.11 und Folgerung 5.2.14 die Bijektivitdt der un-
teren waagerechten Abbildung gewéhrleisten und die Bijektivitéit der beiden senk-
rechten Abbildungen sich elementar einsehen lésst. 0
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Aufgaben zu Abschnitt 5.3.

Aufgabe 5.3.19. Es sei X ein Raum mit Funktionen, und es sei Y C X ein Unterraum.
Zeige: Die Inklusionsabbildung Y — X ist ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen.

Aufgabe 5.3.20. Es seien X eine affine Varietdt und f: X — K eine Abbildung. Beweise
die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Esgilt f € O(X).
(i1) f: X — K ist ein Morphismus.
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5.4. Erste Eigenschaften affiner Varietéten.

Erinnerung 5.4.1. Eine affine Varietit ist ein Raum mit Funktionen, der iso-
morph zu einer algebraischen Menge ist.

Definition 5.4.2. Es seien X eine affine Varietidt und Ox(X) die Algebra ihrer
globalen Funktionen.

(i) Jede Teilmenge a C Ox (X) definiert ein Nullstellengebilde
Vx(a) == {z € X; f(z) =0 fur alle f €ca} C X.
Wir schreiben Vx (f1,..., fr) := Vx(a), falls a = { f1,..., f-} gilt.
(ii) Jede Teilmenge Y C X definiert ein Verschwindungsideal
Ix(Y) = {f € Ox(X); fiy =0} C Ox(X).
Bemerkung 5.4.3. Es sei p: X — X’ ein Isomorphismus affiner Varietéiten. Fiir
alle o/ € Ox/(X’) und Y’ C X’ haben wir dann
eI (Vxi(a) = Vx('(e),  Ix(p7'(Y") = ¢"(Ix(Y)).

Bemerkung 5.4.4. Es sei X eine affine Varietéit, und es seien Teilmengen Y, Y’ C
X sowie a,a’ C Ox(X) gegeben. Dann gilt

Y €V = Ix(Y) 2 Ix(Y)),
a Cd = Vx(a) D Vx(a),
Vx(Ix(Y)) = Y,
Ix(Vx(a) = Va

wobei a in der letzten Gleichung ein Ideal sei; siehe Satz 5.2.3. Insbesondere erhélt
man inklusionsumkehrende zueinander inverse Bijektionen:

{Abgeschlossene Teilmengen von X} <+— {Radikalideale in Ox(X)}
Y —  Ix(Y),
Vx(a) «~ o«

Dabei entsprechen die irreduziblen abgeschlossenen Mengen ¥ C X genau den
Primidealen p C Ox (X).

Satz 5.4.5. FEs sei X eine affine Varietit und es sei Y C X eine abgeschlossene
Teilmenge. Dann ist Y mit der Teilraumtopologie und der induzierten Strukturgarbe
eine affine Varietdt, die Inklusionsabbildung 1: Y — X ist ein Morphismus, und es
qilt

oY) = (0(X)), Kern(x*) = Ix(Y).

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass X eine algebraische Menge in einem K" ist.
Lemma 5.3.9 garantiert dann, dass die Teilraumtopologie von Y in X die Zariskito-
pologie auf Y ist und dass die durch Ox induzierte Strukturgarbe auf Y die Garbe
der reguldren Funktionen auf Y ist. Folglich ist der abgeschlossene Unterraum Y
von X eine affine Varietét. O

Bemerkung 5.4.6. Es sei X eine affine Varietit. Die Mengen X, := X \ Vx(f),
wobei f € Ox(X), bilden eine Basis der Topologie auf X. Weiter ist X genau dann
irreduzibel, wenn Ox (X)) ein Integritéitsring ist.

Satz 5.4.7. Es sei X eine affine Varietit, und es sei f € O(X). Dann ist die
Hauptmenge

Xy = {s€X; f(z) £0}
zusammen mit der Teilraumtopologie und der induzierten Strukturgarbe wieder eine
affine Varietdt, und es gilt O(Xy) = O(X)s.
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Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall X = K". Dann ist f € K[T1,...,T,] ein
Polynom. Wir betrachten Z := V(fT, 11 — 1) C K**! und die Abbildung:

¢: K} — Z, z = (2, f(2)7h.
Wir zeigen, das ® stetig ist. Dazu sei eine abgeschlossene Teilmenge Y C Z gegeben.
Dann gilt Y = V(hy, ..., h,) mit Polynomen h; € K[T1,...,T,+1]. Man hat
YY) = {ze€ K% h1io®(2) =...=h 0 ®(2) =0}
= KinV(fFha(Ty,... . To, 1/ f)s o fPhe(Th, . To 1/ 1)),
wobei k so gro gewihlt sei, dass jede der Funktionen f*h;(T1,...,T),,1/f) ein Po-

lynom ist. Das beweist die Abgeschlossenheit von ®~1(Y") und somit die Stetigkeit
von P.

Wir zeigen weiter, dass ® ein Morphismus ist. Dazu seien eine offene Menge U C Z
und g € Oz(U) gegeben. Dann ist g lokal von der Gestalt go/g2 mit Polynomen
91,92 € K[T1, ..., Tph41]. Also ist ®*(g) lokal von der Form

gio®  gi(Th,...,Tn,1/f)

go®  g(Ti,...,T,,1/f)
und deshalb reguléir. Somit ist ® ein Morphismus von Réumen mit Funktionen von
K% nach Z = V(fT,41 —1). Die Abbildung

U:Z — K} (z,t) = =z

ist nach dem Einschréankungslemma ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen.
Da sie ist offensichtlich eine Umkehrabbildung zu @ ist, erhalten wir dass K} eine
affine Varietét ist.

Im allgemeinen Fall diirfen wir annehmen, dass X als algebraische Menge in ei-
nem K" gegeben ist. Dann ist f € K[X] Einschrinkung eines Polynoms F €
K[T1,...,T,]. Offensichtlich gilt dabei

X; = Kp n X.
Der bereits behandelte Fall X = K™ und Satz 5.4.5 liefern dann, dass X, als
abgeschlossener Unterraum der affinen Varietdt K’ eine affine Varietét ist. il

Beispiel 5.4.8. Die Gruppe GL(n;K) aller invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber
K wird zu einer affinen Varietéit: Es gilt

GL(n;K) = {A € Mat(n,n;K); det(A) #0} = K2,
Vereinbarung 5.4.9. Es sei X eine affine Varietit.

(i) Ist Y C X eine abgeschlossene Teilmenge, so versehen wir sie mit der
Teilraumtopologie und der induzierten Strukturgarbe und nennen sie dann
eine abgeschlossene Untervarietdt von X.

(ii) Ist f € O(X), so versehen wir die Hauptmenge X mit der Teilraumtopo-
logie und der induzierten Strukturgarbe und nennen sie dann eine offene
Untervarietdt von X.

Konstruktion 5.4.10. Essei X ein topologischer Raum, und es sei F eine Préigarbe
abelscher Gruppen auf X. Den Halm von F in einem Punkt x € X definiert man
wie folgt: Man betrachtet zunéchst die disjunkte Vereinigung

F o= || Fo,
zeUCX

wobei U C X alle offenen Umgebungen des Punktes x durchléuft. Auf der Menge F
fithrt man eine Aquivalenzrelation ,,~* ein: Zwei Elemente s € F(U) und s’ € F(U")
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heiflen #dquivalent, falls eine offene Umgebung V' C U N U’ von x existiert mit
sly = §'|v. Der Halm von F in z ist die Restklassenmenge

Fy = F/~.
Fiir ein Element s € F(U) bezeichnet man seine Restklasse in F, durch s, und

nennt sie den Keim von s im Punkt x.

Der Halm F, besitzt auf kanonische Weise die Struktur einer abelschen Gruppe:
Sind sy, s, € F, mit Représentanten s € F(U) bzw. s’ € F(U’) gegeben, so setzt
man

r ’
Syt s, = (S‘UQU/ + 5|UﬂU’)r'

Dies ist offenbar wohldefiniert und macht F, zu einer abelschen Gruppe. Analog
sind die Halme einer Priigarbe von Ringen (Algebren, etc.) wieder Ringe (Algebren,
ete.).

Satz 5.4.11. Es sei X eine affine Varietit und Ox(X) ihre Algebra der globalen
Funktionen Dann hat man eine kanonische Bijektion

X — {mazimale Ideale in Ox(X)}
x = my:={fecO0x(X); f(z) =0}

Beweis. Die einpunktigen Mengen in X sind genau die minimalen nichtleeren abge-
schlossenen Teilmengen von X und die maximalen Ideale von K[X] sind genau die
maximalen von K[X] verschiedenen Radikalideale in K[X]. Die Behauptung ergibt
sich also direkt aus Folgerung 5.4.4. O

Folgerung 5.4.12. FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Dann hat
man eine kanonische Bijektion
K" — {mazimale Ideale in K[Ty,...,T,]}
a=(ar,...,an) +— me={T1—a1,....,Tn —ap).

Beweis. Es ist nur zu m, = (T1 — a1, ...,T, — a,) etwas zu zeigen. Die Inklusion
“D” ist dabei offensichtlich. Es geniigt also zu zeigen, dass (T1 — a1, ..., T, — ay)
ein maximales Ideal ist.

Falls a = 0 gilt, ist dies klar, denn dann ist (T1,...,T),) offensichtlich der Kern des
Epimorphismus

K[Ty,...,T,] — K, f = f(0).
Fiir den allgemeinen Fall verwende man, dass m, das Bild von mg ist unter dem
Isomorphismus

K[Tl,...,Tn] — K[Tl,...,Tn], Tz — E—ai.
U

Satz 5.4.13. Es seien X eine affine Varietit, x € X ein Punkt und m, := {f €
Ox(X); f(x) = 0} das zugehirige maximale Ideal. Dann hat man einen Isomor-
phismus von K-Algebren

OX(X)m — OX,CEv = (fgil)m'

x

Q |~

Beweis. Zur Wohldefiniertheit von f/g — (fg~!),. Offensichtlich haben wir einen
Algebrenhomomorphismus

OX(X> - OX,CEv f = fz
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Weiter gilt g(z) # 0 fiir jedes g € Ox(X) \ mg. Also gilt + € X, und dort ist
g~ ! € Ox(X,) ein multiplikatives Inverses zu g € Ox(X,). Die universelle Eigen-
schaft des Bruchringes Ox (X )n, liefert daher ein kommutatives Diagramm von
Algebrenhomomorphismen

Ox(X) f—=fa Ox

Ox (X>lmc

Zur Surjektivitit: Es sei hy, € Ox , mit einem h € Ox(U) gegeben. Nach Verklei-
nern von U kénnen wir annehmen, dass h = fg~! mit f,g € Ox(X) gilt. Also ist
/9 € Ox(X)m, das gesuchte Urbild.

Zur Injektivitét: Es sei (f/g), = 0. Dann gibt es eine Umgebung U C X, von z mit
fg 1 =0€ Ox(U). Esfolgt f =0 € Ox(U). Wir wihlen ein Element h € (X \U)
mit h(x) # 0. Dann gilt hf = 0 auf ganz X. Das bedeutet f/g =0 € Ox(X)m,. O
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Aufgaben zu Abschnitt 5.4.

Aufgabe 5.4.14. Es sei X ein topologischer Raum mit einer Garbe F abelscher Gruppen,
und es sei U C X eine offene Menge. Zeige: Ist s € F(U) ein Element mit s, = 0 € F, fiir
alle z € U, so gilt s = 0.

Aufgabe 5.4.15. Es sei X eine irreduzible affine Varietiit, und es sei K(X) der Quotien-
tenkorper von Ox (X). Zeige: Man hat kanonische Monomorphismen:

(i) Ox,» — K(X) fiir jeden Punkt z € X,
(il) Ox(U) = K(X) fiir jede offene Menge U C X.

Zeige weiter: Ist U C X eine offene Menge, so gilt in dem Koérper K(X) die Gleichung
Ox(U) = () Oxpa-

zelU
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6. AFFINE VARIETATEN II*

6.1. Produkte*.

Definition 6.1.1. Es seien X und Y Objekte einer Kategorie €. Ein Produkt fiir
X und Y in € ist ein Objekt W in € zusammen mit Morphismen 7x : W — X und
my : W =Y sodass folgendes gilt:

(PR) Ist Z ein Objekt in € und sind ¢: Z — X sowie ¢: Z — Y Morphismen, so
gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus x: Z — W, mit dem das folgende
Diagramm kommutativ wird

Beispiel 6.1.2. In der Kategorie der Mengen ist das kartesische Produkt X x Y
mit den beiden Projektionen X x Y — X und X XY — Y ein Produkt in obigem
Sinn.

Bemerkung 6.1.3. Sofern es existiert, ist das Produkt zweier Objekte X,Y einer
Kategorie durch die Eigenschaft (PR) bis auf Isomorphie festgelegt; man bezeichnet
es daher auch mit X x Y.

Satz 6.1.4 (Produkt in der Kategorie algebraischer Mengen). Es seien X C K"
und Y C K™ algebraische Mengen. Dann ist X x Y C K"™™ cine algebraische
Menge,

mx: X XY =Y, (z,y) — x, my: X XY =Y, (z,y) —y

sind algebraische Abbildungen und X xY C K™ st zusammen mit Tx und my ist
ein Produkt fir X C K" undY C K™ in der Kategorie der algebraischen Mengen.
Weiter gilt

KX xY] = Klrx(f), 7 (9); f € K[X], g € K[Y]].

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass X x Y C K" eine algebraische Menge
ist und dass die Projektionen mx und 7y algebraische Abbildungen sind. Weiter
gilt
KX xY] = K[Txxy,Sjxxy; 1<i<n, 1<j<m]

= Klmgn (T3) | x v Tiem (S) | xxy; 1 <i<n, 1 <j <mj

= Krx(f), 7y (9); f € K[X], g € K[Y]].
Zum Nachweis der Eigenschaft (PR) seien eine algebraische Menge Z C K! und
algebraische Abbildungen ¢: Z — X sowie ¢: Z — Y gegeben. Dann sind ¢ und

Einschrinkungen polynomialer Abbildungen ®: K! — K™ bzw. ¥: K! — K". Die
gesuchte algebraische Abbildung ist

k:Z — X XY, z = (P(x), ¥(y)).
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Erinnerung 6.1.5 (Tensorprodukt). Es seien R ein K1-Ring und M, N zwei R-
Moduln.

Das Tensorprodukt von M und N iiber R wird folgendermaflen konstruiert. In einem
ersten Schritt betrachtet man den “freien R-Modul” iiber der Menge M x N:

F(M x N) := @ R-(u,v), wobei R-(u,v) & R.
(u,v)EM XN

Dann bildet man in F(M x N) den R-Untermodul B(M x N) C F(M x N) der
“bilinearen Relationen”; dieser wird definitionsgeméaf erzeugt durch die Elemente

(au,v) — a(u,v), ue M, veN, a€R,
(u+u',v) = (u,v) — (v, v), u,u’ € M, v € N,
(u, av) — a(u,v), ue M, veN, a€R,
(u,v+0") = (u,v) — (u,v'), ue M, v, € N.

Das Tensorprodukt von M und N ist dann der Restklassenmodul von F(M x N)
nach B(M x N):

M®rN := F(Mx N)/B(M x N).

Man schreibt u ® v fiir die Restklasse (u,v) + B(M x N). Das allgemeine Element
von M ®@p N eine endliche Summe _ u; ® v; und man hat eine bilineare Abbildung

ImI: M xN — M®pgN, (u,v) = uw.

Das Tensorprodukt erfiillt die folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder bilinearen
Abbildung ¢: M x N — L gibt es ein kommutatives Diagramm

M x N

M ®@pr N

mit einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung ¢©: M ®zr N — L; diese ist
explizit gegeben durch

Plur @v1 + ...+ urQ@v.) = lur,v)+ ...+ @(u,v.).

Konstruktion 6.1.6 (Koprodukt in der Kategorie der Algebren). Es seien A und
B zwei K-Algebren. Wir betrachten das Tensorprodukt

R = A®kB.

Dies ist a priori nur ein K-Vektorraum. Wir fithren eine Multiplikation ein, indem
wir zunéchst setzen

(fog)-(f'ed) = ffogd.

Mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts priift man nach, dass sich
dies (eindeutig und wohldefiniert) zu einer Multiplikation auf R fortsetzen lésst,
welche R zu einer K-Algebra macht. Weiter hat man kanonische Homomorphismen

m: A= R, f— f®1, 1: B> R, g—1®g.

Zusammen mit diesen Homomorphismen erfiillt das Tensorprodukt R die folgende
universelle Eigenschaft:
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(KoPR) Sind eine K-Algebra C' und Homomorphismen ¢: A — C sowie ¢: B —
C gegeben, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus p: R — C mit
dem das Diagramm

kommutativ wird. Tatséchlich kann man den Homomorphismus ¢: R — C direkt
angeben; er ist definiert durch

w: R — C, f@g = o(fvg).

Satz 6.1.7. Es seien X und Y affine Varietiten. Dann besitzt das kartesische
Produkt X xY die Struktur einer affinen Varietit, sodass es zusammen mit

x: X XY = X, (z,y) — x, mx: X XY =Y, (z,y)—vy

zu einem Produkt fir die affinen Varietiten X und Y wird. Weiter hat man einen
kanonischen Isomorphismus von K-Algebren

p:Ox(X)@x Oy(Y) — Oxxy(X xY),
Zfi®gi = Zﬁc(fi)ﬁf(gi)-

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass X C K™ und Y C K" algebrai-
sche Mengen sind. Nach Satz 6.1.4 ist dann X x Y C K™*" zusammen mit den
Projektionen mx und my ein Produkt in der Kategorie der algebraischen Mengen.

Die Abbildung u ist der durch die universelle Eigenschaft (Kopr) des Tensorpro-
duktes gegebene Algebrenhomomorphismus zu
% K[X] —» K[X xY], my: K[Y] — K[X xY].

Die Surjektivitéit von p ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass K[X x Y] gemif
Satz 6.1.4 erzeugt wird von den Funktionen

mx(f) =uf@1), feKX],  m(g)=pl®yg), geK[Y]

Um zu sehen, dass p injektiv ist, betrachten wir ein h = >_ f; ® ¢g; mit u(h) = 0.
Dabei darf man annehmen, dass die g; eine iiber K linear unabhéngige Familie
bilden. Fiir festes x € X hat man

0 = u(h)(z,?) = Y filz)gi € K[Y].

Wegen der linearen Unabhingigkeit der g; bedeutet dies f;(x) = 0 fiir alle i. Das
geht fiir jedes z € X, und man erhélt f; = 0 fiir alle 4. Das impliziert o~ = 0 und
folglich ist p injektiv.

Wir kommen zum allgemeinen Fall. Die affinen Varietdten X und Y sind, als Rdume
mit Funktionen, isomorph zu algebraischen Mengen X’ C K" und Y’ C K™, etwa
vermoge

1 X — X/, Y = Y.
Wir wissen bereits, dass X’ x Y’ eine affine Varietét ist, und diese Struktur trans-
portieren wir nun nach X x Y vermoge der bijektiven Abbildung

11X X XY — X'xY/, (x,y) — ((z),1(y)).
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Die offenen Mengen in X x Y sind genau die Urbilder U := (2 x 3)~(V) offener

Mengen in V C X’ x Y/, und die Strukturgarbe auf X x Y ist definiert durch
Oxxy(U) = {foltxy); f€Oxuy(V)},

Damit ist X x Y ein Raum mit Funktionen, und ¢ X j ist ein Isomorphismus auf

eine affine Varietét; insbesondere ist X X Y nun eine affine Varietét.

Die Tatsache, dass die beiden Projektionen 7x: X XY — X und 7y : X XY =Y
Morphismen sind, ergibt sich sofort aus den kommutativen Diagrammen

1X ] 1X ]

Xxy —2L X<y Xxy —2L X<y
X = X/ Y R Y’

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft eines Produktes seien eine affine Va-
rietdt Z und Morphismen ¢: Z — X sowie ¢: Z — Y gegeben. Dann gibt es einen
Isomorphismus n: Z — Z' auf eine algebraische Menge Z’ C K!. Rein mengentheo-
retisch erhélt man ein kommutatives Diagramm

X xY
rx | (vx7) Ty
X' xY’
'y Ty
Xt X/ W Y <L v
Z/
» ~|n P
Z

von Abbildungen. Die Abbildungen ¢’ und ¢’ sind, als Verkettung von Morphismen
wieder Morphismen, und somit algebraische Abbildungen. Satz 6.1.4 sagt uns also,
dass K/ eine algebraische Abbildung ist. Damit ist die Abbildung  := (1x ) !
der gewiinschte Morphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung p: Ox (X) @k Oy (V) = Oxxy (X xY) ein
Isomorphismus ist. Die entsprechende Aussage fiir X’ und Y’ haben wir bereits in
Satz 6.1.4 gezeigt. Den allgemeinen Fall erhalten wir wieder mit einem kommuta-
tiven Diagramm:

OH/OT]

*
K2

*

J

®

Ox(X) ®K Oy(Y) Ox (X/) ®r Oy (Y/)

l “lﬁ

OXXy(X X Y) D S ———— OX/Xy/(X/ X Y/)

(2x9)”

:

O

Folgerung 6.1.8. Das Koprodukt zweier affiner Algebren ist wieder eine affine
Algebra. Insbesondere existieren in der Kategorie der affinen Algebren Koprodukte.
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Aufgaben zu Abschnitt 6.1.

Aufgabe 6.1.9. Beweise Bemerkung 6.1.3: Sind X1, X2 Objekte einer Kategorie € und
W mit m;: W — X; sowie W’ mit 7r;: W’ — X; Produkte fiir X1, Xo, so gilt W = W',

Aufgabe 6.1.10. Es seien X, Y, Z Objekte einer Kategorie €, in der Produkte existieren.
Beweise folgende Aussagen:
XXY 2 Y xX, (XxY)xZ =2 Xx (Y xZ2).
Aufgabe 6.1.11. Es seien n,m € Zx¢. Zeige: Es gilt K" =2 K" x K™.
Aufgabe 6.1.12. Es seien X und Y topologische Rdume. Betrachte die Menge X X Y

und die beiden Projektionen 7x,my. Die Mengen
mx (U)nmy (V), UCX,VCY offen

biden die Basis einer Topologie auf X x Y, der Produkttopologie. Beweise folgende Aussa-
gen:

(i) Sind X,Y affine Varietéten, so ist die Topologie der affinen Varietédt X x Y feiner
als die Produkttopologie auf X x Y.

(ii) Die Zariskitopologie auf K* 2 K' x K' ist echt feiner als die Produkttopologie
auf K!' x K*.

Aufgabe 6.1.13. Beweise die Aussagen aus Konstruktion 6.1.6.
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6.2. Maximalspektrum®*.

Definition 6.2.1. Es sei A eine affine K-Algebra. Das (Mazimal-)Spektrum von A
ist die Kollektion ihrer maximalen Ideale:

Spec(A) := {m C A; m ist maximales Ideal in A}.

Definition 6.2.2. Es sei A eine affine K-Algebra. Jedem Ideal a C A ordnen wir
ein Nullstellengebilde in Spec(A) zu:

V(a) := {m € Spec(A); a Cm} C Spec(A).

Satz 6.2.3. Es sei A eine affine K-Algebra. Dann sind die Mengen V (a), wobei
a die Ideale von A durchliuft, die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf
Spec(A). Genauer hat man:

(i) Es gilt ® = V(A) und Spec(A) = V(0).
(ii) Sind a;, i € I, Ideale in A, so gilt

V() = V(Zai>.

el iel

(i) Sind ay,...,a, Ideale in A, so gilt

LTJV(U.Z') = V(ﬁal>

i=1
Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Zu (ii). Fiir jedes m € Spec(A) haben wir

meﬂV(ai) — o Cmfiralleiel
il
<~ Zaigm
il

= meV (Z ai> :
iel
Zu (iii). Als maximales Ideal ist jedes m € Spec(A) ein Primideal in A. Damit ergibt
sich

T
me UV(ai) <~ a; Cmfiirein:
=1

< ﬁazgm
1=1

— meV (H ai> .
i=1
Dabei sieht man die Implikation ,,<=* in der mittleren Zeile durch Induktion iiber r.
Der Fall » = 1 ist klar. Zum Induktionsschritt: Falls a, C m gilt, ist ¢ = r der ge-
suchte Index. Andernfalls gibt es ein a € a,. \ m. Fiir jedes b € a7 - - - a,_1 gilt dann
ab € m und somit b € m. Das bedeutet a; ---a,_1 C m, und die Induktionsvoraus-
sezung liefert das gewiinschte a; C m. O

Vereinbarung 6.2.4. Es sei A eine affine K-Algebra. Von nun an versehen wir
das Spektrum Spec(A) mit der Topologie aus Satz 6.2.3; diese nennen wir auch die
Zariski- Topologie auf Spec(A).
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Lemma 6.2.5. FEs sei A eine affine K-Algebra, und es sei m C A ein mazimales
Ideal. Dann erlaubt A eine Zerlegung A = K @ m als K-Vektorraum, wobei K mit
K-14 C A identifiziert wird.

Beweis. Zunichst sei vermerkt, daf KN m = {0} in A gilt. Folglich liefert Ein-
schrinken der Restklassenabbilung A — A/m einen Monomorphismus K — A/m.
Wir diirfen K daher als Unterkorper von A/m auffassen.

Da A endlich erzeugt ist, entsteht K C A/m durch Ringadjunktion endlich vieler
Elemente. Nach Satz 4.3.1 ist K C A/m algebraisch. Da K algebraisch abgeschlossen
ist, ergibt sich K = A/m. Damit folgt die Behauptung. O

Konstruktion 6.2.6. Es sei A eine affine K-Algebra, und es sei f € A. Nach
Lemma 6.2.5 liefert jedes Ideal m € Spec(A) eine eindeutige Zerlegung

fo= fm)+/f
mit f(m) € Kund f € m. Man nennt f(m) den Wert von f in m. Dieses Auswerten
definiert einen Homomorphismus

A — Abb(Spec(A),K),  f — [f:m f(m)].

Wie angedeutet, bezeichnen wir die einem Element f € A zugeordnete K-wertige
Funktion m — f(m) auf Spec(A) mit f.

Definition 6.2.7. Es sei A eine affine K-Algebra. Die Strukturgarbe auf X :=
Spec(A) ist definiert durch

Ox(U) = {f:U—K; lokal f=g/hmit g,h € A}.

Lemma 6.2.8. Fs sei ¢v: B — A ein Homomorphismus affiner K-Algebren. Ist
m C A ein mazimales Ideal, so ist ' (m) C B wieder ein mazimales Ideal.

Beweis. Bekanntermaflen ist ¢~!(m) C B ein Ideal und wegen 1 ¢ ¢~ (m) ist es
ein echtes Ideal.

Um zu sehen, dass ¢~ (m) maximal ist, sei ein Ideal b C B mit ¢y~ *(m) C b
gegeben. Ist g € b\ 1~!(m), so liefert Lemma 6.2.5 eine Zerlegung v (g) = a + f
mit @ € K* und f € m. Es folgt g —a € ¢~ (m) und somit a = g — (g — a) € b. Das

bedeutet b = B. O

Konstruktion 6.2.9. Es sei ¢p: B — A ein Homomorphismus affiner K-Algebren.
Nach Lemma 6.2.8 hat man eine Abbildung

Spec(v)): Spec(A) — Spec(B), m — Y (m).
Satz 6.2.10. Es seivy: B — A ein Homomorphismus affiner K-Algebren. Dann ist
¢ := Spec(¢)): Spec(A) — Spec(B) ein Morphismus von Riumen mit Funktionen.
Weiter gilt

—

P (f)m) = Flp(m)) = &(f)(m)  fir jedes f € B und jedes m € Spec(A).

Beweis. Fiir die Stetigkeit von ¢ ist zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener Men-
gen wieder abgeschlossen sind. Das folgt mit

P (V(6)) = {m€Spec(A); p(m) € V(b)}
— {m & Spec(A); ¢ (m) 2 b}
= {m e Spec(4); m D (b)}
= {m & Spec(4); m 2 (¥(b))}

= V(b))
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Wir zeigen nun die Zusatzaussage. Nach Definition des Wertes von f in ¢(m) =
1»~1(m) haben wir eine Darstellung

[ = flem)+f  mit f(e(m) €K, f € p(m).

Anwenden des K-Algebrenhomomorphismus ¢ auf diese Darstellung ergibt

U(f) = v(flem) +9(f) = flem))+b(f).
Wegen ¢(m) = ¢~ 1(m) und f’ € m erhalten wir ¥(f’) € m. Damit ergibt sich die
Zusatzaussage ($(f))(m) = [ (p(m).

Die Tatsache, dass ¢ ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen ist, folgt nun
sofort aus der Definition der Strukturgarben. O

Bemerkung 6.2.11. Wir haben einen kontravarianten Funktor von der Kategorie
der affinen K-Algebren in die Kategorie der Rédume mit Funktionen konstruiert:

e Jeder affinen K-Algebra A ordnen wir den Raum mit Funktionen Spec(A)
Zu.

e Jedem Homomorphismus ¢: B — A affiner K-Algebren ordnen wir den
Morphismus Spec(1): Spec(A) — Spec(B) zu. Dabei gilt stets

Spec(id) = id, Spec(12 01)1) = Spec(t)1) o Spec(s).

Satz 6.2.12. Es sei X C K" eine algebraische Menge, und es sei A := K[X]. Dann
hat man einen kanonischen Isomorphismus

1: X — Spec(A), T = omyg

von Rdumen mit Funktionen. Fiir jedes Element f € A = K[X]| des Koordinaten-

ringes gilt dabei v*(f) = f.

Beweis. Nach Folgerung 5.4.11 ist die Abbildung 2: X — Spec(A) bijektiv. Fiir
jedes Ideal a C A erhilt man
1(Vx(a)) = {my; f(x)=0 fiir alle f € a}
= {my; f €m, fiir alle f € a}
= {my; a Cm,}.
= V{(a).

Folglich ist 2 eine abgeschlossene Abbildung. Anwenden von ¢~ ! auf die obige Glei-
chung liefert Stetigkeit. Somit sind 2 und +~! stetig.

Fiir jede Funktion f € A = K[X] und jeden Punkt z € X hat man offensichtlich
eine Zerlegung

fo= f@) + (f=f), mitfz)ek, (f-f(z))€m,.

Es folgt f(my) = f(z). Aus der Definition der Strukturgarben auf Spec(A4) und
X ergibt sich nun, dass sind 2 und +~! Morphismen von Riéumen mit Funktionen
sind. 0

Satz 6.2.13. Es sei A eine affine K-Algebra. Dann ist Spec(A) eine affine Varietit
und man hat einen Isomorphismus von K-Algebren

70 A = Ospec(a)(Spec(A)),  f + [f:mes f(m)].
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Beweis. Falls A = K[X] gilt mit einer algebraischen Menge X C K", liefert
Satz 6.2.12 einen Isomorphismus ¢: X — Spec(A4) von Réumen mit Funktionen.
Der zugehérige Komorphismus 2*: Ogpec(a)(Spec(A4)) — A ist, wie man direkt
tiberpriift, die Umkehrabbildung zu j: A — Ogpec(a)(Spec(4)).

Im allgemeinen Fall hat man nach Satz 4.5.11 einen Isomorphismus ¢: A — K[X]
mit einer algebraischen Menge X C K™. Das liefert uns einen Isomorphismus
Spec(t)): Spec(K[X]) — Spec(A4). Da Spec(K[X]) eine affine Varietit ist, gilt dies
auch fiir Spec(A). Weiter haben wir ein Diagramm

A K[X]

J l]
Ospec(a) (Spec(A)) T:(w> Ospec(k(x]) (Spec(K[X]))

Nach Satz 6.2.10 ist dieses Diagramm kommutativ. Damit sehen wir sofort, dass
71 A= Ogpec(a)(Spec(A)) ein Isomorphismus ist. O

IR

R
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Aufgaben zu Abschnitt 6.2.

Aufgabe 6.2.14. Es sei A eine affine K-Algebra. Zeige: Die Menge Spec(A) \ V(f) mit
f € A bilden eine Basis der Topologie von Spec(A).

Aufgabe 6.2.15. Es sei A eine affine K-Algebra. Zeige: Der Durchschnitt iiber alle ma-
ximalen Ideale von A enthélt 0 als einziges Element.

Aufgabe 6.2.16. Zeige: Die Gruppenalgebra K[Z] ist eine affine Algebra, und Spec(K[Z])
ist isomorph zu der algebraischen Menge V (K?; T4 T» — 1).

Aufgabe 6.2.17. Es seien ¢ : R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen m <g S ein
maximales Ideal.

(i) Zeige anhand eines expliziten Beispiels, dass das Ideal ¢»~*(m) nicht notwendi-
gerweise maximal in R ist.
(ii) Zeige, dass fiir surjektives ¢ das Urbild 1 ~!(m) stets maximal in R ist.

Aufgabe 6.2.18. Es sei ¢: X — Y ein Morphismus affiner Varietéten. Beweise folgende
Aussagen:

(i) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn fiir jedes maximale Ideal m C O(Y") das Ideal
(p™(m)) C O(X) echt ist.

(ii) ¢ ist genau dann injektiv, wenn fiir jedes maximale Ideal m C O(Y') entweder
(p™(m)) = O(X) gilt, oder y/(p*(m)) maximal ist.
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6.3. Der Antidquivalenzsatz IT*.

Definition 6.3.1. Es seien €,® zwei Kategorien und F': € — ® sowie G: © — €
Funktoren, die entweder beide kovariant oder beide kontravariant seien. Man nennt
F und G wesentlich invers zueinander, falls folgendes gilt:

(i) Es gibt eine Vorschrift o, die jedem Objekt X in € einen Isomorphismus
ox: X — G(F(X)) zuordnet, sodass man fiir Morphismen ¢: X — X’
stets ein kommutatives Diagramm erhélt

X X G(F(X))
wl lG(F(sD))
X' oo GF (X))

(ii) Es gibt eine Vorschrift 7, die jedem Objekt Y in © einen Isomorphismus
Tv:Y — F(G(Y)) zuordnet, sodass man fiir Morphismen ¢: Y — Y’
stets ein kommutatives Diagramm erhélt

Yy — X~ F(G(Y))
wl F(G($))
Y’ F(GYY))

Satz 6.3.2. FEs seien F': € - D und G: © — € zwei Funktoren. Sind F und G
wesentlich invers zueinander, so sind sie wesentlich surjektiv und volltreu.

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften wesentlich surjektiv, treu und voll jeweils fiir
F nach, fiir G erhélt man sie analog.

Ist ein Objekt Y in © gegeben, so leistet das Objekt X := G(Y) in € offensichtlich
F(X) =Y. Somit ist F' wesentlich surjektiv.

Um zu sehen, dass F bijektiv auf den Morphismen ist, betrachten wir zwei Objekte
X, X’. Dann definiert jeder Morphismus ¢: X — X’ ein kommutatives Diagramm

X X G(F(X))
wl lG(F(sD))
X' o GF (X))

Damit sehen wir, dass F' injektiv auf Morphismen ist: Sind zwei Morphismen
wi: X = X' mit F(p1) = F(p2) gegeben, so ergibt sich
1 = oxtoG(F(p1)oox = oxtoG(F(pa))oox = wa.

Fiir den Nachweis der Surjektivitit sei ein Morphismus ¢: F(X) — F(X’) gegeben.
Mit ¢ := oy, 0 G(1)) o ox erhalten wir kommutative Diagramme

X — 7 L GF(X)) X —F = G(F(X))
wl lc(w) wl lG(FW»
X' ———— G(F(X)) X ————G(F(X")

Mit der Injektivitiit von G auf Morphismen ergibt sich dann F(y) = ; wir haben
also das gesuchte Urbild gefunden. O
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Theorem 6.3.3 (Antiiquivalenzsatz, Version IT). Wir haben zueinander wesentlich
inverse kontravariante Funktoren:

(i) Von der Kategorie der affinen Varietiten in die Kategorie der affinen Al-
gebren

X - 0O(X), p =

(ii) Von der Kategorie der affinen Algebren in die Kategorie der affinen Va-
rietdten

A — Spec(A), ¥ — Spec(v).

Insbesondere erhdlt man fiir jede affine Varietit X und fir jede affine Algebra A:
X = Spec(O(X)), A = O(Spec(4)).

Lemma 6.3.4. Es sei X eine affine Varietit. Dann hat man einen kanonischen
Isomorphismus affiner Varietditen:

1: X — Spec(O(X)), x = my:={feO0X); f(z) =0}

Beweis. Nach Satz 6.2.12 gilt die Aussage fiir den Fall einer algebraischen Menge
X C K" Im allgemeinen Fall hat man einen Isomorphismus ¢: X — Y auf eine
algebraische Menge Y C K™. Der zugehérige Komorphismus ¢*: O(Y) — O(X)
ist dann ebenfalls ein Isomorphismus. Es gilt

(") Hme) = {g€OY); gop(z) =0} = My

fiir jeden Punkt z € X. Damit erhalten wir ein kommutatives Diagramm anhand
dessen wir die Behauptung unmittelbar einsehen:

7 My

X Spec(O(X))
@: z—p(x) |2 ZlSpec(gp*): My =My, ()
Y 2t y'—m:y Spec((’)(Y))

O

Beweis von Theorem 6.3.3. Wir arbeiten mit den kanonischen Isomorphismen aus
Lemma 6.3.4 und Satz 6.2.13:

ox: X — Spec(O(X)), z +— my,  Ta: A — O(Spec(A)), f — f.

Es sei zunéichst ein Morphismus ¢: X — X’ affiner Varietiten gegeben. Dann gilt
fiir jeden Punkt z € X:

(") Hme) = {g€OY); gop(z) =0} = my@).

Damit erhalten wir bereits das in Definition 6.3.1 (i) verlangte kommutative Dia-
gramin:

Ox : T—HMy

X Spec(O(X))
p: zHap(z)L lSpec(ap*): My =My, ()
X’ Spec(O(X7))

!
Ox/t T =My,
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Es sei nun ¢: B — A ein Homomorphismus affiner Algebren. Dann erhalten wir
das erforderliche kommutative Diagramm mit Satz 6.2.10:

TB: g—g

B O(Spec(B))
e gmp(g)l J{%ec(@*z G (9)
A O(Spec(A
o7 (Spec(A))






KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 153

Aufgaben zu Abschnitt 6.3.

Aufgabe 6.3.5. Es seien X eine affine Varietiit, f, f1,...,fr € Ox(X) und l1,...,l, €
Z>o. Zeige, dass die folgende Abbildung ein Morphismus affiner Varietéten ist:

X; — K7, z — (J{gi;i,,}{é‘;{)

Aufgabe 6.3.6. Betrachte die offene Teilmenge X := K*\ {(0,0)} als offenen Unterraum
der affinen Varietit K*. Zeige, dass X keine affine Varietit ist.

Aufgabe 6.3.7. Betrachte die affine Varietit X := V(T1T> — T3T4) C K* und die offene
Menge U := X \ V(T1,T3) = X1, U X1,. Beweise folgende Aussagen.

(i) Der Unterraum U von X ist keine affine Varietét.
(ii) Die Funktionen 74 /T auf X7, und T%/T5 auf Xp, lassen sich zu einer Funktion
f € Ox(U) zusammensetzen.
(iii) Es gibt keine Funktionen g, h € Ox (X) mit f = g/h auf U.
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7. GEOMETRIE AFFINER VARIETATEN I

7.1. Funktionenkérper und Dimension.

Erinnerung 7.1.1. Essei K C L eine Kérpererweiterung. Ein Element a € L nennt
man algebraisch iber K, falls es ein Polynom 0 # f € K[T] gibt mit f(a) = 0. Die
Erweiterung K C L heifit algebraisch, falls jedes a € L algebraisch iiber K ist.

Man nennt ein Element a € 1L transzendent tber K, falls es nicht algebraisch tiber
K ist. Die Erweiterung K C IL heifit rein transzendent, falls jedes a € L \ K tran-
szendent iiber K ist.

Eine Teilmenge A C L heiflt algebraisch abhdngig iiber K, falls es paarweise ver-
schiedene ay,...,a, € A und ein Polynom 0 # f € K[T1,...,T,] gibt mit

fla,...,an) = 0.
Eine Teilmenge A C L nennt man algebraisch unabhdngig iiber K falls sie nicht

algebraisch abhéngig iiber K ist.

Eine Transzendenzbasis der Korpererweiterung K C L ist eine maximale iiber K
algebraisch unabhéngige Teilmenge B C L. Es gilt:

(i) Sind A C B C L Teilmengen, und ist A algebraisch unabhiingig iiber K,
so gibt es eine Transzendenzbasis C C B fir K C K(B) mit A C C C B.
(ii) Ist B C L eine Transzendenzbasis fiir K C L, so ist K C K(B) rein
transzendent und K(B) C L ist algebraisch.
(iii) Je zwei Transzendenzbasen der Korpererweiterung K C L sind gleich
méchtig.

Insbesondere besitzt jede Korpererweiterung K C L eine Transzendenzbasis B C L.

Man definiert den Transzendenzgrad der Korpererweiterung K C L dann als
trdegg (L) := |B|.

Beispiel 7.1.2. Es sei K(T1,...,T,) der Quotientenkérper des Polynomringes

K[Ty,...,T,]. Dann gilt:

(i) {Ty,...,T,,} ist eine Transzendenzbasis fiir K C K(T4,...,Ty).
(ii) Die Erweiterung K C K(T7,...,T},) ist rein transzendent.

Ist weiter K C L eine Koérpererweiterung und B = {b1,...,b,} eine iiber K alge-
braisch unabhéngige Teilmenge, so erhélt man einen Isomorphismus
Definition 7.1.3. Es sei X eine irreduzible affine Varietét. Der Korper der ratio-

nalen Funktionen ist der Quotientenkorper K(X) des Ringes O(X) der globalen
Funktionen.

Beispiel 7.1.4. Der Korper der rationalen Funktionen von X = K" ist K(X) =
K(Ty,...,Ty).

Vereinbarung 7.1.5. Essei X eine irreduzible affine Varietdt. Als Quotientenkorper
der K-Algebra O(X) ist K(X) ebenfalls eine K-Algebra. Wir fassen K vermoge
a +— ¢ als Unterkorper von K(X) auf.

Definition 7.1.6. Es sei X eine afline Varietét.

(i) Ist X irreduzibel, so definiert man die Dimension von X als

dim(X) := trdegg(K(X)).
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(ii) Besitzt X die irreduziblen Komponenten X1, ..., X, so setzt man
dim(X) := _max dim(X;).

T
Beispiel 7.1.7. Die affine Varietiit besitzt K™ besitzt K(7y,...,T),) als Funktio-
nenkorper und besitzt somit die Dimension n.

Satz 7.1.8. FEs sei X eine affine Varietdt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) X ist endlich.
(ii) PEs gilt dim(X) = 0.

Beweis. Zur Implikation ,, (i)=-(ii)“. Es seien X1, ..., X, die irreduziblen Kompo-
nenten von X. Dann ist jedes X; einpunktig, denn andernfalls kénnte man ein X;
als disjunkte Vereinigung echter abgeschlossener Teilmengen schreiben:

Xi = {1‘1} L {:C27"'51'5}'
Es geniigt also, zu zeigen, dass jede einpunktige affine Varietit X = {x} die Di-

mension 0 besitzt. Offensichtlich gilt O(X) = K. Das impliziert K(X) = K, und
wir erhalten trdegy (K(X)) = 0.

Zur Implikation ,,(ii)=(1)“. Wir diirfen annehmen, dass X irreduzibel ist. Wegen
trdegy (K(X)) = 0 ist K C K(X) eine algebraische Erweiterung. Da K algebraisch
abgeschlossen ist, folgt K = K(X). Das impliziert Ox(X) = K. Da Ox(X) die
Punkte von X trennt, muss X einpunktig sein. (]

Satz 7.1.9. Es seien X eine affine Varietdit und Y C X eine abgeschlossene Un-
tervarietit. Dann gilt dim(Y) < dim(X).

Beweis. Zum Beweis der Aussage geniigt es, den Fall, dass X und Y irreduzibel
sind zu behandeln. Weiter diirfen wir annehmen, dass X und Y als algebraische
Mengen in K" gegeben sind. Dann gilt

OY(Y) - K[Tl\Y7 cee 7Tn|Y]5 K(Y) = K(Tl\Ya s aTn\Y)'
Es sei nun d := dim(Y"). Nach 4.1.10 besitzt die Kérpererweiterung K C K(Y) eine
Transzendenzbasis der Form {7} |y, ..., T;,|y }. Insbesondere erhalten wir fiir jedes

f €K[Sy,..., S| die Implikation

f(Tila'--and)|Y =0 = f = 0.
Damit ergibt sich, dass die Menge {7}, |x,..., T, x} € K(X) algebraisch un-
abhingig {iber K ist. Folglich gilt trdegy (K(X)) > d. O

Satz 7.1.10 (Identititssatz). Es seien X eine irreduzible affine Varietit und Y C
X eine abgeschlossene Untervarietit. Gilt dim(Y) = dim(X), so folgt Y = X.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass Y C X C K" algebraische Mengen in K" sind,
und dass Y irreduzibel ist. Es sei d := dim(Y") = dim(X ). Wie im Beweis des voran-
gehenden Satzes wihlen wir eine Transzendenzbasis der Form {75, |y, ..., T,y } fiir
die Korpererweiterung K C K(Y'). Die Menge {7}, |x, ..., Tj, x } € K(X) ist wieder
algebraisch unabhéngig und ist somit eine Transzendenzbasis fiir K C K(X).
Nehmen wir nun an, es gelte Y # X. Dann gilt Ix (Y) # (0), und wir finden eine
Funktion 0 # f € Ox(X) mit f € Ix(Y). Die Menge {T},x,...,T;,x, f} € K(X)
ist algebraisch abhéngig tiber K. Es gibt also auf X eine Gleichung
apx P+ tayxftagx = 0

mit a; € K[T},,...,T;,]. Da X irreduzibel ist, muss Ox (X) nullteilerfrei sein. Wegen
f # 0 konnen wir also nach Ausklammern der niedrigsten Potenz von f in obiger
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Gleichung annehmen, dass agx # 0 gilt. Wegen f € Ix(Y) gilt dann agx €
Ix(Y). Das widerspricht der Tatsache, dass {75}y, ..., T;, |y} € K(Y) algebraisch
unabhéngig ist. O

Definition 7.1.11. Man nennt eine affine Varietdt X rein k-dimensional, wenn
jede irreduzible Komponente von X die Dimension k besitzt.

Beispiel 7.1.12. Das Achsenkreuz V(T173) C K2 ist rein eindimensional.

Satz 7.1.13. Es sei f € K[Ty,...,Ty,] ein nicht konstantes Polynom. Dann ist
V(f) C K" rein (n — 1)-dimensional.

Erinnerung 7.1.14. Es sei R ein Integrititsring. Ein Element 0 # f € R\ R*
nennt man prim, falls f keine Einheit in R ist und f|ab stets f|a oder f|b impliziert.
Ein Element f € R ist genau dann prim, wenn es ein Primideal in R erzeugt.

Man nennt einen Integritéitsring R faktoriell, falls jede Nichteinheit f € R ein
Produkt von Primelementen ist. In einem faktoriellen Ring R besitzt jedes f € R
eine Darstellung mit paarweise nichtassoziierten Primelementen py,...,p, € R:

f fry pil “ e p;fr
Bis auf Nummerierung und Assoziertheit sind die Primelemente p; in dieser Darstel-

lung eindeutig. Dabei nennt man zwei Elemente g,h € R assoziiert, wenn g = ah
mit einer Einheit a € R gilt.

Der Satz von Gauf} besagt, das mit jedem faktoriellen Ring R auch der Polynomring
RI[T] faktoriell ist. Als Folgerung erhilt man, dass K[T7,...,T,] faktoriell ist.

Lemma 7.1.15. FEs seien X eine irreduzible affine Varietdt, f1,..., fr € Ox(X)
paarweise nicht assoziierte Primelemente, und f := fi{*--- f¥» mit v; € Z>1.

(i) Die irreduziblen Komponenten von Y := Vx(f) sind gegeben als Y; =
Vx(fi), wobeii =1,...,r.

(ii) Das Verschwindungsideal Ix(Y) C Ox(X) von Y C X st gegeben als
Ix(Y) = (fr---fr):

Beweis. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gilt Ix (Y;) = /(f:). Da jedes f;

prim ist, gilt weiter \/(f;) = (f;). Insbesondere ist jedes Y; irreduzibel. Offensicht-
lich haben wir

Y = Vx( flf:T) = Vx(fl)U...UVX(fT) = Y U...UY,.

Wir zeigen, dass Y; Z Y; gilt, falls ¢ # j. Andernfalls hétte man f; € (f;) fir zwei
verschiedene 4, j. Widerspruch zu f;, f; nicht assoziierte Primelemente.

Es bleibt zu zeigen, dass Ix(Y) von der Funktion fi--- f, erzeugt wird. Dazu sei
g € Ix(Y). Dann gilt gy, = 0. Wie eben gesehen, gilt Ix(Y;) = (f;) und somit
ist jedes f; ein Teiler von ¢g. Da die f; paarweise nicht assoziiert sind, muss wird g
durch fy - - f, geteilt. O

Beweis von Satz 7.1.13. Da K[T1y,...,T,] ein faktorieller Ring ist, kénnen wir f
schreiben als f = f{*... f¥~ mit paarweise nicht assoziierten Primelementen f; €
K[T1,...,T,]. Nach Lemma 7.1.15 sind V(f1),...,V(f,) die irreduziblen Kompo-
nenten von V(f). Es ist zu zeigen, dass jedes V(f;) von der Dimension n — 1 ist.
Wir diirfen also von vorneherein annehmen, dass f prim ist.

Es seien X := V(f) und d = dim(X). Satz 7.1.9 liefert d < n. Wegen f # 0 gilt
X # K™ Mit Satz 7.1.10 erhalten wir daher d < n. Es ist also nur zu zeigen, dass
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d > n —1 gilt. Dazu wihlen wir 1 < j < n, sodass die Variable T} in f auftaucht.
Wir betrachten die Menge

A = {Tyx, - Tji—1x, Tj1 x5 Tojx }-
Wir behaupten, dass A algebraisch unabhéngig iiber K ist. Nehmen wir an, A sei

algebraisch abhiingig. Dann gibt es ein Polynom ¢ € K[T1,...,T,], das nicht von
der Variablen T); abhéingt und gx = 0 erfiillt.

Fiir dieses Polynom gilt g € I(X) = (f). Als ist g von der Gestalt g = hf mit einem
Polynom h. Das widerspricht der Tatsache, dass g nicht von 7} abhéngt. Folglich
muss A algebraisch abhiingig sein. Also folgt d = trdegg (K(X)) > n — 1. O

Satz 7.1.16. Es sei X C K" eine rein (n—1)-dimensionale algebraische Teilmenge.
Dann gilt 1(X) = (f) mit einem f € K[Ty,...,T,].

Beweis. Wir betrachten zunédchst den Fall, dass X irreduzibel ist. Dann ist das
Verschwindungsideal I(X) C K[T1,...,T,] ein Primideal. Wegen dim(X) =n —1
ist X eine echte Teilmenge von K™. Das impliziert I(X) # (0). Folglich gibt es ein
Element 0 # g € I(X). Da I(X) prim ist, gibt es einen Primfaktor f von g mit
f € I(X). Fiir diesen gilt
X C V(f), dim(V(f)) = n—1 = dim(X).

Dabei beruht die zweite Beobachtung auf Satz 7.1.13. Mit dem Identitétssatz 7.1.10
erhéilt man X = V(f). Lemma 7.1.15 garantiert I(X) = (f).

Im allgemeinen Fall betrachten wir die Zerlegung X = X;,..., X, in irreduzible
Komponenten. Nach den obigen Ausfithrungen gilt I(X;) = (f;) mit gewissen Prim-
elementen f; € K[T1,...,T,]. Wegen X; # X fiir ¢ # j haben wir (f;) # (f;) fir
i # j. Die f1,..., fr sind also paarweise nicht assoziert. Lemma 7.1.15 liefert somit

I(X):<f1fr> O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.1.

Aufgabe 7.1.17. Es sei X eine irreduzible affine Varitit, und es sei f € O(X). Zeige: Es
gilt dim(Xy) = dim(X).
Aufgabe 7.1.18 (Halbstetigkeit der Dimension). Es sei X eine affine Varietit mit den
irreduziblen Komponenten Xi,..., X,. Fiir x € X setzen wir

dim(X;) = max(dim(X;); 1<i<r, z€ X;).
Zeige: Die Funktion X — Z, x — dim(X,) ist halbstetig nach oben, d.h., jedes z € X
besitzt eine offene Umgebung U C X mit dim(X,) < dim(X,) fir alle u € U.

Aufgabe 7.1.19. Bestimme den Korper der rationalen Funktionen und die Dimension
der Neillschen Parabel X = V(T — T3) C K.

Aufgabe 7.1.20. Es seien T" := K7, .1, , und es sei f € O(T"). Beweise die Aquivalenz
folgender Aussagen:

(i) Esgilt Vi (f) = 0.

(ii) Esgilt f =Tyt - Ty» mit « € K* und v; € Z.
Aufgabe 7.1.21. Es scien f,g € K[T1,...,T,]. Beweise die Aquivalenz folgender Aussa-

gen:

(i) Die Polynome f und g sind teilerfremd.

(ii) Es gilt dim(V(f,g)) <n — 2.
Aufgabe 7.1.22. Esseien X und Y irreduzible affine Varietéten. Dann ist die Dimension
des Produktes gegeben durch

dim(X xY) = dim(X) + dim(Y).
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7.2. Morphismen.

Erinnerung 7.2.1. Ein Morphismus affiner Varietiten X und Y ist eine stetige
Abbildung ¢: X — Y, die fiir jedes offene V' C Y einen Komorphismus induziert:
¢ 0y (V) = Ox(e7'(V)), g gogp.

Die Morphismen affiner Varietédten entsprechen den Homomorphismen ihrer Ringe
globaler Funktionen: Der Antifiquivalenzsatz liefert eine Bijektion

Mor(X,Y) — Hom(Oy(Y),Ox (X)), © = Ph

Sind X C K™ und Y C K™ algebraische Mengen, so sind die Morphismen ¢: X —
Y genau die Einschrinkungen polynomialer Abbildungen &: K" — K™.

Satz 7.2.2. Es sei p: X — Y ein Morphismus affiner Varietiten, und es sei
©*: O(Y) = O(X) der zugehirige Komorphismus.

(i) Ist b € O(Y) ein Ideal, und B := Vi (b) die zugehirige abgeschlossene
Teilmenge, so gilt
p 1(B) = Vx((¢*(0)),  Ix(¢7'(B)) = V(p*(b)).
(ii) Ist a C O(X) ein Ideal, und A := Vx(a) die zugehirige abgeschlossene
Teilmenge, so gilt
p(4) = W) @),  Ir(e(4) = (¢) 7 (Ix(4).

Beweis. Aussage (i) lidsst sich leicht direkt nachweisen: Fiir jeden Punkt x € X
haben wir

r € ¢ Y(B) p(z) € B

g(p(xz)) =0 fiir alle g € b

f(z) =0 fiir alle f € ©*(b)

z € Vx ({¢*(b))).

Zu (ii): Wir zeigen zuniichst, dass Iy (¢(A)) = (¢*)"1(Ix(A)) gilt: Fiir jedes g €
oY) gilt

1t

ge€ly(p(A) <= glp(z))=0firallexec A

Die Behauptung ergibt sich nun mit
p(4) = W(ly(p(4)))

O

Beispiel 7.2.3. Das Bild der Hyperbel V(T1T; — 1) C K? unter der Projektion
K? — K, (21, 22) + 21 ist genau K* und ist somit nicht abgeschlossen in K.

Folgerung 7.2.4. Es sei p: X — Y ein Morphismus affiner Varietdten, und fiir
y €Y sei Xy := ¢ '(y) die zugehdrige Faser. Dann ist X, eine abgeschlossene
Untervarietdt von X, und es gilt

O(Xy) = OX)/y/{#*(my)).
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Definition 7.2.5. Ein Morphismus ¢: X — Y affiner Varietéten heisst abgeschlos-
sene FEinbettung, falls das Bild ¢(X) abgeschlossen in Y ist und ¢ einen Isomor-
phismus von X auf die abgeschlossene Untervarietéit ¢(X) C Y definiert.

Satz 7.2.6. FEs sei ¢: X — Y ein Morphismus affiner Varietiten mit Komorphis-
mus ¢*: O(Y) = O(X). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢: X =Y ist eine abgeschlossene Einbettung.
(ii) ¢*: O(Y) — O(X) ist surjektiv.

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Nach Voraussetzung ist B := ¢(X) abgeschlos-
sen in Y. Nach dem Einschrankungslemma 5.3.14 hat man kanonische Morphismen
1B—=Y, y— vy, v: X — B,z — o(x).

Nach Satz 5.4.5 ist +*: O(Y) — O(B) surjektiv. Weiter ist ¢*: O(B) — O(X) ein
Isomorphismus, da ¢: X — B nach Voraussetzung ein Isomorphismus ist. Folglich
ist p* = * 01* surjektiv.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Es seien b := Kern(¢*) und B := V5-(b). Mit Satz 7.2.2
ergibt sich

p(X) € W) ' Ux(X)) = W(®)7'(0) = B.

Damit kénnen wir wiederum das Einschrankungslemma 5.3.14 anwenden und er-
halten kanonische Morphismen

1wB—=Y, y— v, v: X = B, x — o).
Nach Satz 5.4.5 ist der Komorphismus +*: O(Y) — O(B) surjektiv, und zusammen
mit dem Hilbertschen Nullstellensatz liefert Satz 5.4.5 weiter
Kern(t*) = Iy (B) = Vb = {g € O(Y);g"op =0} = {g O(Y):;gop =0} = b.

Nach Voraussetzung ist ¢* surjektiv; weiter haben wir ¢p* = 1* 0¢* und, wie eben
gesehen Kern(p*) = Kern(z*). Folglich ist ¢* ein Isomorphismus. Nach dem An-
tidquivalenzsatz ist damit auch ¢ ein Isomorphismus. O

Definition 7.2.7. Ein Morphismus ¢: X — Y affiner Varietéiten heifit dominant,
falls sein Bild ¢(X) dicht in Y liegt.

Satz 7.2.8. Es sei p: X — Y ein beliebiger Morphismus affiner Varietdten. Dann
gibt es eine Zerlequng ¢ = 101 mit einem dominanten Morphismus ¥ : X — Z und
ewner abgeschlossenen Finbettung v: Z — Y .

Beweis. Man setze Z := ¢(X) C Y, definiere +: Z — Y als die Inklusion und
Y: X — Z durch x — ¢(x). O

Satz 7.2.9. Es sei p: X — Y ein Morphismus affiner Varietdten. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Morphismus p: X —'Y ist dominant.
(ii) Der Komorphismus ¢*: O(Y) — O(X) ist injektiv.
Beweis. Die Aquivalenz der beiden Aussagen (i) und (ii) ist eine einfache Anwen-

dung von Satz 7.2.2 (ii). Danach gilt
e(X) = W) 'Ux(X)) = Vy(ker(¢")).
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Folgerung 7.2.10. Jeder dominante Morphismus p: X — Y irreduzibler affiner
Varietiten definiert einen Monomorphismus der zugehdrigen Funktionenkdorper

.. g ¢*(9)
e KY) —» K(X), ae ()

Dabei ist p* Homomorphismus von K-Algebren beziiglich der kanonischen Struk-

turhomomorphismen.

Satz 7.2.11. Es sei p: X — Y ein dominanter Morphismus affiner Varietditen.
Dann gilt dim(X) > dim(Y).

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass X und Y irreduzibel sind. Satz 7.2.9 liefert
dann eine Korpererweiterung K(Y) = o*(K(Y')) € K(X). Damit folgt die Behaup-
tung: Es gilt

dim(Y) = trdegg(K(Y)) < trdegg(K(X)) = dim(X).

Wir kommen zum allgemeinen Fall. Es sei X = X; U...U X,, die Zerlegung in
irreduzible Komponenten. Dann gilt

Y = o(X) = o(X1)U...Up(X,).

Als Bild eines irreduziblen Raumes unter einer stetigen Abbildung ist jedes ¢(X;)
irreduzibel. Somit ist auch jeder Abschluss ¢(X;) irreduzibel.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Komponenten, tauchen die
irreduziblen Komponenten von Y unter den ¢(X;) auf. Insbesondere finden wir eine
irreduzible Komponente Yy = ¢(X;) maximaler Dimension. Mit Fall 1 folgt

dim(X) > dim(X;) > dim(Yy) = dim(Y).

O

Definition 7.2.12. Ein dominanter Morphismus ¢: X — Y irreduzibler affiner
Varietéten heifit birational, falls ¢*: K(Y') — K(X) ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 7.2.13. Es sei ¢: X — Y ein birationaler Morphismus irreduzibler
affiner Varietédten. Dann gilt dim(X) = dim(Y").

Beispiel 7.2.14. Der Morphismus K2 — K2 (21, 22) + (2122, 22) ist birational,
aber kein Isomorphismus.

Bemerkung 7.2.15. Es seien X eine irreduzible affine Varietét und X C X eine
Hauptmenge. Dann ist die Inklusion 2: Xy — X ein birationaler Morphismus und
man hat den kanonischen Isomorphismus

SR(X) — K(X)), % —

~l= |k

Der zugehorige Umkehrhomomorphismus ist gegeben durch

g

I gfm
K(X;) - K(X), 4= W

fm,

Satz 7.2.16. Es seien X und Y irreduzible affine Varietiten, und es seien K(X)
sowie K(Y) die zugehdorigen Funktionenkérper.

(i) Ist ¥: K(Y) — K(X) ein K-Algebrenhomomorphismus, so gibt es eine
Hauptmenge Xy C X und einen dominanten Morphismus ¢: Xy — Y mit
pr=1.



164 ©J. HAUSEN, M. WROBEL 2019

(ii) Isty: K(Y) — K(X) ein K-Algebrenisomorphismus, so gibt es Hauptmen-
gen Xy C X sowie Yy C Y und einen Isomorphismus ¢: Xy — Y, mit
Pt =1

(ii) Ist ¢: X = Y ein birationaler Morphismus, so gibt es eine Hauptmenge
Y, CY, sodass man einen Isomorphismus erhilt:

Xprgy =9 ' (Yy) = Yy, z = o)

Beweis. Zu (i). Es seien g1, ..., gs Erzeugende fiir O(Y'). Dann ist jedes ¢(g;) von
der Gestalt h;/f; mit h;, f; € O(X). Also erhalten wir mit f := f;--- fs einen
K-Algebrenmonomorphismus

oY) — O0X)r, g —v(9)

Dieser ist nach dem Antifiquivalenzsatz Komorphismus eines dominanten Morphis-
mus ¢: Xy — Y. Nach Konstruktion besitzt ¢: Xy — Y die gewiinschte Eigen-
schaft.

Zu (ii) und (iii). In der Situation von (ii) diirfen wir nach (i) annehmen, dass es einen

birationalen Morphismus ¢: X — Y mit ¢* = ¢ gibt. In der Situation von (iii)

setzen wir i 1= p*.

Esseien f1,..., f, Erzeugende fiir O(X). Dann gilt f; = ©*(h;)/¢*(g;) mit gewissen

gi,hi € O(Y). Mit g := g1 - - - g, erhalten wir also einen Monomorphismus
Yo = Yoy, O )y = O(X)pu(g)-

Dieser ist surjektiv, da die Erzeugenden 1/¢*(g) und f1,..., f, von O(X)

seinem Bild enthalten sind.

o*(g) I
Nach Konstruktion gilt 1y = g fiir die Einschrinkung ¢o von ¢ auf X, ().
Da 1y ein Isomorphismus ist, muss dies nach dem Antifiquivalenzsatz auch fiir
wo: Xopw(g) — Yy gelten. (|

Bemerkung 7.2.17. Es sei X eine irreduzible affine Varietéit der Dimension n.
Unter einer Parametrisierung von X versteht man einen Isomorphismus W — U
von einer offenen Teilmenge () # W C K™ auf eine offene Teilmenge () # U C X.
Satz 7.2.16 (ii) besagt, dass X genau dann eine Parametrisierung erlaubt, wenn der
Funktionenksrper K(X) als K-Algebra isomorph zu K(T1,...,T},) ist; man nennt
die affine Varietdt X in diesem Fall auch rational.
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Aufgaben zu Abschnitt 7.2.

Aufgabe 7.2.18. Es sei X eine affine Varietét. Zeige: Man hat eine kanonische Bijektion
Mor(X,K") — O(X)", @ = (o1,...,¢n).

Aufgabe 7.2.19. Zeige, dass Aussage 7.2.2 (ii) ohne die Voraussetzung “K algebraisch
abgeschlossen” im allgemeinen nicht stimmt. Betrachte dazu K = R und X =Y =K
sowie p: X — Y, 2 — 2? und das Ideal a = (T% + 1) C K[T].
Aufgabe 7.2.20. Es seien Polynome f1,..., fm € K[T1,...,T,] gegeben. Betrachte den
Morphismus
p: K" — K™, z = (fi(2),..., fs(2)).

Weiter sei X C K" algebraisch und es sei I(X) = (g1,...,gr) mit g1,...,g» € K[T1,...,T,].
Betrachte das Ideal

J = <Sl _f17---7Sm_fm7glw--7gr> g K[Tl,...,Tn,Sh“.,Sm].
Zeige, dass I(p(X)) der Durchschnitt von J mit der Unteralgebra K[Si,...,S:] von
K[T1,...,Th,S1,...,Sm] ist.
Aufgabe 7.2.21. Gibt es einen

(i) nichtkonstanten Morphismus p: K — K*,
(ii) surjektiven Morphismus 1: K* — K?

Aufgabe 7.2.22. Es sei X eine affine Varietét, und es seien fi,..., f, Erzeugende der
K-Algebra O(X). Zeige: Man hat eine abgeschlossene Einbettung

X — K7, z = (fiz),..., fn(z)).

Aufgabe 7.2.23. Bestimme Anzahl der irreduziblen Komponenten und den Ring der
globalen Funktionen fiir jede Faser der folgenden Morphismen:

(i) K2 = K, (z,w) — 2w,

(i) K — K2, (z,w) — (2w, w).
Aufgabe 7.2.24. Betrachte X := Y := K* und den Morphismus ¢: X — Y, (21, 22) —
(2122, 22).

(i) Bestimme fiir jedes w € Y~ die Dimension der Faser o~ ' (w) (setze dim() := —1).
(ii) Zeige, dass ¢ birational aber kein Isomorphismus ist.
(iii) Zeige: Fiir g: w — w1 /we gilt g € K(Y) \ O(Y) aber ¢*(g) € O(X).

Aufgabe 7.2.25. Der Morphismus K — K, z — 22 bildet eine eindimensionale affine
Varietét auf sich selbst ab. Zeige, dass er nicht birational ist.

Aufgabe 7.2.26 (Identitéitssatz). Es seien ¢,1: X — Y Morphismen affiner Varietéten.
Weiter sei € X mit ¢(x) = ¢ (z) =: y. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Auf jeder irreduziblen Komponente Xo C X mit € X, stimmen die Abbildun-
gen ¢ und v iiberein.

(ii) Die beiden Abbildungen ¢;: Oy — O, gy — (¥7(9))e und ¥3: Oy — Oy,
gy — (¥7(g))« stimmen iiberein.
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7.3. Ganze Ringerweiterungen.

Definition 7.3.1. Es sei R C S eine Ringerweiterung mit K1-Ringen R und S.
Ein Element s € S heifit ganz iiber R, falls es Nullstelle eines nichtkonstanten
normierten Polynoms aus R[T] ist, d.h., falls

sk—I—rk_lsk_l—i—...—i—rls—l—ro =0

mit k € Z>1 und Elementen r; € R existiert; die obige Gleichung nennt man dann
auch eine Ganzheitsgleichung fiir s iiber R. Man nennt die Ringerweiterung R C .S
ganz, falls jedes Element s € S ganz iiber R ist.

Bemerkung 7.3.2. Es sei K C L eine Korpererweitwerung, und es sei a € L.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) Das Element a ist ganz iiber K.
(ii) Das Element a ist algebraisch iiber K.

Satz 7.3.3. Es sei R C S eine Erweiterung von KI-Ringen, und es gelte S =
Rl[s1,...,8,] mit Elementen s; € S. Dann sind dquivalent:

(i) Die Ringerweiterung R C S ist ganz.
(ii) Die Elemente s1, ..., s, sind ganz iber R.
(iii) S ist ein endlich erzeugter R-Modul.

Lemma 7.3.4. Es seien R ein KI1-Ring, A eine (m x m)-Matriz iber R und
v € R™. Gilt Av =0, so gilt det(A)v; =0 fir allei=1,...,m.

Beweis. Nach der Cramerschen Regel gibt es eine Matrix Ae Mat(m, m, R) mit
AA = det(A)E,,. Wendet man diese Matrix auf die Gleichung Av = 0 an, so ergibt
sich die Behauptung. (]

Beweis von Satz 7.3.3. Die Implikation ,(i)=-(ii)* ist trivial. Zu ,,(ii)=-(iii)“. Jedes
der Elemente s1,...,s, erfilllt eine Ganzheitsgleichung der Form

ki k;—1 .
S+ Tik—18; + ..o+ rias i = 0 mit 7; ; € R.

In

Wir zeigen, dass S als R-Modul von den Elementen sll1 R s

, wobei [; < k;, erzeugt

wird. Dazu sei s € S. Wegen S = R[s1,..., $p] hat man eine Darstellung
5 = Zaus‘fl...s’,’ﬁ, mit a, € R.
veN™

Wiederholtes Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste liefert eine Darstellung

von s als R-Linearkombination der Elemente slf . ~s£l" mit §; < k;.

Zu ,(iii)=(1)“. Es sei S = Rvy +...+ Ru,, mit v; € S. Zu gegebenem s € S miissen
wir eine Ganzheitsgleichung iiber R finden. Dazu verwenden wir Darstellungen

Sv; = Zbijvj, 1§’L§m
j=1
Mit v := (v1,...,0m) € S™ und der Matrix B := (b;;)1<i j<m konnen wir das obige
Gleichungssystem schreiben als:
(sE, —B)v = 0.
Lemma 7.3.4 liefert det(A)v; = 0 fiir A := sF,, — B. Das impliziert det(A)s = 0.
Damit erhalten wir eine Ganzheitsgleichung fiir s iiber R. (]

Sprechweise 7.3.5. Ist R C S eine endlich erzeugte ganze Ringerweiterung, so
nennt man sie auch endlich bzw. man spricht von S als einer endlichen R-Algebra.
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Lemma 7.3.6. Es sei R C S eine ganze Erweiterung von K1-Ringen. Dann gilt

(i) Ist b C S ein Ideal, so ist R/(RNb) C S/b eine ganze Ringerweiterung.
(ii) Ist U C R ein multiplikatives Monoid, so ist U"*R C U~LS eine ganze
Ringerweiterung.

Beweis. Zu (i): Es sei s + b € S/b gegeben. Dann gibt es ein normiertes Polynom
f € R[T] mit f(s) = 0. Das durch f bestimmte Polynom f € R/(R N b)[T] liefert
die gesuchte Ganzheitsgleichung fiir s + b.

Zu (ii): Es sei ein Element s/r € U~1S gegeben. Dann erfiillt s eine Ganzheitsglei-
chung

sk—l—ak_lsk*l—i—...—i—als—i—ao =0

mit Elementen a; € R. Die gesuchte Ganzheitsgleichung fiir s/r ergibt sich durch
Multiplikation 1/7*:

S\F  ap_1 /s\F1 a1 s a
(—) + £ 1(—) ot oot = 0.
r r r r roor

O

Lemma 7.3.7. Es sei R C S eine endlich erzeugte ganze Erweiterung von Inte-
grititsringen. Dann ist Q(R) C Q(S) eine endlich erzeugte algebraische Kdrper-
erweiterung und somit von endlichem Grad.

Beweis. Es sei S = R[sy,...,$,] mit Elementen s; € S. Dann erhélt man fiir die
zugehorigen Quotientenkorper

Qs) = Q) (3. 3.

Jedes s; erfiillt eine Ganzheitsgleichung iiber R und somit ist s;/1 algebraisch iiber
Q(R). Nach Satz 4.1.2 (ii) ist Q(R) C Q(S) algebraisch und endlich. O

Lemma 7.3.8. Es sei S ein Integrititsring, und es sei R C S eine ganze Ringer-
weiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) R ist ein Korper.
(il) S ist ein Korper.

Beweis. Zu ,,(i)=-(ii)“. Es sei 0 # s € S gegeben. Wir miissen ein multiplikatives
Inverses finden. Dazu betrachten wir eine Ganzheitsgleichung

sk+ak,1sk_1+...+a15+ao = 0

mit minimalem k. Da S ein Integritétsring ist, muss dabei ag # 0 gelten. Also
entnehmen wir das Inverse zu s der Gleichung

fao_l(skflJrak,lsk*QJr...+a1)s = 1.

Zu ,(ii)=(1)“. Es sei 0 # r € R. Da S ein Korper ist, gibt es ein s € S mit sr = 1.
Fiir dieses s gilt eine Ganzheitsgleichung

sk —i—ak_lsk_l +...+a1s+ag = 0.
Damit erhalten wir s € R, denn Multiplizieren der Gleichung mit 7*~1 ergibt

S = —Qp_1— Qk_o" —...— aﬂ"ki? — aorkfl.
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Satz 7.3.9 (Going-Up-Theorem). Es sei R C S eine ganze Ringerweiterung. Dann
gilt:

(i) Zu jedem Primideal p C R gibt es ein Primideal ¢ C S mitp =qN R.
(ii) Zu jedem mazximalen Ideal m C R gibt es ein maximales Ideal n C S mit
m=nnNR.

Beweis. Es sei U := R\ p. Dies ist sowohl in R als auch in S ein multiplikatives
System, und wir haben ein kommutatives Diagramm

R c S

TH%la ﬁls»—)f

U'R ¢ U!'S

Nach Lemma 7.3.6 (ii) ist dabei U7'R C U~1S eine ganze Ringerweiterung. Wir
withlen ein beliebiges maximales Ideal b C U~1S und betrachten das Ideal a :=
U 'RNbin U7'R. Lemma 7.3.6 (i) liefert eine ganze Ringerweiterung

U'R/a C U'S/b.

Nach Lemma 7.3.8 ist U~!R/a ein Korper. Insbesondere muss a das maximale Ideal
des lokalen Ringes U™'R = R, sein, siche Satz 5.1.17. Weiter ist q := f~1(b) als
Urbild eines Primideales unter dem Ringhomomorphismus 5 wieder ein Primideal,
und es gilt
gNR = a (a) = p.

Es bleibt noch zu zeigen, dass q maximal ist, falls p dies ist. Dazu betrachten wir die
nach Lemma 7.3.6 (i) ganze Ringerweiterung R/p C S/q. Mit Lemma 7.3.8 sehen
wir, dass S/q ein Korper ist. Folglich muss q C S ein maximales Ideal sein. (]

Definition 7.3.10. Es sei R C S eine Ringerweiterung. Der ganze Abschluss von
R in S ist die Menge

R := {s€8S; sist ganz iiber R}.

Der Unterring R C S heisst ganz abgeschlossen in S, falls er mit seinem ganzen
Abschluss in S iibereinstimmt.

Satz 7.3.11. E sei R C S eine Ringerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss
R C S ein Unterring von S.

Beweis. Es seien Elemente s,s’ € R gegeben. Satz 7.3.3 besagt, dass dann R C
R]s, s'] eine ganze Ringerweiterung ist. Insbesondere sind s + s’ und ss’ ganz iiber
R und gehoren somit zu R. O

Definition 7.3.12. Ein Integrititsring R heifit normal, falls R ganz abgeschlossen
in seinem Quotientenkorper ist.

Satz 7.3.13. Jeder faktorielle Ring ist normal.

Beweis. Es sei R ein faktorieller Ring, und es sei p/q € Q(R) ganz iiber R. Wir
diirfen annehmen, dass p und ¢ keine gemeinsamen Primfaktoren besitzen. Es sei

p\" p\"! P
(—) —l—ak_l(—) +...+a1=+ta=0
q q q

eine Ganzheitsgleichung fiir p/q. Durch Multplikation dieser Gleichung mit q" er-

halten wir

k

"= —qlar—1p" " 4. A apg" T 4 apdt ).
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Mit anderen Worten ¢ teilt p*. Dann muss ¢ eine Einheit in R sein, und es ist
p/q € R. Folglich ist R ganz abgeschlossen in Q(R). O

Beispiel 7.3.14. (i) Z ist ein normaler Ring.
(ii) K[T1,...,T,] ist ein normaler Ring.
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Aufgaben zu Abschnitt 7.3.

Aufgabe 7.3.15. Es seien R C S und S C T ganze Ringerweiterungen. Zeige, dass dann
auch R C T eine ganze Ringerweiterung ist.

Aufgabe 7.3.16. Es seien R C S eine ganze Ringerweiterung, p C R ein Primideal und
P C S das von p in S erzeugte Ideal. Zeige: Es gilt p =B N R.

Aufgabe 7.3.17. Es sei X = V(Tf — T3) C K2. Zeige: Der Koordinatenring K[X] ist
nicht normal.
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7.4. Das Noethersche Normalisierungslemma.

Definition 7.4.1. Morphismus ¢: X — Y affiner Varietéiten heisst endlich, falls
O(X) ein endllich erzeugter Modul iiber ¢*(O(Y)) ist.

Beispiel 7.4.2. (i) Fiir jede affine Varietéit X ist die Identitdt idx: X — X
ein endlicher Morphismus.
(ii) Jede abgeschlossene Einbettung ¢: X — Y affiner Varietéten ist ein end-
licher Morphismus.
(iii) Die Abbildung K — K, z + 22 ist ein endlicher Morphismus.

Satz 7.4.3. Ist p: X — Y ein dominanter endlicher Morphismus irreduzibler affi-
ner Varietiten, so ist o*(K(Y)) C K(X) eine algebraische Kérpererweiterung von
endlichem Grad, und es gilt dim(X) = dim(Y").

Beweis. Da ¢ dominant ist, haben wir einen Isomorphismus von Algebren gefolgt
von einer endlichen Ringerweiterung, siehe Satz 7.2.9:

OY) —>¢"(0(Y)) ¢ O(X).
Ubergang zum Quotientenkorper macht daraus einen Korperisomorphismus gefolgt
von einer algebraischen Erweiterung endlichen Grades, siehe Lemma 7.3.7:

K(Y) —=>¢"(K(Y)) < K(X).
Das beweist die erste Aussage. Die Gleichheit der Dimensionen von X und Y ergibt
sich aus der Tatsache, dass ¢*(K(Y')) C K(X) algebraisch ist:

dim(Y) = trdegy(K(Y)) = trdegy (¢*(K(Y))) = trdegy(K(X)) = dim(X).
O

Satz 7.4.4. Es sei p: X — Y ein endlicher Morphsimus affiner Varietiten. Ist
A C X abgeschlossen, so ist auch das Bild p(A) CY abgeschlossen und die Fin-
schrinkung ola: A — o(A) ist ein endlicher Morphismus.

Beweis. Es sei B := @(A) der Abschluss des Bildes. Nach dem Einschriinkungs-
lemma 5.3.14 haben wir einen Morphismus 9 := ¢j4: A — B. Der zugehorige
Komorphismus ¢*: O(B) — O(A) passt in ein kommutatives Diagramm

ox) 2 G (O(Y)) ~—F——— O(Y)

S
>
=
>

=
1V}
ﬁ*
S
=
<
ﬁ*
=
=
S
=
=
=
=

0(4) 2 ¥ (O(B))

Da: A — B dominant ist, muss ¢¥*: O(B) — O(A) injektiv sein, siche Satz 7.2.9.
Wir zeigen nun, dass ¢: A — B endlich ist. Die Ringerweiterung “2” in der oberen
Zeile des Diagramms ist nach Voraussetzung endlich. Weiter gilt

¢*(Iy(B)) = {¢"(9); g€ Iv(B)}

= {gop; g€ OY), gpa) =0}
{fep™(OY)); fa=0}
= ¢ (0O))NIx(A).
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Damit ist nach Lemma 7.3.6 die Ringerweiterung “O” in der mittleren Zeile des
Diagramms endlich. Es folgt, dass ¢*(O(B)) € O(A) endlich ist. Alsoist ¢: A — B
ein endlicher Morphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢¥: A — B surjektiv ist. Dazu sei ein Punkt y € B gegeben.
Dann gilt

vTHy) = Va((¥'(my))).

Das Bild 9*(m,) ist ein maximales Ideal in ¥*(O(B)), da ¥* injektiv ist. Das
Going-Up-Theorem 7.3.9 liefert daher ein maximales Ideal m C O(A) mit

Pr(my) = ¢7(O(B)) N m.

Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz ist dieses Ideal von der Gestalt m = m, mit
einem = € A. Wegen (¢*(m,)) C m, erhalten wir z € ¢! (y). O

Folgerung 7.4.5. Es sei ¢: X — Y ein dominanter endlicher Morphismus affiner
Varietiten. Dann ist ¢ surjektiv, und es gilt dim(X) = dim(Y).

Beweis. Nach Satz 7.2.11 geniigt es zu zeigen, dass dim(X) < dim(Y) gilt. Wir
wihlen eine irreduzible Komponente X’ C X von maximaler Dimension, d.h., mit
dim(X’) = dim(X). Als Bild eines irreduziblen Raumes unter einer stetigen Abbil-
dung ist Y’ := ¢(X’) irreduzibel. Nach Satz 7.4.4 ist ¢|x/: X’ — Y ein endlicher
Morphismus affiner Varietaten. Mit Satz 7.4.3 folgt

dim(X) = dim(X’) = dim(Y”").

Fiir die abgeschlossene Untervarietiit Y’ C Y erhalten wir schlielich mit Satz 7.1.9,
dass dim(Y’) < dim(Y) gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Folgerung 7.4.6. Es sei p: X — Y ein endlicher Morphismus affiner Varietdten,
und es seien A’ C A C X abgeschlossene Teilmengen. Ist A irreduzibel, so gilt

p(A) # o(A).

Beweis. Nach Satz 7.4.4 sind die beiden Einschrénkungen ¢|a: A" — ¢(A’) und
vla: A — p(A) dominante endliche Morphismen. Satz 7.4.5 liefert

dim(A’) = dim(p(A")), dim(A) = dim(p(A4)).

Nach dem Identitétssatz 7.1.10 gilt dim(A4’) < dim(A). Also gilt dim(p(A’)) <
dim(p(A)). Das beweist die Behauptung. O

Folgerung 7.4.7. Es sei p: X — Y ein endlicher Morphismus affiner Varietdten.
Dann ist jede Faser p~'(y) hichstens endlich.

Beweis. Es sei y € Y gegeben. Ist die Faser ¢ ~!(y) nicht leer, so kénnen wir sie in
irreduzible Komponenten Aq,..., A, zerlegen. Fiir jedes i wihlen wir einen Punkt
a; € A; und erhalten mit Satz 7.4.6, dass A; = {a;} gelten muss. O

Sprechweise 7.4.8. Es sei 1: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen. Ist S
ein endlich erzeugter ¢(R)-Modul, so nennt man ¢: R — S auch einen endlichen
Homomorphismus.

Satz 7.4.9 (Noethersches Normalisierungslemma). Ist R eine endlich erzeugte K-
Algebra, so gibt es einen endlichen Monomorphismus K[T,...,Tq] — R.

Folgerung 7.4.10 (Noethersches Normalisierungslemma, Version II). Ist X eine
affine Varitit, so gibt es einen endlichen surjektiven Morphismus X — K¢,
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Beweis. Es sei K[T4,...,Ty) — O(X) wie in Satz 7.4.9. Dann ist der zugehorige
Morphismus X — K? endlich, dominant, und somit auch surjektiv. Weiter gilt

d = dim(X). 0
Lemma 7.4.11. Es sei f € K[T1,...,T,] ein Polynom vom Grad d. Dann gibt es
einen Automorphismus o: K[T1,...,T,] — K[T1,...,T,], von K-Algebren, sodass
d—1
o(f) = eI + > hi(Ty,....,Tn )T}
i=0

gilt mit ¢ € K* und Polynomen hg, ... hq—1 € K[T1,...,Th—1]. Man kann o dabei
als Komorphismus einer invertierbaren linearen Abbildung K™ — K™ wdhlen.

Beweis. Es sei f = fq+ ...+ fo die Zerlegung in homogene Polynome f; vom
Grad ¢. Wir betrachten das Leitpolynom f; und schreiben es als

d
fa = > fa;T]
=0

mit Polynomen fq,; € K[T1,...,T,—1], welche dann homogen vom Grad d — j sind.
Mindestens eines davon ist nicht trivial, und folglich ist

d
ho= Y fa; € K[Ty,..., Ty 1]

=0

nicht trivial. Wir wéhlen nun o = (aq,...,a,—1) € K" mit h(a) # 0 und defi-
nieren einen Algebrenautomorphismus durch

T+ o; T, firl<i<n-—1,

O'ZK[Tl,...,Tn] — K[Tl,...,Tn], Tz — .
T, fiir i = n.

Die Wohldefiniertheit ergibt sich direkt aus der universellen Eigenschaft des Poly-
nomrings, und die Bijektivitit sieht man durch Angabe der Umkehrabbildung:

T —o;T, firl<i<n-—1,

K[Ty,...,T] = K[Ty,...,T,)], T, — )
T, fiir i = n.

Der Automorphismus o bildet homogene Polynome in homogene Polynome ab, und
somit erhalten wir fiir das Bild von f unter o:

d
o(fla = o(fa) = o E:ﬁuﬂ{ :ZE:UUEﬁﬂ$
i=0 j

d
Jj=0

Indem man jedes f4; als Linearkombination von Monomen schreibt, welche dann
wie fg,; homogen vom Grad d — j sind, erhélt man durch explizite Rechnung eine
Darstellung

O‘(fd,j)(Tl,...,Tn) = fd,j(T1+CY1Tn,---;Tn—1+an—1Tn)
d—j—1
fd,j(al,...,an_l)Tfllij—l— Z hd,j7k(T1,...,Tn_1)T,ff.
k=0
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mit geeigneten hq ;i € K[T1,...,T,—1]. Aufsummieren iiber j ergibt fiir das Leit-
polynom von o(f) eine Darstellung:
d d—1
o(f)a = | D fajlor,..ooma) | T8 + Y haj(Th,..., Tu1)T)
j=0 j=0
d—1
= W) + > haj(Th,..., Tn1)T]
j=0

mit geeigneten hq; € K[T1,...,T,—1]. Geht man damit in die Zerlegung o(f) =
o(f)a+...4+0c(f)o, so ergibt sich die gewiinschte Darstellung fiir o(f). O

Lemma 7.4.12. Es seien S ein Integrititsring und f = cgT%+...c;T +co € S[T]
ein Polynom mit cqg € S*. Dann gilt:

(i) Jedes Polynom g € S[T] besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung
g = qf +nh, mit q,h € S[T], deg(h) < d = deg(f).

(ii) Man hat einen kanonischen Isomorphismus von S-Moduln
d—1 .
sd 5 S[T)/(f), (50s---58a-1) = >_sT° + (f).
i=0

Beweis. Die Voraussetzung cq € R* ermdglicht Polynomdivision mit Rest durch f,
wie man sie iiber Kérpern kennt. Damit erhélt man die erste Aussage. Die zweite
Aussage ist eine einfache Folgerung. O

Lemma 7.4.13. Es seien R—-> R —'> R" Ringhomomorphismen. Sind 1
und j endlich, so ist auch 10y endlich.

Beweis. Es sei R” iiber «(R’) erzeugt durch r{,...,r, und es sei R’ iiber j(R)

y'n?
erzeugt durch 77,...,7;,. Dann ist R” iiber 1(3(R)) erzeugt durch o(r})r/, wobei
1<i<m,1<j<n. O

Beweis von Satz 7.4.9. Da R eine endlich erzeugte K-Algebra ist, gibt es einen Epi-
morphismus 19 : K[T1,...,T},] — R. Insbesondere ist R dann ein endlicher Modul
iiber Bild(zg). Ist 2o injektiv, so besitzt es bereits die gewiinschten Eigenschaften.

Betrachten wir nun den Fall, dass ¢p nicht injektiv ist. Wir wéhlen ein f € Kern(z)
und dazu einen Automorphismus ¢ wie in Lemma 7.4.11. Dann erhalten wir ein
kommutatives Diagramm von K-Algebrenhomomorphismen

K[Ti, ..., Toor] ——>K[T1,...,Tp] — 2 = K[T,...,Tn] >R

T |

KTy, T /(o () == K[T1, ..., Tul/{f)

Dann ist 7 offensichtlich endlich, und eine Anwendung von Lemma 7.4.12, auf
o(f) und S = K[T1,...,Tn_1], zeigt, dass j endlich ist. Also ist die Komposition
1: K[Th,...,T,—1] — R der Homomorphismen der oberen Zeile endlich, siehe Lem-
ma 7.4.13.

Ist 41 injektiv, so besitzt es die gewiinschten Eigenschaften. Andernfalls iterieren
wir das Verfahren, und erhalten auf diese Weise endliche Algebrenhomomorphismen
1w K[Th, ..., T—k] — R. Spéitestens bei k = n erhalten wir damit das gesuchte
injektive 2. O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.4.
Aufgabe 7.4.14. Welche der folgenden Morphismen sind endlich (jeweils begriinden):

(i) K=K, z+— 2", wobei n € Z~o,

Aufgabe 7.4.15.

(i) Zeige: Die Inklusion K* — K, z — z ist kein endlicher Morphismus.
(ii) Zeige: Der Morphismus K \ {1} — K, z ~ 2? ist abgeschlossen, besitzt endliche
Fasern, ist aber nicht endlich.
(iii) Verwende das Verfahren aus dem Beweis von 7.4.9 um einen endlichen Morphis-
mus K* — K anzugeben.

Aufgabe 7.4.16. Es sei ¢: X — Y ein endlicher Morphismus irreduzibler affiner Va-
rietéiten. Zeige: Es gilt dim(X) < dim(Y’), und im Falle gleicher Dimensionen ist ¢ bereits

surjektiv.
Aufgabe 7.4.17. Zeige: Die elementarsymmetrischen Funktionen o1, ...,0, in n Varia-
blen definieren einen endlichen Morphismus

K" — K", z = (01(2),...,00(2)).

Aufgabe 7.4.18. Es seien X eine affine Varietéit, G eine endliche Gruppe und Gx X — X
eine Wirkung, sodass jedes Ty: X — X,z +— g-x ein Morphismus ist. Betrachte den
Invariantenring

O(X)Y = {f € O(X); g-f = f fiir alle g € G},
wobei g-f definiert ist iiber g-f(z) := f(g™'-z). Beweise folgende Aussagen:

(i) O(X)Y C O(X) ist eine ganze Ringerweiterung. Hinweis: Betrachte Erzeugende
fiy...y fr fiir O(X) und die Polynome

[[T-gr) e ox)¢m.
geG
(ii) Der Invariantenring O(X)“ ist eine endlich erzeugte K-Algebra. Hinweis: Satz
von Artin und Tate.
(iii) Die Inklusion O(X)¢ C O(X) definiert einen endlichen surjektiven Morphismus
7: X = Y mit Y := Spec(O(X)%).
(iv) Die Fasern von 7 sind genau die G-Bahnen in X, d.h., fiir jede Faser X, :=
77 (y) von m: X — Y gilt X, = G-z mit einem z € X,.
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7.5. Krulldimension und Krullscher Hauptidealsatz.

Definition 7.5.1. Die Krulldimension eines topologischen Raumes X ist das Su-
premum iiber alle r € Z>(, die eine echt aufsteigende Kette Xo C ... C X, irredu-
zibler abgeschlossener Teilmengen () # X; C X erlauben.

Satz 7.5.2. FEs sei X eine affine Varietdt. Dann ist die Dimension von X gleich
der Krulldimension des topologischen Raumes X .

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Krulldimension von X durch dim(X) be-
schrankt ist. Dazu sei Xo C ... € X, eine Kette irreduzibler abgeschlossener Teil-
mengen X; C X. Nach Satz 7.1.9 gilt dim(X;) < dim(X), und nach dem Iden-
titdtssatz 7.1.10 muss dim(X;) < dim(X;41) gelten. Das impliziert » < dim(X).

Wir zeigen nun, dass dim(X) durch die Krulldimension von X beschriankt ist. Im
Fall X = K" ist dies einfach: Man hat hier die Kette {0} C K C K* C ... C K".
Folglich hat die Krulldimension von K™ mindestens den Wert n = dim(K").

Ist X eine beliebige affine Varietéit, so gibt es nach dem Noetherschen Norma-
lisierungslemma 7.4.10 einen surjektiven endlichen Morphismus ¢: X — K" mit
n = dim(X).

Es sei X,, € X eine n-dimensionale irreduzible Komponente. Satz 7.4.4 liefert einen
endlichen Morphismus

On = Qx,: Xn — K™

auf die abgeschlossene Menge Y;, := ¢,(X,) C K”. Nach Bemerkung 7.4.3 gilt
dim(Y;,) = n. Folglich liefert der Identitdtssatz 7.1.10, dass Y,, = K" gilt.

Wir betrachten K"~! C K”. Da die Einschrinkung von ¢,, auf ¢, *(K"~!) endlich
und surjektiv ist, besitzt ¢;, ! (K"~1) nach 7.4.5 die Dimension n — 1. Insbesondere
gibt es eine n — 1-dimensionale irreduzible Komponente X,,_; C ¢, 1(K"™1). Es
gilt X;,—1 € X,,, und man erhélt einen endlichen surjektiven Morphismus

On—1:= Pn|Xp_,: Xn-1 — K1

Ebenso finden wir ein (n — 2)-dimensionales irrebuzibles X,,_o C X,,_1, und so
fort. Dies fiihrt schlieflich zu einer echt aufsteigende Kette Xo C ... C X,,—1 € X,
irreduzibler abgeschlossener Mengen X; C X. Es folgt, dass n = dim(X) kleiner

gleich der Krulldimension von X ist. (I

Satz 7.5.3 (Krullscher Hauptidealsatz). Es sei X eine n-dimensionale irreduzi-
ble affine Varietit, und es sei f € O(X) mit O # Vx(f) # X. Dann ist Vx(f)
rein (n — 1)-dimensional, d.h., jede irreduzible Komponente von Vx(f) besitzt die
Dimension n — 1.

Folgerung 7.5.4. Es sei X eine irreduzible affine Varietdt, und es seien f1,..., f, €
O(X) mit O # Vx(fi,...,fr) gegeben. Dann besitzt jede irreduzible Komponente
von Vx(fi,..., fr) mindestens die Dimension dim(X) —r.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber r. Der Fall » = 1 ergibt
sich mit Satz 7.5.3. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir X' := Vx (f1,..., fr—1).
Offenbar gilt

VX(flv"'afT) = VX/(fT‘X/)'
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Ist eine irreduzible Komponente Y C Vx(f1,..., fr) gegeben, so wihlen wir eine
irreduzible Komponente Y/ C X’ mit Y C Y”’. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
dim(Y”) > dim(X) — r + 1. Mit Satz 7.5.3 ergibt sich daher
dim(Y) = dim(Vy(fry/)) > dim(X) —r.
O

Folgerung 7.5.5. Es sei X eine irreduzible affine Varietit der Dimension n, und
es sei x € X. Dann gibt es eine echt aufsteigende Kette {z} C X; € ... C X,, mit
irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen X; C X.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n = dim(X). Der Fall n =0
ist trivial. Fiir den Induktionsschritt setzen wir X, := X und wihlen wir ein
nicht triviales f € O(X,,) mit f(z) = 0. Nach Satz 7.5.3 besitzt Vx(f) dann eine
irreduzible Komponente X,,_; der Dimension n—1 mit € X,,_1. Auf diese wenden
wir die Induktionsvoraussetzung an und erhalten die gewiinschte Kette. 0

Satz 7.5.6. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung.

(i) Jedes Element a € L definiert eine lineare Abbildung von K- Vektorrdiumen:
o' L — 1L, v o= av.

(ii) Das Minimalpolynom f, € K[T| des Elements a € L. und das Minimalpo-
lynom des Endomorphismus pg: L — L stimmen dberein.

(iii) Das charakteristische Polynom g, des Endomorphismus pe: L — L ist
eine Potenz seines Minimalpolynoms

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Fiir Aussage (ii) vermerken wir zuniichst,
dass man fiir jedes v € L und jedes f = Y b, 7" € K[T] erhilt:

= Zbiﬂfz(”) = Zbiaiv = f(a)v.

Insbesondere gilt genau dann f(u,) = 0, wenn f(a) = 0 gilt. Das impliziert die
Gleichheit der beiden Minimalpolynome.
Zu (iii). Wir betrachten den Zwischenkorper K C K(a) C L. Es gilt [K(a) : K] =
deg(f.), und man hat eine Zerlegung

[L:K(a)]

D v
i=1

mit K(a)-Untervektorrdumen V; = K(a). Wegen a € K(a) gilt 1, (V;
charakteristische Polynom g; von ji4|y, besitzt den Grad dimg(V;) =
man hat

i) = Vi. Das
de (f) und

[L:K(a)]
Ga = H Gi-
i=1
Wir zeigen nun g; = f,. Aus Gradgriinden geniigt es, zu zeigen, dass f, ein Teiler
von g; ist. Dies folgt aus der Irreduzibilitéit von f, und der Tatsache, dass fiir jedes
v eV gilt
gl = gi(pa)(®) = gilita)(®) = 0.
O

Definition 7.5.7. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Die Norm des
Elements a € L iiber K ist definiert als

N(a) = det(pa)-
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Bemerkung 7.5.8. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung.

(i) Fiir jedes Element a € K gilt N(a) = al“K.

(ii) Fiir je zwei Elemente a,a’ € L gilt N(aa’) = N(a)N(a’).

1) Fir jedes Element a € L gilt g, = 4+ (= : a).
iii) Fiir jedes El L gilt go(T) = 7K 1)Ky

Satz 7.5.9. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkorper K := Q(R). Weiter
seien K C L eine Korpererweiterung und a € L ein algebraisches Element mit
Minimalpolynom f, € K[T] iber K. Ist a € . ganz diber R, so gilt f, € R[T).

Beweis. Wir wihlen einen algebraischen Abschluss K C K mit a € K. Dann zerfillt
das Minimalpolynom f, € K[T] iiber K in Linearfaktoren:

fo = (T—ay) (T —ayn), wobei a; € K, a1 = a.

Wir zeigen, dass mit a; auch as,...,a, ganz iiber R sind. Dazu sei 0 # f € R[T
ein normiertes Polynom mit f(a;) = 0. Dann gilt f = hf, mit einem h € K[T]. Das
impliziert f(a;) =0 fiir jedes i = 2,...,n.

Da ay,...,a, € K ganz iiber R sind, und die iiber R ganzen Elemente einen Un-
terring von K bilden, ergibt sich, dass die Koeffizienten von f, ebenfalls ganz iiber
R sind. Da sie zudem in K liegen und R normal ist, folgt f, € R[T]. O

Folgerung 7.5.10. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkdrper K := Q(R),
und es sei K C I eine endliche Korpererweiterung. Ist a € I ganz tiber R, so gilt
Ja € R[T]; insbesondere hat man dann N(a) € R.

Beweis von Satz 7.5.3. Essel Y C Vx(f) eine irreduzible Komponente. Wir fithren
das Problem zuniichst auf den Fall Y = Vx(f) zuriick. Dazu seien Yi,...,Y,
die verbleibenden irreduziblen Komponenten von Vx (f). Wir betrachten die ab-
geschlosssene Menge

A = Um C X.
i=1
Dann gilt Y & Vx(Ix(A)). Folglich gibt es ein h € Ix(A), sodass hjy nicht die
Nullfunktion auf Y ist. Fiir die Lokalisierungen von X und Y nach h bzw. h)y
erhalten wir

VXh (fIXh) = Yh\y .
Insbesondere ist die Nullstellenmenge von f|y, als offene Teilmenge von Y wieder
irreduzibel. Wegen dim(X}) = dim(X) und dim(Y},) = dim(Y) geniigt es die
Aussage des Satzes fiir Xj, und fx, zu zeigen. Mit anderen Worten: Wir diirfen
von vorneherein annehmen, dass Y := Vx (f) irreduzibel ist.

Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma 7.4.10 gibt es einen surjektiven
endlichen Morphismus ¢: X — K". Das Bild ¢(Y) ist abgeschlossen in K", und
die Einschrinkung ¢ly : Y — ¢(Y) ist ein endlicher Morphismus, siehe Satz 7.4.4.

Nach Satz 7.4.5 gilt dim(Y") = dim(¢(Y")). Wir miissen also zeigen, dass ¢(Y") die
Dimension n — 1 besitzt. Nach Satz 7.1.13 haben wir dafiir lediglich zu zeigen, dass
©(Y) =V (h) mit einem h € K[Ty,...,T,] gilt.

Wir verwenden dazu unsere algebraischen Vorbereitungen. Der Komorphismus ¢*
ist injektiv, und er definiert eine ganze Ringerweiterung
R:=¢"(K[T,...,T,]) € O(X),

wobei R als faktorieller Ring normal ist. Wir betrachten die zugehorige Korperer-
weiterung Q(R) C K(X). Nach Lemma 7.3.7 ist diese Korpererweiterung endlich-
dimensional und somit algebraisch.
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Es sei TF + ax_ 1T ' 4+ ... 4+ a1T + ag das Minimalpolynom von f € K(X) iiber
Q(R). Nach Satz 7.5.9 liegen alle Koeffizienten a; in R C O(X), und die Norm
N(f) ist nach Bemerkungen 7.5.6 (iii) sowie 7.5.8 (iii) bis auf den Faktor +1 eine
Potenz von ag.

Wir zeigen nun, dass Ix(Y) N R im wesentlichen durch die Norm N(f) definiert
wird; genauer verifizieren wir in O(X) die Gleichung
(7.5.10.1) Ix(Y) n R = +/{ao) N R.
Zur Inklusion ,, 0“. Wegen aq, . ..,a;—1 € O(X) erhalten wir in O(X) die folgende
Gleichung

fFyapfft+.  +af+a = 0.

Schrinkt man diese Gleichung auf Y = Vx (f) ein, so ergibt sich ag € Ix(Y). Damit
erhéilt man die gewiinschte Inklusion.

Zum Nachweis von ,C“ sei g € Ix(Y) N R gegeben. Nach dem Hilbertschen Null-
stellensatz gilt g' € (f) fiir ein [ € N. Wir haben also eine Darstellung g = ¢ f mit
einem ¢’ € O(X). Um g € y/(ag) zu erhalten, wenden wir die Norm darauf an:

gEXRBL = N(gh) = N(¢)N(f) € (ao).

Nun ist ap € R von der Gestalt ag = ¢*(h) mit einem Polynom h € K[T7,...,T,].
Mit Satz 7.2.2 und der eben nachgewiesenen Gleichung 7.5.10.1 erhalten wir

e(Y) = V(") ' (Ix(Y)))
= W((@) 'Ix(Y)NR))
= W((#) '(V{a)))
= WV (¥*)"*((a0)))
— Vi (h).

Man beachte, dass fiir die letzte Gleichung (¢*)~!(ag) = {h} benétigt wird, was
wegen der Injektivitdt von ¢* jedoch gegeben ist. O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.5.

Aufgabe 7.5.11. Es sei X ein topologischer Raum, und es sei Y C X ein Teilraum.
Zeige, dass die Krulldimension von Y durch die von X beschrankt ist.

Aufgabe 7.5.12. Betrachte die affine Varietit X := V(T3 —ThTs, Ty +T5 —2Th T5) C K?
und beweise folgende Aussagen:

(i) X ist irreduzibel in eindimensional.
(ii) Das Verschwindungsideal I(X) C K[T},T%, T3] kann nicht durch zwei Elemente
erzeugt werden.
(iii) Die affine Varietdit X erlaubt keine abgeschlossene Einbettung in den K2.
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8. GEOMETRIE AFFINER VARIETATEN IT*

8.1. Morphismen IT*.
Beispiel 8.1.1. Wir betrachten den Morphismus ¢: K? — K2, (2,w) — (2, zw).

Bild und Fasern dieses Morphismus sind gegeben durch
p(K?) = {(0,0} U {(u,v); u#0}
{(u,v/u)} u#0,
o M u,v) = {0} xK u=0=v,
0 u=0%#v.

Das Bild (IK?) ist nicht lokal abgeschlossen in K2, enthélt aber die offene Teilmenge
K* x K. Weiter beobachten beim Ubergang z — 0 einen Dimensionssprung der Faser

¢~ (2, w)).
Satz 8.1.2. Es seien ¢: X — Y ein dominanter Morphismus irreduzibler affiner
Varietiten und d := dim(X ) — dim(Y"). Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

> Xo——F S Vyx K¢

\\A

wobei Yo C Y eine nichtleere offene Menge ist, Xo := ¢~ *(Yp) gilt und rx: Xo —
Yy x K? ein surjektiver endlicher Morphismus ist.

Satz 8.1.3. FEs seien k C L und . C K Korpererweiterungen. Dann gilt
trdeg,(K) = trdeg,(L) + trdeg; (K).

Beweis. Wir wiahlen Transzendenzbasen A C L fir k C L und B C K fir L C K
und zeigen, dass AU B eine Transzendenzbasis fiir k& C K ist. Man beachte, dass A
und B disjunkt sind. Abkiirzend schreiben wir

a:=(ay,...,an), b:=(b1,....by), T:=(T1,...,T,), S:=(S1,...,5m).

Zum Nachweis der algebraischen Unabhéngigkeit von AU B iiber k seien paarweise
verschiedene ay,...,a, € Aund by, ..., b, € Bsowieein f € k[T, S] mit f(a,b) =0
gegeben. Sortieren nach den Variablen S ergibt eine Darstellung

f=> guT)S"  mit g, € k[T).

Dabei ist b Nullstelle des Polynoms )" g,(a)S* € L[S]. Wegen der algebraischen
Unabhingigkeit von B iiber L muss somit g,(a) = 0 fiir alle ;¢ gelten. Die algebrai-
sche Unabhéngigkeit von A tiber k liefert g, = 0 fiir alle u. Es folgt f = 0.

Um zu zeigen, dass A U B eine Transzendenzbasis fiir £ C K ist, geniigt es zu
verifizieren, dass jedes ¢ € K algebraisch iiber k(A U B) ist, siche Lemma 4.1.14.
Da LL(by,...,bn) C K algebraisch ist, besitzt ¢ ein Minimalpolynom

= Zﬁsz mit 8; € L(bl,,bm)

Die Koeffizienten §; sind von der Gestalt > £;, 0"/ > vj,b" mit By, vj, € L. Da
k(a1,...,an) C L algebraisch ist, sind alle 3;,, v;, algebraisch iiber k(a1,...,an).
Nach Satz 4.1.2 haben wir deshalb algebraische Erweiterungen
k(ala"'aan;bla"'7bm) g k(ala---7anab1;"'abm56iua’}/ju)
g k(al,...,an,bl,...,bm,ﬂw,'yj#,c).
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Insbesondere ist jedes Element ¢ € K algebraisch iiber k(aq, ..., an,b1,...,by) und
somit ist {a1,...,an,b1,...,by} eine Transzendenzbasis fiir k C K. ]

Beweis von Satz 8.1.2. Der Komorphismus von ¢: X — Y bettet O(Y) mono-
morph nach O(X) und K(Y) monomorph nach K(X) ein. Wir haben folgende
Beziehungen

S=g(0) < O(x)
L := ¢*(K(Y)) c L-O(X)=:R ¢ K(X)

Man beachte, dass R eine endlich erzeugte L-Algebra ist: Sind f1, . . ., f, Erzeugende
der K-Algebra O(X), so erzeugen fi,..., f, auch R als L-Algebra.

Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma 7.4.9 gibt es einen endlichen Mo-
nomorphismus

v L[Th,...,Td) — R, T = gi.
Dabei ist d tatséichlich die Differenz der Dimensionen, d = dim(X) — dim(Y"), denn
mit Satz 8.1.3 erhalten wir
d = trdegy (L(Ty,...
= trdegy(Q(R))
= trdegy (K(X))
= trdegg (K(X)) — trdegg (K(Y))
= dim(X) — dim(Y").
Jedes ¢g; = +(T;) ist von der Gestalt g; = a;b; mit a; € L und b; € O(X). Nach

Multiplikation mit dem Hauptnenner der a; darf man man g; € O(X) annehmen.
Man erhélt also ein kommutatives Diagramm

Ta))

L[T1,..., Ty ———~R
) )
S[Ty, ..., Ty ———= O(X)

Die untere Zeile stellt a priori keine endliche Ringerweiterung dar. Um dies zu
erreichen, muss man geeignet lokalisieren. Es seien dazu hq, ..., hs Erzeugende der
S-Algebra O(X). Dann geniigt jedes h; einer Ganzheitsgleichung

R 4 @iy BT 4 aihy + aio = 0, aij € Llg1,..., 94
Bezeichnet f € S den Hauptnenner aller Koeffizienten der a;; € Ligi,..., g4 =
L[Ty,...,Tq], so erfiillt jedes h; die obige Ganzheitsgleichung sogar iiber Sy. Mit
g:= (¢*)71(f) € O(Y) erhilt man also ein kommutatives Diagramm

> ai®bi—=37 0" (ai)bi

O(Y)g ®KK[T1,...,Td] Sf[Tl,...,Td] ! O(X)f

Die Komposition 7 der Abbildungen aus der oberen Reihe ist ein endlicher Mono-
morphismus von K-Algebren. Mit Yy := Y, und X, := Xy = ¢~ 1(Yp) hat der zu )
gehorige Morphismus x: Xg — Yy x K? die gewiinschten Eigenschaften. (]
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Folgerung 8.1.4. Ist p: X — Y ein dominanter Morphismus irreduzibler affiner
Varietiten, so gibt es eine nichtleere offene Teilmenge Yo CY mit Yy C o(X).

Satz 8.1.5. Es seien ¢: X — Y ein dominanter Morphismus irreduzibler affiner
Varietiten und d := dim(X) — dim(Y").

(i) Isty € p(X) ein beliebiger Punkt und X, := ¢~ (y) die zugehérige Faser,
s0 besitzt jede irreduzible Komponente von X, mindestens die Dimensi-
on d.

(ii) Es gibt eine nichtleere offene Teilmenge Yy C Y, sodass fiir jeden Punkt
y € Yy die Faser X, := ¢~ (y) rein d-dimensional ist.

Beweis. Zu (i). Nach dem noetherschen Normalisierungslemma gibt es einen endli-
chen Morphismus ¢: Y — K™, wobei m = dim(Y’). Wir betrachten z := ¢ (y), und
erhalten fiir die Fasern

T

wil(z) = {yla s ayT}a (1/1 © @)71(2) = 9071(1#71(2)) = |_| 9071(%')-
i=1
Es gilt y = y; flir ein ¢, und wegen der zweiten Identitét sind die irreduziblen Kom-
ponenten der Faser ¢~ !(y) auch irreduzible Komponenten der Faser ¢~ 1(¢y~1(2)).
Fiir letztere gilt

(p_l(w_l(z)) = VX(fla - '7fm)’

wobel f; := (¢ 0 ¢)*(T; — z;). Nach Folgerung 7.5.4 besitzt jede irreduzible Kom-
ponente von ¢~ (1)~1(z)) mindestens die Dimension d = dim(X) — m.

Zu (ii). Es seien Yy C Y und k: Xo — Yy x K% wie in Satz 8.1.2. Dann erhélt man
fiir jedes y € Yj einen endlichen Morphismus von der Faser X, := ¢~ !(y) auf K%

Xy—n>{y}><Kdg—>Kd.

Nach Satz 7.4.5 gilt dim(X,) = d. Also liefert die bereits bewiesene Aussage (i),
dass jede irreduzible Komponente von X, die Dimension d besitzt. O

Folgerung 8.1.6. Es seien X und Y affine Varietiten. Dann gilt dim(X x Y) =
dim(X) 4 dim(Y").

Definition 8.1.7. Es seien X eine affine Varietdt, A C X eine abgeschlossene

Teilmenge mit den irreduziblen Komponenten Ai,...,A,. Die lokale Dimension
von A in einem Punkt z € A ist
dim,(4) = max dim(A4;).
TEA;

Satz 8.1.8 (Halbstetigkeit der Faserdimension). Es sei ¢: X — Y ein Morphis-
mus affiner Varietiten. Dann erhdlt man fir jedes | € Z>q eine abgeschlossene
Teilmenge in X, ndmlich

Al(p) == {z € X; dimy (¢~ (p(x)) > 1}

Beweis. Es seien X1,..., X, die irreduziblen Komponenten von X. Dann erhalten
wir

Aip) = Ailgx,)U...UA(px,)

Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber m := dim(Y’). Fiir m = 0 ergibt sich
die Aussage aus der obigen Gleichung: A;(p) ist dann genau die Vereinigung aller
irreduziblen Komponenten X; mit dim(X;) > [.
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Zum Induktionsschritt. Nach obiger Gleichung, geniigt es, die Aussage fiir irredu-
zibles X zu beweisen. Weiter darf man Y durch ¢(X) ersetzen, d.h., wir diirfen
annehmen, dass ¢ dominant ist und Y irreduzibel ist.

Nach Satz 8.1.5 (i) ist nur fiir > dim(X) —dim(Y") etwas zu zeigen. In diesem Fall
erhalten wir mit den Teilmengen Yy C Y und Xy C X aus Satz 8.1.5 (ii):

Al(p) € X' = X\ Xo, o(A1(9)) C Y == Y \Yo.

Wir erhalten also die Abgeschlossenheit von A;(¢) durch Anwenden der Indukti-
onsvoraussetzung auf die Einschriankung ¢ x.: X' — Y’ O

Definition 8.1.9. Es sei X ein topologischer Raum.

(i) Eine Teilmenge W C X heisst lokal abgeschlossen, falls W = U N A mit
einer offenen Menge U C X und einer abgeschlossenen Menge A C X gilt.

(ii) Eine Teilmenge W C X heisst konstruierbar, falls sie eine endliche Verei-
nigung lokal abgeschlossener Teilmengen ist.

Bemerkung 8.1.10. Es sei X ein topologischer Raum. Ist A C X eine dichte
konstruierbare Menge, so gibt es eine nichtleere offene Menge U C X mit U C A.

Beispiel 8.1.11. (i) Die Menge K* x {0} ist zwar lokal abgeschlossen in K2,
ist jedoch weder offen noch abgeschlossen in K2.
(ii) Die Menge (K*)? U {(0,0)} ist konstruierbar in K2, ist jedoch nicht lokal
abgeschlossen in K2.

Satz 8.1.12. FEs sei p: X — Y ein Morphismus affiner Varietiten. Ist W C X
konstruierbar, so ist das Bild o(W) CY wieder konstruierbar.

Beweis. Indem wir X durch geeignete Hauptmengen X {iberdecken, erreichen wir,
dass W eine Vereinigung von Mengen W; C W N X ist, die jeweils abgeschlossen
in den affinen Varietéten X liegen und somit wieder affine Varietéten sind. Es gilt

eW) = [Jeow, (Wy).

Es geniigt also, die Aussage fiir W = X zu beweisen. Dies geschieht durch Induktion
iiber n := dim(X). Gilt n = 0, so ist X eine endliche Menge. Also ist auch das Bild
©(X) endlich und somit konstruierbar.

Zum Induktionsschritt. Sind X7,..., X, die irreduziblen Komponenten von X, so
erhalten wir eine Zerlegung
p(X) = @(X1)U...Up(Xy).

Es geniigt also, die Aussage fiir irreduzibles X zu beweisen. Dafiir diirfen wir weiter
annehmen, dass ¢: X — Y dominant ist, und Y irreduzibel ist.

Nun wéhlen wir Teilmengen Yy C Y und Xy C X wie in Satz 8.1.2. Mit X’ := X\ X,
erhalten wir dann
P(X) = Yo U p(X).

Es reicht daher zu zeigen, dass ¢(X”) konstruierbar ist. Das ergibt sich jedoch durch
Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf die Einschrinkung ¢|x/: X' =Y. 0O
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Aufgaben zu Abschnitt 8.1.
Aufgabe 8.1.13. Es seien X = V(2122 — 2324) CC* und Y := V' (21, 23) C X. Zeige:

(i) X ist irreduzibel, und es gilt dim(X) = 3.

(ii) Y ist irreduzibel, und es gilt dim(Y") = 2.

(iii) Es gibt kein f € O(X) mit Y = Vx(f).
Aufgabe 8.1.14. Betrachte die affinen Variatiten X := V(2123 + 2024 + 25 — 1) C K®
sowie Y := K* und den Morphismus

p: X =Y, (21,22, 23, 24, 25) — (21,22, 2325, 2425).

Zeige, dass die Menge Y7 = {y € Y; dim(p~'(y)) > 1} nicht abgeschlossen in Y ist.
Hinweis: Betrachte (0,0,0,0) € Y.
Aufgabe 8.1.15. Es sei X ein topologischer Raum. Beweise folgende Aussagen:

(i) Sind A,B C X konstruierbar, so sind auch die folgenden Teilmengen von X
konstruierbar:
ANB, AU B, A\ B.
(ii) Ist A C X eine dichte konstruierbare Menge, so gibt es eine nichtleere offene
Menge U C X mit U C A.

Aufgabe 8.1.16. Gib ein Beispiel eines surjektiven Morphismus ¢: X — Y irreduzibler
affiner Variedten, der offen, aber nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe 8.1.17. Betrachte die affinen Varietiiten X := K* und Y := V(T2 Ty — TxT3) C
K*. Zeige, dass der folgende Morphismus surjektiv und weder offen noch abgeschlossen ist:
v X = Y, z > (2122, 2124, 2223, 237%4).

Aufgabe 8.1.18. Gib ein Beispiel eines Morphismus ¢ : C> — C mit genau n reduziblen
Fasern.

Aufgabe 8.1.19. Betrachte X := V(T22 — T2, ThTy — 1) C K*und o: X - K, 2z — 2.
Zeige, dass X irreduzibel ist und dass jede Faser von ¢ reduzibel aber zusammenhéngend
ist.
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8.2. Abbildungsgrad*.

Bemerkung 8.2.1. Es sei ¢: X — Y ein dominanter Morphismus irreduzibler
affiner Varietiiten gleicher Dimension. Dann hat man

K(Y) = ¢"(K(Y)) < K(X).
Die Kérpererweiterung ¢*(K(Y)) C K(X) ist dabei endlich erzeugt und wegen
dim(X) = dim(Y") algebraisch, also insgesamt endlich.

Definition 8.2.2. Es sei ¢: X — Y ein dominanter Morphismus irreduzibler af-
finer Varietéiten gleicher Dimension. Dann ist der Abbildungsgrad von ¢: X — Y
definiert als

deg(p) = [K(X): " (K(Y))].
Beispiel 8.2.3. Der Morphismus K — K, z — 2z* hat den Grad k.

Satz 8.2.4. Es gelte Char(K) =0, und es sei ¢: X — Y ein dominanter Morphis-
mus irreduzibler affiner Varietiten gleicher Dimension. Dann gibt es ein kommu-
tatives Diagramm

5 Xg—— .V, xK

\\A

wobei ) # Yy C Y eine Hauptmenge ist, XO = ¢ Y (Yo) gilt, 1: X9 — Yo x K
eine abgeschlossene Einbettung ist und 1(Xo) = Vy,xx(f) mit einem irreduziblen
normierten Polynom f € O(Y)[T] vom Grad deg(yp) gilt.

Beweis. Es sei L := ¢*(K(Y')). Wegen Char(K) = 0 ist L. C K(X) eine separable
Korpererweiterung. Der Satz vom primitiven Element liefert also ein A € K(X) mit
K(X) = L(h). Wir betrachten das Minimalpolynom h iiber L; es ist von der Form

g = T4 ag T 4. +a1T+ap  mita; =" (b;), b; € K(Y).
Weiter arbeiten wir mit dem Polynom
q = T 4+ b T 4+ 0T +by € LT

Durch sukzessives Verkleinern von Y und X wollen wir sicherstellen, dass ¢ die
gewiinschten Eigenschaften besitzt. In einem ersten Schritt wollen wir h € O(X)
erreichen. Es gilt h = hy/ho mit h; € O(X). Weiter haben wir

dim(o(Vx (h2)) < dim(Vx (h)) < dim(X) = dim(Y),

Also gibt es eine nichtleere Hauptmenge Yy C Y\ p(Vx (h2)), sodass X := ¢~ (Yp)
in Xp, enthalten ist. Indem wir Y zu Yy und X zu Xy verkleinern erreichen wir
h e O(X).

In einem zweiten Verkleinerungsschritt wollen wir b; € O(Y') sicherstellen. Es gilt
b; = b,/b) mit b}, b € O(Y). Es sei b=bg -...-bj_; der Hauptnenner. Indem wir
Yo zu Yo \ Vy (b) und Xo zu ¢~ 1(Yp) verkleinern, erreichen wir b; € O(Y).

Wir wéhlen nun Erzeugende f1, ..., fs € O(X) der K-Algebra O(X). Wegen K(X) =
L(h) erhalten wir dann

fz = Zbijhj, mit bij e L.

In einem dritten Verkleinerungsschritt wollen wir b;; € ¢*(O(Y')) erreichen. Es gilt
bij = b; /by mit by, b € *(O(Y)). Fiir den Hauptnenner ¢ = [] b; gilt ¢ = ¢*(g)

137 Yy
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mit g € O(Y). Verkleinert man Y zu Y \ Vy (g) und X zu ¢~(Y), so erreicht man
bij € ©*(O(Y)). Das impliziert insbesondere

d—1
OX) = Y ¢ (O))-H.
i=0
Damit erhélt man einen surjektiven Algebrenhomomorphismus

oY) ex K[TT — O(X), Zgi®Pi = Z‘P*(gi)pi(h‘)'

Der zugehorige Morphismus 1: X — Y x K, 2 — (¢(x), h(z)) ist also eine abge-
schlossene Einbettung. Weiter passt er in ein kommutatives Diagramm

X—5%YVY xK
Wl \LPTY
Y - Y

id

Das eingangs definierte Polynom g € O(Y)[T] ist eine regulire Funktion auf Y x K.
Nach Konstruktion gilt

1*(q) = hlag_1h* '+ ... +ath+ay = 0
auf X. Das impliziert +(X) C V3 xx(q). Da pry : ¢(X) — Y dominant ist, erhalten
wir dim(z(X)) > dim(Y) und somit dim(z(X)) > dim(Y x K). Es folgt +(X) =
VyXK(q). O
Erinnerung 8.2.5. Es seien R ein Integritétsring, und es seien zwei Polynome in
R[T] gegeben:
f = acT™+aiT™ ' 4+ .. +apm, g = boT" +b,T" 1+ ... +b,.

Aus den Koeffizienten aq, ..., a,, und bg,...,b, bilden wir ein Schema mit m + n
Zeilen und Spalten:

1 2 cee m41l m42 m+3 ... m+n
1 ap ar ... Qm O 0 0
2 0 ap aq QA 0 0
n 0 0 0 ap a1 Am
nt1 bo b1 ... by, 0 0o ... 0
nt2 0 by b .. by, 0 o 0
ntm 0O 0 ... 0 bo by ... by
1 2 e ntl n+2 n+3 ... ntm

Fasst man diese Anordnung als eine Matrix A(f, g) € Mat(m +n, m + n; R) auf, so
ist die Resultante von f und g zum Formalgrad (m,n) definiert als

Res(f,g) = det(A(fag))-

Ist K ein algebraischer Abschluss des Quotientenkérpers Q(R), so konnen wir die
Polynome f, g € k[T zerlegen als

f=c][(T—a), g = d][(T-5))
i=1

Jj=1
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mit ¢,d € R und oy, 8; € K. Fiir die Resultante zum formalen Grad (m,n) von f
und g gilt dann
Res(f,g) = c*d™ H (a; — bj).
1<i<m

1<j<n

Insbesondere gilt genau dann Res(f,g) = 0, wenn f und g eine gemeinsame Null-
stelle in K besitzen. Fiir die Diskriminante des Polynoms f € R[T] ergibt sich

A(f) = H (ai — a;)?
1<i<j<n
m(m—1)
= (=1)" 7 Res(f, f).
Insbesondere gilt genau dann A(f) = 0, wenn das Polynom f mehrfache Nullstellen
in K besitzt.

Satz 8.2.6. Es gelte Char(K) =0, und es sei ¢: X — 'Y ein dominanter Morphis-
mus irreduzibler affiner Varietdten gleicher Dimension. Dann gibt es eine nichtleere
Hauptmenge Yo C Y, sodass jede Faser o=t (y) mity € Yo aus genau deg(p) Punk-
ten besteht.

Beweis. Geméf Satz 8.2.4 erhélt man nach geeignetem Verkleinern von Y ein kom-
mutatives Diagramm

= c
X — Wyk(f) —= YK

i | |

Y - Y - Y
id id

mit einem gibt normierten irreduziblen Polynom f € O(Y)[T] vom Grad d :=
deg(i). Es seien

f = T 4ag T ' +.. . +aT+ ao,

fy = T'+aaa@)T" +.. 4+ a@)T +ao(y),

wobei a; € O(Y) und y € Y. Damit kénnen wir die Faser ¢~*(y) iiber einem Punkt
y € Y beschreiben: Es gilt

e ) = Ay xKnVys(f) = {(y,2); fu(z) =0} = V(f).
Die Faser ¢~ !(y) = V(f,) besteht also genau dann aus d Punkten, wenn f,, genau d
verschiedene Nullstellen besitzt. Letzteres wird durch die Diskriminante kontolliert;
wir haben
g = A(f) € O[T}, A(fy) = g(y) € K.
Also besitzt ¢! (y) = V(f,) fiir jedes y mit g(y) # 0 genau d Punkte. Mit Y,

erhalten wir daher die gewiinschte Hauptmenge. Man beachte, dass g # 0 gilt, da
f wegen Char(K) # 0 separabel ist. O

Folgerung 8.2.7. Es gelte Char(K) = 0. Dann ist jeder bijektive Morphismus
irreduzibler affiner Varietdten birational.

Beweis. Nach Satz 8.1.5 gibt es eine nichtleere offene Menge Yy C Y, sodass fiir
jedes y € Yy gilt:
dim(X) = dim(Y) 4+ dim(e~'(y)).

Da ¢ bijektiv ist, erhalten wir dim(X) = dim(Y"). Satz 8.2.6 liefert dann deg(yp) = 1.
Also is p*: K(Y) — K(X) ein Isomorphismus. O
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Folgerung 8.2.8. Es gelte Char(K) = 0, und es seien ¢: X =Y sowiev: X — Z
Morphismen irreduzibler affiner Varietdten. Gibt es eine Abbildung k: Y — Z mit
der das Diagramm

kommutativ ist, so gibt es eine nichtleere Hauptmenge Yy C Y, fiir die die Fin-
schrinkung Ky, : Yo — Z ein Morphismus ist.

Beweis. Indem wir Y gegebenfalls durch den Abschluss des Bildes ¢(X) ersetzen,
erreichen wir, dass Y dominant ist. Wir betrachten den Morphismus

0: X — Y xZ, x = (p(x),v(x)).
Bssei Y C Y x Z der Abschluss des Bildes o(X). Dann erhalten wir einen dominan-
ten Morphismus 9: X = Y, z — (o(x), ¢ (z)) und ein kommutatives Diagramm

X—7

Da ¢ dominant ist, gibt es eine nichtleere Hauptmenge Yo C Y mit Yy C o(X).
Indem wir Y durch Yy und X durch g—!(Yp) ersetzen, erreichen wir, dass g surjektiv
ist.

Ebenso gibt es eine nichtleere Hauptmenge Yy C Y mit Yy C ¢(X). Indem wir Y,
Y und X entsprechend verkleinern erreichen wir, dass pry: Y — Y surjektiv ist.
Wegen

o) =) = ¥(@)=1@)
erhalten wir, dass pry : Y — Y auch injektiv ist. Nach Folgerung 8.2.7 ist pry- : Y —

Y birational. Also gibt es eine offene Menge Yy C Y, die einen Umkehrmorphismus
Yo — Y zu pry erlaubt. Es folgt, dass k auf Yy ein Morphismus ist. O
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Aufgaben zu Abschnitt 8.2.

Aufgabe 8.2.9. Betrachte das Quadrieren von Matrizen p: K2*? — K?*2, A +— A% und
bestimme die moglichen Fasern dieses Morphismus.
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8.3. Normale affine Varietiten*.

Erinnerung 8.3.1. Es sei R C S eine Erweiterung von K1-Ringen. Man nennt ein
Element s € S ganz iiber R, falls es eine Ganzheitsgleichung erfiillt:

sk—l—ak_lsk_l—i—...—i—als—i—ao = 0, wobei ag_1,...,a9 € R.

Der ganze Abschluss R := {s € S; s ganz tiber R} ist ein Unterring in S. Man
nennt einen Integrititsring R normal, falls R = R fiir R C Q(R) gilt.

Jeder faktorielle Ring ist normal. Tansbesondere ist der Polynomring K[T4, ..., T),]
normal.

Lemma 8.3.2. Es seien L ein Korper und R; C L, i € I, Unterringe. Sind alle

R; normal, so ist auch ihr Durchschnitt ﬂiel R; normal.

Beweis. Wir setzen R := (,c; R;. Als Unterring des Korpers L ist R ein Inte-
grititsring. Um R = R nachzuweisen, vermerken wir zunichst, dass

QR) € QRy) € L

gilt. Ist nun r € Q(R) ganz iiber R, so ist R auch ganz iiber jedem R;. Da alle R;
normal sind, erhalten wir r € R;. O

Lemma 8.3.3. Es seien R ein Integrititsring und S C R ein multiplikatives Sy-
stem. Ist R normal, so ist auch der Bruchring S™'R normal.

Beweis. Da R ein Integritdtsring ist, haben wir die folgenden Ringerweiterungen:
R C ST'R C Q(R) = Q(S'R).
Es sei nun r/s € Q(R) ganz iiber S™!R. Dann haben wir eine Ganzheitsgleichung

Tk r\k-1 . b;
(—) + ap—1 (—) +...4+ay = 0, mit a; = —, b;,€ R, ¢; € S.
s s ;

&

Es sei ¢ := ¢y, - ... - co. Multiplizieren der obigen Ganzheitsgleichung mit c* liefert
cryk cry k-1 &
(:) + cap—1 (;) +...4+cag = 0.

Also ist er/s € Q(R) ganz iiber R, und wir erhalten folgt ¢r/s € R. Das impliziert
jedoch

O

Lemma 8.3.4. Ist R ein normaler Ring, so ist auch der Polynomring R[T| normal.

Beweis. O
Definition 8.3.5. Es sei X eine affine Varietét.

(i) Ein Punkt z € X heisst normal, falls der lokale Ring Ox , normal ist.
(ii) Wir nennen X normal, falls jedes € X normal ist.

Satz 8.3.6. Es sei X eine irreduzible affine Varietdt. Dann sind dquivalent:

(i) X ist normal.
(il) O(X) st ein normaler Ring.
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Beweis. Sind alle Halme Oy , normale Ringe, so erhalten wir die Normalitit O(X)
mit Lemma 8.3.2 und

O(X) = [) Ox. € K(X).
reX

Ist O(X) normal so ist nach Lemma 8.3.3 auch jeder Halm Ox ; = O(X ), ein
normaler Ring. O

Beispiel 8.3.7. K" ist normal, da K[T1,...,T,] als faktorieller Ring normal ist.
Damit sind auch P,, und G(k,n) normal.

Beispiel 8.3.8. Die Neilsche Parabel X := V(T —T%) C K? ist nicht normal. Wir
betrachten den surjektiven Morphismus
v: K = X, z = (22, 2%).
Der zugehorige Komorphismus ¢*: Ox (X) — K[T'] ist injektiv. Sein Bild ist gerade
R = ¢'(0x(X)) = KT%T%] = {3 aT KT} a1 =0}

Es folgt Q(R) = K(T'). Das Element T' € K(T') ist offensichtlich ganz iiber R, liegt
jedoch nicht in R.

Definition 8.3.9. Eine affine Varietédt X heisst lokal faktoriell, falls jeder lokale
Ring Ox ., wobei € X, faktoriell ist.

Bemerkung 8.3.10. Es sei X eine affine Varietét. Ist O(X) faktoriell, so ist auch
jeder Halm Oy , = O(X ), faktoriell. Insbesondere ist X lokal faktoriell.

Satz 8.3.11. Lokal faktorielle affine Varietdten sind normal.

Beweis. Jeder faktorielle Ring ist normal. Dies wendet man auf die lokalen Ringe
an. O

Beispiel 8.3.12. Essei X := V(T3 T» —T%) C K2 Wir zeigen, dass X zwar normal
ist, aber nicht lokal faktoriell. Dazu betrachten wir die Abbildung
0: K2 — X, (21,22) +— (zf, zg, 2122).

Diese Abbildung ist surjektiv; man kann fiir jeden Punkt (a1, as,as) € X ein Urbild
angeben. Getrennt nach den Féllen a; = 0, as = 0 sowie ajas # 0 gilt

a
©(0,vaz2) = (a1,a2,a3), ¢(y/a1,0) = (a1,a2,as), @(\/—2—7\/02) = (a1, a2, a3).
2
Insbesondere ist der zugehérige Komorphismus ¢*: Ox(X) — K[T1, T3] injektiv.
Fiir sein Bild erhalten wir
R:=¢"(Ox(X)) = K[I?, 17, W]
= {Z ai; TiT] € KT}, Ty); aij = 0 falls i + j ungerade} .

D.h., R besteht genau aus den geraden Polynomen in K[T},Ts]. Wir zeigen, dass
R normal ist. Dazu sei f/g € Q(R) ganz iiber R. Dann ist f/g insbesondere ganz
iuber K[Tl, TQ]

Da der Polynomring K[T}, 7] als faktorieller Ring normal ist, gilt f/g € K[T1, T5].
Da f/g als Quotient gerader Funktionen gerade ist, folgt f/g € R. Um zu sehen,
dass X nicht lokal faktoriell ist, betrachten wir den lokalen Ring Ox . Zunéchst
sei vermerkt, dass man vermoge ¢* einen kanonischen Isomorphismus erhélt

Oxo = Ro = {f/9€Q(R); g(0) #0} C Q(R).
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Es geniigt also zu zeigen, dass Ry kein faktorieller Ring ist. Dazu zeigen wir, dass
F := T} € Ry irreduzibel, aber nicht prim ist. Zur Irreduzibilitit: Es sei
ab B
F = =3 mit a,b,a,b € R, a(0),b(0) # 0.
a
Wir haben zu zeigen, dass einer der Faktoren @/a und b/b eine Einheit in Ry ist.
Multiplikation der obigen Gleichung mit ab liefert die folgende Gleichung in R:

abF = abT? = ab.

Diese bearbeiten wir nun in K[}, 7). Wir behaupten, dass T} eines der beiden
Elemente @ und b teilt. Andernfalls hitten wir

@ =Td, b=TV

mit gewissen a’, b’ € K[T1,T3]. Die Polyome o’ und b’ sind offenbar ungerade, ins-
besondere folgt a’(0) = 0 = b'(0). Das widerspricht ab = a’b’. Also muss T7 eines

der Elemente a und b teilen, etwa a. Damit folgt
ab = d'b
mit cinem o' € K[T},T]. Insbesondere ergibt sich b(0) # 0. Folglich ist b/b eine

Einheit in Ry. Analog schlieBt man, dass a/a Einheit ist, falls 77 Teiler von b ist.
Zeigen wir nun, dass T} kein Primelement in Ry ist. Wir betrachten die Zerlegungen

Ty = (NTe)(TTe) = FT3.

Wire F Primelement in Ry, so miisste F' ein Teiler von 71T sein, d.h., T1T> = Fa/a
mit gewissen geraden Polynomen @ und a, wobei a(0) # 0. In K[T}, T2] hitten wir
damit

aTg = ETl

Das Monom 7> muss dann Teiler von a sein, was a(0) = 0 impliziert. Widerspruch.
Also kann F kein Primelement in Rj sein. Da irreduzible Elemente in faktoriellen
Ringen prim sind, kann Ry kein faktorieller Ring sein.

Beispiel 8.3.13. Es seien Char(K) # 2 und X := V(T? + ... + T?) C K" mit
r > 5. Dann gilt X*"& = {0}. Der Ring O(X) ist faktoriell und somit sind auch
alle lokalen Ringe Ox . faktoriell, insbesondere gilt dies fiir den lokalen Ring Ox .
einen Beweis findet man in Scheja/Storch, Lehrbuch der Algebra, Teil 2, VIL.60.2.

Satz 8.3.14. Es seien X eine irreduzible normale affine Varietit, n := dim(X)
und Y C X mit dim(Y) = n — 1. Dann gibt es eine affine offene Menge U C X
und ein f € Ox(U) mit

uny # 0, Iy(Y NnU) = (f).

Beweis. Es sei Y/ C Y eine (n — 1)-dimensionale irreduzible Komponente, und es
sei 0 # g € Ix(Y). Nach dem Krullschen Hauptidealsatz ist Vi (¢) C X rein (n—1)-
dimensional. Nach dem Identitéitssatz ist daher Y eine irreduzible Komponente von
X . Durch geeignetes Verkleinern von X erreichen wir Y =Y’ = Vx(g). Wir diirfen
also von vorneherein annehnemmen, dass Y irreduzibel ist, und dass Y = Vx(g)
mit einem g € O(X) gilt.

Es seien g1, ..., g, Erzeugende des Verschwindungsideales Iy (Y). Nach dem Hil-
bertschen Nullstellensatz gibt es Zahlen k; € Z>o mit gfi € (g). Fiir hinreichend
groBes k, etwa k > rmax(ky, ..., k,), gilt daher

Lx(Y)" S (g).
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Wir wéhlen nun £ minimal mit der obigen Eigenschaft. Dann gibt es eine Funktion
h € Ix (V)" mit h & (g) und ah € (g) fiir alle a € Ix(Y). Wir erhalten

h
(8.3.14.1) - € KX)\OoX),
g
h
(8.3.14.2) —-Ix(Y) C 0OX),
g
h
(8.3.14.3) —Ix(Y) ¢ Ix(Y).
g
Dabei bedarf die letzte Aussage der Erliuterung. Hétte man h/glx(Y) C I(Y), so
erhiilt man fiir die Erzeugenden gy, ..., g, von Ix(Y) Darstellungen
h T
—~9i = Z aijgj
9 =

mit Funktionen a;; € O(X). Wir betrachten A := (a;5)1<i,j<,. Dannist (g1,...,g,) €
K(X)" Eigenvektor zum Eigenwert h/g der Matrix A. Das bedeutet

det (QET — A) = 0.
g
Dies ist jedoch eine Ganzheitsgleichung fiir h/g iiber O(X). Da O(X) nach Satz 8.3.6
normal ist, folgt h/g € O(X). Widerspruch zur Wahl von A und g.

Nach 8.3.14.3 gibt es eine Funktion f € Ix(Y) mit fh/g & Ix(Y). Nach 8.3.14.2 gilt
fh/g € O(X). Wir setzen U := Xy, /5. Wegen fh/g & Ix(Y) ist der Durchschnitt
Y N U nicht leer. Weiter haben wir in K(U):

-1
fy(ynU) = g(%) Iy(Y NU)

—1 —l
- ﬁ<ﬁ) {a <ﬁ> ;a€lx(Y), l€Z>0}
g\yg g
-1
_ {ﬁa (ﬁ) ca e Ix(Y), ZEZ>1}
9 \yg

c o).
Damit folgt, dass f|y die gewiinschte Funktion ist: Fiir b € Iy (Y NU) gilt nach der
obigen Uberlegung f~!b =a € O(U), und es folgt b = af € (f). O

Beispiel 8.3.15. Es sei X := V(2122 — 2324) € K*. Dann ist X eine irreduzible
(sogar normale) dreidimensionale affine Varietit. Die zweidimensionale Teilmenge
Y = V(Zl,23) = K2

kann jedoch nicht als Nullstellenmenge einer Funktion f € O(X) realisiert werden,
da X \'Y nicht affin ist. Insbesondere kann I'x (V') kein Hauptideal sein.
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Aufgaben zu Abschnitt 8.3.

Aufgabe 8.3.16. Beweise die Aussage aus Beispiel 8.3.15: Betrachte die algebraischen
Mengen

X = V(zizz — z324) C K, Y = V(z1,23) C X
und zeige, dass Y nicht als Nullstellenmenge einer Funktion f € O(X) realisiert werden
kann.

Aufgabe 8.3.17. Essei X eine affine Varietdt mit irreduziblen Komponenten Xi,..., X,,.
Zeige:

T
Xsings - — U Xsine gy U(XZ N X;).
i=1 i#j
Hinweis: Zur Losung der Aufgabe darf verwendet werden, dass jeder regulire lokale Ring
faktoriell ist.
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8.4. Normalisierung*.

Erinnerung 8.4.1. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Die Galoisgruppe dieser
Erweiterung ist definiert als

Aut(L,K) = {p € Aut(L); ox = idk}.
Man nennt K C L galoissch, falls K der Fixkorper einer endlichen Untergruppe
G C Aut(LL, KK) ist, d.h., falls

K = {ae€l; p(a)=a fir alle ¢ € G}.

Eine Korpererweiterung K C L ist genau dann galoissch, wenn sie Zerfallungskorper
eines separablen Polynoms f € K[T7] ist. Ist K C L eine Galoiserweiterung, so gilt
[Aut(L,K)| = [L:K].

Insbesondere ist die Galoisgruppe Aut(L,K) dann endlich. Man definiert in diesem

Fall die Spur eine Elements a € L als

Spur(e) = Y. ¢la)
pEAut(L,K)

Satz 8.4.2. Es sei K C L eine Galoiserweiterung. Dann hat man einen Isomor-
phismus von K- Vektorraumen

o:L — Hom(L,K), a + [b+ Spur(ab)]

Beweis. Die Zuordnung o ist offensichtlich eine wohldefinierte lineare Abbildung.
Es geniigt daher zu zeigen, dass o injektiv ist. Dazu sei a € L mit o(a) = 0 gegeben.
Dann erhalten wir

0 = o(a)(b) = Spur(ab) = > ¢(a)p(d)
peAut(L,K)
fiir jedes b € L. Das bedeutet
Z pla)p = 0 € Abb(L*,L)
peAut(L,K)
Der Satz tiber die lineare Unabhiingigkeit der Charaktere liefert daher ¢(a) = 0 fiir
alle ¢ € Aut(LL, K). Das impliziert insbesondere a = 0. O

Lemma 8.4.3. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkirper K := Q(R).
Weiter seien K C L eine Galoiserweiterung und S := R der ganze Abschluss von
R in L. Dann gilt Spur(s) € R fiir jedes s € S.

Beweis. Ist eine Element s € S gegeben, so finden wir fiir dieses eine Ganzheits-
gleichung

S"+ap 15" V... +ay = 0, mitag,...,an_1€ R.
Wendet man ein Element ¢ € Aut(L, K) auf diese Gleichung an, so ergibt sich mit
a; € K:
O(s" +an_15"" .. dag) = o(8)" Fan_19(8)" "+ ... +as = 0.
Das bedeutet ¢(s) € S fiir alle ¢ € Aut(LL, K). Damit ergibt sich Spur(s) € S, d.h.,
Spur(s) ist ganz iiber R. Weiter hat man fiir jedes ¢» € Aut(L, K):
d(Spur(s)) = D We(s) = > ¢(s) = Spur(s).
eeAut(L,K) eeAut(L,K)

Da K der Fixkérper von L unter Aut(LL, K) ist, erhalten wir Spur(s) € K. Da R
normal ist, folgt Spur(s) € R. O
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Satz 8.4.4. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkorper K := Q(R). Ist
K C L eine endliche separable Korpererweiterung und S := R der ganze Abschluss
von R in L, so ist R C S eine ganze Ringerweiterung.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass K C L eine Galoiserweiterung ist.
Zunichst zeigen wir, dass L eine K-Basis aq, . . ., a, mit a; € S besitzt. Dazu wihlen
wir eine K-Basis a; . .., a, fiir .. Dann erfiillt jedes Element a; eine Gleichung

_1+---+Ci0 = 0

a;" + Cin,—10;"
mit ¢;; € K. Wir schreiben c¢;; = ¢;/c}; und setzen ¢ := cjg - ... - Cip,—1. Dann ist
a; = ca; € L ganz iiber R, und es folgt a; € R. Somit ist ay,...,a, die gesuchte
K-Basis fiir L.

Satz 8.4.2 erlaubt es, . mit seinem Dualraum zu identifizieren. Insbesondere finden

wir eine K-Basis by, ..., b, mit b; € L fiir I mit
1 i=y,
Spur(a;b;) =
pur( ]) {0 i # .

Jedes s € S ist von der Gestalt s = 31b1+...+ (,b, mit 5; € K. Nach Lemma 8.4.3
gilt Spur(sa;) € R fiir jedes 1 < i < r. Damit ergibt sich

B; = ZﬂjSpur(aibj) = Spur(sb;) € A
i=1
Folglich ist S in dem endlich erzeugten R-Modul M := R-b; + ...+ R-b, enthalten.
Mit R ist auch M noethersch. Als Untermodul von M ist der R-Modul S ebenfalls
noethersch und somit endlich erzeugt.

Ist K C L nicht galoissch, so wéhlen wir ein primitives Element a € L fiir K C
L. Dann gilt L = K(a) und der Zerfillungskérper K C L/ des Minimalpolynoms
fa € K[T] von a ist eine Galoiserweiterung mit I C /. Wir wissen bereits, dass der
ganze Abschluss S’ von R in I/ ein endlich erzeugter R-Modul ist. Da R noethersch
ist, muss auch S € S’ ein endlich erzeugter R-Modul sein. O

Satz 8.4.5. Es seien k ein Korper und A eine endlich erzeugte nullteilerfreie k-
Algebra. Dann ist der ganze Abschluss A von A in Q(A) eine endlich erzeugte
k-Algebra.

Lemma 8.4.6. Es seien k ein Korper der Charakteristik p > 0 und f1,..., fr €
k(Th,...,Ty)[U] irreduzible Polynome. Dann gibt es eine endliche Ringerweiterung

k[Tla"'an] g k/[Sla"'aSn]

i

und separable Polynome g; € k'(S1,...,5,)[U], wobei 1 < i < r, sodass f; = gfm
mit geeigneten m; € Z>o gilt.

Beweis. Jedes Polynom f; ist von der Form f; = ¢;(U?"") mit einem Polynom
Gi € k[T, ..., T,][U], sodass 9g;/0U # 0 gilt. Wir schreiben

N 2 vezn, big T"
- ¥ (g

—_——=0 |y
ez, G

J€Z>0
In einem algebraischen Abschluss k von k wihlen wir b;j,, ¢, € k mit bt = biju
bzw. ¢/}l = ¢ij und setzen k' := k(biju, ciju;i, j,v). Fir n = max(p™,...,p"")

betrachten wir die Einbettung
k[Tl,...,Tn] — k/[Sl,...,Sn], Tz — Szn
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Dann ist k'[Sy,...,Sy,] iber kT4, ..., T,] erzeugt durch endlich viele Potenzen der
bij und der S;. Wir betrachten die Polynome

Sz, bigy ST
vezr , Vi
gi = E =

—tg 'V
J€Z~o Z”EZEO Ci_juSp 7

Ul € K[Sy,...,S8,][U]
Diese erfiillen g = fi- Wir zeigen, dass g; separabel ist. Andernfalls héitten wir
gi = hi(UP%). Das impliziert

GU™) = GO = MU = k(U
mit einem Polynom h;. Also erhalten wir §;(U) = h;(UP). Das steht im Widerspruch
zu 9g;/0U # 0. O

Beweis von Satz 8.4.5. Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma 7.4.9 gibt

es eine endliche Ringerweiterung k[T7,...,T,] € A; wir finden also aq,...,a, € A
mit
A = k:[Tl,...,Tn][al,...,ar],
QA) = k(T,...,Ty)(a1,...,a.).

Falls dabei die Korpererweiterung k(771,...,T,) € Q(A) separabel ist, definieren
wir

R = k[Ty,..., Ty, K = Q(R), L = Q(A).

Andernfalls gilt Char(K) =: p > 0. Zu jedem a; betrachten wir dann das Minimal-
polynom f; € k(T1,...,T,)[T]. Geméfl Lemma 8.4.6 wéhlen wir ein kommutatives
Diagramm

K'[S1, ..., 8] —=K/(S1,...,S)
k[Tl,.. ,Tn] %k(Tl,. ,Tn)

und separable Polynome g; € k'(S1,...,5,)[T] mit f; = g% "' In einem algebrai-
schen Abschluss von Q(A), der k'(S1,...,S,) enthélt, haben wir dann folgende
Situation.

k[Tl,. ..,Tn][al,.. .,ar] k(Tl,. .. ,Tn‘)(al,. .. ,ar)
A Q(A)

Dabei gilt g;(a;) = 0 fir jedes a; € L. Folglich ist die Kérpererweiterung K C L
separabel. Man beachte, dass k[T1,...,T,] C k'[S1,...,S,] endlich ist.
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Mit den so definierten Daten R, K und L konnen wir den Beweis abschliessen. Die
Ringerweiterungen k[T4,...,7T,] € R sowie k[T1,...,T,] € A sind endlich und
somit ganz. Fiir die ganzen Abschliisse in IL erhalten wir daher:

] —— ]

R = K[T,.... T, = A
Nach Satz 8.4.4 ist R C E]L und damit auch k[T1,...,T,] C E]L endlich. Folglich ist

AC Z]L endlich. Da A noethersch ist, muss auch Q(A) C ZIL ein endlicher A-Modul
sein. O

Folgerung 8.4.7. Es sei X eine irreduzible affine Varietdt. Dann gibt es eine
normale affine Varietit X und einen endlichen surjektiven Morphismus v: X — X
mit folgender Eigenschaft:

(Nor) Ist : Y — X ein dominanter Morphismus von einer normalen affinen

Varietit Y nach X, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus ¢: Y — X
mit dem das folgende Diagramm kommutativ wird

X
VL
Y —X

©
Beweis. Es sei A := O(X), und es sei A C K(X) der ganze Abschluss von A in

K(X). Nach Satz 8.4.5 ist A eine normale affine Algebra, und A C A ist eine ganze
Ringerweiterung.

Wir erhalten also eine normale affine Varietét X = Spec(A), und die Inklusion
A C A Definiert einen dominanten endlichen (und somit surjektiven) Morphismus
v: X - X.

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft seien eine normale affine Varietit ¥ und

ein dominanter Morphismus ¢: ¥ — X gegeben. Fiir die beteiligten Komorphismen
ergibt sich das folgende kommutative Diagramm:

Da O(Y) ganz abgeschlossen in K(Y) ist, gilt ¢*(O(X)) € O(Y). Also erhilt man
durch Einschrénken von ¢* einen Algebrenhomomorphismus O(X) — O(Y). Der
zugehorige Morphismus Y — X hat die gewiinschten Eigenschaften. (I

Folgerung 8.4.8. Es sei X eine irreduzible affine Varietdt. Dann gibt es ein 0 #
f € O(X), sodass die affine Varietit Xy normal ist.

Beweis. Die Normalisierung v: X — X ist nach Konstruktion birational. Satz 7.2.16
liefert ein 0 # f € O(X) und einen Isomorphismus v~ (X) — X;. Mit X ist auch
v 1 (Xy) = X,+(5) normal; sieche Lemma 8.3.3. Folglich ist X; = v~ 1(Xy) nor-
mal. O



KOMMUTATIVE ALGEBRA UND ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 207

Aufgaben zu Abschnitt 8.4.

Aufgabe 8.4.9. Es sei X := V(T{ — T3) C K2, Zeige, dass v: K — X, z > (2%, 2?) eine
Normalisierung von X ist.
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8.5. Morphismen ITT*.

Definition 8.5.1. Es seien R C S eine Ringerweiterung und a C R ein Ideal. Ein
Element s € S heisst ganz tber a, falls es eine Ganzheitsgleichung

S an 18" . das+ay = 0
mit Elementen aq,...,a,_1 € a erfiillt. Der ganze Abschluss des Ideals a C R ist
die folgende Teilmenge im ganzen Abschluss R von R:

@ := {b€S; bganziber a} C R.

Satz 8.5.2. Fs seien R C S eine Ringerweiterung, a C R ein Ideal und b C R das
von a im ganzen Abschluss von R erzeugte Ideal.

(i) Bsgilta=vVbCR
(i) Ist R normal, so gilt a = v/a C R.
(iii) Ist R normal und a ein Primideal, so gilta =a C R.

Beweis. Nur bei Aussage (i) ist etwas zu zeigen. Ist s € a gegeben, so haben wir
eine Ganzheitsgleichung s +a,,_15" "' +...+a15+ap = 0 mit Koeffizienten a; € a.
Das impliziert s € R und s™ € b. Letzteres bedeutet s € v/b.

Es sei nun s € v/b. Dann gilt s" =a181 + ...+ ans, mit a; € a und s; € R. Nach
Satz 7.3.3 ist der R-Modul M := R][si,...,s,] ein endlich erzeugt, etwa durch
ULy Uy € M. Es gilt s"M C aM und somit erhalten wir Darstellungen

m
s"u; = Zaijuj’ ai; € a, t1=1,...,m.
j=1
Mit der Matrix A = (aij)1<ij<m konnen wir diese Gleichungen schreiben als
(s"Ey —A)u =0, wobei u = (uq, ..., Un). Lemma 7.3.4 liefert det(s" E,,, — A) = 0,
was eine Ganzheitsgleichung fiir s”, und somit auch fiir s, iiber a darstellt. O

Satz 8.5.3. Es sei R ein normaler Ring mit Quotientenkirper K := Q(R). Weiter
seien K C L eine Korpererweiterung und b € 1L ein algebraisches Element mit
Minimalpolynom f, € K[T] iber K. Ist b € L ganz diber einem Ideal a C R, so
liegen die Koeffizienten von fy, € K[T] in v/a.

Beweis. Wir wéhlen einen algebraischen Abschluss K C K mit b € K. Dann zerfillt
das Minimalpolynom f € K[T] iiber K in Linearfaktoren:

fo = (T—"0b1)- (T —byp), wobei b; € K, b =b.
Wir zeigen, dass mit by auch bo, ..., b, ganz iiber a C R sind. Dazu sei 0 # f €

R[T] ein normiertes Polynom mit f(b;) = 0, dessen Koeffizienten aus a stammen.
Dann gilt f = hf, mit einem h € K[T]. Das impliziert f(b;) = 0 fiir jedes i =

2,...,n. Somit sind auch by, ...,b, € K ganz iiber a und liegen somit in /a; siehe
Satz 8.5.2. Die Koeffizienten von f;, ergeben sich nun durch Ausmultiplizieren und
liegen ebenfalls in /. O

Satz 8.5.4 (Going-Down-Theorem). Es sei R C S eine ganze Ringerweiterung,
wobei S Integrititsring und R normal sei. Weiter seien p1 C po Primideale in R
und g2 ein Primideal in S mit qo N R = pa. Dann gibt es ein Primideal q, in S mit
q1 C g2 undqlﬁR:pl

Lemma 8.5.5. Es seien R C S eine Ringerweiterung, p C R ein Primideal und
B C S das von p in S erzeugte Ideal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt ein Primideal ¢ C .S mit qN R = p.
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(ii) Es gilt p =P NR.

Beweis. Nehmen wir zuniichst an, dass (i) gilt. Dann haben wir 93 C q und erhalten
p =P N R mit

p CPNR C qNR = p.
Es gelte nun (ii). Wir betrachten das multiplikative System U := R\ p und die
Ringerweiterung U~ 'R C U~'S. Es gilt

UNP = (R\p)NP = (RONP)\p = p\p = 0.
Also ist U713 C U~LS ein echtes Ideal. Es sei m C U ™15 ein maximales Ideal mit
U~1P C m. Wir setzen q := m N S. Dann gilt

p € PNR C U MPNR C mNR = mNSNR = qNR.

Andererseits gilt gNU C mNU = (. Wir schlieflen q N R = p. Als Urbild des
Primideals m C U~'S ist ¢ C S ein Primideal. O

Lemma 8.5.6. Es sei R C S eine ganze Ringerweiterung, a C R ein Ideal und
b C S das von a in S erzeugte Ideal. Dann ist jedes b € b ganz tiber a.

Beweis. Wir betrachten zunéchst Elemente b € b der Form b = as mit a € a und
s € S. Da s ganz iiber R ist, haben wir eine Gleichung

" epo1s" Vb Hes+eg = 0

mit Koeffizienten ¢; € R. Multiplikation dieser Gleichung mit a™ liefert eine Ganz-
heitsgleichung fiir as iiber a:

(as)™ +acp_1(as)" ' 4...+a"tei(as) +a"coy = 0.

Das allgemeine Element b € b ist von der Gestalt b = a;s1 + ... 4+ apsg mit a; € a
und s; € S. Wie eben gesehen, ist jedes a;s; ganz iiber a. Satz 8.5.2 zeigt, dass b
ganz iiber a ist. O

Beweis von Satz 8.5.4. Wir betrachten die Lokalisierung Sy, , die Ringerweiterung
R C S,,, das von p; C R in Sy, erzeugte Ideal B C S, und behaupten zunichst

B1NR = p;.

Die Inklusion ,, D% ist offensichtlich. Zum Nachweis von ,,C“ sei b € 1 N R gegeben.
Fiir b = 0 ist nichts zu zeigen, sodass wir b # 0 annehmen diirfen. Wegen b € 3,
haben wir b = s/u mit einem Element s aus dem von p; in S erzeugten Ideal und
einem Element u € S\ q2. Nach Lemma 8.5.6 ist s ganz iiber p;. Nach Satz 8.5.3
ist das Minimalpolynom fs € Q(R)[T] von s € Q(S) von der Form

fo = s"+cn1s" 4. +eas+e

mit Koeffizienten ¢; € p1. Wegen 0 # b € R konnen wir einen Automorphismus des
Polynomringes definieren durch

O: Q(R)[T] — Q(R)[S], T — bT.

Mit fs ist dann auch Polynom f,, := b~ "®(fs) € Q(R)[T] irreduzibel. Weiter ist f,,
normiert und mit u = s/b erhalten wir

1 1
fulu) = b—nfs(bu) = b—nfé(s) = 0.
Somit ist f, € Q(R)[T] das Minimalpolynom von u € Q(S) iiber Q(R). Konkret
ist f, gegeben durch
fu = T"+%_71t"*1+_'_+c_1T+c_0
b pn—1 Hn
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Nun ist u € S ganz iiber R. Nach Satz 8.5.3 liegen daher alle Koeffizienten r; von
fu in R. Dabei gilt b"~'7; = ¢; € p;. Nehmen wir an, wir héitten b ¢ p,. Dann hitte
man r; € py fiir i = 0,...,n — 1. Das impliziert s € PB; und somit s € qo, was
wiederum s" € qq impliziert. Widerspruch zu s € S\ ga. Also gilt b € p; und wir
haben, wie behauptet
‘131 NR = p1.

Nach Lemma 8.5.5 gibt es dann ein Primideal g} C S, mit ¢f N R = p;. Wir zeigen,
dass gy := q} NS die gewiinschten Eigenschaften hat. Offensichtlich gilt q; N R = py
Als Urbild des Primideals g} ist q; zudem ein Primideal. Da g} ein echtes Ideal in
Sg. ist, besitzen SN g} und S\ q2 leeren Durchschnitt. Das bedeutet q; C qo. O

Satz 8.5.7. Es sei p: X — Y ein dominanter endlicher Morphismus irreduzibler
affiner Varietiten, wobei Y normal sei. Weiter seien B C'Y abgeschlossen, irredu-

zibel und k := dim(DB).

(i) Fiir jede irreduzible Komponente A C ¢o~(B) gilt p(A) = B.
(i) Das Urbild ¢='(B) C X ist rein k-dimensional.

Beweis. Der Komorphismus ¢*: O(Y) — O(X) ist injektiv, da ¢ dominant ist. Ins-
besondere ist R := ¢*(O(Y")) isomorph zu O(Y") und somit normal. Mit S := O(X)
erhalten wir eine endliche Ringerweiterung R C S. Wir betrachten die Primideale

p=¢"(Iy(B) CR,  pr=¢ (Iy(p(A) CR,  a2:=Ix(A) C 5.

Wegen p(A) C B gilt p1 C pa. Weiter gilt po = g2 N R; siehe Satz 7.2.2. Nach
Satz 7.4.4 ist das Bild p(A) C B eine abgeschlossene Menge in Y.

Nehmen wir nun an, es gelte p(A) # B. Dann gilt p; # p2. Das Going-Down
Theorem 8.5.4 liefert uns ein Primideal q; C g2 in S mit p; = g1 N R. Dabei muss
q1 # g2 gelten. Die Menge A’ := Vx(q1) ist abgeschlossen und irreduzibel in X.
Wegen q1 C q2 gilt A C A’ und p; = g1 N R bedeutet p(A’) = B. Zusammengenom-
men haben wir A C A’ C ¢~ !(B). Andererseits ist A als irreduzible Komponente
eine maximale abgeschlossene Teilmenge von ¢! (B). Widerspruch. O

Satz 8.5.8. Es sei p: X — Y ein dominanter endlicher Morphismus irreduzibler
affiner Varietiten, wobei Y normal sei. Dann ist ¢ eine offene Abbildung.

Beweis. Es sei U C X offen. Wir zeigen, dass C' := X \ ¢(U) abgeschlossen ist.
Andernfalls gibt es einen Punkt 2 € U mit ¢(z) € C. Es sei B C C eine irreduzible
Komponente mit ¢(x) € B. Dann gibt es eine irreduzible Komponente A C ¢~ (B)
mit z € U N A. Somit ist U N A dicht in A. Satz 8.5.7 liefert p(A) = B. Mit
w(ANU) C BN p(U) sehen wir, dass B N (U) dicht in B liegt. Ebenso liegt
BN C dicht in B. Nach Satz 8.1.12 sind B N p(U) sowie B N C' konstruierbar und
enthalten somit jeweils nichtleere offene Teilmengen von B. Letztere sind disjunkt;
Widerspruch zur Irreduzibilitéat von B. (]

Satz 8.5.9. Es sei p: X — Y ein dominanter Morphismus irreduzibler affiner Va-
rietiten und es sei d ;= dim(X)—dim(Y"). Dann gibt es eine nichtleere Hauptmenge
Yo C Y, sodass die Einschrinkung @o := ¢|x,: Xo — Yo, wobei Xo := o 1Y),
folgende Eigenschaften besitzt.

(i) Ist B C Yy eine k-dimensionale irreduzible abgeschlossene Teilmenge, ist
das Urbild 5 '(B) C X rein (k + d)-dimensional.
(ii) Die Einschrinkung po: Xo — Yy ist eine offene Abbildung.

Lemma 8.5.10. Es seien X und Y affine Varietiten. Dann sind die Projektionen
pry: X xY = X undpr,: X XY =Y offene Abbildungen.
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Beweis. Es sei U C X x Y offen. Wir miissen zeigen, dass pry (U) C X eine offene
Menge ist. Es gilt
prx(U) = U pry (U N (X x {y}))
yey
Fiir jedes y € Y ist X x {y} abgeschlossen in X XY und die Projektion pry definiert
einen Isomorphismus von X x {y} auf X. Somit stellt die obige Formel das Bild
pry (U) als Vereinigung offener Teilmengen von X dar. (]

Beweis von Satz 8.5.9. Nach Folgerung 8.4.8 gibt es eine nichtleere Hauptmenge
Yy C Y, sodass Yy normal ist. Durch Verkleinern von Y erreichen wir, dass wir
in der Situation von Satz 8.1.2 sind. Dabei ist mit Yy auch Yy x K normal. Die
Behauptungen folgen somit aus den Sétzen 8.5.7, 8.5.8 und Lemma 8.5.10. ]
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