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1. GRUNDLEGENDE KONZEPTE

1.1. Lineare Algebra.

Im gesamten Text steht K fiir einen Unterkorper des Korpers R der reellen Zahlen,
beispielsweise fiir den Korper Q der rationalen Zahlen. Fiir £ € K setzen wir

Kse == {a €K; a > ¢}, Kse == {a €K; a >}

Insbesondere bezeichnen dann K> die Menge aller nicht negativen Zahlen aus K
und K< g die Menge aller strikt positiven Zahlen aus K.

Weiter setzen wir von allen im Text auftauchenden K-Vektorrdumen voraus, dass
sie endlichdimensional sind.

Erinnerung 1.1.1. Es seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Eine
Linearkombination iber S ist ein Vektor v € V der Form

r
v o= Z)\ﬂ)i, Vi,...,0- €S, A, .. A €K
i=1

Die lineare Hiille iber S ist die Menge Lin(S) C V aller Linearkombinationen
tiber S. Man setzt Lin(0) := {0y }.

Erinnerung 1.1.2. Eine nichtleere Teilmenge Vg eines K-Vektorraumes V' heifit
Untervektorraum (auch linearer Unterraum, in Zeichen Vy Cy, V), falls fiir alle
v1, V2 € Vj jede Linearkombination Ajv; + Aqvg in Vj liegt.

Aufgabe 1.1.3. Es sei V| eine nichtleere Teilmenge des R", n < 3. Was bedeutet
“fiir je zwei vy, vy € Vy liegt jede Linearkombination A\yv1+Aovs in Vy” geometrisch?
Veranschauliche die Situation anhand geeigneter Beispiele.

Definition 1.1.4. Es seien V ein K-Vektorraum und Si,...,S, C V nichtleere
Teilmengen. Die Summe iiber Sy, ..., S, ist

Si1+...+85 = {U1+...+UT; UlGSl,...,UTGST} c V.

Satz 1.1.5. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Ist (V;)ier eine nichtleere Familie von Untervektorriumen von V', so ist
auch der Durchschnitt ein Untervektorraum:

ﬂ‘/l Clin V.
iel
(ii) Fir jede Teilmenge S C V ist Lin(S) C V' ein Untervektorraum mit S C
Lin(S). Genauer gilt

Lin(S) = (] Vb,
VoCiinV/
SCVo

d.h., Lin(S) ist der beziiglich Inklusion kleinste Untervektorraum von V,

der S enthdlt.
(iii) Sind Vi,...,V, CV Untervektorriume, so ist die Summe Vi+...+V, CV

ebenfalls ein Untervektorraum.
(iv) Ist o: V. — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen, so gilt stets

Vo Ciin V = 0(Vo) Ciin W, Wo Ciin W = o (W) Ciin V.
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Erinnerung 1.1.6. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Linearform auf V ist eine
lineare Abbildung V' — K. Der Dualraum von V ist

V* .= LF(V) := Hom(V,K) = {u: V — K; u ist linear}.

Zusammen mit der punktweisen Addition und der punktweisen Skalarmultiplikation
wird V* zu einem K-Vektorraum: Man definiert

(u+u)(v) = ulv) +u (v), (au)(v) = au(v).

Ist eine Basis B = (vy,...,v,) fir V gegeben, so ist die zugehérige duale Basis
B* = (vf,...,v}) fiir V* definiert durch

1, i=j,
vV o= K| vj = ) ]
0, i#J,
d.h., man schreibt die Werte der v} auf vy,...,v, vor. Fiir jede Linearform u =

a1vy + ...+ a,v) € V* und jedes v = byv; + ...+ byv, € V hat man

u(v) = (Zaw?) ijvj = Zaiijf(vj) = a1by + ...+ anby.
i j i

Der Wert von u auf v ist somit das Standarskalarprodukt ihrer Koordinatenvektoren
beziiglich B* und B. Man verwendet auch die Schreibweisen

U=V~ u; 1= vy, (u,v) := u(v).

Details und Beweise zu Dualraum sowie dualen Basen sind im Skriptum zur Linea-
ren Algebra 1 zu finden; siche [1, Abschnitt 4.4].

Bemerkung 1.1.7. Wir betrachten K" mit der Standardbasis (eq,...,e,). Jeder
Vektor z € K™ definiert eine Linearform

K" — K, y = x(y) =z1y1 + ... + Tpn.

Wir diirfen (K™)* auf diese Weise mit K" identifizieren. Die zu (eq,...,e,) duale
Basis ist dann gegeben als

(er,...,e") = ((1,0,...,0), ..., (0,...,0,1)).

Bemerkung 1.1.8. Esseien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U sein
Dualraum. Dann definiert die Vorschrift

V — U, v = gy U= K ue (u,v)]
einen Isomorphismus von K-Vektorraumen. Auf diese Weise identifiziert man V' mit
U* = (V*)*. Fiir u € U und v € V schreibt man auch
v(u) = (u,v) = u(v).

Konstruktion 1.1.9. Es seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und U sein
Dualraum. Jede Linearform Oy # w € U definiert eine lineare Hyperebene in V:

N(u) := ut := Kern(u) = {veV; u(v)=0} C V.
Dabei ist N(u) C V ein Untervektorraum der Dimension n—1. Allgemeiner definiert
man die Nullstellenmenge von R C U als
N(R) = m N(u) = {veV; u(v) =0 fir alle u € R} Ty, V.
u€ER

Falls R = {uq,...,um} gilt mit Linearformen wuy,...,u,, € U, so schreiben wir
auch N(uq,...,un) anstelle von N(R).
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Bemerkung 1.1.10. Es seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, U sein Dual-
raum und Vi C V ein Untervektorraum.

(i) Nach dem Basisergéinzungssatz gibt es eine Basis (vy, ..., v,) fiir V, sodass
Vo = Lin(vy, ..., vg) fir ein 1 < k < n gilt.
(ii) Es bezeichne (uq,...,u,) die duale Basis zu (v1,...,v,). Dann ist der

lineare Unterraum Vy C V gegeben durch
Vo = Nugg1,..-,up) = {veV;uj(v)=0, j=k+1,...,n} C V.

(iii) Jede Linearform wug auf Vj erlaubt eine Fortsetzung zu einer Linearform
auf V', beispielsweise durch

u = {ug,v1)us + ...+ (ug,vi)ur € U.
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1.2. Affine Hiille und affine Unterriume.
Definition 1.2.1. Es seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Eine
Affinkombination tber S ist ein Vektor v € V der Form
vo= 3 ANvi, v €8 AL MEK M+ + A =1
i=1
Die affine Hiille iber S ist die Menge Aff(S) C V aller Affinkombinationen iiber S.
Man setzt Aff(0) := 0.

Definition 1.2.2. FEine Teilmenge A eines K-Vektorraumes V' heifit affiner Un-
terraum (in Zeichen A C,g V), falls fiir je zwei v1,v3 € A jede Affinkombination
A1v1 + Agvg in A liegt.

Aufgabe 1.2.3. Es sei A eine Teilmenge des R", n < 3. Was bedeutet “fiir je zwei
v1,v2 € A liegt jede Affinkombination \yv1 + Aavg in A” geometrisch?

U2

|

Veranschauliche die Begriffe Affinkombination, affine Hiille und affiner Unterraum
anhand geeigneter Beispiele bzw. Nicht-Beispiele.

Beispiel 1.2.4. Die affine Hiille {iber die Standardeinheitsvektoren ey, ..., e,4+1 in
K" +! ist der affine Unterraum

Aff(er,....enp1) = {z e K" o+ .. 42, =1} C K*TL
Lemma 1.2.5. FEs seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Dann

gilt S C AfE(S) Ca V.

Beweis. Fiir jedes v € S liegt die Affinkombination 1 -v in Aff(S). Folglich haben
wir § C Aff(S). Fiir den Nachweis von Aff(S) Cug V' seien v,v" € Aff(S) und
AN € Kmit A+ )\ =1 gegeben. Dann erhalten wir

M+ NV =AY A N Y N = DT A+ Y NN, € AR(S),
i=1 J=1 i=1 J=1

wobel v = Ajv; + ... + A\, sowie v¥ = Mo] + ... + X, v, Darstellungen als
Affinkombinationen iiber S sind und die Koeffizienten Ay, ..., A, AL, ..., NN
sich offensichtlich zu 1 aufsummieren. O

Lemma 1.2.6. Es seien V ein K-Vektorraum und A C V' ein affiner Unterraum.
Dann gilt Aff(A) = A.

Beweis. Die Inklusion “A C Aff(A)” ergibt sich direkt aus Lemma 1.2.5. Nehmen
wir an, es gelte Aff(A)  A. Dann gibt es Affinkombinationen

vo= Y Avi € AF(A)\A, N #0,i=1,...,n
i=1

Es sei v eine solche Affinkombination mit minimaler Lénge n. Nach Definition eines
affinen Unterraumes gilt n > 3, und wir diirfen A\; # 1 annehmen. Es folgt

Ai
'U/ = ;ﬁvl c A’ v = )\11}1+(17)\1)UI S A,



8 JURGEN HAUSEN UND PAUL WEISS

wobei v’ € Aff(A), somit v' € A nach Wahl von v und v € A nach Definition eines
affinen Unterraumes gilt. Widerspruch. Also gilt Aff(A) C A. O

Satz 1.2.7. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Ist (Ai)ier eine Familie affiner Unterrdume von V', so ist auch der Durch-
schnitt ein affiner Unterraum:

ﬂAz Caft V.
i€l

(ii) Fir jede Teilmenge S C V ist Aff(S) C V ein affiner Unterraum mit
S C Aff(S). Genauer gilt

d.h., Aff(S) ist der beziiglich Inklusion kleinste affine Unterraum von V,
der S enthdlt.

(iii) Sind Ay,..., A, CV affine Unterriume, so ist die Summe A1 + ...+ A,
ebenfalls ein affiner Unterraum von V.

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Zu (ii). Nach Lemma 1.2.5 ist Aff(S) C V ein
affiner Unterraum mit S C Aff(S). Das beweist die erste Aussage. Weiter erhalten
wir damit die Inklusion “2” aus der Behauptung: Es gilt

Aff(S) 2 AE(S)N [ A= () A
AgaffV Agaffv
SCA SCA

Fiir den Nachweis der Inklusion “C” aus der Behauptung sei A C,g V mit S C A
gegeben. Lemma 1.2.6 liefert A = Aff(A). Insbesondere liegt jede Affinkombination
iiber S in A. Wir schlieflen Aff(S) C A.

Wir zeigen (iii). Es sei eine Affinkombination Av + Nv' mit v,0" € Ay + ... + A,
gegeben. Dann gibt es Darstellungen
v=v1+...+v, V=vi4.40, v,vi€A;, i=1,...,r

Insbesondere ist jedes Av; + A'v} eine Affinkombination iiber A; und liegt somit
in A;. Es folgt

A+ N = Qv + X)) + .o+ Qo + X)) € A+ + A,
(]

Definition 1.2.8. Es seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Fiir
S # () definiert man die Verschiebung von S um w € V als

w+S = {wt+S = {fw+v;vesS} C W

Die zu S gehorige Differenzenmenge ist D(S) := S — S := {0} fiir S = (), und fiir
S # () setzt man

D(S) == S—8 = {s'—s; 5,5 €S} C V.
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Satz 1.2.9. Es sei V ein K-Vektorraum.

(i) Esseienw € V und Vo Ciin V. Dann ist A := w+Vy ein affiner Unterraum
von V', und es gilt D(A) = Vj.

(ii) Es sei A Cag V. Dann ist D(A) C V ein Untervektorraum, und es gilt
A =w+ D(A) fir jedes w € A.

Beweis. Zu (i). Es seien v,v" € A und A\, N € K mit A + X' = 1 gegeben. Dann
haben wir v = vg + w und v = v + w mit vy, v € Vp. Es folgt
Av+Nv' = ANog +w) + N(vi+w) = g+ Nog+w € A
Somit ist A = Vy +w ein affiner Unterraum von V. Weiter ist die Differenzenmenge
von A gegeben durch
D(A) = {(v)+w) — (vo +w); vi,v0 € Vo} = {vy — vo; vgy,v0 € Vo} = Vo

Zu (ii). Nach Definition ist D(A) nicht leer. Es seien vy, vy € D(A) und A, A2 € K
gegeben. Dann gilt v; = w; — w; mit w}, w; € A. Es folgt

AU + AU = ()\111}/1 =+ )\21()’2 + (]. — A — )\Q)wl) — ((1 — )\g)wl + )\21()2) .
Somit ist Ajv1 + Avg eine Differenz von Affinkombinationen iiber A und liegt geméf3
Lemma 1.2.6 in D(A). Das beweist D(A) Cy;, V. Fiir jedes w € A erhalten wir

A= w+{v—w; v ed} = w+{v —v; v, ved} = w+ D(4),

wobel wir fiir “D” in der zweiten Gleichung eine gegebene Differenz v” — v mit

v, v e Aalsv —wmit v :=v" +w — v € A schreiben. O

Definition 1.2.10. Es seien V ein K-Vektorraum und A C V ein affiner Unter-
raum. Die Dimension von A ist
di D(A falls A
dim(4) = | SmxDA), falls A0,
-1, falls A = 0.
Bemerkung 1.2.11. Die nulldimensionalen affinen Unterrdume eines K-Vektorraumes
sind genau seine einpunktigen Teilmengen.

Aufgabe 1.2.12. Veranschauliche die Differenzenmenge D(A) und die Dimension
dim(A) anhand geeigneter Beispiele affiner Unterriume A C R” fiir n = 1,2, 3.

Definition 1.2.13. Eine Abbildung F': V — W zwischen K-Vektorrdumen V'
und W heifit affin, falls es eine lineare Abbildung ¢: V' — W und einen Vektor
B € W gibt, sodass F(v) = ¢(v) + 8 fiir alle v € V gilt; wir schreiben dann auch
F=¢p+5.

Bemerkung 1.2.14. Es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Jede lineare Abbil-
dung @: V — W ist eine affine Abbildung. Eine affine Abbildung ¢: V — W ist
genau dann linear, wenn ¢ (0) = 0 gilt.

Lemma 1.2.15. Essei F': V — W eine affine Abbildung zwischen K- Vektorraumen
V ound W. Ist \qv1 + ... + A\ov,. eine Affinkombination tber V', so gilt

Fhnor+ ...+ M0) = MF(v) 4+ ..o+ M F(vy).
Beweis. Wir haben F' = ¢+ § mit einer linearen Abbildung ¢: V' — W und einem
Vektor g € W. Damit ergibt sich
Fhauoi+...+X00) = oMo +...+ o)+ 5
= M)+ ...+ e(v)+ A+ ...+ X))

AM(p(v1) +B8) + ...+ Ar(p(vr) + B)
MFE(v1) + ...+ X\ F(v).
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O

Satz 1.2.16. Es sei F: V — W eine affine Abbildung zwischen K-Vektorrdumen
V und W.

(1) Gilt A Qaff V, SO gilt F(A) Qaff w.
(ii) Gilt B Cag W, so gilt F~Y(B) Cag V.

Beweis. Wir zeigen F(A) C,g W. Es sei eine Affinkombination Ajw; + Aqws iiber
F(A) gegeben. Wegen wq,ws € F(A) gibt es v1,v2 € A mit F(v;) = w;. Wegen
A Cug V ogilt Ajv1 + Aowe € A. Mit Lemma 1.2.15 folgt
Awy + dowy = F()\l'l}l + )\21)2) S F(A)
Wir zeigen F~1(B) C.g V. Es sei eine Affinkombination \jv; + Aavo iiber F~1(B)
gegeben. Dann haben wir w; := F(v;) € B. Wegen B C.g W gilt Ajw; + Awy € B.
Mit Lemma 1.2.15 sehen wir dann, dass A\jv1 + Aavs in F~1(B) liegt:
F()\l’l)l + )\21)2) = )\1?1)1 + )\2’[02 € B.

O
Konstruktion 1.2.17. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Affinform auf V ist eine
affine Abbildung V' — K, d.h., eine Abbildung der Gestalt

v = K v — u(v) 40, ueLF(V), beK,
Punktweise Addition und Skalarmultiplikation machen aus der Menge aller Affin-
formen auf V den K-Vektorraum
AF(V) = {f: V =K, f ist Affinform}.
Jede nicht-konstante Affinform f € AF(V) definiert eine affine Hyperebene in V:
N(f) = {veVs () =0} = f70) Cur V-
Ist allgemeiner eine Teilmenge R C AF(V') gegeben, so ist die zugehorige Nullstel-
lenmenge gegeben als
N(R) := {veV; flv)=0firalle fe R} = (| N(f) Carr V-
fER

Gilt R ={f1,..., fmm} mit Affinformen fi,..., f, € AF(V), so schreiben wir auch
N(fi,..., fm) anstelle von N(R).

Bemerkung 1.2.18. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann ist
jeder affine Unterraum A C V ist von der Gestalt A = N(fy,..., fm) mit Affinfor-
men fi,..., fm auf V.



KONVEXE POLYEDER 11

1.3. Positive Hiille und konvexe Kegel.

Definition 1.3.1. Es seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Eine
Positivkombination tber S ist ein Vektor v € V der Form

v o= Z/\ivi’ Vi,.. U €8, A, A € Koo
i=1
Die positive Hiille iber S ist die Menge Pos(S) C V aller Positivkombinationen
iber S. Man setzt
Pos(0) = {0y}, Pos(vy,...,v,) = Pos(S), falls S ={vy,...,v,}.

Definition 1.3.2. Eine Teilmenge o eines K-Vektorraumes V heifit konvexer Kegel
(in Zeichen o Cpos V), falls o # 0 gilt und fiir je zwei v1, vy € o jede Positivkombi-
nation A\jv1 + Agvs in o liegt.

Bemerkung 1.3.3. Es seien V ein K-Vektorraum und o C V ein konvexer Kegel.
Dann gibt es ein v € ¢, und damit haben wir 0 =0-v+0-v € 0.

Aufgabe 1.3.4. Es sei o eine nichtleere Teilmenge des R™, n < 3. Was bedeutet
“fiir je zwei v1,v9 € o liegt jede Positivkombination Avy + Aovs in 0”7 geometrisch?

U1

|

Veranschauliche die Begriffe Positivkombination, positive Hiille und konvexer Kegel
anhand geeigneter Beispiele bzw. Nicht-Beispiele.

Beispiel 1.3.5. Der positive Orthant 6" := K% := (K0)" C K" ist ein konvexer
Kegel in K™. Mit den Standardeinheitsvektoren ey, ..., e, € K" gilt

0" = Pos(er,...,en).

Bemerkung 1.3.6. Es sei V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Dann
ist jede Positivkombination iiber S auch eine Linearkombination iiber .S. Insbeson-
dere sind lineare Unterrdume stets konvexe Kegel.

Lemma 1.3.7. Es seien V ein K-Vektorraum und o C V' ein konvexer Kegel.
Dann gilt Pos(S) C o fiir jede Teilmenge S C o.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Positivkombination v = Ajv1+. .. Apv,. tiber S
in o liegt. Wir verwenden Induktion iiber r. Fiir r < 2 gilt v € ¢ nach Defi-
nition 1.3.2. Zum Induktionsschritt: Die Induktionsannahme liefert v/ := Ayvg +
... AUy € 0. Mit Definition 1.3.2 erhalten wir dann v = \jv; + v’ € 0. O

Satz 1.3.8. FEs sei V ein K-Vektorraum. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Ist (04)ier eine nichtleere Familie konvezer Kegel in V', so ist auch der
Durchschnitt ein konvexer Kegel:

mai gpos V.
el
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(ii) Fiir jede Teilmenge S C V ist Pos(S) C V ein konvexer Kegel mit S C
Pos(S). Genauer gilt

Pos(S) = ﬂ o,
0CposV
SCo
d.h., Pos(S) ist der beziiglich Inklusion kleinste konvexe Kegel in V', der S
enthdlt.
(i) Sind o1,...,0. CV konvexe Kegel, so ist die Summe o1+ ...+ 0, CV
ebenfalls ein konvexer Kegel.

(iv) Ist p: V. — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrgumen V. und W, so
gilt stets

g gpos V = 90(0) gpos VV7 T gpos W = 90_1(7—) gpos V.

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Zu (ii). Fiir jedes v € S ist v = 1 - v eine
Positivkombination, das bedeutet v € Pos(S), und wir erhalten S C Pos(S). Sind
weiter v, v’ € Pos(S) gegeben, so haben wir

v=MU1+ .+ A, V=MoL +)\;v;, vi,v; €S, /\i,)\; € K>o.
Damit sehen wir, dass jede Positivkombination Av + AM'v’ auch eine Positivkombi-
nation iiber den obigen Vektoren v;, v} € S und somit in Pos(S) enthalten ist. Also

ist Pos(S) ein konvexer Kegel. Mit Lemma 1.3.7 erhalten wir weiter

Pos(S) C ﬂ o = Pos(S)N ﬂ o C Pos(S).
O'QPOSV ngosv
SCo SCo

Zu (iii). Die Summe o1 +. ..+ 0, ist offensichtlich nicht leer. Es sei nun Av+ v’ eine
Positivkombination iiber . Dann haben wir v = vy +...4v, und v/ = v} +...+ ..
mit v;, v; € o; und erhalten

M+ XN = Ao+ M0+ 4+ Qo+ A0)) € o1 +... 40,
Wir zeigen (iv). Wegen o # 0 gilt o(0) # 0. Ist Aw + Xw’ eine Positivkombination
iiber (o), so wihlen wir v,v" € ¢ mit ¢(v) = w und ¢(v') = w'. Dann gilt
v+ N € o, und es folgt
Aw+ Nw' = p(Av+ Nv') € (o).

Also ist p(0) € W ein konvexer Kegel. Zu o =1(7) C V. Mit ¢(0) =0 und 0 € 7
erhalten wir ¢ =1(7) # (. Ist Av + Mo’ eine Positivkombination iiber »=1(7), so
sehen wir Av + \v' € o ~1(7) mit

oM+ M) = dp(v) + Nep(') € T
O
Bemerkung 1.3.9. Es sei V ein K-Vektorraum. Fiir jeden konvexen Kegel 0 C V'

haben wir Lin(c) = D(¢) Cjin V, wobei D(o) = 0 — o C V die Differenzenmenge
bezeichnet; siehe Definition 1.2.8.
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Definition 1.3.10. Es sei V ein K-Vektorraum. Die Dimension eines konvexen
Kegels o C V ist dim(o) := dim(Lin(0)).

Aufgabe 1.3.11. Veranschauliche den Dimensionsbegriff fiir konvexe Kegel an-
hand geeigneter Beispiele in R™, n < 3.

Konstruktion 1.3.12. Es seien V ein K-Vektorraum und U sein Dualraum. Der
durch eine Linearform u € U definierte lineare Halbraum in V ist die Teilmenge

POrt(u) = {veV; (u,v) >0} C V.

Dabei haben wir stets N(u) C POrt(u). Fiir eine beliebige Teilmenge R C U ist
der zugehorige Positivort in V' definiert als

POrt(R) = {veV; (u,v) >0 fiir alleu € R} = ﬂ POrt(u) C V.
u€R

Ist R eine endliche Menge, etwa R = {uq,...,un}, so notiert man den Positivort
von R auch als POrt(uy, ..., uny).

Aufgabe 1.3.13. Veranschauliche die Begriffe des linearen Halbraumes und des
Positivortes anhand geeigneter Beispiele im R", n < 3.

POrt(ui,u2)

POrt(u1)

POrt(uz)

Beispiel 1.3.14. Der positive Orthant 6" = K%, C K" lésst sich als Positivort
darstellen: Mit der zu (ey, ...,e,) dualen Basis (e!,...,e") haben wir

§" = POrt(e!, ... e").

Satz 1.3.15. Es seien V ein K-Vektorraum, U sein Dualraum und R,R' C U
beliebige Teilmengen. Dann gilt

(i) POrt(R) C V ist ein konvezer Kegel.
(ii) ¥ € R = POrt(R’) 2 POrt(R).

Beweis. Zu (i). Wegen 0 € POrt(R) ist POrt(R) nicht leer. Es sei nun Av + \'v’
eine Positivkombination iiber POrt(R). Dann haben wir u(v) > 0 und w(v’) > 0
fiir alle u € R. Damit sehen wir Av + Mo’ € POrt(R): Fiir jedes u € R gilt

u( Ao+ Nv') = du(v) + Nu(v') > 0.

Wir zeigen (ii). Gilt R’ C R, so erfiillt jedes v € POrt(R) insbesondere die Bedin-
gung u(v) > 0 fiir alle v € R’, und wir erhalten v € POrt(R'). O

Definition 1.3.16. Es seien V ein K-Vektorraum und U sein Dualraum. Der Du-
alkegel eines konvexen Kegels o C V ist der konvexe Kegel

o = {u€U; (u,v) > 0fiir alle v € 0} = POrt(o) C U.
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Aufgabe 1.3.17. Bestimme den Dualkegel oV fiir einfache Beispiele konvexer Ke-
gel 0 C R?, etwa

o = {0}, Pos(ey1), Pos(3e; + e, 1 + 2e3).

Wie kann man den Dualkegel oV eines zweidimensionalen konvexen Kegels o C R?
geometrisch konstruieren?

Beispiel 1.3.18. Mit der Identifikation (K")* = K" aus Bemerkung 1.1.7 und
4™ := Pos(el, ..., e") erhalten wir fiir den Orthanten

(™) = Pos(ey,...,en)" = Pos(e!,...,e") = 4™

Satz 1.3.19. Es seien V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, U sein Dual-
raum, o,7 C V konveze Kegel und oV, 7V C U die zugehérigen Dualkegel. Dann
gilt

T§0:>TVQUV, o C ovV.

Beweis. Zur ersten Aussage. Gilt u € ¢V, so haben wir u|, > 0, folglich u|, > 0 und
somit u € 7V. Wir zeigen die zweite Aussage. Gilt v € o, so gilt v(u) = u(v) > 0
fiir alle u € ¢¥ und somit v € oVV. O
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1.4. Konvexe Hiille, konvexe Mengen und Polyeder.

Definition 1.4.1. Es seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Eine
Konvezkombination iiber S ist ein Vektor v € V der Form

v:Z)\ivi, Viyeon,Up €8, /\1,...,/\TEK20, AM+...+ A =1
i=1
Die konveze Hiille tiber S ist die Menge Konv(S) C V aller Konvexkombinationen
iber S. Man setzt
Konv (@) := 0, Konv(vy,...,v,) = Konv(S), falls S = {vy,...,v,}.

Definition 1.4.2. Eine Teilmenge A eines K-Vektorraumes V' nennt man konvez
(in Zeichen A Cyony V), falls fiir je zwei vy, vy € A jede Konvexkombination Ajvq +
Aovg in A liegt.

Aufgabe 1.4.3. Es sei A eine Teilmenge des R™, n < 3. Was bedeutet “fiir je zwei
v1, v € A liegt jede Konvexkombination Ajv1 + Aove in A” geometrisch?

S~

Veranschauliche die Begriffe Konvexkombination, konvexe Hiille und konvexe Men-
ge anhand geeigneter Beispiele bzw. Nicht-Beispiele.

Beispiel 1.4.4. Das Standardsimpler S™ C K"t! ist die konvexe Hiille iiber die

Standardeinheitsvektoren e, ..., e, € KL
S§" = Konv(ey,...,ent1)
= {zeK"™h 0<z,...,0p1 <1, 21+ ... Fap =1}

Bemerkung 1.4.5. Es seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge.
Dann ist jede Konvexkombination iiber S auch Linear-, Affin- und Positivkombina-
tion iiber S. Insbesondere sind lineare Unterrdume, affine Unterrdume und konvexe
Kegel stets konvexe Mengen.

Lemma 1.4.6. Es seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Dann
gilt S C Konv(S) Cyony V.

Beweis. Fiir jedes v € S liegt die Konvexkombination 1-v in Konv(S). Folglich gilt
S C Konv(S). Fiir den Nachweis von Konv(S) Cyony V seien v, v € Konv(S) und
AN € Ksg mit A+ A =1 gegeben. Dann erhalten wir

MW+ N = A Z Aivi + N Z Nvj = Z A\v; + Z NNl € Konv(S),
i=1 j=1 i=1 j=1

wobel v = Ajv; + ... + A\, sowie v¥ = Mo] + ... + X v, Darstellungen als
Konvexkombinationen iiber S sind, die Koeffizienten AAi, ..., A, AL, ..., A
alle nicht negativ sind und sich insgesamt zu 1 aufsummieren. O
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Lemma 1.4.7. Es seien V ein K-Vektorraum und A C V eine konvexe Menge.
Dann gilt Konv(A) = A.

Beweis. Die Inklusion “A C Konv(A)” ergibt sich direkt aus Lemma 1.4.6. Nehmen
wir an, es gelte Konv(A) € A. Dann gibt es Konvexkombinationen

v = Z)‘ivi € Konv(A)\ A, XN #0,i=1,...,n.
i=1
Es sei v eine solche Konvexkombination mit minimaler Lange n. Nach Definition
eine konvexen Menge gilt n > 3, und wir diirfen A\; # 1 annehmen. Es folgt

n

Ai
v = ;1_7)\102 c A, vo= )\11}1+(1—)\1)U, S A,

wobei v/ € Konv(A), somit v' € A nach Wahl von v und v € A nach Definition
einer konvexen Menge gilt. Widerspruch. Also gilt Konv(A) C A. O

Satz 1.4.8. FEs sei V ein K-Vektorraum. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Ist (A;)ier eine Familie konvezer Mengen in V', so ist auch der Durch-
schnitt eine konvexe Menge:

mAz gkonv V.
el
(ii) Fiir jede Teilmenge S C V ist Konv(S) C V eine konvere Menge mit
S C Konv(S). Genauer gilt

Konv(S) = (] A4,

Agkonvv
SCA

d.h., Konv(S) ist die beziiglich Inklusion kleinste konvexe Menge in 'V, die
S enthdlt.

(i) Sind Ay, ..., A, CV konvexe Mengen, so ist die Summe A1+...+A, CV
ebenfalls eine konvexe Menge.

(iv) Ist F: V. — W eine affine Abbildung zwischen K- Vektorraumen V und W,
so gilt stets

A gkonv V = F(-A) gkonv VVa B gkonv W = Fﬁl(B) gkonv V.

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Zu (ii). Nach Lemma 1.4.6 ist Konv(S) C V
eine konvexe Menge mit S C Konv(S). Das beweist die erste Aussage. Weiter
erhalten wir damit die Inklusion “2” aus der Behauptung: Es gilt

Konv(S) 2 Konv(S)n (| A= [) A
ACyonvV ACronvV
SCA SCA

Fiir den Nachweis der Inklusion “C” aus der Behauptung sei A Cyony V mit S C A
gegeben. Lemma 1.4.7 liefert A = Konv(.A). Insbesondere liegt jede Konvexkombi-
nation iiber S in A. Wir schlieflen Konv(S) C A.

Wir zeigen (iii). Es sei eine Konvekombination Av + Mo’ mit v,v" € A1 + ...+ A,
gegeben. Dann gibt es Darstellungen

! / / / .
v=vi+...4+0v, UV =vi+...+v, v,v, €A, i=1...,r

Insbesondere ist jedes Av; + XN'v} eine Konvexkombination iiber .4; und liegt somit
in A;. Es folgt

A+ N = v + X))+ oo+ Qo+ N0L) € A+ ...+ A,
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Zu (iv). Wir zeigen F(A) Cyonv W. Es sei eine Konvexkombination Ajw; 4+ Agws
iiber F(A) gegeben. Wegen wy,wy € F(A) gibt es v1,v2 € A mit F(v;) = w;. Da A
konvex ist, gilt \jv; + Aovgy € A. Mit Lemma 1.2.15 folgt

AW + Awy = F()\l’l)l -+ )\2’[)2) c F(A)

Wir zeigen F'~1(B)Crony V. Es sei eine Konvexkombination A\jv1+Aavs iiber F~1(B)
gegeben. Dann haben wir w; := F(v;) € B. Da B konvex ist, gilt Ajw; + Aws € B.
Mit Lemma 1.2.15 sehen wir dann, dass A\jv; + Agvg in F~1(B) liegt:

F()\l'Ul + /\2112) = Mwi + dwy € B.
O
Konstruktion 1.4.9. Es sei V ein K-Vektorraum. Jede nicht-konstante Affinform
f € AF(V) definiert einen affinen Halbraum POrt(f) in V:
POrt(f) = {veV; f(v)>0} C V.

Ist allgemeiner eine Teilmenge R C AF(V) gegeben, so definieren wir den zu-
gehorigen Positivort als

POrt(R) := {veV; f(v) >0 firalle f € R} = () POrt(f) C V.
fER

Gilt R = {f1,..., fim} mit Affinformen fi,..., f, € AF(V), so schreiben wir auch
N(fi,..., fm) bzw. POrt(f1,..., fm) anstelle von N(R) bzw. POrt(R).

Bemerkung 1.4.10. Es seien V ein K-Vektorraum und R C AF(V). Fiir die
Menge —R C AF (V) und die Nullstellenmenge N(R) C V gilt

N(R) = POrt(R)NPOrt(—R) C POrt(R).

Aufgabe 1.4.11. Veranschauliche anhand geeigneter Beispiele in R™, n < 3, den
affinen Halbraum POrt(f) einer Affinform f € AF(R"™).

Prisentiere Beispiele fiir den Positivort POrt(fi,..., f;,) mehrerer Affinformen
ooy fm € AF(R™).

Definition 1.4.12. Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V' heifit
konvezxes Polyeder, falls B = POrt(f1,..., frn) mit f1,..., frn € AF(V) gilt.

Satz 1.4.13. FEs sei V ein K-Vektorraum. Dann ist jedes konvexe Polyeder B CV
eine konvexe Menge in V.

Beweis. Es sei B =POrt(f1,..., fr) mit fi,..., fmn € AF(V). Ist A\jv1 4+ Aavo eine
Konvexkombination iiber B, so erhalten wir

[iAvr + Xav2) = Aifj(vr) + A1 fi(v2) > 0
fir j = 1,...,m; siche Lemma 1.2.15. Das bedeutet Ayv1 +Aave € POrt(f1,..., fin)
Folglich ist B = POrt(fy,..., fm) konvex. d

Bemerkung 1.4.14. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann ist jeder Untervektorraum
Vo € V und jeder affine Unterraum A C V ein konvexes Polyeder.
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Definition 1.4.15. Es seien V ein K-Vektorraum und A C V eine konvexe Menge.
Die Dimension von A ist die Dimension ihrer affinen Hiille:

dim(A) := dim(Aff(A)).
Beispiel 1.4.16. Es bezeichne (eq, ..., e,) die Standardbasis des K". Der n-dimen-
sionale Standard-Wiirfel in K™ ist definiert als
W, = Konv(ere1 + ... +epen; & € {1,-1}) C K™

Der n-dimensionale Standard-Wiirfel in K™ ist ein konvexes Polyeder: Mit der zu
(€1,...,ey,) dualen Basis (e!,...,e") haben wir

W, = POrt(+e' +1,...,£e" +1) C K"
Beispiel 1.4.17. Es bezeichne (e, ..., e,) die Standardbasis des K™. Das n-dimen-
sionale Standard-Kreuzpolytop in K™ ist definiert als
K, = Konv(xey,...,+e,) C K"

— O N

Das n-dimensionale Standard-Kreuzpolytop in K™ ist ein konvexes Polyeder: Mit

der zu (ey,...,e,) dualen Basis (e!,...,e") haben wir

K, := POrt(eje* +...+epe” +1; g, € {1,—-1}) C K"
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2. POLYEDRISCHE KONVEXE KEGEL

2.1. Polyedrische Kegel 1.

Definition 2.1.1. Es sei V ein K-Vektorraum. Ein endlich erzeugter konvezer
Kegel in V ist eine Teilmenge der Form o = Pos(vy,...,v,) C V mit vy,...,v. € V.

Aufgabe 2.1.2. Prisentiere Beispiele endlich erzeugter konvexer Kegel in R™,
n < 3. Gibt es auch nicht endlich erzeugte konvexe Kegel in R™?

Beispiel 2.1.3. Der positive Orthant §" = K%, € K" ist ein endlich erzeugter
konvexer Kegel: Wir haben

0" = Pos(er,...,en).

Bemerkung 2.1.4. Es seien V ein K-Vektorraum, p: V' — V' eine lineare Abbil-
dung und vq,...,v, € V. Dann haben wir

o(Pos(vy,...,v.)) = Pos(e(v1),...,p(v)).
Insbesondere sind Bilder endlich erzeugter konvexer Kegel unter linearen Abbildun-

gen endlich erzeugte konvexe Kegel.

Satz 2.1.5. Es seien V ein K-Vektorraum, S C V eine Teilmenge und r € Z>.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt Vektoren vy, ...,v, € V mit S = Pos(vy,...,v.).
(ii) Es gibt eine lineare Abbildung p: K™ — V mit S = p(d").

Insbesondere sind die endlich erzeugten konvexen Kegel genau die Bilder positiver
Orthanten unter linearen Abbildungen.

Beweis. Die Implikation “(ii)=-(i)” ergibt sich direkt aus Bemerkung 2.1.4. Fiir den
Nachweis von “(i)=-(ii)” betrachten wir die durch

o K" — V, e — v
definierte lineare Abbildung. Bemerkung 2.1.4 liefert dann die gewiinschte Darstel-
lung S = Pos(p(e1),...,o(er)) = @(d7). O

Definition 2.1.6. Es sei V ein K-Vektorraum und U sein Dualraum. Ein polyedri-
scher konvezer Kegel in V ist eine Teilmenge der Form o = POrt(uy,...,us) CV
mit uq,...,us € U.

Bemerkung 2.1.7. Nach Satz 1.3.15 sind polyedrische konvexe Kegel stets konve-
xe Kegel im Sinne von Definition 1.3.2. Weiter ist jeder polyedrische konvexe Kegel
ein konvexes Polyeder im Sinne von Definition 1.4.12.

Aufgabe 2.1.8. Prisentiere Beispiele polyedrischer konvexer Kegel in R, n < 3.
Gibt es auch nicht-polyedrische konvexe Kegel in R™?

Bemerkung 2.1.9. Es sei V ein K-Vektorraum. Jeder lineare Unterraum Vo C V
ist ein endlich erzeugter und polyedrischer konvexer Kegel: Es gilt

Vo = Pos(xwvy,...,xvr) = POrt(fugyr,...,tu,),
wobei (v1,...,v,) eine Basis fiir V ist mit Vy = Lin(vy,...,v;) und (uq,...,u,) die

zugehorige duale Basis in U = V* bezeichnet.

Beispiel 2.1.10. Der positive Orthant 6™ = KZ, € K" ist ein polyedrischer kon-
vexer Kegel: Wir haben
§" = POrt(e',...,e").
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Erinnerung 2.1.11. Es seien V, V' zwei K-Vektorrdume, U, U’ ihre Dualriume
und ¢: V — V' eine lineare Abbildung. Die zugehorige duale Abbildung ist

o U = U, u o= o) = d o
Dabei ist jedes ¢*(u’) als Komposition linearer Abbildungen linear. Weiter ist
©*: U — U eine lineare Abbildung, siehe [1, Satz 4.4.6].
Bemerkung 2.1.12. Es seien V', V’ zwei K-Vektorriume, U, U’ ihre Dualriume
und ¢: V — V' eine lineare Abbildung. Sind u},...,u} € U’ gegeben, so gilt
e (POrt(uf, .. uy)) = {veV; ui(pv) 20, ..., ui(p(v)) > 0}

= POrt(p"(uy), ..., " (uy)).
Insbesondere sehen wir damit, dass Urbilder polyedrischer konvexer Kegel unter
linearen Abbildungen polyedrische konvexe Kegel sind.

Satz 2.1.13. Es seien V ein K-Vektorraum, U sein Dualraum, S C 'V eine Teil-
menge und s € Z>1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt Linearformen uy,...,us € U mit S = POrt(uy, ..., us).
(i) Es gibt eine lineare Abbildung : V — K mit S = ¢~1(5%).

Insbesondere sind die polyedrischen konvexen Kegel genau die Urbilder positiver
Orthanten unter linearen Abbildungen.

Beweis. Die Implikation “(ii)=-(i)” ergibt sich direkt aus Bemerkung 2.1.12. Fiir
den Nachweis von “(i)=-(ii)” betrachten wir die lineare Abbildung

Pp: Vo — K™, v o= (ur(v),. .., us(v)).
Fiir v € V haben wir genau dann ¢ (v) € ¢°, wenn w;(v) > 0 fiir i = 1,...,s gilt.
Das bedeutet S = POrt(ug,...,us) = ~1(5%). O

Erinnerung 2.1.14. Es sei 0 C V ein konvexer Kegel. Der zugehorige duale Kegel,
auch Dualkegel genannt, ist der konvexe Kegel

oV = {ueU; ul, >0} C U.
Der Ubergang zum Dualkegel ist inklusionsumkehrend, d.h., sind ¢ C V und 7 C V
konvexe Kegel, so gilt
TCo = 71'D20o".

Satz 2.1.15 (Hahn-Banach). Es seien V' ein K- Vektorraum mit Dualraum U und
o C V ein polyedrischer konvezer Kegel mit Dualkegel 0¥ C U. Dann gibt es zu
jedem v € V' \ o eine Linearform u € oV mit u(v) < 0.

Beweis. Die Aussage gilt offensichtlich, falls ¢ ein positiver Orthant ist. Fiir den
allgemeinen Fall withlen wir eine lineare Abbildung : V — K® mit o = ¢~1(5%).
Dann gilt ¥(v) & §°. Folglich gibt es eine Linearform v’ auf K*®, die keine negativen
Werte auf 6% annimmt und /(¢ (v)) < 0 erfiillt. Die zuriickgeholte Linearform
u := u’ 01 besitzt also die gewiinschten Eigenschaften. O

Erinnerung 2.1.16. Es seien V ein K-Vektorraum und U sein Dualraum. Fiir
u € U und v € V schreiben wir

v(u) = (u,v) = u(v).

Die erste Gleichung erlaubt es uns, V' als den Dualraum von U anzusehen, d.h., wir
haben (V*)* =V.
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Satz 2.1.17 (Dualitétssatz). FEs seien V' ein K-Vektorraum und o C V' ein poly-
edrischer konvexer Kegel. Dann gilt

(V)Y = o.

Beweis. Satz 1.3.19 liefert (¢¥)¥ 2 o. Der Nachweis der Inklusion (V)Y C o erfolgt
indirekt: Nehmen wir an, es existiere ein v € (¢¥)Y mit v € . Dann gibt es nach
dem Satz von Hahn-Banach ein Element u € ¢¥ mit u(v) < 0. Mit anderen Worten,
es gilt v(u) < 0 und somit v & (¢¥)V, Widerspruch. O

Satz 2.1.18. Es sei V ein K-Vektorraum mit Dualraum U. Weiter seien Elemente
V1,...,0 €V gegeben. Dann gilt

Pos(v1,...,v.)Y = POrt(vy,...,0,.).

Insbesondere ist der Dualkegel eines endlich erzeugten konvexen Kegels stets ein
polyedrischer konvexer Kegel.

Beweis. Wir setzen o := Pos(vy, . ..,v,) C V. Dann ist der Dualkegel von o gegeben
durch

o’ {u € U; u(v) >0 fiir alle v € o}

{ueU; u(v;) >0, i=1,...,r}
{ueU; vi(u)>0,i=1,...,r}

POrt(vy,...,v,).
O

Aufgabe 2.1.19. Nutze Satz 2.1.18 zur expliziten Bestimmung der Dualkegel fiir
geeignete Beispiele endlich erzeugter konvexer Kegel in R™, n < 3.
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2.2. Polyedrische Kegel 2.

Satz 2.2.1. Es seien V ein K-Vektorraum und U sein Dualraum. Fir jede Teil-
menge o CV sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt Vektoren vy,...,v, € V mit o = Pos(vy,...,v,).
(ii) Es gibt Linearformen uq, ..., Uy € U mit 0 = POrt(ug, ..., um).

Insbesondere sind die endlich erzeugten konvexen Kegel genau die polyedrischen
konvexen Kegel.

Lemma 2.2.2. Es seien ¢: V. — V' ein Isomorphismus von K-Vektorrdiumen,
Ui, - .., Uy Linearformen auf V und o = POrt(uq,...,u,) C V. Dann gilt

(o) = POrt(uf,...,u,) C V', =00t i=1,...,n.

Beweis. Die Mitgliedschaft eines Vektors v* € V' im Bild ¢(c) C V' von ¢ C V
ldsst sich wie folgt charakterisieren:
vV eplo) = ¢ l)eao
= e ') >0,i=1,...,n
= wop '(W)>0,i=1,...,n
(]

Lemma 2.2.3. FEs sei (v1,...,v,) eine Basis fir K" und es sei u; € K™ die i-te
Zeile der Matrix [vy,...,v,]"1, wobeii =1,...,n. Dann gilt

Pos(vy,...,v,) = POrt(uy,...,u,).
Beweis. Wir betrachten den Isomorphismus ¢: K — K", x +— P - x, wobei wir
P = [v1,...,v,] setzen. Mit u; := e’ o ™1 gilt
Pos(vi,...,vn) = @(6,) = @(POrt(e!,...,e")) = POrt(uy,...,uy),

siche Lemma 2.2.2. Nach Definition von ¢ ist dabei u; = e’ 0 ! die i-te Zeile der
Matrix [vq, ..., v,] "t O

Lemma 2.2.4 (Fourier-Motzkin-Elimination). Fs seien B eine endliche Menge von
Linearformen u = (uy,...,u,) auf K™ und o := POrt(B) C K". Wir betrachten

B, = {u€B; u,=0} U {utu" —u,u"; vt ,u” € B, u} >0, u, <0},
B, = {(u1,...,upn_1); u€ By}
und die Projektion 7: K* — K" 1 (vy,...,v,) = (v1,...,v,_1) auf die ersten
n — 1 Koordinaten. Dann gilt
POrt(B,) = ¢ + Ke,, C K", POrt(B,) = n(o) C K",

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die zweite Gleichung aus der ersten folgt. Nach

Konstruktion haben wir B,, = 7*(B,,) und erhalten
POrt(B,) = =(z ' (POrt(B,)) = =(POrt(r*(B,)))
= m(POrt(By,)) = (o +Ke,) = (o).
Wir zeigen “D” fiir die erste Gleichung. Jedes u € B,, ist eine Positivkombination
von Linearformen aus B und es gilt u, = 0. Auswerten auf v 4+ ae, € o + Ke,

liefert daher
u(v + ae,) = u(v) +au, = u(v) > 0.
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Zur Inklusion “C” der ersten Gleichung. Es sei v € V ein Vektor mit u(v) > 0 fiir
alle u € B,,. Dann erhalten wir

wiu~(v) > u,ut(v)

fiir je zwei Linearformen u*,u~ € B mit w,}! > 0 und u;} < 0. Diese Bedingung
lasst sich dquivalent umformulieren zu
- +
) _ wt()

Un - Tns

fiir je zwei Linearformen u™, 4~ € B mit »,} > 0 und v, < 0. Wir wihlen nun ein
a € K mit

- +

max<u (_U);ueB,un<O> §a§min<u gv);u+€B,u,+L>0>
n Un

und betrachten v’ := v — ae,,. Dieser Vektor erfiillt u(v’) > 0 fiir alle u € B mit

up, = 0. Fiir u™, 4~ € B mit u;} > 0 bzw. u,, <0 erhalten wir weiter
u (V) = u (v) —u,a > 0, ut (V') = ut(v) —ufa > 0.

Wir haben also gesehen, dass u(v') > 0 fiir alle u € B gilt. Mit anderen Worten, es
gilt v’ € o. Somit ist v = v’ + ae,, ein Element aus o + Ke,,. O

Erinnerung 2.2.5. Es sei P € Mat(m,n;K) vom Rang m mit n > m. Dann gibt
es invertierbare Matrizen S € Mat(m, m;K) und T € Mat(n, n; K), sodass

S-A-T = [En,0],

wobei die Blockmatrix [E,,, 0] aus der Einheitsmatrix E,, € Mat(m, m;K) und der
Nullmatrix 0 € Mat(m, n — m; K) zusammengesetzt ist; siehe [1, Satz 5.1.13].

Beweis von Satz 2.2.1. Wir zeigen “(i)=-(ii)”. Nach Satz 2.1.5 diirfen wir anneh-
men, dass 0 = ¢(0™) mit einer linearen Abbildung ¢: K® — V gilt. Bemer-
kung 2.1.9 liefert Linearformen uy, ..., u; auf V mit

Bild(¢) = POrt(uq,...,ux).

Nach Bemerkung 1.1.10 (iii) geniigt es daher, den Fall zu behandeln, dass ¢: K® —
V' surjektiv ist. Weiter konnen wir annehmen, dass V' = K™ mit m < n gilt. Gemé&f
Erinnerung 2.2.5 gibt es ein kommutatives Diagramm

= o5

wobei m: K" — K™ die Projektion auf die ersten m Koordinaten bezeichnet. Im
Fall m = n liefert Lemma 2.2.2 die gewiinschte Darstellung von o = (™). Gilt
m < n, so schreiben wir

T = MTmO...0Mp_20Tp_1,

wobei 7 : K1 — K! die Projektion auf die ersten I Koordinaten darstellt. In jedem
Schritt liefert uns Lemma 2.2.4 eine Darstellung des Bildes von 6™ als Positivort
endlich vieler Linearformen.

Wir zeigen “(ii)=-(1)”. Es sei ¢ C V ein polyedrischer konvexer Kegel. Nach Satz 2.1.18
gilt 0 = 7V mit einem endlich erzeugten konvexen Kegel 7 C U. Wie eben gezeigt,
ist 7 polyedrisch. Der Dualitdtssatz 2.1.17 liefert o = (7)Y = 7. Somit ist 0¥ C U
endlich erzeugt und polyedrisch. Wenden wir die obigen Argumente auf o¥ an, so

erhalten wir insbesondere, dass ¢ = (¢¥)Y endlich erzeugt ist. (]
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Folgerung 2.2.6. Endliche Summen sowie endliche Durchschnitte polyedrischer
konvezer Kegel sind polyedrische konvexe Kegel.

Folgerung 2.2.7. Es sei V ein K-Vektorraum mit Dualraum U. Weiter seien
Elemente u,...,u,, € U gegeben. Dann gilt
POrt(ug, ..., um)Y = Pos(ug,. .., um).

Insbesondere ist der Dualkegel eines polyedrischen konvexen Kegels stets ein endlich
erzeugter konvexer Kegel.

Beweis. Nach Satz 2.2.1 ist Pos(uy,...,u,) polyedrisch und gemifl Satz 2.1.18
gilt Pos(u1,...,um)Y = POrt(uy,..., uy). Dualisieren dieser Gleichung und der
Dualitétssatz 2.1.17 liefern die Behauptung. O






KONVEXE POLYEDER 27

2.3. Seiten polyedrischer Kegel.

Definition 2.3.1. Es seien V' ein K-Vektorraum und ¢ C V ein polyedrischer
konvexer Kegel. Man nennt 7 C o eine Seite von o (in Zeichen 7 < o), falls es ein
u € oV gibt, sodass

T = utno.
Dabei heifit u € ¢V auch eine ausschneidende Linearform fiir 7 < 0. Wir nennen
eine Seite 7 < o echt (in Zeichen 7 < o), wenn 7 # o gilt. Die Menge aller Seiten
von o wird mit Seiten(o) bezeichnet.

Aufgabe 2.3.2. Veranschauliche den Seitenbegriff anhand geeigneter Beispiele po-

lyedrischer konvexer Kegel in R™ fiir n < 3.

Beispiel 2.3.3. Wir betrachten den positiven Orthanten 6" = Pos(eq,...,e,)
in K%,. Jede Teilmenge I C {1,...,n} definiert eine Seite

07 := Pos(e;; i€l) < o™

Bezeichnet (e, ...,e") die zu (ey,...,e,) duale Basis, so erhalten wir ausschnei-
dende Linearformen u; fiir die Seiten 4} < 6" durch

1 N 0, 1<i<n,iel,
uy = €1€ +...+epe’, g =

1, 1<i<n,iél.

Bemerkung 2.3.4. Es sei V ein K-Vektorraum. Die eindimensionalen polyedri-
schen konvexen Kegel in V' sind genau

e Die Strahlen, d.h., die Kegel der Form ¢ = Pos(v) mit 0 # v € V. Die
Seiten eines Strahls ¢ sind {0} und p.

e Die Geraden, d.h., die Kegel der Form G = Lin(v) mit 0 # v € V. Jede
Gerade G besitzt G als einzige Seite.

- —

Weiter gibt es genau drei Typen von zweidimensionalen polyedrischen konvexen
Kegeln in V:

e Die spitzen Kegel 7 = Pos(v1,v2) mit (v1,vs) linear unabhéingig in V. Die
Seiten eines solchen Kegels sind {0}, o; = Pos(v;), i = 1,2 und 7 selbst.

e Die Halbebenen, d.h., die Kegel H = G + p, wobei G eine Gerade und p
ein Strahl ist. Die Seiten von H sind G und H.

e Die Ebenen, d.h., die Kegel E = Lin(vy,v2) mit (v1,v2) linear unabhéngig
in V. Die einzige Seite einer Ebene FE ist E selbst.

=

Lemma 2.3.5. Es seienV ein K-Vektorraum, vy, ...,v, € V und o = Pos(vy,...,v;.).
Fiir jede Linearform u € oV gilt dann

utNo = Pos(vi; u(v;) =0).
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Beweis. Die Inklusion “O” liegt offensichtlich vor. Zum Nachweis von “C” sei ein
Element v € u’ N o gegeben. Wegen v € ¢ haben wir eine Darstellung
v o= a1 + ...+ apve,  ap,... 0 € K.
Mit v € u’ erhalten wir weiter
0 = ulv) = aqu(vr) + ...+ apu(v).
Mit a; > 0 und u(v;) > 0 folgt o; = 0 fiir alle j mit u(v;) > 0. Das bedeutet
v € Pos(v;; u(v;) =0). O

Satz 2.3.6. Fin polyedrischer konvezer Kegel besitzt nur endlich viele Seiten, und
jede dieser Seiten ist ein polyedrischer konvexer Kegel.

Beweis. Es sei 0 C V ein polyedrischer konvexer Kegel in einem K-Vektorraum V.
Dann haben wir ¢ = Pos(v1,...,v,) mit v1,...,v, € V endlich erzeugt. Nach
Lemma 2.3.5 ist jede Seite 7 < o von der Form 7 = Pos(v;,, ..., v;, ) mit k < r und
1 <iq,...,ix < 7. Insbesondere besitzt o nur endlich viele 7 < o, und jedes dieser
7 ist ein endlich erzeugter, mithin polyedrischer, konvexer Kegel. O

Lemma 2.3.7. Es seien V ein K-Vektorraum und o C 'V ein polyedrischer konve-
zer Kegel. Sind o < 0 und 7 < o Seiten mit o C 7, so gilt p X 7.

Beweis. Es sei u € oV mit 0 = ut No. Wegen oV C 7V ist u auch ausschneidende
Linearform fiir o C 7. O

Satz 2.3.8. Es seien V ein K-Vektorraum und o,7 C V polyedrische konvexe
Kegel. Dann gilt:

(i) (ent)V=0v+71V.
(i) (c4+71)V=0"VnNrV.

Beweis. Zu (i). Die Inklusion “2” ist leicht einzusehen: Ist u € 0¥ und v’ € 7V, so
gilt offensichtlich
u|aﬁ7’ Z 0; u/‘aﬂ‘r Z 0.

Fiir den Nachweis der Inklusion “C” verwenden wir den Dualititssatz: Wir miissen
lediglich

ont 2 (aV +71Y)
nachweisen. Es sei v € (¢¥ + 7V)V. Dann gilt u(v) > 0 fiir jedes u € ¢ und
u'(v) > 0 fiir jedes v’ € 7V. Das impliziert bereits

v e (VY)Y =onm

Zu (ii). Wir schreiben o = ¥ und 7 = 8Y mit polyedrischen konvexen Kegeln o
und . Wie wir bereits gezeigt haben, gilt

(anp)Y = ¥ +p8Y.
Dualisiert man diese Gleichung und setzt dann o = oV sowie 7 = 8 wieder ein, so

steht die gewiinschte Gleichung da. O

Bemerkung 2.3.9. Es seien V' ein K-Vektorraum und U sein Dualraum. Jede
nichtleere Teilmenge A C V definiert einen Untervektorraum
At = {ueU; u(v)=0firalleve A} = ﬂ vt Cin U
vEA

Dabei gilt stets A+ = Lin(A)* und A++ = Lin(A). Ist weiter A C V ein Untervek-
torraum, so ist A ein polyedrischer konvexer Kegel, und es gilt A+ = AV.
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Satz 2.3.10. FEs seien V ein K-Vektorraum und o C 'V ein polyedrischer konvexer
Kegel. Fir jede Seite T < o gilt:

(i) 7 = Lin(r)No,
(i) 7V = 7t +oV.

Beweis. Zu (i). Die Inklusion “C” ist offensichtlich. Zum Nachweis von “2” sei
u € ¢V mit 7 = ut No. Dann gilt Lin(7) C ut. Es folgt
Lin(t)No C utno = 7
Aussage (ii) ergibt sich durch Dualisieren der ersten Aussage: Mit Satz 2.3.8 und
Bemerkung 2.3.9 erhalten wir
7V = (Lin(t)No)Y = Lin(r)" + 0¥ = Lin(r)* +0¥ = 7+ +o".
O

Satz 2.3.11. Es seien V' ein K-Vektorraum und o C V' ein polyedrischer konvexer
Kegel. Dann hat man folgende Aussagen:

(i) Fir allet o und o< 7 gilt 0 < 0.
(ii) Fliir je zwei 71,70 < 0 gilt 1 NTo <X T1,T2,0.

Somit ist “X” eine Partialordnung auf Seiten(o). Beziiglich “<” gibt es in Seiten(o)
genau ein mazximales und genau ein minimales Element:

Omax — O, Omin = ﬂ T.
TO
Weiter existiert zu gegebenen Ti,...,T; € Seiten(o) genau ein 7 € Seiten(o), das
mazimal ist mit der Figenschaft “r < m,...., 7 < 7",

Beweis. Zu (i). Es seien u, € 0¥ und u, € 7" ausschneidende Linearformen fiir 7
bzw. o. Geméafl Satz 2.3.10 haben wir

Vv =7t 4oV.
Also gibt es eine Darstellung u, = u; + ue mit u; € 7Lt und us € oV. Wegen
7+ C ot gilt ug = 0 auf o. Fiir u; + us € 0¥ erhalten wir dann

o = {ver; uy(v) =0}
= {ver; u(v) =0}
{v € o; us(v) =0, uz(v) =0}
{0 € 03 s (0) + ua(v) = 0}

= (ur +ux)tNo.

Zu (ii). Sind u; € ¢ ausschneidende Linearformen fiir 7;, so ist uj; + us € o eine
ausschneidende Linearform fiir 7y N7 < 0. Lemma, 2.3.7 liefert 71 N7 < 7, 72. O
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2.4. Das relative Innere.

Definition 2.4.1. Es sei V' ein K-Vektorraum. Das relative Innere 0° C o eines
polyedrischen konvexen Kegels ¢ C V ist das Komplement der Vereinigung all
seiner echten Seiten:

o = o\ U T.

T<0

Aufgabe 2.4.2. Veranschauliche den Begriff des relativen Inneren anhand geeig-
neter Beispiele polyedrischer konvexer Kegel in R” fiir n < 3.

Beispiel 2.4.3. Das relative Innere des positiven Orthanten 6™ = Pos(eq, ..., e,)
in K™ besteht genau aus den strikten Positivkombinationen iiber (eq,...,e,):

((5”)0 = {/\1€1+...+)\n€n; Alyeves A €K>O} = K;LO.

Satz 2.4.4. Es seien V' ein K-Vektorraum und o C V ein polyedrischer konvexer
Kegel. Dann ist o die disjunkte Vereinigung tiber die relativen Inneren seiner Seiten:

o = |_|T°.

TXO

Beweis. Zunéchst sei vermerkt, dass jede Seite 7 < o geméfl Satz 2.3.6 ein poly-
edrischer konvexer Kegel ist und 7° somit definiert ist. Wir zeigen, dass es zu jedem
v € 0 ein p < o gibt mit v € p°. Satz 2.3.11 (ii) liefert

v E p = ﬂ T X 0.
<o,
vET

Wir behaupten v € p°. Andernfalls hitten wir v € g9 < ; siche Definition 2.4.1.
Satz 2.3.11 (i) liefert g < o, und nach Definition von g gilt ¢ < 0p. Das impliziert
0 € 0o € p; Widerspruch.

Wir zeigen, dass fiir je zwei Seiten 7, ¢ < 0 mit 7 # o die relativen Inneren 7° und p°
disjunkt sind. Dazu betrachten wir den Durchschnitt 7 N p. Nach Satz 2.3.11 (ii)
ist dies eine Seite von ¢ und 7. Nehmen wir an, es gelte 7° N ¢° # (). Dann enthélt
o N 7 Punkte aus den relativen Inneren von ¢ und 7 und wéire somit weder eine
echte Seite von p noch von 7. Es folgt ¢ = o N7 = 7; Widerspruch. O

Satz 2.4.5. Es seien V ein K-Vektorraum, o C V ein polyedrischer konvezer Kegel
und v € 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt v e o°.
(ii) Es gilt u(v) > 0 fir alleu € oV \ ot.
(iii) Es gilt ot = oV No™t.

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Offensichtlich gilt u(v) > 0 fiir alle u € oV \ o-. Nehmen
wir an, es gelte u(v) = 0 fiir ein u € ¢V \ 0. Wegen u € ot ist 7 := ut N o eine
echte Seite von 0. Wegen u(v) = 0 haben wir v € 7; Widerspruch zu v € o°.
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Wir zeigen “(ii)=-(iii)”. Offensichtlich gilt o~ C ¢V, und wegen v € ¢ haben wir
ot C vt. Somit gilt o1 C oY Novt. Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion
nehmen wir an, es existiere ein u € 0¥ Nv+ mit u € . Dann haben wir u(v) = 0
und u € oV \ ot; Widerspruch zu (ii).

Fiir den Nachweis von “(iii)=-(i)” nehmen wir an, es gelte v ¢ ¢°. Dann gibt es
eine echte Seite 7 < o mit v € 7. Es sei u € ¢V eine ausschneidende Linearform
fir 7. Dann gilt u(v) = 0 und somit u € v*. Wegen 7 < ¢ haben wir u & o*.
Widerspruch zu o+ = o¥ Not. O

Folgerung 2.4.6. FEs seien V ein K-Vektorraum, o C V ein polyedrischer konvezer
Kegel und u € o¥. Gilt uw(v) = 0 fiir ein v € ¢°, so gilt ul, = 0.

Folgerung 2.4.7. FEs seien V ein K-Vektorraum, o C V' ein polyedrischer konvexer
Kegel. Gilt 0 € 0°, so ist 0 CV ein Untervektorraum.

Beweis. Satz 2.4.5 liefert o+ = 0¥ N0+ = ¢V. Somit ist 0 = ¥V = otV = o1+
ein Untervektorraum von V; siehe Satz 2.1.17 und Bemerkung 2.3.9. O

Satz 2.4.8. Es seien V' ein K-Vektorraum und o, C V polyedrische konvexre Kegel
mit o C 0. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte minimale Seite T < o mit o C 7.
Diese Seite erfiillt zudem ¢° C 7°.

Beweis. Gemé$ Satz 2.3.11 (ii) erhalten wir die eindeutig bestimmte minimale Seite
T < o mit p C 7 durch
T = m o < o.

o/'<o,
eCo’

Es sei v € ¢°. Nehmen wir an, es gelte v € 7°. Dann haben wir v € 79 mit einer
echten Seite 79 < 7. Ist u € 7V eine ausschneidende Linearform fiir 7y, so gilt u € o
und u(v) = 0. Folgerung 2.4.6 liefert u|, = 0. Das impliziert ¢ C 7y; Widerspruch
zur Minimalitdt von 7. O

Satz 2.4.9. Es seien V ein K-Vektorraum und o = Pos(vy,...,v,) ein polyedri-
scher konvezer Kegel in V. Dann besteht das relative Innere von o aus den strikten
Positivkombinationen tber vy, ..., v,:

o° = {)\1U1+...—|—)\T’l}r; )\1,...,)\TGK>0}.

Beweis. Zu “O”. Es sei v = A\v1 + ...+ Aqv, eine strikte Positivkombination. Fiir
jede Linearform u € oV \ o haben wir

u(v) = Mu(vr) + ...+ Au(v).

Wegen u ¢ ot gibt es dabei mindestens ein i mit u(v;) > 0. Das impliziert bereits
u(v) > 0. Satz 2.4.5 liefert v € o°.

Zu “C”. Es sei v € 0°. Wir betrachten alle Darstellungen von v als (nicht notwen-
digerweise strikte) Positivkombination tiber vy, ..., v,. Diese sind von der Gestalt

v = v(A) = AMvr 4.+ Aoy, A= (A1, ) € KS.

Fall 1. Fiir jedes ¢ = 1,...,r finden wir eine Darstellung v = v(\) mit \; # 0.
Aufsummieren dieser Darstellungen liefert das skalare Vielfache rv als strikte Posi-
tivkombination iiber vy, ..., v,. Folglich ist auch v eine strikte Positivkombination
iiber vy,...,v,.
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Fall 2. Es gibt Indizes ¢ mit \; = 0 in jeder Darstellung v = v(A). Durch Umnum-

merieren erreichen wir, dass ¢ = 1,...,k genau diese Indizes sind. Wir zeigen, dass

Fall 2 nicht eintritt. Zunéchst erhalten wir fiir den Vektor v € ¢° eine Darstellung
v = v(A) = Mep1Vk1 + -+ Aoy, Akt1, -+ A € Kso.

Es seien uy,...,us € 0" Linearformen mit ¢ = POrt(u1,...,us). Wir betrachten
den Vektor v’ := v1 + ...+ v € 0 und wihlen ein 8 € K, sodass

uj(v
B < j( /) , fir alle j =1,..., s mit u;(v) >0, u;(v") > 0.
u;(v')
Weiter sei v” := v — fv’. Wir zeigen v” € o, indem wir u;(v") > 0 verifizieren fiir
j=1,...,s. Daftir vermerken wir zunéchst

wij(v) > 0, wu;(v') > 0, u;(v") = wu;(v)—Pu;(v), j=1,...,s.

Gilt u;(v) = 0, so gilt u;(v") = 0 gem&B Folgerung 2.4.6 und somit u;(v"”) = 0. Fiir
uj(v") = 0 hat man u;(v"”) = u;j(v) > 0. Sind u;(v) und u;(v") beide positiv, so
erhalten wir w;(v”) > 0 nach Wahl von f.

Schreibt man nun v’ = A/vy + ... + Av, als Positivkombination und setzt dies

zusammen mit v/ = vy + ...+ vy in die Gleichung

v = Bvl + 9"
ein, so erhilt man v als eine Positivkombination iiber vy, ..., v, bei der keiner der
ersten k Koeffizienten verschwindet; Widerspruch. (|

Folgerung 2.4.10. Es seien V ein K- Vektorraum und o ein polyedrischer konvezer
Kegel in V. Dann ist das relative Innere c® C o nicht leer.
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2.5. Spitze Kegel.

Definition 2.5.1. Es sei V' ein K-Vektorraum. Ein polyedrischer konvexer Kegel
o C V heif3t spitz, falls er keine Gerade von V' enthélt.

Beispiel 2.5.2. Der positive Orthant §” = Pos(e,...,e,) C K" ist ein spitzer
polyedrischer konvexer Kegel.

Bemerkung 2.5.3. Es seien V ein K-Vektorraum und o C V ein polyedrischer
konvexer Kegel. Ist o spitz, so ist auch jede Seite von o spitz.

Satz 2.5.4. Es seien V' ein K-Vektorraum und o C V' ein spitzer polyedrischer
konvezer Kegel. Gilt

Mo+ ...+ Ny, = 0
fir A1, ..., A € Kso und Vektoren vy,...,v, € 0, so gilt \; = 0 oder v; = 0 fir
jedesi=1,...,7r.

Beweis. Nehmen wir an, in der annulierenden Positivkombination hitten wir A; # 0
und v; # 0 fiir ein ¢. Dann erhalten wir

A
—V; = Z )%Uj € o.
i
Somit ist auch die Gerade G = Lin(v;) = Pos(v;, —v;) in ¢ enthalten. Widerspruch
zu o spitz. O

Bemerkung 2.5.5. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann ist fiir jedes 0 £ v € V der
der von v erzeugte Strahl

o = Pos(v) C V
ein spitzer polyedrischer konvexer Kegel. Weiter ist jeder eindimensionale spitze
polyedrische konvexe Kegel in V' ein Strahl.

Definition 2.5.6. Es seien V ein K-Vektorraum und ¢ C V ein spitzer poly-
edrischer konvexer Kegel. Ein Fxtremalstrahl von o ist eine eindimensionale Seite
0=so.

Satz 2.5.7. Es seien V ein K-Vektorraum, o C V' ein spitzer polyedrischer konve-
zer Kegel, 0 # v € 0 und g := Pos(v). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) o ist ein Extremalstrahl von o.
(i) Giltv=v1+ ...+ v, mitv; € o, so gilt v1,...,v, € 0.

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Es sei u € o eine ausschneidende Linearform fiir . Ist eine
Darstellung v = v1 + ... 4+ v, mit v; € ¢ gegeben, so haben wir

w(vy) + ... +ulv,) = ulv) = 0.

Das impliziert u(v;) = 0 und somit v; € p fiir alle . Wir zeigen “(ii)=-(i)”. Es sei
7 < o minimal mit ¢ C 7. Dabei gilt 7 = Pos(vy,...,v,) mit vq,...,v, € 7 und

v e’ C7°
gemdf Sdtzen 2.3.6 und 2.4.8. Satz 2.4.9 liefert v = A\yvy + ...+ A\pv, mit A; € K.

Es folgt \jv; € o fiir e =1,...,r und somit p =7 < 0. O
Folgerung 2.5.8. Es seien V ein K-Vektorraum, o = Pos(vy,...,v,) ein spitzer
polyedrischer konvexer Kegel in V und g; := Pos(v;), wobeii =1,...,r.

(i) Gilt v; & Pos(vj; j #1) fir ein 1 <i <r, soist o; ein Extremalstrahl des
Kegels o.
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(i) Gilt v; & Pos(v;; j # 1) fur allei=1,...,r, so gilt o; # 0 firi# j, und
01,---,0r sind genau die Extremalstrahlen von o.

Beweis. Zu (i). Die Voraussetzung impliziert insbesondere v; # 0. Wir weisen Ei-
genschaft 2.5.7 (ii) fiir p; nach. Dazu sei eine Darstellung v; = v} + ... 4+ v} mit
v}, € o gegeben. Schreibt man in dieser Gleichung jedes vj, als Positivkombination
iber v1,...,v,, so erhdlt man damit

v = Ai”i""z)‘jvja )\1,...7>\T€K20,
J#i
wobei A;, A; die Summen der Koeffizienten der v;,v; aus den Darstellungen der v,
sind. Wegen v; & Pos(v;; j # i) haben wir \; > 1. Wir addieren —uv; zu jeder Seite
der obigen Gleichung, wenden Satz 2.5.4 an und erhalten A; = 1 sowie Ajv; = 0 fiir
alle j # i. Das impliziert v, ...,v. € g;.

Zu (ii). Nach (i) ist jedes g; ein Extremalstrahl von . Offensichtlich sind g4, ..., or
paarweise verschieden, und Satz 2.5.7 garantiert, dass o keine weiteren Extremal-
strahlen besitzt. O

Folgerung 2.5.9. FEs seien V' ein K-Vektorraum, o ein spitzer polyedrischer kon-

vexer Kegel in' V und o1, ..., 0r seine Extremalstrahlen. Dann gilt 0 = 01+ ...+ 0r.
Beweis. Es sei o0 = Pos(vy,...,v,) mit vy,...,v,. € V. Wir diirfen dabei annehmen,
dass kein v; Positivkombination iiber die iibrigen v; ist. Folgerung 2.5.8 liefert dann
die Behauptung. O

Lemma 2.5.10. Es sei V' ein K-Vektorraum. Enthdlt ein polyedrischer konvexrer
Kegel 0 CV einen Untervektorraum Vo C V', so ist Vy in jeder Seite von o enthal-
ten.

Beweis. Es sei v € V. Dann haben wir u(v) > 0 sowie —u(v) = u(—v) > 0 und
somit u(v) = 0 fiir alle u € oV. Folglich ist v in jeder Seite von o enthalten. d

Satz 2.5.11. Es seien V ein K-Vektorraum und o C V' ein polyedrischer konvexer
Kegel mit minimaler Seite oymin < 0. Dann gilt

0=0min < 0=0° < oCiV.

Beweis. Es gilt genau dann ¢ = oy,i,, wenn o keine echten Seiten besitzt. Letzteres
ist geméf Definition des relativen Inneren #dquivalent zu o = ¢°. Gilt ¢ = ¢°, so
haben wir 0 € ¢° und Folgerung 2.4.7 garantiert o Cy, V. Gilt 0 Cyy, V/, so haben
wir u(v) > 0 sowie —u(v) = u(—v) > 0 und somit u(v) = 0 fiir alle u € ¢¥ und
v € 0. Das bedeutet 0¥ = ot. Satz 2.4.5 liefert o = o°. O

Satz 2.5.12. FEs seien V ein K-Vektorraum und o C 'V ein polyedrischer konvexer
Kegel. Dann ist opin < 0 der mazimale in o enthaltene Untervektorraum von V.

Beweis. Die minimale Seite 7 := omin < o besitzt keine echten Seiten. Das be-
deutet 7 = Tpin. Nach Satz 2.5.11 ist oy, = 7 ein Untervektorraum von V. Die
Maximalitédt ergibt sich direkt aus Lemma 2.5.10. O
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Satz 2.5.13. Es seien V ein K-Vektorraum, o C V' ein polyedrischer konvezer Ke-

gel, Vo := omin seine minimale Seite, V := V/Vy und P: V — V/Vy die Projektion.
(i) Das Bild 6 := P(0) ist ein spitzer polyedrischer konvezer Kegel in V, und
es gilt P~1(6) = 0.
(ii) Man hat zueinander inverse ordnungserhaltende Bijektionen der jeweiligen
Seitenverbdinde:

Seiten(c) «— Seiten(d)
T =
PYF) «— T
(iii) Es gibt einen spitzen Kegel o C
Injektion Lin(c’) — V definiert.

V mit 0 = omin + o', sodass P eine

Beweis. Zu (i). Als Bild des endlich erzeugten konvexen Kegels ¢ C V' unter der
lienaren Abbildung P ist 6 € V gemi Bemerkung 2.1.4 endlich erzeugt und somit
polyedrisch. Weiter haben wir v+Vp C o fiir jedes v € o. Das impliziert P~1(5) = o.
Wir zeigen, dass & spitz ist. Andernfalls gibt es eine Gerade G C &. Das Urbild
P~YG) C o ist dann ein Untervektorraum von V mit Vo € P~'(G); Widerspruch
zu Satz 2.5.12.

Zu (ii). Wir zeigen zunichst, dass die beiden Zuordnungen wohldefiniert sind. Wir
beginnen mit 7 — P~1(7). Es sei @ eine ausschneidende Linearform fiir 7 < 6. Mit
u:= %o P haben wir dann u € ¢¥ und

P17 = P Yenat) = P nP at) = onut < o
Es sei nun 7 < ¢ mit ausschneidender Linearform u gegeben. Wegen ul|y, = 0 liefert
der Homomorphiesatz ein @ € LF(V) mit u = @ o P. Mit der Surjektivitdt von P
und Vy C 7,0 erhalten wir iz > 0 und a4+ = P(P~(at)) sowie

P(r) = P(cnut) = 6nP(P Yat)) = 6nat <6.

Wir zeigen, dass die Abbildungen 7 ~— P(7) und 7 — P~1(7) zueinander invers
sind. Die Surjektivitdt von P impliziert P(P~1(7)) = 7 fiir jedes 7 < 7. Ist 7 < o
gegeben, so haben wir v + Vg C 7 fiir jedes v € 7, und es folgt P~1(P(7)) = 7.
Zu (iii). Wir wihlen eine direkte Zerlegung V' = V& V’. Dann ist die Einschrinkung
Ply/: V! — V ein Isomorphismus. Somit ist o’ := (P|y/)71(5) C V' ein spitzer
polyedrischer konvexer Kegel mit P(0’) = &, wir haben o = P~1(5) = opmin + 0,
und die Einschrinkung von P auf Lin(o”) ist injektiv. O
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2.6. Die Seiten des Dualkegels.

Satz 2.6.1. Es seien V' ein K-Vektorraum, U sein Dualraum, o CV ein polyedri-
scher konvezer Kegel und w := ¢¥ C U. Dann hat man Bijektionen

Seiten(o) <«— Seiten(w)
T o= = i,
ntNe =t o« .
Diese Abbildungen sind weiter zueinander invers und ordnungsumkehrend, d.h., fir
alle o, 7 <X 0 und alle {,n KX w gilt

*% *

™ =7, 0" =0, oxT=0" =7, (In=>C ="

Es gilt w* = 0N —0o Ciin V, und w* ist die eindeutig bestimmte minimale Seite von
o. Weiter gilt fir jedes T < o die Dimensionsformel

dim(7) + dim(7*) = dim(V).

Beweis. Zunéchst ist zu zeigen, dass 7% = 7 Nw eine Seite von w ist. Nach Folge-
rung 2.4.10 gibt es ein Element v € 7°. Satz 2.4.5 liefert 7+ = 7V N v+, und wegen
7 C 0 haben wir w C 7V. Damit ergibt sich

™ = (@nuhHnw = vinw = w

Somit ist die Abbildung 7 — 7* wohldefiniert. Wir zeigen, dass sie zudem surjektiv
ist. Dazu sei ) < w gegeben. Dann gibt es ein v € o mit 7 = v+ Nw. Nach Satz 2.4.4
gibt es eine Seite 7 < o mit v € 7°. Mit Satz 2.4.5 folgt

n=vNw =vNYNw = 7t Nw = 7~

Das beweist die Surjektivitit der Abbildung 7 — 7*. Wegen ¢ = w" erhalten wir
mit denselben Argumenten auch die Wohldefiniertheit und die Surjektivitdt von
n—n-.

Wir zeigen nun, dass 7 — 7% ordnungsumkehrend ist. Dazu seien o <X 7 X o

gegeben. Mit Lemma 2.3.7 erhalten wir

*

0T = QLQTL = ot NwdrtNw = " 27" = o =1

Analog sehen wir, dass n — n* ordnungsumkehrend ist. Wir zeigen, dass 7 = 7**
fiir jedes 7 < o gilt. Mit Bemerkung 2.3.9 und Satz 2.3.10 (i) erhalten wir zunéchst

™ = ()Y Ne = (wnrtH)tne 2 7 Ne = Lin(r)ne = 7.
Mit Lemma 2.3.7 folgt 7** »= 7. Um 7 = 7** einzusehen, wihlen wir ein n < w mit

7 =n*. Dann haben wir n < n**. Damit folgt

* Hokk *%

T =1n =71 =T

Ebenso sieht man n** = 7 fiir jedes n < w. Folglich sind die beiden Abbildungen
7+ 7° und n — n* invers zueinander.

Da w < w maximal und w — w* ordnungsumkehrend ist, muss w* < ¢ minimal

sein. Satz 2.5.12 liefert w* Cj;, V. Weiter haben wir

1

W= wtno = whrnNwY = wt = on-—o.

Die Dimensionsformel machen wir uns schrittweise klar. Zunichst betrachten wir
die maximale Seite o0 < 0. Mit Bemerkung 2.3.9 erhalten wir hier

o = otnNw = ot = Lin(o)*t
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Ist B = (v1,...,vy,) eine Basis fiir V mit Lin(vq,...,v;) = Lin(o), so bilden die
letzten n — k Vektoren der dualen Basis B* von U eine Basis fiir Lin(o)*. Es folgt

dim(c) + dim(¢*) = dim(Lin(c)) + dim(Lin(o)*) = dim(V).

Analog erhalten wir die Dimensionsformel fiir die minimale Seite ¢ N —¢ von o,
denn in diesem Fall haben wir

ocN—0 = W, (cN—-0)" = w.

Es sei nun 7 < o eine beliebige Seite. Wir betrachten den polyedrischen konvexen
Kegel 6 := Lin(r) + o in V. Der zugehérige Dualkegel ist gemifl Satz 2.3.8 und
Bemerkung 2.3.9 gegeben durch

&V = 1tnw = 7
Weiter ist Lin(7) eine Seite von &, da jede ausschneidende Linearform u € oV fiir 7
auch ausschneidende Linearform fiir Lin(7) C & ist. Als Untervektorraum von V'
ist Lin(7) in jeder Seite von & enthalten und ist somit die minimale Seite von &.
Die Dimensionsformel ergibt sich daher mit

dim(7) + dim(7*) = dim(Lin(7)) + dim(5") = dim(V).
O

Erinnerung 2.6.2. Es sei V ein K-Vektorraum. Ein polyedrischer konvexer Kegel
o C V heiBit spitz, falls er keine Gerade enthilt, und man nennt ihn volldimensional,
wenn dim(o) = dim(V) gilt.

Satz 2.6.3. Es seien V ein K-Vektorraum, U sein Dualraum und o C V ein
polyedrischer konvexer Kegel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

) o ist spitz.

ii) Es gilt o N —o = {0}.
(iii) Es gilt 0¥ — oY =1U.
(iv) o ist volldimensional.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Nach Satz 2.6.1 haben wir oy, = 0 N —o Cyy V fiir die
minimale Seite von o. Da o keine Gerade enthilt, muss ¢ N —o = {0} gelten.
Aussage (iii) ergibt sich durch Dualisieren von (ii); siche Satz 2.3.8. Die Implikation
“(iil)=-(iv)” erhalten wir mit ¥ — ¢¥ = Lin(¢"); siche Bemerkung 1.3.9.

Fiir den Nachweis von “(iv)=-(i)” nehmen wir an, dass o eine Gerade Lin(v) enthélt.
Fiir jedes v € ¢¥ haben wir dann u(v) > 0 und u(—v) > 0. Es folgt u(v) = 0 fiir
alle v € ¥ und somit u(v) = 0 fiir alle u € Lin(c¥) = V*. Das bedeutet v = 0;
Widerspruch zu dim(Lin(v)) = 1. O

Definition 2.6.4. Es seien V ein K-Vektorraum o C V ein polyedrischer konvexer
Kegel. Eine Facette von o ist eine Seite o9 < o der Dimension dim(o) — 1.

Satz 2.6.5. Es seien V' ein n-dimensionaler K- Vektorraum und o C'V ein spitzer
volldimensionaler polyedrischer konverer Kegel.

(i) Fir jedes k =0,...,n besitzt o Seiten der Dimension k.
(ii) Jede echte Seite von o ist Facette einer Seite von o.
(iil) Es gilt o = 0°Uoy U...Uo,, mit den Facetten o1,...,0m < 0.
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Beweis. Fiir k = 0 und k = n ist die Aussage klar. Nach Satz 2.6.3 ist ¥ ebenfalls
spitz und volldimensional. Nach Folgerung 2.5.9 wird ¢V von seinen Extremalstrah-
len erzeugt und besitzt daher eindimensionale Seiten. Satz 2.6.1 garantiert somit,
dass o Facetten besitzt. Jede Facette 7 < o ist ihrerseits ein spitzer volldimensiona-
ler Kegel in Lin(7) und besitzt, wie eben gesehen, ihrerseits Facetten 7/ < 7. Jedes
dieser 7’ ist eine (n — 2)-dimensionale Seite von o. Iterieren wir diesen Prozess, so
erhalten wir schliefllich Aussage (i).

Fiir den Nachweis von (ii) sei 7 < o eine k-dimensionale Seite. Nach Satz 2.6.1 ist
7* < ¢V von der Dimension n — k > 0 und besitzt somit eine Facette n < 7*. Die
entsprechende Seite n* 3= 7 ist dann eine (k + 1)-dimensionale Seite von o.

Wir zeigen (iii). Es sei v € . Gilt v € ¢°, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls gilt
v € 719 fiir eine echte Seite 79 < o. Nach (ii) ist 79 Facette einer Seite 71 < o; wir
haben also v € 7 und dim(m) = dim(7p) + 1. Dieses Vorgehen iteriert man, bis
man bei v € 7 mit einer Facette 7, < o landet. O
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2.7. Simpliziale Kegel.

Definition 2.7.1. Es sei V ein K-Vektorraum. Ein polyedrischer konvexer Kegel
o C V heiit simplizial, falls ¢ = Pos(vy,...,v,) mit einer linear unabhiingigen
Familie (vy,...,v,) in V gilt.

Beispiel 2.7.2. Der positive Orthant §” = Pos(eq, ..., e,) C K" ist ein simplizialer
polyedrischer konvexer Kegel .

Satz 2.7.3. Es seien V' ein K-Vektorraum und o C V ein polyedrischer konvexer
Kegel. Ist o simplizial, so ist o spitz.

Beweis. Essei o = Pos(vy,...,v,) mit (v1,...,v,) linear unabhéngig in V. Nehmen
wir an, der Kegel ¢ sei nicht spitz. Dann enthilt o eine Gerade. Insbesondere gibt
es ein 0 # v € 0 mit —v € o. Wir wihlen Darstellungen

v:)\fv1+...+)\jvr, —v = AU +...F A0

mit )\j,)\; € Kso fir i =1,...,r. Wegen v # 0 gilt mindestens einmal )\;r > 0.
Aufsummieren der beiden obigen Darstellungen liefert somit einen Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit von (v1,...,v,):

A +AD)vi 4+ (A + A, = 0.
O

Bemerkung 2.7.4. Jeder spitze polyedrische konvexe Kegel der Dimension héchs-

tens 2 ist simplizial.

Die ersten nichtsimplizialen spitzen polyedrischen konvexen Kegel tauchen in der
Dimension 3 auf.

Bemerkung 2.7.5. Es seien V ein K-Vektorraum und (vq,...,v,) eine linear un-
abhéngige Familie in V. Dann erhélt man eine injektive lineare Abbildung

p: K" =V, e; — ;.
Fiir den positiven Orthanten 6" C K™ und den von vy, . .., v, erzeugten simplizialen

Kegel o = Pos(vy, ..., v,) gilt dabei o = (™).

Satz 2.7.6. Es seien V ein K-Vektorraum, (vi,...,v,) eine linear unabhingige
Familie in 'V und 0 = Pos(v1,...,v,) der davon erzeugte simpliziale Kegel.

(1) Fir jedes I C{1,...,r} ist oy :==Pos(v;; i € I) eine Seite von o.
(ii) Fiir jedes I C {1,...,r} haben wir dim(or) = |I|.
(iii) Fir jedes k =0,...,n besitzt o genau (2) Seiten der Dimension k.

Insbesondere ist o = Pos(vy,...,v.) von der Dimension r, besitzt genau r Extre-
malstrahlen und genau r Facetten.
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Beweis. Der Basisergidnzungssatz liefert uns eine Basis (v1,...,Ur, Uri1,- .., Un)
fiir V. Es sei (v],...,v}) die zugehorige duale Basis. Dann definiert

0, 1<i<r icl,
ur = v + ... Fequn, g =1, 1<i<r i¢gl,
0, 7+1<1<n

eine ausschneidende Linearform fiir o7. Das beweist Aussage (i). Die zweite Aussage
ergibt sich aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;; ¢ € I) und

dim(o;) = dim(Lin(oy)) = dim(Lin(Pos(v;; ¢ € I))) = dim(Lin(v;; @ € I)).

Zu (iii). Die Anzahl m(r, k) der k-elementigen Teilmengen I C {1,...,r} ist be-
kanntlich durch den entsprechenden Binomialkoeffizienten gegeben:

m(r,k) = (;)

Wir miissen noch zeigen, dass o; # oy gilt fiir je zwei k-elementige Teilmengen
I,J CA{1,...,r} mit I # J. Zunéchst haben wir einen Index j € J mit

v; & {vi; i eI}

Die lineare Unabhéngigkeit von (v1,...,v,) impliziert v; ¢ Lin(v;; ¢ € I). Es folgt
vj & Pos(v;; ¢ € I) und somit o7 # 0. O

Satz 2.7.7. Es seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und o C V ein poly-
edrischer konvexer Kegel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Kegel o ist simplizial und volldimensional.
(i) Fir jedes k =0,...,n besitzt o genau (}}) Seiten der Dimension k.

(iil) o st spitz, volldimensional und hat hichstens n Extremalstrahlen.

Beweis. Gilt (i), so haben wir o = Pos(vy,...,v,) mit einer linear unabhéngigen
Familie (vy,...,v,)in V. Da o volldimensional ist, muss r = n gelten. Mit Satz 2.7.6
erhalten wir dann Eigenschaft (ii).

Gilt (ii), so besitzt o eine nulldimensionale Seite 7 < ¢. Nach Lemma 2.5.10 ist
jeder in o enthaltenene Untervektorraum Vp von V' bereits in 7 = {0} enthalten.
Insbesondere enthélt o keine Geraden und ist somit spitz. Weiter besitzt o genau n
eindimensionale Seiten g1, ..., 0,; dies sind gerade die Extremalstrahlen von o. Da
o eine n-dimensionale Seite besitzt, ist o volldimensional. Damit ist Eigenschaft (iii)
fiir o etabliert.

Gilt (iii), so bezeichnen wir mit g1, ..., 0., die Extremalstrahlen von o. Diese sind
von der Form g; = Pos(v;) mit v; € o. Nach Folgerung 2.5.9 wird o durch vy, ..., v,
erzeugt. Somit erhalten wir

dim(o) = dim(Pos(vy,...,vm)) = dim(Lin(vy,...,vm)) < m < n.
Da o volldimensional ist, muss V' = Lin(vy, ..., v,,) gelten. Als Erzeugendensystem
der Linge m < n fiir den n-dimensionalen K-Vektorraum V ist (vy,...,v,,) linear
unabhéngig. Folglich ist o simplizial. O

Folgerung 2.7.8. Es seien V ein n-dimensionaler K- Vektorraum und o C V' ein
polyedrischer konvexer Kegel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Kegel o ist simplizial und volldimensional.
(ii) Der Dualkegel oV ist simplizial und volldimensional.
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Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ergibt sich aus den Sitzen 2.6.1, 2.7.7 und
der Binomialkoeflizientenidentitét

(Z) B <nﬁk> .

Satz 2.7.9. Es seiV ein K-Vektorraum, S C V eine Teilmenge und o = Pos(S) der
davon erzeugte konvexe Kegel in V. Dann ist jedes v € o eine Positivkombination
iber einer linear unabhdingigen Familie (vq,...,vy) von Vektoren v; € S.

Beweis. Es sei v € o gegeben. Nach Definition der positiven Hiille ist v als Positiv-
kombination tiber S darstellbar. Wir wéhlen eine unverkiirzbare Darstellung

v o= AU+ ...+ A\pug, )\17...,)\k€K20, Viyeoo, U €8,

d.h., v ist nicht als Positivkombination iiber einer echten Auswahl der vy, ..., vg.
Wir zeigen, dass (v1,...,v) linear unabhingig ist. Andernfalls hitte man

0 = pvy + ...+ o, (,ul,...,,uk)eKk\{O}.

Mit A :=min(N\;/ps; i =1,...,k, p; # 0) erhalten wir dann eine Darstellung von v
als Positivkombination

v =v—A-0 = ()\1—/\ul)v1+...+()\k—)\uk)vk.
Dabei gilt A = A;/p; und somit A; — Au; = 0 fiir mindestens ein ¢; Widerspruch zur

Unverkiirzbarkeit von (vy,...,vx). O
Definition 2.7.10. Es seien V ein K-Vektorraum und o C V ein spitzer polyedri-
scher konvexer Kegel mit den Extremalstrahlen o; = Pos(v;), wobei i = 1,... 7.
Ein Teilkegel von o ist ein Kegel 7 C o der Form 7 = Pos(v;,,...,v; ) mit k < r
und 1 <idq,..., 0, <.

Folgerung 2.7.11. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann ist jeder spitze polyedrische
konveze Kegel o C'V die Vereinigung seiner simplizialen Teilkegel.

Beweis. Es seien g; = Pos(v;), i = 1,...,r, die Extremalstrahlen von o. Nach
Folgerung 2.5.9 wird o durch vy, ..., v, erzeugt. Satz 2.7.9 liefert die Behauptung.
O
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3. KONVEXE POLYEDER UND POLYTOPE

3.1. Polytope und Polyeder 1.

Definition 3.1.1. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heifit Poly-
top, falls es Vektoren vy,...,v, € V gibt mit B = Konv(vy,...,v,).

Bemerkung 3.1.2. Es seien V ein K-Vektorraum und B C V ein Polytop.

(i) Nach Definition ist B nicht leer und und geméf Satz 1.4.8 (ii) konvex.
(ii) Die Dimension von B ist die Dimension der affinen Hiille Aff(B) C V.

Bemerkung 3.1.3. Es sei V ein K-Vektorraum. Die nulldimensionalen Polyto-
pe in V sind genau die einpunktigen Teilmengen {v} C V. Die eindimensionalen
Polytope in V sind genau die Strecken

Konv(v,v') ={v+t(v' —v); t e K, 0<t <1} CV, w0 €V, v £
Aufgabe 3.1.4. Veranschauliche den Begriff des Polytops mittels weiterer geeig-

neter Beispiele in R” fiir n < 3.

Beispiel 3.1.5. Es seien V ein K-Vektorraum und B = (by,...,b,) eine Basis
fiir V. Das zu B gehorige Parallelotop in V ist

Pg = Konv(erby + ... +epbp; €1,...,ep =x1) C V.

Beispiel 3.1.6. Es seien V ein K-Vektorraum und B = (by,...,b,) eine Basis
fiir V. Das zu B gehorige Kreuzpolytop in V' ist

Kp = Konv(bi, —by,...,bn,~by) C V.

Satz 3.1.7. Es sei V ein K- Vektorraum, und es seien Polytope B = Konv (v, ..., v,)
sowie B" = Konv(v,...,v),) in V gegeben. Dann gilt

B+ B = Konv(vi+vj; i=1,...,n, j=1,...,m).

Beweis. Fiir den Nachweis von “C” seien v = > A\jv; € B und v’ = 3 N € B’

als Konvexkombinationen gegeben. Dann erhalten wir eine Darstellung von v + v
als Konvexkombination iiber den v; + fu} durch

vt — Z;Ai(zg)\;>vi+z;)\;(z;)\i)v; = ZMAQ(W—FU}).
i= j= Jj= 1= 2y

Wir zeigen “2”. Nach Satz 1.4.8 (iii) ist B + B’ konvex. Weiter haben wir offen-
sichtlich v; + v} € B + B’ fiir alle 4, j. Gem& Satz 1.4.8 (ii) ist damit die konvexe
Hiille iiber alle v; + v; in B 4+ B’ enthalten. O
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Folgerung 3.1.8. Es seien V ein K-Vektorraum und By,...,B,. C V Polytope.
Dann ist auch die Summe By + ...+ B, ein Polytop.

Bemerkung 3.1.9. Es seien V ein K-Vektorraum und B C V ein Polytop. In
V' .=V x K betrachten wir die Polytope

B" := {(v,0); v € B}, E = {(0,1)}, I :=Konv(0,e).

Durch Summenbildung in erhalten wir dann die Pyramide B’ + E C V' und das
Prisma B’ + I C V' iiber dem Polytop B C V:

2%

Definition 3.1.10. Es seien V ein K-Vektorraum und A C V eine Teilmenge.

(i) Wir nennen eine Linearform w € V* beschrdinkt auf A, falls es ein b € K
gibt mit —b < u(a) < b fiir alle a € A.

(ii) Wir nennen A C V beschrinkt, wenn jede Linearform u € V* auf A
beschrénkt ist.

Satz 3.1.11. Es seien V ein K-Vektorraum, B = Konv(vy,...,v,) ein Polytop
in'V und u € V* eine Linearform auf V. Dann gibt es 1 < i < j <71, sodass

u(vi) < ufv) < ufv))

fiir alle v € B gilt. Insbesondere ist das Polytop B C V' eine beschrinkte Teilmenge
des K-Vektorraumes V.

Beweis. Es seien 1 < ¢ < j < n mit u(i) < u(k) < u(j) fir k = 1,...,r. Jedes
v € B ist eine Konvexkombination v = Ajv; + ... + A\v,.. Weiter gilt

Au(v) + o4+ Au(v) < Mu(vr) + .04+ (o) <  u(v)) + ..+ Au(vy).
nach Wahl von 4 und j. Mit u(v) = Aju(vy) + ...+ Apu(vy) und Ay + ...+ A =1
erhalten wir dann die gewtiinschte Abschitzung u(v;) < u(v) < u(vj). O
Definition 3.1.12. Es sei V ein K-Vektorraum. Ein affiner Strahl in V ist eine
Menge der Form g,(v") := v' + Pos(v) mit v,v" € V', wobei v # 0.

Konstruktion 3.1.13. Es sei V ein K-Vektorraum. Der Rezessionskegel einer
nichtleeren konvexen Menge A C V ist der konvexe Kegel

o(A) == {veV; p,(vV) C Afiir alle v € A} C V.

Bemerkung 3.1.14. Esseien V ein K-Vektorraum und A C V eine konvexe Menge
mit Rezessionskegel o(A). Fiir jedes v' € A gilt v' + o(A) C A.

Satz 3.1.15. Es seien V ein K-Vektorraum, § # A CV eine beschrinkte konveze
Menge und o CV ein polyedrischer konvexer Kegel. Dann gilt o(A+ o) = 0.

Beweis. Fiir den Nachweis von “o C o(A 4+ 0)” sel v € o gegeben. Wir miissen
v +av C A+ o fir jedes v' € A+ 0 und alle o € K> zeigen. Dazu schreiben wir
v =y + v, mit v/, € Aund v, € 0. Dann erhalten wir

V4av = vy+ul+av € A+o.

Zu “o(A+ o) C 0”. Nehmen wir an, es existiere ein v € o(A+ o) \ o. Dann liefert
Satz 2.1.15 eine Linearform u € ¢V mit u(v) < 0. Wir withlen v" € p(A). Wegen
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v € o(A+o0) gilt v + av € A+ o fiir alle @ € K>¢. Insbesondere haben wir fiir
jedes o € K> eine Darstellung

/ !/ /
v+ av = v, + va, v, €A, vy €0

Da A beschrénkt ist, gibt es ein b € K¢ mit —b < u(v”) < b fiir alle v” € A.
Wenden wir nun u € ¢ auf die obigen Darstellungen an, so ergibt sich damit

b+au() > ul@ +av) = u(, +vs) > —b

fir alle @ € Kx¢. Folglich muss u(v) > 0 gelten. Das steht im Widerspruch zur
Wahl der Linearform wu. O

Folgerung 3.1.16. Jede beschrinkte nichtleere konvexe Menge, insbesondere jedes
Polytop, besitzt trivialen Rezessionskegel.

Beweis. Ist A C V nichtleer, beschrankt und konvex, so liefert Satz 3.1.15 fiir
o := {0} CV das gewiinschte Ergebnis. O
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3.2. Polytope und Polyeder 2.

Erinnerung 3.2.1. Es seien V ein K-Vektorraum und U sein Dualraum. Eine
Affinform auf V ist eine Abbildung der Gestalt

vV = K, v = u(v)+b, uelU, bek.

Ein konvezes Polyeder in V ist eine Teilmenge B = POrt(f1,..., fs) € V, wobei
f1,-.., fs Affinformen auf V sind.

Bemerkung 3.2.2. Es seien V ein K-Vektorraum, B = (b1,...,b,) eine Basis
fiir V und B* = (b7,...,b%) die zugehorige duale Basis. Dann haben wir

Ps = Konv(eihy + ... +enbp; €1,...,6n = £1)

= POrt(b] +1,-b] +1,...,b} +1,-b}, + 1),
KB = KOHV(bl, 7b1, ceey bn, 7bn)

= POrt(erb] +...+ bl +1; €1,...,8, = £1)

fiir das Parallelotop Pg und das Kreuzpolytop Kp zu B. Insbesondere sind Pg
und Kp konvexe Polyeder.

Satz 3.2.3. Fs seien V ein K-Vektorraum mit Basis B = (b1,...,b,) und ACV.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Teilmenge A C 'V ist beschrinkt.
(ii) Es gibt ein A € K1 mit A C Pag, wobei AB = (Aby,...,Ab,).

Beweis. Gilt (i), so sind insbesondere die Linearformen b} € V* auf A beschrinkt,
etwa durch —X < bf(v) < A mit A € K>1. Mit Bemerkung 3.2.2 folgt A C Pyg. Gilt
(ii), so ist A beschriinkt, da bereits AB beschrinkt ist; siehe Satz 3.1.11. O

Satz 3.2.4. Es seien V ein K-Vektorraum und B = POrt(f1,...,fs) C V ein
nichtleeres konvexes Polyeder mit Affinformen f; = u; + b;. Dann gilt

o(B) = {veV; 0,(v)) C B fiir einv' € B}
= POrt(uq,...,us).

Insbesondere hat man u|y, gy > 0 fir jede Affinform f =u+0b auf V. mit f|p > 0.
Weiter ist o(B) ein polyedrischer konvezer Kegel.

Beweis. Die Inklusion “C” der ersten Gleichung ist gem#fl Definition des Rezessi-
onskegels o(B) offensichtlich.

Fiir den Nachweis von “C” in der zweiten Gleichung, sei 0 # v € V mit sodass
0,(v") C B fiir ein v' € B gilt. Fiir i = 1,...,s und alle A € K»( haben wir dann

0 < fi(v' +av) = w(v') + b; + Au;(v).

Mit ¢ := u;(v") + b; > 0 erhalten wir u;(v) > —c/A fiir alle A € K>¢. Das impliziert
u;(v) > 0 und somit v € POrt(uq, ..., us).

Wir zeigen, dass POrt(uq, ..., us) im Rezessionskegel o(B) enthalten ist. Dazu sei
v € POrt(uq,...,us) gegeben. Dann haben wir

L0+ 20) = wi(v) +b; + Aui(v) = fi(v)) + Aui(v) > 0

firi =1,...,s, jedes v € B und alle A € K5(. Das beweist g,(v") C B fiir alle
v' € B und somit v € o(B). O
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Folgerung 3.2.5. Es seien V ein K-Vektorraum, B C V ein nichtleeres konvezes
Polyeder. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt o(B) = {0}.
(ii) B enthdlt keinen affinen Strahl.

Folgerung 3.2.6. Es seien V ein K-Vektorraum und B, B' C 'V nichtleere konveze
Polyeder. Gilt B C B’, so gilt o(B) C o(B’).

Beweis. Nehmen wir an, es existiere ein v € o(B) \ o(B’). Dann gilt g, (v") C B fiir
alle v' € B und p,(v"”) € B’ fiir ein v € B’. Wegen p,(v') C B C B’ widerspricht
das Satz 3.2.4. O

Konstruktion 3.2.7. Es sei V ein K-Vektorraum und A C V eine konvexe Menge
mit Rezessionskegel o(A) C V. Der Homogenisierungskegel von A ist

o(A) = Pos((Ax {1}) U (o(A) x {0})) € V xK.
Aufgabe 3.2.8. Veranschauliche den Homogenisierungskegel einer konvexen Men-
ge A C R™ anhand geeigneter Beispiele fiir n < 2.

Bemerkung 3.2.9. Es seien V ein K-Vektorraum, A C V konvex und A € Kx.
Die Dilatation AA := {Av; v € A} ist eine konvexe Menge in V, sie besitzt den
Rezessionskegel o(AA) = o(A).

Satz 3.2.10. Es scien V' ein K-Vektorraum und A C V eine konvexe Menge mit
Rezessionskegel o(A) C V. Fiir den Homogenisierungskegel von A gilt dann
a(A) = o(A) x{0} U || Mx{AL
AeKso
Fiir die affinen Abbildungen 1p: V. — V XK, v — (v,0) und 1;: V = V x K,
v+ (v, 1) erhalten wir damit insbesondere

15 (0(A) = o(A), T Ho(A) = A

Beweis. Fiir den Nachweis von “C” in der ersten Gleichung sei (v, \) € o(A) gege-
ben. Geméf Definition des Homogenisierungskegels haben wir dann

(’U,)\) = Z)‘Z(U;’ 1) + Zuj(vjvo)

mit Vektoren v, € A sowie v; € p(A) und Koeflizienten A;,; € Kso, wobei
AL+ ...+ A, = Agilt. Gilt A > 0, so erhalten wir

v o= vy = Al € AA, v = v; € o(A) = oA
Z; ; A 0 ;ug i € o(A) = oA

nach Bemerkung 3.2.9. Es folgt v = v' + vy € AA und somit (v,A) € AA x {A}. Fiir
A < 0 gilt offensichtlich v € o(A) und somit (v, \) € o(A) x {0}.

Die Inklusion “D” in der ersten Gleichung ist offensichtlich. Die Aussagen zu 1
und 27 folgen direkt. O
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Folgerung 3.2.11. FEs sei V ein K-Vektorraum. Rezessions- bzw. Homogenisierungs-
kegel eines Durchschnittes nichtleerer konvexe Mengen A; C'V sind gegeben durch

Q<ﬂAi> = (e(A), U(ﬂ«‘b‘) = (No(4).
Konstruktion 3.2.12. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann hat man zueinander
inverse Bijektionen

AF(V) +— LF(V xK)
fo= ap (v,z) = f(o) + (2= 1) £(0),

farve—a(v, 1) <« 4.

Satz 3.2.13. Es seien V ein K-Vektorraum und B := Konv(vy,...,v,.) CV ein
Polytop. Dann haben wir
o(B) = Pos((v1,1),...,(vs1)) € VK.

Sind weiter 4y, . ..,us € LF(V x K) mit 0 = POrt(dy,...,Us) gegeben, so hat man
ewne Darstellung
B = POrt(fal,. .. ,fﬁs) Q V.

Beweis. Nach Satz 3.1.11 ist B beschrankt und nach Satz 3.2.4 hat B trivialen Re-
zessionskegel. Die erste Gleichung des Satzes ergibt sich somit direkt aus Konstruk-
tion 3.2.7. Die zweite Gleichung erhalten wir mit Satz 3.2.10 und f5, = uj02;. 0
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3.3. Polytope und Polyeder 3.

Satz 3.3.1. Es seien V ein K-Vektorraum, ) # B = POrt(f1,..., fs) ein konvexes
Polyeder mit Rezessionskegel o(B) und too: V x K = K, (v,2) — z. Dann gilt

O’(B) = POrt(ﬂfl,...,ﬂfs,ﬁoo) C VxK.

Weiter gibt es Vektoren vy, ...,0, € V xK der Form v; = (v;,1) mit v; € V, sodass
wir o(B) und B darstellen kénnen als

o(B) = Pos(t1,...,0,) + (o(B) x {0}), B =Konv(vy,...,v,)+ o(B).

Dabei ist der eingebettete Rezessionskegel 19(o(B)) = o(B) x {0} = o(B)NaL eine
Seite des Homogenisierungskegels o(B).

Beweis. Wir verifizieren zunéchst die erste Gleichung des Satzes auf V' x {1}. Nach
Satz 3.2.10 und Konstruktion 3.2.12 haben wir

o(B)N(V x {1}) = Bx{1}
= POt(fi,..., f) x {1}
= POrt(iiy, ...y, i) N (V x {1}).

Damit kénnen wir die erste Gleichung des Satzes auch auf allen V' x {A} mit A € K
nachweisen: Es gilt

o(B)N(V x{A}) = Ale(B)N(V x{1}))
= APOrt(ay,,...,4,,%0) N (V x {1}))
= POrt(ﬂfI,...jfs,ﬁoo)ﬁ(Vx {)\})

Sétze 3.2.10 und 3.2.4 liefern die gewiinschte Gleichung auf V' x {0}. Das beweist
die erste Aussage des Satzes.

Wir schreiben nun den polyedrischen konvexen Kegel o(B) in V' x K als positive
Hiille iiber Vektoren o1, ...,7, € V xKso und 0y41, ..., 041 € V x {0}. Dabei gilt

o(B)N(V x{1}) = o(B) x {0} = Pos(trt1,.. -, Oryr);

siehe Satz 3.2.10. Durch geeignetes Skalieren erreichen wir zudem o; € V' x {1} fiir
i=1,...,r. Die zweite sowie die dritte Gleichung des Satzes lassen sich dann direkt
verifizieren. 0

Folgerung 3.3.2. Jedes konvexe Polyeder ist die Summe eines Polytops und eines
polyedrischen konvexen Kegels.

Folgerung 3.3.3. Es seien V ein K-Vektorraum und B CV eine Teilmenge. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) B ist ein beschrinktes konvexes Polyeder.
(ii) B ist ein konvezes Polyeder mit o(B) = {0}.
(iii) B ist ein Polytop.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ergibt sich aus Folgerung 3.1.16. Wir zeigen
“(ii)=-(iii)”. Nach Folgerung 3.3.2 gilt B = B + ¢ mit einem Polytop B C V und
einem polyedrischen konvexen Kegel o C V. Satz 3.1.15 liefert o = o(B) und somit
B = B. Zu “(iii)=(i)”. Als Polytop ist B nach Satz 3.1.11 beschrénkt und nach
Satz 3.2.13 ein Polyeder. O
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Satz 3.3.4. Es seien V' ein K-Vektorraum und By, By C V' konvexe Polyeder. Dann
sind Rezessionskegel und Homogenisierungskegel der Summe gegeben durch

o(B1+ B2) = o(B1) + o(By), o(Br+B2) = o(B1) + o(Ba).

Weiter ist die Summe By + By C V' der beiden konvexen Polyeder Bi,Bs C V' ein
konvexes Polyeder.

Beweis. Gemif Folgerung 3.3.2 haben wir Darstellungen B; = B; + o; mit Polyto-
pen B; C V und polyedrischen konvexen Kegeln ¢; C V. Damit erhalten wir

Bi+ By = Bi+ By + o1+ 09.

Nach Folgerung 3.1.8 ist B;+ By ein Polytop und somit beschrénkt; siehe Satz 3.1.11.
Nach Folgerung 2.2.6 ist o1 + 05 ein polyedrischer konvexer Kegel. Satz 3.1.15 liefert

o(B1 +Bs) = o1 +0s = o(B1) + o(B2).

Die Formel fiir die Homogenisierungsskegel sowie den Zusatz erhélt man dann mit
Satz 3.2.10, wobei fiir ersteres A(By + Ba) = A(B1) + A(B2) verwendet wird. O

Folgerung 3.3.5. FEs seien V ein K-Vektorraum und By,...,B, C V konvezer
Polyeder. Dann ist auch die Summe By + ...+ B, CV ein konvezes Polyeder.

Definition 3.3.6. Es seien V' ein K-Vektorraum und B C V ein konvexes Polyeder.
Eine Teilmenge C' C B heifit Seite von B, falls es ein f € AF(V) gibt mit

fle 20, C = BNON(f)

Wir schreiben C < B, falls C eine Seite von B ist. Die Menge aller Seiten von B
wird mit Seiten(B) bezeichnet.

Satz 3.3.7. Es seien V ein K-Vektorraum und ) # B C 'V ein konvezes Polyeder.
Dann hat man zueinander inverse inklusionserhaltende Bijektionen

Seiten(B) \ {0} +— Seiten(o(B)) \ Seiten(o(B)),
C — a(C),

0w t(7) i T,
mit den Homogenisierungskegeln o(B), o(C), dem Rezessionskegel o(B) und der
affinen Abbildung v11: V =V x K, v+~ (v,1).
Beweis. Wir zeigen o(C) < o(B). Dazu sei eine Darstellung B = POrt(f1,..., fs)
mit f; € AF(V) gegeben. Gemi$ Satz 3.3.1 haben wir dann

o(B) = POrt(ﬂfl,. .. ,ﬂ,fs,fboo) C VxK.

Wir wihlen weiter ein f € AF(V) mit f|p > 0 und C = BN N(f). Dann gilt
C =POrt(f1,..., fs,£f) und Satz 3.3.1 liefert

o(C) = POrt(iiy,, ... iy, +if, i) C V x K.

Das bedeutet o(C) = o(B) N @t und somit o(C) < o(B). Insbesondere ist die
Abbildung C + ¢(C) wohldefiniert.

Wir zeigen +; ' (7) 5 B. Dazu sei @ € LF(V x K) mit 4,5, > 0 und 7 = o(B)Na*
gegeben. Mit fz = @ o1 haben wir dann fz|p > 0 und

1wt (r) = g e(B)nat) = BNN(fi) < B.

Damit ist auch die Abbildung 7 + 271(7) wohldefiniert. Die weiteren Aussagen
ergeben sich dann direkt aus Satz 3.3.1. (]
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Folgerung 3.3.8. Es seien V ein K-Vektorraum und B CV eine konvexres Poly-
eder. Dann hat man folgende Aussagen:

(i) Fiir alle C < B und D < C gilt D < B.
(ii) Fliir je zwei Cy,Co < B gilt C1 N Cy < C1,Cy, B.

Insbesondere ist “X” eine Partialordnung auf Seiten(B) mit B bzw. § als eindeuti-
gem maximalen bzw. minimalem Element.
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