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Vorwort zur ersten Auflage

Der vorliegende Text entstand aus einer einfithrenden Vorlesung “Lineare Algebra”
im Rahmen des Mathematikstudiums. Ich habe mich um knappe Darstellung und
einen moglichst geradlinigen Zugang zu den aus meiner Sicht wichtigsten Themen
bemiiht, ohne dabei auf vollstindige Beweise und Beispiele zu verzichten. Jeder
Textabschnitt ldsst sich in einer Vorlesungsdoppelstunde (90 min.) behandeln. Un-
umgéngliche Unannehmlichkeiten, wie etwa der Nachweis der Vektorraumaxiome
fir R”, sind m.E. weder dazu geeignet, sie dem Leser als Ubung zu empfehlen,
noch sie in der Vorlesung vollstédndig vorzufiithren; ich habe sie im Text aufgefiihrt,
allerdings in «leingedruckter Form.

Tiibingen im Februar 2007 Jiirgen Hausen

Vorwort zur zweiten Auflage

Es sind einige Tippfehler korrigiert und die eine oder andere Unstimmigkeit ist
beseitigt — all denen, die mir dabei geholfen haben, sei an dieser Stelle herzlich
gedankt!

Tiibingen im September 2009 Jiirgen Hausen

Vorwort zur dritten Auflage

Weitere Tippfehler wurden beseitigt und neben kleineren Ergidnzungen kam ein
Abschnitt mit Beispielen zur Diagonalisierbarkeit dazu. Mein herzlicher Dank gilt
allen, die geholfen haben!

Tiibingen im Mérz 2017 Jiirgen Hausen

Vorwort zur geplanten vierten Auflage

Beim vorliegenden Text handelt es sich um die Vorabversion einer vierten Auflage
des Skriptums “Lineare Algebra I”. Fiir Korrekturen, Hinweise und Anregungen,
insbesondere in der Entstehungsphase dieses Textes, bin ich sehr dankbar.

Tiibingen im Sommer 2021 Jiirgen Hausen
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1. GRUNDLAGEN

1.1. Logik und Beweisen.

Bemerkung 1.1.1. In der Logik arbeitet man mit Aussagen; eine Aussage ist
entweder wahr (kurz: w) oder sie ist falsch (kurz: f). Einige Beispiele:

(i) Hans schléft.

(ii) Hans schléft nicht.

(iii) Hans schlift und Hans hat die Augen geschlossen.

(iv) Hans schliift oder Hans hat die Augen geschlossen.

(v) Wenn Hans schliift, dann hat Hans die Augen geschlossen.

(vi) Hans schléift genau dann, wenn Hans die Augen geschlossen hat.

Bemerkung 1.1.2. Die obigen Beispiele zeigen, dass man aus gegebenen Aussagen
neue gewinnen kann, und zwar nach folgenden Prinzipien:

(i) Die Negation einer Aussage A zu der Aussage “nicht A”,
(ii) Verkniipfung zweier Aussagen A, B zu einer Aussage “A und B”,
iii) Verkniipfung zweier Aussagen A, B zu der Aussage “A oder B”,
g g g
iv) Verkniipfung zweier Aussagen A, B zu der Aussage “wenn A dann B”
g g g
(kurz: “A = B"),
(v) Verkniipfung zweier Aussagen A, B zu der Aussage “A genau dann
wenn B” (kurz: “A < B”).

Da wir exakt arbeiten wollen, miissen wir genau festlegen, was eine Aussage wie
“A und B” bedeuten soll, d.h., wir miissen definieren, welchen Wahrheitswert sie
in Abhéngigkeit von A, B besitzen soll; dies geschieht {iber eine Tabelle:

A|B||AundB AoderB|A:>B|A<:>B
A || nicht A w | w W A w
w f w | f f W f f
f w f|lw f W w f
f|f f f W A

Bemerkung 1.1.3. Gilt “A <= B” fiir zwei Aussagen A, B so nennt man
A, B auch dquivalent. Wenn man kompliziertere Aussagen auf Aquivalenz priifen
mochte, sind die folgenden Beobachtungen hilfreich: Es gilt immer

(1.1.3.1) Aoder B <= Boder A,

(1.1.3.2) Aoder (Boder C) <= (A oder B) oder C.
(1.1.3.3) Aund B <= DBund A,

(1.1.3.4) Aund (Bund C) <= (Aund B) und C.

(1.1.3.5) Aund (B oder ') <= (A und B) oder (A und C),
(1.1.3.6) Aoder (Bund C') <= (A oder B) und (A oder C).
(1.1.3.7) nicht(A oder B) <= (nicht A) und (nicht B),
(1.1.3.8) nicht(A und B) <= (nicht A) oder (nicht B).



Diese Regeln kann man mit Hilfe von Wahrheitstafeln leicht verifizieren; wir fithren
dies exemplarisch fiir Regel 1.1.3.8 durch.

A | B || Aund B | nicht(4 und B) | nicht A | nicht B | (nicht A) oder (nicht B)
w | w W f f f f
w | f f w f w W
flw f w w f W
f|f f W W W W

Wir sehen also, dass “(nicht(A und B)) <= ((nicht A) oder (nicht B))” fiir jede
mogliche Kombination der Wahrheitswerte von A bzw. B gilt.

Bemerkung 1.1.4. Mathematische Aussagen der ganz einfachen Form wie “2 > 1”
sind langweilig. Interessanter wird es, wenn sogennannte “All-” oder “Existenz-"
Aussagen getroffen werden. Hier zwei Beispiele:

(1): Fiir alle Teiler 2 von 12 gilt: x ist eine Primzahl.
(2): Es gibt eine natiirliche Zahl x, sodass (x + 22 < 4) gilt.

Die in der Klammer stehenden Aussagen kénnen auch aus mehreren Aussagen zu-
sammengesetzt sein (und ihrerseits wieder All- und Existenzaussagen enthalten).
Im mathematischen Alltag ist es hiaufig wichtig, Aussagen dieses Typs zu negieren.

Eine Allaussage “fiir alle « gilt A” wird durch Negation zu der Existenzaussage “es
gibt ein z, sodass (nicht A) gilt”. Im obigen Beispiel lauft das wie folgt:

nicht(1): Es gibt einen Teiler z von 12, sodass x keine Primzahl ist.

Eine Existenzaussage “es gibt ein z, sodass A gilt” wird durch Negation zu der
Allaussage “fiir alle x gilt (nicht A)” Im obigen Beispiel lduft das wie folgt:

nicht(2): Fiir jede natiirliche Zahl x gilt: z + 22 > 4.

In der Mathematik arbeitet man mit Begriffen, die exakt definiert sind; hier ein aus
der Schule bekanntes Beispiel einer solchen Definition:

Definition 1.1.5. Sind a, n zwei ganze Zahlen, so nennt man a einen Teiler von
n, in Zeichen a|n, falls es eine ganze Zahl b gibt mit ab = n.

Dann geht es darum, mathematische Sétze iiber die definierten Begriffe zu gewin-
nen. In einem solchen Satz werden zundchst die Voraussetzungen genannt und dann
wird die Aussage formuliert; zum Beispiel:

Satz 1.1.6. Es scien a,n,n’ ganze Zahlen, sodass a ein Teiler von n und ein Teiler
von n' ist (das sind die Voraussetzungen). Dann ist a ein Teiler von n+n' (das ist
die Aussage).

Nun muss man den Satz beweisen, d.h., man muss zeigen, dass die getroffene Aus-
sage, nennen wir sie A, unter den genannten Voraussetzungen, nennen wir sie V,
richtig ist. Dabei darf man nur auf die Definitionen und bereits Bewiesenes zuriick-
greifen

In der Sprache der Logik bedeutet dies, dass man Wahrheit der Aussage “V — A”
nachweisen muss und dazu nur bereits verifizierte Aussagen verwenden darf.
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Beweis von Satz 1.1.6. Die Voraussetzung “(a Teiler von n) und (a ist Teiler
von n’)” bedeutet nach Definition, dass es eine ganze Zahlen b und b gibt mit

ab =n und ab =n'.

Addieren zweier Gleichungen liefert wieder eine Gleichung (das stammt aus unserem
Vorrat an bewiesenen Aussagen). Damit folgt

ab+ab = n+n.
Durch Ausklammern von a (ein weiterer Trick aus unserer Vorratskiste) erhalten
wir

alb+?v) = n+n'.
Mit der ganzen Zahl ¢ := b+ b gilt daher ac = n + n’, d.h., a ist ein Teiler von
n+n'. 0

Wir diskutieren anhand konkreter Beispiele zwei wichtige mathematische Beweis-
prinzipien, die vollstindige Induktion und den indirekten Beweis.

Definition 1.1.7. Eine ganze Zahl n heif3t Primzahl, falls n > 2 gilt und 1, n die
einzigen positiven Teiler von n sind.

Satz 1.1.8. Jede ganze Zahl n > 2 besitzt eine Darstellung n = py---p, mit
Primzahlen p1,...,py.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n. Zum “Induktionsanfang”.
Fiir n = 2 ist die Aussage offensichtlich richtig.

Zum “Induktionsschritt”. Wir nehmen an, die Aussage sei fiir alle m mit 2 <m < n
verifiziert, und zeigen, dass sie dann auch fiir n gilt. Dazu unterscheiden wir zwei
Fille:

Fall 1. Die Zahl n ist eine Primzahl. In diesem Fall ist die Aussage des Satzes
offensichtlich richtig.

Fall 2. Die Zahl n ist keine Primzahl. Dann ist n ein Produkt zweier Zahlen, n = k-
mit 1 < k,I < n. Nach Induktionsannahme sind k£ und [ Produkte von Primzahlen.
Folglich ist auch n ein Produkt von Primzahlen. O

Satz 1.1.9 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt. Nehmen wir an, es existierten nur endlich
viele Primzahlen, etwa p1, ..., p,-. Diese Annahme fithren wir zu einem Widerspruch.
Dazu betrachten wir die Zahl

m = pi1---pr+ 1.

Nach Satz 1.1.8 ist m ein Produkt von Primzahlen, d.h, eine der Zahlen p; ist ein
Teiler von m. Nach Satz 1.1.6 ist p; dann auch ein Teiler von 1 = m — p; - - p,.
Widerspruch. O






Aufgaben zu Abschnitt 1.1.

Aufgabe 1.1.10. Verifiziere die Aquivalenzen 1.1.3.1 bis 1.1.3.4 mit Hilfe von Wahrheits-
tafeln.

Aufgabe 1.1.11. Verifiziere die Aquivalenzen 1.1.3.5, 1.1.3.6 und 1.1.3.7 mit Hilfe von
Wahrheitstafeln.

Aufgabe 1.1.12. Es seien A, B Aussagen. Verifiziere mit Hilfe von Wahrheitstafeln die
folgenden Aquivalenzen:
(A = B) <= ((nichtA) oder (A und B)),
(A<= B) <= ((A = B)und (B = A))
<= (A und B) oder ((nicht A) und (nicht B)).

Aufgabe 1.1.13. Formuliere geméfl Bemerkung 1.1.4 die Negation fiir folgende Aussagen:

(i) Fiir jede ganze Zahl z gilt: < 1 oder x teilt 15.
(ii) Es gibt eine ganze Zahl a, sodass a|8 und a > 3 gilt.
(iii) Fiir jede ganze Zahl a gibt es seine ganze Zahl b, sodass a + b = 0 gilt.
(iv) Es gibt eine ganze Zahl a, sodass fiir jede ganze Zahl b gilt a + b = b.
(v) Fiir je zwei ganze Zahlen a, b gilt genau dann a > b und b > a, wenn a = b gilt.






1.2. Mengen.

Beispiel 1.2.1. Einige (auch weiterhin wichtige) Mengen sind uns bereits aus der
Schule bekannt:

(i) Die Menge der natiirlichen Zahlen: N:={0,1,2,3,...}.

(ii) Die Menge der ganzen Zahlen: Z :={0,+1,4+2 +3,...}.
(iii) Die Menge der rationalen Zahlen: Q := {%; wobei p,q € Z, q # 0}.
(iv) Die Menge R der reellen Zahlen.

Vereinbarung 1.2.2 (Cantor). Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammen-
fassung gewisser Objekte (z.B. gewisser Zahlen, gewisser Punkte in der Ebene,
etc.).

X

Die in einer Menge X zusammengefassten Objekte nennen wir ihre Elemente. Wir
schreiben = € X, falls das Objekt z ein Element der Menge X ist, bzw. z ¢ X, falls
das Objekt z kein Element von X ist.

Die leere Menge besitzt keine Elemente; sie wird mit () oder auch { } bezeichnet.
Ist eine Menge X endlich, d.h., besitzt sie nur endlich viele Elemente z1,...,z,,
so schreiben wir auch X = {x1,...,z,}.

Wir nennen zwei Mengen X und Y gleich, in Zeichen X = Y, wenn sie genau
dieselben Elemente enthalten.

Definition 1.2.3. Es sei X eine Menge. Wir nennen eine Menge A eine Teilmenge
von X, in Zeichen A C X (auch X DO A), falls jedes Element von A auch ein
Element von X ist.

ACX
Ist A C X eine Teilmenge mit A # X, so nennen wir A eine echte Teilmenge von

X und schreiben auch A C X (bzw. X D A) dafiir.

Bemerkung 1.2.4. Fiir jede Menge X gilt ) C X und X C X. Weiter hat man
die Potenzmenge von X, d.h., die Menge aller Teilmengen von X:

PX) = {4 ACX).

Beispiel 1.2.5. Es sei X := {1,2,3}. Dann ist die Potenzmenge von X gegeben
durch

P) = {0, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} }.
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Bemerkung 1.2.6. Es seien X und Y zwei Mengen. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Esgilt X =Y.
(i) Esgilt X CY und X DY

Schreibweise 1.2.7. Hiufig sind die Elemente einer Teilmenge durch eine gewisse
Eigenschaft charakterisiert. Beispielsweise besteht die Teilmenge N C Z genau aus
den nichtnegativen ganzen Zahlen; dies schreibt man in der Form

N = {neZ; n>0}.
Definition 1.2.8. Es sei X eine Menge, und es seien A, B C X zwei Teilmengen.

(i) Die Vereinigung von A und B ist AUB = {z € X; € A oder x € B}.

Satz 1.2.9. FEs sei X eine Menge, und es seien A, B,C C X Teilmengen. Dann
gilt:

(1.2.9.1) AUB = BUA,

(1.2.9.2) AUu(BUC) = (AuB)UC.
(1.2.9.3) ANB = BNA,

(1.2.9.4) ANn(BNnC) = (AnB)ncC.
(1.2.9.5) AN(BUC) = (AnNB)U(ANC),
(1.2.9.6) AU(BNC) = (AuB)N(AUC).
(1.2.9.7) A\(BuC) = (A\B)n(A\C).

(1.2.9.8) A\(BNC) = (A\B)U(A\C),
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Beweis. Wir erhalten alle Gleichungen mehr oder weniger direkt mit Hilfe der Re-
geln aus Bemerkung 1.1.3.

Zu (1.2.9.1). Es gilt

Zu (1.2.9.2). Es gilt

AUB = {xe€X;zec Aoderzc B}

{r € X; ze€ Boderzc A}
= BUA.

AU(BUC) = {zxeX;ze Aoder (z € Boderz € C)}
= {ze€X; (x € Aoderx € B) oder z € C}
= (AuB)UC.
Zu (1.2.9.3). Es gilt
ANB = {zxeX;z€ Aundz € B}
= {reX;reBundz e A}
BN A.
Zu (1.2.9.4). Es gilt
AN(BNC) = {reX;zrxecAund (x € Bundz € C)}

Zu (1.2.9.5). Es gilt
AN(BUC)

Zu (1.2.9.6). Es gilt
AuU(BNQC)

Zu (1.2.9.7). Es gilt
A\ (BUC)

Zu (1.2.9.8). Es gilt
A\ (BNnC)

{reX; (xr€Aundx € B)und x € C}
(AnB)nC.

{reX;zeAund (x € Boderz € C)}
{reX; (x€Aundx € B) oder (x € Aund z € C)}
(ANB)U(ANCQC).

{reX;ze Aoder (x € Bund z € C)}
{reX; (xr€Aoderz € B)und (z € Aoder z € C)}
(AUB)N(AUCQ).

{z € X; € Aund nicht(z € B oder x € C)}
{reX;rzeAund (x ¢ Bundxz ¢ C)}

{reX; (z€Aundr g B)und (zr € Aund z & C)}
(A\B)n(A\ ).

{z € X; x € Aund nicht(z € Bund z € C)}
{reX;rzeAund (x & Boderz ¢ C)}

{reX; (xeAunda g B)oder (x € Aund z ¢ C)}
(A\ B)U (A\ C).
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Definition 1.2.10. Es seien Mengen X, ..., X, gegeben. Das direkte (auch kar-
tesische) Produkt dieser Mengen ist definiert als

Xlx...xXn = {(1‘1,...,$n);1'1€X1,...,$n€Xn}.
Die Elemente (x1,...,x,) von X7 X ... x X,, nennt man auch n-Tupel, und man
nennt x; die i-te Komponente von (x1,...,x,).

Beispiel 1.2.11. Die reelle Ebene R? ist ein direktes Produkt: Es gilt R? = R x R.
Die Elemente von R? sind Zahlenpaare (x1,z2) mit 21,79 € R.

Ein solches Zahlenpaar stellt die Koordinaten eines Punktes der Ebene dar. Die
reelle Ebene ist berithmt fiir ihre Teilmengen, s.o..

Bemerkung 1.2.12. H#ufig besteht die Notwendigkeit mathematische Objekte
zu indizieren; zum Beispiel notiert man eine Folge ag, a1, aq, ... reeller Zahlen als
(an)nEN-

Das kann man auch allgemeiner machen: Man ersetzt N durch eine beliebige Men-
ge I und nimmt anstelle der reellen Zahlen a,, Elemente z; einer Menge X. Man
nennt I dann die Indexmenge, die Elemente i € I die Indizes (Sg. Index) und
(2)ier eine Familie in X.

Definition 1.2.13. Es seien X eine Menge, und es sei (A;);cs, eine Familie von
Teilmengen von X.

(i) Die Vereinigung der Teilmengen A; ist

UAi = {z€X,; esgibteinie I mit z € A;}.
iel

(ii) Der Durchschnitt der Teilmengen A; ist

(A4 = {zreX; firaleicgiltse A}
iel
Beispiel 1.2.14. Zu n € Z betrachten wir das Intervall 4,, := [—(2"),2"] C R.
| [ |
| I |
A
Ao
A

Dann gilt
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Satz 1.2.15. Es sei X eine Menge, und es seien (A;);cr sowie (Bj);cs Familien
von Teilmengen von X. Dann gilt

(1.2.15.1) UanUs = U 4ns,

icl JjeJ (i,5)eIxJ

(1.2.15.2) N4 v (B = () AUB;,

el JjeJ (i,5)€IxJ

(1.2.15.3) xX\Ja = N\ 4,

i€l iel

(1.2.15.4) xX\N4 = [Jx\ ).

iel iel
Beweis. Zu 1.2.15.1. Es gilt
UAi N UBj = {zeX; (reA fireiniel)und (zr € Bj furein j € J)}

iel jeJ
= {zeX;zecANB;firein (i,j) eI x J}

= |J 4insB;
(i,§)€IXJ
Zu 1.2.15.2. Es gilt
(N4 U (B = {zeX; (zeAfiralleicI)oder (x € B fiir alle j € .J)}

iel jeJ
{r e X; z e A;UB, fir alle (i,5) € I x J)}

(| 4UB;.
(i,4)eIxJ

Dabei bedarf die Inklusion “2” der zweiten Gleichung einer kurzen Erlduterung.
Ist x € X mit x € A; U B, fiir alle (i,5) € I x J gegeben, so miissen wir zeigen,
dass z € A; fur alle i € I oder x € B; fiir alle j € J gilt.

Gilt bereits x € A, fiir alle i € I, so ist nichts weiter zu zeigen. Gibt es hingegen
ein ¢ € I mit x ¢ A;, so haben wir immer noch z € A4; U B; fiir alle j € J. Das
bedeutet, dass fiir jedes j € J gilt: x € A; oder x € B;. Wegen « ¢ A; erhalten wir
x € B; fiir jedes j € J.

Zu 1.2.15.3. Es gilt

{Jc € X; nicht (ac S UAZ'>}
iel i€l

X\ J4
= {x € X; nicht(es gibt ein 7 € I mit =z € A;)}
= {reX;firalleielgltaedgA)}
= {reX;firalleielglteec X\A4,)}

= N\ 4.

icl
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Zu 1.2.15.4. Es gilt

XA\ ()4

icl

{:EGX; nicht (ze ﬂAz>}
iel

{z € X; nicht(fiir alle i € T gilt x € A;)}
{r € X;esgibteini el mitagA)}

{r € X; esgibteini € I mit x € X\ 4;)}
U 4).

iel
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Aufgaben zu Abschnitt 1.2.

Aufgabe 1.2.16. Betrachte die Menge X := {1,...,n}. Zeige: X besitzt genau 2" Teil-
mengen.

Aufgabe 1.2.17. Finde ein Beispiel fiir eine Menge X und Teilmengen A, B,C C X,
sodass Folgendes gilt:

ANB # 0, ANC # 0, BnC # 0, ANBNC = 0.
Aufgabe 1.2.18. Es sei X eine Menge, und es seien Teilmengen A, B C X gegeben.
Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen.

(i) Esgilt A= B.

(if) Es gilt AUB =ANB.
Aufgabe 1.2.19. Es sei X eine Menge, und es seien Teilmengen A, B,C C X gegeben.
Zeige:

X\ (X\4) = A4,
(A\B) U (B\A) = (AUB) \ (ANB),
A\ (B\C) = (A\B) U (AnQO).
Aufgabe 1.2.20. Skizziere die folgenden Teilmengen A, B,C' der reellen Ebene R? =
R x R:
A = {(xl,xg) eR? 22 2% = 1},
2
B = {(xl,xg) eR? 27+ (%) = 1},
C = {(w,z2) € R?; 2} — 2z1m0 + 225 = 1}.

Aufgabe 1.2.21. Es seien X; und X2 Mengen, und es seien Teilmengen A, B1 C X,
sowie Ag, Bo C X5 gegeben. Zeige:
(A1 X Ag) U (B1 X Bg) C (A1 U Bl) X (A2 U Bg),

(A1 X Ag) N (B1 X Bg) = (A1 N Bl) X (A2 n Bg).

Zeige durch Angabe eines expliziten Beispiels, dass in der ersten Aussage auch eine echte
Teilmenge vorliegen kann.
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1.3. Abbildungen.

Beispiel 1.3.1. Ein aus der Schule bekanntes Beispiel fiir eine Abbildung von R
nach R ist die Funktion

TR = R, r — z2

Definition 1.3.2. Es seien X und Y zwei Mengen. Eine Abbildung von X nach Y
ist eine Vorschrift ¢, die jedem z € X (genau) ein p(z) € Y zuordnet, in Zeichen:

e: X =Y, x = o(x).

Das Element ¢(z) € Y nennt man auch den Wert des Elementes x € X unter der
Abbildung ¢: X — Y.

Wir nennen zwei Abbildungen ¢, 9 : X — Y gleich, in Zeichen ¢ = 9, falls p(z) =
() fir jedes x € X gilt.

Beispiel 1.3.3. Es sei X eine Menge. Die identische Abbildung, oder auch die
Identitat auf X ist
idy: X — X, T = 2.

Definition 1.3.4. Es seien X sowie Y Mengen, und es sei ¢: X — Y eine Abbil-
dung.

(i) Das Bild einer Teilmenge A C X unter der Abbildung ¢: X — Y ist die
Teilmenge

p(4) = {p(x); z€ A} C Y.

(ii) Das Urbild einer Teilmenge B C Y unter der Abbildung ¢: X — Y ist die
Teilmenge

¢ H(B) = {z€X; p(x) eB} C X.

Die Faser eines Elements y € Y unter der Abbildung ¢: X — Y ist die
Teilmenge ¢~ (y) == ¢~ ({y})-

Beispiel 1.3.5. Fiir die bereits diskutierte Abbildung f: R — R,  +— 2 erhilt
man beispielsweise

f([_lal]) = [051]5 f_l([154]) = [_25_1]U[152]'
Weiter ist die Faser eines Punktes y € R unter f gegeben durch
0 y <0,
7y = {0y y=0

+/y y>0.
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Satz 1.3.6. FEs seien X sowie Y Mengen, und es sei : X — Y eine Abbildung.

(i) Es seien A, A’ C X Teilmengen und (A;)ier eine Familie von Teilmengen
von X. Dann gilt

w(UAz') = e,

icl

@ <m Ai) C
il il

p(ANA) 2 p(A)\ p(4).

(ii) Es seien B, B’ CY Teilmengen und (B;)ics eine Familie von Teilmengen
von Y. Dann gilt

ot (U&) = Uy '),

el iel

N
-
5
>

ot <ﬂBi> = (e (B,

il i€l
e H(B\B') = ¢ {(B)\ ¢ (B).
Beweis. Zu (i). Zur ersten Gleichung. Fiir jedes y € Y gilt

Yy € @ <UA1> <= esgibteinx e UA" mit p(z) =y
icl icl

<= esgibteini el undeinz € A; mit p(z) =y
<= esgibt eini € I mit y € p(A4;)
= yc U w(A;).

el

Zur zweiten Gleichung. Fiir jedes y € Y gilt

Yy € @(ﬂAZ) <= es gibt eianﬂAi mit p(z) =y

icl icl
<= esgibt ein x € X mit x € A; fiir jedes i €
und p(z) =y
= esgilt y € p(4;) fir jedes i € T
—= yeE€ ﬂ o(A4;).
icl

Zur dritten Gleichung. Fiir jedes y € Y gilt
y € @A)\ p(A) es gilt y € p(A) und y & p(A")
es gibt ein z € A mit ¢(z) = y und p(z) € p(A")
es gibt ein z € A mit p(z) =yund z ¢ A’
y € p(A\A).

Tt
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Zu (ii). Zur ersten Gleichung. Fiir jedes z € X gilt

r € ! <UBl> = ¢z) € UBi

iel i€l

<= esgibt eini € I mit p(x) € B;
<= esgibteini el mitze ga_l(Bi)
<

T € U <p_1(Bi).

icl

Zur zweiten Gleichung. Fiir jedes x € X gilt

z € ot (ﬂ BZ-> — ox) € ﬂ B;
i€l iel
< fiir jedes i € I gilt p(x) € B;
< fiir jedes i € I gilt z € o 1(By)
< =z¢€ ﬂ o 1(B;).
i€l

Zur dritten Gleichung. Fiir jedes x € X gilt
r € o Y(B\B) o(r) € B\ B
es gilt p(z) € Bund ¢(z) ¢ B
es gilt z € o Y(B)und x & o *(B)
x € o H(B)\ ¢ H(B).

[

O

Definition 1.3.7. Es seien p: X — Y und ¢: Y — Z zwei Abbildungen. Die
Komposition (auch Hintereinanderausfiihrung) “i nach ¢” ist die Abbildung

Yop: X — Z, x = Y(p(x)).

Satz 1.3.8. Das Komponieren von Abbildungen ist assoziativ, d.h., fir je drei
Abbildungen ¢: X =Y, :Y = Z und k: Z — W gilt

(ko)op = kKo(Poy).

Beweis. Wir weisen die Gleichheit von (ko) o ¢ und & o (¢ o ) nach, indem wir
die beiden Abbildungen in jedem x € X vergleichen. Es gilt

(kod)op)(z) = (kot)(p(x))
£ ((p(2))))
r((¢ 0 p)(x))
= (ko (oyp))(a).
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Definition 1.3.9. Es seien X und Y Mengen. Eine Abbildung ¢: X — Y heifit

(i) injektiv, falls es zu jedem y € Y hochstens ein @ € X mit ¢(x) = y gibt,

(i) surjektiv, falls es zu jedem y € Y mindestens ein @ € X mit p(x) = y gibt,

(iii) bijektiv, falls es zu jedem y € Y genau ein x € X mit ¢(z) = y gibt.

Bemerkung 1.3.10. Es seien X sowie Y Mengen, und es sei ¢p: X — Y eine
Abbildung.

(i) ¢: X =Y ist genau dann surjektiv, wenn o(X) =Y gilt.
(ii) ¢: X — Y ist genau dann bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist.

Satz 1.3.11. Es seien X sowie Y nichtleere Mengen und ¢: X — Y eine Abbil-
dung.

(i) ¢: X = Y ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung ¢:Y — X
mit ¥ o p = idx gibt.

(ii) ¢: X =Y ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung ¢¥: Y — X
mit p o =idy gibt.

Beweis. Zu (i). Es sei zuniichst ¢: X — Y injektiv. Zu jedem y € p(X) gibt es ein
Element z, € X mit ¢(z,) = y. Wir wihlen weiter ein beliebiges Element a € X
und definieren eine Abbildung

z,, fallsy e p(X),
,  fallsy & p(X).

Wir miissen zeigen, dass ¥ (¢(x)) = x fiir jedes x € X gilt. Ist ein Element x € X
gegeben, so setzen wir y := ¢(z). Damit gilt

p((p(2) = e(W(y) = elay) =y = »(@).
Also werden x sowie 1(p(x)) unter ¢ auf y abgebildet. Da ¢ injektiv ist, folgt
Y(p(z)) = .
Es sei nun eine Abbildung ¢: Y — X mit ¢ o ¢ = idx gegeben. Wir miissen

zeigen, dass jedes y € Y hochstens ein Urbild unter ¢ besitzt. Dazu betrachten wir
z,2’ € X mit p(z) =y = p(a’). Dann erhalten wir

v = Plp(x) = Py) = d(p()) = o'

Zu (ii). Es sei zunichst ¢: X — Y surjektiv. Dann gibt es zu jedem y € Y ein
x, € X mit p(x,) = y. Die gesuchte Abbildung ¢: ¥ — X erhalten wir also durch

a

v:Y = X, yl—>{

v:Y = X, Y = Ty

Es sei nun eine Abbildung ¥: Y — X mit ¢ o ¢ = idy gegeben. Wir miissen
zeigen, dass jedes y € Y ein Urbild unter ¢ besitzt. Zu gegebenem y € Y setzen

wir @, := ¥(y) und erhalten ¢(z,) = ¢(¢(y)) = v. O



19

Definition 1.3.12. Es sei ¢: X — Y eine Abbildung von Mengen. Eine Umkehr-
abbildung zu p: X — Y ist eine Abbildung ¢: Y — X mit

’l/)OgD:idx, gDO’l/):idy.
Satz 1.3.13. Es seien X sowie Y nichtleere Mengen und ¢: X — Y eine Abbil-

dung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Abbildung v: X —'Y ist bijektiv.
(ii) Die Abbildung ¢: X — 'Y besitzt eine Umkehrabbildung.

Gilt eine der beiden Aussagen, so ist die Umkehrabbildung von ¢: X — Y eindeutig
bestimmit.

Lemma 1.3.14. FEs seien X,Y Mengen, und p: X — Y eine Abbildung. Sind
v, Y — X Abbildungen mit 1 o o = idx und p o)’ =idy, so gilt 1 = )’.

Beweis. Fiir jedes Element y € Y gilt ¢(y) = ¥ (0¥’ (v))) = ¢'(y). O

Beweis von Satz 1.3.13. Zu “(i)=-(ii)”. Als bijektive Abbildung ist ¢: X — Y in-

jektiv und surjektiv. Satz 1.3.11 liefert daher Abbildungen ¢,v’: Y — X mit
Yoy = idy, pot = idy.

Nach Lemma 1.3.14 gilt ¢» = ¢’. Folglich ist ¢: ¥ — X eine Umkehrabbildung zu

p: X =Y.

Zu “(ii)=(1)”. Es sei ¢: Y — X eine Umkehrabbildung zu ¢: X — Y. Dann liefert

Satz 1.3.11 sofort, dass ¢ injektiv und surjektiv ist. Folglich ist ¢ bijektiv.

Zur Eindeutigkeit der Umkehrabbildung. Sind ,%’: Y — X Umkehrabbildungen
zu p: X — Y, so besagt Lemma 1.3.14, dass ¢’ = 1 gilt. O

Schreibweise 1.3.15. Es sei ¢: X — Y eine bijektive Abbildung nichtleerer Men-
gen. Dann bezeichnet man die zugehorige Umkehrabbildung mit ¢=1: Y — X.
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Aufgaben zu Abschnitt 1.3.
Aufgabe 1.3.16 (Beispiele zu Satz 1.3.6).
(i) Gib ein Beispiel fiir eine Abbildung ¢: X — Y und Teilmengen A, A’ C X mit
P(ANA) # p(A)np(4).
(ii) Gib ein Beispiel fiir eine Abbildung ¢: X — Y und Teilmengen A, A’ C X mit
P(ANA) # p(A)\ p(A).
Aufgabe 1.3.17. Es seien X sowie Y Mengen und ¢: X — Y eine Abbildung. Zeige:
(i) Sind A4, A" C X Teilmengen mit A C A’, so gilt p(A4) C ¢(A").
(ii) Sind B, B’ C Y Teilmengen mit B C B’, so gilt ¢~ (B) C ¢~ *(B’).

Aufgabe 1.3.18. Es seien X sowie Y Mengen, ¢: X — Y eine Abbildung und A C X
sowie B C Y Teilmengen. Zeige:

A C e (p(A), p(¢~(B)) C B.
Zeige anhand von Beispielen, dass man bei keiner der beiden Aussagen Gleichheit erwarten
darf. Zeige weiter

PP (p(A) = p(A).
Aufgabe 1.3.19. Untersuche die folgenden Abbildungen auf Injektivitdt, Surjektivitit
und Bijektivitét:

(i) R =R,z 22
(i) R =R, z+— .
(iii) R = R, 2+ 2° — 2.
(iv) R - R, z +— 2%,

Aufgabe 1.3.20. Betrachte die folgende Teilmenge der reellen Ebene R? = R x R:
A = {(xl,xg) c RQ; :v% +x§ = 1} .
Zeige:
(i) Die Abbildung ¢: R? — R?, (21, 22) — (1, —x2) ist bijektiv, und es gilt
p(A) = A
(i) Die Abbildung v: R? — R?, (x1,22) > (21, 222) ist bijektiv, und es gilt

2
P(A) = {(ml,xz) €R* 23 + (%) = 1}A
(iii) Die Abbildung x: R? — R?, (z1,x2) — (21 4 o2, 2) ist bijektiv, und es gilt
k(A) = {(z1,22) € R?; 2} — 2x1w0 + 205 = 1}.
Aufgabe 1.3.21. Es seien X sowie Y Mengen und ¢: X — Y eine Abbildung. Zeige:

(i) Die Abbildung ¢: X — Y ist genau injektiv, wenn fiir je zwei Abbildungen
1,2 W — X gilt
=12 <= poyPr=poiy.
(ii) Die Abbildung ¢: X — Y ist genau dann surjektiv, wenn fiir je zwei Abbildungen
wl,wgi Y -7 gllt
Yr=92 <= YProp=1nop.
Aufgabe 1.3.22. Es seien X sowie Y Mengen und ¢: X — Y eine Abbildung. Zeige:

Es gibt eine Menge Z, eine surjektive Abbildung 7w: X — Z und eine injektive Abbildung
10 Z =Y mit o =r0m.
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1.4. Ergdnzungen zu 1.2 und 1.3.

Bemerkung 1.4.1. Es seien Xji,...,X,, Mengen. Fiir jedes 1 < ¢ < n hat man
eine Projektion:

wi:Xlx...xXn%Xi, (zl,...,zn)r—>xi.
Definition 1.4.2. Es seien X und Y Mengen. Der Graph einer Abbildung
p: X =Y ist die Teilmenge
I, = {(z,y) e X xY; y=9(x)} € X xY.

Beispiel 1.4.3. Der Graph der Funktion f: R — R, z ~ 2?2 ist die aus der Schule
bekannte Normalparabel.

Bemerkung 1.4.4. Es seien X sowie Y Mengen und ¢: X — Y eine Abbildung.
Dann hat man eine injektive Abbildung

1 X = X xY, x = (z,0(x)).

Fiir das Bild gilt «(X) = I',. Weiter hat man die beiden Projektionen von X x Y
auf X bzw. Y:

x: X XY =X (z,y) =z, Ty: X XY =Y, (r,y)—y.

Man kann ¢ als Komposition einer injektiven Abbildung und der zweiten Projektion
schreiben: Es gilt

Y = Ty o1
Satz 1.4.5. FEs seien X sowie Y Mengen und I' C X X Y eine Teilmenge. Dann

sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist der Graph einer Abbildung p: X =Y.
(ii) Es gilt 7x(I') = X und fir alle (z,y), (2',y) €T gilt ' =2 = y' =y.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Es sei I' = T', mit einer Abbildung ¢: X — Y. Nach
Bemerkung 1.4.4 gilt 7x(I') = X. Sind weiter Elemente (z,y),(2',y’) € T' mit
x = 2’ gegeben, so erhalten wir

Y= ola) = e(@) =y
Zu “(ii)=(1)”. Wegen 7x (T') = X gibt es zu jedem z € X einy, € Y mit (z,y,) € T.
Wir definieren eine Abbildung

p: X — Y, T = Yg.

Nach Konstruktion gilt I',, C T'. Zum Nachweis von I" C T, sei (z,y) € I' gegeben.
Wegen (z, p(x)) € T und (ii) muss y, = ¢(x) gelten. Das beweist I' C T',,. O

Satz 1.4.6. Es seien n eine natiirliche Zahl, X,Y zwei Mengen mit jeweils n Ele-
menten, und ¢: X — Y eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) ¢: X =Y ist injektiv.
(ii) p: X =Y ist surjektiv.
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(i) ¢: X =Y st bijektiv.

Beweis. Wir schreiben X = {x1,...,2,}. Dann ist das Bild von X unter ¢ gegeben
durch o(X) = {@(z1), ..., p(xn)}-

Zu “(i)=-(ii)”. Da ¢ injektiv ist, sind die Bilder ¢(z1), ..., p(x,) paarweise verschie-
den. Also besitzt ¢(X) genau n Elemente. Da auch Y genau n Elemente besitzt
folgt p(X) =Y. Somit ist ¢ surjektiv.

Zu “(ii)=-(iii)”. Es ist zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Andernfalls hétte man (x;) =
@(x;) fir zwei Indizes i # j. Dann besitzt ¢(X) hochstens n — 1 Punkte. Das
widerspricht ¢(X) =Y.

Die Implikation “(iii)=-(i)” ist offensichtlich. O
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2. ETwAS ALGEBRA

2.1. Gruppen.

Beispiel 2.1.1. Wir betrachten eine Menge C5 mit fiinf Elementen, welche wir mit

0,1,...,4 bezeichnen und uns wie folgt im Uhrzeigersinn angeordnet vorstellen:
0
[ ]
1 1
[ ] [ ]
[ ] [ ]
3 2

Wir erkliren nun eine “Verkniipfung” auf der Menge Cs: Fiir zwei gegebene Ele-
mente a,b € C5 definieren wir deren “Summe” durch

a+b = ©

3

wobei ¢ € U5 dasjenige Element ist, auf das man sté8t, wenn man in obiger Skizze
bei b startend im Uhrzeigersinn um a Plétze weitergeht; beispielsweise

0

wl
+
N
Il
]|
|
=

2

wl

Nach diesem Schema kann man leicht weitere “Rechnungen” in Cs durchfiihren,
etwa

0+2

ol

wl

2 = 240, 2+3 =0 =3+

1+(2+3) =140 = 1, (1+2)+3 =3+3 = 1.

wl

Wir wollen nun einige unmittelbar einsichtige Eigenschaften der Verkniipfung “+”
auf Cs notieren. Es gilt

(G1) Die Verkniipfung “+” auf Cj ist assoziativ, d.h., fiir je drei @, b, € Cs hat
man

a+(b+c) = (@+b)+ec

(G2) Die Verkniipfung “+” auf Cs besitzt mit 0 ein neutrales Element, d.h., fiir
jedes @ € (5 hat man

O+a =a = a+0.

(G3) Jedes @ € Cs besitzt ein inverses Element beziiglich “+7: Mit b := 5 — a
gilt fira=1,...,4:

b+a =0 = a+b.
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(Ab) Die Verkniipfung “+” auf C5 ist kommutativ, d.h., fiir @, b € Cs hat man
stets

a+b = b+a
Erinnerung 2.1.2 (Division mit Rest). Es sei n € N>;. Dann besitzt jede Zahl
a € Z eine eindeutige Darstellung
a = kn + wobei k:=max(l €Z; l-n<a), r:=a-—kn.

Dabei gilt 0 < r < n. Wir nennen r den Rest von a modulo n und schreiben auch
r(a;n) fiir r sowie k(a;n) fir k.
Beispiel 2.1.3. Wir bestimmen die Reste modulo 5 der ganzen Zahlen 4,7 und —3:

4 = 0-5+4, also r(4;5) = 4,

7T = 1542, also r(7;5) = 2,

-3 = (-1)-5+2, also r(—3;5) = 2.

Bemerkung 2.1.4. Das Rechnen in C5 kann man auch mit Hilfe von Division mit
Rest formulieren: Fiir @,b € Cs gilt

@+ b = r(a+b5).

Definition 2.1.5. Es sei X eine Menge. Eine innere Verkniipfung auf X ist eine
Abbildung

k: X xX — X, (x1,22) — K(21,22).
Fiir eine innere Verkniipfung x: X x X — X auf einer Menge X verwendet man je
nach Situation auch gerne eine der folgenden Schreibweisen:

x1xxe = k(x1,x2),
x1+x2 = K(x1,22) “additiv”,
x129 = K(2r1,22) “multiplikativ”.

Definition 2.1.6. Eine Gruppe ist eine nichtleere Menge G zusammen mit einer
inneren Verkniipfung

GxG — G, (91,92) — g1+ g2,
sodass Folgendes gilt

(G1) Die Verkniipfung “«” auf G ist assoziativ, d.h., fiir je drei g1, 92,95 € G
hat man

g1 * (92 * 93) = (91 * g2) * g3.

(G2) Die Verkniipfung “x” auf G besitzt ein neutrales Element, d.h., es gibt ein
Element e € G, sodass fiir jedes g € G gilt

exg = g = gxe.

(G3) Jedes g € G besitzt ein inverses Element beziiglich “x”, d.h., zu jedem
g € G gibt es ein ¢’ € G mit

g xg = e = gxg.

Eine Gruppe G mit Verkniipfung “x” heiflt abelsch, auch kommutativ, falls sie
zusitzlich zu (G1), (G2) und (G3) die folgende Eigenschaft besitzt.

(Ab) Die Verkniipfung “«” auf G ist kommutativ, d.h., fiir je zwei g1, g2 € G hat
man

g1 *g2 = g2*gi.
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Schreibweise 2.1.7. Will man die Verkniipfung einer Gruppe G néher bezeichnen,
so schreibt man auch (G, x), bzw. (G, +) etc., anstatt G.

Bemerkung 2.1.8. Wir kennen bereits eine ganze Reihe abelscher Gruppen, bei-
spielsweise

(05a+)a (Za+)a (Qa+)5 (R7+)7 (Q\{O}v)v (R\{O}v)

Es gibt aber auch nichtabelsche Gruppen; explizite Beispiele werden uns spéter
begegnen.

Satz 2.1.9. Es sei (G, x*) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) G besitzt genau ein neutrales Element.
(ii) Zu jedem Element g € G gibt es genau ein Inverses.

Beweis. Zu (i). Wegen (G2) besitzt G ein neutrales Element e € G. Es sei ¢/ € G
ein weiteres neutrales Element. Dann erhalten wir

Zu (ii). Es sei g € G, und es seien zwei inverse Elemente ¢, g” € G zu g gegeben.
Dann erhalten wir:

/ 1" 1

g =g x(gxg") = (¢'xg9)xg" = 4"
0

Schreibweise 2.1.10. Es sei G eine Gruppe. Das neutrale Element von G be-
zeichnet man oft mit eg und das Inverse zu g € G mit g—'. Weiter sind folgende
Schreibweisen tiblich:

e Falls die Verkniipfung von G mit “.” bezeichnet wird, schreibt man 1 fiir
das neutrale Element und ¢! fiir das Inverse zu g € G.

e Falls die Verkniipfung von G mit “4” bezeichnet wird, schreibt man O¢
fiir das neutrale Element und —g fiir das Inverse zu g € G.

Satz 2.1.11. FEs sei (G,*) eine Gruppe, und es sei g € G.
(i) Ist g’ € G mit g’ x g = eq, so gilt bereits g’ = g~ 1.

(i) Ist ¢’ € G mit g g' = eq, so gilt bereits g = g~L.

Beweis. Es gilt
g =g x(gxg™") = (¢dxg9)xg”" = g7,
gl =g x(gxg) = (g xg)xg =4
0

Definition 2.1.12. Esseien (G, ) und (H, x) Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — H
heiflt Gruppenhomomorphismus, falls fiir je zwei g1, g2 € G gilt

(g1 *g2) = »(g1)*p(g2)-

Beispiel 2.1.13. Fiir jede Gruppe G ist die Identitdt idg: G — G ein Gruppen-
homomorphismus.

Satz 2.1.14. FEs seien (G, x) und (H,x) Gruppen, und es sei o: G — H ein Grup-
penhomomorphismus. Dann gilt

pleq) = emn, e(g™") = @(g)7" fir jedes g € G.
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Beweis. Um die erste Gleichung zu erhalten, vermerken wir zunéchst fiir das Bild
des neutralen Elements von G:

plec) = plecxeq) = plea) *plea).

Multiplikation dieser Gleichung mit p(eg)~! ergibt ey = p(eg). Damit erhalten
wir weiter

plg ) xelg) = wlg7'9) = vlec) = en
fiir jedes Element g € G. Nach Satz 2.1.11 (i) gilt dann bereits ¢(g71) = ¢(g9)~!. O

Konstruktion 2.1.15. Es sei n € N>;. Auf der Menge C,, := {0,...,n — 1}
definieren wir eine innere Verkniipfung “+” durch

a+ b = r(a+bn).

Satz 2.1.16. (C,,+) ist eine abelsche Gruppe mil neutralem Element 0, und das
Inverse zua € C,, mita # 0 ist gegeben durch n — a. Weiter ist die Abbildung

m: L — Cy, a +— r(a;n)
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, und fir je zwei ganze Zahlen a und b gilt
m(a) = w(b) <= nteilta—0>.
Lemma 2.1.17. Es sein € N>, und es seien a,b € Z. Dann sind dquivalent:

(i) Es gilt r(a;n) = r(b;n)
(ii) n teilt a — .

Beweis. Wir setzen abkiirzend k, := k(a;n) und r, := r(a;n) sowie ky := k(b;n)
und 7y := r(b;n). Dann haben wir a = k,n + r, beziehungsweise b = kyn + 4.

Zu “(i)=-(ii)”. Mit r, = rp erhalten wir sofort, dass a — b ein Vielfaches von n ist,
denn es gilt

a—b = (kgn+ry) — (kyn+ry) = kan—kyn = (kg — kp)n.

Zu “(ii)=-(i)”. Ist n ein Teiler der Differenz a — b, so ist n auch ein Teiler der ganzen
Zahl

(@—b)+ (kp —ka)n = (a—kan) — (b—kyn) = 14 — 1.

Wegen —n < r, — 71, < n muss deshalb r, — r, = 0 gelten. Das bedeutet jedoch
Tq = Tb- ]

Beweis von Satz 2.1.16. Die Abbildung 7: Z — C,, ist offensichtlich surjektiv, denn
man hat

w(a) = r(a;n) =a

fir 0 < a <mn — 1. Weiter erhalten wir mit Lemma 2.1.17 fiir je zwei ganze Zahlen
a und b:

m(a) =n(b) <= r(a;n)=r(b;n) < r(a;n)=r(b;n) <= nteilt a—0>.
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Wir zeigen nun, dass 7: Z — C,, mit den Verkniipfungen auf Z bzw. C,, vertréglich

ist. Fiir a,b € Z setzen wir k,
rp :=r(b;n). Dann gilt

m(a+b)

™

:= k(a;n) und 7, := r(a;n) sowie ky := k(b;n) und

w(kan + 74 + kpn 4+ 1)

(
((ka + kb)n + Ta + Tb)
(

(re + 1p)
Te +Tp
m(a) + 7(b).

Das knnen wir nutzen, um die Assoziativitédt der Verkniipfung auf €, ganz bequem
nachzuweisen. Fiir je drei Elemente @, b,¢ € C), gilt

a+ (b+7)

m(a) + (w(b) + m(c))
m(a) +m(b+c)
m(a+ (b+c¢))
m((a+b)+¢)
m(a+b) +7(c)
(m(a) + (b)) + 7(c)

(@+0b) +e

Auf dhnliche Weise erhalten wir die Kommutativitit. Fiir je zwei Elemente @, be(C,

gilt

+
<

(
= w(a+b)
(

Die Tatsachen, dass 0 € C,, neutrales Element ist, und dass das Inverse zu @ € C,,

durch n — a gegeben ist, sind dann offensichtlich.

O
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Aufgaben zu Abschnitt 2.1.
Aufgabe 2.1.18. Bestimme folgende Reste modulo 7:
r(28;7), r(29;7), r(30;7) r(31;7), r(365;7), r(366; 7).

Aufgabe 2.1.19. Hans (z.Z. wach) hat am 11. November Geburtstag; das ist im Jahr
2006 ein Samstag. An was fiir Wochentagen hatte/hat Hans in den Jahren 1825, 1960,
2000, 2150 Geburtstag? Was haben diese Fragen mit Gruppentheorie zu tun?

Aufgabe 2.1.20. Es sei n € N>q. Berechne folgenden Ausdruck in der Gruppe (Chr, +):
1+243+...+n—2+n—1

Aufgabe 2.1.21. Eine Gruppe G = {eq,g1,...,9r} mit Verkniipfung “+«” wird durch
ihre Verknipfungstafel beschrieben:

(Gv*)| €q g1 gr
e] eg *xeg €eg*gir ... €Gg*(gr
g1 g1 * eq g1 * g1 g1 * gr
gr gr*¥eq  gr¥g1 ... Gr*0gr

Bestimme die Verkniipfungstafeln fiir (C2, +) und (C5, +). Wie spiegelt sich die Tatsache,
dass diese Gruppen abelsch sind in ihren Verkniipfungstafeln wieder?

Aufgabe 2.1.22. Essei G eine Gruppe mit Verkniipfung “«”. Zeige: Jedes Element h € G
definiert bijektive Abbildungen

Ly,: G — G, g — hxg,

Rn: G — G, g — gx*h.
Insbesondere kommt jedes g € G in jeder Zeile und ebenso in jeder Spalte der Ver-

kniipfungstafel von G genau einmal vor.

Aufgabe 2.1.23. Es sei M = {e,m} eine Menge mit zwei Elementen. Zeige: Es gibt
genau eine Verkniipfung “«” auf M, sodass (M, *) eine Gruppe mit neutralem Element e
ist. In diesem Fall ist (M, %) eine abelsche Gruppe.

Aufgabe 2.1.24. Es sei (G, %) eine Gruppe, und es seien a,b € G. Zeige: Die Gleichung
a * x = b besitzt genau eine Losung = € G.

Aufgabe 2.1.25. Es sei (G, *) eine Gruppe. Beweise folgende Aussagen:

(i) Ist n € G ein Element mit n x g = g fiir ein g € G, so gilt n = eq.
(ii) Ist n € G ein Element mit g xn = g fiir ein g € G, so gilt n = eg.

Aufgabe 2.1.26. Es sei G eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung “+”. Zeige: G
ist genau dann eine Gruppe, wenn Folgendes gilt:

(i) Es gibt ein linksneutrales Element e € G, d.h., fiir jedes g € G gilt ex g = g.
(ii) Zu jedem g € G gibt es ein Linksinverses g’ € G, d.h., es gilt g’ x g = e.
Aufgabe 2.1.27. Es sei G eine Gruppe. Zeige

(i) Gilt (gh)2 = ¢g*h2 fiir alle g,h € G, so ist G abelsch.
(ii) Gilt g2 = eg fiir jedes g € G, so ist G abelsch.

Aufgabe 2.1.28. Zeige: Sind ¢: G — H und ¥: H — F Gruppenhomomorphismen, so
ist auch die Komposition ¢ o ¢: G — F ein Gruppenhomomorphismus.

Aufgabe 2.1.29. Es seien G eine Gruppe mit genau n Elementen, H eine Gruppe mit
genau m Elementen, und es sei ¢: G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
Zeige: Es gilt n = km mit einer natiirlichen Zahl k, und fiir jedes h € H besitzt die Faser
@~ !(h) genau k Elemente.
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2.2. Ringe.

Definition 2.2.1. Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei inneren Ver-
kniipfungen

add: Rx R — R, (a,b) — a+0b,
mult: R x R — R, (a,b) — ab

(iiblicherweise Addition und Multiplikation genannt), sodass folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(R1) Das Paar (R, +) ist eine abelsche Gruppe, d.h.,
— esgilt stets a+ (b+¢) = (a+b) +c,
es gibt ein Element Op € R mit Op + a = a = a 4 OR fiir alle a € R,
zu jedem a € R gibt es ein Element —a € R mit a + (—a) =0 = (—a) + a,
es gilt stets a +b=0b+ a.

(R2) Die Verkniipfung “-” auf R ist assoziativ, d.h., fiir je drei Elemente a, b, ¢ €
R gilt
a-(b-¢) = (a-b)-c.

(R3) Die Verkniipfungen “+” und “” auf R sind distributiv, d.h., fiir je drei
Elemente a,b,c € R gilt

a-(b+c¢) = (a-b)+ (a-c), (b+c¢c)-a = (b-a)+ (c-a).

Man nennt einen Ring (R, +,-) kommutativ, falls er zusitzlich zu (R1), (R2) und
(R3) die folgende Eigenschaft besitzt:

(KR) Die Verkniipfung “” auf R ist kommutativ, d.h., fiir je zwei Elemente
a,b e R gilt

Man sagt, dass ein Ring (R, +,-) ein Einselement besitzt, falls zusitzlich zu (R1),
(R2) und (R3) gilt

(RE) Die Verkniipfung “” besitzt ein neutrales Element, d.h., es gibt ein Ele-
ment 1p € R, sodass fiir jedes Element a € R gilt

lp-a = a-1gp = a.

Beispiel 2.2.2. Wir kennen bereits eine ganze Reihe kommutativer Ringe mit
Einselement:

(Za+a')a (Q;+;'); (R’+")'

Es gibt auch wichtige nichtkommutative Ringe; wir werden spéter explizite Beispiele
dafiir kennenlernen.

Lemma 2.2.3. Es sei (R,+,-) ein Ring mit Einselement 15 € R.

(i) Die neutralen Elemente Op der Addition und 1r der Multiplikation in R
sind eindeutig bestimmd.
(ii) Fiir jedes r € R gilt Or -7 = 0r = r - Og. Insbesondere ist 1 g = 0 nur in
dem trivialen Ring R = {Or} mdglich.
(i) Fir jedes r € R gilt (—1gr) -r = —r = r - (—1g). Weiter hat man fir je
zwei Elemente a,b € R:

(—a)-b = a-(=b) = —(a-b), (—a)-(=b) = a-b.
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Beweis. Zu (i). Die Eindeutigkeit des neutralen Elements O der abelschen Gruppe
(R, +) folgt aus Satz 2.1.9. Die Eindeutigkeit von 1 sieht man ganz analog: Ist 1,
ein weiteres neutrales Element von “.”, so gilt

o= 11 = lg
Zu (ii). Wir beginnen den Nachweis von Og - 7 = O mit einer Voriiberlegung: Fiir
jedes r € R gilt
Op-7r = (ORJrOR)'T = Ogp-r+0g-m
T-(OR-FOR) = r-0gp+17-0g.

Addiert man nun das Element —(0g - ) € R bzw. das Element —(r - Og) € R zu
dieser Gleichung, so erhélt man, wie behauptet, Oz - 7 = 0g bzw. r- 0 = Op.

T'OR

Wir kommen zur Zusatzaussage von (ii). Gilt 1z = Og in einem Ring R, so ergibt
sich jedes weitere Element r € R:

T = 1R~T = 0R~T = OR.
Zu (iii). Wir zeigen zunéchst, dass (—1g) - r, ebenso wie r - (—1g), das additive
Inverse zu r ist. Unter Verwendung von Og -7 = 0r = r - O erhélt man
(—13)-7‘—}—7‘ = (—1R+1R)-T = Or-7r = Og,
T-(71R>+T = T-(713+1R> = 7r-0p = Op.

Die verbleibenden Aussagen sind dann direkte Folgerungen aus (—1g)-r = —r: Fiir
je zwei Elemente a,b € R gilt

()b = ((lw)-a)b = (-ln)-(ab) = —(a-b)

= (a-(=1g)-b = a-((-1r)-b) = a- (=),

(=a)-(=b) = ((-1r)-(-1gr))-(a-b) = (=(=1r))-(a-b)
— 1R-(a-b) = a-b.

Bemerkung 2.2.4. Es sei (R,+) eine abelsche Gruppe, und es seien Elemente
ai,...,a, € R gegeben. Dann setzt man

Zai = a1+...+a, = a1+ (a2 + (.. + (an-1+an)...).
i=1

Wegen der Assoziativitdt von “+” kommt es auf die Klammerung nicht an, diese
Schreibweisen sind somit gerechtfertigt. Weiter setzt man fiir n € N und a € R:

n
na = g a =a+...+a, wobei Oa := Og.
————
i=1 n mal

Bemerkung 2.2.5. Es sei (R, +, ) ein Ring. Sind a4, ...,a, € R gegeben, so setzt
man

n
Hai = a1 ...y = ar- (a2 (oo (Ape1 s an)..).
1=1

Wegen der Assoziativitat von “” kommt es auf die Klammerung nicht an, was die
Schreibweisen rechtfertigt. Besitzt R ein Einselement, so setzt man fiir n € N und
a € R:

a”:Ha:a-...-a, wobei a’ := 15.
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Sind Elemente by, ..., b,, € R gegeben, so erhilt man durch Ausmultiplizieren und
anschliessendes Sortieren

<Z ai> . ij = Z Zaibj = Z (Za@)
i=1 j=1 i=1 \j=1 7j=1 \i=1

Definition 2.2.6. Es seien R und S Ringe. Eine Abbildung ¢: R — S heifit
Ringhomomorphismus, falls fiir je zwei a,b € R gilt

pla+b) = p(a) + ¢(b), pla-b) = p(a)-p(b).

Beispiel 2.2.7. Fiir jeden Ring R ist die Identitéit idg: R — R ein Ringhomomor-
phismus.

Konstruktion 2.2.8. Es sei n € N>. Wir haben zwei Verkniipfungen auf der
Menge C,, :={0,1,...,n — 1}, ndmlich

a + b= r(a+bn), @-b := r(ab;n).

Satz 2.2.9. (C,,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Nullelement 0 und FEinsele-
ment 1. Weiter ist die Abbildung

7 — Cp, a — r(a;n)

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit w(1) = 1, und fiir je zwei ganze Zahlen a
und b gilt

m(a) = w(b) <= nteilta—0>.
Beweis. Aus Satz 2.1.16 wissen wir, dass (C,,, +) eine abelsche Gruppe mit Nullele-

ment 0 ist, dass 7 ein surjektiver Gruppenhomomorphismus von (Z, +) auf (C,,, +)
ist, und dass genau dann m(a) = w(b) gilt, wenn n ein Teiler von a — b ist.

Wir zeigen, zunéchst, dass m mit der Multiplikation “-” vertréglich ist. Sind a,b € Z
gegeben, so schreiben wir

a = kqn+rg, a = kyn+rp,
wobei k, := k(a;n) und r, := r(a;n) sowie ky := k(b;n) und r, = r(b;n)
gemif 2.1.2 definiert sind. Es folgt
m(ab) = w((kan 4 rq)(ken + 1))

= w(kenkpyn + kqnry + kpnrg + rqrp))

= 7(rars)

= 7.7

= 7(ra)-m(rs)

= 7(a)-w(b).
Das kénnen wir nutzen, um die Assoziativitit der Verkniipfung
weisen. Fiir je drei Elemente @,b,¢ € C,, gilt

a-(b-e) = m(a)(7(b) 7(c))

W

auf C), nachzu-
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Auf dhnliche Weise erhalten wir die Kommutativitit. Fiir je zwei Elemente @, b € C),
gilt
a-b = 7

= 7r(

= 7(ba)

= ﬂ'(

= b-a
SchlieBlich miissen wir noch die Distributivitét nachweisen. Fiir je drei Elemente
a,b,c e C), gilt

a-(b+¢) = 7

I
3

I
3

I
3
N N N N N
> 828 E
S .
_|_
o
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N
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S
S~—
+
A
IS
S~—
3
—
&

= (a-b)+@-o).
Die Tatsachen, dass 1 € C,, das Einselement ist, und dass m(1) = 1 gilt sind dann
offensichtlich. g

Bemerkung 2.2.10. Den Ringhomomorphismus 7: Z — C, aus Satz 2.2.9 kénnen
wir fiir explizite Berechnungen verwenden. Beispielsweise gilt in Cjg:

(4+4)-5 = (m(4) +7(4))-7(5) = 7((4+4)-5) = 7(40) = r(40;6) = 4.
Definition 2.2.11. Es sei R ein Ring mit Einselement 1. Man nennt ein Element
a € R eine Finheit, falls es ein o’ € R gibt mit a-a’ = 15 = o’ - a . Die Menge aller
Einheiten von R bezeichnet man mit R*.

Beispiel 2.2.12. In den Ringen Z, Q und R sind die Einheitenmengen gegeben
durch

Satz 2.2.13. Es sei (R,+,-) ein Ring mit Eins. Dann ist (R*,-) eine Gruppe mit
neutralem Element 1. Ist R kommutativ, so ist (R*,-) abelsch.

Beweis. Zunéchst ist zu zeigen, dass fiir a,b € R* das Produkt a - b wieder eine
Einheit ist. Dazu seien a/,0’ € Rmita-d’ = 1g =a’ -abzw. b- b =1g =V -1
gegeben. Dann gilt:
(@-b)-(t'-a) = a-((b-b)-d) =a-(1g-ad) = a-d = 1g,
(-a)-(a-b) =V -((a-a)-b) =V -(1g-b) =V -b = 1g.
Also ist R* x R* — R*, (a,b) — a - b eine wohldefinierte Verkniipfung. Sie ist

assoziativ mit neutralem Element 1g, jedes a € R* besitzt ein Inverses, und sie ist
kommutativ, wenn R dies ist. O

Schreibweise 2.2.14. Es sei R ein Ring mit Einselement. Wie iiblich bezeichnet
man das multiplikative Inverse einer Einheit ¢ € R* mit a .

Satz 2.2.15. Es sein € N>, und es sei a € Cp,. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) @ ist eine Einheit in Cy,.
(ii) Es gilt ggT(a,n) = 1.
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Insbesondere ist die Gruppe C}: der Finheiten des Ringes Cy, gegeben durch

C, = {aeCy ggT(a,n) =1}
Beweis. Wir arbeiten mit dem Ringhomomorphismus 7: Z — C,,, a — r(a;n) aus
Satz 2.2.9.

Zu “(i)=(ii)”. Es sei b € C,, mit @-b = 1. Dann gilt 7(ab) = 7(1) und somit
ab =14 In mit einem [ € Z.

Ist ein gemeinsamer Teiler ¢ € Z>p von a und n gegeben, so miissen wir zeigen,
dass ¢ = 1 gilt. Wir haben a = a’c und n = n’c mit o/, n’ € Z. Es folgt

1 = ab—In = dcb—In'c = c(a’b—1In').

Diese Gleichung ist offensichtlich nur mit ¢ = 1 zu erfiillen. Folglich ist 1 der grofite
gemeinsame Teiler von a und n.

Zu “(ii)=(i)”. Wir wiahlen Zahlen b,! € Z, sodass ¢ := ab — In minimal ist mit
¢ > 0. Wir zeigen, dass ¢ dann ein gemeinsamer Teiler von a und n ist.

Zu “c teilt a”. Andernfalls hétte man ¢’ := r(a; ¢) > 0 fiir den Rest von a modulo c.
Mit a = k(a;c)c + ¢ ergibt sich

d = a—k(a;c)e = a—k(a;e)(ab—1In) = a(l — k(a;c)b) — (—k(a;c)l)n.

Wegen 0 < ¢’ < ¢ steht dies im Widerspruch zur Wahl der beiden ganzen Zahlen b
und [.

Ebenso zeigen wir “c teilt n”. Andernfalls hétte man ¢’ := r(n;¢) > 0 fiir den Rest
von n modulo c¢. Weiter hat man

" = n—k(n;e)e = n—k(n;c)(ab—1In) = a(—k(n;c)b) — (—(1 + k(n;c)l)n.

Wegen 0 < ¢’ < ¢ steht dies im Widerspruch zur Wahl der beiden ganzen Zahlen b
und [.

Damit ist gezeigt, dass ¢ ein gemeinsamer Teiler von a und n ist. Wegen ggT(a,n) =
1 muss ¢ = 1 gelten. Es folgt ab =1+ In, und wir erhalten @ € C}; mit

a-b = 7(a) -n(b) = w(ab) = 7(1) = 1.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.2.

Aufgabe 2.2.16. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, und es seien a,b € R.
Zeige: Es gilt

at-a™ = an-ﬁ-m7 (an)m _ amn7 (ab)n — ™",
An welcher Stelle des Beweises wird die Kommutativitit des Ringes R dabei ernstlich
bendtigt?

Aufgabe 2.2.17 (Binomischer Lehrsatz). Es sei R ein kommutativer Ring mit Einsele-
ment, und es seien a,b € R. Zeige: Fiir jedes n € Z>¢ gilt

(a+b)" = Z <Z> a"
k=0
Aufgabe 2.2.18. Berechne folgende Ausdriicke:
(i) B+7)-(5+4) € Cs,
(ii)) (6—-7)-(2—8) € Cy.
Aufgabe 2.2.19. Bestimme alle Einheiten der Ringe C1 sowie Ci2.

Aufgabe 2.2.20. Bestimme die Einheitengruppe Cg des Ringes Cs und stelle ihre Ver-
kniipfungstafel auf.

Aufgabe 2.2.21. Zeige: Sind ¢: R — S und ¢: S — T Ringhomomorphismen, so ist
auch die Hintereinanderausfithrung ¢ o ¢: R — T ein Ringhomomorphismus.
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2.3. Korper.

Definition 2.3.1. Ein Kérper ist ein kommutativer Ring (K, +, -) mit Einselement,
sodass 1g # Og und K* = K\ {0k} gilt.

Beispiel 2.3.2. Die Ringe (Q,+,-) und (R,+,-) sind Kérper. Der Ring (Z, +, -)
ist kein Korper.

Satz 2.3.3. Es sein € Z>2. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring (Cp,+,-) ist ein Korper.
(ii) Die Zahl n ist eine Primzahl.

Beweis. (Cy,,+,-) ist genau dann ein Korper, wenn jedes Element 1,...,n — 1 eine
Einheit in C,, ist. Nach Satz 2.2.15 gilt dies genau dann, wenn ggT(a,n) = 1 gilt
fir a =1,...,n — 1. Das ist genau dann der Fall, wenn n eine Primzahl ist. O

Definition 2.3.4. Es seien K und L Kérper. Eine Abbildung ¢: K — L heifit
Korperhomomorphismus, falls sie Ringhomomorphismus ist und ¢(1x) = 1y, gilt.

Satz 2.3.5. Jeder Kiorperhomomorphismus ist injektiv.

Lemma 2.3.6. Es seien R und S Ringe, ¢: R — S ein Ringhomomorphismus mit
©(1g) = 1s und r € R*. Dann gilt p(r) € S* und p(r)~! = p(r=1). Insbesondere
hat man (R*) C S*.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass ¢(r~1) die Eigenschaften des multiplikativen In-
versen zu o(r) besitzt. Das ergibt sich aus

e(r ) -pr) = e(r™t-r) = p(lr) = 1s
und
o(r)-o(r ') = o(r-r7h) = (1lr) = 1s.
O

Beweis von Satz 2.3.5. Es sei ¢: K — L ein Kérperhomomorphismus. Wir miissen
zeigen, dass fiir alle a,b € K mit p(a) = ¢(b) bereits a = b gilt. Man hat

pla=b) = ¢(a) —¢(b) = Or.

Nach Lemma 2.3.6 kann a — b deshalb keine Einheit in K sein. Das bedeutet a —b =
Ox und somit a = b. O

Bemerkung 2.3.7. Der Ringhomomorphismus 7: Z — C,,, a — r(a;n) ist nicht
injektiv.
Konstruktion 2.3.8 (Korper der komplexen Zahlen). Die Menge der komplexen
Zahlen ist definiert als

C := RxR = {(a1,a2); a1,a2 € R}.

Wir definieren zwei innere Verkniipfungen auf C. Zunéchst die komponentenweise

Addition:
(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 +b1,a2 + ba).

Die Multiplikation in C wird im Gegensatz zur Addition nicht komponentenweise
definiert, sondern man setzt

(a1,a2) - (b1,b2) = (aibi — azba, a1bs + a2by).
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Satz 2.3.9. (C,+,") ist ein Korper mit Nullelement Oc = (0,0) und Einselement
1c = (1,0). Weiter gilt

—(a1,a2) = (—a1,—asz) fir jedes  (a1,a2) € C,

(a1,a2)™1 = (aflfk—lag’ﬁ) fir jedes  (a1,a2) € C\ {(0,0)}.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass (C, +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Ele-
ment (0,0) ist. Zur Assoziativitidt von “+7: Es gilt stets
(a1,a2) + ((b1,b2) + (c1,2)) = (ar,a2) + (br+c1,b2 +c2)
(a1 + (b1 +c1), a2 + (ba + c2))
((a1 + b1) + 1, (az + b)) + c2)
(a1 +bi,a2 +b2) + (c1,¢2)
= ((al, as) + (b, 52)) + (e1,c2).
Offensichtlich ist (0,0) € C ein neutrales Element fiir “+” und (—ay, —az) ist das
additive Inverse zu (a1, az2). Zur Kommutativitit von “+7: Es gilt stets
(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 +0b1,a2 +b2)
= (b1 +a1,b2+a2)
= (b1,b2) + (a1,a2).

Wir kommen nun zu den Eigenschaften der Verkniipfung “-”. Die Assoziativitét ist
etwas mithsam: Zunéichst beobachtet man
(a1,a2) - ((br,b2) - (c1,¢2)) = (a1,a2) - (bicy — baca, bica + bacy)

= (apbjci—ajbgep—agbjcg—agbgey, ajbiegtaibgeytagbicy—agbgen).

Dann beobachtet man

((a17a2) . (b17b2)) - (e1,c2) (a1b1 — az2bz, a1bs + a2b1) - (c1,c2)

= (apbjcyi—agbgcy—arbgeg—agbycy, ajbieg—agbaegtaibyertagbycy).

Bei ndherem Hinsehen stellt man fest, dass die beiden kleingedruckten Terme iiber-
einstimmen. Damit ist die Assoziativitit verifiziert. Zur Kommutativitit:
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1bi — azba, aibs + azbr)
(biay — baaz, braz + baay)
(b1,b2) - (a1,a2).

Zur Distributivitat. Da wir die Kommutativitét bereits nachgewiesen haben, geniigt
es, a-(b+c¢) = a-b+ a-c fiir alle a,b, c € C zu zeigen. Das erhiilt man mit

(a1,a2) - ((bhbz) + (ex, cz)) = (a1,a2)- (b1 +c1,b2 + c2)
ar(br + 1) — az2(bz + ¢2),a1(b2 + ¢2) + az2(b1 + 1))

a1b1 +aic1 — azbs — asc2, arbs + aice + azby + (IQCl)

ai1br — azbz, a1ba + a2b1) + (a1c1 — azca, a1ca + azer)

Il
—~ e~ o~ —~

al,ag) . (bl, bz) + (ahag) . (01702)4

w9

Die Tatsache, dass (1,0) ein neutrales Element fiir die Multiplikation
sich leicht nachrechnen: Es gilt

(0,1,(12) . (1,0) (1,0) . (al,ag) = (1(11 — 0(12, 1(12 + 0(11) = (0,1,0,2).

Fiir die erste Gleichung haben wir dabei wieder die bereits bewiesene Kommutati-
vitdt von “” verwendet.

ist, lésst



43

Schliellich bleibt noch die Formel fiir die multiplikative Inversenbildung zu verifi-
zieren. Es gilt

( ay —as ) (a1,as) = ( a? —a3  —asay N aias )

2 252 2 | T \%1, 62 - 2 2 2 252 2 2 2

ay +az ai +a; ay+ay; ai+a; ajta; ay+a;
= (1,0).

Verwendet man erneut die Kommutativitdt von “.”, so ergibt sich auch die zweite

Bedingung fiir das Inverse von (aq,as). O

Bemerkung 2.3.10. Um das Rechnen mit komplexen Zahlen zu vereinfachen,
setzt man I := (0,1) € C. Man nennt I auch die imagindre Einheit. Es gilt

I’ =1-1=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1c.

Schreibt man weiter einfach a; fiir (a1,0), wobei a; € R, so erhdlt man fiir jede
komplexe Zahl (a1,as) € C die Darstellung

(al,ag) = (al,O)~(1,0)+(a2,0)~(0,1) = a; +as-1.

Sind nun reelle Zahlen ay,asg, by, by gegeben, so erhilt man Summe und Produkt
der komplexen Zahlen a; 4+ as-I und by + bs-I durch

(a1 +ag-I)+ (by +ba-I) = a1 +0by+ (az +b2)-I,
(a1+a2~1)-(b1+b2~1) = (a1b1+a2b2~12) —+ (a1b2+a2b1)~1
= (a1b1 —agbg) + (a1b2+a2b1)-l.

Man muss sich also die Definition des Produktes von aj + as-I und by + by-I nicht
merken, sondern kann es einfach durch Ausmultiplizieren und Anwenden der Regel
I? = —1¢ berechnen.

Beispiel 2.3.11. In der Praxis schreibt man meistens kurz 1 anstelle von 1¢. Es
folgen zwei kleine Rechnungen in C:

A+D-A—1) = 1-I+1-1* = 2,

2 -3 2 3
2307 = — I = =+ =1
( ) 22 432 22432 313

Bemerkung 2.3.12. Es sei K ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem iiber K
in den Veranderlichen x1,...,x, ist ein Gleichungssystem der Form

anrr + ... + apr, = by,

Am1iZ1 + ... + GmnTn = bm

mit a;;,b; € K. Eine Ldsung des obigen Systems ist ein Tupel (z1,...,z,) € K",
das alle Gleichungen erfiillt. Das System heif3t [0sbar, falls es eine Losung besitzt.

Lineare Gleichungssysteme iiber Korpern lassen sich sehr systematisch behandeln,
wie wir spéter sehen werden. Wir wollen das allgemeine Vorgehen hier anhand eines
einfachen Systems iiber QQ andeuten:

X1 — To + r3 = 1,
xr1 + To — 3dxz = —1,
—r9 + 2x3 = 1.
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Zunéchst bringt man das System auf sogenannte “Zeilenstufenform”: Wir eliminie-
ren die Variable x; aus der zweiten Gleichung, indem wir die erste Gleichung von
der zweiten subtrahieren. Das fiihrt zu einem neuen System

X1 — Tro + r3 = 1,
2:62 — 41‘3 = 72,
—r9 + 2x3 = 1.

Man beachte, dass diese Operation riickgéngig gemacht werden kann, indem man
die erste Gleichung des neuen Systems zu seiner zweiten addiert. Insbeondere besitzt
das neue System genau dieselben Losungen wie das alte.

Nun multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 1/2 (hier verwendet man die Exi-
stenz des Inversen 1/2 = 271) und eliminieren anschlielend die Variable x5 aus der
dritten Gleichung, indem wir die zweiten Gleichung zur dritten addieren. Das fiihrt
zu dem System

r1 — X2 + xr3 = 1,
o — 21‘3 = 71,
01‘3 = 0.

Die Losungen dieses Systems lassen sich direkt ablesen: Die Variable x3 ist frei
wihlbar (stiinde auf der rechten Seite eine von Null verschiedene Zahl, so wire
das System nicht 16sbar). Fiir die Variablen x5 sowie x; erhalten wir sukkzessive
folgende Bedingungen:

$2:_1+2$33 1 :1+-T2_.T3 :1+—1+2[I]3—$3:[1]3.

Wie vorhin bemerkt, beschreiben diese Bedingungen auch die Losungen des Aus-
gangssystems. Dessen Losungsmenge kann man daher schreiben als

{(l‘3, -1+ 2$3,l‘3); xr3 € Q} .
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Aufgaben zu Abschnitt 2.3.

Aufgabe 2.3.13. Es sei R ein endlicher kommutativer Ring mit 1z # Or. Beweise die
Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) R ist ein Korper.
(ii) Fiir je zwei a,b € R gilt ab=0r = a = 0r oder b = 0Or.

Aufgabe 2.3.14. Es sei K ein endlicher Korper. Verifiziere die folgende Identitét in K:

II a = _1K4

acK*
Beweise damit den Satz von Wilson: Ist p € Z>; eine Primzahl, so ist p ein Teiler von
1+ (-1

Aufgabe 2.3.15. Betrachte die komponentenweise Addition und die komponentenweise
Multiplikation auf R? := R x R:

(al,ag) + (bl,bg) = (a1 + b17a2 + bg), (ahag) . (bhbg) = (alb1,a2b2)4

Zeige, dass (]RQ7 +,-) auf diese Weise zwar ein kommutativer Ring mit Einselement ist,
aber kein Korper.

Aufgabe 2.3.16. Zeige, dass die folgende Abbildung ein bijektiver Kérperhomomorphis-
mus ist:

k:C — C, a1+ a2l — a1 —az-1.
Zeige weiter:

(i) Eine komplexe Zahl z € C ist genau dann reell, d.h., von der Form z = (a,0)
mit a € R, wenn £(z) = z gilt.

(ii) Fiir jede komplexe Zahl z € C ist die Summe z + x(z) sowie das Produkt z-x(z)
reell.

Aufgabe 2.3.17. Es seien a,b,c € R mit a # 0 gegeben. Zeige, dass es eine komplexe
Zahl z gibt mit a®z + bz + ¢ = 0.

Aufgabe 2.3.18. Bestimme die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems
iiber Cs: _ B
2r1  + T2 + 3x3 =
X1 — ZZCQ — 5:83 = —
—3z2 + w3 =

[N
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3. VEKTORRAUME

3.1. Vektorriaume und Untervektorriume.

Definition 3.1.1. Es sei K ein Korper. Ein K- Vektorraum ist eine Menge V' zu-
sammen mit

e ciner inneren Verkniipfung (auch Vektorraumaddition genannt):
addy: V xV — V, (v,0") = addy(v,v") = v+,
e ciner “4ufieren” Verkniipfung (auch Skalarmultiplikation genannt):

smulty : Kx V. — V, (a,v) — smulty(a,v) =: a-v,
sodass folgende Regeln gelten:

(VR1) Die Menge V zusammen mit der Vektorraumaddition “addy” ist eine abel-
sche Gruppe, d.h.,

— es gilt stets u + (v + w) = (v + v) + w,

— es gibt ein Element Oy € V mit Oy +v = v = v + 0, fiir alle v € V,

— zu jedem v € V gibt es ein Element —v € V mit (—v) + v =0y = v + (—v).
— fiir je zwei u,v € V gilt stets v +v = v + u,

(VR2) Die Skalarmultiplikation “smulty” ist unitdr und assoziativ, d.h., fiir alle
v eV und alle a,a’ € K gilt

lx-v = v, (d'a)v = d-(aw).

(VR3) Die Skalarmultiplikation und die Vektorraumaddition sind distributiv,
d.h., fiir alle v,v" € V und alle a,a’ € K gilt

(a+d)v = av+ad-v, a-(v+v') = av+a'.
Bemerkung 3.1.2. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

(i) Die Elemente von K nennt man bisweilen Skalare, und die Elemente von
V heiflen Vektoren.
(ii) Einen Skalar ¢ € K multipliziert man immer von links an einen Vektor
v € V, d.h., man schreibt stets a-v fiir smulty (a, v).
(iii) Das neutrale Element Oy € V der Vektorraumaddition nennt man auch
den Nullvektor in V.

Konstruktion 3.1.3. Es sei K ein Korper. Auf dem n-fachen direkten Produkt
K" =K x ... x K hat man eine innere und eine duflere Verkniipfung:

e Die komponentenweise Addition: Sind (z1,...,zy,) und (y1,...,y,) aus K”
gegeben, so setzt man

(ZCl,...,ZEn) + (yla---ayn) = ($1+yla'--axn+yn)'
e Die komponentenweise Skalarmultiplikation: Sind a aus K und (21, ..., 2,)
aus K™ gegeben, so setzt man
a-(x1,...,2n) = (ax1,...,axy,).

Satz 3.1.4. Zusammen mit der komponentenweisen Addition und der komponen-
tenweisen Skalarmultiplikation ist K™ ein K- Vektorraum.

Beweis. Die Vektorraumaxiome (VRI), (VR2), und (VR3) ergeben sich direkt
durch komponentenweises Anwenden der Korperaxiome; der Vollstindigkeit hal-
ber fithren wir dies explizit durch.
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Zu (VR1). Wir zeigen zunéchst, dass die Verkniipfung “+” auf K™ assoziativ ist.
Es gilt stets

(1,...,2n) + ((yla“wyn)+(217~~~7zn)) = (1, vzn) + (Y1 +21,-- -, Yn + 2n)

(z1+ (W1 +21),- s 2n + (yn + 2n))

((z1 +y1) +21,..-, (zn + yn) + 2n)

= (x1+y1,---sxn+yn) + (21,---,2n)
((acl,“A,xn)-Q—(yl,“A,yn)) + (21,-..,2n)-

Offensichtlich ist (0, ...,0) € K™ ein neutrales Element fiir “+” und (—z1,..., —2,)
ist das additive Inverse zu (z1,...,x,). Zur Kommutativitit von “+7: Es gilt stets

(z1,--yzn) + W1,---,yn) = (21 +Y1,---Zn + Yn)
(y1+ @1,y Yn +xn)
(Y1, -+ 5yn) + (T1,- -, @n).

Zu (VR2). Es seien (z1,...,2,) € K" und a,a’ € K gegeben. Dann erhalten wir
fiir die Skalarmultiplikation mit 1x bzw. a’a:

(Ig) - (z1,-- - 2n) = (Agz1,..., 1gen)
= (z1, Sy Tn),
(a/a)- (1, 2n) = (a/aacl,“A,a/axn)
= a/-(aacl,“‘,aacn,)
= d(a- (@1, 20).

Zu (VR3). Es seien (21,...,2n), (Y1,.-.,yn) € K" und a,d’ € K gegeben. Dann
erhalten wir

(a' +a) (z1,...,zn) = ((a' +a)z1,..., (a' +a)zn)
= (a'z; +azy,...,d T, +axy,)
= (a'z1,...,d @zn) + (amy,...,azy)
= ad (z1,...,2n) + a-(z1,..., Tn),
a-((z1,-.-, zTn) + (Y1, .-, Yn)) = a-(z1+ Y1, Tn + Yn)
= (a(z1+y1),---,a(@n +yn))
= (az1 +ayi,...,axn + ayn)
=  (az1,...,azyn) + (ay1,...,ayn)
= a-(x1,..., zn) + a-(y1,..., Yn)-

O

Beispiel 3.1.5. Vektorraumaddition und Skalarmultiplikation in der reellen Ebene
R? = R x R lassen sich geometrisch darstellen:

(Y1,v2) ool - /

Lemma 3.1.6. Es seien K ein Kirper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
folgende Rechenregeln:

(i) Fiir jedes Element v € V gilt Og-v = Oy .

(ii) Fiir jedes Element a € K gilt a-0y = Oy.
(iii) a-v = 0y impliziert a = Og oder v = Oy .
(iv) Fir jedes Element v € V gilt (—1k)-v = —v.
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Beweis. Zu (i). Unter Verwendung der Distributivitidt von Vektorraumaddition und
Skalarmultiplikation erhalten wir

Og-v 4+ Og-v = (OK—I—OK)-U = Ok-v.

Addiert man nun das Inverse —(0Og-v) € V von Og-v € V zu dieser Gleichung, so
erhdlt man

—(0g-v) + (Og-v+0g-v) = —(0g-v) + Og-v.

Mit —(0g-v) + Og-v = Oy und der Assoziativitidt der Vektorraumaddition ergibt
sich daraus

Og-v = (—(0g-v) + Og-v)+0g-v = Oy.
Zu (ii). Nach (i) gilt Ox -0y = Oy. Damit erhalten wir, unter Verwendung der
Assoziativitdt der Skalarmultiplikation, die gewiinschte Gleichung:
a-0y = a-(0g-0y) = (a-0g)-0y = Ox-0y = Oy.
Zu (iii). In dem Fall a = Ok ist Aussage (iii) erfiillt. Also ist noch der Fall a # Ok

zu betrachten. In diesem Fall gibt es ein multiplikatives Inverses a~! € K. Damit
erhalten wir

v = lgv = (¢ ta)v = at(awv) = a0y = Oy.
Zu (iv). Wir priifen direkt nach, dass (—1k)-v € V das Inverse zu v € V ist: Es gilt
v+ (—lg)v = g v+ (—1x)v = (Ixk+ (—1k))-v = Og-v = Oy.
O

Beispiel 3.1.7. Es sei = (21,72) € R? mit (21, 22) # (0,0). Die (Ursprungs-)
Gerade durch x ist die Menge R-z := {\-z; A € R}.

Fiir je zwei Vektoren y = A-xz und 3y’ = ) -z aus R-z sowie jedes Element a € R gilt
y+y = A+ XN)zeRua, ay = (a\)-z €R-z.

Definition 3.1.8. Es seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. Eine Teilmen-
ge U C V heifit Untervektorraum von V', in Zeichen U <k V, falls sie folgende
FEigenschaften besitzt:

(UV1) Esgilt U # 0.

(UV2) U ist abgeschlossen beziiglich der Vektorraumaddition, d.h., fiir je zwei
u,u €U gilt u+u' € U.

(UV3) U ist abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation, d.h., fiir alle w € U
und alle a € K gilt a-u € U.

Beispiel 3.1.9. Es seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.

i) Die Menge V ist ein Untervektorraum in V.
g
(ii) Die Menge {0y } ist ein Untervektorraum in V.
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Satz 3.1.10. FEs seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit Vektorraum-
addition addy und Skalarmultiplikation smulty . Ist U <g V' ein Untervektorraum,
so definieren

addy: U xU — U, (u,v') + addy (u,u') = u+,
smulty: Kx U — U, (a,u) — smulty(a,u) = au

eine innere und eine duflere Verknipfung auf U. Zusammen mit diesen Verkniipfun-
gen wird U zu einem Vektorraum; der Nullvektor in U ist Oy = Oy .

Beweis. Zunichst beachte man, dass aufgrund der Eigenschaften (UV2) und (UV3)
eines Untervektorraumes die beiden Verkniipfungen addy und smulty iiberhaupt
wohldefinierte Abbildungen sind. Weiter erben addy und smulty die Eigenschaften

(VR2) und (VR3) von addy bzw. smulty .

Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dass U zusammen mit der Verkniipfung addy
eine abelsche Gruppe ist. Das Axiom (VR1) fiir V liefert, dass die Verkniipfung
addy assoziativ und kommutativ ist.

Um zu sehen, dass addy ein neutrales Element besitzt, geniigt es, zu zeigen, dass
Oy € U gilt. Dazu wiihlen wir ein Element u € U, was wegen (UV1) méglich ist.
Mit Lemma 3.1.6 (iv) und den Eigenschaften (UV2) sowie (UV3) folgt dann

Oy = u+(—u) = u+(-1x)u € U.
Fiir die Existenz eines Inversen zu gegebenem u € U, geniigt es zu zeigen, dass
das Inverse —u € V beziiglich addy bereits in U liegt. Das ergibt sich mit Lem-
ma 3.1.6 (iv) und (UV3): Es gilt
—u = (-1lg)-u € U.
O

Satz 3.1.11. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und, (U;);cr eine Familie
von Untervektorriumen U; <g V. Dann ist der Durchschnitt tiber alle U; wieder
ein Untervektorraum in V', d.h., es gilt

Ui <k V.

Beweis. Wir miissen nachweisen, dass U := [),.; U; die Eigenschaften (UV1),
(UV2) und (UV3) besitzt.

Zu (UV1): Nach Satz 3.1.10 gilt 0y € U; fiir jedes U;. Das impliziert Oy € U. Somit
ist U nicht leer.

Zu (UV2): Es seien u,u’ € U gegeben. Dann gilt u, v’ € U; fiir jedes i € I. Da jedes
U; ein Untervektorraum von V ist, erhalten wir u + v’ € U; fiir jedes i € I. Das
impliziert u + v’ € U.

Zu (UV3): Es seien u € U und a € K gegeben. Dann gilt u € U; fiir jedes ¢ € I. Da

jedes U; ein Untervektorraum von V ist, erhalten wir a-u € U; fiir jedes i € I. Das
impliziert a-u € U. O

Bemerkung 3.1.12. Die Vereinigung von Untervektorrdumen ist im Allgemeinen
kein Untervektorraum:
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Fiir die Vereinigung der Koordinatenachsen M := K-(1,0) UK-(0,1) in R? hat man
(1,0),(0,1) € M aber (1,0) + (0,1) = (1,1) &€ M.

Konstruktion 3.1.13. Es seien X eine Menge, K ein Korper, V' ein K-Vektorraum,
und es sei

Abb(X,V) = {p; ¢: X — V ist Abbildung}

die Menge aller Abbildungen von X nach V. Wir erkldren punktweise eine Addition
und eine Skalarmultiplikation auf Abb(X, V) durch

pry: X =V z = (@) + (),
ap: X =V, x = a-px).

Satz 3.1.14. FEs seien X eine Menge, K ein Korper, V ein K-Vektorraum, und
es sei Abb(X,V) die Menge aller Abbildungen von X nach V. Zusammen mit der
punktweisen Addition und der punktweisen Skalarmultiplikation ist Abb(X, V) ein
K-Vektorraum. Der Nullvektor in Abb(X, V') ist die Abbildungv: X =V, x +— Oy .

Beweis. Die Vektorraumaxiome lassen sich leicht punktweise auf die Vektorrau-
maxiome in V' zuriickfithren:

Zu (VR1). Wir weisen zunéchst die Assoziativitit von “+” nach. Fiir je drei Ab-
bildungen ¢, ¥, k: X — V erhilt man

(e +9) + r)(x) (¢ +¥)(@) + r(=)
(p(2) + ¥(2)) + r(z)
() + (P(2) + r(2))
(@) + (¥ + r)(2))

= (¢+ @+ r)().

Es ist klar, dass die Nullabbildung neutrales Element beziiglich “4” in Abb(X, V)
ist, und dass das Inverse zu ¢ € Abb(X, V) durch (—¢)(z) := —(p(x)) definiert ist.
Zur Kommutativitdt von “+7. Fiir je zwei Abbildungen ¢, ¢¥: X — V gilt

(¢ + ) () w(x) + ¥(x)
() + ()
(¥ + @) ().

Zu (VR2). Es seien ¢ € Abb(X,K) und o’,a € K gegeben. Dann erhélt man
lx ¢ = ¢ und (a’a)-¢ = da'(a-@) mit
(Ik-p)(x) = 1Ig-(p())
= (@),
((@'a)-@)(@) = (d/a) (¢(2))

= o (ap@)

= d((a9)(@)

= (@ (a9)(@).

Zu (VR3). Es seien ¢, v € K® und a,a’ € K gegeben. Dann erhalten wir (o' +a)¢ =
a-p+a@bzw. a-(¢+1Y) =a ¢+ a1 mit:
(@ +a)-@)(z) = (a'+a) (o(2))
a’ o(z) + a-p(z)
= (@ 9)@) + (a-¢)(@)
(a' - +a-¢) (@),

(a- (o +¥)) (=) a-((¢+ ¥)(x))
a-(p(@) + ()
a-p(x) + a-p(x)
(a-¢)(@) + (a-¢)(2)
= ((a-¢)+ (a-9))(z).
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Aufgaben zu Abschnitt 3.1.

Aufgabe 3.1.15. Es sei K ein Korper, und es sei ein lineares Gleichungssystem folgender
Gestalt iiber K gegeben:

a1 + ... + apTn = 0,

am11 + ... + amnrn = O.
Zeige, dass die Menge der Losungen dieses Gleichungssystems ein Untervektorraum von
K™ ist.
Aufgabe 3.1.16. Es sei K := (5. Bestimme alle Untervektorrdume von K2.

Aufgabe 3.1.17. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und Uy,Uz <g V zwei
Untervektorrdume. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) U1 UU> ist ein Untervektorraum von V.
(ii) Es gilt Uy C Uz oder Uz C Us.

Aufgabe 3.1.18. Die Elemente f € Abb(R,R) des Vektorraum aller Funktionen von R
nach R kann man anschaulich durch ihre Graphen

Ly = {(z,f(x)); z€R} C R*
darstellen. Veranschauliche damit Addition und Skalarmultiplikation in Abb(R,RR): Be-
stimme die Graphen von f, g, 3-g und f + g fiir

f:IR%]R,gva:f7 g R—->R, z—ax+1.
Aufgabe 3.1.19. Es sei Abb(R,R) der Vektorraum aller Funktionen von R nach R mit

den punktweisen Verkniipfungen. Welche der folgenden Teilmengen von Abb(R,R) sind
Untervektorrdume:

(i) Die Menge aller geraden Funktionen, d.h., die Menge
{f: R—=R; f(—x) = f(zx) fir jedes z € R}.
(ii) Die Menge aller ungeraden Funktionen, d.h., die Menge
{f[: R=R; f(—z) =—f(z) fiir jedes z € R}.
(iii) Die Menge aller nach oben beschrinkten Funktionen, d.h., die Menge
{f: R—R; es gibt ein b € R mit f(z) <b fir jedes v € X}.
(iv) Die Menge aller betragsméBig beschriankten Funktionen, d.h., die Menge
{f: R — R; es gibt ein b € R mit |f(x)| < b fiir jedes z € X}.

(v) Die Menge aller stetigen Funktionen f: R — R.
(vi) Die Menge aller unstetigen Funktionen f: R — R.
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3.2. Lineare Hiille und lineare (Un-)abhingigkeit.
Definition 3.2.1. Es seien K ein Koérper, V ein K-Vektorraum und F = (v;);er
eine Familie in V. Eine Linearkombination diber F ist ein Element der Form

> aivi €V,  wobeia; €K, a; # O firr hichstens endlich viele i € 1.

iel
Die lineare Hiille (auch das Erzeugnis, der Aufspann) von F in V ist die Menge
aller Linearkombinationen iiber F, in Zeichen

Lin(F) := {v € V; v ist Linearkombination iiber F}.

Der Vollsténdigkeit halber definieren wir die lineare Hiille der leeren Familie durch
Lin( ) := {0y }.
Schreibweise 3.2.2. Ist F eine endliche Familie, d.h., F = (vy, ..., v,), so schreibt

man auch
n
E ;- V;
i=1

fiir die Linearkombinationen iiber F, und weiter schreibt man Lin(vy,...,v,) fiir
Lin(F).
Bemerkung 3.2.3. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, und v € V' mit
v # Oy. Dann ist Lin(v) die durch v aufgespannte (Ursprungs-)Gerade:

Lin(v) = {av; a €K} = K-o.

Beispielsweise erhilt man in R3 fiir die Vektoren e; := (1,0,0), ez := (0,1,0) und
es = (0,0, 1) die Koordinatenachsen:

Lin(el) = {($1,0 0); 71 € R}’ 63 <
Lin(eg) = {(0 X2, ); T2 € R}v 512
Lin(ez) = {(0,0,3); x5 € R}.

Allgemeiner liefert Lin(z) fiir jeden Vektor € R® mit x # (0,0, 0) den vertrauten
Begriff der (Ursprungs-)Geraden durch z.

Bemerkung 3.2.4. Es seien K ein Kérper, V' ein K-Vektorraum und u,v € V' mit
u # Oy und v € Ka. Dann ist Lin(u, v) die von u und v erzeugte (Ursprungs-)Ebene:
Lin(u,v) = {a-u+bw; a,beK}

Beispielsweise erhiilt man fiir die beiden Vektoren e; := (1,0,0) und ez := (0, 1,0)

in R? die z1, z2-Ebene:

Lin(el,eg) = {$1'€1 + X9-€2; T1,T9 ER} = {($1,$2,0); 1,22 ER}.

Allgemeiner liefert Lin(x,y) fiir zwei nicht kollineare Vektoren z,y € R? den ver-
trauten Begriff der von z und y aufgespannten Ebene.

Satz 3.2.5. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und F = (v;);cr eine
Familie in V. Dann ist Lin(F) ein Untervektorraum von V', und es gilt v; € Lin(F)
fur jedes v € I.
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Beweis. Fiir die leere Familie haben wir definitionsgeméfl Lin( ) = {0y}, und es
nichts weiter zu zeigen.

Fiir eine nichtleere Familie F = (v;);er zeigen wir zunéchst, dass stets v; € Lin(F)
gilt. Das ergibt sich sofort aus

1 =]
v = Z 51’]’ ;€ Lin(‘/—-')7 wobei 51’]’ = {OK ,L ) j,,
= K 7]

Wir zeigen nun, dass Lin(F) ein Untervektorraum von V ist. Wegen v; € Lin(F)
fiir jedes ¢ € T ist Lin(F) nicht leer, d.h., (UV1) ist erfiillt.

Zu (UV2). Es seien zwei Linearkombinationen Y a;-v; und > b;-v; iiber F gegeben.
Dann gibt es hochstens endlich viele ¢ € I mit a; # 0 oder b; # 0. Folglich gibt es
auch nur endlich viele ¢ € I mit a; + b; # 0, und wir erhalten

(Zarvi) + (Zbim) = > (ai+b:)-v; € Lin(F).

el iel iel

Zu (UV3). Es seien eine Linearkombinationen Y av; iiber F und ein a € K gegeben.
Dann gibt es hochstens endlich viele ¢ € I mit aa; # 0 und wir erhalten

a'(Z%"W) = (Z(aai)-m) € Lin(F).

el iel

O

Satz 3.2.6. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, F = (v;)ier eine Familie
in V ound M :={v;; i € I} CV. Dann gilt

Lin(F) = () U

MCU<gV

Beweis. Fiir den Fall der leeren Familie F = () ist nichts zu zeigen. Betrachten
wir also eine nichtleere Familie F.

Zur Inklusion “C”. Es sei v = > a;-v; eine Linearkombination iiber F. Wir miissen
zeigen, dass v in jedem Untervektorraum U <g V mit M C U liegt. Fiir ein solches
U gilt v; € U fiir jedes i € 1. Mit (UV3) erhalten wir a;-v; € U fiir jedes i € I und
jedes a; € K. Wiederholtes Anwenden von (UV2) liefert v = " a;-v; € U.

Zur Inklusion “2”. Nach Satz 3.2.5 ist Lin(F) ein Untervektorraum von V mit
M C Lin(F). Damit ergibt sich

Lin(F) 2 () U

MCU<gV

O

Folgerung 3.2.7. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U <g V ein
Untervektorraum. Ist F = (v;)ier eine Familie in' V. mit v; € U fiir jedes i € 1, so
gilt Lin(F) C U.

Folgerung 3.2.8. Es seien K ein Kdrper, V' ein K-Vektorraum und F = (v;)icr
eine Familie in V.. Dann ist Lin(F) der kleinste Untervektorraum von V', der jedes
v;, 1 € I, enthdlt.
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Definition 3.2.9. Es seien K ein Koérper und V ein K-Vektorraum. Eine Familie
F = (vi)ier in V heifit linear abhingig, falls man den Nullvektor Oy als nichttriviale
Linearkombination iiber F gewinnt, d.h., falls man Oy schreiben kann als

0y = Z a;-vj, wobei a; # Ok fiir mindestens ein i € [.

iel
Beispiel 3.2.10. In jedem K-Vektorraum V ist die Familie (0y ) linear abhingig,
denn es gilt 1x-0y = Oy .
Beispiel 3.2.11. Die Familie ((1, 0),(0,1), (1, 1)) in R? ist linear abhiingig, denn
man hat

(0,0) = 1:(1,0) + 1-(0,1) + (=1)-(1,1)
Satz 3.2.12. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Familie (vy,...,vy,) ist linear abhingig.
(il) Es gibt ein 1 < i <n mit v; € Lin(vy, ..., 0-1,Vi41,---,Vn).

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Da die Familie F linear abhéngig ist, gibt es eine Darstellung

des Nullvektors
OV = Z aj . ’Uj,
=1

wobei a; # Ok fiir ein ¢ gilt. Addiert man —(a;-v;) zu dieser Gleichung und multi-
pliziert anschlieBend mit (—a;)~?!, so ergibt sich

v, = Z(faflaj)~vj € Lin(vy,...,0i—1,0it1s---,0n).
J#i

Zu “(ii)=(@1)". Es sei 1 < ¢ < n mit v; € Lin(v1,...,0i—1,Vit1,...,0,) gegeben.
Dann hat man eine Darstellung

(3 = Z a]— . ’Uj .
J#i
Setzt man a; := —1g, und addiert a;-v; zu dieser Gleichung so erhilt man den
Nullvektor als nichttriviale Linearkombination iiber F:

n
OV = E aj-vj.
j=1

O

Definition 3.2.13. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Familie
F = (vi)ier in V heiit linear unabhingig, falls sie nicht linear abhéngig ist.

Bemerkung 3.2.14. Esseien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Familie
F = (v1,...,v0,) in V ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir jede Linearkom-
bination > ; a;-v; iiber F gilt

n
gazwvi:OV = a1 =...=a, =0k
1=1

Beispiel 3.2.15. Die Familie ((1,0),(0,1)) in R? ist linear unabhiingig, denn wir
haben

al-(l,O) + ag-(O,l) = (0,0) < (al,ag) = (0,0)
< a1 = as = 0.
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Satz 3.2.16. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Familie (vy,...,vy) ist linear unabhingig.
(il) Fiir jedes 1 < i <mn gilt v; € Lin(vy, ..., 0i—1,Vit1,---,Vn).

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.2.12; wir haben lediglich
die dort formulierten Aussagen (i) und (ii) negiert. O
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Aufgaben zu Abschnitt 3.2.

Aufgabe 3.2.17. Es sei U C R? eine Teilmenge. Beweise die Aquivalenz folgender Aus-
sagen:

(i) U ist eine Ebene in R.
(ii) Bs gilt U = {z € R®; a1z1 + asx2 + aszs = 0} mit a1, a2, a3 € R, wobei a; # 0
fiir mindestens ein ¢ gilt.

Aufgabe 3.2.18. Betrachte den R-Vektorraum R?® und untersuche darin die beiden fol-
genden Familien auf lineare Unabhéngigkeit:

F o= ((-5,2,-1), (3,4,-1), (2,-2,1)),
'7:/ = ((_27 _47 3)7 (07 1, _2)7 (_47 27 _1))‘

Aufgabe 3.2.19. Betrachte den C-Vektorraum C? und untersuche darin die beiden fol-
genden Familien auf lineare Unabhéngigkeit:

F (1, 1), (-1,1)),
F'o= ((1+21,3]), (1+1,5)).
Aufgabe 3.2.20. Priife ob Lin(F) C Lin(F’) bzw. Lin(F’') C Lin(F) fiir die beiden
folgenden Familien in R® gilt:
F o= ((-1,3,2), (2,0,1), (1,2,3)),
Fo= ((-2,-1,2), (1,1,-2), (-1,1,-2)).

Aufgabe 3.2.21. Es seien K ein Korper, V' # {0v} ein K-Vektorraum und u,v € V.
Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Familie (u,v) ist linear abhiingig.
(ii) Die Vektoren u, v liegen auf einer gemeinsamen Ursprungsgeraden.

Aufgabe 3.2.22. Bestimme den Durchschnitt der beiden Untervektorrdume Lin(F) und
Lin(F') in R? fiir

F o= ((1,0,2), (-2,3,1)), F = ((2,1,2), (-3,2,1)).
Aufgabe 3.2.23. Es seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. Weiter seien (v;)ier

eine Familie von Vektoren in V und J C [ eine nichtleere Teilmenge. Zeige: Ist (v;)ier
linear unabhéngig, so ist auch (v;);jecs linear unabhingig.
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3.3. Basen und Koordinaten.

Definition 3.3.1. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Familie
F = (v;)ier in V heiit Erzeugendensystem fir V', falls V = Lin(F) gilt, d.h., falls
jedes Element aus V' eine Linearkombination iiber F ist.

Beispiel 3.3.2. Die Standardeinheitsvektoren in dem Vektorraum K" sind definiert

als
€1 = (1K,OK,...,OK), €y 1= (OK,lK,OK,...,OK), ceey €n = (OK,...,OK,lK).
Die Familie (eq,...,e,) der Standardeinheitsvektoren in K™ ist ein Erzeugenden-

system fiir K, denn fiir jeden Vektor (z1,...,z,) € K" gilt
(1,...,2n) = x1°€1+ ...+ Tp-ep.

Definition 3.3.3. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Basis
fiir V' ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem fiir V.

Beispiel 3.3.4. Die Familie (eq,...,e,) der Standardeinheitsvektoren in K" ist
eine Basis des K™; man nennt sie die Standardbasis des K.

Nach 3.3.2 ist (eq, ..., e,) ein Erzeugendensystem fiir K. Die lineare Unabhéngig-
keit erhélt man wie folgt:
ai-e;+...+an-€, = (OK,...,OK) - (al,...,an) = (OK,...,OK)
= a1 =...=a, =0k
Beispiel 3.3.5. Es seien u := (1x,0x) und v := (1g, 1x). Dann ist B = (u,v) eine
Basis fiir K2.

Um zu zeigen, dass B ein Erzeugendensystem fiir K2 ist, miissen wir jedes Element
(b1,bs) € K? als Linearkombination iiber B schreiben:

o) e (i) = (1)

Diese Bedingung ist dquivalent zur Losbarkeit des folgenden linearen Gleichungs-
systems in den Variablen z1, zo iiber K:

1 + €T - bla
To = bg.
Man sieht sofort, dass xo := by und x; := by — by dieses Gleichungsystem losen,

d.h., wir erhalten (b1, bs) € K? als Linearkombination iiber B.

Um die lineare Unabhéngigkeit der Familie B nachzuweisen, miissen wir zeigen,

dass aus
1k 1k _ Ok
(o )+ (1) - (o)

bereits z1 = x2 = Ok folgt. Diese Bedingung ist dquivalent zu der Bedingung, dass
das Gleichungssystem

1 + ) = OK)

z2 = Ok

nur x; = x2 = Ok als Losung besitzt. Das ist im vorliegenden Fall jedoch unmittel-
bar einsichtig.
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Satz 3.3.6. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und B = (v1,...,v,)
eine Basis fiir V. Dann besitzt jedes v € V' eine eindeutige Darstellung

(3.3.6.1) v o= x1v1 + ... + Tpv, mitxr,...,x, €K

Beweis. Da B ein Erzeugendensystem fiir V ist, besitzt jedes v € V' eine Darstel-
lung (3.3.6.1).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien zwei Darstellungen v = x1-v1 + ... + 2y v,
und v = y1-v1 + ...+ Yn v, gegeben. Dann erhalten wir

Oy = wv—w

= (x1v1+...4+zp0,) — (W11 4.+ Yn-vn)

= (@ —y)v + ... + (Tn —Yn) Vn.
Da B linear unabhéngig ist, muss x; = y; fiir jedes ¢ = 1,...,n gelten. Folglich
stimmen die Darstellungen von v iiberein. U
Definition 3.3.7. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und B = (v1, ..., v,)
eine Basis fiir V. Fiir jedes v € V nennt man die Darstellung

v = x1v1 + ... + Tpv, mit zq,...,2, €K

die Entwicklung von v nach der Basis B, und man nennt z3(v) := (z1,...,2,) € K"
den Koordinatenvektor von v beziiglich B.

Beispiel 3.3.8. Wir betrachten die Basis B = (vi,v2) von R2, wobei v; := (1,0)
und vy := (1,1). Der Koordinatenvektor von v = (2,2) beziiglich der Basis B ist
xp(v) = (0,2), denn es gilt

2 1 1
(3) = olo) 2 (h)
Beispiel 3.3.9. Der Koordinatenvektor eines Vektors x € K™ beziiglich der Stan-

dardbasis £ = (ey,...,e,) von K" ist gegeben durch z¢(z) = x.

Bemerkung 3.3.10. Es seien B = (v1, ..., v,) eine Basis von K" und w € K™. Den
Koordinatenvektor 2z (w) erhélt man durch Losen des linearen Gleichungssystems

V11T + ...+ Upi®p, = Wi,
Vin®1 + ... + Unp@n = Wy,
wobei wir v; = (vi1,..., V) und w = (wy,...,w,) schreiben. Man beachte, dass

dieses System nach Satz 3.3.6 eindeutig losbar ist.

Satz 3.3.11. Es scien K ein Kirper, V ein K-Vektorraum und B = (v1,...,v,)
eine Basis fiir V.. Dann gilt fiir alle v,v' € V und alle a € K:

zg(v+v') = zp(v) +a(v), zg(a-v) = a-zpv).
Beweis. Es seien zp(v) = (21, ...,2,) und zp(v’') = (2, ..., 2)) die Koordinaten-
vektoren von v bzw. v’. Dann gilt
v+ v =zt Thv, + v+ T,
= (z1+2) v + ...+ (2p + 7)) vp.
Nach Definition des Koordinatenvektors erhalten wir also
rg(v+v) = (z1+2),...,00+2))

= a5(v) + zp().
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Weiter haben wir
av = a-(x1v14...+zH0,)
= (az1)v1+ ...+ (azy) vy.
Es folgt
zgla-v) = (axi,...,azy,)
= a-xg(v).

O

Konstruktion 3.3.12. Es sei K ein Korper. Ein Polynom iiber K in der Variablen
T ist ein formaler Ausdruck

Z a, T, wobei a,, # Ok fiir nur endlich viele v € N.

veN
Dabei nennt man die a, die Koeffizienten des Polynoms. Zwei Polynome > a,T"
und > b, T nennt man gleich, falls a, = b, fiir jedes v € N gilt.

Die Menge aller Polynome iiber K in der Variablen T' bezeichnen wir mit K[7T']. Auf
K[T] definieren wir eine Addition und eine Skalarmultiplikaiton durch

(ZauT”> + (ZM”) =) (ay +b,)T",

veN veEN veN
a- <Z aﬂ”’) = Z(aau)T”.
veN veN

Satz 3.3.13. FEs sei K ein Korper. Zusammen mit den Verkniipfungen “+” und “”
ist K[T'] ein K- Vektorraum; der Nullvektor in K[T' ist das Nullpolynom ) .\ OxT".

Beweis. Die Vektorraumaxiome fiir K[T'] lagsen sich unmittelbar aus den Korper-
axiomen fiir K herleiten.

Zu (V1). Wir zeigen zunichst, dass “+” eine assoziative Verkniipfung ist. Dies
ergibt sich mit

(Z a, TV + ZbUT”) + D> T’ = S(aw+b)TY + > TV

VEN vEN VEN vEN vEN
= > ((ay +by) + )T

vEN
= D (ay + (by + )T
vEN
= Yt Yttt
veN vEN
= Za,,T” + ZbUT“ + Zc,,T“
vEN vEN veN

Es ist klar, dass das Nullpolynom ) _O0x7" neutrales Element fiir die Addi-
tion ist, und dass das Inverse zu ) .y a,T" durch )y —a,T" gegeben ist. Die
Kommutativitdt von “4” erhalten wir mit

STaT + Y b,TY = > (ay +b)TY

veN veEN vEN

= > (by +a,)T”

veN

= Z b, TY + Z a,T".

veEN veEN
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Zu (V2). Es seien a,a’ € K und ein Polynom
erhalten wir

ven @/ T € K[T] gegeben. Dann

k-Y aT’ = > (Ix-a,)T”

veEN veN
s
veEN
(a/a)»z a, TV = Z(a/aaV)TV
veN vEN
= a/-Z(aal,)T'/
veN

= a - a»ZaVTV .
veN

Zu (V3). Es seien a,a’ € K und Polynome ) .y a,T" € K[T| sowie ), b, T €

K[T] gegeben. Dann erhalten wir

veN

(@' +a) > a,T’ = > ((a +a)a,)T”
veN vEN
= Z (a’a, + aay)T"
vEN
C S Wt b Y (et
veN veN
= a/»z a, TV + a»z a,TY
veN veN

a(Z a, TV + Zb“TV) = (l'(z(au"‘bu)TV)

vEN vEN veN

= Z a(ay + b,)TY

veEN
= Z (aay + ab,)T"
vEN
= Y (aa)T" + > (ab)T
veN veN
= a-z a, TV + a-z b, TY.
veN veN

O

Bemerkung 3.3.14. Es sei K ein Kérper. Die Monome in K[T] sind die Polynome
der Gestalt
1k, p=wv,

T .= 0,17, wobei §,, =
% . . {OKv H 7é v.

Jedes Polynom ) a,T" ist eine Linearkombination von Monomen: Wegen a,, #
Ox fiir hochstens endlich viele v € N gibt es ein k mit a, = Ok fir alle v > k. Es
gilt

ZGVTU = ao'Z(SOVTU—I—...—I—ak-Zé‘]wTU
vEN vEN keN
= a0 T’ +a;-T '+ ... +a,T"
Satz 3.3.15. Es sei K ein Korper. Die Familie (T*),en der Monome ist eine Basis
fir den K-Vektorraum K[T.

Beweis. In Bemerkung 3.3.14 haben wir bereits gesehen, dass (T"),en ein Erzeu-
gendensystem fiir K[T] ist.
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Wir kommen zur linearen Unabhéngigkeit. Jede Linearkombination iiber ("), ey
ist von der Form ag-T° + a;-T' + ... + az-T"* mit einem & > 0, und es gilt
aO-TO +a-T 4+ ...+ ak-Tk = Z a,T”,
veN

wobei man die rechte Seite als Polynom ansieht und a, := Og fiir n > k definiert.
Damit erhalten wir die lineare Unabhéngigkeit: Es gilt

Y a, " =Y 07" = a,=0xfiirallen € N,

veN veN
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Aufgaben zu Abschnitt 3.3.

Aufgabe 3.3.16. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und F = (v;)ier ein
Erzeugendensystem fiir V. Zeige: Ist G = (wj);es eine Familie in V' mit v; € Lin(G) fiir
jedes 7 € I, so ist G ein Erzeugendensystem fiir V.

Aufgabe 3.3.17. Essei B=((1,2,1),(—1,1,3),(1,0,1)). Zeige, dass B eine Basis fiir R®
ist. Bestimme den Koordinatenvektor zz(v) von v = (2, 3,4).

Aufgabe 3.3.18. Bestimme eine Basis des Losungsraumes fiir das folgende lineare Glei-
chungssystem iiber Q:

—3x1 + 22 +x3 — 304 = O7
1+ Trxo+dxs+x4 = O,
xr1 —2x2+x3+x4 = 0.

Aufgabe 3.3.19. Es seien K ein Kérper und X eine endliche Menge. Dann ist die Menge
Abb(X,K) zusammen mit den punktweisen Verkniipfungen

(P+9)(x) = @) +o(),  (ap)(z) = ap(z)
ein K-Vektorraum, siche Satz 3.1.14. Fiir jeden Punkt x € X definieren wir eine Abbildung
0z € Abb(X,K) durch
g y=u,
Ox Yy 75 Z.

Zeige, dass die Familie (0z)zex eine Basis fiir Abb(X,K) ist. Wozu wird die Endlichkeit
von X dabei gebraucht?

0z: X — K, y»—>{

Aufgabe 3.3.20. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Familie (70 + 7" + ... 4+ T™)nen
eine Basis fiir den Vektorraum K[7'] der Polynome iiber K in der Variablen T ist.

Aufgabe 3.3.21. Bestimme eine Basis fiir den folgenden Untervektorraum von Q[T7:

Lin(T? T°+ T, T+ 1, T* + T +1, T" + T°).
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3.4. Existenz von Basen und Dimension.

Satz 3.4.1. Es seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und F = (v1,...,0y)
eine Familie in V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) F ist eine Basis fiir V.
(ii) F ist ein Erzeugendensystem fiir V. und ldsst sich als solches nicht (echt)

verkiirzen.
(i) F ist eine linear unabhingige Familie und lisst sich als solche nicht (echt)
verldngern.
Lemma 3.4.2. FEs seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) F = (v1,...,vy) ist linear unabhdingig.
(il) F = (v1,...,vp—-1) ist linear unabhingig und es gilt v, & Lin(F").

Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Nach Satz 3.2.16 gilt v, & Lin(F’). Als Teilfa-
milie der linear unabhingigen Familie F ist F’ linear unabhingig: Es gilt
r—1 r—1
Zai-vi = 0y = Zai-vi—i—OK-vT =0y = a1=...=a,-1=0k.
i=1 i=1
Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Wir betrachten eine Darstellung des Nullvektors als
Linearkombination iiber F:

(3.4.2.1) Oy = ar1v1+...+a—1V—1+aq v
Nach Bemerkung 3.2.14 miissen wir zeigen, dass a; = ... = a, = 0 gilt. Das
geschieht in zwei Schritten.

Schritt 1: Wir zeigen, dass a, = 0 gilt. Andernfalls hiitte man a, # 0. Addiert man
—(a,-v,) zu (3.4.2.1) und multipliziert dann mit (—a,) ™!, so st6Bt man auf einen

Widerspruch zu (ii), ndmlich

v, = 70,;10,1"01 T ar_lar,yv,o,l € Lin(F").
Schritt 2: Wir zeigen, dass a; = ... = a,—1 = 0 gilt. Wegen a, = 0 ist (3.4.2.1)
eine Linearkombination iiber der Familie 7'. Wegen der linearen Unabhiingigkeit
von F' gilta; = ... =a,_1 =0. O

Beweis von Satz 3.4.1. Zu “(i)=-(ii)”. Als Basis ist die Familie F erzeugend. Neh-
men wir an, F liefle sich zu einer erzeugenden Familie verkiirzen, etwa zu

!
F'oi= (U1, Vim0, Vi 1y -+ o5 Un)-

Dann erhielte man insbesondere den Vektor v; als Linearkombination iiber F’. Nach
Satz 3.2.12 miisste F dann linear abhéngig sein. Widerspruch zu (i).

Zu “(il)=-(iii)”. Wir zeigen zunichst, dass F linear unabhingig ist. Andernfalls
wiirde Satz 3.2.12 ein ¢ liefern mit

v, € Lin(vla---;vi—lavi—i-la---;Un)-

Wendet man jetzt Folgerung 3.2.7 an, so kommt man zu einen Widerspuch zu
Aussage (ii), ndmlich

V = Lin(vi,...,v,) C Lin(v1, ..., 0i—1,Vigf1,. -, Un)-
Wir zeigen nun, dass F als linear unabhéngige Familie unverléngerbar ist. An-

dernfalls hiitte man ein v € V, sodass (v1,...,v,,v) linear unabhingig ist. Mit
Satz 3.2.12 ergibt sich, dass v ¢ Lin(F) gilt. Widerspruch zu (ii).
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Zu “(iii)=-(i)”. Es ist nur zeigen, dass F erzeugend ist. Nehmen wir an, F wére
nicht erzeugend. Dann hiitte man ein v € V mit v € Lin(V). Nach Lemma 3.4.2 ist
(v1,...,0pn,v) dann eine linear unabhéingige Familie. Widerspruch zu (iii). O

Satz 3.4.3 (Basiserginzungssatz). Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum

und (vi,...,v.) ein Erzeugendensystem fiir V, sodass (vi,...,vy) linear unabhdin-
gig ist, wobei 1 < k < r. Dann gibt es Indizes k +1 < i1 < ... < iq < r, sodass
(V1o Uy Vig s+ - -, 04, ) €ine Basis fiir V ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber m :=r — k. Der Fall m =0
ist einfach; hier gilt » = &k und somit ist (vy,...,v,) die gesuchte Basis fiir V.

Wir kommen zum Induktionsschritt, d.h., wir nehmen wir an, dass die Aussage fiir
m — 1 gilt und folgern daraus, dass sie dann auch fiir m gilt. Dazu betrachten den
Untervektorraum

U := Lin(v1,...,v.—1) <g V.
Wegen (r — 1) — k = m — 1 diirfen wir die Induktionsannahme auf U anwenden.
Das liefert Indizes k+1 < iy < ... <iq <r—1,sodass (v1,...,Vk, Vi, ...,0;,) eine
Basis fiir U ist.

Diese Basis fiir U miissen wir nun zu einer Basis von V' verlingern. Dazu unter-
scheiden wir zwei Fille:

Fall 1: Es gilt v, € U. Dann gilt v1,...,v, € U. Mit Folgerung 3.2.7 erhalten wir
deshalb

V = Lin(vy,...,v,) C U.
Also muss V = U gelten. Das bedeutet, dass (v1,..., Vg, vy, ..., 0;,) bereits eine
Basis fiir V ist.

Fall 2: Es gilt v, & Lin(v1, ..., Uk, Vigs .., Viy). Mit B = (U1, ..., Uk, Uiy, -, Viyy Ur)
gilt
v1,...,0—1 € U C Lin(B), v, € Lin(B).
Es folgt
V = Lin(vy,...,v,) C Lin(B).
Also ist die Familie B ein Erzeugendensystem fiir V. Nach Lemma 3.4.2 ist B linear
unabhéngig. (]

Folgerung 3.4.4. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Ist V' endlich
erzeugt, d.h., besitzt V' ein endliches Erzeugendensystem, so besitzt V eine Basis.

Beweis. Im Falle V' = {0y } ist die leere Familie eine Basis fiir V. Ansonsten besitzt
V ein Erzeugendensystem (v1,...,v,), mit v; # Oy. Nach Satz 3.4.3 besitzt V' dann
eine Basis der Form (v, vi,,...,0;,). O

Satz 3.4.5. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann besitzen je
zwei Basen von V' dieselbe Linge.

Beweis. Ist jede Basis in V von unendlicher Lénge, so ist nichts zu zeigen. Wir
miissen also nur etwas zeigen, falls es endliche Basen gibt. In diesem Fall wéhlen
wir eine Basis B = (v1, ..., v,) minimaler Linge.

Wir zeigen zuniichst, dass jede weitere Basis C = (u;)ie; von V ebenfalls von
endlicher Lange ist. Jedes v; ist von der Gestalt

v; = Z a;-u;, wobei a; # Ok fiir hochstens endlich viele 7 € I.
iel
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Folglich gibt es eine endliche Teilfamilie C' = (u;);er, wobei I’ C I, von C, sodass
v1,...,U, € Lin(C’) und somit V' = Lin(C") gilt.

Wir zeigen, dass I’ = I gilt. Andernfalls géibe es ein j € T\ I'. Wegen V = Lin(C")
erhalten wir u; € Lin(C’). Das impliziert lineare Abhéngigkeit von (u;);eu;3 und
somit von C. Widerspruch.

Es ist noch zu zeigen, dass jede endliche Basis die Lange n besitzt. Es sei also
C = (u1,...,un) eine Basis fiir V. Nach Wahl von n gilt dabei mit m > n.

Wir betrachten die Familie (uj,v1,...,v,) Nach Satz 3.4.3 gibt es Indizes und
1<i; <...<i; <n, sodass

Ci = (U1, 05)

eine Basis fiir V ist. Da (v1,...,v,) als linear unabhéngige Familie unverldngerbar
ist, gilt [ < n und somit hat C; die Lange hochstens n.

Diesen Schritt wiederholen wir sinngeméfl mit der Familie (u1,ug, v, ,...,v;) und
erhalten eine weitere Basis der Léange hochstens n:
CQ = (ul,u2,vjl,...,vjk).

Nach spétestens n Wiederholungen ist keines der v; mehr iibrig, und man erhélt
eine Basis (u1,...,u,) mit 7 < n. Nach Wahl von n gilt » = n. Da (u1,...,un)
nach Satz 3.4.1 als Erzeugendensystem unverkiirzbar ist, folgt n = m. O

Definition 3.4.6. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann definiert
man die Dimension von V durch

dim(V) := {

oo falls V keine endliche Basis besitzt,

n  falls V eine Basis (v1,...,v,) besitzt.
Beispiel 3.4.7. Es gilt dim(K") = n.

Satz 3.4.8. Es seien K ein Kdrper undV ein K-Vektorraum mit dim(V) = n < co.
Dann ist n das Maximum tber alle Lingen linear unabhdngiger Familien in V.

Beweis. Da V' eine Basis B besitzt, und diese von der Lange n ist, gibt es linear
unabhéngige Familien der Linge n in V.

Nehmen wir nun an, es existiere eine linear unabhéngige Familie der Lénge grofier
n. Durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfamilie gewinnt man daraus eine linear
unabhéngige Familie F der Linge n + 1.

Nach Satz 3.4.3 kann man F zu einer Basis C von V ergénzen. Nach Konstruktion

besitzt C mindestens n + 1 Elemente. Widerspruch zu dim(V') = n. O
Satz 3.4.9. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit dim(V) = n < oo.
Ist (v1,...,vy) eine linear unabhingige Familie in V', so ist (v1,...,v,) bereits eine
Basis fiir V.

Beweis. Nach Satz 3.4.8ist (v, ..., v;,) als linear unabhéingige Familie nicht verlin-
gerbar. Nach Satz 3.4.1 ist (vy,...,v,) dann eine Basis fiir V. O
Folgerung 3.4.10. Es sei K ein Korper. Ist (vy,...,v,) eine linear unabhdingige
Familie in K™, so ist (v1,...,vy,) bereits eine Basis fir K™.

Satz 3.4.11. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U <g V ein Un-
tervektorraum. Dann gilt dim(U) < dim(V).



72

Beweis. Nur fir dim(V) = n < oo ist etwas zeigen. Wir betrachten dazu linear
unabhéngige Familien in U. Diese sind ebenso linear unabhéngig in V' und besitzen
daher nach Satz 3.4.8 die Lénge hochstens n = dim(V). Also gibt es eine linear
unabhéngige Familie (uy,...,u,) maximaler Linge r < n in U. Nach Satz 3.4.1 ist
diese eine Basis fiir U. Es folgt dim(U) = r < n. O

Satz 3.4.12. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum
und U <g V. Dann gilt

dim(U) = dim(V) = U = W
Beweis. Es sei (u1,...,u,) eine Basis fiir U. Dann ist (uq,...,u,) nach Satz 3.4.9

auch eine Basis fiir V, und es folgt
U = Lin(uy,...,u,) = V.
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Aufgaben zu Abschnitt 3.4.

Aufgabe 3.4.13. Bestimme die Dimension des Untervektorraumes Lin(F) NLin(F") von
R? fiir die beiden folgenden Familien:

F = ((1707 _2)7 (1717 1)7 (07276))7 F = ((_17 -2, 1)7 (07 -1, 1)7 (57372))'

Aufgabe 3.4.14. Es seien K ein Kérper, V' ein K-Vektorraum und F = (v1,...,vx) eine
Familie in V. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) F ist linear unabhéngig.
(ii) Es gilt dim(Lin(F)) = k.

Aufgabe 3.4.15. Zeige: Jeder zweielementige Vektorraum ist eindimensional.
Aufgabe 3.4.16. Bestimme alle Basen (v1, v2,v3) des Cs-Vektorraumes C’g.

Aufgabe 3.4.17. Es seien p eine Primzahl, K = Cp, und n € N>;. Wieviele Basen
(v1,...,vn) besitzt K*?

Aufgabe 3.4.18. Es seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
Zeige:

dim(V) = sup(m € Z>o; es gibt eine Kette Vo C V1 C ... C V,, mit V; <g V).
Aufgabe 3.4.19. Es sei K ein Korper. Bestimme die Dimension des folgenden Untervek-
torraumes:

Lin(e; —ej; 1<i<j<n) <x K"
Aufgabe 3.4.20. Zeige anhand eines konkreten Beispiels, dass Satz 3.4.12 fiir einen
unendlichdimensionalen Vektorraum V keine Giiltigkeit mehr hat.
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4. LINEARE ABBILDUNGEN

4.1. Lineare Abbildungen.

Definition 4.1.1. Es seien K ein Korper und V' sowie W zwei K-Vektorrdume.
Eine Abbildung ¢: V' — W heifit linear, falls fiir alle v,v" € V und a € K gilt

po+1) = o) +90),  plaw) = ().
Eine lineare Abbildung nennt man auch einen Vektorraumhomomorphismus. Die
Menge aller linearen Abbildungen von V nach W bezeichnet man mit Hom(V, W).

Beispiel 4.1.2. Es seien K ein Korper und V', W zwei K-Vektorrdume.

(i) Die Nullabbildung V- — W, v +— Oy ist linear.
(ii) Die identische Abbildung idy: V' — V, v +— v ist linear.

Beispiel 4.1.3. Die folgenden Abbildungen R? — R? sind linear:

(i) Die Spiegelung R? — R?, (21, 22) — (21, —72) an der z;-Achse.

GIe)

(ii) Die Achsenstreckung R? — R?, (z1,22) — (21,222) in x2-Richtung.

&

‘,

&

(iii) Die Scherung R? — R2, (21, x2) + (21 + 2, 22) lings der x1-Achse.

S )
I/ (&

Bemerkung 4.1.4. Es seien K ein Korper und ¢: V' — W eine lineare Abbildung
von K-Vektorrdumen V und W. Dann gilt

&

0(0y) = Ow, o(—v) = —p(v) fiir jedes v € V.

Bemerkung 4.1.5. Es seien K ein Korper, V' sowie W zwei K-Vektorrdume und
@: V — W eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) Die Abbildung ¢: V — W ist linear.

(ii) Fir alle v,v" € V und alle a,a’ € K gilt
plavtd ) = ap@) + d-o).

a;-v; in 'V gilt

(iii) Fiir jede Linearkombination ),

@(ZM'%‘) = Zai~<p(vi).

i€l iel
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Satz 4.1.6. Es scien p: U — V und ¥: V. — W lineare Abbildungen von K-
Vektorrdumen. Dann ist die Komposition vy op: U — W wieder eine lineare Abbil-
dung.

Beweis. Die Aussage ergibt sich direkt aus der Linearitit von ¢ und : Fiir alle
u,v’ € U und alle a,a’ € K gilt

Ylpla-u+a-u')) = pla-pu)+ad o)) = a(e(u))+a p(p(u)).
0

Definition 4.1.7. Es seien K ein Kérper und ¢: V' — W eine lineare Abbildung
von K-Vektorrdumen V und W. Kern und Bild von ¢ sind definiert als

Kern(p) = {veV;p)=0w} = ¢ '(0w),

Bild(p) = {ev)iveV} = oV).
Satz 4.1.8. Es seien K ein Korper und p: V. — W eine lineare Abbildung von
K-Vektorrdaumen V. und W.

(i) Fiir jeden Untervektorraum V' <gx V st o(V') ein Untervektorraum
von W ; insbesondere ist Bild(yp) ein Untervektorraum von W.

(ii) Fir jeden Untervektorraum W' <g W ist o= (W') ein Untervektorraum
von V; insbesondere ist Kern(p) ein Untervektorraum von V.

Beweis. Zu (i). Wir miissen die Axiome eines Untervektorraumes fiir ¢(V’) nach-
weisen.

Zu (UV1). Da V'’ ein Untervektorraum von V ist, gilt V' # (. Das impliziert
(V') # 0.

Zu (UV2). Es seien w,w’ € ¢(V'). Dann gibt es v,v’ € V' mit ¢(v) = w und
p(v') = w'. Da V' ein Untervektorraum von V ist, gilt v + v € V'. Es folgt

wtw' = o)+ o) = plv+v) € p(V).

Zu (UV3). Es seien w € (V') und a € K. Dann gibt es ein v € V' mit p(v) = w.
Da V'’ ein Untervektorraum von V ist, gilt a-v € V'. Es folgt

aw = ap@) = plav) € (V).
Zu (ii). Jetzt miissen wir die Axiome eines Untervektorraumes fiir o~ (W’) nach-
weisen.

Zu (UV1). Da W’ ein Untervektorraum von W ist, gilt Oy € W’. Nach Bemer-
kung 4.1.4 gilt deshalb 0y € = 1(W").

Zu (UV2). Es seien v,v" € o~ 1(W’). Dann gilt ¢(v), p(v') € W’. Da W' ein Unter-
vektorraum von W ist, folgt

pv+0) = ) +o() € W'
Das bedeutet v + v’ € =1 (W’).

Zu (UV3). Es seien v € ¢ 1(W’) und a € K. Dann gilt p(v) € W’. Da W’ ein
Untervektorraum von W ist, folgt

olav) = aplv) € W'
Das bedeutet a-v € o= (W’). O
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Satz 4.1.9. Es seien K ein Korper und ¢: V. — W eine lineare Abbildung von
K-Vektorraumen. Dann sind dquivalent:

(i) Die Abbildung o: V — W ist injektiv.
(ii) Es gilt Kern(p) = {0y }.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Nach Bemerkung 4.1.4 gilt 0y € Kern(y). Da ¢ injektiv ist,
gibt es kein v € V mit v # 0y und ¢(v) = Ow. Das bedeutet Kern(yp) = {0y }.
Zu “(ii)=(i)”. Es seien zwei Vektoren v,v’ € V mit p(v) = ¢(v') gegeben. Dann
gilt

plv=v) = ov) —p() = Ow.
Folglich haben wir v — v € Kern(p). Das bedeutet v — v/ = Oy, und wir erhalten

v="1'. O
Satz 4.1.10. Es seien ¢: V. — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen,
(v1,...,v;) eine Basis von Kern(p) und (wy,...,w;) eine Basis von Bild(p). Ist
uj € o~ wy) fir j =1,...,1, so ist (vi,..., v u1,...,u;) eine Basis fir V.
Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass die Familie B := (v1,..., vk, u1,...,u;) linear
unabhéngig ist. Dazu sei eine Linearkombination

(4.1.10.1) Oy = arvi+...+agvp+br-ur+...+b-u

gegeben. Wir miissen dann zeigen, dass alle Koeffizienten a; und b; verschwinden.
Mit der Linearitéit von ¢ ergibt sich

Oow = »(0v)
= ga(a1~v1+...+ak~vk+b1~u1+...+bl~ul)
= ar-p(v)+...+ag-pr) +b1-o(ur) + ...+ b-p(ur)
= bi-wi+...+bw.
Da (w1, ...,w;) als Basis von Bild(¢) linear unabhéngig ist, folgt b1 = ... = b, = 0.
Gehen wir damit in die Linearkombination (4.1.10.1), so ergibt sich
Oy = a1-v1+...4+a v.

Da (v1,...,vx) als Basis von Kern(yp) linear unabhiingig ist, erhalten wir aqy = ... =
ar, = 0. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von B nachgewiesen.

Wir zeigen nun, dass B eine erzeugende Familie fiir V' ist. Dazu sei v € V' gegeben.
Da (wy,...,w;) eine Basis von Bild(yp) ist, erhalten wir eine Darstellung

) = brw+...+bw.
Wir betrachten nun den Vektor v/ := by-uy + ...+ b;-u;. Fiir das Bild der Differenz
v — v’ ergibt sich
plv—v) = @) —p@)
= brw+...+brw — @brur+.. o+ b
= byrwr+...+bw — (br-o(ur)+...+b-p(u))
= Ow.

Mit anderen Worten: Es gilt v — v’ € Kern(p). Da (vq,...,v;) eine Basis von
Kern(p) erhalten wir eine Darstellung

v—v = ai-v1+ ...+ ag V.

Setzen wir die Darstellungen fiir v — v’ und v’ zusammen, so ergibt sich, wie
gewiinscht, eine Darstellung von v als Linearkombination tiber B:

v =(v=0)+v = ar-v1+...+agvr + byr-up+...+bu.
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O

Folgerung 4.1.11 (Dimensionsformel). Es sei ¢: V — W eine lineare Abbildung
endlichdimensionaler K-Vektorriume. Dann gilt

dim(V) = dim(Kern(y)) + dim(Bild(p)).

Beweis. Als Untervektorrdume endlichdimensionaler Vektorrdume sind Kern(yp) so-
wie Bild(¢) nach Satz 3.4.11 endlichdimensional; sie besitzen also endliche Basen
(v1,...,0;) bzw. (wy,...,w;). Folglich kann man Satz 4.1.10 anwenden. O

Folgerung 4.1.12. FEs seip: V — W eine lineare Abbildung von K- Vektorridumen
mit dim(W) = dim(V') < oco. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) ¢: V. — W ist injektiv.
(il) ¢: V — W ist surjektiv.
(iii) ¢: V — W ist bijektiv.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Nach Satz 4.1.9 gilt dim(Kern(yp)) = 0. Die Dimensions-
formel liefert somit dim(Bild(¢)) = dim(V). Nach Voraussetzung gilt dim(V) =
dim(W). Mit Satz 3.4.12 folgt Bild(p) = W

Zu “(ii)=-(iii)”. Da ¢ surjektiv ist, gilt dim(W') = dim(Bild(y)). Mit der Dimensi-
onsformel erhalten wir daher dim(Kern(y)) = 0 und somit Kern(¢) = {0y }. Nach
Satz 4.1.9 ist ¢ injektiv.

Die Tmplikation “(iii)=-(i)” ist offensichtlich. O

Definition 4.1.13. Eine lineare Abbildung ¢: V' — W von K-Vektorrdumen heif}t
Isomorphismus, falls es eine lineare Abbildung ¢: W — V gibt mit

Yoy = idy, pov = idw.

Zwei K-Vektorrdume V' und W nennt man isomorph, in Zeichen V' = W falls es
einen Isomorphismus ¢: V — W gibt.

Satz 4.1.14. Es sei p: V — W eine lineare Abbildung von K- Vektorrdaumen. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist ein Isomorphismus.

(i) o ist bijektiv.
Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Da ¢ als Isomorphismus insbesondere eine Umkehrabbil-
dung besitzt, ist ¢ nach Satz 1.3.13 bijektiv.

Zu “(ii)=-(i)”. Als bijektive Abbildung besitzt ¢ nach Satz 1.3.13 eine Umkehrab-

bildung : W — V. Wir miissen zeigen, dass diese linear ist. Es gilt stets
aw+a w = ap(w)+a-o@w)) = elap(w)+adpw)).

Wendet man nun die Abbildung v auf diese Gleichung an, so ergibt sich die

gewiinschte Linearitét. (]

Satz 4.1.15. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum. Ist B = (v1,...,v,)
eine Basis fiir V, so hat man einen Isomorphismus

eV — K", v = ap(v).

Beweis. Die Abbildung g ist offensichtlich surjektiv, und nach Satz 3.3.11 ist sie
linear. Also ist sie nach 4.1.12 und 4.1.14 ein Isomorphismus. O
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Folgerung 4.1.16. Es seien K ein Korper und V., W endlichdimensionale K-
Vektorrdume. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt V=W.
(ii) Es gilt dim(V) = dim(W).

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Gilt V = W, so gibt es einen Isomorphismus ¢: V — W.
Mit der Dimensionsformel erhalten wir
dim(V) = dim(Kern(p)) + dim(Bild(¢)) = dim(Bild(y)) = dim(W).

Zu “(i)=(ii)”. Nach Satz 4.1.16 gibt es Isomorphismen ¢: V' — K" und ¢: W —
K". Die Hintereinanderausfithrung ¢~! o ¢: V' — W ist dann ein Isomorphismus
mit Umkehrabbildung ¢ =t o: W — V. (]
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Aufgaben zu Abschnitt 4.1.
Aufgabe 4.1.17. Welche der folgenden Abbildungen ist linear:

(i) p: R? = R, (z1,72) > 21 + 3,
(i) ¢: R?* = R, (z1,22) = —bx1 — 62,
(iii) ¢: R* =R, (v1,22) > 1 + 22 + 17

Aufgabe 4.1.18. Es seien K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum und ¢, ¢ : V — V lineare
Abbildungen. Zeige:

(i) Kern(¢) C Kern(p o).
(i) Bild(p 0 ¢) C Bild().

(iii) Ist ¢ injektiv, so gilt Kern(¢) = Kern(p o 1)).
(iv) Ist 1) surjektiv, so gilt Bild(p o 1) = Bild(yp).

Zeige durch Angabe expliziter Beispiele, dass die Umkehrung der Aussagen (iii) sowie (iv)
im Allgemeinen nicht gilt.

Aufgabe 4.1.19. Es seien K ein Korper, und es seien Elemente a,b,c,d € K gegeben.
Zeige, dass

0 K? - K2, (z,y) — (az + by,cx+ dy)
eine lineare Abbildung ist. Zeige weiter, dass ¢ genau dann ein Isomorphismus ist, wenn
ad — be # 0 gilt.

Aufgabe 4.1.20. Es sei V = Lin(u,v) eine Ebene in R®. Zeige: Es gibt eine lineare
Abbildung ¢: R® — R mit Kern(p) = V.

Aufgabe 4.1.21. Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, und es sei ¢: V — W eine
Abbildung. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Abbildung ¢: V — W ist linear.
(ii) Der Graph I'y, = {(v, p(v)); v € V'} ist ein Untervektorraum von V' x W.

Aufgabe 4.1.22. Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, ¢: V — W eine lineare Abbil-
dung. F = (v;)ier eine Familie in V und ¢(F) := (¢(vi))ier die Bildfamilie in W. Beweise
folgende Aussagen:

(i) Ist ¢: V — W injektiv und die Familie F linear unabhéngig, so ist die Bildfamilie
©(F) linear unabhéngig.
(ii) Ist : V — W surjektiv und F ein Erzeugendensystem fiir V, so ist die Bildfa-
milie ¢(F) ein Erzeugendensystem fiir .
(iii) Ist ¢: V — W bijektiv und F eine Basis fiir V, so ist die Bildfamilie ¢(F) eine
Basis fiir W.

Aufgabe 4.1.23. Zeige, dass die Dimensionsformel auf lineare Abbildungen nicht not-
wendig endlichdimensionaler K-Vektorrdume verallgemeinert werden kann.
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4.2. Matrizen.

Beispiel 4.2.1. Eine Matrix ist eine Anordnung von Koérperelementen in ein recht-
eckiges Schema; zum Beispiel:

1 2 3 L2
4 5 6 5 4
5 6

eine (2 x 3)-Matrix, eine (3 x 2)-Matrix.

Definition 4.2.2. Es sei K ein Korper. Eine (m x n)-Matriz iber K ist eine An-
ordnung von Elementen a;; € K in ein Schema
aill e A1n
A = (aij)i<icm =
1<5<n
aAml ... Qmn

Die Menge aller m x n-Matrizen iiber K bezeichnen wir mit Mat(m, n; K). Eine
Matrix A € Mat(m, n; K) mit m = n nennen wir auch eine quadratische Matriz.

Bemerkung 4.2.3. Es sei A = (a;;) eine (m x n)-Matrix iiber einem Koérper K.
(i) A besitzt m Zeilen, Aix, ..., Apms; dabei ist die i-te Zeile gegeben durch
A = (i1, .-, Qin)-
(ii) A besitzt n Spalten, A1, ..., Aw; dabei ist die j-te Spalte gegeben durch
ai;
Ay =
Amj

Beispiel 4.2.4. Es sei K ein Koérper. Die (n x n)-Einheitsmatriz iber K ist die
quadratische Matrix

1 i=j,
E, = (0;i)1<i<n, Wwobeld;; = ) )
Gi)izizn J {o i

1 0

0 1

Die i-te Zeile von E,, ist gerade der Vektor e;, und die j-te Spalte von E,, ist der
Vektor e;.

Bemerkung 4.2.5. Die Menge Mat(m, n; K) aller (m x n)-Matrizen iiber einem
Korper K wird zu einem K-Vektorraum durch die komponentenweise Addition und
die komponentenweise Skalarmultiplikation

(ai) + (bi) = (aij + bj), a-(ai;) = (a-ay).
Definition 4.2.6. Die Anwendung eines Vektors a = (a1, ...,a,) € K™ auf einen
Vektor o = (z1,...,zy,) € K" ist definiert als

n
a-r = a1x1+...+apr, = g a;x; € K.
i=1

Lemma 4.2.7. Das Anwenden ist linear in beiden Argumenten, d.h., fira,b,z,y €
K™ und o, 8 € K gilt stets:

(vatfb)-z = ala-2)+B0-z), a(ertfy) = ala-z)+pa-y)
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Beweis. Die Aussage ergibt sich direkt aus den Rechenregeln des Korpers K: Es
gilt

(vva+pb)-x = Z(aai—i—ﬁbi)xi = aZaixi—i—ﬁZbixi = afa-x2)+B(b-x).

i=1 i=1 i=1
und
a-(az+pfy) = Zai(a$i+ﬂyi) = azaizi+ﬂzaiyi = afa-z)+p(a-y).
i=1 i=1 i=1

O

Definition 4.2.8. Es seien K ein Kérper, A = (a;;) € Mat(m,n;K) und = =
(x1,...,2pn) € K". Das Matriz-Vektor-Produkt von A und x ist der Vektor

A a11r1 + ... +FanTy
A-z = :

|

m

~
3

P Am1T1 + oo+ QrnTn

Beispiel 4.2.9. Es gilt
Es gilt

Satz 4.2.10. Fiir Matrizen A, B € Mat(m,n;K), Vektoren x,y € K" und a, f € K
qgilt
(vA+8-B)-x = a-(A-z)+ 5(B-x), A-(vx+Bvy) = a(A-2)+8-(A-y).

Beweis. Fiir die i-te Komponente von (a-A+ §-B)-x erhalten wir mit Lemma 4.2.7
(vA+BB)ix-z = (v Ais + 8-Bi) x = (A -x) + 8- (Bix - ).
Fiir die i-te Komponente von A - (a-2z + -y) ergibt sich
A (vz+By) = a (A 2) + 8- (Ais - y).
Das verifiziert die Gleichungen der Behauptung komponentenweise. (]

Definition 4.2.11. Es seien A = (a;;) eine (m x n)-Matrix und B = (bjz) eine
(n x )-Matrix. Das Produkt von A und B ist die (m x [)-Matrix

n
A-B = (Cik)lgigm, WObei Cik — E aijbjk = Ai*-B*k.
1<

<k<li =

Bemerkung 4.2.12. Es seien A = (a,5) eine (m x n)-Matrix und B = (b;i) eine
(n x 1)-Matrix.

(i) Die i-te Zeile von A-B erhilt man durch Anwenden der i-ten Zeile von A
auf die Spalten von B, d.h., es gilt
Ai-Ba ... A-Byg
A-B =
Ams-Baa .. Ame-Ba
(ii) Die Spalten von A-B sind gerade die Matrix-Vektor-Produkte A-B.y, wobei
1<k <1, dh., esgilt
A-B = (A-B.,...,A-By).
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Beispiel 4.2.13. Es gilt

1 2 3 T ; -~ 10421432 1.1422+3-3 _ 8 14
4 5 6 )\ 5 3 = 40451462 4-145.2+46-3 = 17 32 )°

Es gilt
= 9 12 15 .
14 19 24

0 1 1 2 3 B 0-1+41-4 0-241-5 0-3+1-
(38) (s o= (s e
Lemma 4.2.14. Es seien A € Mat(m,n;K), B € Mat(n, ;K) und z € K'. Dann
qilt
A-(B-x) = (A-B)x

Beweis. Die j-te Komponente von B-x ist (B-z); = 2221 bjrx). Somit erhalten
wir

n l l n
(A(B.T))l = Zaij <ijk$k> = Z Zaijbjk Ty = ((AB)w)Z
j=1 k=1

k=1 \j=1

Satz 4.2.15. Die Matrizenmultiplikation besitzt folgende FEigenschaften:

(i) Sie ist assoziativ, d.h., fiir A € Mat(m,n;K), B € Mat(n,;K) und C €
Mat(l, k; K) gilt stets

(A-B)-C = A-(B-C).

(ii) Sie ist distributiv, d.h., fir A € Mat(m,n;K), B,C € Mat(n,;K) und
D € Mat(l, k; K) gilt stets

A-(B+C) = A-B+A-C, (B+C)-D = B-D+C-D.

(iii) Die FEinheitsmatriz verhdlt sich neutral, d.h., fir A € Mat(m,n; K) und
B € Mat(n, ;K) gilt stets

A-E, = A, E,-B = B.

Beweis. Zu (i). Mit Bemerkung 4.2.12 (ii) und Lemma 4.2.14 erhalten wir

A(B-C) = A-(B-Cu,....B-Cu)
= (4 (B Ci1),-- -, A (B Cix))
= (4 ) )---7(A~B)~C*k))
= (A-B)

Zu (ii). Hier arbeiten wir mit Bemerkung 4.2.12 (ii) und Satz 4.2.10: Es gilt
( *]1 +C*1) 714' (B*l+C*l))

A-(B+C) = (A
= (A-Bg+A- C*l,...,A-B*l—i-A-C*l)
= (A Ba,...,ABy) + (A-C.,....,A-Cy)
A-B+A-C.
(B+C)-D = ((B+C)-Ds,...,(B+C)-Dy)

(B-Dy1+C-Dy1,...,B-D,,+C - Dy)
(B-Dy1,...,B-D.) + (C-D,y,...,C-Cip)
B-D+C-D.

Aussage (iii) ergibt sich direkt aus der Definition der Matrizenmultiplikation. O
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Folgerung 4.2.16. Mat(n, n; K) ist ein Ring mit Einselement E,,.

Definition 4.2.17. Es sei K ein Korper. Eine Matrix A € Mat(n,n;K) heifit
invertierbar, falls es eine Matrix B € Mat(n,n; K) gibt mit A-B = B-A = E,,.

Bemerkung 4.2.18. Es sei K ein Korper. Dann gilt fiir jede quadratische Matrix
A € Mat(n,n; K):
A ist invertierbar <= A € Mat(n,n;K)".

Man bezeichnet die Inverse einer invertierbaren Matrix A daher auch mit A~!. Die
Einheitengruppe des Matrizenringes Mat(n, n; K) bezeichnet man mit

GL(n,K) := Mat(n,n; K)*.

Fiir n > 2 ist die Gruppe GL(n,K) nicht abelsch. Beispielsweise hat man A - B #
B- A in GL(2,K) fiir die Matrizen

= (83 e (3h)
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Aufgaben zu Abschnitt 4.2.
Aufgabe 4.2.19. Es seien K ein Korper, z € K" und A € Mat(m,n; K). Zeige: Das
Matrix-Vektor-Produkt A-z ist eine Linearkombination aus den Spalten A.; der Matrix
A mit den Koeffizienten x;:

A~x = xlA*l—&——f—anm

Aufgabe 4.2.20. Bestimme alle moglichen Produkte aus je zwei der folgenden drei Ma-
trizen:

0o -1 3 2 1 -2 0 :} 72 ;
A = 4 -3 0 -1 , B := 2 -3 1 , C = 3 _a2 o .
1 1 0 -2 4 0 -2 1 10

Aufgabe 4.2.21. Fiir A € R betrachte die folgenden (3 x 3)-Matrizen iiber R:

1 2 3 1 0 A
A = 4 5 6 |, E(A\;3,1) = o 1 o0 |,
7 8 9 0 0 1
0 0 1 0
E(2,3) = o 1 |, E(A\;2) = 0 A
1 0 0

0
Berechne die Produkte
E(X\3,1)- A, A-E(X\3,1), E(2,3)- A, A-E(2,3), E(X\2)- A, A-E()\2).

Was passiert dabei mit Zeilen und Spalten von A7

1
0
0

Aufgabe 4.2.22. Beweise Bemerkung 4.2.18, d.h., zeige, dass GL(n, K) fiir jedes n > 2
und jeden Korper K nicht abelsch ist.






89

4.3. Lineare Abbildungen und Matrizen.

Satz 4.3.1. Es seien K ein Kéorper und A € Mat(m,n;K). Dann definiert die
Multiplikation mit A eine lineare Abbildung

pa: K" — K™, x — Az

Die Bilder der Standardbasisvektoren eq,...,e, € K" unter pa sind genau die
Spalten der Matriz A, d.h., es gilt

a1y
palej) = Aej = Ay =

Am 5

Beweis. Die Linearitét von p4 ist durch die entsprechende Eigenschaft der Matrix-
Vektor-Multiplikation garantiert, siche Satz 4.2.10. Die Aussage iiber die Bilder der
Basisvektoren e; unter j14 ergibt sich direkt aus der Definition von A-e;. 0

Beispiel 4.3.2. Es sei E,, € Mat(n,n;K) die (n x n)-Einheitsmatrix. Dann gilt
ME, = idKn.
Beispiel 4.3.3. Die linearen Abbildungen p4: R? — R? zu einigen reellen (2 x 2)-
Matrizen A:

(i) A = < 1 _(1) > liefert pa: R? — R?,  (z1,22) — (21, —22).

0
N
1/ NI

(i) A = ( (1) (2) ) liefert pa: R? — R2  (21,22) — (21, 272).

‘,

(iii) A = ( (1) 1 ) liefert A : R2 —>R2, ($1,$2) — ($1 —l—l‘g,wg).

N )
I/ (=~
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Konstruktion 4.3.4. Es seien V,W zwei K-Vektorrdume, B = (v1,...,v,) eine
Basis fiir V und C = (w1, ..., w,,) eine Basis fiir W.

Ist A € Mat(m,n;K) eine Matrix, so gibt es eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung p8(A): V — W mit der das Diagramm

1E (A)

(4.3.4.1) v W

B UHzB(U)l’ﬁ ml«pc: w—rze (w)

K# ———— K™

pa: x—Ax

kommutativ wird, d.h., es gilt pua o = @c o ,ug(A). Die Bilder der Basisvektoren
V1, ..., U, unter dieser Abbildung sind gegeben durch

(4.34.2) PEA)W)) = arws + e+ g

Beweis. Als Isomorphismus besitzt pc: W — K™ eine lineare Umkehrabbildung
o LK™ — W. Also erhélt man eine lineare Abbildung

pe(A) = 0o o paops.

Anwenden von ¢¢ von links ergibt die Kommutativitit des Diagrammes und An-
wenden von @' von rechts die Eindeutigkeit von 5 (A).

Um die Aussage iiber die Bilder der Basisvektoren vy, . .., v, nachzuweisen, bestim-
men wir den Koordinatenvektor von u5(A4)(v;). Es gilt

ze(pe(A)(vy)) = pa(s(vy)) = pale;) = (aj, ... am;).

O
Konstruktion 4.3.5. Es seien ¢: V. — W eine lineare Abbildung von K-Vektor-
rdumen, B = (vy,...,v,) eine Basis fir V und C = (w1, ..., w,,) eine Basis fiir .
Dann nennt man
(4.3.5.1) MCB(gp) = ( ze(o(v1)), ...y xe(o(vn)) ) € Mat(m,n; K)

die (darstellende) Matriz von ¢ beziglich der Basen B und C. Die Spalten der Matrix
MB () sind also gerade die Koordinatenvektoren z¢(p(v;)) € K™ der Bilder ¢(v;)
der Basisvektoren v;, wobei j = 1,...,n.

Beispiel 4.3.6. Es sei p: K™ — K" eine lineare Abbildung. Beziiglich der kanoni-
schen Basis £ = (eq, ..., e,) hat ¢ die Matrix

M?(%) = (50(61%"'550(6"))'
Satz 4.3.7. Es seien K ein Kérper, V, W zwei K-Vektorriume, B = (v1,...,0y)
eine Basis fir V undC = (w1, ..., wy,) eine Basis fir W. Dann hat man zueinander

inverse bijektive Abbildungen
Mat(m,n;K) <+— Hom(V,W)
= pé(A)
ME(p) .

Lemma 4.3.8. Es seien @, 1: V — W lineare Abbildungen von K- Vektorrdumen,
und es sei F = (v;)ier ein Erzeugendensystem fir V. Gilt ¢(v;) = ¥ (v;) fir jedes
i €1, so gilt bereits p = 1.
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Beweis. Jedes Element v € V besitzt eine Darstellung v = > a;-v; als Linearkom-
bination tiber F. Damit erhalten wir

o) = ¢ (X arv) = Yare) = Y acv) = v (P arv) = (.

O

Beweis von Satz 4.3.7. Wir verifizieren zunichst ME(u8(A)) = A fiir jedes A €
Mat(m, n; K). Dies ergibt sich durch spaltenweises Vergleichen der beiden Matrizen:

ME(HE(A))sy = ze(ué(A)(v;) = pales(vy)) = Ae; = Ay

Wir zeigen nun, dass u5(ME(p)) = ¢ fiir jedes p € Hom(V, W) gilt. Dazu verglei-
chen wir die Koordinaten der jeweiligen Bilder der Basisvektoren v;: Es gilt

we(UE(ME(#)(v;)) = ME(p)-xp(v;) = ME(p)-ej = ME(p)y = wc(p(v))).
Die beiden Bilder von v; haben also dieselben Koordinaten beziiglich C und stimmen

somit iiberein. Lemma 4.3.8 garantiert dann u5(ME(¢)) = . O

Folgerung 4.3.9. FEs seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum mit Basis B =
(v1,...,0n) und W ein K-Vektorraum mit Basis C = (w1, ..., wp). Ist p: V=W
eine lineare Abbildung, so ist das Diagramm

1% ‘ w
v o zg(v)l’ﬁ &lw — zc(w)
K™ K™

z = ME(p)x
kommutativ, und die Matriz MEZ(p) € Mat(m,n;K) ist eindeutig bestimmt durch
diese Eigenschaft.

Beweis. Nach Satz 4.3.7 gilt p = u8(ME()). Die Kommutativitit des Diagrammes
ergibt sich also aus der von (4.3.4.1). Weiter garantiert Satz 4.3.7 die Eindeutigkeit:
Fiir jedes B # M§(p) gilt p&(B) # ¢ = uf (M (). O

Satz 4.3.10. Es seien U,V und W endlichdimensionale K- Vektorrdume mit Basen
A, B undC. Sind p: U =V und : V — W lineare Abbildungen, so gilt

Mg (o) = MEW)- Mg (p)

Beweis. Wir setzen A := M#'(¢) und B := Mg (3). Dann haben wir ein kommu-
tatives Diagramm

U
‘/’Alz sﬂslz wclu
K K K

U

z—B-(A-x)

Nach Lemma 4.2.14 gilt B-(A-z) = (B - A) - z. Folgerung 4.3.9 liefert uns deshalb
Mg (pop)=B-A. O
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Satz 4.3.11. Es seien K ein Korper und V' sowie W zwei K-Vektorrdaume. Dann
wird Menge Hom(V, W) aller linearen Abbildungen von V nach W zu einem K-
Vektorraum durch die punktweisen Verkniipfungen:

(e +¥)(v) = w(v) +9¢v),  (re)(v) = re).

Beweis. Wir wissen bereits, dass die Menge Abb(V, W) aller Abbildungen von V'
nach W zusammen mit den punktweisen Verkniipfungen ein K-Vektorraum ist. Es
ist daher lediglich zu zeigen, dass Hom(V, W) ein Untervektorraum von Abb(V, W).

Da die Nullabbildung zu Hom(V, W) gehort, ist Hom(V, W) nicht leer. Es ist also
nur noch zu zeigen, dass mit ¢, 1) € Homp(M, R) und r € K die Abbildungen ¢+
und 7-¢ wieder linear sind:

(¢ +¥)(v1 + v2) p(v1 + v2) + ¢ (v1 + v2)
p(v1) + p(v2) + ¢ (v1) + P (v2)
p(v1) + ¥ (v1) + @(v2) + 1 (v2)

(¢ +¥)(v1) + (¢ + ¥)(v2),

(¢ + ) (r-v) @o(r-v) + ¢(r-v)
rop(v) + o p(v)
- (p(v) + ¥(v))

r-(p+¥)(v),

(r-@)(v1 + v2) r-(p(v1 +v2))
r(p(v1) + ¢ (v2))
rp(v1) + 7p(v2)

(r-p)(v1) + (r-9)(v2),

r-p(a-v)
r-(a-p(v))
a-(r-¢(v))
a-((r-¢)(v)).

(r-e)(a-v)

O

Satz 4.3.12. Es seien K ein Kiorper, V., W zwei K-Vektorriume, B = (v1,...,v,)
eine Basis fir V undC = (w1, ..., wy,) eine Basis fiir W. Dann hat man zueinander
inverse Vektorraumisomorphismen.

Mat(m,n;K) <+— Hom(V,W)
A = oug(A)
ME(p) .

Beweis. Wir wissen bereits, dass die beiden Abbildungen zu einander inverse Bi-
jektionen sind. Nach Satz 4.1.14 geniigt es zu zeigen, dass eine davon linear ist.
Dies geschieht wie folgt

ME(p+v) = (ze((p+v) (1)), ze((e+ 1) (vn)))
= (zc(p(v1)) +zc(P(v1)), .-, zc(P(vn)) + 2 (¥(vn)))
= ME(p) + ME(Y),
ME(a-@) = (zc((a-9)(v1)),. .., zc((a-@)(vn)))
= (a-xc(p(v1)), ... a-zc(p(vn)))
= a-ME(p)
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Satz 4.3.13. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann wird die
Menge End(V) := Hom(V, V') der Endomorphismen von V' zu einem Ring durch

(e +¥)) = o) +¥(v), P = poy.

Der Endomorphismenring End(V') besitzt die Identitit idy als Einselement, und
die Gruppe seiner Finheiten ist gegeben durch

End(V)* {¢ € End(V); ¢ ist Isomorphismus}.

Beweis. Wir wissen bereits, dass End(V') zusammen mit der punktweisen Addition
eine abelsche Gruppe ist. Weiter ist die Multiplikation in End(V') nach Satz 1.3.8
assoziativ. Die Distributivitédt priifen wir punktweise nach: Es gilt stets

(po(@+r)) = @((¥+r)(v)

= () +r(v))
P (v)) + ¢(k(v))
poth(v) +pok(v),

(p+d)or)(v) = ((¢p+¢)(s(v))

= @(k(v) + ¥ (k(v))

= por(v)+1ok(v)

— (por+ioRr)v).
Die Identitét idy ist dann offensichtlich ein neutrales Element fiir die Multiplikation
“o” und die Aussage iiber die Einheitengruppe ist ebenfalls klar. O

Satz 4.3.14. Es seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und B = (vq,...,vy)
eine Basis fiir V. Dann hat man zueinander inverse Ringhomomorphismen

Mat(n,n;K) «+— End(V)
A= pE(4)
ME(p) < ¢
Insbesondere hat man fir jede Matriz A € Mat(n,n; K) und jede lineare Abbildung
p: V=V
A st invertierbar <= u5(A) ist Isomorphismus,
@ ist Isomorphismus <=  ME(p) ist invertierbar.

Ist dabei eine beiden Bedingungen erfiillt, so gilt pa(A)~! = pB(A~1), beziehungs-
weise ME(p~1) = ME(p)~ 1.

Beweis. Die Hauptaussage ist eine direkte Anwendung der Satze 4.3.10 und 4.3.12.
Die Zusatzaussage ergibt sich aus der Tatsache, dass ein Ringhomomorphismus mit
Inversenbildung vertréglich ist, siehe Lemma 2.3.6. O
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Aufgaben zu Abschnitt 4.3.
Aufgabe 4.3.15. Es seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v5)

und W ein K-Vektorraum mit Basis C = (w1, ..., wm). Zeige: Hat man ein kommutatives
Diagramm
1% ‘ W
v zB('L))lE E‘lw — zc(w)
K™ K™
z — Ax

mit einer linearen Abbildung ¢: V' — W und einer Matrix A € Mat(m,n;K), so gilt
bereits ¢ = pS(A) und A = ME(p).

Aufgabe 4.3.16. Betrachte die Basen B := ((1,2), (2,1)) und C := ((3,2), (1,1)) von R?
und bestimme die Matrix MZ () fiir die linearen Abbildungen

(i) o: R? - R?, (z1,22) — (21, —x2),
(i) ¢: R* = R?, (21,22) — (21,222),
(iii) ¢: R* = R?, (21,22) = (z1 + T2, 22).

Aufgabe 4.3.17. Es seien K ein Kérper und V := Lin(T°,...,T™) C K[T] der Vektor-
raum aller Polynome in der Variablen T iiber K vom Grad < n. Zeige, dass
D:V =V, S axTt = > kayTH
k=0 k=1
eine lineare Abbildung ist. Bestimme die Matrizen Mg(np) beziiglich der Basis B :=
(T°,...,T™) von V fiir
¢ = D, p = DoD, p = DoD—D.

Aufgabe 4.3.18. Es seien K ein Korper und ¢: V' — W eine lineare Abbildung endlich-
dimensionaler K-Vektorrdaume. Zeige: Es gibt ein r € Z>0 und Basen B fiir V sowie C fiir

W, sodass gilt
E. 0
wiw) = (o 0 )-
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4.4. Der Dualraum.

Definition 4.4.1. Es seien K ein Koérper und V ein K-Vektorraum. Der Dualraum
von V ist der K-Vektorraum

V* = Hom(V,K) = {f: V = K; f ist linear}

(zusammen mit den punktweisen Verkniipfungen). Die Elemente f € V* nennt man
Linearformen oder auch lineare Funktionale auf V.

Satz 4.4.2. Es seien K ein Kirper, V, W zwei K-Vektorriume, B = (v1,...,v,)
eine Basis firV undwy,...,w, € W. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare

Abbildung ¢: V. — W mit

o(v;)) = w; firi=1,...,n.

Beweis. Die Eindeutigkeit von ¢ haben wir bereits in 4.3.8 nachgewiesen. Zum
Nachweis der Existenz definieren wir ¢ explizit: Ist v € V' gegeben, so haben wir
eine eindeutige Darstellung

n
v = E ;U
i=1

mit dem Koordinatenvektor (ay,...,a,) € K" von v beziiglich B. Mit Hilfe dieser
Darstellung definieren wir die Abbildung ¢: V' — W durch

plv) = Z a; -w;.
i=1

Offensichtlich gilt dann ¢(v;) = w;. Zum Nachweis der Linearitéit seien v,v’ € V
und «a,a’ € K gegeben. Wir betrachten die Entwicklungen

n n
/ /
v = E a; Vg, v = E a; - v;
=1 i=1

beziiglich der Basis B = (vy, ..., v,). Geméaf unserer Definition von ¢ erhalten wir
dann

i=1

n
plov+av) = @(Z(aaﬁa'a;)'“)
= Z(aai+a/a;)~wi

= Z(aai).wi + Z(a’a;).wi

i=1
n n
/ li
:agal-wi—i—a-gazwl
=1 i=1

O

Satz 4.4.3. Es sei K ein Korper, und es sei V ein K-Vektorraum mit Basis B =
(V1,...,0,). Fir jedes 1 <i <mn sei vy € V* die Linearform mit

. Ixk =17,
v; (v;) = Ox i
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eine Basis des Dualraumes V*. Weiter

Dann ist die Familie B* = (vf,...,v})
erhdlt man den Koordinatenvektor xp(v) eines jeden v € V' beziiglich B durch
zp(v) = (v1(v),...,v5(v)).

Beweis. Wir vermerken zunéchst, dass jedes v; nach Satz 4.4.2 ein wohldefiniertes
Element des Dualraumes V* ist.

Wir zeigen nun, dass die Familie B* = (v],...,v}) ein Erzeugendensystem des

rn

Dualraumes V* ist. Dazu sei f € V* gegeben. Dann setzen wir
a; = f(v), firi=1,...,n.

Wir wollen zeigen, dass dann f = a;-v] +. ..+ a,-v); gilt. Nach Satz 4.4.2 geniigt es
zu zeigen, dass die beiden Linearformen auf jedem v; iiber einstimmen. Das ergibt
sich jedoch mit

*

(ar-v] + ...+ anvp)(v) = ar-v](v) + ...+ anvi(v) = a;-v](v;) = a;.

Es bleibt zu zeigen, dass die Familie B* = (v, ..., v}) linear unabhéngig ist. Dazu
sei eine Darstellung

Oy = a1-v]+...4+ay v,

mit ay,...,a, € K gegeben. Wir miissen zeigen, dass a; = Ok fiir jedes 7 gilt. Das
ergibt sich durch Anwenden der obigen Gleichung auf v;: Es gilt

*

Ok = Oy«(vi) = (a1-v] +...4+an-vy)(v;) = a;.

Um den Zusatz zu beweisen, sei ein v € V gegeben. Der zugehdrige Koordinaten-
vektor ist von der Form x3(v) = (a1, ..., a,). Weiter erhalten wir

vi(v) = vi(arvr 4. Fanvn) = a1-vf(v1) + ..o+ anv (vy) = a;.

O

Definition 4.4.4. Es sei K ein Korper, und es sei V' ein K-Vektorraum mit Basis
B = (v1,...,v,). Dann nennt man die Basis B* = (v7,...,v}) des Dualraumes V*
die zu B duale Basis.

Folgerung 4.4.5. Es seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Dann gilt dim(V*) = dim(V).

Satz 4.4.6. Es seien K ein Korper und ¢: V. — W eine lineare Abbildung von
K- Vektorrdumen. Dann hat man eine zugehirige lineare Abbildung der Dualrdume
P W — VT g — gop.

Ist : U — V eine weitere lineare Abbildung, so erhdilt man fir die Komposition

potp: U — W:
(porh) = P o

Beweis. Zunéchst vermerken wir, dass fiir jede Linearform g € W™ die Abbil-
dung g o p: V — K als Komposition linearer Abbildungen wieder linear ist, siehe
Satz 4.1.6. Das bedeutet gop € V*, und somit ist ¢*: W* — V* eine wohldefinierte
Abbildung.
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Wir zeigen nun, dass ¢*: W* — V* eine lineare Abbildung ist. Dazu seien g, g’ €
W* und a,a’ € K gegeben. Dann erhalten wir fiir jedes Element v € V:

(¢*(a-g+a-g))w) = ((a-g+a-g")op)(v)
= (ag+d-g)(e))
= ag(e(v)) +d"- g’(so(v))
= a(gop)(v) +a'(g o p)(v)
(a:(goy)+a -(9 °p))(v)
= (a-¢"(9) +a"-¢"(g))(v).
Das beweist die Linearitdt von ¢*: W* — V*. Die Aussage iiber die Komposition
@ o1 erhalten wir mit Satz 1.3.8: Fiir jedes g € W* gilt

(o) (g) = go(pot)

= P"(¢"(9))
= (¥ o¢")(9).

Definition 4.4.7. Es seien K ein Kérper und

A = (aij)1§i§m € Mat(m,n;K).
1<5<n

Die Transponierte von A ist

I . I
A' = (aj;)1<i<n € Mat(n,m;K), wobei a;; = aji.
1<j<m

Bemerkung 4.4.8. Essei A eine Matrix. Dann ist die i-te Zeile der Transponierten
At gerade die i-te Spalte von A. Beispielsweise gilt

(123)t_ ;é
45 6 5 6

Bemerkung 4.4.9. Es seien K ein Korper, A, B € Mat(m,n;K) und A € K. Dann
gilt
(A+B) = ALy B, (VA = AL (A = A
Satz 4.4.10. Es seien K ein Kirper, A € Mat(m,n; K) und B € Mat(n,[;K).
Dann gilt
(A-B)Y = B'-A".

Lemma 4.4.11. Es seien K ein Korper und a,x € K™. Dann gilt a - x = x - a.

Beweis. Es seien a = (a1,...,a,) und & = (21, ..
wendung erhalten wir

., Zp). Nach Definition der An-

n n
= Zaizi = inai = Ir-a.
=1 =1
]

Beweis von Satz 4.4.10. Das Produkt A-B und dessen Transponierte sind gegeben
durch

A-B = (Az* . B*k)lgigm’ (A . B)t — (Ak* . B*q,)

1t -
1<k<l 1<k<
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Die i-te Zeile von B! ist B,; und die k-te Spalte von A! ist Ag,. Unter Verwendung
von Lemma 4.4.11 ergibt sich

B'- A" = (B Aps) 1<i<i = (Aps - Byi) 1<i<i = (A-B)".

1<k<m 1<k<m

O

Folgerung 4.4.12. Es seien K ein Kdrper und A € Mat(n, n; K) eine invertierbare
Matriz mit Inverser A=Y, Dann ist auch At invertierbar, und es gilt

(At)fl — (Afl)t.
Beweis. Wir zeigen, dass (A~!)! die Eigenschaften der Inversen zu A’ besitzen. Mit
Satz 4.4.10 folgt
(AT A" = (A-A™YY = E! = E,,
At (ATHY = (A7 A = B = E,.
g

Satz 4.4.13. FEs seien K ein Korper und V' sowie W zwei K- Vektorrdume mit Ba-
sen B = (v1,...,0,) bzw. C = (Wi, ..., Wy). Ist p: V= W eine lineare Abbildung,
so ist die Matriz von ©*: W* — V* beziiglich der dualen Basen C* und B* gegeben
durch

Mg (¢") = ME(p)"
Beuweis. Es sei B := M§. (¢*) € Mat(n,m;K). Die j-te Spalte der Matrix B ist

der Koordinatenvektor (byj,...,bs;) des Bildes ¢*(w}) beziiglich der Basis B* =
(vf,...,0v%), d.h., es gilt

e (wj) = bij-vi ...+ bpj-vy,.
Es sei weiter A :== MB(p) € Mat(m,n;K). Dann ist die i-te Spalte, (a1, ..., am:)
von A der Koordinatenvektor von ¢(v;) beziiglich der Basis C = (wy, ..., wy,), d.h.,
es gilt

o)) = awi+ ...+ Gmicwy

Um B = A zu erhalten, miissen wir b;; = aj; zeigen. Das ergibt sich wie folgt:
bij = (bij-vi +...+bp;vr)(vi)

(" (wj)) (i)

= wj(p(vi))

Flariwr + .+ amiwm)

= aj.

w
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Aufgaben zu Abschnitt 4.4.

Aufgabe 4.4.14. Es seien K ein Kérper und V' sowie W zwei K-Vektorrdume mit Basen
B=(vi,...,vn) bzw. C = (w1,...,wm). Zeige: Ist ¢: V — W eine lineare Abbildung, so
gilt
ME(p) = (wi(e(v)))igizm-
1<j<n
Aufgabe 4.4.15. Zeige, dass man Satz 4.4.2 auch als Folgerung von Satz 4.3.7 erhélt.
Aufgabe 4.4.16. Zeige, dass man Satz 4.4.10 auch als Folgerung von Satz 4.3.10 erhélt.

Aufgabe 4.4.17. Es seien K ein Korper und ¢: V. — W eine lineare Abbildung von
K-Vektorrdumen. Zeige:

(i) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ¢* surjektiv ist.

(ii) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn ¢* injektiv ist.
Aufgabe 4.4.18. ¢: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen. Zeige: Ist ¢
bijektiv, so ist auch ¢* bijektiv, und es gilt (¢*)™! = (¢™)*.
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5. MATRIZENRECHUNG

5.1. Zeilen- und Spaltenoperationen.

Beispiel 5.1.1. Unser Ziel ist es, eine beliebige Matrix durch “elementare Zei-
lenoperationen” auf eine einfache Gestalt, die “Zeilenstufenform” zu bringen. Wir
betrachten zunéchst ein Beispiel:

0o 0 o0 2 2
Wir beginnen mit der Matrix 0 1 1 -1 0 s
0 2 2 —4 -2
o 1 1 -1 0
Vertauschen der Zeilen 1 und 2 liefert 0O 0 0 2 2 s
o 2 2 -4 =2
0 1 1 -1 0
Addieren von —2 mal Zeile 1 zu Zeile 3 liefert 0O 0 0 2 2 s
o o o0 -2 =2
0 1 1 -1 0
Addieren von 1 mal Zeile 2 zu Zeile 3 liefert 0O 0 o0 2 2 s
0o 0 O 0o 0

0o 1 1 -1 0
Multiplizieren von Zeile 2 mit 1/2 liefert 0O 0 0 1 1 .
o 0 o0 0 0

Definition 5.1.2. Es seien K ein Kérper und A € Mat(m, n; K). Wir sagen, dass
A Zeilenstufenform besitzt, falls A von folgender Gestalt ist

0 .- 0 ayy PR * * .- % * PR *
[ 0 0 0 ... 0 agj, % .- % * % e *

A = ,
0 0o 0 0 o 0 0 0 arj, *
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 .- 0 0 [ 0 0 0 .- 0 0 [ 0

wobei ayj, € K* fiir 1 < k < r gilt und “+” fiir ein beliebiges Element aus K steht.
Man nennt aij,,. .., ar;, die Pivoteintrige und A,;j,,...A,;, die Pivotspalten.

Wir sagen weiter, dass A normierte Zeilenstufenform besitzt, wenn sie Zeilenstu-
fenform mit Pivoteintrdgen ai;, = ... = a,;. = 1 besitzt.

Definition 5.1.3. Es seien K ein Kérper und A € Mat(m, n; K). Wir unterscheiden
drei Typen von elementaren Zeilenoperationen an der Matrix A:

(i) Addition des A-fachen der j-ten zur i-ten Zeile, wobei i # j und A € K:

Als Atx

A Aje + X Aju
ZOp(A; 4, 1) : = :

A;, A,

AWL* Am,*

(ii) Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile:

Atx Alx
Ay Aj.
Z0p(i,j): — :
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(iii) Multiplikation der i-ten Zeile von A mit einem Faktor A € K*:

Axx Aty
ZOp(A;i): A — A A
AWL* ATYI,*

Satz 5.1.4. Es seien K ein Kérper und A € Mat(m, n; K).

(i) Man kann A durch endlich viele elementare Zeilenoperationen vom Typ (i)
und vom Typ (ii) in Zeilenstufenform bringen.

(ii) Besitzt A Zeilenstufenform, so kann man A durch endlich viele elementare
Zeilenoperationen vom Typ (i1i) in normierte Zeilenstufenform bringen.

Beweis. Aussage (ii) ist offensichtlich. Aussage (i) beweisen wir durch Angabe eines
expliziten Verfahrens, des GaufSschen Eliminationsverfahrens :

Schritt 1: Wir suchen das kleinste j;, sodass A.;, keine Nullspalte ist und wéhlen
ein 41 mit a;, 5, # 0. Dann vertauschen wir die erste mit der i-ten Zeile. Das bringt A
auf die Gestalt

0O ... 0 Ay 5, * ...k
0 0 * * *
B = .
0 0 * * *
Schritt 2: Fiir i = 2,...,m addieren wir das —(b;j, /a;, j, )-fache der ersten Zeile zur
i-ten Zeile. Dadurch bringen wir B auf die Gestalt
0 ... 0 apj * ... =
0 ... 0 0 e ... o B
— _ 1%
A < D > |
0 ... 0 0 e ... o

Mit diesen beiden Schritten haben wir fiir die erste Zeile bereits den gewiinschten
Zustand erreicht.

Wiederholt man die beiden Schritte mit der Matrix D, so ist auch die zweite Zeile

in die gewiinschte Form gebracht — man beachte dabei, dass Zeilenoperationen
an D auch Zeilenoperationen an C' sind. Nach m derartigen Durchliufen ist man
am Ziel. 0

Definition 5.1.5. Es seien K ein Kérper und A € Mat(m, n; K). Wir unterscheiden
drei Typen von elementaren Spaltenoperationen an der Matrix A:

(i) Addition des A-fachen der j-ten zur i-ten Spalte, wobei i # j und A € K:
SpOp(A; j,1): (A, Ay Ao A
= (A, LA NAg LA A
(ii) Vertauschen der i-ten mit der j-ten Spalte:
SpOp(i,j): (A, oy Ay Ao Asy)

= (A, AL A A

(iii) Multiplikation der i-ten Spalte mit einem Faktor A € K*:
SpOp(A;4): (Astye oy Ay ooy A
= (Ae, A Asy A
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Satz 5.1.6. Es seien K ein Korper und A € Mat(m,n;K) eine Matriz in Zeilen-
stufenform mit r Pivotspalten. Dann kann man A durch endlich viele elementare
Spaltenoperationen vom Typ (i) und vom Typ (ii) auf folgende Gestalt bringen

(53)

wobei D eine (r x r)-Diagonalmatriz ist, d.h., es gilt D;; = O fiir alle i # j.
Durch Anwendung von Spaltenoperationen vom Typ (iii) erreicht man weiter, dass
D = E, gilt.

Beweis. Durch Spaltenvertauschungen machen wir die [-te Pivotspalte zur [-ten
Spalte, wobei 1 <[ < r. Damit bringen wir A in die Form

D B
0 0 )
Dann erreicht man durch Addieren von geeigneten Vielfachen der ersten Spalte zu

den weiteren Spalten, dass alle Eintrédge rechts von dj; zu Null werden usw.. O

Definition 5.1.7. Es seien K ein Kérper und n € N>o. ZuA € K*und 1 <4,5 <n
mit ¢ # j definieren wir eine Elementarmatriz E(n; X; 4,4) € Mat(n, n; K) durch

e1 1o 0
: o

ei+>\-ej 1 A

E(n; X;j,4) = : =
€j 1
A -0
en 0 0o 1
= (€1, y€i... € F A€ ... en).

Bemerkung 5.1.8. Die Elementarmatrizen E(n;\;j,4) € Mat(n,n;K) besitzen
folgende Eigenschaften:

(i) Multiplikation von links mit E(n;A;j,4) entspricht dem Addieren des -
fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, d.h., fiir A € Mat(n, m; K) gilt

E(n; X j,1) - A = ZOp(X; j,1)(A).

(ii) Multiplikation von rechts mit E(n; \; j, i) entspricht dem Addieren des \-
fachen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte, d.h., fiir B € Mat(m,n; K) gilt

B-E(n; A j,i) = SpOp(A;d, j)(B).
(iii) Die Matrix E(n; \; j, ) ist invertierbar, und ihre Inverse ist gegeben durch
E(niX;jgi)™h = E(ni—Xij,i).

Definition 5.1.9. Es seien K ein Kérper und n € N>o. Zu 1l <4 < j < n definieren
wir eine Elementarmatriz E(n;i,j) € Mat(n, n; K) durch

e1 1 0 0
. 0
e; 0 1
E(ni,j) = : =
e; 1 0
0
en 0 0 1

= (€1,...,€5,...,€,...,€n).
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Bemerkung 5.1.10. Die Elementarmatrizen E(n;i,j) € Mat(n,n;K) besitzen
folgende Eigenschaften:

(i) Multiplikation von links mit E(n;i,j) entspricht dem Vertauschen der i-
ten Zeile mit der j-ten Zeile, d.h., fiir A € Mat(n, m;K) gilt

E(nii.j)-A = ZOp(i, j)(A).

(ii) Multiplikation von rechts mit E(n;i,j) entspricht dem Vertauschen der
i-ten Spalte mit der j-ten Spalte, d.h., fiir B € Mat(m,n;K) gilt

B-E(n;i,j) = SpOp(i,j)(B).
(iii) Die Matrix E(n;i,j) ist invertierbar, und ihre Inverse ist gegeben durch
E(nii g)™ = B(ni,j).

Definition 5.1.11. Es seien K ein Kérper und n € N>o. Zud € K* und 1 <¢<n
definieren wir eine Elementarmatriz E(n; \;i) € Mat(n,n; K) durch

10 0
el

E(n; \ji) = Aoe; — N

€n

= (e1,.-s A €iyennslp).

Bemerkung 5.1.12. Die Elementarmatrizen E(n;\;i) € Mat(n,n;K) besitzen
folgende Eigenschaften:

(i) Multiplikation von links mit F(n; \;4) entspricht dem Multiplizieren der
i-ten Zeile mit dem Faktor A, d.h., fiir A € Mat(n, m;K) gilt

E(n;Ni)-A = ZOp(\4)(A).

(ii) Multiplikation von rechts mit E(n; A; i) entspricht dem Multiplizieren der
i-ten Spalte mit dem Faktor A, d.h., fir B € Mat(m,n;K) gilt

B - E(n; ;i) = SpOp(A;4)(B).
(iii) Die Matrix E(n; A; ) ist invertierbar, und ihre Inverse ist gegeben durch
E(n;\;i)™' = E(n;\"10).
Satz 5.1.13. Es seien K ein Korper und A € Mat(m, n; K) eine Matriz.

(i) Es gibt Elementarmatrizen Si, ..., Sk € Mat(m,m;K), sodass Sy -+-S1-A
normierte Zeilenstufenform besitzt.

(ii) Besitzt A Zeilenstufenform mit r Pivotspalten, so gibt es Elementarmatri-
zen T1,...,T; € Mat(n, n; K) mit

E. 0
wren = (50,

(iii) Es gibt Elementarmatrizen Si,...,S, € Mat(m,m;K), und Ty,...,T; €
Mat(n,n; K) mit

E. 0
Sp--Sy ATy T, = (0 0)_
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Beweis. Zu (i). Nach Satz 5.1.4 kann man die Matrix A durch elementare Zeilen-
operationen ZOpy, ..., Z0Op,, in normierte Zeilenstufenform bringen, d.h., mit den
zu ZOp; gehorigen Elementarmatrizen S; besitzt Sy - -- 51 - A normierte Zeilenstu-
fenform.

Zu (ii). Nach Satz 5.1.6 wird die Matrix A durch elementare Spaltenoperationen
SpOpy, ..., SpOp; auf die gewiinschte Gestalt gebracht. Bezeichnen 7; die zu SpOp;
gehorigen Elementarmatrizen, so gilt

E. 0
wren = (50).
Aussage (iii) ergibt sich sofort aus den beiden vorangehenden Aussagen. (]

Bemerkung 5.1.14. In der Situation von Satz 5.1.13, ist es haufig erforderlich,
fiir gegebenes A € Mat(m,n;K) die Matrizen S := S; --- S € Mat(m, m;K) und
T :=T,---T; € Mat(n,n; K) explizit zu bestimmen.

Man gewinnt S und T wie folgt: Man bildet das Tripel (A, E,,, E,) und bringt A
durch Zeilenoperationen ZOp; und Spaltenoperationen SpOp; auf die Gestalt

E. 0
- (5 1)

Dabei miissen nicht notwendigerweise alle Zeilenoperationen vor den Spaltenopera-
tionen durchgefithrt werden; man darf also auch mischen.

Die Zeilenoperationen ZOp,; wendet man sukzessive auf F,, an, und die Spalten-
operationen SpOp; sukzessive auf . Das Resultat ist ein Tripel (C, S, T’), wobei
S und T die gewiinschte Eigenschaft S - A -T = C besitzen.

Beispiel 5.1.15. Wir bestimmen Matrizen S und 7" wie in Bemerkung 5.1.14 fiir
die Matrix

1 -1 1
A= (1 0 1) € Mat(2,3;Q).

Das in Bemerkung 5.1.14 angegebene Verfahren verlduft in diesem Fall wie folgt:

[

(
ZOp(—1;1,2) ((
ZOp(152,1) <<

(
(

o = (=N o = ==
- o =) | |
- or
| |1
[ (e
~— ~—
~— ~—
N ~
| ‘ ~
=] —- o |
e
[
[
o
N—— ~ -
— - ~—
cor I/ :
con 7
or~o cor
=]
= o m oo
~— —oo
N~ g = oo
N———
~— ~—
N———

SPOP(1;1,3) (
_ >

SpOD(2:2,3) (
_

o
o o
~—r
~~
|

= o
==
~—r
I/~
oo
o =0
= =
N~
N~

1
0o 1

Damit haben wir Matrizen S und T' gefunden, sodass S+ A-T die gewiinschte Form

besitzt, ndmlich
1 01
S = ( _(1) } ), T := 0 1 2
0 0 1
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Aufgaben zu Abschnitt 5.1.

Aufgabe 5.1.16. Bestimme Matrizen S € Mat(3,3;Q) und T' € Mat(4,4;Q), sodass
S AT = (Es,0) gilt fiir

2 0 -1 3
A = -1 -1 4 2
3 =2 0 1

Aufgabe 5.1.17. Zeige, dass man jede Elementarmatrix des Typs E(n;i,j) als Produkt
von Elementarmatrizen des Typs F(n;+1;k,1) und E(n; —1; k) darstellen kann.
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5.2. Der Rang einer Matrix.
Definition 5.2.1. Es seien K ein Kérper und A € Mat(m, n; K) eine Matrix.

(i) Der Spaltenraum von A ist der durch die Spalten A,q,...,A., von A
erzeugte Untervektorraum Lin(A,q, ..., A.,) <g K™.

(ii) Der Spaltenrang der Matrix A ist die Dimension des Spaltenraumes von
A, in Zeichen

SpRang(A4) := dim(Lin(A.q,...,A4wm)).

Beispiel 5.2.2. Der Spaltenrang der (n x n)-Einheitsmatrix iiber einem Kérper K
ist gegeben durch SpRang(F,,) = n. Allgemeiner hat man

E. 0 B
SpRang < 0 0 ) =
Satz 5.2.3. Spaltenraum und Spaltenrang einer Matriz A € Mat(m,n; K) lassen
sich durch die lineare Abbildung pa: K — K™, x — A-x ausdricken:
Bild(pa) = Lin(As1, ..., Awn), dim(Bild(p4)) = SpRang(A).

Lemma 5.2.4. Es sei ¢: V — W eine lineare Abbildung von K- Vektorrdumen V.
und W. Ist F = (vi)ier eine Familie in V' und bezeichnet o(F) := (¢(v;))ier die
Familie der Bilder in W, so gilt

Lin(p(F)) = @(Lin(F)).

Beweis. Zur Inklusion “C”. Es sei w € Lin(¢(F)) gegeben. Dann hat man eine
Darstellung w = . ; a;-¢(v;). Aufgrund der Linearitét von ¢ erhalten wir

w = Zai-ap(vi) = @(Zai-m) € o(Lin(F)).

icl el

Zur Inklusion “2”. Es sei v € Lin(F) gegeben. Dann hat man eine Darstellung
v = Zie 7 a;-v;. Aufgrund der Linearitdt von ¢ erhalten wir

p(v) = w(Zawa-) = Y ai-p(vi) € Lin(p(F)).

el iel

O

Beweis von Satz 5.2.5. Wir betrachten die Standardbasis (eq,...,e,) von K™.
Dann gilt K™ = Lin(ey, . .., e,) und wir haben

pale;) = A-ej = Ay
Also erhalten wir mit Lemma 5.2.4:
Bild(ua) = pa(Lin(er,...,en))

= Lin(pa(er), ..., palen))
= LiD(A*l,.. ;A*n)

Das ist die erste Gleichung der Behauptung. Die zweite Gleichung ist dann nach
Definition des Spaltenranges klar. (]

Satz 5.2.5. Es seien K ein Kdrper und A € Mat(m, n; K) eine Matriz.

(i) Ist T € Mat(n,n;K) invertierbar, so gilt SpRang(A-T) = SpRang(A).
(if) Ist S € Mat(m, m;K) invertierbar, so gilt SpRang(S-A) = SpRang(A).
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Lemma 5.2.6. Es seien K ein Korper, V sowie W zwei K-Vektorrdume und
p: V.= W ein Isomorphismus. Ist U <g V ein Untervektorraum mit Basis
C = (uy,...,ug), soist o(C):= (¢(u1),...,p(ux)) eine Basis fir o(U) <g W.

Beweis. Nach Lemma 5.2.4 ist ¢(C) = (p(u1),...,¢(ug)) ein Erzeugendensystem
fiir p(U) = ¢(Lin(C)).

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von ¢(C) = (¢(u1), ..., p(ux)) betrach-
ten wir eine Linearkombination

k
D aip(u) = Ow.
i—1

Wir miissen zeigen, dass alle Koeffizienten a; verschwinden. Anwenden der (linea-
ren) Umkehrabbildung o=!: W — V ergibt

k k
Oy = @ * <Zazga(uz)> = Zai~ui.
i=1 i=1

Mit der linearen Unabhéngigkeit der Basis C = (uy, ..., u) erhalten wir dann wie
gewiinscht a1 = ... = a; = 0. O

Beweis von Satz 5.2.5. Zu (i). Da T invertierbar ist, liefert Satz 4.3.14, dass pr ein
Isomorphismus ist. Es folgt ur(K") = K™. Damit erhalten wir
SpRang(A-T) = dim(Bild(pa.7))
= dim(Bild(pa o pr))
= dim(pa(pr(K")))
= dim(ua(K")
= SpRang(A).
Zu (ii). Wir wihlen eine Basis (u1, ..., u,) fir U := p4(K™). Nach Lemma 5.2.6 ist
dann (ug(u1),. .., pns(uy)) eine Basis fir pug(U) = pus(pua(K™)). Das bedeutet
SpRang(5-A) = dim(us.a(K"))
= dim(ps(na(K")))
= r
= dim(ua(K)
= SpRang(A).
0

Satz 5.2.7. Es seien K ein Kérper, A € Mat(m,n;K) eine Matriz und r € Z>q.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) PEs gilt SpRang(A) = r.

(ii) Es gibt Elementarmatrizen Si,...,Sk € Mat(m,m;K) und T1,...,T; €
Mat(n,n; K) mit

E. 0
Sp--Sy ATy T, = (0 0)_

Beweis. Zur Implikation “(i)=(ii)”. Nach Satz 5.1.13 gibt es Elementarmatrizen
S1y..., Sk € Mat(m,m; K) und T, ..., T; € Mat(n,n; K) mit

E, 0
sosiaten - (B0,
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Als Produkte invertierbarer Matrizen sind S := S ---S1 und T := T} - - -1} inver-
tierbar. Mit Satz 5.2.5 folgt s = r.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Mit S := Si--- Sy und T := T} - - - T} liefert Satz 5.2.5
sofort, dass r = SpRang(A4) gilt. O

Folgerung 5.2.8. Es sei A € Mat(n,n;K) eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann
ist der Spaltenrang von A gleich der Anzahl der Pivotspalten von A.

Beweis. Es sei r die Anzahl der Pivotspalten von A. Nach Satz 5.1.13 gibt es
Elementarmatrizen T1, ..., T; € Mat(n,n; K) mit

E. 0
arem = (5 0)
Als Produkt invertierbarer Matrizen ist T := T3 --- T} invertierbar. Mit Satz 5.2.5
folgt r = SpRang(A). O
Definition 5.2.9. Es seien K ein Kérper und A € Mat(m, n; K) eine Matrix.
(i) Der Zeilenrauwm von A ist der durch die Zeilen A1, ..., Ay von A erzeugte
Untervektorraum Lin(Aq., ..., Apy) <g K™
(ii) Der Zeilenrang der Matrix A ist die Dimension des Zeilenraumes von A,
in Zeichen
ZRang(A) = dim(Lin(Aj.,..., Ams)).

Beispiel 5.2.10. Der Zeilenrang der (n x n)-Einheitsmatrix iiber einem Korper ist
ZRang(E,) = n. Allgemeiner hat man fiir Blockmatrizen

ZRang ( EOT 8 ) = 7
Satz 5.2.11. Es seien K ein Kiorper und A € Mat(m,n; K) eine Matriz. Dann gilt
ZRang(A) = SpRang(A).
Beweis. Wir setzten r := SpRang(A). Weiter wihlen wir invertierbare Matrizen
S € Mat(m, m; K) und T € Mat(n, n; K) wie in Folgerung 5.2.7, d.h., mit
E, 0
sar = (5 0).

Nach Folgerung 4.4.12 sind auch die Transponierten S* sowie T invertierbar, und
nach Satz 4.4.10 gilt (S - A-T)' =T"- At . St. Mit Satz 5.2.5 ergibt sich daher

ZRang(A) = SpRang(A")
= SpRang(T"- A" - S")
= SpRang((S-A-T)")
= ZRang(S-A-T)
=
O
Definition 5.2.12. Es seien K ein Kérper und A € Mat(m, n; K) eine Matrix. Der

Rang von A ist
Rang(A) := SpRang(A) = ZRang(A).

Bemerkung 5.2.13. Es seien K ein Kérper und A € Mat(m, n; K) eine (m x n)-
Matrix. Dann gilt

Rang(A) = SpRang(A) = ZRang(A') = Rang(4").
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Bemerkung 5.2.14. Um den Rang einer gegebenen Matrix A € Mat(m, n; K) zu
bestimmen, bringe man A durch Zeilen- und Spaltenoperationen auf eine Gestalt
B, der man den Rang direkt ansehen kann. Es gilt dann Rang(A4) = Rang(B).

Satz 5.2.15. Es seien K ein Kéorper und A € Mat(n,n;K) eine Matriz. Dann sind
daquivalent:

(i) Die Spalten von A bilden eine Basis des K.
(ii) Die Zeilen von A bilden eine Basis des K™.
(iii) Es gilt Rang(A) = n.

(iv) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.
(v) A ist invertierbar.

Beweis. Zur Aquivalenz der Aussagen (i) und (iii). Mit Satz 3.4.9 und Satz 3.4.12
erhalten wir
(As1, ..., Asp) Basis fiir K" < (A.,..., Aw) Erzeugendensystem fiir K”
— dim(Lin(As,...,Awm)) = n
<= SpRang(4) = n.

Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ergibt sich véllig analog; man arbeitet hier mit
Zeilen anstatt mit Spalten.

Zu “(iii)=(iv)”. Nach Folgerung 5.2.7 gibt es Elementarmatrizen Si,...,S; und
T1,...,T; in Mat(n, n; K) mit

Sp---S,-A-Ty---T, = E,.

Jede Elementarmatrix S;, T} ist invertierbar, und die Inversen .S, L Tj_1 sind wieder
Elementarmatrizen. Das impliziert

A = Sl—l...Sk—l.En.Tl—l...Tl—l = 51—1...5;1.]}—1...711—1,

Zu “(iv)=-(v)”. Elementarmatrizen sind invertierbar. Also ist A als Produkt inver-
tierbarer Matrizen invertierbar.

Zu “(v)=(iii)”. Es sei S := A7 Dann gilt S-A = E,, und Satz 5.2.5 liefert uns
Rang(A) = n. O

Bemerkung 5.2.16 (Inversenberechnung). Es sei A € Mat(n,n; K) vom Rang n.
Sind S4,...,S; Elementarmatrizen mit

Sp-S1-A = En,

sogilt A=t = S, --- 51, siehe Satz 2.1.11. Weiter garantiert Satz 5.2.15 die Existenz
der Elementarmatrizen Si, ..., Sk.

Zur expliziten Berechnung der Inversen A~! bilde man das Paar (A, E,,), iiberfiihre
A durch Zeilenoperationen ZOp, in die Einheitsmatrix und wende dabei die ZOp;
sukzessive auf F,, an. Das Resultat ist ein Paar (E,, S), wobei S die Inverse von A
ist.

Analog kann man das Verfahren mit Spalten- anstatt mit Zeilenoperationen durch-
fithren. Vorsicht: FEin gemischtes Verfahren aus Zeilen- und Spaltenoperationen
funktioniert im Allgemeinen nicht!
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Beispiel 5.2.17. Wir bestimmen die Inverse A~! der Matrix

0 0 1
A = -1 1 0
1 0 1

Das in Bemerkung 5.2.16 angegebene Verfahren verlduft in diesem Fall wie folgt:
(( 0 0 1) (1 0 0>> ZOp(1,3) (( 1 0
-1 1 0 |, [ o 1 o0 - 1
10 1 0 0 1 0 0

ZOp(—1;3,1) (( 1 0 0) (—1 0 1))
N -1 o |, 0 1 0
0 1 10 o0

-
=l
S~
/N
= oo
oo
(NN
~
~

(=N

ZOp(1:1,2) 1 0 0 -1 0 1
_— o 1 o |, -1 1 1 .
0 0 1 1 0 0
Damit ist die Inverse von A gegeben durch

-1 0 1
At = -1 1 1
1 00
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Aufgaben zu Abschnitt 5.2.

Aufgabe 5.2.18. Bestimme den Rang folgender Matrizen A € Mat(4,5;Q) und B €
Mat(3,3; Q):

2 0 -1 3 1
-2 1 3 2 3 @ b0
A = , B = ¢ d 0 |, wobeiad# be.
-3 -1 2 0 1 5 3
1 2 2 -1 1 ¢

Aufgabe 5.2.19. Bestimme die Inversen fiir folgende Matrizen A € Mat(3,3; Q) und
B € Mat(4,4;Q):

A= |1 -2 1], B =
L1 00 1 1
1 21 0

Aufgabe 5.2.20. Es sei A € Mat(m,n;K) eine Matrix in Zeilenstufenform. Zeige: Die
Pivotspalten bilden eine Basis fiir den Spaltenraum von A.

Aufgabe 5.2.21. Es seien K ein Kérper, A € Mat(m, n; K) und B € Mat(n,[;K). Zeige:
Es gilt Rang(A - B) < min(Rang(A), Rang(B)).

Aufgabe 5.2.22. Zeige: Jede bijektive lineare Abbildung R? — R? ist eine Hintereinan-
derausfithrung von endlich vielen Achsenspiegelungen, Achsenstreckungen und Scherun-
gen.
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5.3. Lineare Gleichungssysteme.

Definition 5.3.1. Es sei K ein Koérper. Ein lineares Gleichungssystem iiber K in

den Variablen z1, ..., z, ist ein Gleichungssystem der Form
a11x1 + ...+ A1nTn = bl,
Ami®1 + .. + QunTn = by

mit Koeffizienten a;;,b; € K. Man nennt ein solches Gleichungssystem homogen,
falls by = ... = b, = 0 gilt; ansonsten nennt man es inhomogen.

Eine Losung des obigen Systems ist ein Vektor s € K”, der alle Gleichungen erfiillt.
Das System heifit ldsbar, falls es eine Losung besitzt.

Bemerkung 5.3.2. Lineare Gleichungssystem lassen sich mit Hilfe von Matrix-
Vektormultiplikation sehr elegant beschreiben: Fiir ein gegebenes System

anxy + ... + apTy = by,

Amix1 + .. + QpnTn = by

nennt man A := (a;;) € Mat(m, n; K) die zugehérige Koeffizientenmatriz und setzt
b:=(b1,...,by) € K™ Mit x := (x1,...,2,) ldsst sich das System schreiben als

A-x = b
Satz 5.3.3. Es seien K ein Kérper, A € Mat(m,n;K) und b € K™.
(i) Die Lisungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems A-x = 0 ist
gegeben durch
{r €eK" Ax =0} = {z €K"; pa(x) =0} = Kern(ua).
Insbesondere ist die Losungsmenge von A-x = 0 ein Untervektorraum von
K"; seine Dimension betrigt n — Rang(A).

(ii) Ist s € K™ eine “spezielle” Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b,
so ist die Losungsmenge von A-x = b gegeben durch

{s+v; veK", Av=0} = s+Kern(ua) = p; (b).
Beweis. Zu (i) die Charakterisierung der Losungsmenge ist offensichtlich. Weiter

gilt Rang(A) = dim(Bild(ua)), siehe Satz 5.2.3. Mit der Dimensionsformel 4.1.11
erhalten wir daher dim(Kern(pa)) = n — Rang(A).

Zu (ii). Wir charakterisieren zuniichst den Sachverhalt, dass ein Vektor s’ € K"
Losung des Systems A-x = b ist: Es gilt

A-s'=b <= pa(s)=b <= s cpuy'b).
Wir zeigen nun, dass p ;" (b) = s+Kern(ua) gilt. Zur Inklusion “C”. Ist 5" € p;*(b)
gegeben, so erhalten wir mit v := s’ — s:
pa() = pa(s'—s) = pa(s’) —pa(s) = b—b = 0.
Das bedeutet v € Kern(pa). Weiter gilt s = s 4 v. Folglich erhalten wir s’ €
s+ Kern(ua).

Zur Inklusion “27. Ist s’ € s + Kern(ua) gegeben, so gilt s’ = s 4+ v mit einem
v € Kern(ua). Es folgt 8" € u,'(b), denn wir haben

pa(s’) = pa(s+v) = pa(s) +palv) = pa(s) = b
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Beispiel 5.3.4. Die Losungsmenge der homogenen linearen Gleichung x1 —x2 =0
ist eine Ursprungsgerade und die Losung der Gleichung z1 —x9 = —1 ist eine affine
Gerade.

:ElfIg:O 11712:71

Satz 5.3.5. Es seien K ein Korper, A € Mat(m,n;K) und b € K™. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das lineare Gleichungssystem A-x = b ist losbar.

(ii) Der Vektor b € K™ liegt im Spaltenraum Lin(A.q, ..., Aw) von A.
(iii) Der Vektor b € K™ liegt im Bild der Abbildung pa: K* — K™, z+— A-x.
(iv) Fir (A,b) := (A, ..., Awn,b) gilt Rang(A,b) = Rang(A).

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Es sei s = (s1,...,5,) € K" eine Losung von Az = b. Dann
erhalten wir

b = As = SlA*l—f——f—SnA*n S LIH(A*l,,A*n)

Zu “(ii)=-(1)”. Liegt der Vektor b € K™ im Spaltenraum von A, so hat man eine
Darstellung

b = Sl'A*l —+ ... +SnA*n
mit $1,...,8, € K. Mit s:= (s1,...,8,) erhilt man A-s = b, d.h., s € K" ist eine
Losung das Systems A-z = b.

Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist klar, denn es gilt Lin(A.q, ..., Aw) = pa(K"?),
siehe Satz 5.2.3.

Zu “(ii)=(iv)”. Gilt b € Lin(As1,...,As,), so stimmen die beiden Untervek-
torrdume Lin(As,..., Asn) und Lin(A.g, ..., A, b) von K™ iiberein. Es folgt
SpRang(A, b) = SpRang(A).

Zu “(iv)=(ii)”. Offenbar gilt Lin(A.1,..., Aw) C Lin(As, ..., Aw, b). Weiter be-
sitzen beide Vektorrdume die Dimension SpRang(A) = SpRang(A, b). Folglich stim-
men sie iiberein, siehe Satz 3.4.12. Insbesondere gilt b € Lin(A.1,..., Axp). O

Folgerung 5.3.6. Es seien K ein Kiorper, A € Mat(m,n;K) und b € K™. Gilt
Rang(A) = m, so ist das lineare Gleichungssystem A-x = b losbar.

Satz 5.3.7. Es seien K ein Korper, A € Mat(m,n; K) eine Matriz b € K™, und
(A,b) := (Au1, ..., Aun, b). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das lineare Gleichungssystem A-x = b ist eindeutig losbar.
(ii) Es gilt Rang(A,b) = Rang(A) = n.

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Nach Satz 5.3.5 gilt Rang(A,b) = Rang(A). Weiter ist die
Losungsmenge nach Satz 5.3.3 gegeben durch s+ Kern(pa). Wegen der eindeutigen
Losbarkeit muss daher Kern(ua) = {0} gelten. Das bedeutet Rang(A) = n, siehe
Satz 5.3.3.

Zu “(ii)=(1)”. Nach Satz 5.3.5 besitzt das System A-x = b eine Losung s, und nach
Satz 5.3.3 ist die Losungsmenge gegeben durch s+ Kern(u4). Wegen Rang(A4) = n
gilt Kern(pa) = {0}, siehe Satz 5.3.3. Das impliziert eindeutige Losbarkeit. O
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Folgerung 5.3.8. Es seien K ein Korper, A € Mat(n,n;K) und b € K". Gilt
Rang(A) = n, so ist das lineare Gleichungssystem A-x = b eindeutig losbar und die
Losung ist gegeben durch s := A~'-b.

Beweis. Nach Satz 5.3.7 ist A-x = b eindeutig losbar. Weiter ist s € K™ eine Losung
von A-x = b, denn wir haben
A-s = A- (A1 b)) = (A-AYHb=E,-b =
O

Beispiel 5.3.9. Besitzt die Matrix A normierte Zeilenstufenform, so lassen sich
die Losungen von A-x = b direkt ablesen. Etwa fiir

1 -1 1 1
A=(o0o 1 =2, b= -1
0 0 0 0

ist das zugehorige lineare Gleichungssystem konkret gegeben durch

X1 — T2 + r3 = 1,
o — 21‘3 = 71,
01‘3 = 0.

Der Parameter 3 ist frei wihlbar, und fiir die Parameter x5 sowie x; erhalten wir
sukkzessive folgende Bedingungen:

r3 = I3, To = —142x3, r1 = 1l4+ax0—23 = 1+—-14223—23 = x3.

Das beschreibt bereits die Losungsmenge L des Systems A-x = b; besonders iiber-
sichtlich présentiert man das Ergebnis in folgender Form

0 1
L = 1 |4+Xx-| 2 ]; xeK
0 1

Satz 5.3.10. Es seien A = (a;;) € Mat(m,n;K) eine Matriz A in normierter
Zeilenstufenform, d.h., es gelte

0 0 1 * * * * * * * *
[ O 0 0 .- 0 1 % ... % ok %k e *
A =
0 0O 0 O 0 0 0 0 1 * *
0 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 o 0 0 .- O 0 0 .- 0O 0 0 0
mit v Pivotspalten A, ..., Asj,., wobei a;;, =1 firl <k <r. Weiter sei b € K™.
Dann gilt:

(i) Das homogene lineare Gleichungssystem A-x = 0 besitzt einen (n — r)-
dimensionalen Losungsraum; die Losungen sind explizit gegeben durch

Lj. = TOrj41Tj. 41— «+. = Qrpdp

Lj.—y = —Qr—1j, 1415141 — -+ = Qr—1nTn

Ljq = =015 4+1T5; 41 — ... — A1pTn-
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(ii) Das inhomogene lineare Gleichungssystem A-x = b ist genau dann lésbar,
wenn by41 = ... = b, = 0 gilt; eine spezielle Lésung s € K" st dann
gegeben durch

Sj = OfUT’] #jlv"'vjr
S5, = br
Sjoy = br—1—ar—yj,8;,
Sjp = bi—aisg, — . —ayy,sg

Satz 5.3.11. Es seien A € Mat(m,n;K) und b € K™. Ist S € Mat(m, m;K)
invertierbar, so gilt fiir jedes s € K™:
A-s =b < (S -A)-5s = 5-b

Mit anderen Worten: Die beiden Gleichungssysteme A-x =b und (S-A)-z = S-b
besitzen dieselbe Losungsmenge.

Beweis. Gilt A-x = b, so erhalten wir daraus (S-A)-z = S-b durch Anwenden von S.
Gilt (S-A)-x = S-b, so erhalten wir daraus A-x = b durch Anwenden von S~%. [

Bemerkung 5.3.12. Es seien A € Mat(m,n;K) und b € K. Das lineare Glei-
chungssystem A-x = b kann man konkret wie folgt 16sen:

(i) Man bringt A durch Anwenden von Elementarmatrizen Sy, ..., Sy auf nor-
mierte Zeilenstufenform A’ = S - A, wobei S = S ---S;, und bestimmt
b=25-b.

(ii) Man bestimmt mit Satz 5.3.10 die Lésungsmenge des linearen Gleichungs-
systems A’z = b'; diese ist nach Satz 5.3.11 auch die Lésungsmenge von
A-x =0

In der Praxis verfdhrt man in Schritt (i) am besten wie folgt: Man bildet die Matrix
(A,b) und bringt durch elementare Zeilenoperationen an (A,b) den Block A auf
Zeilenstufenform. Das Resultat ist eine Matrix (A’,b'); diese enthélt die gesuchten
Daten, denn es gilt

(A0 = S-(A,b) = (S-A,Sb).

Beispiel 5.3.13. Wir betrachten das lineare Gleichungsystem A-x = b iiber Q,
wobei A und b definiert sind als

1 -1 1 1
A=1[1 0 -1], b:=10
0 -1 2 1

Schritt (i) des Verfahrens 5.3.12 verlduft in diesem Fall wie folgt:

1 -1 11 ZOp(—1:1,2) 1 -1 1 1
1 0o -1 | o - 7. 0 1 -2 | -1
0o -1 2 | 1 0o -1 2 | 1
ZOp(1;2,3) 1 -1 1| 1

- 0 1 -2 | =1 |.
0 0 0 | 0

Damit haben wir die gesuchten Daten (A’, V) bestimmt; es gilt
1 -1 1 1
A=1o 1 2|, v=|[=2
0 0 0 0
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Die Losungsmenge L des Systems A’-x = V' hatten wir bereits in Beispiel 5.3.9
berechnet; sie ist gegeben durch

0 1
L = 1 J+x-| 2 ]; rexk
0 1

Nach Bemerkung 5.3.12 (ii) ist L auch die Losungsmenge von A-x = b; durch
Einsetzen kann man sich auch direkt davon iiberzeugen.






Aufgaben zu Abschnitt 5.3.
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Aufgabe 5.3.14. Bestimme die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems

iiber Q:

X4 — Ts =

r1+ x3 — T4 + 225

—x1+ T2 — T3

T tx3+x5 =

Aufgabe 5.3.15. Bestimme die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems

iiber Q:
Tr1+ 23+ x5
T1+ X3 — T4 +2T5 =
—T1+T2—T3 =

T2 —T4+T5 =

0.

Aufgabe 5.3.16. Es seien Matrizen A € Mat(m,n;K) und B € Mat(m, k; K) gegeben.

Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Es gibt eine Matrix X € Mat(n, k;K) mit A- X = B.

(ii) Es gilt Rang(A, B) = Rang(A).
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6. DIE DETERMINANTE

6.1. Permutationen.

Konstruktion 6.1.1 (Permutationen). Fiir eine beliebige Menge X betrachten
wir die Menge ihrer Permutationen, d.h., ihrer bijektiven Selbstabbildungen:

S(X) := {o: X — X; o ist bijektiv}.
Die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen definiert eine Verkniipfung auf der
Menge S(X) der Permutationen:
S(X)xS(X) —» S(X), (o0,7) = ooT.

Satz 6.1.2. Es sei X eine Menge. Dann ist (S(X), o) eine Gruppe mit neutralem
Element idx und das Inverse zu einer Permutation o € S(X) ist ihre Umkehrab-

bildung o~! € S(X).

Beweis. Nach Satz 1.3.8 ist die Verkniipfung “o” assoziativ. Offensichtlich ist id x
dabei ein neutrales Element. Weiter besitzt jedes o € S(X) als bijektive Abbildung
nach Satz 1.3.13 eine Umkehrabbildung ¢! € S(X) und diese ist das Inverse zu o

beziiglich der Verkniipfung “o”. O
Beispiel 6.1.3. Ein wichtiger Spezialfall ist die symmetrische Gruppe Sy, d.h., die
Permutationsgruppe der n-elementigen Menge X,, := {1,2,...,n}:

Sp = S(X,).

Schreibweise 6.1.4. Eine bewihrte Schreibweise fiir die Elemente von S, sei am
Beispiel n = 3 vorgefiihrt:

iﬁéz{}g ﬂ; 1is 1, 2v52, 353,

: fgi 12 21, 33,

“ 3?} 13, 22 31,

e 11,23, 32,
: §§j 12, 23, 31,
s 2 13, 21, 3 2.

Weiter gibt es spezielle Elemente in S,,, sogennante Transpositionen, die lediglich
zwei Elemente von X,,, sagen wir ¢ und j vertauschen; fiir diese ist folgende Schreib-
weise tiblich:

(1,7): X, — X, i g, ji, ke kfir k#£4,.
Bemerkung 6.1.5. Fiir jede Transposition (i,5) € S, gilt (i,5)~! = (i,4) und
(1.4) = G.).

Satz 6.1.6. Die symmetrische Gruppe S, besitzt genau n! Elemente.

Beweis. Wir beschranken uns auf eine anschauliche Begriindung. Die moglichen
Elemente der Gruppe 5, sind von der Gestalt

1 2 n—1 n
aq as ap_1 an ’
wobei ai,...,a, € {1,...,n} und jedes i € {1,...,n} genau einmal unter den

ai, .. .,a, vorkommt.
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Jetzt kann man abzéhlen: Fiir die Wahl von a; hat man n Moglichkeiten. Ist aq
gewahlt, so verbleiben n — 1 Moglichkeiten fiir die Wahl von ag, usw.. Bei der Wahl
von a,_1 gibt es dann noch 2 Moglichkeiten und a,, steht fest. Insgesamt erhéilt
man also n- (n—1)---2-1 = n! Moglichkeiten. O

Bemerkung 6.1.7. Die Gruppen S; und S; sind abelsch. Die Gruppe S3 ist nicht
abelsch: Es gilt

—
o
w N
N w
[E—
o
—
N =
=
w w
—_
—
w =
=
N w
[E—

1 2 3 12 3] _ [1 2 3
2 1 3| ° |1 3 2| = |2 3 1]-

Definition 6.1.8. Es sei n € Z>;. Das Signum einer Permutation o € 5, ist
definiert als

sg(o) = H 70(j;_?(i)

Beispiel 6.1.9. Fiir die Elemente von S5 erhalten wir:

131 = GRS -
b1 0] = e - 1
R e I
|13 3] = SEER - -1
331 = SRR -
wlh 1] = EEEGS =

Definition 6.1.10. Ein Fehlstand einer Permutation o € S, ist ein Paar i, von
Elementen aus X, mit ¢ < j und o (i) > o(j).

Satz 6.1.11. Es seien n € Z>o und o € S,. Bezeichnet m(o) die Zahl der
Fehlstinde von o, so gilt

sg(o) = (=)™,
Beweis. Die Aussage ergibt sich mit
[[eG) -0ty = JI o) -o@) - [ ot)—0ald)
i<j i< i<
o ()>0 () o ()<o ()
= ()" I —e+0@) - [ o) -00)
i<j i<j
o ()>0 () 7 ()< ()
= ()" I —e@+00G) - [ oG -00
j<i i<Jj
e (> (i) 7 ()< ()
= (™ IT e -o)
o(i)<o(f)
= (-)"[i-+
i<j
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Beispiel 6.1.12. Es seien 1 < k < [ < n gegeben, und es sei o := (k,l) € S,, die
zugehorige Transposition. Dann sind die Fehlstéinde von o gegeben durch

kL, k,j, wobei j =k +1,...,1—1, i,l, wobeit=k—+1,...,1—1.

Insbesondere ist die Anzahl der Fehlstinde ungerade. Daher gilt (—1)™(®) = —1,
und wir erhalten sg(o) = —1.

Satz 6.1.13. Es sein € Z>2. Dann definiert das Signum einen surjektiven Homo-
morphismus von Sy, auf die multiplikative Gruppe {£1}:

sg: S, — {1}, o +— sg(o).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass sg(o o 7) = sg(o)sg(7) fiir je zwei Permutationen
7,0 € S, gilt. Das folgt aus

ogor(j)—oor(®) _ oot(j)—oot(@) 7(j) — 7(4)
= =I5 5=

i<j J—i i<j (7)) — (D) i<j gt
und
ogot(j)—ooT(i) cot(j)—ooT(i) cot(j)—ooT(i)
H HOEO H () - 70) H () - 70)
() <7(5) T(i)>7(4)
. cot(j)—ooT(i) cot(i) —ooT(j)
- I == I ——5
T(i)<7(5) T(3)>7(3)

cot(j)—ooT(i)

e TH 7O
_ o(j) —o(@)
- E e

O

Definition 6.1.14. Es sei (G, %) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit Un-
tergruppe von G, in Zeichen H < @, falls Folgendes gilt:
eq € H, hi,ho € H = hyxhy € H, heH = h~'eH.

Bemerkung 6.1.15. Es sei (G, *) eine Gruppe. Dann ist jede Untergruppe H <
G zusammen mit der Verkniipfung (hi, ha) — hy * hy eine Gruppe; das neutrale
Element ist dabei eg = eq.

Bemerkung 6.1.16. Ist ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist der Kern
¢ Yepy) eine Untergruppe von G.

Definition 6.1.17. Die alternierende Gruppe in S, ist die Untergruppe
A, = Kern(sg) = {0 €8,; sglo) =1} < S,.

Satz 6.1.18. Es sei 7 € S, eine Transposition und A, o1 := {ocoT1; 0 € A,}.
Dann hat man eine Zerlequng

S, = A, UA,or mit A,NA,o7 = 0.

Dabei enthalten A,, und A, o7 genau gleichviele Elemente; insbesondere besitzt A,
genau n!/2 Elemente.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass S,, = A, U A, o7 gilt. Dazu sei o € S,, gegeben.
Gilt sg(o) = 1, so haben wir o € A,,. Fiir den Fall sg(c) = —1 liefern Satz 6.1.12
und Beispiel 6.1.13, dass 0 o7 € A,, gilt. Es folgt

o =oco(toT) = (coT)oT € AjoT.
Weiter ist klar, dass A, N A, o7 = () gilt, denn die Elemente von A, besitzen
Signum 1, wohingegen die aus A, o 7 das Signum —1 besitzen.

Es bleibt zu zeigen, dass A,, und A, o7 gleichviele Elemente besitzen. Dazu be-
trachten wir die beiden Abbildungen

A, +<— A,or
o — ooT
KOoT 1 K

Diese sind offensichtlich invers zueinander. Folglich besitzen die Mengen A, und
A, o7 gleich viele Elemente. O
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Aufgaben zu Abschnitt 6.1.
Aufgabe 6.1.19. Berechne das Signum folgender Permutationen in Sg:
. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B s 7 42 3 6 2 9 5 1]
. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
() |6 1 5 4 5 7 2 9 5|
(i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
) g 7 3 2 4 5 6 8 1|
Aufgabe 6.1.20 (Kleinsche Vierergruppe). Zeige, dass die folgende Teilmenge eine Un-
tergruppe von Sy ist:
Vi = {idx,, (1,2)0(3,4), (1,3) 0 (2,4), (1,4) 0 (2,3)}.
Aufgabe 6.1.21. Beweise Bemerkung 6.1.15: Es sei (G, *) eine Gruppe. Dann ist jede

Untergruppe H < G zusammen mit der Verkniipfung (h1, h2) — hi * he eine Gruppe; das
neutrale Element ist dabei eg = eq.

Aufgabe 6.1.22. Beweise Bemerkung 6.1.16: Ist ¢: G — H ein Gruppenhomomorphis-
mus, so ist der Kern ¢~ *(efr) eine Untergruppe von G.

Aufgabe 6.1.23. Es seien K ein Korper, £ = (e1,. .., en) die Standardbasis fiir K™ und
S, die symmetrische Gruppe. Beweise folgende Aussagen:

(i) Zu jedem o € S, gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus ¢, : K" —
K™ mit
wolei) = es() fir1 <i<n.
Fiir je zwei Permutationen o, 7 € S, gilt dabei
Poor = Yo O Pr.
(if) Die darstellende Matrix A, von ¢, beziiglich der Standardbasis ist invertierbar
und man hat
£
A,_—,- = Mg ((Po') = (60(1), ey ea(n)).
Fiir je zwei Permutationen o, 7 € S, gilt dabei
AO’OT = Ao’ y AT~
(iii) Die Abbildung S, — GL(n,K), ¢ — A, ist ein injektiver Gruppenhomomor-
phismus.

Aufgabe 6.1.24. Es sei K ein Korper. Zu o € Sy, sei As 1= (e5(1),-- -, €0(n)) € GL(n;K)
die zugehorige Permutationsmatriz. Beweise folgende Aussagen:

(i) Jede Permutationsmatrix A, ist ein Produkt von Elementarmatrizen E(n;1,j).
(ii) Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

Aufgabe 6.1.25. Zeige, dass die Gruppen A2 und Az abelsch sind, und dass A,, fiir n > 4
nicht abelsch ist.
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6.2. Determinanten.

Definition 6.2.1. Es sei A € Mat(n,n;K). Die Determinante von A ist definiert
als

det(A) = Z Sg(g)'ala(l) *Ono(n) € K.
ocES,

Beispiel 6.2.2. Es sei A € Mat(2,2;K). Zur Berechung von det(A) vermerken wir
zunichst, dass Sy = {id, (1,2)} gilt. Damit erhélt man

det(A) = Z 8g(0)a15(1)020(2) = a11a22 — 12021
o€Ssy
Satz 6.2.3. Die Abbildung det: Mat(n,n;K) — K, A — det(A) besitzt folgende
Eigenschaften:

(D1) det ist linear in jeder Zeile, d.h., ist eine Zeile einer Matriz A eine Line-
arkombination zweier Vektoren, etwa A;x = b-Bjx + ¢-Cix, so gilt

Ats Ats Alx
Ai;l* Ai‘—l* A,_-‘,l*
det | b Bix+cCi = bdet B + cdet Cin
Aigix Ajg1s Ajpis
Anx Ansx Anpx

(D2) det ist alternierend, d.h., besitzt eine Matrixz A zwei identische Zeilen, etwa
A = Aj mit i # j, so gilt det(A) = 0.
(D3) det ist normiert, d.h., fir die (nxn)-Einheitsmatriz E,, gilt det(E,) = 1.

Beweis. Zu (D1). Fiir ein gegebenes 7 sei a;; = bb;; + cc;j, wobei 1 < j < n. Dann
erhalten wir

det(A> = Z Sg(o> Alg(1) " (bbia'(i) =+ Ccia(i)) ©Qno(n)
0ESR
= b Z Sg ala(l bia(i) “ Qo (n)
o€Sy
+c Z Sg ala(l Cig(i) " Ano(n)-
0ESR

Zu (D2). Es sei 7 := (i,7) die Transposition, welche 7 und j vertauscht. Nach
Satz 6.1.18 ist S, die disjunkte Vereinigung von A,, und A,, o 7. Das bedeutet

det(A) = Z Sg(a)'ala(l) *Ong(n) + Z Sg(O‘ o T)'alaor(l) © " Qpgor(n)
ocEA, oEA,
= Z A1o(1) """ Ono(n) — Z A1gor(1) " " Gnoor(n)-
ocEA, o€A,

Damit ergibt sich die Eigenschaft (D2), denn wegen A, = A, gilt stets Uig(i) =
Ujo(i) SOWIe Ujs(j) = Aiq(;) Und es folgt
A1gor(1) "+ Gigor(i) """ Ajoor(j) * " " Gngor(n) = Olo(1) """ Qio(j) ** " Qjo(i) ** " Ano(n)
= @o(1) " Gio(i) T Ajo(G) 7 Gno(n)

= Q15(1) """ Ano(n)-
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Zu (D3). Diese Eigenschaft erhilt man direkt durch Einsetzen in die Definition: Es

sei E,, = (e;;). Dann gilt

det(En) = Z Sg(a)'ela(l) Ce. eno’(n) = €11 " Cnn

gESy

O

Satz 6.2.4. Es sei §: Mat(n,n;K) — K eine Abbildung mit den Eigenschaften
(D1) und (D2) aus Satz 6.2.3, und es sei A € Mat(n,n;K) eine Matriz mit Zeilen

Avarnss A,

(i) Die Abbildung ¢ ist invariant unter Zeilenoperationen vom Typ (i), d.h.,

es gilt stets

Aty Ats
Ajsx +:>\'Aj* Ajs
) : = ¢ :
A, A,
A Ay

(ii) Bei einer Zeilenoperation vom Typ (ii) dndert § das Vorzeichen,

gilt stets
At Aqy
Ajx A
) : -5 :
Ai* Aj*
Anx Ans

d.h., es

(iii) Bei einer Zeilenoperation vom Typ (iii) dndert sich § um den Skalierungs-

faktor, d.h., es gilt stets

Atx Alx
o A AN A
Aps A

Diese Aussagen gelten insbesondere fiir die Determinante det: Mat(n,n; K) — K,

A det(A).

Beweis. Aussage (iii) ist eine direkte Folgerung aus Linearitit in der i-ten Zeile.

Zu (i). Es gilt

Aty Aqs Al
Aj + XAy, A Ajx
) : =9 : + Ao : =9
Aj* Aj* Aj*
Anx Apx A
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Zu (ii). Unter Verwendung von (i) und (iii) erhalten wir

Als Al Alx Aqs Als
A'j* A + Aj* Ajx + Aj* A;* A'i*
5 ] . ~5 =5 | =-0]
A;L* A;;* _Aj* 7Aj* A'j*
A Ans A Ans A

O

Folgerung 6.2.5. Die Determinanten der Elementarmatrizen sind gegeben durch
det(E(n; A;j5,1)) = 1, det(E(n;i,j)) = —1, det(E(n; A1) = A

Beweis. Nach Definition entstehen die Elementarmatrizen durch elementare Zei-
lenoperationen aus der Einheitsmatrix:

el el
. el

e.b-+A/\-ej e;
E(n; \;j,i) = : , B, g) = , Blssi) = | v
ej €; X
€n

en E'n

Beachtet man nun noch, dass det(E,) = 1 gilt, so ergibt sich die Behauptung als
direkte Anwendung von Satz 6.2.4 mit § = det. O

Folgerung 6.2.6. Es sei d: Mat(n,n; K) — K eine Abbildung mit den Figenschaf-
ten (D1) und (D2) aus Satz 6.2.3, und es sei A € Mat(n,n;K). Dann gilt

0(E(n; X jgyi) - A) = 6(A) = det(E(n; A;j,4)) 6(A),

§(E(nsi, j) - A)
S(E(n; \;i) - A) = A(4) = det(E(n;\4))d(A).

Satz 6.2.7. Es sei §: Mat(n,n;K) — K eine Abbildung mit den Eigenschaften
(D1) und (D2) aus Satz 6.2.3.

(i) Ist A € Mat(n,n;K) eine Matriz mit Rang(A) < n, so gilt 6(A) = Ok.
(ii) Es sei a := §(E,). Dann gilt 6(A) = adet(A) fir jede Matrix A €
Mat(n,n; K)

—0(A) det(E(n;1,)) 6(A),

Beweis. Zu (i) Nach Satz 5.1.13 gibt es Elementarmatrizen Sy, ..., Sk, sodass die
Matrix B := Sk ---S1-A Zeilenstufenform besitzt. Mit Folgerung 6.2.6 erhalten wir

5(B) = det(Sy)---det(S1) - 6(A).

Wegen det(S;) # Ok geniigt es, 6(B) = Ox zu zeigen. Wegen Rang(A) < n liefert
Folgerung 5.2.8, dass die letzte Zeile B,,, von B eine Nullzeile ist. Es folgt

B Bis B«

0(B) = ¢ : =94 : = 0g-J : = Og.
Bp_1x Bp—1x Bp_1x
B« Ok - Bnx Bns

Zu (ii). Nach (i) ist nur fiir Rang(A) = n etwas zu zeigen. In diesem Fall gibt es
Elementarmatrizen Si,...,S, mit A = S ---S1-E,, siehe Satz 5.2.15. Mit 6.2.6
erhalten wir

0(A) = det(Sk)---det(S1)-0(E,) = adet(Sk)---det(Sy) - -det(E,) = adet(A).
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O

Folgerung 6.2.8. Es sei §: Mat(n,n; K) — K eine Abbildung mit den Figenschaf-
ten (D1), (D2) und (D3) aus Satz 6.2.5. Dann gilt 6 = det.

Folgerung 6.2.9. Es sei A € Mat(n,n;K). Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:
(i) PEs gilt Rang(A) = n.
(ii) A ist invertierbar.
(ili) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.
(iv) Es gilt det(A) # Ok.

Beweis. Die Aquivalenz der ersten drei Aussagen haben wir bereits in Satz 5.2.15
gezeigt.

Zu “(iii)=(iv)”. Es sei A = Sj---S; mit Elementarmatrizen S;. Nach Folge-
rung 6.2.6 gilt dann det(A) = det(Sy) - - - det(Sy). Folgerung 6.2.5 garantiert somit
det(A) 75 Ok.

Zu “(iv)=(i)”. Wire Rang(A) < n, so hitte man det(A) = Og nach Satz 6.2.7 (i).
Widerspruch zu (iv). O
Satz 6.2.10 (Determinantenmultiplikationssatz). Es seien A, B € Mat(n,n;K).
Dann gilt
det(A-B) = det(A)-det(B).
Beweis. Besitzt eine der beiden Matrizen A, B nicht vollen Rang, so gilt dies auch
fiir A-B, und die Aussage folgt mit Satz 6.2.7 (i).
Besitzen beide Matrizen vollen Rang, so hat man A = S;--- S, und B =Ty ---1;
mit Elementarmatrizen S; und 7. Die Aussage ergibt sich dann mit Folgerung 6.2.6:
Es gilt
det(A-B) = det(Sy---Sg-T1---T))

= det(Sy)---det(Sk) - det(Ty) - - - det(1T7)

= det(Sy---Sk)-det(Ty---T7)

= det(A) - det(B).

O

Folgerung 6.2.11. Es seien K ein Korper und n € Z>1. Dann hat man einen

Gruppenhomomorphismus

GL(n,K) — K, A — det(A).
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Aufgaben zu Abschnitt 6.2.
Aufgabe 6.2.12. Es sei K ein Kérper. Zu o € Sy, sei Ao = (€5(1),-- -, €0(n)) € GL(n; K)

die zugehorige Permutationsmatrix. Zeige: Man hat ein kommutatives Diagramm von
Gruppenhomomorphismen
o As
S, — 272 » GL(n, K)
o sg(o’)l lA — det(A)
- - *
{:l:l} +1—+1x K

Aufgabe 6.2.13. Es sei K ein Korper und es seien Matrizen A, B,C, D € Mat(n,n;K)
gegeben, so dass je zwei davon kommutieren, d.h., man hat AB = BA, AC = CA, etc..
Zeige: Es gilt

det( g v ) — det(A) - det(C) — det(B) - det(C).
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6.3. Determinantenberechnung.

Satz 6.3.1. Es scien K ein Korper, A € Mat(n,n;K) eine Matriz und A® €
Mat(n,n; K) ihre Transponierte. Dann gilt

det(A") = det(A).

Beweis. Es sei A = (a;;). Wir verwenden die Definition 6.2.1 der Determinante.
Zunédchst machen wir uns klar, dass fiir jede Permutation o € S,, gilt

Alo(1) """ OQno(n) = Qo=1(1)1" " " Qo—1(n)n-

Auf der linken Seite lduft das Produkt genau iiber die Indexpaare (i,0(7)) mit
1 <7 < n. Diese sind genau die Indexpaare (0‘1(1'), i) mit 1 < i < n. Uber letztere
lauft das Produkt auf der rechten Seite.

Nach dieser Voriiberlegung kénnen wir den Satz leicht beweisen. Mit A* = (a;;)
und sg(o~1) = sg(o) ergibt sich

det(4) = ng(0>ala(1)"'ana(n)
ocES,,

= Z Sg(a’)a(r*l(l)l T Qg—1(n)n
€Sy

= Z Sg(a’il)a(r*l(l)l T Qo—1(n)n
€Sy

= Z Sg(a)aa(l)l T Qo (n)n
€Sy

= det(AY).
O

Folgerung 6.3.2. FEs seien K ein Korper. Dann besitzt die Determinante auf
Mat(n,n; K) folgende Eigenschaften:

(i) Die Determinante ist linear in jeder Spalte und sie verschwindet fiir jede
Matriz mit zwei identischen Spalten.

(ii) Bei einer Spaltenoperation vom Typ (i) dndert such die Determinante
nicht.

(iii) Bei einer Spaltenoperation vom Typ (ii) dndert die Determinante ihr Vor-
zeichen.

(iv) Bei einer Spaltenoperation vom Typ (iii) dndert sich die Determinante um
den entsprechenden Skalierungsfaktor.

Satz 6.3.3. Die Determinante einer Dreiecksmatriz ist das Produkt ihrer Diago-
nalelemente:

a1 *

det = ai1---0nn,
0 Qnn
a1 0

det = ai1-‘-:Aapn-

* Ann
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Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass A = (a;;) € Mat(n,n;K) eine
Diagonalmatrix ist. Mit Linearitét in jeder Zeile und Normiertheit der Determinante
erhalten wir

ai 0 1 0
det = a11~~~anndet = Q11" Aann-

0 Ann 0 1

Wir kommen nun zu dem Fall, dass A = (a;;) € Mat(n,n;K) eine obere Dreiecks-
matrix ist. Gilt a;; # 0 fiir jedes 1 < i < n, so kénnen wir A durch Zeilenopera-
tionen vom Typ (i) auf Diagonalgestalt B bringen, wobei B die Diagonaleintriige
@11, - - - » Gnp besitzt. Nach Satz 6.2.4 &ndert sich die Determinante dabei nicht, d.h.,
es gilt

det(A) = det(B) = ai1---ann.

Gilt a;; = 0 fiir ein 1 < ¢ < n, so wéahlen wir ¢ maximal mit dieser Eigenschaft.
Durch Zeilenoperationen vom Typ (i) erreichen wir, dass iiber jedem a;; mit j > ¢
alle Eintrage zu Null werden. Nach Satz 6.2.4 dndert sich die Determinante dabei
nicht. Nach dieser Operation ist A;. eine Nullzeile, d.h.; es gilt A;, = Og-A;.. Mit
Linearitét in jeder Zeile folgt

det(A) = 0 = a11- - ann.

Fiir den Fall, dass A eine untere Dreiecksmatrix ist, betrachten wir die obere Drei-
ecksmatrix A* und erhalten die gewiinschte Aussage mit det(A?') = det(A), siehe
Satz 6.3.1. 0

Folgerung 6.3.4. Es sei K ein Kérper, und es seien Matrizen A € Mat(n,n; K),
B € Mat(n, m;K) und C € Mat(m, m; K) gegeben. Dann gilt

det<g‘ g) — det(A) - det(C).

Beweis. Wir bezeichnen die aus den Blocken A, B,0 und C' zusammengesetzte Ma-
trix mit D. Durch Zeilenoperationen vom Typ (i) und (ii) innerhalb der oberen
n Zeilen an D bringen wir den Block A auf Zeilenstufenform A’; dabei bezeich-
nen wir mit [ die Zahl der verwendeten Operationen vom Typ (ii) und mit B’ den
verdanderten Block B.

Ebenso bringen wir den Block C' durch Zeilenoperationen vom Typ (i) und (ii)
innerhalb der unteren n Zeilen an D auf Zeilenstufenform C” und bezeichnen mit &
die Zahl der verwendeten Operationen vom Typ (ii). Mit der aus A’, B’,0 und C’
zusammengesetzten Matrix D’ gilt dann

det(D") = (—=1)"**det(D),
det(A") = (=1) det(A),
det(C’) = (=1)*det(0).

Als quadratische Matrizen in Zeilenstufenform sind A’ und C’ insbesondere obere
Dreiecksmatrizen, und somit ist auch D’ eine obere Dreiecksmatrix. Satz 6.3.3 liefert
dann det(D’) = det(A’) det(C”). Zusammen mit den obigen Gleichungen ergibt sich
daraus die Behauptung: Es gilt

det(D) = (=1)""*det(D’) = (—1)"det(A")(—1)*det(C") = det(A)det(C).

O



141

Definition 6.3.5. Es sei A = (a;;) € Mat(n,n;K), und fir 1 <i,5, <n sei

a1 e a1j—1 0 1541 N A1n
Aj—11 -+ Ai—15-1 0 Aj—154+1 -+ Qi—1n
Aij = 0 e 0 1 0 . 0 € Mat(n,n; K).
aiy11 - @ig1j-1 0 @ip1j41 oo Gitin
an1 e Anj—1 0 Anj+1 e Unn

Dann ist die zu A komplementdre Matriz A% definiert durch

det(A11) ... det(A) \'

A* = : : € Mat(n, n; K).

det(An1) ... det(Ann)

Satz 6.3.6. Es seien K ein Korper und A € Mat(n,n;K) eine Matriz mit komple-
mentdrer Matriz A% € Mat(n,n; K). Dann gilt

A A = A-A* = det(A)-E,.
Lemma 6.3.7. Es sei A = (a;;) € Mat(n,n;K). Fir je zwei 1 < i,j <n gilt
det(Aij) = det(A*l,...,A*j_l,ei,A*j+1,...,A*n).
Beweis. Man kann die Matrix auf der rechten Seite durch Addition von geeigneten

Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten in die Matrix A;; {iberfithren.
Die Determinante bleibt dabei erhalten. O

Beweis von Satz 6.3.6. Wir beginnen mit dem Nachweis von A% -A = det(A)E,.
Dazu sei A%-A = (c;;;). Dann gilt fiir den Eintrag c:

ci = Y det(Aj)-aj
j=1

n
= Zdet(A*l,...,A*i_l,ej,A*i_,_l,...,A*n)-ajk
Jj=1

n
= det A*l;---;A*ifly E ajk~ej,A*i+1,...,A*n
J=1

= det(A*l,...7A*1;717A*k714*i+1,...,A*n)

det(A) k=1,
0 k#i.

Die Gleichung A-A# = det(A)-E,, erhélt man wie folgt: Wegen (4;;)! = (A?);; gilt
(AF)" = (det(Ay)) = (det((Ay)") = (det(A");1) = (det(A)y)) = (A"
Damit ergibt sich

AA* = ((AF) AN = ((AHY#.4Y) = det(AN)-E, = det(A)-E,.
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Folgerung 6.3.8 (Cramersche Regel). Es sei K ein Kirper. Ist A € Mat(n, n; K)
invertierbar, so ist die Inverse von A gegeben durch

AT = L A,

det(A)

Definition 6.3.9. Es sei A = (a;5) € Mat(n,n;K). Zu 1 < 4,5 < n definieren wir
die (i, j)-te Streichungsmatriz von A als

ail aij—1 1541 Aln
Al L @j—11  --. Qi—1j—-1 Ai—1541 .- GQi—1n
I Aif11 - Qig1j—1  Qitlj41 --- Qitln
an1 N Anj—1 Anj+1 e Ann

d.h., die Matrix Agj entsteht aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte.

Satz 6.3.10 (Entwicklungssatz von Laplace). Es seien K ein Kérper, n > 2 und
A = (a;;) € Mat(n,n;K). Dann gilt

(i) Die Determinante von A lisst sich wie folgt nach der i-ten Zeile ent-
wickeln:

n

det(A) = Z(—l)”jaij det(Aj;).

Jj=1

(ii) Die Determinante von A lisst sich wie folgt nach der j-ten Spalte ent-
wickeln:

n

det(A) = Z(—l)”jaij det(Aj;).

i=1

Lemma 6.3.11. Es seien A = (a;;) € Mat(n,n;K) und 1 < 14,j < n. Dann gilt
det(Aij) = (—1)i+j det(A;])

Beweis. Durch (i — 1) Zeilenvertauschungen und (j — 1) Spaltenvertauschungen
bringen wir die Matrix A;; auf die Gestalt

(o 4,)
0 A )

Beachtet man nun (—1)"*(=1)/=! = (-=1)"*J und verwendet Satz 6.3.4, so ergibt
sich die Behauptung. O

Beweis von Satz 6.3.10. Zu (i). Nach Satz 6.3.6 gilt A - A# = det(A)-E,, mit der
zu A komplementiren Matrix A#. Also erhalten wir fiirr 1 <i < n:

det(A) = (AA#)” = Zaijaﬁ = Zaij det(Aw) = Z(*l)wrjaij det(Aéj)
7j=1 7j=1 7j=1

Zu (ii). Die Spaltenentwicklungsformel ergibt sich mit det(A4) = det(A?") sofort aus
der Zeilenentwicklungsformel. O
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Bemerkung 6.3.12. Die in der Laplaceschen Entwicklungsformel auftauchenden
Vorzeichen (—1)"*7 sind nach einem Schachbrettmuster iiber die Matrix verteilt:

+

+

Will man nach einer Zeile (Spalte) entwickeln, so ist es giinstig, eine Zeile (Spalte)
mit vielen Nulleintrdgen auszuwéhlen.

+ 1+
I+

Bisweilen empfiehlt es sich, die Situation zuvor mit Zeilen- und Spaltenoperationen
vom Typ (i) noch etwas zu verbessern, wie etwa im folgenden Beispiel:

1 -2 1 1 0 1
9 3 1 M 2 5 1
7T -2 1 7 0 1

Wenn wir jetzt nach der zweiten Spalte entwicklen, so erhalten wir fiir die Deter-
minante:

1 -2 1 101 -
det | 2 3 1 | =det| 2 5 1 5det<7 1>5(17)30.
7 -2 1 70 1
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Aufgaben zu Abschnitt 6.3.
Aufgabe 6.3.13. Bestimme die Determinante der folgenden Matrix A € Mat(4,4;Q):

2 -1 3 0

-2 1 1 2

A= 0 2 -1 3
3 0 1 3

Aufgabe 6.3.14. Essei A € Mat(n,n;Z), d.h., es gilt A € Mat(n,n; Q) und alle Eintrége
von A sind ganze Zahlen. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Es gibt eine Matrix B € Mat(n,n;Z) mit A-B = B-A = E,.
(ii) Es gilt det(A) = £1.
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7. MISCELLANEA

7.1. Direkte Zerlegungen.

Definition 7.1.1. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Die Summe
einer Familie von Untervektorrdumen Vi,...,V,. <k V ist definiert als

Z% =WVi+...+ V. = {vri+...+v; v; € V;}
i=1

Satz 7.1.2. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Vq,...,V, <xg V
eine Familie von Untervektorriumen. Dann ist die Summe Y ._, V; der kleinste
Untervektorraum von V, der jedes V; enthdlt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass V3 + ... + V,. ein Untervektorraum ist. Wegen
Oy € Vi +...+ V, ist (UV1) erfiillt. Zum Nachweis von (UV2) und (UV3) seien
v, vh € V; und a € K gegeben. Dann erhalten wir

(vi+...4+v)+ @ +...+0v) = (n+v)+...+ (v +v.) € Vi+...+V,,

a-(vi+...4v) = avy+...+av, € Vi+...+V,.
Weiter gilt offensichtlich V; C V; 4+ ...+ V,. fiir alle 4. Ist schliefllich U <k V ein
Untervektorraum mit V; C U fiir alle 4, so enthédlt U insbesondere alle Summen

v1 + ...+ v, mit v; € V;. Das bedeutet
i+...+V, C U.

O

Beispiel 7.1.3. In R? betrachten wir die Untervektorriume V; := Lin(eg, e2) und
V5 := Lin(eq, e3).

V2

Vi

Dann gilt V14V, = R3, denn jeder Vektor z € R3 lisst sich als Summe von Vektoren
v1 € V1 und vy € V5 schreiben, etwa

r = w1 +vy mit vy :=x1-€1 +22-€3 € Vy, v9 :=x3-€3 € Vh.
Dabei sind vy € V5 und ve € V5 keineswegs durch x festgelegt. Man kénnte ebenso-
gut schreiben

/ / . ! /
T = U] +vy,mitv] ;=x1-e1 €V, vy 1=T9-e3+ x3-€3 € V.

Definition 7.1.4. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Unter einer
direkten Zerlegung von V verstehen wir eine Familie Vi,...,V, <g V von Unter-
vektorrdumen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Esgit V=V +...+ V.
(ii) Fir jede Familie (vq,...,v,) in V mit v; € V; gilt
mv+...+v. =0y = v = ... = v, = 0y.
Ist Vi,..., V.. <k V eine direkte Zerlegung von V in Untervektorrdume, so schreibt

man auch V =V, @ ... ® V, dafiir und man nennt V auch die direkte Summe der
Untervektorrdume Vi, ..., V.
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Beispiel 7.1.5. In R? betrachten wir die Untervektorriume V; := Lin(eg, e2) und
V := Lin(e3). Dann gilt R3 = V; @ V5.

Va

Vi

Satz 7.1.6. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Vy,...,V, <xg V
Untervektorrdume. Dann sind dquivalent:

(i) Bsgit V=Vig...8V,.
(ii) Jedesv € V besitzt eine eindeutige Darstellungv = vi+...+v, mit v; € V;.

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Wegen V = V; 4 ... + V, besitzt jeder Vektor v € V eine
Darstellung v = v + ... + v, mit v; € V;.

Um die Eindeutigkeit dieser Darstellung nachzuweisen, betrachten wir eine weitere
Darstellung v = v{ + ...+ v, mit v € V;. Dann gilt

Oy = v—v = (v —v))+...+ (v, —v.).

Dabei haben wir v; —v; € V;. Nach Definition der direkten Zerlegung gilt v; —v} = Oy
und somit v; = v} fiir alle 7.

Zu “(ii)=(i)”. Da man jedes v € V als v = v1 + ...+ v, mit v; € v; schreiben kann,
gilt V=V, +...4+ V.. Sind weiter vy,...,v,. € V gegeben mit

vi+...+v. = Oy,

so ergibt die Eindeutigkeit der Darstellung Oy = Oy + ... + Oy, dass v; = Oy fiir
alle 7 gelten muss. 0

Definition 7.1.7. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum mit einer direkten
Zerlegung in Untervektorrdume

V = e...eV.

Dann nennt man V; die i-te Komponente von V und das v; € V; in der Darstellung
v=ov1+...+ v, aus 7.1.6 (ii) die i-te Komponente von v € V.

Satz 7.1.8. Es seien K ein Kirper, V ein K-Vektorraum und V=V, & ... &V,
eine direkte Zerlegung in Untervektorrdume. Dann gibt es lineare Abbildungen

P:V =V v = v, wobei v =1+ ...+ v, mit v; € V.

Fiir jedes i gilt Bild(P;) = V; und Kern(P;)) = Vi+ ...+ Vica+ Vigr + ...+ Vo
Weiter hat man P; o P; = P; fiir jedes i.

Beweis. Nach Satz 7.1.6 ist klar, dass die Abbildungen P;: V' — V wohldefiniert
sind. Zur Linearitét. Sind v = vy +... 4+ v, und v = v} + ... + v, mit v, v} € Vj
sowie a,a’ € K gegeben so gilt

/ / / / / /
av + a-v = avit+a-vy + ... + av+a-v,

d.h., wir haben damit die Komponenten von a-v + a’-v’ bestimmt. Insbesondere
erhalten wir

P(av+ad) = av,+ad-v, = aPi(v)+ad- Pi).



149
Fiir jedes v; € V; gilt offenbar P;(v;) = v;. Damit ergibt sich Bild(P;) = V; und
P; o P; = P;. Weiter hat man fiir jedesv=v; +...+v. € V:
R(’U) = Oy < v; = Oy
— v e Vi+.. +Vig+Viga+...+ V.
O

Beispiel 7.1.9. Wir betrachten die direkte Zerlegung von V' := REinV=Vi&l
mit V; := Lin(ey, e2) sowie V5 := Lin(es) und die zugehérigen Projektionen

Dann haben wir die Projektionen P;: V — V3 und P: V. — V,. Fiir jedes v =
(.Tl,l'g,wg) c R3 gﬂt

Pl(U) = ('Tla-rQaO)a P2(U) = (0,0,.’1]3).
Satz 7.1.10. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und Vi, Vo <g V zwei

Untervektorrdume. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt V=V, & V.
(ii) Es gilt V=Vi+ Vo und Vi N'Vo = {0y }.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. Es ist nur zu V3 N Vo = {0y} etwas zu zeigen. Dazu sei
v € V1 N Va gegeben. Dann gilt v + (—v) = Oy mit v € V; und —v € V5. Das
impliziert v = Oy .

Zu “(ii))=(1)”. Es seien v; € V4 und ve € Vi mit v; + v2 = Oy gegeben. Dann
erhalten wir

v +vy = 0y — vy = —v; €V
— wvelinh
= vy = Oy
= v = Oy.

O

Bemerkung 7.1.11. Will man Satz 7.1.10 auf Summen von drei und mehr Unter-
vektorrdumen verallgemeinern, so geniigt es nicht, mit paarweisen Durchschnitten
zu arbeiten.

In V := R? betrachten wir dazu die drei Geraden V; := R-(1,0), V5 := R-(0, 1) und
Vi3 :=R-(1,1).

V3

Dann gilt zwar V = Vi + Vo + V3 und V; N V; = {0y} fiir ¢ # j, aber es gilt nicht
V=VieVaels.



150

Satz 7.1.12. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Ist P: 'V — V eine
lineare Abbildung mit Po P = P, so gilt V = Kern(P) @ Bild(P).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass V = Kern(P) + Bild(P) gilt. Fiir jedes v € V
haben wir v = v — P(v) + P(v). Wegen P o P = P gilt

P(v—P(v)) = P(v) — P(P(v)) = Oy.

Also erhalten wir jedes v € V als die Summe von (v — P(v)) € Kern(P) und
P(v) € Bild(P).

Nach Satz 7.1.10 miissen wir nun nur noch Kern(P)NBild(P) = {0y} zeigen. Dazu
sei v € Kern(P)NBild(P) gegeben. Dann gilt einerseits P(v) = 0y und andererseits
v = P(w) mit einem w € V. Damit ergibt sich

O

Bemerkung 7.1.13. Ohne die Voraussetzung P o P = P ist Satz 7.1.12 im allge-
meinen nicht richtig: Fiir die Abbildung

P:R? - R? (r1,22) — (22,0)

hat man P o P =0 und es gilt Kern(P) = Bild(P) = R-(1,0). Insbesondere ist
R? nicht die direkte Summe aus Kern(P) und Bild(P).

Satz 7.1.14. Es sei V' ein K-Vektorraum, und es gelte V.= V1 & ... ® V. mit
Untervektorrdumen V; <g V. Sind B; = (vi,..., vf”) Basen fiir V;, so ist

B := (By,....,B,) = (vi,...,v} ... ,0, ... 0")

> Ynqo » Yn,.

eine Basis fiir V. Insbesondere ist die Dimension von V. =V, @& ... ® V, gegeben
durch

dim(V) = dim(Vi@...®V,) = dim(Vy) + ...+ dim(V;).

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass B ein Erzeugendensystem fiir V ist. Jedesv € V
konnen wir schreiben als v = vy + ... + v, mit v; € V;. Jedes v; besitzt seinerseits
eine Darstellung v; = > aj-v;. Damit ergibt sich

v =wv+...+v, = Za;-v}—l—...—i—Za;-v; € Lin(B).

Zur linearen Unabhéngigkeit von B. Wir betrachten eine beliebige Darstellung des
Nullvektors als Linearkombination iiber B:

Oy = Za;v}» + ...+ Za$~vi.

Jeder Anteil v; ;== 3" aj»-vj» liegt in V;. Wegen V = V1 &...®V, erhalten wir v; = Oy .
Die lineare Unabhéngigkeit der B; impliziert nun a;'- = Ok fiir alle 7, j. ]
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Satz 7.1.15. Es seien K ein Korper, V =V, &...®V, eine direkte Zerlegung eines

K-Vektorraumes V in Untervektorrdume, B; = (vi, ... ,’Ufli) Basen fiir V; und
B = (By,....,B,) = (’U%,...,U}ll,...,’UI,...,’U;T)

die daraus zusammengesetzte Basis fiir V.. Weiter sei ¢: V. — V eine lineare Ab-
bildung mit o(V;) C V;. Dann hat man lineare Abbildungen

wi: Vi = Vi, v = @)
und die darstellende Matrixz von ¢ beziiglich der Basis B ist von Blockdiagonalge-
stalt:
By
MBI (¢1) 0
Mg(p) =
0 MBB: (or)
Beweis. Die Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition 4.3.5 der
darstellenden Matrix M5 (¢). O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.1.

Aufgabe 7.1.16. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Vi,...,V, <g V
Untervektorraume. Zeige: Es gilt

Vi+...+V, = Lin(Viu...UV,).
Aufgabe 7.1.17. Es sei V := Abb(R,R) der R-Vektorraum aller Abbildungen f: R — R

(mit den punktweisen Verkniipfungen), und es seien
Vvt = {feV; f(—x)= f(z) fir alle z € R},
Vo = {feV; f(—z) = —f(z) fiir alle z € R}.
Zeige: Die Teilmengen V1, V™~ C V sind Untervektorrdume, und es gilt V =V @ V™.

Aufgabe 7.1.18. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und vi,...,v, € V mit
v; # 0 fir 1 <7 < n. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Familie (v1,...,vy) ist eine Basis fur V.
(ii) Esgilt V=K-v1 & ... K-vy,.
Aufgabe 7.1.19. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und ¢1,...,¢5: V — V
lineare Abbildungen mit
wj o =0 falls i # j, 1+ ...+ @ =idv.
Zeige: Es gilt
V = (V) @ ...& g(V).
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7.2. Quotientenvektorrdume.

Definition 7.2.1. Es sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge
R C X x X. Man schreibt = ~ y, falls (z,y) € R gilt.

Beispiel 7.2.2. Es sei X eine Menge. Dann ist die Diagonale A = {(z,2); z € X}
eine Relation auf X. Es gilt z ~y <— z =1y.

Definition 7.2.3. Es sei X eine Menge. Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine
Relation R C X x X mit folgenden Eigenschaften

(i) R ist reflexiv, d.h., es gilt x ~ x fiir alle z € X.
(ii) R ist symmetrisch, d.h., es gilt x ~y = y ~ x fiir alle z,y € X.
(i) Rist transitiv, d.h.,esgilt . ~yundy ~ 2 = x ~ z fiir alle x,y,z € X.

Beispiel 7.2.4. Es sei X eine Menge. Dann ist die Gleichheit “z = y” eine Aqui-
valenzrelation auf X.

Beispiel 7.2.5. Es sei n € Z>;. Dann erhélt man eine Aquivalenzrelation auf Z
durch

a~,b < nteilt a—0>.

Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich, und die Transitivitdt erhdlt man
wie folgt:

@~y b, b~y e = nl(a—0b), n|(b—c),
= nl((a—0b)+ (b—c)).
= nl(a—c).

Definition 7.2.6. Es sei X eine Menge, und es sei “~” eine Aquivalenzrelation

auf X. Die Aquivalenzklasse eines Elementes 2 € X ist die Menge
[z] = {2’ € X;a' ~uz}.

Man nennt das Element € X auch einen Reprisentanten der Aquivalenzklasse
[z] C X.

« kM

Beispiel 7.2.7. Die Aquivalenzklassen der Relation “~,” aus Beispiel 7.2.5 sind
gegeben durch

0] = nZ, 1] = 1+nZ, ce [n—1] = (n—1)+nZ.

Satz 7.2.8. Es sei X eine Menge mit einer Aquivalenzrelation “~”, und es seien

r,y € X.

(i) Es gilt genau dann [z] = [y] wenn x ~y gilt.
(i) Es gilt entweder [x] = [y] oder [z] N [y] = 0.

Insbesondere erhilt man die Menge X als disjunkte Vereinigung aller Aquivalenz-

143 ”

klassen von “~7.

Beweis. Zu (i). Es gelte zunéchst [¢] = [y]. Dann hat man insbesondere z € [y].
Das bedeutet x ~ y.
Es gelte nun « ~ y. Wir zeigen [x] C [y]. Dazu sei z € [x] gegeben. Dann haben wir

z ~ x. Mit der Transitivitdt von “~” erhalten wir z ~ y. Das bedeutet z € [y]. Das
beweist [z] C [y]. Die Inklusion [x] D [y] ergibt sich analog mit y ~ x.

Zu (ii). Gilt [z] N [y] = 0, so ist nichts zu zeigen. Wir miissen also nur den Fall
[z] N [y] # 0 behandeln. Dann gibt es ein Element z € [z] N [y]. Das bedeutet z ~ x
und z ~ y. Mit der Symmetrie von “~” erhalten wir z ~ z und z ~ y. Wegen der
Transitivitit von “~” folgt « ~ y. Mit (i) ergibt sich [z] = [y]. O
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Satz 7.2.9. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U <g V' ein Unter-
vektorraum. Dann definiert

vapt = v—v €U

eine Aquivalenzrelation auf V. Die Aquivalenzklasse eines Elementes v € V st
gegeben durch

] = (' eV v ~pv} = v+U = {v+u; ueU}.
Beweis. Zunichst miissen wir zeigen, dass durch ~g tatséichlich eine Aquivalenz-
relation auf V' definiert wird:

Zur Reflexivitiat. Es sei v € V. Dann gilt v — v = 0y. Da U ein Untervektorraum
ist, haben wir Oy € U. Somit ergibt sich v ~y v.

Zur Symmetrie. Es seien v,v" € V mit v ~y ¢v'. Dann gilt v — v’ € U. Da U ein
Untervektorraum ist, folgt v — v = —(v — ) € U. Das bedeutet v' ~y v.

Zur Transitivitit. Es seien v,v’,v” € V mit v ~y v’ und v/ ~y v”. Dann gilt
v—2" €U und v/ —v" € U. Also erhalten wir v ~g v” mit

v—0v" = (v=1)+ (' =v") € U

Wir zeigen nun, dass die Aquivalenzklasse eines jeden Vektors v € V durch v 4+ U
gegeben ist. Es gilt

] = {WeV; v —velU}
= {VeV;v =v+ufireinueU}
= v+ U.

O

Beispiel 7.2.10. Es sei V = R? und U = R-(1,2). Die Aquivalenzklassen von ~s
sind genau die Parallelen der Geraden U.

U v+ U
Konstruktion 7.2.11. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U <g V'
ein Untervektorraum und
VU ;= V/~y = {v4+U;veV}

die Menge aller Aquivalenzklassen von ~y. Dann hat man eine innere und eine
duBere Verkniipfung auf V/U: Fiir v + U und v’ 4+ U sowie a € K setzt man

(w+U)+ @ +U) = (v+2)+U, a-(v+U) = (av)+U.

Dadurch wird V/U zu einem K-Vektorraum, dem Quotientenvektorraum von V
nach U; der Nullvektor ist Oy 4+ U und das Inverse zu v + U ist —v + U. Weiter ist

TV — V/U, vi—= v+U
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eine surjektive lineare Abbildung, und es gilt Kern(7) = U. Ist V endlichdimensio-
nal, so liefert die Dimensionsformel 4.1.11:

dim(V/U) = dim(V) — dim(U).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Verkniipfungen auf V/U nicht von der Wahl
der Repréasentanten abhéngen, d.h., dass stets gilt

v+U = v1+U, vV+U = v +U = (v+)+U = (v1+v))+U,
v+U = vy +U = (av)+U = (av)+U.

Nach Satz 7.2.8 ist dazu lediglich (v +v") ~y (v1 +v}) bzw. a-v ~y a-vy zu zeigen.
Das folgt mit

() —(+2) = (@-v)+@' —) € U,

av—avy = a(v—v) € U.

Die Vektorraumaxiome fiir V/U kann man leicht aus denen fiir V' herleiten. Wir
verifizieren zuniichst (VRI). Zur Assoziatividt von “+7: Fiir je drei v,v',v"” € V
gilt
(V+ )+ +0) + " +0) = (v+)+0U) + " +0)

= (w+H+)+U

= (+ @ +")+U

= (@+U) + (' +2)+0)

= @+U) + (' +U)+ "+ 1)),

Es ist klar, dass Oy + U € V/U neutrales Element fiir “+” ist, und dass das Inverse
zuv+U € V/U durch (—v) +U € V/U gegeben ist. Zur Kommutativitét von “+7:
Fiir je zwei v,v' € V gilt

(w+U) + W +U) = (v+)+U
(v/ +wv) + U
(W +U) + (v+U).

Wir kommen zu (VR2). Offensichtlich gilt 1g-(v+U) = v+ U fur allev+U € V/U.
Weiter haben wir fiir alle v € V und alle a,a’ € K

(@a)-(w+U) = ((@a)v)+U
(a' (a-)+U
= a'((av)+U)

a/-(a-(v+U))A

Schliefllich miissen wir noch die Gesetze aus (VR3) iiberpriifen. Fiir alle v,v" € V
und alle a,a’ € K gilt

((a+a)v)+U
= (a-v+a/-v)+U
= (av+U) + (a/-v+U)
= a-(v+U) + a/-(v+U)A

(ata’)-(v+0)

a((v+U)+ (@ +U) = a(w+2)+0)
= (a-(wHv)+U
= (a-v+a-v/)+U
= (a-v+U) + (a-vl+U)
= a-(v4+U) + a-(vl+U)A
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Die Tatsache, dass die Abbildung w: V' — V/U linear ist, ergibt sich direkt aus den
Definitionen: Fiir alle v,v" € V und alle a,d’ € K gilt

mla-v+a v = (av+a-v)+U
= (a-v+U)+ (a0 +U)
= a-(v+U)+a/-(vl+U)
= a-nw)+ad 7).

Es bleibt noch zu verifizieren, dass Kern(w) = U gilt. Das ergibt sich jedoch sofort
mit
m(v) = Oyyy <= v+U = 0y +U
— wv—0y € U
— v e U
O
Satz 7.2.12 (Homomorphiesatz). Es seien K ein Korper, ¢: V. — W eine li-

neare Abbildung von K-Vektorriumen, und U <g V ein Untervektorraum mit
U C Kern(p). Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

e vrp(v)

T UHA %+U>—Mp

von wohldefinierten linearen Abbildungen. Dabei ist die Abbildung p: V/U — W
durch ¢: V. — W wund das obige Diagramm eindeutig bestimmt. Es gilt weiter

(i) @ ist injektiv < U = Kern(p);
(il) P ist surjektiv & ¢ ist surjektiv.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass @: v + U +— ¢(v) wohldefiniert ist, d.h., nicht
von der Wahl des Reprisentanten v der Klasse v+ U abhiingt. Dazu sei v' € V mit
v'+U = v+ U. Dann gilt v" = v + u mit einem u € U. Wegen U C Kern(yp) gilt
o(u) = 0w, und es folgt

e(v') = pw+u) = o) +eu) = o).

Nachdem wir die Wohldefiniertheit nachgewiesen haben, ist klar, dass das obige
Diagramm mit diesem Ansatz fiir  kommutativ ist. Weiter ist ¥ ein Homomor-
phismus: Fiir v + U,v' + U € V/U und a € K erhalten wir
P(v+U)+ (' +0)) = B((v+0)+U)
= plv+v)
= p(v) + o)
Pv+U)+p0 +U),

Pla-(v+U)) = ¢lav)
= ap()
= aplv+U).
Die Eindeutigkeit von p ist eine Folge der Kommutativitdt des Diagramms: Fiir

jede Klasse v + U € V/U haben wir (v + U) = ¢(v), was den Homomorphismus
© bereits festlegt.
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Wir kommen zur Charakterisierung der Injektivitdt. Der Homomorphismus @ ist
genau dann injektiv, wenn Kern(g) = {0y + U} gilt. Wir miissen also zeigen:

Kern(@) = {0y + U} <= Kern(p)="U.
Zu “=". Aufgrund der Kommutativitat des Diagramms erhalten wir:
Kern(p) = ¢ ' (0w) = 7 1@ '(0w)) = 7' (Kemn(p)) = 7 0y +U) = U.
Zu “<”. Wir erhalten Kern(g) = {Oy 4+ U} mit
Po+U)=0w < p)=0y <= velU <= v+U=0y+U.
Die Charakterisierung der Surjektivitit ergibt sich aus Bild(@) = Bild(y). O

Folgerung 7.2.13. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U, W <g V
Untervektorrdume. Dann hat man einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen:

Uj(UnNW) = U+W)/W, u+UNW) = u+W

Beweis. Der Homomorphiesatz 7.2.12 liefert uns ein kommutatives Diagramm li-

nearer Abbildungen:
/ ~ U+W
w:u — ut+W

U+Ww)/
T U u+(Urh /u:(UﬂW) — u+W

U/({Unw)
Dabei gilt offenbar Kern(yp) = U N W. Somit ist ¥ injektiv. Es bleibt zu zeigen,

dass @ surjektiv ist. Das ergibt sich aus
Bild(¢) = {u+W; ueU} = {v4+W;veU+W} = (U+W)/W.
O

Folgerung 7.2.14 (Dimensionsformel). Es seien K ein Korper, V ein endlichdi-
mensionaler K-Vektorraum und U, W <g V Untervektorriume. Dann gilt

dim(U +W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
Beweis. Nach Folgerung 7.2.13 gilt (U + W)/W = U/(U N W). Ein Vergleich der
Dimensionen liefert die Behauptung: Man erhélt
dim(U + W) — dim(W) = dim(U) — dim(U N W).
0

Folgerung 7.2.15. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und Vi,Va <gx V Untervektorriume. Dann sind folgende Aussagen
daquivalent:

(i) Bs qilt V=V, @ Va.
(ii) Es gilt V =V1 + Vo und dim(V') = dim(V1) + dim(V3).

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ist ein Speziallfall von Satz 7.1.14. Zur Impli-
kation “(ii)=-(i)”. Die Dimensionsformel liefert
dim(Vy N V) = dim(V4) + dim(V3) — dim(V) = 0.

Das bedeutet V3 NV, = {0y }. Satz 7.1.10 garantiert somit eine direkte Zerlegung
V=Vaol. O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.2.

Aufgabe 7.2.16. Es scien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U <k (V') ein Unter-
vektorraum. Weiter sei (v1,...,v,) eine Basis fiir V' mit Lin(v1,...,v;) NU = {0y} und
Vkt1,...,0n € U. Zeige, dass (v1 + U, ..., vx + U) eine Basis fiir V/U ist.

Aufgabe 7.2.17. Es seien K ein Koérper, ¢: V' — W eine lineare Abbildung von K-
Vektorrdumen und Vy <g V sowie Wy <g W Untervektorrdume. Zeige: Gilt ¢(Vp) C Wo,
so gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢: V/Vy — W/W, mit der das
folgende Diagramm kommutativ wird:

©
Vv—e/Mm W
'L}»—»'L}JﬁVol lw»—)w«kwo

Aufgabe 7.2.18. Esseien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Zeige: Fiir jede Schach-
telung W <k U <k V von Untervektorrdumen hat man einen Isomorphismus

V/W/U/W - VU, (0+ W)+ U/W) — v+U

Aufgabe 7.2.19. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
Vi, ..., Ve <g V Untervektorrdume. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Bsgit V=Vi®...@ V..
(i) Esgilt V=Vi+...4Veund Vin3_,; V; = {0v} fiir jedes 1 <i <.
(i) Esgilt V=Vi+ ...+ V; und dim(V) = dim(V1) + ... + dim(V}.).
Aufgabe 7.2.20 (Ein alternativer Beweis fiir 7.2.14). Es seien K ein Kérper, V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum, U, W <k V Untervektorrdume und (vi,...,v;) eine
Basis fur UNW.

(i) Zeige: Es gibt Basen (v1,..., vk, U1,...,un) fiir U und (vi,..., 0%, w1,..., wn)
fur W.
(ii) Zeige: Die Familie (v1,..., vk, U1, ..., Un, W1, ..., W) ist eine Basis fiir die Sum-

me U + W,
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7.3. Basiswechsel.

Erinnerung 7.3.1 (Koordinaten). Es seien K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum

mit Basis B = (v1,...,v,). Dann besitzt jedes v € V eine eindeutige Darstellung
Vo= X1V A+ ...+ Tp Uy
mit dem Koordinatenvektor z5(v) = (21, ...,x,) € K" Der Ubergang zum Koor-
dinatenvektor definiert einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen:
V — K", v = xg(v).
Satz 7.3.2 (Koordinatenberechnung). Es seien K ein Korper und B = (v1, ..., vy)
eine Basis fiir K™ . Fasst man vy,...,v, als Spalten einer Matriz auf, so gilt fiir
jedes v € K":
rp(v) = (vi,...,v,) " 0

Beweis. Nach Satz 5.2.15 ist die Matrix (vy,...,v,) invertierbar. Mit zg(v) =
(z1,...,2,) haben wir weiter
v = 2101+ ... F Ty = (V1,...,0)  2p(V).

Die Behauptung ergibt sich dann durch Anwenden der Inversen (vy,...,v,)"! auf
diese Gleichung. 0

Erinnerung 7.3.3. Es seien ¢: V' — W eine lineare Abbildung von K-Vektorriu-
men, B = (vy,...,v,) eine Basis fiir V und C = (wy, ..., w,,) eine Basis fiir W. Die
darstellende Matrix von ¢ beziiglich der Basen B und C ist

Még(@) = (:EC((:D(’UI))) R xC(‘p(Un)) ) € Mat(m,n;K)

Die Spalten der Matrix MZ(¢) sind also die Koordinatenvektoren z¢(p(v;)) € K™
der Bilder ¢(vj) der Basisvektoren vj, wobei j = 1,...,n. Weiter hat man ein
kommutatives Diagramm

V w
v o zg(v)li le — zc(w)
K" K™

z = ME(p)x

Definition 7.3.4. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und B sowie B’ Basen fiir V. Dann nennt man M5 (idy) die zu B und B’
gehorige Transformationsmatriz.

Satz 7.3.5 (Transformationsformel fiir Koordinaten). Es seien K ein Kérper, V' ein

endlichdimensionaler K-Vektorraum und B = (v1,...,v,) sowie B = (vi,...,v})
Basen fiir V.. Dann gilt fir jedes v € V:
rp(v) = ME(idy) - 25(v).

Beweis. Da die Identitét ein Isomorphismus ist, muss die Matrix Mg, (idy) inver-
tierbar sein. Die Transformationsformel ergibt sich sofort aus dem kommutativen
Diagramm

% v v
v o mg(v)l’ﬁ &lv — x/(v)
K™ K™

z = ME (idv)-x
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Satz 7.3.6 (Transformationsmatrizenberechnung). Es seien K ein Korper und B =
(v1,...,0,) sSowie B' = (v},...,v]) Basen fir V :=K". Dann gilt

e n

ME(dy) = @),...,v))" - (v1,...,00).

Beweis. Nach Satz 7.3.2 ist die i-te Spalte der Transformationsmatrix M (idy)
gegeben durch

ME (idy) - e; = ME(idvy) - zp(v;) = zp(v;) = (v),...,v,)" v,
Folglich haben die Matrizen ME (idy) und (v}, ...,v},)~1 - (v1,...,v,) die gleichen
Spalten und stimmen somit iiberein. O

Satz 7.3.7 (Transformationsformel fiir Matrizen). Es seien K ein Korper, V ein
endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Basen B, B’ und W ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum mit Basen C, C'. Ist o: V. — W eine lineare Abbildung, so
qgilt

ME(9) = ME(idw) - ME(p) - M (idv)~".
Beweis. Die Transformationsformel fiir die darstellenden Matrizen ergibt sich sofort
aus folgendem kommutativen Diagramm:

T IWCB,/ (p)z

K™ K™
TU =z (v) w rcr(w)T
z > MB (idv)-= %4 4 w z = MS, (idw)-x
K™ K™

z = ME(p)

Man beachte, dabei, dass die Kommutativitit des linken und des rechten Teils
gerade die Aussage von Satz 7.3.5 ist. O

Folgerung 7.3.8. Es seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum mit Basen B und C. Ist ¢: V — V eine lineare Abbildung, so gilt

ME(p) = ME(dy) - Mg(p) - ME(idv) ™"
Beweis. Die Aussage ist ein Spezialfall von Satz 7.3.7. Der besseren Ubersicht hal-
ber fassen wir die Situation nochmals in ein kommutatives Diagramm:

K™ K™
Joo scco oo
z = ME(idy)-x 14 4 14 z = ME(idv)x
lv - s) - ””B(”’l
K™ K™

z = ME(p)x
(]

Folgerung 7.3.9. Es seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum mit Basen B und C. Ist p: V — V eine lineare Abbildung, so gilt

det (M () = det (Mg(p))
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Beweis. Die Aussage ergibt sich direkt aus Folgerung 7.3.8 und dem Determinan-
tenmultiplikationssatz 6.2.10: Es gilt

det (ME(p)) = det (ME(idv) - Mg () - ME (idv) ™)
= det (ME(idv)) det (Mg ()) det (ME (idv) ")
= det (ME(¢)).
O

Definition 7.3.10. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und ¢: V' — V eine lineare Abbildung. Die Determinante von ¢ ist det(p) :=
det (ME(¢)), wobei B eine beliebige Basis fiir V' ist.

Satz 7.3.11. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum
und @: V. — V eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist injektiv.
(i) ¢ ist surjektiv.
(iil) ¢ ist bijektiv.
(iv) ¢ ist ein Isomorphismus.
(v) Es gilt det(p) # Ok.

Beweis. Die Aguivalenz der drei ersten Aussagen haben wir in Folgerung 4.1.12
bewiesen; die Aquivalenz von (iii) und (iv) ist die Aussage von Satz 4.1.14.

Zum Nachweis der Aquivalenz von (iv) und (v) wihle man eine Basis B fiir V. Mit
Satz 4.3.14 und 6.2.9 erhélt man dann:

¢ ist Isomorphismus <= M§(y) ist invertierbar
= det (M§(p)) # Ok

Nach Definition der Determinante von p: V — V ist die letzte Aussage dquivalent
zu (v). O

Satz 7.3.12. Es scien K ein Kirper, V ein K-Vektorraum, B = (v1,...,v,) eine
Basis fir V und ¢: V. — V eine lineare Abbildung. Weiter seien A := Mg(go) und
B € Mat(n, n;K) eine beliebige Matriz. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine Basis C von V mit B = M§(p).
(ii) Es gibt eine invertierbare Matriz S € Mat(n,n;K) mit B=S-A-S~1.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ergibt sich unmittelbar aus Folgerung 7.3.8.
Zur Implikation “(ii)=(i)”. Es sei w; € V der Vektor mit den Koordinaten
zg(w;) = (S71).; beziiglich B. Dann ist C := (wy,...,w,) eine Basis fiir V mit
Transformationsmatrix MZ(idy) = S und Folgerung 7.3.8 liefert B = M§(¢). O

Bemerkung 7.3.13. In vielen Situationen der linearen Algebra tauchen die fol-
genden Fragestellungen auf:

e Gegeben ein Endomorphismus ¢: V' — V| finde eine Basis B fiir V, sodass
MPE(p) eine moglichst einfache Gestalt besitzt.

e Gegeben eine Matrix A, finde eine invertierbare Matrix S, sodass die “Kon-
jugierte” S - A-S~! eine moglichst einfache Gestalt besitzt.

Satz 7.3.12 zeigt, dass die beiden Fragestellungen dquivalent sind. Die zweite Fra-
gestellung nennt man auch das Normalformenproblem fiir Matrizen.
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Ein wichtige Frage im Rahmen des Normalformenproblems ist die Frage nach der
Diagonalisierbarkeit, d.h., die Frage, ob man eine gegebene Matrix durch Konjuga-
tion auf Diagonalgestalt bringen kann, wie etwa im folgenden Beispiel:

32\ ( 8 2\ (3 2\ _ (3 2) ([ 82\ (-1 2
2 1 -6 1 2 1 B 2 1 —6 1 2 -3
(40
o 0 5 )°
Satz 7.3.14. FEs seien V ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler K-

Vektorraum. Weiter sei p: V. — W eine lineare Abbildung und r := dim(Bild(y)).
Dann gibt es Basen B fir V und C fir W mit

ME(p) = (% 8).

Beweis. Wir wéhlen eine Basis (wy,...,w,) fiir Bild(¢). Nach dem Basisergén-
zungssatz 3.4.3 konnen wir diese zu einer Basis

c = (wla"'vw’rva+1a"'7w’m)
fiir W ergiinzen. Weiter wihlen wir Elemente v; € o~ 1(w;) fiir 1 <i < r und eine
Basis (vr41,...,0y) fiir Kern(p) Nach Satz 4.1.10 ist
B = (U1, yUryUpi1yeneyUn)
eine Basis fiir V. Nach Konstruktion gilt ¢(v;) = w; fiir 1 <4 <r und ¢(v;) =0
fiir r +1 < i < n. Folglich hat MZ(p) die gewiinschte Gestalt. O

Folgerung 7.3.15 (Vgl. Satz 5.2.7). Es seien K ein Kdrper und A € Mat(m, n; K)
eine Matrix vom Rang r. Dann gibt es Matrizen S € GL(m,K) und T € GL(n,K)

mat
E. 0
sar - (50).

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢: K® — K", v +— A-v und wéhlen
Basen B fiir K" sowie C fiir K™ wie in Satz 7.3.14. Bezeichnen £ sowie £ die Stan-
dardbasen in K™ bzw. K™, so liefert die Transformationsformel 7.3.7 das gewiinschte
Ergebnis: Es gilt

)

(5 0) = M) = M 0y a0y
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Aufgaben zu Abschnitt 7.3.
Aufgabe 7.3.16. Zeige, dass die folgenden Familien Basen des R sind:

B = ((1,-1,-1), (-1,2,1), (1,—-1,0)),
C = ((2,-3,0), (-1,2,0), (—1,2,1)).
Betrachte die lineare Abbildung ¢: R®* — R?, z + A-z fiir die Matrix
2 0 1
A = 2 2 1
1 0 2

und bestimme die darstellenden Matrizen ME (@), ME (¢) sowie ME ().

Aufgabe 7.3.17. Es seien K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
mit Basen A, B und C. Zeige: Es gilt

M (idv) = ME(dv)- Mg (idv), Mg (idv)™' = MZ(idy).
Aufgabe 7.3.18. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die folgende Relation eine Aquivalenz-
relation auf Mat(n, n; K) ist:

A~B : <+ B=S-A-S8" firein S € GL(n,K).
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8. DIAGONALISIERBARKEIT

8.1. Eigenwerte und Eigenvektoren.

Definition 8.1.1. Es seien K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum und ¢: V. — V
eine lineare Abbildung.

(i) Ein Element A € K heifit Eigenwert von o, falls es ein v € V' gibt mit
v # 0, p(v) = M.

(ii) Ist A € K Eigenwert von ¢, so nennt man v € V einen Eigenvektor zum
Eigenwert A, falls

v # 0, pv) = Ao
Beispiel 8.1.2. Eigenwerte und Eigenvektoren einiger linearer Abbildungen R? —

R2:

(i) Die Spiegelung R? — R?, (21, x2) + (21, —22) an der x1-Achse besitzt die
Eigenwerte
e )\ =1 mit den zugehorigen Eigenvektoren (a,0), a € K*,
e )\ = —1 mit den zugehorigen Eigenvektoren (0,a), a € K*.

(i) Die Achsenstreckung R? — R?, (x1,z2) — (21,2%2) in zo-Richtung besitzt
die Eigenwerte
e )\ =1 mit den zugehorigen Eigenvektoren (a,0), a € K*,
e )\ =2 mit den zugehorigen Eigenvektoren (0,a), a € K*.

‘,

(iii) Die Scherung R? — R?, (21, x2) > (21 + 22, 72) lings der 21-Achse besitzt
den Eigenwert 1; die zugehorigen Eigenvektoren sind (a,0), a € K*.

N )
I/ (=~

Beispiel 8.1.3. Es sei C*°(R) der Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren
Funktionen auf R. Dann ist der Ableitungsoperator
df

D: C*R,R) — C*(R,R), = e
x

eine lineare Abbildung. Die Exponentialfunktion exp: z +— e® ist ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1 in C*°(R), denn es gilt D(exp) = exp.
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Satz 8.1.4. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, ¢: V. — V eine linea-
re Abbildung und M1, ..., A\ € K paarweise verschiedene Figenwerte von . Sind
Figenvektoren v; € V' zu \; gegeben fir 1 < i <r, so ist (vi,...,v,) eine linear
unabhdngige Familie.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion tiber r. Fiir » = 1 haben wir
zu zeigen, dass (v1) eine linear unabhiingige Familie ist. Das gilt jedoch, da vy als
Eigenvektor nicht der Nullvektor ist.

Wir kommen zum Induktionsschritt; die Aussage sei also fiir  — 1 richtig. Dann
ist insbesondere (vy,...,v,_1) linear unabhéngig. Nach Lemma 3.4.2 ist zu zeigen,
dass v, & Lin(vy,...,v,—1) gilt. Andernfalls hiitten wir eine Darstellung

r—1
(8.1.4.1) veo= Y aiv;
1=1

Wegen v, # 0y muss dabei a; # 0 fiir mindestens ein i gelten. Wendet man ¢ auf
diese Darstellung an, so erhélt man

r—1
(8.1.4.2) )\T-UT = Z)\iai-vi.
i=1

Zieht man nun das \,-fache der ersten Gleichung von der zweiten Gleichung ab, so
erhélt man eine Darstellung des Nullvektors
r—1

Oy = Y (A = A)ai)-vi.
i=1
Da (v1,...,v,—1) eine linear unabhéngige Familie in V' ist, schliefen wir aus dieser
Gleichung
(>\r 7)\1)(11 = ... = (AT 7)\7«,1)04«,1 = 0.

Wie vorhin vermerkt, gibt es ein ¢ mit 1 < ¢ < r — 1, sodass a; # 0 gilt. Fiir
dieses 7 gilt dann A, = A;. Das steht im Widerspruch zu der Voraussetzung, dass
ALy ...y A € K paarweise verschieden sind. O

Folgerung 8.1.5. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und ¢: V. — V
eine lineare Abbildung. Dann besitzt ¢ hichstens dim (V') wviele Figenwerte. Gilt
dim (V') < o0, so besitzt ¢ hichstens endlich viele Eigenwerte.

Definition 8.1.6. Es seien K ein Koérper und V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V heilit diagonalisierbar, falls V' eine Basis
aus Eigenvektoren von ¢ besitzt.

Beispiel 8.1.7. Wir betrachten die Spiegelung o: R? — R? an der Geraden R(1, 1)
in R?; explizit ist sie gegeben durch

O‘ZR2 — RQ, ($1,$2) — ($2,$1)

Dann ist v1 := (1,1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 von o, und ve := (1, —1) ein
Eigenvektor zum Eigenwert —1 von o.

—vg = (—1,1)
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Die Familie B = (v, vg) ist eine Basis fiir R2. Also ist die Spiegelung o eine diago-
nalisierbare lineare Abbildung.

Bemerkung 8.1.8. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und ¢: V' — V eine lineare Abbildung.

Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V aus Eigenvektoren v; von ¢ zu Eigenwerten
Ai, so ist die zugehorige darstellende Matrix gegeben durch
Al 0
Mg(p) = 3
0 An

Insbesondere ist eine lineare Abbildung ¢: V' — V genau dann diagonalisierbar,
wenn V eine Basis B besitzt, sodass M5 (i) eine Diagonalmatrix ist.

Beispiel 8.1.9. Wir betrachten nochmals die Spiegelung o: R? — R2? an der Ge-
raden R-(1,1) in R%:

O‘ZR2 — RQ, ($1,$2) — ($2,$1)

Die Matrix dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen Basis € = (eq, e2) ist gege-

ben durch
0 1
i = (g )

Beziiglich der eben diskutierten Basis B = (v1,v2) aus den Vektoren v; = (1,1)
und ve = (1, —1) besitzt o die Matrix

1 0

B —

Bemerkung 8.1.10. Es seien K ein Kérper und A € Mat(n,n; K) eine Matrix.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent, siche Satz 7.3.12:

(i) Die lineare Abbildung pa: K* — K", v — A-v ist diagonalisierbar.
(ii) Es gibt eine Basis B von K", sodass M5 (ua) eine Diagonalmatrix ist.
(iii) Es gibt eine Matrix S € GL(n, K), sodass S-A-S~! Diagonalgestalt besitzt.

Definition 8.1.11. Es sei A € Mat(n,n;K). Die Eigenwerte bzw. Eigenvektoren
von A sind die Eigenwerte bzw. Eigenvektoren von p 4. Man nennt A diagonalisier-
bar, auch diagonalihnlich, falls eine der Aussagen aus Bemerkung 8.1.10 gilt.

Lemma 8.1.12. FEs seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, p: V. — V eine
lineare Abbildung. Zu \ € K sei

W = {veV; p)=Av} C W
(i) Fir jedes A € K ist V ein Untervektorraum von V.

(ii) Es gilt genau dann Vy # {Ov} wenn X ein Eigenwert von ¢ ist.
(i) Vi besteht aus Oy und ggf. den Eigenvektoren von ¢ zum Figenwert .

Beweis. Zu (i). Wir miissen die Axiome eines Untervektorraumes fiir V nachweisen.
Wegen 0y € V), ist (UV1) erfiillt.

Zu (UV2): Es seien zwei Vektoren v,v’ € V) gegeben. Wir miissen v +v' € V)
nachweisen. Das ergibt sich mit

(v +7v) = ) +p) = Xv+ v = X(v+).
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Zu (UV3): Es seien ein Vektor v € V) und ein Element a € K gegeben. Wir miissen
a-v € Vy nachweisen. Das ergibt sich mit

olav) = apv) = a-(Av) = A-(av).
Die verbleibenden Aussagen (ii) und (iii) ergeben sich direkt aus der Definition des
Eigenwertes. (|

Definition 8.1.13. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, p: V — V eine
lineare Abbildung. Den zu A € K gehorigen Eigenraum definiert man als

Vi = {veV; plv) =Av} <x V.
Beispiel 8.1.14. Es seien K ein Korper und V ein nichttrivialer K-Vektorraum.
(i) Die Nullabildung V' — V, v — 0y besitzt Ox als Eigenwert und der zu-
gehorige Eigenraum ist V.

(ii) Die Identitit V' — V| v — v besitzt 1k als Eigenwert und der zugehérige
Eigenraum ist V.

Bemerkung 8.1.15. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, ¢: V' — V eine
lineare Abbildung. Fiir jedes A\ € K gilt

V' = Kern(A-idy — ).
Satz 8.1.16. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, p: V — V eine lineare

Abbildung, und es seien A1, ..., A\ € K paarweise verschiedene Eigenwerte von .
Dann hat man eine direkte Zerlegung

Vs, + ... + W, = Vy @...@V,\T.

Beweis. Nach Definition der direkten Summe miissen wir zeigen, dass fiir jede Fa-
milie (vy,...,v,) mit v; € V), gilt

n+...+v, =0y = v1=...=v.=0y.
Nehmen wir an, nicht alle v; wiirden verschwinden. Sind v, ,...,v;, die nichtver-
schwindenden unter vy, ..., v,, so gilt
1K'Ui1+---+1K'vik = OV-
Das ist widerspricht der durch Satz 8.1.4 garantierten linearen Unabhéngigkeit der
Familie (vj,,...,v;,). O

Satz 8.1.17. FEs seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum,
p: V=V eine lineare Abbildung, und es seien A1,...,\. € K die Figenwerte von
w, wobei A\; # Aj fiir i # j gelte. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) Die Abbildung ¢ ist diagonalisierbar.
(i) Bs gilt V=V, &... 8 V,,.

Beweis. Zu “(i)=-(ii)”. Ist ¢ ist diagonalisierbar, so ist V offensichtlich die Summe
der zugehorigen Eigenrdume. Nach Satz 8.1.16 ist diese Summe direkt.

Zu “(ii)=(1)”. Zu jedem 4 wihlen wir eine Basis fiir V),. Die aus diesen Basen
zusammengesetzte Familie ist eine Basis aus Eigenvektoren fiir V. O



173

Aufgaben zu Abschnitt 8.1.

Aufgabe 8.1.18. Es sei C*°(R) der Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen auf R. Fiir n € N betrachte die Funktion

x

fn: R — R, x — e,
Zeige, dass (f1,..., fooo) eine linear unabhingige Familie in dem Vektorraum C*°(R) ist.
Aufgabe 8.1.19. Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
¢:V — V eine lineare Abbildung mit ¢" := ¢ o...0¢ =0 fiir ein n € Z>¢. Zeige: p ist
genau dann diagonalisierbar, wenn ¢ = 0 gilt.
Aufgabe 8.1.20. Es seien V ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum und ¢: V' — V eine

lineare Abbildung mit ¢ o ¢ = idy. Zeige, dass ¢ diagonalisierbar ist und +1 die einzig
moglichen Eigenwerte von ¢ sind.
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8.2. Polynomring und Koérper der rationalen Funktionen.

Bemerkung 8.2.1. In Konstruktion 3.3.12 hatten wir den Vektorraum der Poly-
nome iiber einem Koérper kennengelernt; insbesondere haben wir dort Summen und
skalare Vielfache von Polynomen definiert. Polynome kann man auch multiplizieren:

(T?+T+1)- (T°-2T—-1) = T'-21°-T°+T*-21° - T+T*-2T -1
= T'-T%-21%"-3T 1.
Konstruktion 8.2.2. Es sei K ein Kérper, und es bezeichne K[T] die Menge aller

Polynome in der Verénderlichen T {iber K. Dann definieren wir eine Addition und
eine Multiplikation auf K[T'] durch

(ZayT"> + (Zb,,T”) =) (ay+b,)T",

veN veEN veEN
<Z a,,TV> . (Z bUT”> = Z e, T, wobel ¢, = Z auby.
veN veN vEN v=p+K

Zusammen mit diesen Verkniipfungen wird K[T] zu einem kommutativen Ring mit
Einselement, dem Polynomring iiber K in der Verdnderlichen 7'; das Nullelement
in K[T] ist Ox7° und das Einselement in K[T] ist 1xT°.

Beweis. Wir miissen die Axiome eines K1-Ringes fiir (K[T7], +, ) nachweisen. Aus
Konstruktion 3.3.12 wissen wir bereits, dass (K[T],+) eine abelsche Gruppe ist.

Zur Kommutativitéit der Multiplikation:

(EN%TU) ' (%b"w) U%(y;ﬂ:“aubn) T
= Z( > buaﬁ) T

veN \v=p+r

- (o) (5]

Zur Assoziativitdt der Multiplikation:

(=) ((zor) (2o7)) = (2=m) (2 0)7)

- Z( S au,( > buc,c>>T”
veN \v=v/+4v// u”:u#»n

-z

veN (U:,,/+,,H+UH/
= Z ( Z ( z a“bn> CV//> s
veEN \v=v/4+v" \v/'=p+r
= (Z ( 2 aubﬁ> T") : <Z CVT“>
veN \v=p+r vEN
() (=) ()

v
a,rb,m cV///) T
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Zur Distributivitdt von Multiplikation und Addition:

(=) ((Bo7)+(52) = 53 me o)

Z ( Z a; by +aucn> T

veN \v=p+kr

- z( S bt X ) r

veN \v=p+kr v=p+kK

S (2 o) ren (2 o)

veN \v=p+r veEN \v=p+r

(5] (57
+ (%%T“> . (’%cm") .

Die Tatsache, dass 1xT° neutrales Element beziiglich der Multiplikation ist, ergibt

sich direkt aus der Definition der Multiplikation. O

Definition 8.2.3. Es seien K ein Korper und f = > a,T" € K[T]. Der Grad von f
ist definiert als

deg(f) = {

Gilt deg(f) =n > 0, so nennt man a,, € K* den Leitkoeffizienten des Polynoms f.
Besitzt f den Leitkoeffizienten 1k, so heif3t f normiert.

Beispiel 8.2.4. Das Polynom 57% — T'+ 1 € Q[T besitzt den Grad 3 und den
Leitkoeffizienten 5.

max(v € N; a, # Og) falls f # Ogpry,
— 00 falls f = OK[T]'

Satz 8.2.5. FEs seien K ein Kiorper und f,g € K[T] Polynome mit deg(g) > 0.
Dann besitzt f eine Darstellung

f = qg+r, mitq,reK[T], wobei deg(r) < deg(g).

Beweis. Es seien m := deg(f) und n := deg(g). Wir beweisen die Existenz der
Darstellung durch Induktion iiber m. Es gilt

f = iapTM; g = ibuTu.
n=0 v=0

Der Fall m < 0 ist einfach: Falls n > 1 gilt, kommt man mit q := Ogjy) und r := f
durch; falls deg(g) = 0 gilt, kommt man mit ¢ := f/g und r := Ok} durch.

Kommen wir zum Induktionsschritt. Im Fall m < n ist f = Ok - g + f die
gewiinschte Darstellung. Fiir den Fall m > n betrachten wir das Polynom

e e
n
Darauf konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, und erhalten eine Dar-
stellung
a
P

n
mit deg(r’) < deg(g). Indem man a,,/b,T™ "¢ auf die rechte Seite bringt, erhlt
man die gewiinschte Darstellung;:

f = (i—me”—l—q’)g—i—r/.
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Definition 8.2.6. Es seien K ein Korper und f = a,T" + ... + ap € K[T] ein
Polynom. Der Wert von f in A € K ist definiert als

fO) = a, \"+...+a € K
Wir nennen ein Korperelement A € K eine Nullstelle des Polynoms f € K[T7, falls
f(A) = 0k gilt.

Satz 8.2.7. Es seien K ein Korper, f € K[T] und A € K. Gilt f(A\) = Ok, so hat
man f = q-(T — \) mit einem Polynom q € K[T].

Beweis. Nach Satz 8.2.5 hat man eine Darstellung f = ¢-(T — \) + r mit r € K.
Wegen f(A) =0 muss r = Og gelten. O

Definition 8.2.8. Ein Integrititsring ist ein kommutativer Ring R mit 1i # Og,
sodass fiir je zwei Elemente a,b € R gilt:

ab =0r — a = 0r oder b = Op.
Beispiel 8.2.9. (i) Der Ring (Z,+,-) ist ein Integritédtsring.
(ii) Jeder Korper ist ein Integritétsring.
(iii) Der Ring (Cy,+,-) ist kein Integritétsring; es gilt dort 2-2 = 0.

Lemma 8.2.10. In jedem Integrititsring R hat man folgende Kiirzungsregel: Sind
a,b,c € R mit ab=ac und a # 0, so gilt b = c.

Beweis. Es seien a,b,c € R mit ab = ac und a # 0. Durch einfache Umformungen
erhalten wir

ab = ac <— ab—ac = 0
<~ alb—c) = 0.

Die letzte Gleichung impliziert a = 0 oder b—c = 0. Ersteres ist nach Voraussetzung
ausgeschlossen. Also gilt b — ¢ = 0. Das impliziert b = c. (I

Satz 8.2.11. Es sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K[T'| ein Integritits-
ring.

Beweis. Es seien nichtriviale Polynome f,g € K[T] gegeben. Dann gilt n :=
deg(f) > 0 und m := deg(g) > 0. Es folgt
n+m-—1
fg = anmeern + Z e, 1",
v=1

wobei a,, € K* bzw. b, € K* die Leitkoeffizienten von f bzw. g bezeichnen. Wegen
anby # Ok erhalten wir f-g # 0. O

Bemerkung 8.2.12 (Bruchrechnen). Wir betrachten die Ringe Z C Q. Die Ele-
mente von Q sind Briiche a/b mit a,b € Z und b # 0. Man hat

ai by

— <~ aq b2 = a2b1 .
az ba

Konstruktion 8.2.13 (Quotientenkérper). Es sei R ein Integritidtsring. Dann de-

finieren wir eine Aquivalenzrelation auf R x (R \ {0}) durch

(al,ag) ~ (bl,bg) < arby = asgby.



178

Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit Q(R), und Aquivalenzklasse
eines Elementes (a,b) mit a/b. Wir definieren Verkniipfungen

b b b
add: Q(R) x Q(R) — Q(R), o . Gztab
a2 ba asby
m ay by ai1by
It: — =2 = 2
ult: Q(R) x Q(R) Q(R), s by ooba

Zusammen mit diesen Verkniipfungen bildet die Menge Q(R) einen Korper, den
Quotientenkorper von R. Die neutralen Elemente sind

Or 1r
Ogry = s lowr) = T

Weiter ist das multiplikative Inverse zu einem Element Ogry # a1/a2 € Q(R)
gegeben durch as/ay.

Beweis. Die Relation “~” ist offensichtlich symmetrisch und reflexiv. Zur Transi-
tivitidt. Wir schreiben a = (a1, aq), etc.. Aus a ~ b und b ~ ¢ ergibt sich
a1b2 = agbl, b102 = bgcl.

Gilt by = Og, so erhalten wir a3 = ¢; = O und somit a ~ ¢. Gilt by # Og, so
multiplizieren wir die beiden obigen Gleichungen miteinander und erhalten

a1b2b102 = agblbgcl.

Wegen b1by # O kénnen wir die Kiirzungsregel anwenden. Das ergibt ajco = ascy.
Wir erhalten also a ~ c.

Der néichste Schritt ist es, die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen auf Q(R) nach-
zuweisen. Zur Addition: Wir miissen zeigen, dass
a1bs + ashy . a'lb’Q + a/lel
a2b2 - a’2b’2
gilt, sobald a ~ a’ und b ~ b’ gelten, wobei wie iiblich a = (a1, az), etc.. Schreiben
wir letztere Aquivalenzen aus, so erhalten wir

/ / / /
ajay = a2aq, b1b2 = bgbl.

Multipliziert man die erste Gleichung mit bob) und die zweite mit asab, so ergibt
sich nach Umsortieren

/AN /AN AN AN
a2b2a1b2 = a2b2a1b2, GQbQGle = a2b2a2b1.

Addition dieser beiden Gleichungen und anschlieflendes Ausklammern von abb)
bzw. asby ergibt die gewiinschte Aquivalenz:

aébé(albg + agbl) = agbg(allbé + a'2b’1)
Zur Multiplikation. Es seien a ~ o/ und b ~ V' gelten, wobei wieder a = (a1, az),
etc.. Dann haben wir
0,1(1/2 = agall, blblz = bell

Multipliziert man diese beiden Gleichungen miteinander, so ergibt sich die ge-
wiinschte Aquivalenz

a1b1 o a’lb’l

- AV
a2b2 a2b2

Es sind nun die Koérperaxiome fiir Q(R) nachzuweisen. Die jeweiligen Kommutativ-
und Assoziativgesetze sowie das Distributivgesetz erhdlt man durch einfache Rech-
nungen. Wir verzichten hier auf die explizite Durchfithrung.
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Die Tatsache, dass Or/1r bzw. 1/l die neutralen Elemente von Addition und
Multiplikation sind, folgt unmittelbar aus der Definition der Verkniipfungen:

Or Lo _ Opaatlpam _ o lp e le;r @

Ir = a2 1ras as’ 1r a2 1ras as
Die multiplikative Inversenbildung in Q(R)\{0g/1r} geht wie folgt: Fiir a1, a2 € R

mit as # 0r hat man
ai a2 _ aiaz Ir
a9 a1 - asa - 1R'

Bemerkung 8.2.14. Es seien R ein Integrititsring und Q(R) sein Quotien-
tenkorper. Dann hat man einen injektiven Ringhomomorphismus
1: R = Q(R), a = —.
Ir
Dariiber kann man den Ring R als Teilmenge seines Quotientenkorpers auffassen:
Man identifiziert a € R mit a/1r € Q(R).

O

Definition 8.2.15. Es sei K ein Korper. Der Kdrper der rationalen Funktionen in
der Verénderlichen T iiber K ist

K(T) = QKI[T]).

Bemerkung 8.2.16. Es sei K ein Korper. Dann ist der Korper der rationalen
Funktionen in der Verénderlichen T {iber K gegeben durch

K(T) = {g; f,9 € K[T], Q#OKM}-

Vermoge f — f/1 konnen wir jedes Polynom f € K[T] als rationale Funktion in
K(T) auffassen.

Umgekehrt kann man auf diese Weise sagen, wann eine rationale Funktion ein
Polynom ist; z.B. gilt dies in Q(T) fiir

T°4+1  T+1

T-1 1
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Aufgaben zu Abschnitt 8.2.
Aufgabe 8.2.17. Zeige: Jeder endliche Integritéitsring ist ein Korper.

Aufgabe 8.2.18. Es sei K ein Korper. Zeige: Die Menge der Einheiten des Polynomrings
K[T] ist gegeben durch K[T]* = {aT°; a € K*}.

Aufgabe 8.2.19. Es seien K ein Koérper und f ein Polynom vom Grad n > 0. Zeige: f
besitzt hochstens n Nullstellen.

Aufgabe 8.2.20. Es sei K ein Kérper. Fiir ein Polynom f =Y a,T" iiber K und b € K
definiert man den Wert von f in b als
f) =) ab” € K

Zeige, dass die folgende Abbildung ein Homomorphismus von Kl1-Ringen ist (auf
Abb(K, K) legt man dabei die punktweisen Verkniipfungen zu Grunde):

®: K[T] — Abb(K,K), [ = [a— f(a)].
Zeige weiter: Die Abbildung & ist genau dann injektiv, wenn der Kérper K unendlich viele
Elemente besitzt.
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8.3. Charakteristisches Polynom und Diagonalisierbarkeit.

Definition 8.3.1. Es seien K ein Korper und A € Mat(n,n; K) eine Matrix. Das
charakteristische Polynom von A ist

Py = det(T-E, — A) € K[T].

Bemerkung 8.3.2. In 8.3.1 wird mit der Matrix B := T-F,, — A € Mat(n,n; K(T))
gearbeitet. Somit ist P4 = det(B) zunichst eine rationale Funktion. Nach Definition
der Determinante hat man

Py = det(B) = Z Sg(U)'blo(l)"'bna(n)'
oceSy

Fiir die Eintrige b, (;y von B gilt bis;) = T — ay, falls 0(i) = i und bip(;) = —aio (i),
falls o(i) # i. Damit sehen wir, dass die rationale Funktion P4 tatséchlich ein
Polynom ist.

Beispiel 8.3.3. Es seien K ein Korper und A € Mat(2, 2; K). Dann ist das charak-
teristische Polynom von A gegeben durch

T—ai1 —aiz
det
( —az1 T —aa )

= (T'—an)(T — az) — aza

Py

= T? —(a11 + ax)T + (a11a22 — aizas;).

Definition 8.3.4. Es seien K ein Korper und A € Mat(n,n; K). Die Spur von A
ist Spur(A) :=a11 + ...+ ann-

Satz 8.3.5. Es seien K ein Korper und A € Mat(n,n; K). Dann ist das charakte-
ristische Polynom von A von der Form

Py = T" — Spur(A)T" ' + ap, oT" 2 4+ ... + auT + (—1)"det(A)

mit Elementen oy, ...,a,—1 € K. Insbesondere ist das Py normiert, d.h., es besitzt
den Leitkoeffizienten 1k, und es gilt deg(Pa) = n.

Beweis. Wir folgern die Aussage direkt aus der Definition der Determinante: Mit
B :=T-FE, — A erhilt man

PA = det(B) = Z sg(o)~b10(1) o 'bno(n)
gES,
= b1 bpn + Z Sg(U)'bla(l) T bna(n)
o#id

= (T*dll)"'(Tfann)+Cn,2Tn72+...+ClT+Co.

Dabei ist fiir jedes o # id der Term biy(1) - byy(n) €in Polynom vom Grad
hochstens n — 2, da es mindestens zwei Indizes i gibt mit o (i) # i.

Ausmultiplizieren von (T' — a11) - - - (T' — apy) liefert die Terme von P4 in den Gra-
den n und n — 1. Weiter erhalten wir den konstanten Term von P4 als den Wert

Pa(0) = det(—A) = (—1)"det(A).
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Satz 8.3.6. Es scien K ein Kirper und A € Mat(n,n;K) eine Matriz. Ist
S € Mat(n,n;K) eine invertierbare Matriz, so besitzen S - A-S™1 und A dasselbe
charakteristische Polynom, d.h., es qilt Pg. 5.5-1 = Pj.

Beweis. Fiir die Matrix T - E,, — S - A-S~! € Mat(n,n; K(T)) erhalten wir

T-E,—-S-A-S' = §.T-E,-S'-§.4.5!
= S (T-E,—A)-S.
Mit dem Determinantenmultiplikationssatz 6.2.10 ergibt sich weiter
PS‘A‘Sfl = det(T~EnfS-A~S_1)
= det (S- (T-E,—A)- S‘l)
= det(S)det(T-E, — A)det(S™1)
det(T-E, — A)
= Py.

O

Folgerung 8.3.7. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler Vektorraum
und B sowie C Basen fir V. Ist p: V — V eine lineare Abbildung, so besitzen die
darstellenden Matrizen ME (o) und M (p) dasselbe charakteristische Polynom.

Beweis. Nach Satz 7.3.8 gilt MS(¢) = S+ ME(p) - S~1 mit einer invertierbaren
Matrix S. g

Definition 8.3.8. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und ¢: V' — V eine lineare Abbildung. Das charakteristische Polynom von ¢
ist P, := P4 € K[T, wobei A = ME(p) die darstellende Matrix von ¢ beziiglich
einer beliebigen Basis B von V ist.

Satz 8.3.9. FEs seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum,
p: V=V eine lineare Abbildung. Dann ist P, ein normiertes Polynom vom Grad
deg(P,) = dim(V'). Weiter sind fiir jedes A € K folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist ein Eigenwert von .
(ii) Es gilt Kern(A-idy — ¢) # {0y }.
(iii) Es gilt det(A\-idy — ¢) = Ok.
(iv) X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms P,.

Beweis. Nach Satz 8.3.5 ist P, normiert, und es gilt deg(P,) = dim(V'). Die Aqui-
valenz der Aussagen (i) und (ii) ergibt sich mit Bemerkung 8.1.15. Die Aquivalenz
von (ii) und (iii) folgt aus Satz 7.3.11.

Um die Aquivalenz von (iii) und (iv) einzusehen, wihlen wir eine Basis B fiir V.
Dann gilt fiir jedes A € K:

P,(\) = det(\-E, — ME(¢)) = det(ME(Midy — ¢)) = det(A-idy — ¢).

Insbesondere ergibt sich damit, dass A € K genau dann Nullstelle von P, ist, wenn
det(/\~idv — QD) = Ok gilt. [l
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Definition 8.3.10. Es seien K ein Kérper und f € K[T] ein Polynom iiber K.

(i) Die Ordnung ordy(f) einer Nullstelle A von f ist das Maximum iiber alle
v € N, sodass es eine Zerlegung f = (T — \)”g mit einem g € K[T] gibt.

(ii) Wir sagen, dass das Polynom f in Linearfaktoren zerfillt, falls es von
folgender Gestalt ist

f = a.(T_)\l)Vl...(T_)\T)VT
mit Korperelementen a € K* und Aq,..., A\, € K sowie positiven Expo-
nenten vy,...,v, € N>j.

Lemma 8.3.11. Es seien K ein Korper, A1, ..., A\ € K mit \; # \; fiir i # j, und
es set ein Polynom

f=(T=X)"(T-\)" € K[T]

mit v1,...,v, € N>y gegeben. Dann sind Aq, ..., N\, genau die Nullstellen von f, es
gilt deg(f) =11 + ...+ v, und man hat v; = ordy,(f).

Beweis. Die beiden ersten Aussagen und v; < ordy, (f) sind klar. Mit v; < ordy, (f)
koénnte man einen Faktor T'— \; von g := f/(T — \;)"* abspalten und erhielte

0k = g(\) = H()\i*Aj)Vj # O,

J#i
wobei letztere Ungleichheit auf A\; # A; fiir ¢ # j zuriickgeht. Damit haben wir
v; < ordy, (f) ausgeschlossen, und es folgt v; = ordy, (f). O

Definition 8.3.12. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum, @: V — V eine lineare Abbildung und A € K ein Eigenwert von ¢.

(i) Die algebraische Vielfachheit von X ist die Ordnung ordy (P, ) der Nullstelle
A des charakteristischen Polynoms F,.

(ii) Die geometrische Vielfachheit von X ist die Dimension dim(Vy) des zu-
gehorigen Eigenraumes V.

Satz 8.3.13. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum,
p: V=V eine lineare Abbildung und A € K ein Eigenwert von ¢. Dann gilt

1 S dlm(V)\) S ord,\(Pq,).

Beweis. Da A ein Eigenwert von ¢ ist, gibt es einen Eigenvektor v # Oy zu .
Folglich gilt 1 < dim(Vy).

Zum Nachweis der zweiten Ungleichung wihlen wir eine Basis (v1,...,vg) fiir den
Eigenraum V). Nach Satz 3.4.3 konnen wir diese Basis zu einer Basis B von V/
ergidnzen. Die zugehorige Matrix fiir ¢ besitzt Blockgestalt
ANE, A
B _ k

mit nicht ndher bekannten Matrizen A und B. Nach Folgerung 6.3.4 ist das cha-
rakteristische Polynom P, somit von der Gestalt

P, = det(T-E, - Mg(p))
—  det((T = A)-Ey)-det(T-Ep_p — B)
_ (T o A)dim(V)\) . Q

mit einem Polynom @ € K[T]. Insbesondere sieht man, dass die Nullstelle A\ von
P, mindestens die Ordnung dim(V)) besitzt. O



186

Bemerkung 8.3.14. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum, ¢: V. — V eine diagonalisierbare lineare Abbildung mit den Eigenwerten
ALy Ay, wobel A\ # A fiir @ # 5.

(i) Der Vektorraum V ist die direkte Summe der zu \; gehérigen Eigenrdume:
V=V,&...0V,,.

(ii) Sind B; Basen der Eigenrdume V),, so gilt mit der daraus zusammenge-
setzten Basis B = (By,...,B,):

A O 0
0
A1
ME(p) =
Ar
.0
0 0 A

(ili) Das charakteristische Polynom P, der linearen Abbildung ¢: V' — V ist
gegeben durch

P,

y = (T— )\l)dim(Vxl) (T — A ) (e)

Insbesondere zerféllt P, in Linearfaktoren und mit Lemma 8.3.11 ergibt

sich dim(V),) = ordy, (P,) fir 1 <i <.

Satz 8.3.15. FEs seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum,
p: V=V eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist diagonalisierbar.
(ii) Das charakteristische Polynom P, zerfillt in Linearfaktoren und es gilt
dim(Vy) = ordx(P,) fiir jeden Eigenwert X von .

Beweis. Bemerkung 8.3.14 liefert “(i)=-(ii)”. Zu “(ii)=-(i)”. Es seien Ay, ..., A, die
Eigenwerte von ¢, wobei A\; # A; fiir © # j gelte. Nach Satz 8.1.16 hat man
Vo= V)\l +...+V)\T = VAI@...EBV)\T.

Das charakteristische Polynom P, besitzt genau die Nullstellen Aq,...,A,. Da es
in Linearfaktoren zerfallt ist es nach Lemma 8.3.11 von der Gestalt

P, = (T- Ap)or (o) o — )\ )yordan (Pe),
Weiter gilt nach Voraussetzung dim(V;) = ordy, (P,) fiir 1 <14 < r. Damit erhalten
wir

dim(V') = Zdim(VM) = Zord,\i(PW) = deg(P,) = dim(V).

Es folgt V/ = V. Nach Satz 8.1.17 ist ¢ diagonalisierbar. O
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Aufgaben zu Abschnitt 8.3.

Aufgabe 8.3.16. Es seien A, B € Mat(n,n;K) und S € GL(n,K) mit B = S-A-S™".
Zeige, dass Spur(B) = Spur(A) gilt.

Aufgabe 8.3.17. Untersuche die Abbildung pa: R® — R3, 2 — A-z auf Diagonalisier-
barkeit fiir

0 1 1 0
A= -1 2 1], A= -1 21
-1 1 2 1
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8.4. Beispiele.

Bemerkung 8.4.1. Es seien K ein Koérper, A € Mat(n,n; K) und pa: K* — K,
v+ A - v die zugehorige lineare Abbildung.

(i) Das charakteristische Polynom der linearen Abbildung 4 (bzw. der Ma-
trix A) ist definiert als

P., = Py = det(TE, — A) € K[T).

(ii) Die Eigenwerte von g4 (bzw. von A) sind die Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms P,, = P4, siehe Satz 8.3.9.

(iii) Der Eigenraum Vy < K" zu einem Eigenwert A von pa (bzw. von A) ist
nach Bemerkung 8.1.15 gegeben durch

Va = Kern(Aidgn — pa) = {z € K" (M\E, —A) -2 =0gn}.

Die letzte Darstellung beschreibt den Eigenraum V) als Losungsmenge
eines homogenen linearen Gleichungssystems.
(iv) Nach Satz 8.3.15 ist die lineare Abbildung pa (bzw. die Matrix A) genau
dann diagonalisierbar, wenn die beiden folgenden Aussagen gelten:
(a) Das charakteristische Polynom P,,, = P, zerfillt in Linearfaktoren.
(b) fiir jeden Eigenwert A von p4 (bzw. A) gilt dim(Vy) = ordy(Pa) .
(v) Ist B = (v1,...,v,) eine Basis fiir K™ aus Eigenvektoren zu den Eigenwer-
ten Ay, ..., A\, von pa (bzw. von A), so gilt
Al 0
S-A-S71 = .

0 An
wobei S die zur kanonischen Basis £ und B gehorige Transformationsma-
trix bezeichnet, siehe Folgerung 7.3.8. Nach Satz 7.3.6 gilt

S = Mg‘(idKrz,) = (’Ul, . ,’Un)_l.

Beispiel 8.4.2. Wir betrachten die Drehung ¢: R? — R? (z1,72) — (—xa,71)

um 90°.
CN LY
\/ NI

Die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der kanonischen Basis £ von R? ist gegeben
durch

A= Mi(p) = <(1) _(1)>,

d.h., wir haben ¢ = p4. Das charakteristische Polynom P, von ¢ ist gegeben durch
T 1 9
P, = Py = det(T-Ey— A) = det T = T°+1.

Offenbar zerfillt P, € R[T] nicht in Linearfaktoren. Folglich ist die Drehung
©: R? — R? um 90° nicht diagonalisierbar.
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Beispiel 8.4.3. Wir betrachten die Scherung ¢: R? — R2, (21, 22) — (21 + 22, 72)

lings der x1-Achse.
CN o )
L/ (=~

Die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der kanonischen Basis £ von R? ist gegeben

durch
11
A= g = (g1 )

d.h., wir haben ¢ = p14. Das charakteristische Polynom P, von ¢ zerfillt in Line-
arfaktoren; es ist gegeben durch

T—-1 -1
P, = Py = det(T-Ey — A) = det< 0 T—1) = (T —1)%

Der einzige Eigenwert ist 1, und es gilt ord;(P,) = 2. Der Eigenraum V; ist der
Losungsraum des Gleichungssystems A-x = x; konkret ist dies gegeben als
T1+T2 = Iy,
Ty = X9.

Man erhélt Vi = R(1,0). Die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes 1 ist daher
dim(Vi) =1 < ordy (P,). Insbesondere ist ¢ nicht diagonalisierbar.

Bemerkung 8.4.4. Die Nullstellen 21, 23 eines Polynomes f = aT?+bT+c € C[T]
vom Grad zwei sind gegeben durch die allgemeine Losungsformel

—b+ Vb? — 4ac
2a '

Fiir Polynome dritten und vierten Grades gibt es ebenfalls (komplizierte) allgemeine
Losungsformeln, in hoheren Graden jedoch nicht mehr.

21,2 =

Bemerkung 8.4.5. Es sei f € K[T] ein Polynom vom Grad mindestens zwei. Ist
eine Nullstelle A € K[T] gegeben, so kann man den entsprechenden Linearfaktor
abspalten, d.h., man findet eine Darstellung

f =9 (T-=X\), wobei g € K[T.

Die weiteren Nullstellen von f sind dann genau die Nullstellen von g. In der Praxis
kann man g durch Polynomdivision berechnen. Wir demonstrieren dies an folgen-
dem Beispiel:

f=T+T*-T—-1 € Q[T

Die Nullstelle \; = 1 sei uns zugefallen, z.B. durch ausprobieren. Wir gewinnen das
gesuchte g = f/(T — 1), indem wir sukzessive den Grad von f verringern durch
Subtraktion geeigneter Vielfacher ¢; von T — 1:

ql::T2a flzf_ql(T_l):2T2_T_1a
QQZZQT, fQZ:fl—QQ-(T—l):T—l,

g3 =1, fs:=fa—q (T'=1)=0.
Mit g:=q1 +q2+q3 =T?+2T + 1 gilt dann f =g (T — 1). Es gilt g = (T'+ 1)?
und somit ist Ay = —1 eine Nullstelle der Odnung 2 von f. Insbesondere sehen wir,

dass f = (T'+1)? - (T — 1) in Linearfaktoren zerfillt.
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Beispiel 8.4.6. Wir betrachten die lineare Abbildung ps: R® — R3,v = A-v,
wobei

-5 4 4
A = -2 1 2
-4 4 3

Das charakteristische Polynom P4 = det(7T"-E5 — A) berechnen wir durch Entwick-
lung nach der ersten Zeile:

T+5 —4 —4
Py = det 2 T-1 —2
4 -4 T-3

= (T'+5)-(T-1)-(T-3) — (=2)-(-4))
—(=4)-(2:(T = 3)(=2)-4)
+(=4)-(2:(-4) —4-(T' - 1))

= T3+T*-T-1

= (T+1)*-(T -1,

wobei die Zerlegung in Linearfaktoren bereits in Bemerkung 8.4.5 diskutiert wurde.
Die Eigenwerte von A und ihre algebraischen Vielfachheiten sind

M o= —1, ord_i(Ps) = 2, Ae =1, ordi(Pa) = L

Wir bestimmen die zugehorigen Eigenrdume. Der Eigenraum V_; ist die Losungs-
menge des linearen Gleichungssytems (—FEs — A)-x = 0, wobei

4 —4 —4
—F3—A = 2 -2 -2
4 —4 —4

Normieren der ersten Zeile und anschlieSendes Subtrahieren des zweifachen der
ersten Zeile von der zweiten sowie Subtrahieren des vierfachen der ersten Zeile von
der dritten bringt die Matrix auf normierte Zeilenstufenform

1 -1 -1
B, = 0 0 0
0 0 0

Die Losungsmenge V_q von (—FE3 — A)-x = 0 stimmt mit der Losungsmenge von
B_1-x =0 iiberein und wir erhalten

Vo1 = Rw +Rewg, mit vy = (1,1,0), Vg = (1,0,1).

Insbesondere haben wir dim(V_1) = ord_1(P4) = 2. Der Eigenraum V; ist die
Losungsmenge des linearen Gleichungssytems (E5 — A)-z = 0 mit

6 —4 —4
Es—A = 2 0 -2
4 —4 -2

Vertauschen der beiden oberen Zeilen, Subtrahieren der ersten von der zweiten,
Subtrahieren der zweiten von der dritten, zweifaches Subtrahieren der ersten von
der zweiten und anschlieBendes Multiplizieren der Zeilen mit 1/2 bringt die Matrix
auf Zeilenstufenform

1
B = 0 -2 1
0
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Die Losungsmenge Vi von (Es — A)-z = 0 stimmt mit der Losungsmenge von
By -x = 0 iiberein und wir erhalten

Vi = Rewg mit vz = (2,1,2).

Mit B := (v1,v2,v3) haben wir also eine Basis aus Eigenvektoren von pa fiir R?
gefunden. Die zur kanonischen Basis £ und B gehorige Transformationsmatrix ist

S = Mg(lde) = (01,1}2,’03)71.

Zur konkreten Berechnung von S fithren wir das Verfahren aus 5.2.16 zur Bestim-
mung der Inversen von (vq, va, v3) durch:

ZOp(1;3,2)

11 2 1 0 0 ZOp(—1:1,2) 1 1 2 1 0 0
10 1 |, 0 1 o0 - 0o -1 -1 |, -1 1 o0
0 1 2 0 0 1 0 1 2 0 0 1
ZOp(1:2,3) 1 1 2 1 0 0

0o -1 -1 |, -1 1 o0

0 1 -1 1 1

Z0p(1:2,1) 1 0 1 0 1 o0

_— 0o -1 -1 |, -1 1 o0

0 0 1 -1 1 1

ZOp(—1:3,1) 1 0 0 10 -1

0o -1 -1 |, -1 1 0

0 0 1 -1 1 1

[=N=N
|
oo
= oo
S~———
//
(I
=N
= =]
|
e
~—

ZOp(—1;2) ((
_—

Dabei ist S = (v1, va, 1}3)_1 die Matrix unten rechts. Zusammenfassend koénnen wir
festhalten:

[=N=N
o~ o
- oo
S~
I/
|
=N
|
=N O
I
[ —
~—
S~

-1 00 1 0 -1
S-A.87t = 0 -1 0 |, mit S = 2 -2 —1
0 0 1 -1 1 1

Bemerkung 8.4.7. Es sei A € Mat(n,n;K) diagonalisierbar und es sei S €
GL(n,K) gegeben, sodass D := S-A-S~! Diagonalgestalt besitzt. Dann kann man
Potenzen A™ bequem berechnen: Es gilt

A" = s~L.pn.s.

Dabei ist D™ die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrégen df;, wobei d;; den i-ten
Diagonaleintrag von D bezeichnet.
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Aufgaben zu Abschnitt 8.4.

Aufgabe 8.4.8. Bestimme eine Matrix S € GL(2,C), sodass S-A-S~! Diagonalgestalt
besitzt, wobei

0 —1
A = ( ) 0) € Mat(2,2;C).
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9. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

9.1. Euklidische Vektorraume.

Bemerkung 9.1.1. Die Linge ||z| eines Vektors x = (x1,22) in R? berechnet man
nach dem Satz von Pythagoras: Es gilt

x2

Bemerkung 9.1.2. Es seien Vektoren x = (21, 2) mit z1, 22 > 0 und y = (y1, y2)
mit 31,72 > 0 in R? gegeben. Wir betrachten die Winkel

a = Z(,T,y), Vo= 4(6153/)‘

Unser Ziel ist es, den Winkel a zu bestimmen. Zunéchst erhalten wir fiir die Winkel
£ und ~:
T T2

= sin = cos S sin

T T

= 92
lyl

Weiter gilt « = v — 8. Unter Verwendung des Additionstheorems fiir den Cosinus
erhalten wir somit

cos(a) = cos(y— )
= cos(y)cos(—B) — sin(y)sin(—p)
= cos(y)cos(B) + sin(y)sin(53)

- oY L2 Y2
lzll Myl lzll Myl
T1Y1 + Tay2

(- llyll

Bemerkung 9.1.3. Fiir je zwei Vektoren z,y € R? definieren wir ihr Standard-
skalarprodukt als

(r,y) = wz1y1 + 2200

In der Situation von Bemerkung 9.1.1 und 9.1.2 kann man dann Lénge und Winkel
berechnen geméss

Izl = Az, 2), Z(z,y) = arccos (M)

[l lyl
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Definition 9.1.4. Es sei V ein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine
Abbildung

(,):VxV = R, (v,w) = {(v,w)
mit folgenden Eigenschaften:
(i) (, ) ist bilinear, d.h., es gilt stets
(av+ad v w = alv,w)+d @, w),
(v,bow+b-w) = blv,w)+b{v,w'),
(ii) (, ) ist symmetrisch, d.h., es gilt stets
(v,wy = (w,v),
(iii) (, ) ist positiv definit, d.h., es gilt stets
(vo) = 0,
(w,0) =0 = ov=0y.

Einen R-Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt ( , ) nennt man einen
euklidischen Vektorrraum.

Beispiel 9.1.5. Das Standardskalarprodukt macht R™ zu einem euklidischen Vek-
torraum; es ist definiert als

R™" x R"™ —» R, (,y) = -y = T1y1+ .. + Tnyn.

Beispiel 9.1.6. Wir betrachten den R-Vektorraum aller stetigen R-wertigen Funk-
tinen auf dem Intervall [0, 1]

C0,1] = {f:[0,1] —» R; f ist stetig },

wobei, wie iiblich, die punktweisen Verkniipfungen zu Grunde gelegt werden. Man
erhélt ein Skalarprodukt auf C[0,1] durch

(frg) = /Of(:c)g(x)dx.

Bemerkung 9.1.7. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).
Ist U <z V ein Untervektorraum, so ist U ein euklidischer Vektorraum mit dem
Skalarprodukt

UxU — R, (v,w) — (v,w).

Definition 9.1.8. Es sei V ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt ( , ). Die
zugehorige Norm ist die Abbildung

V — R, v o= o] =V (v, ).

Beispiel 9.1.9. Die zum Standardskalarprodukt auf R™ gehorige euklidische Norm

ist gegeben durch
R" — R, T = \Jzi 4. 4.

Satz 9.1.10 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Es sei V' ein R-Vektorraum mit
Skalarprodukt { , ) und zugehériger Norm || ||. Dann gilt

2
(w)” <l [lw]?

fiir alle v,w € V. Gleichheit liegt genau dann vor, wenn die Familie (v, w) linear
abhdngig ist.
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Beweis. Fall 1. Es gilt ||v|| = 0. Dann liefert die positive Definitheit v = 0y. Man
hat

(Ov,w)* = (0-0v,w)” = 0 = [[of*[Jw]*.
Somit gilt die Ungleichung im vorliegenden Fall und die Zusatzaussage ist ebenfalls
richtig.
Fall 2. Es gilt ||v|| # 0. Wir fithren zunfichst eine Voriiberlegung durch. Fiir a,b € R
und v, w € V erhélt man
(a-v+bwav+bw = alv,av+bw)+bw,av+bw)
= a*(v,v) + ab(v,w) + ba{w, v) + b*(w,w).
= a*(v,v) + 2ab{v, w) + b*(w, w).

Setzt man in dieser allgemeinen Gleichung a := —(v,w) und b := (v, v), so ergibt
sich
(a-v+bw,av+bw) = (vw () — 2 w)lv,v)(v,w) + (v v)*(w w)

= (v,v) (7<va>2 + ||UH2||MH2) '

Die linke Seite dieser Gleichung ist aufgrund der positiven Definitheit stets nicht-
negativ. Damit erhélt man bereits die gewiinschte Ungleichung.

Ist die Familie (v, w) linear abhéingig, so gilt w = c¢-v, denn wegen (v,v) # 0 hat
man v # Oy. Es folgt
(v,w>2 - <’U,C"U>2

= v, 0)(v,0)

= (v,v){c-v,cv)

= ol flwl?
Gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, so erhalten wir mit a :=
—(v,w) und b := (v,v) gemiB unserer Voriiberlegung die Bedingung

(@otbwavtbw) = (0,0 (=@0) + o> |u]?)
= 0.
Die positive Definitheit liefert a-v + b-w = 0y. Wegen b = (v,v) # 0 ist dies eine
nichttriviale Linearkombination, d.h., (v, w) ist linear abhéngig. O

Folgerung 9.1.11. Es sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ). Dann
besitzt die zugehirige Norm || || folgende Figenschaften:

(i) Fir allev eV gilt ||v]] >0 und |[v]] =0 = v =0y.

(i) Fir alle v €V gilt ||c-v|| = |¢]||v]-
(iii) Fir alle v,w € V gilt die Dreiecksungleichung [|v + w|| < [|v]| + [Jw]].

Beweis. Die beiden ersten Aussagen ergeben sich sofort aus den entsprechenden
Eigenschaften des Skalarproduktes. Die Dreiecksungleichung verifiziert man mit
Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung: Es gilt

lv+w|®> = (u+wv+w)
[Vl + 2¢v, w) + [lw]®
[l + 2lfv]l [l + [lwl]|?
(vl + flwl)?.

IN
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Definition 9.1.12. Es sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (, ) und zu-
gehoriger Norm || ||. Die Léinge eines Vektors v € V' definiert man als ||v||, und den
Winkel zwischen zwei Vektoren Oy # v, w € V definiert man als

L) o= anecos (il

Bemerkung 9.1.13. Fiir den in Definition 9.1.12 eingefiihrten Léngenbegriff be-
sagt die Dreicksungleichung ||v + w|| < [jv]| + ||Jw]||, dass der “direkte Weg von Oy
zu v + w hochstens so lang ist, wie der Umweg iiber v”.

v+ w

Der in Definition 9.1.12 eingefithrte Winkelbegriff ist wohldefiniert; die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung garantiert, dass das Argument der Arcuscosinusfunktion
betragsméflig durch Eins beschrankt ist.

Definition 9.1.14. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).

(i) Wir nennen zwei Vektoren v,w € V orthogonal zueinander, in Zeichen
v L w, falls (v,w) = 0 gilt.

(ii) Es sei U C V eine Teilmenge. Das orthogonale Komplement von U in V
ist die Teilmenge

Ut = {veV;v LufiralleueU} C V.

Satz 9.1.15. FEs sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ), und
es sei U C V eine Teilmenge. Dann ist UL ein Untervektorraum von V.

Beweis. Wegen Oy € U~ ist das Axiom (UV1) erfiillt. Fiir den Nachweis von (UV2)
seien v,v’ € UL gegeben. Dann gilt fiir alle u € U:

(v+vu) = (v,u)+ ¥, u) = 0.
Fiir den Nachweis von (UV3) seien v € U+ und a € R gegeben. Dann gilt fiir alle
ueU:
(a-v' u)y = alv,u) = 0.
O
Beispiel 9.1.16. Wir betrachten R? mit dem Standardskalarprodukt. Dann gilt
fiir je zwei nichttriviale Vektoren v,w € R?:
vlw <<= vjw;+vowy = 0
<~ (wi,w2) = c-(v2, —v1) mit einem ¢ € R*.
Damit erhélt man beispielsweise, dass das orthogonale Komplement der Geraden
U :=R-(1,2) in R? gegeben ist als UL =R-(-2,1).
U

UL
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Aufgaben zu Abschnitt 9.1.

Aufgabe 9.1.17. Es sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalar-
produkt (, ). Zeige: Man hat einen Isomorphismus von R-Vektorrdumen:

V — Hom(V,R), u = [ve (u,v)].

Aufgabe 9.1.18. Zeige, dass in Beispiel 9.1.6 tatsichlich ein Skalarprodukt definiert
wird. Zeige weiter, dass fiir je zwei stetige Funktionen f, g: [0,1] — R gilt:

/ @) de < \/</0 lf(:c)?dx)-(/o 1g(x)2dx>-
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9.2. Orthonormalbasen.

Definition 9.2.1. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).
Eine Basis (v1, ..., vy,) fiir V nennt man Orthonormalbasis, falls fir je zwei 4, j gilt

L, i=y,

0, i#j.

Beispiel 9.2.2. Versiecht man R™ mit dem Standardskalarprodukt, so ist die Stan-
dardbasis (eq, ..., ey) eine Orthonormalbasis.

(vi,v5) = i = {

Satz 9.2.3. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt { , ), und es
sei B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis fiir V. Dann gilt:

(i) Die Entwicklung eines beliebigen v € V' beziiglich B ist gegeben durch
v = (vyu)v1 + ... + (V) Vp.
(ii) Fiir je zwei Vektoren v =3 a;-v; und w =Y b;-v; aus V gilt
(v,w) = a2g() - zp(w) = a1by + ...+ anby.
Beweis. Zu (i). Es sei xzg(v) = (a1,...,a,). Dann ist zu zeigen, dass (v,v;) = a;
gilt. Das folgt mit
(v,v;) = (a1 v1+ ...+ anVp,v;) = a1V, V) + ...+ ap(vp,v;) = a;.

Zu (ii). Die Aussage erhilt man ohne Schwierigkeiten durch “bilineares Ausmulti-
plizieren”. Es gilt

<’U,’w> = <Zai-vi,2bj-vj> = Zaibj<vi,vj> = arbi +... 4+ ayb,.
i J

4,9
O

Satz 9.2.4 (Gram-Schmidt-Verfahren). Es sei V' ein euklidischer Vektorrauwm mit
Skalarprodukt { , ). Weiter seien B = (v1,...,v,) eine linear unabhingige Familie
in V und

Uy = H1711H ‘w1,  wobei up = w1,

Uy = Hﬁlzl\ ‘Uz, wobei Uy = wvo — (Vo,u1)-uq,

Up = Hﬂlnl\ Up, wobei U, = v, — 2?2—11 (U, Wi - s
Dann ist die Familie (uy,...,u,) eine Orthonormalbasis fir Lin(B). Insbesondere
ist (ug,...,u,) eine Orthonormalbasis fiir V., falls B eine Basis fiir V ist.

Lemma 9.2.5. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ), und
es seien Vektoren ui, ..., ur mit u; # Oy und w; L u; fir i # j gegeben. Dann ist
die Familie (uq,...,ux) linear unabhdingig.
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Beweis. Es sei eine Linearkombination ay-uy + ... 4+ ag-ur = Oy gegeben. Dann
erhalten wir fiir jedes i:
0 = (ar1-ur+ ...+ ap-uk,u;) = a;{u;,u;)

Wegen u; # 0y gilt (u;, u;) # 0, und es folgt a; = 0 fiir jedes 1 < i < k. Das beweist
die lineare Unabhéngigkeit. (]

Beweis von Satz 9.2.4. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber n. Der
Fall n =1 ist einfach; es gilt

(1) < - > L (o)
Uuy,uy) = TV, T = T 5 \V1,V1) =
floa |l o1l [l |2

Wir kommen zum Induktionsschritt. Nach Induktionsannahme ist (uq,...,up—1)
eine Orthonormalbasis fiir Lin(vy,...,v,—1). Wir zeigen zunichst, dass u, # Oy
gilt. Andernfalls hiatten wir u,, = Oy und somit

1

n
v, = (U, ui)-u; € Lin(vy,...,v5p—1);

=1

Widerspruch zur linearen Unabhiingigkeit von (v1,...,v,). Mit @, # Oy erhalten
wir wie vorhin

1 1 1
<unaun> = <~—ana = an> = ~—<anaan> = L
([ [[un|| @2

Fiir den Nachweis der verbleibenden Orthogonalitétsrelationen geniigt es zu zeigen,
dass (un,u;) = 0 fir alle 1 < j < n gilt. Zunéchst vermerken wir

(Un,u;) = <vn - i <vn,ui>~ui,uj>

i=1

Damit erhalten wir fiir jedes 1 < j < n:

1 1
(Un,uj) = <—-un, uj> = ——(Un,u;) = 0.

[t |

Nach Lemma 9.2.5 ist die Familie (uy,...,u,) linear unabhingig. Weiter gilt
Uty ..., U, € Lin(B) und somit Lin(ug,...,u,) C Lin(B). Wegen dim(Lin(B)) = n
muss (u1,...,u,) eine Basis fiir Lin(B) sein, sieche Satz 3.4.9. O

Satz 9.2.6. Es scien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit Ska-
larprodukt ( , ) und U <g V ein Untervektorraum. Dann besitzt V eine Orthonor-
malbasis (uy, ..., u,) mit

U = Lin(uy,...,ux), Ut = Lin(upgt,...,un)

fir ein 1 < k < n. Weiter hat man eine direkte Zerlegqung V. = U ® U~+. Die
zugehorigen Projektionen auf die Komponenten U bzw. U+ sind gegeben durch

Py:V = U~ v = (vu)us+ ...+ (v,ug) ug,
Pyi:V — UL, v o= (U Ukg1) U1 (U, U ) U
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Beweis. Wir wihlen eine Basis (v1,...,v;) fiir V und ergénzen sie mit Satz 3.4.3
zu einer Basis (v1, ..., v,) von V. Das Gram-Schmidt-Verfahren 9.2.4 macht daraus
eine Orthonormalbasis (u1, ..., u,) mit U = Lin(uy, ..., ug).

Es gilt UN UL = {0y}, denn fiir jedes u € U N U+ gilt v L u, d.h., man hat
(u,u) = 0 und somit u = Oy. Mit der Dimensionsformel 7.2.14 erhalten wir

dim(U+) = dim(U 4+ U*L) —dim(U) < n—k.
Wegen uj41,...,u, € Ut gilt sogar Gleichheit. Es folgt Ut = Lin(ugy1, ..., un)
und V = U @ U~. Die Aussage iiber die Projektionen folgt aus Satz 9.2.3 (i). O
Bemerkung 9.2.7. In der Situation von Satz 9.2.6 nennt man Py: V — U bzw.
Pyi:V — Ut auch die Orthogonalprojektionen auf U bzw. UL. Es gilt stets
Py + Py = idy.

Orthogonalprojektionen tauchen im Gram-Schmidt-Verfahren auf: Man gewinnt
den Vektor uy als

’Ek = VUV — PUK. (’Uk) = PUkL (’Uk)
mit den beiden Orthogonalprojektionen Py, : V' — Uy := Lin(vy,...,v5—1) bzw.
Py V= Ui-. Hier das Verfahren nocheinmal im Bild:

v2 v2

Us = PU2L (v2) N\

Definition 9.2.8. Es seien V', W euklidische Vektorraume mit Skalarprodukten
(, )y baw. (, )y - Eine lineare Abbildung ¢: V' — W heiit Isometrie, falls

(o), o)) = (v,v), fiir alle v,0" € V.

Bemerkung 9.2.9. Es seien V und W euklidische Vektorrdume. Ist ¢: V. — W
eine Isometrie, so ist ¢ injektiv, denn es gilt

pv) =0w = 0=(p(v),p(v)) =(v,v) = v=0v.

Insbesondere ist jede Isometrie ¢: V' — V eines endlichdimensionalen euklidischen
Vektorraumes V ein Isomorphismus.

Definition 9.2.10. Eine Matrix A € Mat(n,n;R) heifit orthogonal, falls sie inver-
tierbar ist und A= = A? gilt.
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Satz 9.2.11. Wir versehen R™ mit dem Standardskalarprodukt. Dann sind fiir
A € Mat(n,n;R) folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist orthogonal.
(ii) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R™.
(iii) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von R™.

Beweis. Die i-te Zeile von A? ist die i-te Spalte von A. Die Aquivalenz von (i)
und (ii) ergibt sich daher aus

At A = E, g AM‘-A*J‘ = 61']‘.

Weiter ist die j-te Spalte von A* die j-te Zeile von A. Die Aquivalenz von (i) und
(iii) ergibt sich somit aus

A-At = En <~ Ai* -Aj* = 61']‘.
O
Beispiel 9.2.12. Fiir jeden Winkel 0 < a < 27 erhiilt man orthogonale (2 x 2)-

Matrizen:
cosa  —sina cosa  sina
sinaw  cosa ’ sina —cosa /)’
Satz 9.2.13. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt { , ) und

einer Orthonormalbasis B = (vy,...,vy,). Weiter sei o: V. — V eine lineare Abbil-
dung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Abbildung ¢:V — V ist eine Isometrie.
(ii) C = (e(v1),...,0(vy)) ist eine Orthonormalbasis fiir V.
(iii) Die darstellende Matriz ME () ist orthogonal.

Beweis. Die Implikation “(i)=(ii)” ist klar. Zum Nachweis von “(ii)=(i)” seien
v,v" € V gegeben. Sind v =Y a;-v; und v’ =Y b;-v; die Entwicklungen beziiglich
B, so erhalten wir mit Satz 9.2.3 (ii)

()o@ = (¢(Xarv) o (X bivi))
= <Zai'<,0(’0i)azbj'90(vj)>

aiby + ...+ a,b,

= (v,v).

Zu “(ii)=(iii)”. Nach Satz 9.2.11 geniigt es zu zeigen, dass die Spalten von Mg (¢)
eine Orthonormalbasis von R™ bilden. Das ergibt sich mit Satz 9.2.3: Es gilt
bij = (p(vi) () = ws(p(vi)) - 5 (P (v;))-

Zu “(iil)=-(ii)". Ist ME(p) orthogonal, so bilden ihre Spalten nach Satz 9.2.11 eine
Orthonormalbasis von R™. Mit Satz 9.2.3 folgt

oi = wp(p(vi)) - ws(p(v;)) = (p(vi), p(v))).
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Aufgaben zu Abschnitt 9.2.

Aufgabe 9.2.14. Wende das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungverfahren an auf
die Basis (v1,v2,v3) des R3, wobei

v = (1,1,1), ve = (1,1,0), vz = (1,0,0).
Aufgabe 9.2.15. Es sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalar-
produkt (, ) und es sei U C V eine Teilmenge. Zeige: Es gilt

(UH* = Lin(U).
Aufgabe 9.2.16. Es sei A € Mat(n,n;R) eine orthogonale Matrix. Zeige: Ist A € R ein
Eigenwert von A, so gilt A = £1.
Aufgabe 9.2.17. Es sei A € Mat(2,2;R) eine orthogonale Matrix. Zeige: Es gibt ein
0 < a <271 mit

A = ( Cos @ —sma) oder A = ( COs & S & )

sina  cosa sina —cosa

Aufgabe 9.2.18. Betrachte R® mit dem Standardskalarprodukt. Zeige: Ist ¢: R® — R?
eine Isometrie, so gibt es eine Orthonormalbasis B von R® mit

MgB(p) = ( :lz)l ,(31 ), wobei A € Mat(2,2;R) orthogonal.

Hinweis: Das charakteristische Polynom von ¢ ist ein reelles Polynom dritten Grades und
besitzt somit (mindestens) eine reelle Nullstelle.

Aufgabe 9.2.19. Zeige: Die orthogonalen (n x n)-Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n,R).
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9.3. Unitiare Vektorriaume.

Erinnerung 9.3.1 (Komplexe Zahlen). Jede komplexe Zahl z = (z,y) € C mit
z,y € R kann man schreiben als

z = x+ 1y,
wobei I = (0,1) € C die imaginére Einheit ist. Man nennt R(z) := x den Realteil

von z und (z) := y den Imagindrteil von z. Die Konjugation

C — C, z=ax+1ly — Z:=x—1y

ist ein bijektiver Homomorphismus des Korpers C. Fiir jedes z € C gelten folgende
Aussagen

*Z=72z,

o z+7Z=2R(2),

o z—z=2I-3(z),

o zistreell <= Q(2) =0 <= z=7Z.

Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl z = z+ Iy mit x,y € R ist die nichtnegative

reelle Zahl
lz| == Va2 +9y2 = V2z

Definition 9.3.2. Ein hermitesches Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V ist
eine Abbildung
(,):VxV = C, (v,w) = (v, w).
mit folgenden Eigenschaften:
(i) (, ) ist linear in der ersten Komponente, d.h., es gilt stets
(a-v+bv w)y = alv,w)+ b w).
(ii) (, ) ist antilinear in der zweiten Komponente, d.h., es gilt stets
(v,a-w+bw') = @lv,w)+blv,w).
(i) (, ) ist hermitesch, d.h., es gilt stets
(vw) = Two).
(iv) (, ) ist positiv definit, d.h., es gilt stets
(v,v) € Rxy, (v,) =0 = v =0y.

Einen C-Vektorraum V zusammen mit einem hermiteschen Skalarprodukt nennt
man einen unitdren Vektorraum.

Beispiel 9.3.3. Das hermitesche Standardskalarprodukt macht C"™ zu einem
unitdren Vektorraum; es ist definiert als

C*"xC"— C, (z,w) & z2-W = 201 + ...+ 2,Wn-

Definition 9.3.4. Es sei V ein C-Vektorraum mit einem hermiteschen Skalarpro-
dukt ( , ). Die zugehorige Norm ist die Abbildung

V — R, v o= o] =V (v, ).

Satz 9.3.5 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Es sei V' ein C-Vektorraum mit
hermiteschem Skalarprodukt ( , ) und zugehdriger Norm || ||. Dann gilt

(w){v,w) < ol? - JJw]?

fiir alle v,w € V. Gleichheit liegt genau dann vor, wenn die Familie (v, w) linear
abhdngig ist.
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Beweis. Fall 1. Es gilt ||v|| = 0. Dann liefert die positive Definitheit v = 0y. Es
folgt, dass beide Seiten der Ungleichung verschwinden und die Zusatzaussage ist
ebenfalls richtig.

Fall 2. Es gilt ||v]| # 0. Wir fithren zunéchst eine Voriiberlegung durch. Fiir a,b € C
und v, w € V erhélt man:

(a-v+bw,av+bw) = alv,av+bw)+bw,av+bw)
= aa(v,v) + ab{v,w) + ba(w, v) + bb{w,w).

+ ab(v, w) + ba(v, w) + bb(w, w).

\
o

v,V

3

a
(v, v)
= aa(v,v) + ab(v,w) + ab(v,w) + bb{w, w).
= aa(v,v) + 2R(ab(v,w)) + bb{w, w).

Setzt man in dieser Gleichung a = —(v,w) und b = (v, v), so erhilt man fiir den
Vektor v :=a-v+ b-w

(wu) = (v, w){v,w){v,v) = 2R((v, W) (v, v) (v, w)) + (v,0)(v, v) (w, w)
= —(v,0){v,w)(v,w) + (v, vV} {v,v) (W, w).

—~

Dabei gilt 0 < (u,u) und (v,v) > 0. Daraus ergibt sich bereits die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung.

Ist die Familie (v, w) linear abhéingig, so gilt w = ¢-v, denn wegen (v,v) # 0 hat
man v # Oy. Es folgt

I
Q

(v, v){w, w)

= |l Jlwl.

Gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, so erhalten wir mit a =
—(v,w) und b = (v,v) nach unserer Voriiberlegung

(a-v+bw,av+bw) = aalv,v)+ 2R(ablv,w)) + bb{w, w)
= (0,0) (I el = (v, ) (v, w0))
= 0.

Die positive Definitheit liefert a-v + b-w = 0y. Wegen b = (v,v) # 0 ist dies eine
nichttriviale Linearkombination, d.h., (v, w) ist linear abhéngig. (I

Folgerung 9.3.6. Es sei V' ein C-Vektorraum mit hermiteschem Skalarprodukt
(', ). Dann besitzt die zugehérige Norm || || folgende FEigenschaften:

(i) Fir allev eV gilt [|[v]| >0 und ||v|]| =0 = v =0y.
(ii) Fir alle v €V gilt ||c-v]| = |¢|||v].
(iii) Fir alle v,w € V gilt die Dreiecksungleichung ||v + w|| < |jv]| + [|w]].
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Beweis. Die beiden ersten Eigenschaften ergeben sich sofort aus den entsprechen-
den Eigenschaften des hermiteschen Skalarproduktes. Die Dreiecksungleichung veri-
fiziert man mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung: Es gilt
lv+wl® = (v+wv+w)
= [ol* +2R((v, w)) + [|wl|?

[ + 24/ (v, w) (v, w) + [|wl]|?

<
< ol +2foflflwll + [lw]f?

(ol + flwl)?.
O

Definition 9.3.7. Es sei V ein unitdrer Vektorraum mit hermiteschem Skalarpro-
dukt (, ).

(i) Wir nennen zwei Vektoren v,w € V orthogonal zueinander, in Zeichen
v L w, falls (v,w) =0 gilt.

(ii) Es sei U C V eine Teilmenge. Das orthogonale Komplement von U in V
ist die Teilmenge

Ut = {veV;v LufiralleueU} C V.

Satz 9.3.8. Es sei V' ein unitdrer Vektorraum mit hermiteschem Skalarprodukt
(, ), und es sei U C 'V eine Teilmenge. Dann ist UL ein Untervektorraum von V.

Beweis. Satz 9.1.15 lieferte die entsprechende Aussage fiir euklidische Vektorrdume;
der Beweis lédsst sich wortlich iibernehmen. O

Definition 9.3.9. Es sei V ein unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ). Eine
Basis (v1, ..., v,) fiir V nennt man Orthonormalbasis, falls fiir je zwei i, j gilt
1, 1=y,
v, V) = 0;j =
< T J> (¥ {0’ Z#]
Beispiel 9.3.10. Versieht man C” mit dem hermiteschen Standardskalarprodukt,
so ist die Standardbasis (eq, ..., ey,) eine Orthonormalbasis.

Satz 9.3.11. Es sei V ein unitirer Vektorraum mit hermiteschem Skalarprodukt
(, ), und es sei B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis fir V.. Dann gilt:

(i) Die Entwicklung eines beliebigen v € V' beziiglich B gegeben durch
v o= (v,v1)v1 + ... + (V,U,) V.
(il) Fiir je zwei Vektoren v =3 a;-v; und w =Y b;-v; aus V gilt
(v,w) = x5(v) m = a1by + ...+ apby,.
Beweis. Zu (i). Es sei 25(v) = (a1,...,a,). Dann ist zu zeigen, dass (v,v;) = a;
gilt. Das folgt mit
(v,v;) = (a1 v1+ ...+ anUp,v;) = a1V, V) + ...+ an(vp, V) = a;.

Zu (ii). Die Aussage erhilt man ohne Schwierigkeiten durch “sesquilineares Aus-
multiplizieren”. Es gilt

(v,wy = <Zai-vi,2bj-vj> = Zaib_j<vi,vj> = a1by+...+anby.
i J

]
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Satz 9.3.12 (Gram-Schmidt-Verfahren). Es sei V' ein unitirer Vektorraum mit
hermiteschem Skalarprodukt ( , ). Weiter seien B = (v1,...,vy) eine linear un-
abhdngige Familie in 'V und

R 1 .~ ;o -
up = U wobei uy : V1,
1~ s
up = U wobei us = vy — (va,u1)-u,
. 1 ~ s~ L n—1 . )
Un = [ Un, wobei  Up = vp — iy (U, Ui) Uy
Dann ist die Familie (uy,...,u,) eine Orthonormalbasis fir Lin(B). Insbesondere
ist (ug,...,u,) eine Orthonormalbasis fir V, falls B eine Basis fiir V ist.

Beweis. Der Beweis des euklidischen Analogons 9.2.4 verwendet nur Linearitdt in
der ersten Komponente und positive Definitheit; man kann ihn wortlich iiberneh-
men. 0

Satz 9.3.13. FEs seien V ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum mit her-
miteschem Skalarprodukt (|, ) und U <g V ein Untervektorraum. Dann besitzt V
eine Orthonormalbasis (u1, ..., u,) mit

U = Lin(uy,...,ux), Ut = Lin(upgt,...,un)

fir ein 1 < k < n. Weiter hat man eine direkte Zerlegung V. = U @ U~+. Die
zugehdrigen Projektionen auf die Komponenten U bzw. U+ sind gegeben durch

Py:V = U, v o= (vyur)ug .+ (0 ug) U,
Py:V — UL, v o= (O, U1 ) U1 F o (0 U ) U
Beweis. Siehe Beweis von Satz 9.2.6. O

Definition 9.3.14. Es seien V', W unitdre Vektorrdume mit hermiteschen Skalar-
produkten (, ), bzw. (, ). Eine lineare Abbildung ¢: V' — W heiit Isometrie,
falls

(o), p(V" )y = (v,0")y, fiir alle v, € V.
Definition 9.3.15. Eine Matrix A = (a;;) € Mat(n, n;C) heifit unitdir, falls sie
invertierbar ist und A= = A" gilt mit A := (@;).
Satz 9.3.16. Wir versehen C™ mit dem hermiteschen Standardskalarprodukt. Dann
sind fir A € Mat(n,n; C) folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist unitir.
(ii) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von C™.
(iii) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von C™.

Beweis. Die i-te Zeile von A  ist die i-te Spalte von A. Die Aquivalenz von (i)
und (ii) ergibt sich daher aus

< A*z . Z*j = 5@'
Weiter ist die j-te Spalte von A’ die j-te Zeile von A. Die Aquivalenz von (i) und

(iii) ergibt sich somit aus
—t J—

A-A = E, aad Ai*-Aj* = 6ij-



211

Satz 9.3.17. Es sei V ein unitirer Vektorraum mit hermiteschem Skalarprodukt
(, ) und einer Orthonormalbasis B = (v1,...,v,). Weiter sei p: V. — V eine
lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Abbildung v: V — V ist eine Isometrie.
(ii) (p(v1),...,p(vy)) ist eine Orthonormalbasis fir V.
(iii) Die darstellende Matriz ME(yp) ist unitdr.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ist offensichtlich. Zum Nachweis der Umkehrung
“(ii)=(i)” seien v,v" € V gegeben. Wir betrachten die Entwicklungen v = > a;-v;
und v" = )" bjv; beziiglich B. Nach Satz 9.3.11 (ii) gilt dann

(o) = (¢(Xarv) ¢ (X bivi))
<Z ai-o(v;), ij'@(vj)>

ala+...+ana

= (v,0).

Zu “(ii)=>(iii)”. Nach Satz 9.3.16 geniigt es zu zeigen, dass die Spalten von M5 (¢)
eine Orthonormalbasis von C™ bilden. Das ergibt sich mit Satz 9.3.11: Es gilt

dij = (p(vi); p(v;)) = zB(p(vi)) - x5(p(v)))-

Zu “(iii)=>(ii)”. Ist ME(¢) unitir, so bilden ihre Spalten nach Satz 9.3.16 eine
Orthonormalbasis von C™. Mit Satz 9.3.11 folgt

6ij = wp(p(vi)) - ws(p(v;)) = (p(vi), p(v))).
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Aufgaben zu Abschnitt 9.3.

Aufgabe 9.3.18. Zeige: Die unitdren (n x n)-Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n,C).

Aufgabe 9.3.19. Es seien V' ein unitérer Vektorraum und ¢: V' — V eine Isometrie.
Zeige: Fiir jeden Eigenwert A € C von ¢ gilt |A| = 1.
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9.4. Selbstadjungierte Endomorphismen.

Definition 9.4.1. Es sei V ein unitdrer Vektorraum mit hermiteschem Skalarpro-
dukt (, ). Ein Endomorphismus ¢: V' — V heifit selbstadjungiert, falls fiir alle
v,w €V gilt

(p(v),w) = (v, p(w)).
Definition 9.4.2. Eine Matrix A = (a;;) € Mat(n,n;C) heifit hermitesch, falls
A=A gilt, d.h., falls a;; = @j; fiir alle 1 <4,5 < n gilt.
Satz 9.4.3. Es seien V' ein unitdirer Vektorraum und B = (v1,...,v,) eine Ortho-

normalbasis fir V. Fir jeden Endomorphismus o: V — V sind folgende Aussagen
daquivalent:

(i) ¢: V =V ist selbstadjungiert.

(ii) ME(yp) ist hermitesch.
Bemerkung 9.4.4. Es sei K ein Korper. Einen Vektor x € K™ kann man auch als
(n x 1)-Matrix iiber K aufassen:

Z1

In

Auf diese Weise kann man die Anwendung von z € K" auf y € K™ als Matrizen-
produkt z¢ - y und Matrix-Vektor-Produkte A - z als Matrizenprodukte auffassen.

Beweis von Satz 9.4.3. Wir setzen A := ME(p). Da B eine Orthonormalbasis fiir
V' ist, erhalten wir mit Satz 9.3.11 fiir beliebige v, w € V:

(p(v),w) = zp(p®))" - z5(w)
= (A -25(v)" - zp(w)
= a(v)" - A" zp(w)

= x5(v) A xp(w),

(v, p(w)) = wp(v)" - A-zp(w).
Damit ergibt sich die Implikation “(ii)=-(i)”. Die Implikation “(i)=-(ii)” erhélt man
durch Einsetzen von v = v; und w = v;: Mit 25(v;) = e; und x(v;) = e; folgt

a; = (A x(vy)" - zp(vi) = zp(v;)" - A-x5(vi) = a.
0

Satz 9.4.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, und es sei
p: V=V e selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gilt:

(i) Jeder Figenwert von ¢ ist reell.
(ii) V besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von .

Satz 9.4.6 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom f €
C[T] zerfillt in Linearfaktoren.

Beweis von Satz 9.4.5. Zu (1). Es sei A € C ein Eigenwert von ¢, und es seiv € V
ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

AMv,v) = (Av,0) = (p),0) = (v,0(v) = (v,A0) = Aov,0).
Wegen (v,v) # 0 kénnen wir daraus A = X schliessen. Folglich ist der Eigenwert A
reell.
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Zu (ii). Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n := dim(V). Im Falln = 1
ist nichts zu zeigen.

Zum Induktionsschritt. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das charak-
teristische Polynom P, in Linearfaktoren. Insbesondere besitzt ¢ einen Eigenwert
A\ e C.

Wir wéhlen einen zu A\; gehorigen Eigenvektor v; € V. Durch Normieren erreichen
wir ||v1]| = 1. Wir betrachten die orthogonale Zerlegung

VvV = (C"Ul D (C"U1>J_.
Fiir das orthogonale Komplement V; := ((C-Ul)L gilt (V1) C Vi, denn fiir jedes
w € V1 hat man
(v, p(w)) = (p(v1),w) = (Av,w) = A-(vr,w) = 0.

Auf Vi — Vi, w — p(w) kénnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und
erhalten so eine Orthonormalbasis (ve,...,v,) fir Vi aus Eigenvektoren von ¢.
Damit ist (v1,va,...,v,) wie gewiinscht. O

Folgerung 9.4.7. Es sei A € Mat(n,n;C) eine hermitesche Matriz. Dann gibt es

eine unitire Matriz S, sodass S - A- S eine reelle Diagonalmatriz ist.

Beweis. Wir betrachten C"” mit dem hermiteschen Standardskalarprodukt. Dann
ist die Standardbasis £ = (ey, ..., e,) eine Orthonormalbasis fiir C".

Nach Satz 9.4.3 ist der zu A gehorige Endomorphismus pa: C* — C", v — A-v
selbstadjungiert. Satz 9.4.5 liefert eine Orthonormalbasis B = (v1,...,v,) aus Ei-
genvektoren von ¢. Die darstellende Matrix M5 (p4) ist eine Diagonalmatrix mit
reellen Eintrégen.

Wir betrachten nun die Matrix S := (v1,...,v,). Nach Satz 9.3.16 ist S unitér.
Weiter erhalten wir mit Satz 7.3.6:

ME(iden) = (v, o00) - (e1,..ven) = S8 = S

Die Behauptung erhalten wir nun, indem wir die darstellende Matrix von iz
beziiglich der Basis B {iber die Transformationsformel 7.3.7 ausdriicken

MB(ua) = ME(iden) - ME(ua) - Mé(iden) ™ = S A- 8.
O

Definition 9.4.8. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).
Ein Endomorphismus p: V — V heifit selbstadjungiert, falls fiir alle v,v’ € V gilt

(p(v),2") = (v,9(v)).
Definition 9.4.9. Eine Matrix A = (a;;) € Mat(n,n;R) heifit symmetrisch, falls
A = At gilt, d.h., falls a;; = aj; fiir alle 1 < 4,5 <n gilt.

Bemerkung 9.4.10. Jede symmetrische Matrix A = (a;;) € Mat(n,n;R) ist ins-
besondere eine hermitesche Matrix in Mat(n, n; C). Nach Folgerung 9.4.7 besitzt A
deshalb (mindestens) einen reellen Eigenwert.

Satz 9.4.11. FEs seien V ein euklidischer Vektorraum und B = (v1,...,v,) eine
Orthonormalbasis fiir V.. Fir jeden Endomorphismus @: V — V' sind dquivalent:

(i) ¢: V =V ist selbstadjungiert.
(ii) ME(yp) ist symmetrisch.
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Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Satz 9.4.3 vor. Es sei A := ME(yp). Da B
eine Orthonormalbasis fiir V' ist, erhalten wir mit Satz 9.2.3 fiir alle v,w € V:
(p(v),w) = wB(p(v))"  zp(w)
— (A () - 2s(w)
— (zs(v) - A - wp(w)
= ap(v) - (A" zp(w)),

(v pw) = zpv)" - (A z5(Ww)).
Damit ergibt sich die Implikation “(ii)=-(i)”. Die Implikation “(i)=-(ii)” erhélt man
durch Einsetzen von v = v; und w = v;: Mit 25(v;) = e; und zz(v;) = e; folgt
aij = (A 2p(v))" 25(vi) = zs(v;)" - (A" 25(vi)) = aji.
O

Satz 9.4.12. FEs seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und
p: V=V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitzt V' eine Orthonor-
malbasis aus Eigenvektoren von .

Beweis. Wie im Beweis von Satz 9.4.5 verwenden wir Induktion iiber n := dim(V').
Im Fall n = 1 ist nichts zu zeigen.

Zum Induktionsschritt. Nach Folgerung 9.4.7 besitzt jede symmetrische relle Matrix
einen reellen Eigenwert. Folglich besitzt auch ¢ einen Eigenwert \; € R.

Wir wihlen einen zu A\; gehoérigen Eigenvektor v1 € V. Durch Normieren erreichen
wir ||v1]| = 1. Wir betrachten die orthogonale Zerlegung
V = Ru @ (Rop)t.
Fiir das orthogonale Komplement V; := (R-v;)* gilt ¢(V1) C Vi, denn fiir jedes
w € V7 hat man
(v, p(w)) = (eo(v1),w) = Av,w) = A(v,w) = 0.
Auf Vi — Vi, w — p(w) konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und

erhalten so eine Orthonormalbasis (ve,...,v,) fir Vi aus Eigenvektoren von ¢.
Damit ist (v1,va,...,v,) wie gewiinscht. O

Folgerung 9.4.13. Es sei A € Mat(n,n;R) eine symmetrische Matriz. Dann gibt
es eine orthogonale Matriz S, sodass St - A - S eine (reelle) Diagonalmatriz ist.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem von Folgerung 9.4.7. Wir betrachten
R™ mit dem Standardskalarprodukt. Dann ist die Standardbasis &€ = (eq, ..., e,)
eine Orthonormalbasis fiir R™.

Nach Satz 9.4.11 ist der zu A gehorige Endomorphismus pq: R® — R”, v — A-v
selbstadjungiert. Satz 9.4.12 liefert eine Orthonormalbasis B = (vy,...,v,) aus
Eigenvektoren von ¢. Die darstellende Matrix M5 (114) ist eine Diagonalmatrix.

Wir betrachten nun die Matrix S := (vy, ..., v,). Nach Satz 9.2.11 ist S orthogonal.
Weiter erhalten wir mit Satz 7.3.6:

Mg (iden) = (vi,...,v,) " - (e1,...,en) = S71 = St

Die Behauptung erhalten wir nun, indem wir die darstellende Matrix von iz
beziiglich der Basis B {iber die Transformationsformel 7.3.7 ausdriicken: Es gilt

ME(pa) = Mg(iden) - ME(pa) - Mg(iden) ™" = S'-A-S.
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Anwendung 9.4.14 (Hauptachsentransformation). Ein homogenes quadratisches

Polynom in den Variablen z1, ..., z, ist ein Ausdruck der Form
fla) = Y fuway
1<i<j<n

Man interessiert sich fiir die zugehérige Quadrik @ = {x € R™; f(x) = 1}. Das
Polynom f definiert eine symmetrische Matrix

fij/2 i<,
Qij = fii =7,
fi/2 i>3].

Mit dieser Matrix erhilt man f(z) = x'Az. Man definiert den Rang der Quadrik
dann als Rang(Q) := Rang(A).

Die Theorie selbstadjungierter Endomorphismen eméglicht es, @ auf eine einfache
Gestalt zu bringen. Nach Folgerung 9.4.13 gibt es eine orthogonale Matrix S, sodass
St.A-S eine Diagonalmatrix mit reellen Eigenwerten ist.

Die Spalten von S bilden eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A, man
nennt sie die Hauptachsen der Quadrik @. Der Isomorphismus R” — R™, v — S~ 1w
iiberfithrt die Hauptachsen in die Standardeinheitsvektoren, und es gilt

S7hQ {yeR™ f(Sy) =1}
{y eR™; (S-y)-A-S-y =1}
= {yeR" y"(5"A.8)y=1}.
Die transformierte Quadrik S~!-Q besitzt also eine besonders einfache Gestalt; mit
den Figenwerten A1,...,\, von A gilt
S7hQ = {yeR™ Myi+...+\ys =1}
Man unterscheidet nun nach den Anzahlen positiver und negativer Eigenwerte und

erhélt verschiedene Fille. An moglichen Quadriken vom Rang 2 in R™ erhélt man
man Ellipsen und Hyperbeln:

S~

A =1, A2a=2 A =1, da=—-1
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Aufgaben zu Abschnitt 9.4.

Aufgabe 9.4.15. Es sei ¢: V — V ein Endomorphismus eines unitéren Vektorraums V.
Zeige: Gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ¢ und sind alle Eigenwerte
von ¢ reell; so ist ¢ selbstadjungiert.

Aufgabe 9.4.16. Es seien V ein endlich erzeugter unitirer Vektorraum und ¢: V — V
eine Isometrie. Zeige: V besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ¢.
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