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Vorwort zur ersten Auflage

Der vorliegende Text entstand aus einer Vorlesung “Lineare Algebra II” im Rahmen
des Mathematikstudiums. Er fithrt das Skriptum [1] fort. Ich habe mich wieder um
knappe Darstellung bemiiht, ohne dabei auf vollstindige Beweise und Beispiele zu
verzichten. Jeder Textabschnitt lésst sich in einer Vorlesungsdoppelstunde (90 min.)
behandeln.

Tiibingen im April 2013 Jiirgen Hausen

Vorwort zur geplanten zweiten Auflage

Beim vorliegenden Text handelt es sich um die Vorabversion einer zweiten Auf-
lage des Skriptums “Lineare Algebra II”. In den beiden ersten Abschnitten wird
nun auch auf nicht-abelsche Gruppen eingegangen. Dariiberhinaus wird das Skrip-
tum um zwei einfithrende Kapitel zur Darstellungstheorie endlicher Gruppen
ergénzt. Nach wie vor lasst sich jeder Textabschnitt in einer Vorlesungsdoppel-
stunde (90 min.) behandeln.

Fiir Korrekturen, Hinweise und Anregungen, insbesondere in der Entstehungsphase
dieses Textes, bin ich sehr dankbar.

Tiibingen im Sommer 2021 Jiirgen Hausen
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1. GRUPPEN UND RINGE

1.1. Gruppen.

Erinnerung 1.1.1. Eine Gruppe ist eine nichtleere Menge GG zusammen mit einer
inneren Verkniipfung

p:GxG = G, (91,92) = plg1,92) =t g1 * g2,
sodass folgendes gilt:

(G1) Die Verkniipfung “*” auf G ist assoziativ, d.h., fiir je drei g1, ¢2,93 € G
hat man

g1 * (92 * 93) = (91 * 92) * gs3.

(G2) Die Verkniipfung “*” auf G besitzt ein neutrales Element, d.h., es gibt ein
Element e € G, sodass fiir jedes g € G gilt

exg = g = gxe.
(G3) Jedes g € G besitzt ein inverses Element beziiglich “x”, d.h., zu jedem
g € G gibt es ein ¢’ € G mit
g'xg = e =gxg.

Eine Gruppe G mit Verkniipfung “x” heisst abelsch, auch kommutativ, falls sie
zusiitzlich zu (G1), (G2) und (G3) die folgende Eigenschaft besitzt:

(Ab) Die Verkniipfung “x” auf G ist kommutativ, d.h., fiir je zwei g1,92 € G
hat man

gr*g2 = Gg2*4gi.
Will man die Verkniipfung einer Gruppe G naher bezeichnen, so schreibt man auch
(G, %) anstatt G. Wir werden oft abkiirzend g1g2 := g1 * g2 verwenden.

Das neutrale Element einer Gruppe G ist stets eindeutig bestimmt; man bezeichnet
es auch mit eg. Ebenso ist das Inverse eines Elements g € G eindeutig bestimmt;

man bezeichnet es mit g~ 1.

FEine abelsche Gruppe G schreiben wir im folgenden meistens additiv, d.h., die
Verkniipfung wird bezeichnet durch

a:GxG = G, (91,92) — alg1,92) =: g1 + g2

Das neutrale Element bezeichnen wir dann mit O¢, das Inverse zu gegebenem g € G
mit —g und fiir g1 + (—g2) schreiben wir kurz g1 — go.

Beispiel 1.1.2. Die Menge Z der ganzen Zahlen zusammen mit der iiblichen Ad-
dition ist eine abelsche Gruppe.

Definition 1.1.3. Die Ordnung einer Menge X ist die Anzahl ihrer Elemente und
wird mit | X | bezeichnet.

Beispiel 1.1.4. Zu jedem n € Z>; gibt es eine abelsche Gruppe der Ordnung n:
Die Menge

C, = {0,...,n—1}
besitzt genau n Elemente und wird zu einer abelschen Gruppe durch die Ver-
kniipfung

a+b = r(a+bn),
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wobei man fiir ¢ € Z mit r(¢;n) € {0,...n—1} den Rest von ¢ modulo n bezeichnet,
d.h., man hat

¢ = Eklgn)n+r(gn), kiegn),r(gn)eZ, 0<r(cn)<n-—1.
Das neutrale Element in C), ist 0 und fiir 1 < a < n—1 ist das Inverse zu @ gegeben
durch —a =n —a.
Beispiel 1.1.5 (Permutationen). Fiir eine beliebige Menge X betrachten wir die
Menge ihrer Permutationen:
S(X) = {o: X — X; o ist bijektiv}.
Zusammen mit der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen wird die Menge
S(X) zu einer Gruppe:
S(X)xS(X) —» S(X), (o0,7) = ooT.
Ein wichtiger Spezialfall ist die n-elementige Menge X, := {1,2,...,n}. Sie liefert
die symmetrische Gruppe:
Sp = S(X,).

Die Elemente von 5, stellen wir durch Wertetabellen dar; beispielsweise haben wir
in S3 das Element

1 2 3
2 31

Eine Transposition ist eine Bijektion aus 5,,, die lediglich zwei Elemente ¢, j von X,
vertauscht; dafiir verwendet man auch die Notation

]:X34X3, 1—2 2—3, 3— 1.

(1,7): X, — X, i g, J>i, k— kfir k #i,7.

Die symmetrische Gruppe S, besitzt genau |S,| = n! viele Elemente. Fiir n > 3
ist S, nicht abelsch. Beispielsweise haben wir in S3:

1 2 3 o 1 2 3 _ 1 2 3
1 3 2 2 1 3 - 3 1 2 ’
1 2 3 o 1 2 3 _ 1 2 3
2 1 3 1 3 2 - 2 3 1 .

Beispiel 1.1.6. Die Menge GL(n;K) C Mat(n,n; K) aller invertierbaren (n x n)-
Matrizen iiber einem Kérper K ist zusammen mit der Matrizenmultiplikation
GL(n;K) x GL(n; K) — Mat(n, n; K), (A,B) — AB

eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe. Fiir n > 2 ist GL(n; K) nicht abelsch.
Beispielsweise haben wir in GL(2; Q):

(v 5) (1) = (91)
(s 1) (v s) = (1)

Erinnerung 1.1.7. Es sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Teil-
menge H C G mit den Eigenschaften

eq € H, hi,ho € H = hihy € H, heH = hleH

und der induzierten Verkniipfung (h1,h2) — hiho; wir schreiben dafiir H < G.
Jede Untergruppe H < G ist eine Gruppe mit neutralem Element ey = eg.

Beispiel 1.1.8. Fiir jede ganze Zahl n € Z ist nZ = {nk; k € Z} eine Untergruppe
von Z. Fiir n = 3 erhélt man folgendes Bild:
[ ] [ ] [ ] [ ] [

—6 -3
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Beispiel 1.1.9. Die Teilmenge {0,2,4} ist eine Untergruppe der Gruppe Cg =
{0,...,5}.

ol

4 2
Erinnerung 1.1.10. Es seien (G, ) und (H, ) Gruppen. Eine Abbildung ¢: G —
H heisst Gruppenhomomorphismus, falls fiir je zwei g1, g2 € G gilt:
elg1%g92) = ¢g1)*p(g2).
Ist ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt ¢(eq) = ey und fiir jedes
g €Ggilt p(g7") = plg)~".
Die Komposition zweier Gruppenhomomorphismen ist stets wieder ein Gruppen-

homomorphismus.

Beispiel 1.1.11. Es sei n € Z>;. Dann hat man einen surjektiven Gruppenhomo-
morphismus

m: L — Cy, a — r(a;n).

Beispiel 1.1.12. Wir betrachten die Gruppe S,,. Das Signum einer Permutation
o €5, ist gegeben als

Sg(o) = H @ — (71)"1((7)7

wobei m(o) die Zahl der Fehistinde, also die Zahl der Paare 4,7 mit ¢ < j und
o(i) > o(y) ist. Das Signum definiert einen Gruppenhomomorphismus

sg: S, — {£1}, o — sg(o).
Beispiel 1.1.13. Es sei K ein Kérper. Die Determinante definiert einen Gruppen-
homomorphismus
det: GL(n; K) — K*, A — det(A).
Definition 1.1.14. Ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H heisst Isomorphis-
mus, falls es einen Gruppenhomomorphismus ¢: H — G gibt mit
Yoy = idg, poy = idy.
Wir nennen zwei Gruppen G und H isomorph zueinander, in Zeichen G = H, falls

es einen Isomorphismus G — H gibt.

Satz 1.1.15. Es seien G und H Gruppen und ¢: G — H ein Gruppenhomomor-
phismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢: G — H ist ein Isomorphismus.
(ii) ¢: G — H ist bijektiv.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ist klar. Zu “(ii)=-(i)”. Da ¢: G — H bijektiv
ist, gibt es eine Umkehrabbildung v¥: H — G. Fiir je zwei hy, he € H gilt
hihy = @ (W(h1)) ¢ (P(h2)) = ¢ (¥(h1) P(h2)) -

Wendet man 1 auf diese Identitét an, so erhélt man (hihs) = (hy)(he) fiir je
zwei Elemente hi, ho € H. O
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Definition 1.1.16. Es seien G und H Gruppen und ¢: G — H ein Gruppenho-
momorphismus. Kern und Bild von ¢ sind definiert als

Kern(p) = {g€G;plg)=en} = ¢ '(en),

Bild(p) = {el9); g€ Gt = «(G).

Beispiel 1.1.17. Der Gruppenhomomorphismus 7: Z — C,,, a — r(a;n) besitzt
die Untergruppe nZ C Z als Kern.

Beispiel 1.1.18. Der Kern des Signums sg: S,, — {41} ist eine Untergruppe der
symmetrischen Gruppe S,,, die alternierende Gruppe

ker(sg) = A, = {0 € Sp; sg(o) =1}.
Beispiel 1.1.19. Der Kern der Determinante det: GL(n;K) — K* ist eine Unter-
gruppe von GL(n;K), die spezielle lineare Gruppe
ker(det) = SL(n;K) := {A € GL(n;K); det(A4) = 1}.
Bemerkung 1.1.20. Es sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

(i) Fiir jede Untergruppe H' < H ist das Urbild ¢~ !(H’) eine Untergruppe
von G insbesondere ist Kern(p) = ¢~ !(ey) eine Untergruppe von G.

(ii) Fiir jede Untergruppe G’ < G ist das Bild ¢(G’) eine Untergruppe von H;
insbesondere gilt Bild(yp) < H.

Satz 1.1.21. Es sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist injektiv.
(ii) Es gilt Kern(p) = {eg}.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ist klar: Wegen der Injektivitét von ¢ kann es
héchstens ein Element g € G geben mit ¢(g) = ey, und eg hat diese Eigenschaft.

Zur Implikation “(ii)=(i)”. Es seien g1, g2 € G mit ¢©(g1) = ¢©(g2) gegeben. Dann
gilt

en = ¢(g2)"olg1) = wlgz'9).
Das bedeutet g, *g1 € Kern(p) und somit, nach Voraussetzung, g; 191 = eg. Mul-
tiplikation mit g2 von links ergibt g = gs. O

Konstruktion 1.1.22. Es seien G1,...,G, Gruppen. Das direkte Produktdieser
Gruppen ist G7 x ... X GG, zusammen mit der komponentenweisen Verkniipfung

(gl,...,gT)*(hl,...,hr) = (91*h1,---,gr*hr)-
Das direkte Produkt von Gy, .. ., G, ist wieder eine Gruppe; neutrales Element und
Inversenbildung sind gegeben durch
CGix.xG, = (€G1se-reG,)s  (91,es90) 70 = (919 0)
Weiter hat man fiir jeden Index 1 < ¢ < r einen surjektiven Gruppenhomomorphis-
mus
m:Glx...xGT—>Gi, (91,---,9r) = G-

Bemerkung 1.1.23. Es seien Gy, ..., G, Gruppen. Die Gruppe G X ... x G, ist
genau dann abelsch, wenn alle G;, 1 <14 < r, abelsch sind.
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Bemerkung 1.1.24. Es seien G;, H Gruppen und ¢; := H — G; Gruppenhomo-
morphismen, wobei ¢ = 1,2. Dann hat man ein kommutatives Diagramm

G1XG2

mit einem eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus ¢: H — G X G, ge-
geben durch h +— (¢1(h), p2(h)).
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Aufgaben zu Abschnitt 1.1.

Aufgabe 1.1.25. Es seien G eine Gruppe und H; C G, ¢ € I, Untergruppen. Zeige: Der
Durchschnitt ﬂie] H; ist wieder eine Untergruppe von G.

Aufgabe 1.1.26. Beweise Bemerkung 1.1.20: Es sei ¢: G — H ein Homomorphismus
von Gruppen. Dann gilt:

(i) Fiir jede Untergruppe H' < H ist das Urbild ¢ *(H’) eine Untergruppe von G.
(ii) Fiir jede Untergruppe G’ < G ist das Bild ¢(G’) eine Untergruppe von H.

Aufgabe 1.1.27. Esseien m,l € Z>1 und n := ml. Zeige, dass die folgenden Abbildungen
wohldefinierte Gruppenhomomorphismen sind:

(i) ¢: Cm — Cn, @+ la,

(ii) ¢: Cn — Cm, @ r(a;m).

Aufgabe 1.1.28. Bestimme Kern und Bild fiir die beiden Gruppenhomomorphismen
0: O3 — Cg, @+ 2a und ¢: Cs — C3, @~ r(a;3).

Aufgabe 1.1.29. Betrachte die symmetrische Gruppe S3 und den Homomorphismus

sg: Sz — {£1}. Zeige:
fiae [ 3 2] [5 0 2]}

sg (1)
Sg_l(_l) {(172)7 (1,3), (273)}'

Aufgabe 1.1.30. Beweise die Aussagen aus der Konstruktion 1.1.22 und Bemer-
kung 1.1.23.

Aufgabe 1.1.31. Zeige: Mit den Gruppenhomomorphismen ¢1: Cs — C2, @ +— 7(a;2)
und ¢1: Cs — Cs, @+ 7(a;3) erhélt man ein kommutatives Diagramm

CQXCS

Cs
Zeige weiter, dass ¢: Cs — C2x (3 ein Isomorphismus ist. Das bedeutet dann insbesondere
Cs =2 C2 x Cs.
Aufgabe 1.1.32. Zeige: Die Gruppen C4 und C> x C2 sind nicht isomorph zueinander.
Hinweis: Fiir jedes Element aus Cs x Cs gilt (@, b) + (@,b) = (0,0), aber in Cy haben wir
T+1=2#0.
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1.2. Homogene Riume und Faktorgruppen.

Erinnerung 1.2.1. Es sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge
R C X x X. Man schreibt = ~ y, falls (z,y) € R gilt.

Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine Relation R C X x X mit folgenden Eigen-
schaften

(i) R ist reflexiv, d.h., fiir alle z € X gilt x ~ .
(ii) R ist symmetrisch, d.h., fir alle z,y € X gilt z ~y = y ~ a.
(iii) R ist transitiv, d.h., fir alle z,y,z € X gilt c ~yund y ~ 2 = = ~ 2.

Es sei R C X x X eine Aquivalenzrelation auf X. Die Aquivalenzklasse eines Ele-
mentes ¢ € X ist die Menge
[z] = {2’ € X;a' ~uz}.

Man nennt das Element 2 € X auch einen Reprisentanten der Aquivalenzklasse
[x] € X. Fiir je zwei Elemente x,y € X hat man folgende Aussagen:

(i) Es gilt genau dann [x] = [y] wenn z ~ y gilt.
(ii) Es gilt entweder [z] = [y] oder [z] N [y] = 0.

Insbesondere erhilt man die Menge X als disjunkte Vereinigung aller Aquivalenz-
klassen von R.

Beispiel 1.2.2. Essei n € Z>;. Dann ist nZ eine Untergruppe von Z. Wir erhalten
eine Aquivalenzrelation auf Z durch

arpzb:<<= a-benZ <= r(a;n)—rbn) enZ <= r(a;n)=r(bn).

Die zugehorigen Aquivalenzklassen sind nZ,14nZ, ..., (n—1) +nZ und wir haben
die disjunkte Vereinigung Z = nZ U1+ nZ U ...U (n— 1) + nZ; etwa fiir n = 3:

3 .
°
.
0 .
.
.
-3 .
.
3Z 14 3% 2+ 3Z

Definition 1.2.3. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Fiir ein
Element g € G nennt man

gH := {gh; he H}

die zugehorige (Links-)Nebenklasse. Der durch die Untergruppe H < G gegebene
homogene Raum ist die Menge aller Nebenklassen:

G/H := {gH; ge G}.
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Satz 1.2.4. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann erhdlt
man eine Aquivalenzrelation auf G durch:
g1 ~H g2 < gz_lgl € H.

Die Aquivalenzklasse [9] € G eines Elements g € G ist genau seine Nebenklasse
gH C G. Insbesondere hat man eine Darstellung als disjunkte Vereinigung

G = |_| gH.

gHeG/H

«

Beweis. Zunéchst weisen wir die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation fiir “~p”

nach. Zur Reflexivitdt: Fiir jedes g € G gilt
g lg =eqg =ey € H
und somit g ~pg ¢. Zur Symmetrie: Gilt g1 ~g g2, so haben wir g{lgl € H. Das
impliziert
_ _ -1
g1 192 = (92 191) € H
und es folgt go ~pg g1. Zur Transitivitdt: Gilt g1 ~g g2 und g2 ~g g3, so erhilt
man ¢g; ~yg g3 mit
95'91 = 939295 91 € H.
S~~~
€H €H
Wir zeigen nun, dass fiir jedes Element g € G die zugehorige Aquivalenzklasse l9]
gerade die Linksnebenklasse gH ist: Fiir jedes Element ¢’ € G gilt
g€y <= ¢d~ng = glYyecH — ¢ cgH.

Somit gilt [g] = gH fiir jedes g € G. Insbesondere sehen wir, dass G die disjunkte
Vereinigung der Linksnebenklassen gH ist. (|

Definition 1.2.5. Es sei G eine Gruppe. Der Index einer Untergruppe H < G ist
die Ordnung des homogenen Raumes G/H; in Zeichen [G : H] := |G/H|.

Satz 1.2.6 (Satz von Lagrange). Es seien G eine Gruppe und H < G eine Unter-
gruppe. Dann gilt

G| = [G:H)-|H].
Insbesondere ist im Fall einer endlichen Gruppe G die Ordnung |H| ein Teiler der

Ordnung |G]|.

Lemma 1.2.7. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann gilt
lgH| = |H| fiir jedes g € G.

Beweis. Jedes g € G definiert eine Bijektion Ly: H — gH, h — gh; die zugehorige
Umkehrabildung ist dabei gegeben durch L;l =Ly1:gH — H, gh — g (gh).
Insbesondere gilt |gH| = |H]|. O

Beweis von Satz 1.2.6. Nach Satz 1.2.4, Lemma 1.2.7 und der Definition des Index
haben wir

G = || ¢H gH| = |H| |G/H| = [G:H].
gHeG/H
Gilt |G| = oo, so muss also mindestens eine der Mengen H und G/H unendlich
sein, was die Behauptung in diesem Fall beweist. Gilt |G| < oo, so erhalten wir
Gl = > gHl = > |H| = |G/H|H| = [G: H]|H|
gH € G/H gH € G/H
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Folgerung 1.2.8. Es sei G eine endliche Gruppe. Ist |G| eine Primzahl, so sind
{ec} und G die einzigen Untergruppen von G.

Definition 1.2.9. Es sei G eine Gruppe und es sei g € G. Die von g in G erzeugte
Untergruppe ist

(9) = {g"ineZ} < G
Die Ordnung ord(g) des Elements g € G ist die Ordnung |(g)| der von (g) erzeugten
Untergruppe.

Folgerung 1.2.10. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann ist fir jedes g € G die
Ordnung ord(g) ein Teiler der Gruppenordnung |G|.

Folgerung 1.2.11. Es sei G eine endliche Gruppe. Ist |G| eine Primzahl, so gilt
G = (g) fiir jedes g € G mit g # eq.

Definition 1.2.12. Eine Untergruppe H < G einer Gruppe G heif3t Normalteiler,
notiert H < G, falls gHg~! = H fiir alle g € G, wobei gHg~! := {ghg™'; h € H}.

Bemerkung 1.2.13. Ist G eine abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe H < G
ein Normalteiler.

Bemerkung 1.2.14. Eine Untergruppe H < G einer Gruppe G ist genau dann
Normalteiler in G, wenn gH = Hg fiir alle g € G gilt, wobei Hg := {hg; h € H}.

Beispiel 1.2.15. In der nichtabelschen Gruppe GL(2;Q) haben wir die Menge
aller oberen Dreiecksmatrizen mit Diagonaleintréigen Fins:

vQ = {(s 1) acq}.

Die Menge U (2; Q) ist eine Untergruppe von GL(2; Q), aber kein Normalteiler: Fiir
jedes a € Q haben wir

(va) (o) =(v ) (ba)(ve)=1(s4)

Somit haben wir ein Element A € GL(2;Q) gefunden mit AU(2;Q) # U(2;Q)A.
Nach Bemerkung 1.2.14 ist U(2; Q) kein Normalteiler in GL(2; Q).

Konstruktion 1.2.16 (Faktorgruppe). Es seien G eine Gruppe und H < G ein
Normalteiler. Dann besitzt der homogene Raum G/H eine Verkniipfung

G/H xG/H — G/H, (1H,92H) — g1goH.

Zusammen mit dieser Verkniipfung ist G/H eine Gruppe, die Faktorgruppe von G
nach H. Neutrales Element und Inversenbildung sind gegeben durch

€G/H = eqH, (gI{)_1 = g_lH.

Weiter hat man einen surjektiven Gruppenhomomorphismus von G auf die Faktor-
gruppe G/H mit Kern H, ndmlich

7w G — G/H, g — gH.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist. Dazu betrach-
ten wir zwei Nebenklassen

gH = ¢\ H, 92H = gyH.

Wir miissen g1goH = ¢jg5H nachweisen. Zunichst liefert die Normalteilereigen-
schaft g H = Hg). Damit erhalten wir

q192H = gighH = q1Hgh = ¢iHgy = gighH.
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Die Gruppenaxiome fiir G/H und die Homomorphieeigenschaft von 7 ergeben sich
dann unmittelbar. Offensichtlich ist 7 surjektiv und Kern(w) = H folgt mit
7(g9) =eq/u <= gH=ecH <= gcH.
O

Satz 1.2.17 (Homomorphiesatz). Es seien ¢: G — H ein Gruppenhomomorphis-
mus und N <G ein Normalteiler mit N C Kern(y). Dann gibt es ein kommutatives
Diagramm

@ g—=e(9)

G H
LE 9'—% /ZN'—W(Q)
G/N

wohldefinierter Gruppenhomomorphismen. Dabei ist g: G/N — H durch dieses
kommutative Diagramm eindeutig bestimmt. Es gilt weiter

(i) @ ist injektiv & N = Kern(p);
(il) P ist surjektiv & ¢ ist surjektiv.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass @: gN — ¢(g) wohldefiniert ist. Dazu sei ¢’ € G
mit ¢'N = gN. Dann gilt ¢’ = gn mit einem n € N. Wegen N C Kern(yp) gilt
©(n) = ep, und es folgt

o) = wlgn) = eg)e(n) = »(g).

Somit ist ¥ ein wohldefiniert Abbildung. Die Kommutativitit des Diagrammes ist
dann nach Konstruktion gegeben. Weiter ist © ein Homomorphismus, denn fiir
91N, g2 N € G/N erhalten wir

P(g1Ng2N) = D(g192N) = ¢(g192) = ¢(g1)e(92) = P(g1N)B(g2N).

Die Eindeutigkeit von p ist eine Folge der Kommutativitdt des Diagramms: Fiir
jede Nebenklasse gN € G/N haben wir (gN) = ¢(g), was den Homomorphismus
© bereits festlegt.

Wir kommen zur Charakterisierung der Injektivitit. Der Homomorphismus @ ist
genau dann injektiv, wenn Kern(@) = {egN} gilt. Wir miissen also zeigen:

Kern(@) = {egN} <= Kern(p) = N.
Zur Implikation “=": Aufgrund der Kommutativitit des Diagramms erhalten wir:
Kern(p) = ¢~ '(en) = 7% '(en)) = 7 '(Kem(p)) = 7~ '(egN) = N.
Zur Implikation “<”. Wir erhalten Kern(p) = {egN} mit
P(gN)=eny <= ¢(g)=ey < ge€N <= gN =egN.
Die Charakterisierung der Surjektivitdt ergibt sich sofort aus der Identitét
Bild(p) = Bild(yp). O

Satz 1.2.18. Es sei ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist Kern(p)
ein Normalteiler in G.

Beweis. Nach Bemerkung 1.1.20 ist H := Kern(p) eine Untergruppe von G. Fiir
jedes h € H und jedes g € GG erhalten wir

elghg™) = e@)e(h)e(g™") = e(9)ecr(g)™ = ec.

Folglich gilt ghg~' € H fiir alle h € H und g € G. Wir schlieBen gHg~ ' = H fiir
jedes g € G. O
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Satz 1.2.19. FEs sei ¢: G — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Mit
H :=Kern(y) hat man einen Isomorphismus von Gruppen:

p:G/H — G, gH — ©(g).

Beweis. Satz 1.2.17 garantiert zunéchst, dass @ ein wohldefinierter Gruppenhomo-
morphismus ist. Weiter erhalten wir wegen H = Kern(y) die Injektivitét von @ und
die Surjektivitéit von ¢ impliziert Surjektivitdt von . O

Beispiel 1.2.20. Es sei n € Z>1. Dann ist nZ eine Untergruppe von Z. Die Ele-
mente der Faktorgruppe Z/nZ sind

OZ/nZ = 7’LZ, 1+7’LZ, ey (n—1)+Z

Wir betrachten den Epimorphismus ¢,,: Z — Cy,, a — 7(a;n). Nach dem Homo-
morphiesatz 1.2.17 gibt es ein kommutatives Diagramm

©n: k—r(an)

Z Ch

T aHa% 4-{-71%—”"(11;71)

Z/nZ

Wegen Kern(p,) = nZ ist der induzierte Homomorphismus @,,: Z/nZ — C,, ein
Isomorphismus. Es gilt also
Cn = Z/nZ.

Schreibweise 1.2.21. Es sei n € Z>;. Die Elemente der Faktorgruppe Z/nZ
bezeichnet man héufig mit

a = a+nZ € Z/nZ.
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Aufgaben zu Abschnitt 1.2.

Aufgabe 1.2.22. Bestimme sémtliche Untergruppen der Gruppen Z/2Z x 7/2Z und
7./47.

Aufgabe 1.2.23. Bestimme samtliche Untergruppen, Normalteiler und Faktorgruppen

der symmetrischen Gruppe Ss.

Aufgabe 1.2.24. Betrachte die Untergruppe H := {0,2,4} der Gruppe Z/6Z. Zeige: Es
gilt (Z/6Z2)/H = 7./27.
Aufgabe 1.2.25. Es seien m, [l € Z>; und n := ml. Beweise die folgenden Aussagen.

(i) Man hat ein kommutatives Diagramm von Gruppenhomomorphismen

A a—la
Z

Z

Z/ml ———— = 7/nZ
ar—la

(ii) Fiir den Homomorphismus ¢ := 7, o A\: Z — Z/nZ gilt Kern(p) = mZ.
(iii) @: Z/mZ — Z/nZ, @ — la definiert einen injektiven Homomorphismus.

Aufgabe 1.2.26. Es seien m,l € Z>; und n := ml. Beweise die folgenden Aussagen.

(i) Man hat ein kommutatives Diagramm von Gruppenhomomorphismen

7 ara
_ >

(ii) Der Homomorphismus ¢ := mp, o idyz ist surjektiv und es gilt nZ C Kern(yp).
(i) @: Z/nZ — Z/mZ, @ — @ definiert einen surjektiven Homomorphismus.

Aufgabe 1.2.27. Es seien G eine endliche Gruppe und g € G.

(i) Es gilt ord(g) = max(n € Z>1; g" = eq).
(i) Es gilt ¢/¢! = eq.

Aufgabe 1.2.28. Es sei G eine Gruppe. Zeige: Ist |G| eine Primzahl, so gilt G = Z/pZ.
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1.3. Kommutative Ringe.

Erinnerung 1.3.1. Ein kommutativer Ring mit Eins, im folgenden kurz K1-Ring
genannt ist eine Menge R mit Verkniipfungen

add: R x R — R, (a,b) = a+b,
mult: R x R — R, (a,b) — ab

(iiblicherweise Addition und Multiplikation genannt), sodass folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(i) (R,add) ist eine abelsche Gruppe, d.h.,
e s gilt stetsa+ (b+c¢) = (a+b) +ec,
e es gilt stets a+b=>b+ a,
e es gibt ein Element Og € R mit Op + a = a fiir alle a € R,
e zu jedem a € R gibt es ein Element —a € R mit a + (—a) = 0g.

(ii) (R,mult) ist ein abelsches Monoid, d.h.,

e es gilt stets a(bc) = (ab)c,
e es gilt stets ab = ba,
e es gibt ein Element 1 € R mit 1ga = a. fiir allea € R,

(iii) Es gilt a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a,b,c € R.

Eine Finheit eines K1-Ringes R ist ein Element a € R, sodass ab = 1 mit einem b €
R gilt; in diesem Fall ist b eindeutig bestimmt und man schreibt b = a~!. Die Menge
aller Einheiten von R bezeichnet man mit R*. Zusammen mit der Multiplikation
bildet R* eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

Einen K1-Ring nennt man Integritdtsring, falls 1r # Or gilt und ab = Op stets a =
Opr oder b = O impliziert. In Integritatsringen R hat man folgende Kiirzungsregel:
Es seien a,b,c € R. Gilt ab = ac und a # 0, so gilt b = c. Ein Korper ist ein
K1-Ring K mit 1x # Og und K* =K\ {0k }.

Beispiel 1.3.2. Die ganzen Zahlen Z mit der iiblichen Addition und Multiplikation
bilden einen Integrititsring. Es gilt Z* = {£1}.

Beispiel 1.3.3. Es sei K ein Korper. Ein Polynom iiber K in der Variablen T ist
ein formaler Ausdruck

Z a, T, wobei a,, # Ok fiir nur endlich viele v € N.
veN

Auf der Menge K[T] aller Polynome iiber K in der Variablen T definiert man eine
Addition und eine Multiplikation durch:

(Z%T”> + (ZM”) = ) (ay +b,)T7,

veN veN veN
<Z a,,TV> . (Z bUT”> = Z e, T, wobel ¢, = Z auby.
veN veN vEN v=p+K

Damit wird K[T'] zu einem K1-Ring. Der Grad eines Polynoms f =" _a,T" ist
definiert als

) -

Gilt deg(>”a,T") = n > 0, so nennt man a, € K* den Leitkoeffizienten des
Polynoms > a,T". Fiir je zwei f, g € K[T] gilt
deg(f +9) < max(deg(f),deg(9)), deg(fg) = deg(f) + deg(g)-

Damit sieht man, dass K[T'] ein Integrititsring ist, und dass die Gruppe seiner
Einheiten gegeben ist durch K[T|* = K*TY = K*.

max(v € N; a, # 0x) falls f # Og7y,
—00 falls f = OK[T]-
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Beispiel 1.3.4. Fiir n > 1 wird die Menge C,, := {0,...,n — 1} zu einem K1-Ring
durch

a+b :=r(a+bn), a-b :=r(ab;n),

wobei r(¢;n) € {0,...,n— 1} wie iiblich den Rest von ¢ modulo n bezeichnet, d.h.,
man hat ¢ = k(¢;n)n + r(¢;n). Die Einheitengruppe von C), ist

cr = {aeCp;geT(a,n)=1}.

n

Insbesondere ergibt sich daraus, dass C), genau dann ein Korper ist, wenn n eine
Primzahl ist.

Definition 1.3.5. Es seien R ein K1-Ring, und S C R eine Teilmenge mit folgenden
Eigenschaften:

Op,1z € S, a,be S = atbes, a,be S = abes.

Man nennt S zusammen mit den Verkniipfungen (a,b) — a + b und (a,b) — ab
einen Unterring von R und bezeichnet das Paar S C R auch als Ringerweiterung.

Bemerkung 1.3.6. Es sei R ein K1-Ring. Dann ist jeder Unterring S C R wieder
ein K1-Ring; fiir a € S erhélt man das additive Inverse durch —a =0r —a € S.

Beispiel 1.3.7. Der Ring 7Z der ganzen Zahlen ist ein Unterring des Korpers Q
der rationalen Zahlen. Insbesondere ist Z C QQ eine Ringerweiterung.

Bemerkung 1.3.8. Ist R ein Integritéitsring, so ist auch jeder Unterring S C R
ein Integritétsring.

Konstruktion 1.3.9. Es seien R ein K1-Ring, S C R ein Unterring und A C R
eine Teilmenge. Dann erzeugt A einen Unterring iiber S:

S[A] = {Zszlszml, nGZZl, Sij S SUA}
i=1

mit SUA C S[A4]. Gilt A = {a4,...,a,} mit Ringelementen ay,...,a, € R, so
schreibt man auch Sfaq, ..., a,| anstelle von S[A].

Beweis. Die Elemente aus S[A] sind genau die méglichen Summen von Produkten
aus Elementen von S U A und bilden somit einen Unterring von R. O

Beispiel 1.3.10 (Ring der ganzen Gaufischen Zahlen). Wir betrachten die Ringer-
weiterung Z C C und die imaginéire Einheit I € C. Dann hat man

Z[I = {m+nl; m,n € Z},
denn die moglichen Produkte von Elementen aus Z U {I} sind alle von der Form m

bzw. nl mit m,n € Z und die moglichen Summen solcher Produkte sind daher von
der Form m + nl mit m,n € Z.
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Man nennt Z[I] den Ring der ganzen Gaufischen Zahlen. Als Unterring des Inte-
grititsringes C ist Z[I] ein Integritéitsring.

Die Einheitengruppe Z[I]* des Ringes Z[I] der ganzen Gaufischen Zahlen ist gegeben
durch

ZI = {+1,+I}).

Es ist klar, das £1, &1 Einheiten in Z[I] sind. Um zu sehen, dass es keine weiteren
gibt, verwenden wir das Quadrat des komplexen Absolutbetrags

§: Z[I] — Z>o, m+In — m?+n?=(m+nl)(m+nl) = |m+nl|?

wobei (m +nl) = m — nl. Fiir je zwei komplexe Zahlen a,b € C gilt abab = aabb
und somit |ab|? = |a|?|b|?. Folglich leistet jede Einheit m + nl € Z[I]:

L= |(m+nl)(m+nl)"' [ = |(m+nD)|(m+n])~'* = (m*+n?)c

mit einem ¢ € Zso. Das impliziert bereits m? + n?> = 1 und somit erhélt man
entweder m = £1 und n = 0 oder m = 0 und n = £1.

Definition 1.3.11. Ein Homomorphismus von K1-Ringen R und S ist eine Abbil-
dung ¢: R — S mit folgender Eigenschaft: Fiir alle a,b € R gilt:

pla+b) = ¢(a) + ¢(b), p(ab) = p(a)p(b), o(1r) = 1s.

Man nennt einen Homorphismus von K1-Ringen ¢: R — S einen Isomorphismus,
falls es einen Homomorphismus von K1-Ringen ¢: S — R gibt mit

Yoy = idg, pot = ids.

Weiter definiert man Kern und Bild eines Homomorphismus von K1-Ringen
p: R— S als

Kern(p) = {a € R; ¢(a) =0g}, Bild(¢) := {p(a); a € R}.

Beispiel 1.3.12. Es sei n € Z>;. Dann hat man einen surjektiven Homomorphis-
mus von K1-Ringen

m:Z — C,, a — r(a;n);

dieser Homomorphismus besitzt nZ C Z als Kern und C), als Bild. Man beachte,
dass Kern(m) fiir n > 2 kein Unterring von Z ist.
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Satz 1.3.13. Es sei p: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen.

(i) Es gilt ¢(0gr) = 0s.
(ii) Ist R C R ein Unterring, so ist o(R') C S wieder ein Unterring. Insbe-
sondere ist Bild(yp) ist ein Unterring von S.
(iii) Ist S C S ein Unterring, so ist das Urbild p=1(S") C R wieder ein Un-
terring.
(iv) Der Homomorphismus ¢: R — S ist genau dann injektiv, wenn Kern(p) =

{OR} gilt.
(v) Der Homomorphismus ¢: R — S ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
er bijektiv ist.

Beweis. Aussage (i) folgt bereits aus der Tatsache, das ¢: R — S ein Homomor-
phismus der zugrunde liegenden Gruppen (R, +) und (S, +) ist.

Zu (ii). Wegen 1 € R’ und ¢(1g) = 1g haben wir 1g € p(R'). Zu by,by € ¢(R’)
wihlen wir a; € R’ mit ¢(a;) = b; und erhalten
bitby = ¢la1) £plaz) = p(a1+az) € p(R),
biby = p(a1)p(a2) = ¢laraz) € @(R).
Zu (iii). Wegen 1g € S’ und p(1g) = 1g erhalten wir 1z € ¢~ 1(S’). Sind weiter
ai,as € o~ 1(S) gegeben, so erhalten wir a; + as,araz € ¢~ 1(S’) wegen
plar £az) = plar) £plaz) € S, plaraz) = plar1)p(az) € 5"
Aussage (iv) erhalten wir mit der entsprechenden Aussage 1.1.21 {iber Gruppenho-
momorphismen.

Zu (iv). Es ist klar, dass die Existenz eines Umkehrhomomorphismus ¢: S — R die
Bijektivitat impliziert. Ist p: R — S bijektiv, so liefert 1.1.15 einen Umkehrhomo-
morphismus ¥: S — R der zu Grunde liegenden additiven Gruppen. Es gilt

U(ls) = P(e(lr)) = 1r.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass ¥ mit der Multiplikation vertréglich ist. Das
geht wie im Beweis von 1.1.15: Fiir je zwei by, by € S gilt

biba = @((b1))e((b2)) = (P (b1)(b2)).
Wendet man nun 1 auf diese Gleichung an, so ergibt sich die gewiinschte Homo-

morphieeigenschaft. O

Konstruktion 1.3.14. Esseien K1-Ringe Ry, ..., Rs gegeben. Das direkte Produkt
dieser Ringe ist Ry X...Xx R4 zusammen mit den komponentenweisen Verkniipfungen

(al,...,as)—i—(bl,...,bs) = (a1+b1,...,as+bs),
(ary.. . as) (b1,...,bs) = (a1by,...,asbs).

Das direkte Produkt von Ry, ..., R, ist wieder ein K1-Ring; die neutrale Elemente
sind gegeben durch

0R1><...><R5 = (0R17 L 0R5)7 1R1><...><R5 == (1R1; R ) 1R5)
Weiter hat man fiir jeden Index 1 <4 < n einen surjektiven Ringhomomorphismus

i Ry x...x Ry — Ry, (al,...,as)»—>ai.
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Aufgaben zu Abschnitt 1.3.
Aufgabe 1.3.15. Es sei K ein Korper.

(i) Zeige: Jedes Polynom f € K[T] mit n := deg(f) > —oo besitzt hichstens n
Nullstellen.
(ii) Zeige: Besitzt K unendlich viele Elemente, so gilt fiir je zwei f, g € K[T]:
f =9 <= f(a)=g(a) fiir jedes a € K.
(iii) Gib ein Beispiel mit einem endlichen Kérper K, in welchem Aussage (ii) nicht
erfiillt ist.

Aufgabe 1.3.16. Es sei R ein K1-Ring. Zeige:

(i) Ist S, @ € I, eine Familie von Unterringen S; C R, so ist [),.;S: wieder ein
Unterring in R
ii) Ist S C R ein Unterring und ist A C R eine Teilmenge, so gilt
g g g
S[A] = N s’

S’CR Unterring, SUACS’

iel

Aufgabe 1.3.17. Es sei p € Z>1 eine Primzahl. Zeige:

(i) Esgilt (p —1)! = —1 mod p. Hinweis: Betrachte das entsprechende Produkt
in dem Korper C)p.

(i) Gilt p=4m+1 mit m € Z>o, so gibt es ein ¢ € Z mit ¢ = —1 mod p. Hinweis:
Betrachte ¢ := (2m)!.

Aufgabe 1.3.18. Es sci d € Z quadratfrei, d.h., ohne Teiler der Form k? mit k € Zso.
Weiter bezeichne v/d € R>( wie tiblich die Quadratwurzel, und fir d € Z<o setzen wir
Vd :=I,/|d| € C. Zeige:
ZVd] = {m+nVd; m,ncZ}.
Betrachte weiter die Abbildung N : Z[\/E] — Z, m+ nvd— m? — n?d und zeige:
(i) Fiir je zwei a,b € Z[Vd] gilt N(ab) = N(a)N(b).
(ii) Bs gilt N(a) =0 <= a =0 fiir alle a € Z[Vd).
(iii) Die Einheitengruppe des Ringes Z[v/d] ist Z[vVd]* = {a € Z[Vd]; N(a) = +1}.
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1.4. Ideale und Faktorringe.

Definition 1.4.1. Es sei R ein K1-Ring. Eine nichtleere Teilmenge a C R heifit
Ideal, geschrieben a <p R, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

(i) Fir je zwel a,a’ € agilt a+d’ € a.
(ii) Fiir jedes r € R und jedes a € a gilt ra € a.

Beispiel 1.4.2. Es sei R ein K1-Ring. Dann sind die Teilmengen {Or} C R und
R C R Ideale in R.

Beispiel 1.4.3. Die Menge 2Z C Z der geraden Zahlen ist ein Ideal im Ring Z der
ganzen Zahlen. Allgemeiner gilt nZ <z Z fiir jedes n € Z>,. Fiir n > 2 ist nZ <z Z
kein Unterring in Z.

Satz 1.4.4. Es seien R ein K1-Ring und a <r R ein Ideal. Dann ist a eine
Untergruppe von (R,+)

Beweis. Da a nicht leer ist, gibt es ein r € a. Damit erhalten wir Op = 0, - r € a.
Nach Definition des Ideals gilt a1 + ay € a fiir alle a1,a2 € a. Ist weiter a € a
gegeben, so haben wir —a = (—1,) -a € a. O

Satz 1.4.5. Es seien R ein KI1-Ring und a <p R ein Ideal. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt a = R.
(ii) Es gilt an R* # (.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ist klar, denn 15 € R = a impliziert anN R* # ().
Zu “(ii)=(1)”. Ist » € R gegeben, so wihlen wir ein ¢ € a N R* und erhalten
r=(rcHee€a. O

Folgerung 1.4.6. Ein Ideal a < R eines K1-Ringes R ist genau dann ein Unter-
ring von R, wenn a = R gilt.

Konstruktion 1.4.7. Es sei R ein K1-Ring. Jede nichtlere Teilmenge A C R
erzeugt ein Ideal

<A> = {Zh’ai; 7’L€Z21, ri € R, aiEA} <r R

i=1

mit A C (4). Gilt A = {a1,...,an}, so schreibt man auch (aq,...,a,) fiir (4). Der
Vollsténdigkeit halber setzt man () := {0g}.

Das von einem einzigen Element a € R erzeugte Ideal, auch das von a erzeugte
Hauptideal genannt, ist gegeben durch

(a) = Ra = {ra; r € R}.

Beweis. Wegen A = 15-A gilt A C (A); insbesondere haben wir (A) # (). Weiter

hat man

(Znai)—i—(ZTjaj) e (A), T-(Zﬁ‘ai) = (eriai) € (A)

fiir je zwel ) r;a; und Y rja; aus (A) sowie alle r € R. Also ist (A) C R ein Ideal
mit A C (A). O
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Beispiel 1.4.8. Fiir das von den ganzen Zahlen 4 und 6 erzeugte Ideal (4,6) <z Z
haben wir

4,6) = (2) = 2Z.
Dabei gilt offensichtlich (4,6) C 2Z. Umgekehrt erhélt man 2 =6 — 4 € (4,6), was
27 C (4,6) impliziert.
Konstruktion 1.4.9. Es seien R ein K1-Ring und a;, ¢ € I, eine Familie von
Idealen. Dann erhélt man neue Ideale in R:

(i) Den Durchschnitt der Ideale a;:
(e <r R
iel

(ii) Die Summe der Ideale a;:

Zai = Zaj; J C I endlich, a; € a; <r R
iel jed

(iii) Falls I endlich ist, das Produkt der Ideale a;:

Hﬂi = <H a;; a; € Cli> <r R.

iel icl
Bemerkung 1.4.10. Es seien R ein K1-Ring und a;, ¢ € I, eine (erforderlichenfalls
endliche) Familie von Idealen in R. Dann gilt

> a = <Uai>, [T € Na

il i€l icl
Beispiel 1.4.11. Fiir die von den ganzen Zahlen 4 bzw. 6 erzeugten Ideale (4)
bzw. (6) in Z haben wir

@ +(6) = (4,6) = (2), @) = (24) ¢ (12) = HN(6)
Man beachte dabei, dass (4) + (6) von 2 = ggT(4,6) erzeugt wird und (4) N (6) von
12 =kgV(4,6)
Satz 1.4.12. Es sei p: R — S ein Homomorphismus von K1-Ringen.
(i) Ist b C S ein Ideal, so ist das Urbild ¢='(b) ein Ideal in R; insbesondere
ist Kern(p) = ¢~ 1(0) ein Ideal in R.

(ii) Ist a C R ein Ideal und ist p: R — S surjektiv, so ist das Bild ¢(a) ein
Ideal in S.

Beweis. Zu (i). Aus ¢(0g) = 0g € b folgt 0r € ¢~ 1(b) und somit ~=1(b) # 0.
Sind a1,as € ¢~ 1(b) und r € R gegeben, so erhalten wir a; + az € ¢~ 1(b) und
ra; € = '(b) mit

plar +az) = ¢la1) +p(az) € b, p(rar) = p(r)pla) € b.
Zu (ii). Wegen a # ) gilt auch b # . Es seien by, bs € p(a) und s € S gegeben. Wir

wihlen a1, as € a mit ¢(a;) = b; und r € R mit ¢(r) = s. Dann erhalten wir
bi+b = ¢(a1) +plaz) = (a1 +a2) € ¢(a),
st = @(r)p(ar) = ¢(ra1) € ¢(a).
(]

Beispiel 1.4.13. Die Inklusionsabbildung ¢: Z toQ ist ein Homomorphismus von
K1-Ringen. Fiir Z <z Z ist das Bild ¢(Z) = Z kein Ideal in Q.
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Konstruktion 1.4.14 (Faktorring). Es seien R ein K1-Ring und a <p R ein Ideal.
Wir betrachten die (additive) Faktorgruppe

R/a = {r+a; reR}

und definieren eine Multiplikation auf R/a, indem wir fiir zwei Aquivalenzklassen
r 4+ a und s + a setzen:

(r+a)(s+a) = rs+a.

Damit wird R/a zu einem K1-Ring, dem Faktorring von R nach a. Die neutralen
Elemente beziiglich Addition und Multiplikation in R/a sind

Or+a € R/a, lp+a € R/a.

Weiter hat man einen surjektiven Homomorphismus 7: R — Ra mit Kern(r) = a,
némlich
m: R — R/a, T T+

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Multiplikation in R/a wohldefiniert ist. Dazu
betrachten wir r,7’ € R und s, s’ € R mit

r4+a = 7 +a, s+a = s +a

Wir miissen zeigen, dass rs + a und r’s’ + a {ibereinstimmen. Es gilt  — 7’ € a und
s — s’ € a. Weiter erhalten wir

o= 0 ) (5= )
s’ +r'(s—8)+s(r—r)+(r—1")(s—5).
Die letzten drei Summanden liegen alle im Ideal a. Es folgt rs —r’s’ € a und somit
rs+a=1's +a.

Die Axiome 1.3.1 (ii) ergeben sich direkt aus den entsprechenden Eigenschaften
von R: Es gilt stets

(+)E +a))" +a) = (C+r)+a)0" +a)
= ((rr")r"")+a
= ((r('7" ) +a
= @+ +r")+a)

= @+ + )" +a).

Es ist klar, dass 1z + a € R/a neutrales Element der Multiplikation ist. Weiter hat
man stets
(r+a)(’ +a) = (rr')+a
(r'r) +a
= (T/+a)(r+a)A

Ebenso erhilt man das Axiom 1.3.1 (iii) direkt aus der entsprechenden Eigenschaft
von R: Es gilt stets

(s +a)((r' +r"") +a)

= (tr+r)+a

= (sr+sr’)+a

= (sr+a)+ (st +aq)

= (s4+a)(r4+a)+ (s+a)(r +a).

(s+ (" +a)+ (" +a))

O

Beispiel 1.4.15. Fiir jedes n € Z hat man ein Ideal nZ <z Z und einen zugehorigen
Faktorring Z/nZ.
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Satz 1.4.16 (Homomorphiesatz). Es sei ¢: R — S ein Homomorphismus von
K1-Ringen, und es sei a <p R ein Ideal mit a C Kern(y). Dann gibt es ein kom-
mutatives Diagramm

:r=p(r)

R——S
T r»—)& Aer—)ap(r)
R/a

von wohldefinierten Homomorphismen zwischen KI1-Ringen. Dabei ist der Homo-
morphismus @: R/a — S durch ¢: R — S und das obige Diagramm eindeutig
bestimmt. Es gilt weiter

(i) @ ist injektiv < a = Kern(p);
(il) P ist surjektiv & ¢ ist surjektiv.

Beweis. Da ¢ und m Homomorphismen der zu Grunde liegenden additiven (abel-
schen) Gruppen sind, besagt der Homomorphiesatz 1.2.17, dass
?: R/a — S, r+a — o(r)

ein (wohldefinierter) Gruppenhomomorphismus mit den entsprechenden Eigen-
schaften ist. Die noch fehlenden Eigenschaften eines Ringhomomorphismus lassen
sich leicht nachweisen:

B(r+a)p(r’ + a).
O

2((r+a)( +a)) = B(r' +a) = o(rr') = p(r)e(r)

Folgerung 1.4.17. Es sei ¢: R — S ein surjektiver Homomorphismus von K1-
Ringen. Dann hat man einen Isomorphismus von K1-Ringen

P: R/Kern(p) — S, r + Kern(p) — o(r).

Folgerung 1.4.18. Es sein € Z>1. Dann hat man einen kanonischen Isomorphis-
mus von K1-Ringen:

Z/nZ — Cy, a+nZ — r(a;n).

Satz 1.4.19 (Chinesischer Restsatz). Es sei R ein K1-Ring, und es seien ay,. .., a0,
Ideale in R mit a;4+a; = R fir alle i, j miti # j. Dann hat man einen Isomorphimus

n

R/ﬂai — R/ay x...x R/ay,
i=1
n

T+ﬂai = (r4ag,...,r+ay).
i=1

Beweis. Man hat einen kanonischen Homomorphismus von R auf das direkte Pro-
dukt der Faktorringe R/a;:

¢p: R — R/a; x...X R/ay, ro— (r+an,...,r+ay).

Der Kern dieses Homomorphismus ist gegeben durch Kern(yp) = (), a;. Der Ho-
momorphiesatz 1.4.16 liefert daher ein kommutatives Diagramm

@: r—(r+ay,..., r+ay,)

R S

T r»—)r—i—ﬂ?x 4}-0?1 a;—(r4ay,...,r+a,)

R/ ﬂ?:l ai
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Nach 1.4.17 ist nur noch die Surjektivitdt von ¢ nachzuweisen. Dafiir wéhlen wir
zu jedem j # ¢ Elemente a; € a; und b; € a; mit a; +b; = 1. Damit erhalten wir

g =

c

[1(a; +0;)

J#i

a; + Hbj
Jj#i

a; + ﬂaj.

J#

Das liefert uns fiir jedes ¢ Elemente ¢; € a; und d; € ﬂj# a; mit ¢; +d; = 1g.

Damit ergibt sich

(p(dl) = (OR/ala---aOR/ai,lalR/aiaOR/aHla---aOR/an)-
Damit sehen wir, dass jedes Element (r1 +a1,...,7, +a,) € R/a; X ... X R/a, im

Bild von ¢ liegt: Es gilt

(r1+a1,...,rn+an)

= (rdi + ...+ rudy).






LINEARE ALGEBRA II 29

Aufgaben zu Abschnitt 1.4.

Aufgabe 1.4.20. Es sei R ein K1-Ring. Zeige: R ist genau dann ein Korper, wenn
{0r} <gr R und R <pg R die einzigen Ideale in R sind.

Aufgabe 1.4.21. Zeige, dass die Ringe Z/4Z und Z/27Z x 7./27 keine Integritiitsringe
sind. Zeige weiter, dass sie nicht isomorph zueinander sind.

Aufgabe 1.4.22. Es seien R ein K1-Ring und A C R eine Teilmenge. Zeige: Es gilt
4 = N =
ACa<prR
Aufgabe 1.4.23. Es seien R ein K1-Ring und a <r R ein Ideal in R. Das Radikal von a
ist definiert als
va = {beR;b" €afirenneZso}
Zeige: Das Radikal \/a C R ist wieder ein Ideal in R. Hinweis: Verwende den binomischen
Lehrsatz.
Aufgabe 1.4.24. Es seien a, b, ¢ Ideale in einem K1-Ring R. Zeige:
(i) a(b+c¢) = ab + ac,

(ii) an(b+¢) D (anb) + (aNc); Gleichheit gilt, falls b C a oder ¢ C a gilt,

(iii) (a+b)(anb) C ab.
Aufgabe 1.4.25 (Erster Isomorphiesatz fiir Ringe). Es seien R ein K1-Ring, S C R ein
Unterring und a <pr R ein Ideal. Zeige: S N a ist ein Ideal in S, und es gilt

(S+a)/a = S/(SNa).

Aufgabe 1.4.26 (Zweiter Isomorphiesatz fiir Ringe). Es seien R ein K1-Ring, und a,b <p
R Ideale mit a C b. Zeige: b/a ist ein Ideal in R/a, und es gilt

(R/a)/(b/a) = R/b.
Aufgabe 1.4.27. Fiir n € Z>; bezeichne p(n) die Anzahl aller ganzen Zahlen a mit

1 < a < nund ggT(a,n) = 1. Zeige: Fiir jedes a € Z mit ggT(a,n) = 1 gilt a®?™ =1
mod n. Hinweis: Verwende Aufgabe 1.2.27 und Beispiel 1.3.4.
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2. TEILBARKEITSTHEORIE

2.1. Teilbarkeit in Integritétsringen.

Definition 2.1.1. Es seien R ein Integrititsring und a,b € R. Man sagt a ist ein
Teiler von b, auch a teilt b, geschrieben a | b, falls es ein r € R gibt mit b = ra.

Bemerkung 2.1.2. Es seien R ein Integritéitsring und ¢ € R. Dann gilt a | a sowie
a | Or und weiter ¢ | a fiir jedes ¢ € R*, denn man hat

a = lga, 0r = Oga, a = (ac Ve

Beispiel 2.1.3. Die Teiler von 12 im Ring Z der ganzen Zahlen sind +1, £2, 43,
+4, £6 und £12.

Beispiel 2.1.4. Die Teiler des Polynoms f := T? — 1 € Q[T] sind genau die
Polynome

a, b(T—1), ¢T+1), d(T?>—1),  wobeia,b,cdecQ".

Dazu beachte man, dass f = gh nur fiir deg(g) + deg(h) = 2 mdoglich ist. Die darin
enthaltenen Fille lassen sich dann schnell durchspielen.

Satz 2.1.5. FEs sei R ein Integrititsring, und es seien a,b € R. Dann gilt:
alb < be(a) < (b) C(a).
Weiter gilt:

albundb|a < (a)=(b) <= b= ca mit einem c € R".

Beweis. Die erste Reihe von Aquivalenzen folgt sofort aus der Definition von a | b
und (a) = Ra. In der zweiten Reihe ist lediglich zur Implikation “=" der letzten
Aquivalenz etwas zu vermerken: Aus a € (b) schliessen wir a = rb mit einem r € R.
Aus b € (a) schliessen wir b = r’a mit einem 7’ € R. Es folgt a = rb = rr’a. Da R
Integritéitsring ist, erhalten wir 7/ = 1 und somit ' € R*. (|

Definition 2.1.6. Es sei R ein Integritétsring. Wir nennen zwei Elemente a,b € R
assoziiert zueinander, in Zeichen a ~ b, falls b = ca mit einer Einheit ¢ € R* gilt.

Beispiel 2.1.7. In dem Ring Z der ganzen Zahlen gilt genau dann m ~ n, wenn
man m = *+n hat.

Beispiel 2.1.8. Es sei K ein Korper. Zwei Polynome f, g € K[T] sind genau dann
assoziiert zueinander, wenn g = af mit einem a € K* gilt.

Satz 2.1.9. FEs sei R ein Integrititsring.

(i) Durch “a ~b”, d.h., a assoziiert zu b, wird eine Aquivalenzrelation auf R
definiert.
(ii) Fir je zwei Elemente a,b € R gilt a ~ b genau dann, wenn man a | b und
b| a hat.
(i) Gilt a ~ b fiir zwei a,b € R, so haben a und b dasselbe Teilbarkeitsverhal-
ten, d.h., fir jedes r € R gilt

alr < bl|r rla < r|b.

Sind umgekehrt a,b € R zwei Elemente in R, die dasselbe Teilbarkeitsver-
halten in obigem Sinne aufweisen, so gilt a ~ b.
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Beweis. Aussage (ii) ist bereits in Satz 2.1.5 bewiesen worden. Zu (i). Die Reflexi-
vitdt von “~” ist klar mit @ = 1ga. Zur Symmetrie: Gilt b = ca mit ¢ € R*, so gilt
a = ¢~ 'b. Zur Transitivitit: Gelten b = ca und d = ¢’b mit ¢, ¢ € R*, so hat man
d = cca und ¢ € R*.

Zu (iii). Sind a und b assoziiert zueinander, etwa b = ca mit ¢ € R*, so hat man fiir
jedes r € R:

a|lr <= r=r'a <= r=r'cb <= b|r,

rla < a=dr < b=cdr < r|b.
Weisen umgekehrt a und b dasselbe Teilbarkeitsverhalten auf, so erhalten wir a | b
und b | @ aus a | a. Satz 2.1.5 liefert dann a ~ b. O

Definition 2.1.10. Es seien R ein Integritédtsring und aq,...,a, € R.

(i) Ein grifter gemeinsamer Teiler von ay,...,a, ist ein a € R mit
eala;firi=1,...,n
e d|afiri=1,....n=d|a.

(ii) Die Menge aller grofiten gemeinsamen Teiler von aq, . . ., a,, bezeichnen wir

mit ggT(ay,...,an).
(iii) Die Elemente aq,...,a, € R heilen teilerfremd, falls 1z € ggT(ay,...,ay)

gilt.
(iv) Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq,...,a, ist ein b € R mit
e a; | bfiri=1,...,n;
o q;|bfiri=1,....n=0b|b.
(v) Die Menge aller kleinsten gemeinsamen Vielfachen von ay, . . ., a,, bezeich-
nen wir mit kgV(aq,...,a,).

Beispiel 2.1.11. In dem Ring Z der ganzen Zahlen gilt ggT(12,18) = {46} und
kgV(12,18) = {£36}.
Bemerkung 2.1.12. Es seien R ein Integritétsring und a4, ..., a, € R.
(i) Esseia € ggT(ay,...,a,). Dann gilt @’ ~ a fiir jedes a’ € ggT(ay,...,a,).
Umgekehrt gilt o’ € ggT(aq,...,a,) fir jedes ' € R mit a’ ~ a.
(ii) Essei b € kgV(ay,...,a,). Dann gilt ' ~ b fiir jedes b’ € kgV(aq, ..., an).
Umgekehrt gilt b € kgV(aq,...,a,) fiir jedes b’ € R mit b’ ~ b.

Definition 2.1.13. Ein Hauptidealring ist ein Integritatsring R, sodass jedes Ideal
a <g R ein Hauptideal ist, d.h., von der Form a = (a) = Ra mit einem a € R.

Satz 2.1.14. Es sei R ein Hauptidealring, und es seien ai,...,a, € R. Fir jedes
a € R gilt:

a € ggT(ay,...,an) <= {a) = (a1,...,an),

a € kgV(ar,...,an) <= (a) = (a1)N...N{ay).

Insbesondere gibt es stets grifste gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Viel-
fache fir ay,...,an.

Beweis. Es sei zunéichst a € ggT(ay,...,a,). Dann gilt a | a; und somit a; € (a). Es
folgt (a1, ...,an) C (a). Da R Hauptidealring ist, gilt weiter (a1,...,a,) = (b) mit
einem b € R. Das impliziert a; € (b) und somit b | a;. Wegen a € ggT(aq,...,a,)

erhalten wir b | @ und somit (a) C (b) = (aq,...,ay).
Es sei nun (a) = (ai,...,a,). Dann gilt a; € (a) und somit a | a;. Ist ¢’ € R
ein weiterer gemeinsamer Teiler von aq,...,a,, so folgt a; € (a’). Das impliziert

(a1,...,an) C (a’), und wir erhalten a € (a’). Folglich gilt a’ | a. Wir haben also
a € ggT(ay,...,a,) nachgewiesen.
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Die Aussage iiber die kleinsten gemeinsamen Vielfachen 1d8t sich mit dhnlichen
Argumenten beweisen — die Ausfithrung wird als Ubungsaufgabe gestellt. O

Folgerung 2.1.15. Es seien R ein Hauptidealring und ay,...,a, € R. Die Ele-
mente a1, ...,a, sind genau dann teilerfremd, wenn man 1gr € R als “Linearkom-
bination” aus thnen erhdlt:

lp = ma1 +...+rpa, mitr; € R.

Definition 2.1.16. Es sei R ein Integritéitsring.

(i) Ein Element g € R heifit irreduzibel, falls gilt:

e ¢ #0rund q € R*,

e ¢ = ab mit a,b € R impliziert stets a € R* oder b € R*.
(ii) Ein Element p € R hei3t prim, falls gilt:

e p#0rund p ¢ R,

e p | ab mit a,b € R impliziert stets p | a oder p | b.

Bemerkung 2.1.17. Ein Element 0 # ¢ € R\ R* eines Integrititsringes R ist

genau dann irreduzibel, wenn es keine “echten” Teiler besitzt, d.h., wenn a | ¢ stets
a € R* oder a ~ ¢ impliziert.

Beispiel 2.1.18. Eine Zahl p € Z>; nennt man bekanntlich Primzahl, falls 1 und p
die einzigen Teiler von p sind. Nach Bemerkung 2.1.17 sind Primzahlen irreduzible
Elemente in Z.

Beispiel 2.1.19. Es sei K ein Korper. Dann besteht K[T]* = K* genau aus den
Elementen vom Grad Null. Ein Polynom f € K[T] vom Grad 1 ist hingegen irre-
duzibel: Es ist offensichtlich keine Einheit, und fiir jede Zerlegung f = gh in K[T
muss entweder g oder h aus Gradgriinden eine Einheit sein.

Satz 2.1.20. Es sei R ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement p € R
wrreduzibel.

Beweis. Wir miissen nur die zweite Bedingung der Irreduzibilitéit nachpriifen. Dazu
seip = abmit a,b € R. Da p prim ist, gilt p | a oder p | b. Wir diirfen p | @ annehmen.
Dann haben wir a = rp mit einem r € R. Folglich erhalten wir p = ab = rpb. Da
p # 0 gilt und R ein Integritatsring ist, folgt b = 1, d.h., b ist eine Einheit. (]

Satz 2.1.21. Es sei R ein Hauptidealring, und es sei ¢ € R. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) q ist prim.
(i) q ist @rreduzibel.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” ist Satz 2.1.20. Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Wir
zeigen zunéchst, dass fiir jedes Ideal a <p R gilt
(¢ Ca = a=R.

Da R Hauptidealring ist, gilt @ = (a) mit einem a € R. Also haben wir (¢) C (a)
und somit ¢ = ab mit einem b € R, wobei b keine Einheit sein kann. Da ¢ irreduzibel
ist, muss a eine Einheit sein. Das impliziert a = R.

Wir miissen zeigen, dass aus ¢ | ab bereits ¢ | a oder ¢ | b folgt. Nehmen wir an,
dass ¢ f a und g { b gelten. Dann gilt a € (¢) und b & {(g). Die Voriiberlegung liefert
(@) € (a9 = R = (bq) 2 ().

Es folgt
R = (a,q)(b,q) = (ab,aq,bq,q*) < (q).
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Wobei die letzte Inklusion auf ¢ | ab zuriickgeht. Es folgt (¢) = R. Insbesondere
ergibt sich 1g = ¢q mit einem ¢ € R. Widerspruch zu ¢ ¢ R*. (]

Satz 2.1.22. FEs sei R ein Integritdtsring.

(i) Es seien p € R prim, a,b € R und v € Z>¢. Gilt p” | ab und p 1 b, so gilt
bereits p¥ | a.
(ii) Es seien pi,...,px € R paarweise nichtassoziierte Primelemente, und es
sei a € R ein beliebiges Element. Gilt p;* | a mit v; € Z>o fir 1 <i <k,
so gilt bereits pi* ---p* | a.
(iii) Es seien p1,...,pr € R Primelemente, und es sei a € R ein beliebiges
Element. Gilt a | p{* ---py¥, so gilt bereits a ~ pi* ---p* mit 0 < n; < v;.

Beweis. Aussage (i) erhilt man durch Induktion iiber v. Fiir v = 1 liefert die
definierende Eigenschaft des Primelements p | a. Gilt v > 1, so gilt insbesondere
p | ab und somit a = a’p mit einem a’ € R. Es folgt p” | a’pb und somit p*~! | a’b.
Die Induktionsvoraussetzung liefert p*~! | a’. Das impliziert p” | a.

Aussage (ii) beweisen wir mittels Induktion iiber m := vy + ... 4+ v. Fiir m = 0,1
ist nichts zu zeigen. Gilt m > 1, so gibt es ein ¢ mit v; > 0. Das bedeutet p; | @ und
somit a = a’p; mit einem o’ € R. Offensichtlich gilt p!*~' | a/. Mit (i) erhalten wir
weiter p}’j | @’ fiir jedes j # i. Die Induktionsvoraussetzung liefert pi* ---pi* | a/,

wobei p1; = v, falls j # i und p; = v; — 1. Es folgt pi* --- p;* | a.

Aussage (iil) beweisen wir ebenfalls per Induktion iiber m := 14 +. ..+ v,. Im Falle
m = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir m > 0 haben wir pi* - - - p;* = ab mit einem b € R,
und es gilt v; > 1 flir ein ¢. Da p; ein Primelement ist, sind die folgenden beiden
Félle moglich.

Fall 1. Es gilt p; | a. Dann haben wir a = a/p; mit o’ € R. Es folgt o | p{* - - p}*,
wobei p1; = vj, falls j # ¢ und p; = v; — 1. Nach Induktionsvoraussetzung haben
wir @’ ~ p"* - p* mit 0 < m; < ;. Es folgt a ~ pi* - pp* mit 0 < n; < ;.

Fall 2. Es gilt p; | b. Dann haben wir b = b'p; mit b’ € R. Es folgt a | p}* -- - pi*,
wobei p1; = vj, falls j # ¢ und pu; = v; — 1. Nach Induktionsvoraussetzung haben

wir a ~ pi"* - pp* mit 0 < my < ;. O
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Aufgaben zu Abschnitt 2.1.

Aufgabe 2.1.23. Es sei R ein Integritétsring, und es seien Elemente a,a1,...,a, € R
gegeben. Zeige: Es gilt
a € kgV(a,...,an) <= (a) = (a1)N...N{(an).

Aufgabe 2.1.24. Zeige: Zu jedem Tripel (a1,a2,a3) ganzer Zahlen gibt es eine ganze
Zahl a mit

a=a mod 35, a=az mod 44, a =a3 mod 57,
wobei die Schreibweise “a = b mod ¢’ wie iiblich bedeutet, dass ¢ ein Teiler der Differenz
b — a ist.

Aufgabe 2.1.25. Betrachte den Ring Z[Iv/5] C C. Zeige, dass die Elemente 3 € Z[I+/5]
und 2 + I/5 € Z[I/5] irreduzibel, aber nicht prim sind.
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2.2. Euklidische Ringe.

Beispiel 2.2.1. Wir betrachten den Ring Z der ganzen Zahlen und den Absolut-
betrag Z — Z>g, a — |a|. Dann gilt:

(i) Fiir je zwei ganze Zahlen a,b € Z mit a # 0 # b hat man die Abschétzung
la] < lal[b] = fabl.
(ii) Division mit Rest liefert fiir je zwei a,b € Z mit b # 0 eine Darstellung
a = gb+r, mit q,r € Z, |r| < |b].

Definition 2.2.2. Ein euklidischer Ring ist ein Integritdtsring R zusammen mit
einer Abbildung §: R\ {Or} — Zx0, sodass folgendes gilt:

(i) Fiir je zwei Elemente a,b € R\ {0} hat man d(a) < §(ab).
(ii) Zu jedem a € R und jedem 0 # b € R gibt es ¢,r € R mit
a = gb+r, wobei d(r) < §(b) oder r = Op.

Man nennt 6: R\ {0} — Z>( dann eine Gradabbildung auf R und die Darstellung
a = ¢b+ r aus (ii) nennt man eine Division mit Rest in R.

Satz 2.2.8. Der Ring Z[I] C C der ganzen Gaufschen Zahlen ist zusammen mit
§(m + In) :=m? +n? ein euklidischer Ring.

Beweis. Wir vermerken zunéchst, dass §(a) = aa fiir jedes a € Z[I] gilt. Insbeson-
dere hat man fiir alle a = m +nl und b = k + II aus Z[I]:
§(a) < d(a)(k* +1%) = 6(a)(b) = d(ab).
Um die im Falle b # 0 benotigte Darstellung a = gb+ r zu erhalten, betrachten wir
zunéchst die komplexe Zahl
ab™' = u4ovl € C, wobeiu,veR

und wihlen s, ¢ € Z mit |u—s| < 1/2 sowie |[v—t| < 1/2. Dann setzen wir ¢ := s+tI
und erhalten a = gb + r mit 7 := a — ¢b = b(ab~! — q). Es folgt

5(b)
2

5(r) = 6(b)s(ab™ —q) = 5(b) ((u —8)2 + (v — t)2) < < 4(b).

O

Satz 2.2.4. FEs sei K ein Korper, und es sei K[T] der Polynomring in der Varia-
blen T tiber K. Dann gilt:

(i) Fiir je zwei nichttriviale Polynome f,g € K[T] hat man
deg(f) < deg(f) +deg(g) = deg(fg).
(ii) Fir je zwei f,g € K[T] mit g # Ogr) hat man eine Darstellung
f =q9+r mit q,r € K[T], deg(r) < deg(g).
Dabei sind die Polynome q,r € K[T] eindeutig bestimmd.

Insbesondere ist der Polynomring K[T| zusammen mit der Gradabbildung 6(f) :=
deg(f) ein euklidischer Ring.

Beweis. Aussage (i) ist offensichtlich. Die Existenz der Darstellung aus (ii) ist be-
reits in [1, Satz 8.2.5] gezeigt worden. Zur Eindeutigkeit seien zwei Darstellungen
f=q9+r =dg+r".
gegeben. Dann gilt (¢ — ¢')g+ (r — ') = 0. Dabei ist r — 7’ dem Grade nach kleiner
als (¢ — ¢')g. Das impliziert ¢ = ¢’ und r = 7', O
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Konstruktion 2.2.5 (Polynomdivision). Es seien K ein Kérper und f, g € K[T
mit g # Ogg). Weiter seien m := deg(g) und b € K der Leitkoeffizient von g.

Das folgende Verfahren ermdglicht es, eine Darstellung f = ¢qg + r wie in
Satz 2.2.4 (ii) explizit zu bestimmen.

e Schritt 0. Setze qp := 0 und fy := f. Falls ng := deg(fo) < deg(g):
Abbrechen mit ¢ := go und r := fy.
e Schritt 1. Es sei ag der Leitkoeffizient von fy. Bestimme die Polynome

@0 pno—m
b

no= f1 = fo—aqg.

Falls ny := deg(f1) < deg(g): Abbrechen mit ¢ := gy + ¢1 und r := f.

e Schritt k. Es sei a;—1 der Leitkoeffizient von fj_;. Bestimme die Polynome
ak—1 _

T’rlk71 m

b )

Falls ny, := deg(fx) < deg(g): Abbrechen mit ¢ := go+...4+qr und r := fi.

qQr = fr = fr—1 —arg.

Da der Grad von fi in jedem Schritt echt veringert wird, bricht das Verfahren bei
irgendeinem k = n ab. Dann hat man

fac1 = ang+r,
fom2 = foc1+@n-19= (Gn-1+aqn)g+7
f=fo = (@+a+...+aq)g+r=qg+r.

Beispiel 2.2.6. Fiir die Polynome f = T3 +2T +1und g = T — 1 aus Q[T] erhlt
man die Darstellung f = gg + r mittels Polynomdivision wie folgt.

T3 T +1 = (T — 1)-(1T? T 3 4
+ + ( ) ( + + ) +
fo=f g 741 q2 a3 r
q
_(T3 _ T2)
———
q19

= 7?2 + 2T + 1

| S 7
fi=fo—aqig

—(T? — T)

——
q29

= 3 + 1
——
fa=f1—q29

@7 - 3)
——
q39

= 4

~—
r=fs=f2—qsg
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Satz 2.2.7. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei R ein euklidischer Ring mit Gradabbildung §. Zu einem gegebenen
Ideal a # (0) betrachten wir ein Element 0 # b € a mit minimalem Grad §(b). Wir
zeigen a = (b). Ist a € a ein beliebiges Element, so haben wir eine Darstellung

a = gb+r, wobei §(r) < §(b) oder r = 0.

Man beachte, dass dabei r = a — ¢b € a gilt. Da b minimalen Grad unter den
Elementen von a besitzt, muss » = 0 gelten. Folglich erhalten wir a = ¢b. Mit
anderen Worten, es gilt a € (). O

Folgerung 2.2.8. Die Ringe Z und Z[I] sind Hauptidealringe. Weiter ist fiir jeden
Kérper K der Polynomring K[T| ein Hauptidealring.

Folgerung 2.2.9. Fir den Ring Z der ganzen Zahlen erhdlt man:

(i) Die Primzahlen sind genau die positiven Primelemente in 7.
(ii) Jede Untergruppe H < Z ist von der Form H = nZ mit einem n € Z.

Beweis. Zu (i). Die Primzahlen sind genau die irreduziblen Elemente in Zx>¢. Da
die Begriffe irreduzibel und prim in Hauptidealringen zusammenfallen, ergibt sich
die Behauptung. Zu (ii). Jede Untergruppe H < Z ist bereits ein Ideal in Z. Damit
ergibt sich die Behauptung. (]

Konstruktion 2.2.10 (Euklidischer Algorithmus). Es sei R ein euklidischer Ring
mit Gradabbildung J, und es seien a,b € R, wobei b # 0.

e Schritt 0. Setze c_1 := a und cg := b.
e Schritt 1. Wahle ¢1,q; € R mit

c-1 = qico+ ¢, wobei d(c1) < §(co) oder ¢q = 0.

Falls ¢; = 0: Verfahren abbrechen.
e Schritt 2. Wahle ca, g2 € R mit

co = qoc1 + Co, wobei d(cg) < d(c1) oder co = 0.

Falls ¢5 = 0: Verfahren abbrechen.

e Schritt n. Wiéhle ¢, ¢, € R mit
Cn-2 = qnCn_1 -+ Cn, wobei d(¢p,) < 0(¢p—1) oder ¢, = 0.

Falls ¢,, = 0: Verfahren abbrechen.

Das Verfahren bricht bei einem n € Z~ ¢ mit ¢, = 0 ab. Dabei ist ¢, ein grofiter
gemeinsamer Teiler von a und b, und man erhélt eine Darstellung

Cp_1 = ua + vb, mit u,v € R.



40 J. HAUSEN

Beweis. Da im euklidischen Algorithmus §(c;41) < 0(¢;) fiir jedes ¢ > 0 gilt, muss
das Verfahren irgendwann mit ¢,, = 0 abbrechen. Um zu sehen, dass ¢, dann ein
gemeinsamer Teiler von a und b ist, betrachten wir das Schema

Cn—2 = (qpCn—1
Cn—3 = (n—1Cp—2 + Cp—1
Cn—4 = (Qn-2Cp—3+Cp—2
€1 = (@3C2—¢C3
b = ¢ = qoate
a = ¢ = qcota

Indem wir Darstellung von ¢,_2 in die von ¢,_3 einsetzen, sehen wir, dass c¢,_3
ein Vielfaches von ¢, ist. Es folgt, dass ¢,—4 Vielfaches von ¢,_; ist, usw., und
schliellich sieht man, dass b und a Vielfache von ¢, _1 sind.

Um zu sehen, dass jeder gemeinsame Teiler ¢ von a und b auch ein Teiler von ¢,
ist, schreiben wir das obige Schema um. In jeder Gleichung lésen wir nach dem ¢;
mit groBtem ¢ auf:

Cn—1 = Cp—3 —(dn—-1Cn—-2
Cn—2 = Cp—4 —(n—-2Cn—3
Cp—3 = Cp—5 — (n-3Cpn—4
C2 = Cp—(Qq201
C1 = C-1—4q1Co

= a—qb.
Die unterste Gleichung liefert, dass mit @ und b auch ¢; ein Vielfaches von c ist.
Geht man eine Gleichung hoher, so erhélt man, dass co Vielfaches von ¢ ist usw..

Weiter liefert die oberste Gleichung, dass man ¢,,_; linear aus ¢,_3 und ¢, _2 kom-
binieren kann. Entsprechend liefert die zweite Gleichung, dass man c¢,,_o linear aus
Cn—3 und c¢,_4 kombinieren kann. Durch sukzessives Einsetzen erhilt man so eine
Darstellung ¢,,—1 = ua + vb. O

Beispiel 2.2.11. Wir fithren den euklidischen Algorithmus in Z mit a := 60 und
b := 42 durch. Er bricht im dritten Schritt ab:

60 = 1-42+18, 42 = 2.18+46, 18 = 3.6

Folglich ist 6 ein grofiter gemeinsamer Teiler von 60 und 42. Weiter erhalten wir
die Vielfachsummendarstellung

6 = 42—-2-18 = 42—2-(60—42) = 3-42—2-60.
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Aufgaben zu Abschnitt 2.2.

Aufgabe 2.2.12. Es sei (R, 0) ein euklidischer Ring. Zeige: Ein Element a € R ist genau
dann eine Einheit, wenn 6(a) = 6(1r) gilt.

Aufgabe 2.2.13. Finde eine explizite Darstellung f = gg + r mit deg(r) < deg(g) in
Q[T fiir die Polynome
f o= 37° —6T* +197° — 25T% + 157 — 8, g = T*+5T +1.
Aufgabe 2.2.14. Bestimme mittels euklidischem Algorithmus einen gréfiten gemeinsa-
men Teiler fiir die Polynome
f o= 6T° 427" —T% —4T? 4 3, g = 2T 4 27° —T? - T — 1.
Aufgabe 2.2.15. Es seien p € Z eine Primzahl und ¢ € Z mit ggT(p,c) = 1, sodass
cp = m? + n? mit ganzen Zahlen m, n gilt. Zeige:
(i) p=p+1-0ist kein Primelement in dem Ring Z[I] der ganzen Gaufischen Zahlen.
(ii) Es gibt ganze Zahlen a,b mit p = a® + b°.

Aufgabe 2.2.16. Es sei p € Z eine Primzahl der Form p = 4m + 1 mit einem m € Z.
Zeige: Es gibt ganze Zahlen a, b mit p = a? +b%. Hinweis: Es gibt ein € Z mit |z| < p/2,
sodass 22 = —1 mod p gilt. Verwende dann Aufgaben 1.3.17 und 2.2.15.

Aufgabe 2.2.17. Zeige: Der Ring Z[/d] ist euklidisch fiir d = +2 und d = 3. Wie verhiilt
es sich mit Z[/—3]?
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2.3. Primfaktorzerlegung.

Bemerkung 2.3.1. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie besagt, dass
man jede Zahl n € Z~ auf eindeutige Weise zerlegen kann als

n = pTl .. .pzr
mit Primzahlen p; < ... < p, und v; € Z>o; beispielsweise 60 = 22 - 3 - 5. Wir
werden diesen Satz als Folgerung allgemeinerer Uberlegungen erhalten.

Definition 2.3.2. Einen Integritidtsring R nennt man faktoriell, falls jedes a € R
mit Og # a € R* eine Zerlegung a = p; - - - p,, mit Primelementen pq,...,p, € R
besitzt.

Satz 2.3.3. Jeder euklidische Ring ist faktoriell.

Beweis. Es sei R ein euklidischer Ring mit Gradabbildung §: R\ {0} — Z>o.
Nach Satz 2.2.7 ist R ein Hauptidealring. Somit ist jedes irreduzible Element von
R bereits prim, siehe Satz 2.1.21. Es geniigt daher, zu zeigen, dass jedes Element
Or # a € R entweder eine Einheit oder ein Produkt irreduzibler Elemente ist.

Wir verwenden Induktion iiber den Grad é(a). Gilt 6(a) = 0, so erhalten wir eine
Darstellung 1r = ca + r mit » = 0. Folglich ist a eine Einheit.

Zum Induktionsschritt. Ist a Einheit oder irreduzibel, so ist nichts zu zeigen. An-
dernfalls gilt @ = bc mit Nichteinheiten b, c. Wir zeigen 6(b) < d(a). Dazu schreiben
wir

b = gbc+r, wobelgq,re R, §(r)<d(be)oder r =0g.

Der Fall r = 0p ist dabei ausgeschlossen, denn dann hétte man b = ¢bc und somit
1r = gc¢; Widerspruch zu ¢ Nichteinheit. Also gilt

Or # r = b—gbc = b(lg — qc).
Es folgt
o(b) < 6(r) < 6(bc) = d(a).
Analog verifiziert man, dass §(c¢) < d(a) gilt. Nach Induktionsvoraussetzung sind

b sowie ¢ und Produkte irreduzibler Elemente. Also ist auch a = be ein Produkt
irreduzibler Elemente. (I

Folgerung 2.3.4. Die Ringe Z und Z[I] sind faktoriell. Weiter ist fir jeden Korper
K der Polynomring K[T| faktoriell.

Definition 2.3.5. Es sei R ein Integritéitsring. Unter einem Primsystem fiir R
verstehen wir eine Teilmenge P C R von Primelementen, sodass folgendes gilt:

(i) Ist ¢ € R ein Primelement, so gilt ¢ ~ p mit einem p € P.
(ii) Sind zwei verschiedene p,p’ € P gegeben, so gilt p £ p'.

Bemerkung 2.3.6. Ein Primsystem P C R ist ein Représentantensystem fiir die
Assoziiertheit “~” auf der Menge aller Primelemente von R.

Beispiel 2.3.7. Die Primzahlen 2,3,5,7, ... bilden ein Primsystem in dem Ring Z
der ganzen Zahlen.

Satz 2.3.8. Es seien R ein faktorieller Ring und P C R Primsystem. Dann besitzt
jedes a € R\ {Or} eine eindeutige Primfaktorzerlegung beziiglich P, d.h., eine

Darstellung
a = c H pr (a)

peP
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mit einer eindeutig bestimmten Finheit ¢ € R* und eindeutig bestimmten “Viel-
fachheiten” vy(a) € Z>q, von denen héchstens endlich viele von Null verschieden
sind.

Lemma 2.3.9. Es sei R ein Integrititsring. Sind p,qi,...,q, € R Primelemente
mit p | qr---qr, so gilt bereits p ~ q; fir ein i.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber k. Zum Fall £ = 1. Wegen
p | ¢1 haben wir ¢; = ¢p mit einem ¢ € R. Als Primelement ist ¢; nach Satz 2.1.20
irreduzibel. Folglich muf} ¢ eine Einheit sein. Das bedeutet p ~ ¢;. Zum Indukti-
onsschritt. Gilt p | ¢1 -+ - qx, so gilt p | ¢1 - - q—1 oder p | ¢x, da p prim ist. Folglich
liefert die Induktionsvoraussetzung p ~ g; fiir ein q. O

Beweis von Satz 2.8.8. Im Falle a € R* ist nichts zu zeigen. Es sei nun a € R\ R*.
Da R faktoriell ist, haben wir a = q; - - - ¢ mit Primelementen ¢; € R. Jedes g¢; ist
assoziiert zu einem p; € P; wir haben also ¢; = ¢;p; mit ¢; € R*. Zusammenfassen
gleicher p; ergibt die gewiinschte Darstellung fiir @ mit ¢ :=c¢; - - ¢;.

Es bleibt die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung nachzuweisen. Dazu vergleichen

wir zwei Darstellungen
qI - ¢TI
pEP peP

Wir betrachten k := > v, und [ := > p, und zeigen durch Induktion iiber k, dass
¢ = ¢ sowie v, = i, fiir alle p € P gelten.

Gilt £ = 0, so hat man v, = 0 fiir alle p € P und auf der linken Seite steht eine
Einheit. Folglich muss auch auf der rechten Seite eine Einheit stehen, was p, = 0
fiir alle p € P und ¢ = ¢’ impliziert.

Gilt £ > 0, so muss auch [ > 0 gelten. Weiter hat man v, # 0 fiir ein py € P.
Nach Lemma 2.3.9 findet man auf der rechten Seite ein gy € P mit gy ~ pg. Da P
ein Primsystem ist, folgt po = qo, d.h., wir haben p,, > 0. Kiirzt man durch pg, so
liefert die Induktionsvoraussetzung ¢ = ¢ sowie v, = p,, fiir alle p € P. O

Beispiel 2.3.10. Beziiglich des Primsystems P = {2,3,5,7,...} ist die Primfak-
torzerlegung von —360 € Z gegeben durch

—-360 = —1-2%.3%2.5.

Weiter erhélt man den Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie: Jede natiirliche
Zahl n > 2 lasst sich auf eindeutige Weise darstellen als

_ V1 v
n = p eyt

mit r € Z>,, paarweise verschiedenen Primzahlen p; < ... < p, und Exponenten
Viy...y Uy EZzl.

Satz 2.3.11. FEs seien R ein faktorieller Ring und P C R ein Primsystem. Weiter

seien ay,...,a, € R und
a;, = ¢ H pl’p(ai)
peP

die zugehorigen Primfaktorzerlegungen Mit Einheiten c¢; € R* und Vielfachheiten
vp(a;) € Z>o. Die Teilbarkeit a; | a; wird charakterisiert durch

a; |a; <= vp(a;) <wpla;) fir alle p € P.
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Weiter hat man tmmer einen grifiten gemeinsamen Teiler und ein kleinstes ge-

meinsames Vielfaches fir aq, ..., a,, ndmlich
H pmin(yp(ai)) € ggT(ala s aan)a H pmaX(Vp(ai)) € kgv(a’17 R a’n)'
pEP pEP

Beweis. Falls a; | a; gilt, haben wir a; = ba; mit einem Element b € R. Es sei
b=c[[p**® die zugehorige Primfaktorzerlegung. Dann gilt

¢ H pl/p(aj) = (¢ H pUp(b) ¢; H pr(ai) = ¢ H pvp(b)Jrup(ai)

peEP peP peP peP

Mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ergibt sich v,(a;) < vp(a;) fir alle
p € P. Umgekehrt impliziert letztere Bedingung offensichtlich, dass a; ein Teiler
von a; ist. Die weiteren Aussagen sind direkte Folgerungen. O

Beispiel 2.3.12. Wir betrachten das Primsystem P C 7Z bestehend aus allen
Primzahlen. Dann hat man die Primfaktorzerlegungen

12 = 2%2.3, 18 = 2.3%

Geméf Satz 2.3.11 erhalten wir dann den grofiten gemeinsamen Teiler sowie das
kleinste gemeinsame Vielfache als

geT(12,18) = {£2-3} = {£6},  kgV(12,18) = {4+2?-3%} = {436}

Satz 2.3.13. Es seien R ein euklidischer Ring und a = ¢p{* ---pi» € R mit einer
Einheit ¢ € R* und paarweise nichtassoziierte Primelementen p; € R. Dann hat
man einen Isomorphismus von Ringen

R/f(a) = R/(p7") x ... x R/(py).

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass p1, ..., p, Elemente eines Primsystems P C R
sind. Weiter geniigt es, den Fall ¢ = 1 zu behandeln. Nach Satz 2.3.11 sind p* und
p;j fiir ¢ # j teilerfremd. Nach Satz 2.1.14 bedeutet dies

)+ ;) = ®p/) = (lr) = R.

Damit kénnen wir den Chinesischen Restsatz 1.4.19 ins Spiel bringen; er liefert im
vorliegenden Fall einen Isomorphismus von Ringen

R/A((p") 0 o0 o)) = R X xR,

Zum Beweis der Aussage miissen wir also nur noch (a) = (p7*) N...N (p¥%") nach-
weisen. Die Inklusion “C” ist dabei offensichtlich. Die Inklusion “2” ergibt sich wie
folgt. Liegt b € R in der rechten Seite, so erhélt man insbesondere p;* | b fiir jedes i.
Satz 2.3.11 liefert dann pi* ---p¥~ | b und somit b € (a). O

Bemerkung 2.3.14. Es sei n € Z>1, und es sei n = pi*...p¥% die zugehorige
Primfaktorzerlegung. Satz 2.3.13 liefert einen Isomorphismus von K1-Ringen

ZinZ = Z/(Y) x ... x L/L).

Dieser ist insbesondere ein Isomorphismus der zu Grunde liegenden abelschen Grup-
pen. Weiter erhélt man fiir die Einheiten

(Z/nZ)" = (Z/P7)" x .. x (Z/(Pm)"
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Satz 2.3.15. Die Menge {T — a; a € C} ist ein Primsystem in dem Polynom-
ring C[T]. Jedes nichtkonstante f € C[T| lisst sich eindeutig schreiben als

f — CH(T_G)Va(f);

a€eC

wobei ¢ € C*. Die Vielfachheit v, (f) des Primfaktors T — a in f ist dabei genau
die Ordnung der Nullstelle a von f.

Beweis. Jedes Polynom T — a besitzt den Grad 1 und ist somit irreduzibel. Da C[T']
ein Hauptidealring ist, muss 7" — a bereits prim sein, siehe Satz 2.1.21. Weiter gilt

(T—a)~(T—-b) <= (T-b)=c(T—a)mitceC* < b=a.

Insbesondere sind keine zwei verschiedenen Polynome 7" — a und 7' — b assoziiert
zueinander.

Um zu sehen, dass die Polynome 7" — a ein Primsystem bilden, miissen wir noch
zeigen, dass jedes Primelement f € C[T] assoziiert zu einem T — a ist. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra gilt f = ¢ (T'—a1)--- (T — a,) mit ¢ € C* und
ai,...,a, € C. Da f irreduzibel ist, folgt f ~ T — a;. O

Satz 2.3.16. Die normierten Primpolynome in dem Polynomring R[T| sind genau
die Polynome der Form

T — a, wobei a € R, T? + bT + ¢, wobei b, ¢ € R, b* < 4ec.

Lemma 2.3.17. Es sei f =) a,T" € C[T| mit nur reellen Koeffizienten a, . Ist
A € C eine Nullstelle von f, so ist auch \ eine Nullstelle von f.

Beweis. Die Aussage ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass die komplexe Kon-
jugation ein Koérperhomomorphismus ist und die reellen Zahlen fest lédsst: Es gilt

M = YaX =S an = FO) = o
O

Lemma 2.3.18. Es sei eine Zerlegung f = gh mit drei nichtverschwindenden
Polynomen f,g,h € C[T] gegeben. Sind zwei dieser Polynome reell, so ist auch das
dritte reell.

Beweis. Falls g und h reell sind, so ist offensichtlich auch f reell. Es bleibt also
nur der Fall, dass f und g reell sind zu diskutieren. Wir verwenden Induktion iiber
n = deg(f). Der Fall n = 0 ist klar.

Fiir den Induktionsschritt verwenden wir Division mit Rest in R[T] und schreiben
f = qg + r mit Polynomen ¢,r € R[T], wobei deg(r) < deg(g). Mit f = gh ergibt
sich
gh = q9+r = r = (h—q)yg.
Ist r das Nullpolynom, so ergibt sich h = ¢ € R[T]. Andernfalls verwenden wir die
Abschétzung
deg(r) < deg(g) < deg(f)

und erhalten mittels Induktionsvoraussetzung, dass h—q¢ € R[T] gilt. Das impliziert
h € R[T]. O
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Beweis von Satz 2.3.16. Die angegebenen Polynome sind offensichtlich irreduzibel
und somit prim. Ausserdem sind sie paarweise nichtassoziiert zueinander. Wir zei-
gen nun, dass jedes normierte Primpolynom f € R[T] bereits erfasst ist.

Besitzt f eine Nullstelle a € R, so kénnen wir f schreiben als f = (T — a)g mit
einem Polynom g € R[T]. Die Irreduzibilitdt von f impliziert g = 1gpp).
Gilt f(a) # 0 fiir alle @ € R, so verwenden wir den Fundamentalsatz der Algebra.
Dieser liefert ein A € C mit f(\) = 0. Nach Lemma 2.3.17 ist auch \ eine Nullstelle
von f. Folglich gilt

f=T-XNT-XNg = (T* = A+ X)T +\\)g.
mit einem Polynom g € C[T]. Lemma 2.3.18 garantiert, dass g ein reelles Polynom
ist. Da f irreduzibel in R[T] ist, muss g eine Einheit in R[7T] sein. Da f normiert
ist, erhalten wir g = 1g[7. Mit A =x + Iy folgt schliesslich

(A —=N)? = 42* < 42* +49° = 4\
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Aufgaben zu Abschnitt 2.3.

Aufgabe 2.3.19. Es sei R ein faktorieller Ring, und es sei ¢ € R. Beweise die Aquivalenz
folgender Aussagen:

(i) g ist irreduzibel.

(ii) ¢ ist prim.
Aufgabe 2.3.20. Die Eulersche ®-Funktion ordnet jeder Zahl n € Z>; die Anzahl ®(n)
der zu n teilerfremden ganzen Zahlen m mit 1 <m < n zu:

®(n) = |{m€Zzi; m<n,1eggT(m,n)}.

Fiir n € Z>2 sei n = py' -+ p;" eine Darstellung mit paarweise verschiedenen Primzahlen
Pi,...,pr. Leige: Es gilt

B(n) = ()DL = n(lfi)m(ki).

P1 DPr

Aufgabe 2.3.21. Es seien m,n € Z>, zwei teilerfremde ganze Zahlen. Zeige: Es gilt

®

m®™ =1 mod n.

Aufgabe 2.3.22. Bestimme die Primfaktorzerlegungen jeweils in C[7] und in R[T] fiir
die Polynome T2 + 1, T2 + 1 sowie T* + 1.

Aufgabe 2.3.23. Zeige: Der Polynomring Q[7] besitzt irreduzible Polynome beliebig
hohen Grades.






LINEARE ALGEBRA II 51

3. MODULN

3.1. Grundbegriffe.

Beispiel 3.1.1. Die Teilmenge Z? C R? ist eine Untergruppe der additiven Grup-
pe R?, und wir haben Skalarmultiplikation mit ganzen Zahlen auf Z?:

D - .- oo ° ° ° ° ° . .
-~
P G
P ’
D T e ° / ¢ ° ° $------ .- e .- .
.
’
.
° * . 3 ° L o~ ° ) °

Definition 3.1.2. Es sei R ein K1-Ring. Ein (unitirer) R-Modul ist eine abelsche
Gruppe (M, +) zusammen mit einer Abbildung

Rx M — M, (ryu) — 7ru,

genannt Skalarmultiplikation, sodass fiir v, € R und u,u’ € M stets folgendes
gilt:

lpu = u, ('r)u = r(ru), @©'+r)u = r"utru, rut+u) = rutrad.

Bemerkung 3.1.3. Der Begriff des Moduls verallgemeinert den Begriff des Vek-
torraumes: Die Moduln iiber einem Korper K sind genau die Vektorrdume iiber K.

Beispiel 3.1.4. Es sei R ein K1-Ring. Dann wird die Menge R" zu einem R-Modul
durch komponentenweise Addition und komponentenweise Skalarmultiplikation

(riy.coyrn) + (S1,..,80) = (r14+81,...,7n + Sn),

a-(riy...,rn) = (ary,...,ary).

Konstruktion 3.1.5. Jede abelsche Gruppe (G, +) ist auf kanonische Weise ein
Z-Modul: Man definiert eine Skalarmultiplikation Z x G — G durch

g+...+¢g fallsn >0,
—_—

n-mal
n-g = ng = 0 falls n =0,
—g—...—g fallsn <0.
—_——
|n|-mal

Konstruktion 3.1.6. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und ¢: V. — V
eine lineare Abbildung. Dann wird V' zu einem K[T']-Modul durch

(Z al,T”) o= Z ayp” (v),

wobei wir, wie iiblich, ¢" fiir die v-fache Hintereinanderausfithrung @ o ... o ¢ von
@: V. =V schreiben.
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Beweis. Mit ¢° = idy ergibt sich sofort 1g(r) v = v. Die weiteren Modulaxiome
erhalten wir mit

Za,,TV . ((Zb”T”) -v)

ZGV‘PV (Z bu‘Pu(U))
= Z( Z aub;wpﬁ(v))

K v+pu=r

() ()
(ZaVT" +Zb,,T") v = (Z(au +by)T”) v

= S (aw 4 b0)e" ()

= ZGV‘PU(U) + Zb,/np"(v)

= (Z a,,TU) v+ (Zb“T“) s,

(Z a,,T") (w40 = Zawp"(v«kvl)
= T e + e’ ()
= (Z a,,TU) v+ (Zb“T“) “v.

O

Definition 3.1.7. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul, und N C M eine
nichtleere Teilmenge mit

v, € N = v+v €N, veN,reR = rwv € N.

Dann nennen wir N zusammen mit den induzierten Verkniipfungen (v, v’) +— v+’
sowie (r,v) — 1o einen (R-)Untermodul von M; wir schreiben dafiir auch N <p M.

Bemerkung 3.1.8. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und N <p M ein
Untermodul. Dann ist N eine Untergruppe der additiven Gruppe M und N ist
beziiglich der induzierten Verkniipfungen wieder ein R-Modul.

Bemerkung 3.1.9. Es sei G eine abelsche Gruppe. Dann ist G ein Z-Modul
geméf 3.1.5. Die Z-Untermoduln von G sind genau die Untergruppen von G.

Bemerkung 3.1.10. Es sei R ein K1-Ring. Dann wird (R, +) ein R-Modul durch
r-u := ru. Die R-Untermoduln von R sind genau die Ideale des Ringes R.

Definition 3.1.11. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und F = (u;);e; eine
Familie in M, wobei I # (). Eine (R-)Linearkombination iiber F ist ein Element der
Form

Z a;-u; € M, wobei a; € R, a; # 0p fiir hochstens endlich viele i € I.
il

Konstruktion 3.1.12. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und F = (u;);er
eine Familie in M, wobei I # ().

Der von F erzeugte Untermodul (auch die lineare Hiille, das Erzeugnis, der Auf-
spann) von F in M ist definiert

Lin(F) := {u € M; w ist Linearkombination iiber 7} <p M.

Fiir F = (uq, - .., ug) schreiben wir auch Lin(uy, . . ., uy) anstelle von Lin(F). Weiter
definiert man die lineare Hiille der leeren Familie durch Lin( ) := {0a}. Fiir eine
Teilmenge A C M setzt man auch

(A) := Lin(A4) = Lin((v)uea) <gp M.
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Beispiel 3.1.13. Fiir den von v; := (2,1) und vs := (1,2) erzeugten Untermodul
Lin(vy, v2) in Z? erhilt man folgendes Bild;

Konstruktion 3.1.14. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und N; <p M,
i € I, Untermoduln. Dann ist die Summe dieser Untermoduln der Untermodul

SN = <UN> - {Zu uiGNZ-} <p M.

i€l iel

Definition 3.1.15. Es sei R ein K1-Ring. Ein Homomorphismus (auch lineare
Abbildung) von R-Moduln M und N ist eine Abbildung ¢: M — N mit

elutu) = ou)+o),  ou) = rp(u)

fiir alle w, v’ € M und r € R. Man nennt einen Modulhomomorphismus ¢: M — N
einen Isomorphismus, falls es einen Modulhomomorphismus ¢ : N — M gibt mit

Yoy = id, pov = idn;

man nennt M und N dann isomorph zueinander und schreibt dafiir M = N. Weiter
definiert man Kern und Bild eines Modulhomomorphismus ¢: M — N als

Kern(p) = {ue M; ¢o(u) =0n}, Bild(¢) := {¢(u); ue M}.

Bemerkung 3.1.16. Es seien G und H abelsche Gruppen.

(i) Eine Abbildung ¢: G — H ist genau dann ein Homomorphismus der Z-
Moduln G und H, wenn sie ein Gruppenhomomorphismus ist.

(ii) G und H sind genau dann isomorph als Z-Moduln, wenn sie als Gruppen
isomorph sind.

Bemerkung 3.1.17. Die Komposition zweier Homomorphismen von R-Moduln
ist stets wieder ein Homomorphismus von R-Moduln.

Bemerkung 3.1.18. Es seien R ein K1-Ring und ¢: M — N ein Homomorphis-
mus von R-Moduln.

(i) Fiir jeden Untermodul M’ <p M ist das Bild ¢(M’) ein Untermodul von
N; insbesondere ist Bild(¢) ein Untermodul von N.

(i) Fiir jeden Untermodul N’ <p N ist das Urbild ¢~!(N’) ein Untermodul
von M; insbesondere ist Kern(y) ein Untermodul von M.

(iii) Der Homomorphismus ¢: M — N ist genau dann injektiv, wenn
Kern(yp) = {0} gilt.

(iv) Der Homomorphismus ¢: M — N ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn er bijektiv ist.
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Konstruktion 3.1.19. Es seien R ein K1-Ring und M;, ¢ € I, eine Familie von
R-Moduln und

HMi = {(wi)ier; wi € M}

iel

das (mengentheoretische) direkte Produkt. Dann ist ]
komponentenweisen Verkniipfungen

ic1 M; zusammen mit den
(uiier + (wi)ier = (ui+upier,

r(ui)ier = (r-ug)ier

ein R-Modul, das direkte Produkt der R-Moduln M;, i € I. Die direkte Summe der
R-Moduln M;, i € I, ist der Untermodul

@MZ— = {(ui)ig € HM“ u; # 0 fiir hochstens endlich viele i € I}
il iel
<r H M.
icl

Die Projektionen auf die Faktoren liefern kanonische surjektive Modulhomomor-
phismen

Tyt HMig)Mj, (ui)ielr—>uj, Tyt @Mi%Mj, (ui)iep—)uj.
icl el

Ist die Indexmenge I endlich, so stimmen direkte Summe und Produkt der Moduln
M;, i € I, iiberein.

Konstruktion 3.1.20. Es seien R ein K1-Ring, M ein R-Modul und N <p M
ein Untermodul. Dann hat man eine wohldefinierte Skalarmultiplikation

RxM/N — MJ/N, r(u+N) = ru+N

Damit wird die Faktorgruppe M/N zu einem R-Modul, dem Faktormodul von M
nach N.

Weiter hat man einen surjektiven Modulhomomorphismus 7: M — M/N mit
Kern(w) = N, ndmlich

m: M — M/N, uw — u+ N.

Beweis. Wir wissen bereits, dass M /N eine abelsche Gruppe ist, und dass 7: M —
M/N ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(r) = N ist.

Um zu zeigen, dass die Skalarmultiplikation wohldefiniert ist, betrachten wir zwei
u, v’ € N mit u+ N = v + N. Dann gilt u — v’ € N. Fiir jedes r € R erhilt man
r-(u—u')=r-u—r-u € N.Das bedeutet r-(u+ N) = r-(u' + N).

Es bleiben die Modulaxiome fiir die Skalarmultiplikation zu verifizieren. Offensicht-
lich gilt 1g-(u+ N) = u + N fiir alle u+ N € M/N. Weiter haben wir fiir alle
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u, v’ € M und alle 7’ € R:

(r'm-(u+N) = (('r)u)+ N
= ((ruw)+N
= ' ((ruw)+N)
= 7' (r-(u+ N)).

(r+r)uw+N) = ((r+r)uw+N
= (r-u+r’-u)+N
= (r-u+ N) + (r/-u+N)
= r-(u+N) + 7 -(u+ N).

r((u+ N)+ @ +N) = r((utu)+N)
= (r(ut+u)+N
= (r-u+r-u/)+N
= (r-u+ N) + (r-u’-Q—N)
= r-(u+N) + r- (v + N).

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung 7: M — M /N mit der Skalarmultiplikation
vertriglich ist. Fiir alle u,u’ € v und alle r,7" € R gilt
rrou+ru) = (ru4ruw)+N
= (rru+N)+ (@ v +N)
= r(u+N)+7r"-(u +N)
= rem(u) ol w(u).

O

Beispiel 3.1.21. Es seien R ein K1-Ring und a <p R ein Ideal. Dann ist der
Faktorring R/a ein R-Modul.

Satz 3.1.22 (Homomorphiesatz). Es seien R ein KI1-Ring, ¢: M — N ein Ho-
momorphismus von R-Moduln, und My <p M ein Untermodul mit My C Kern(y).
Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

M P u—ro(u) N
T ul—mm %Mm—ﬂp(u)
M /Mo

von wohldefinierten R-Modulhomomorphismen. Dabei ist der Modulhomomorphis-
mus @: M/My — N durch ¢: M — N wund das obige Diagramm eindeutig be-
stimmt. Es gilt weiter

(i) @ ist injektiv < My = Kern(y);
(il) P ist surjektiv < ¢ ist surjektiv.

Beweis. Der Homomorphiesatz 1.2.17 liefert die entsprechenden Aussagen fiir die
abelschen Gruppen M, N und M/Mj. Es ist daher nur noch zu zeigen, dass
®: M/My — N mit der Skalarmultiplikation vertriiglich ist. Das ergibt sich jedoch
sofort mit
@(r-(u+ M) = @(r-u) = r-p(u) = r@(u+ Mo).
O

Folgerung 3.1.23. Es seien R ein K1-Ring und p: M — N ein surjektiver Ho-
momorphismus von R-Moduln. Dann hat man einen Isomorphismus von R-Moduln

®: M/Kern(¢) — N, u+ Kern(p) — o(u).
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Aufgaben zu Abschnitt 3.1.

Aufgabe 3.1.24. Es seien K ein Korper, V := K" und A € Mat(n,n; K). Betrachte die
durch ¢: V — V, v — A-v definierte K[T]-Modulstruktur auf V' und zeige:

(i) Es seien ein Polynom Y a,T" € K[T] und ein Vektor v € V' gegeben. Dann gilt

(ZauT")-v = ZaV(A"w)

(ii) Ist A diagonalisierbar mit den Eigenwerten A1,...,\x, wobei \; # \; fiir ¢ # j
und k < n, so gilt

(T =X1)---(T=Xg))v = 0y firalleveV.

Aufgabe 3.1.25. Es seien K ein Korper und V := K®, und es sei A € Mat(3,3;K)
gegeben durch

1 1 0
A = 0 1 0
0 0 2

Betrachte die durch ¢: V. — V, v — A.v definierte K[T]-Modulstruktur auf V' und
bestimme die Vektoren

(T —1)-e1, (T —1)-ea, (T —1)*-ea, (T — 2)-es.

Aufgabe 3.1.26. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und ¢: V' — V eine lineare
Abbildung. Betrachte die zugehorige K[T]-Modulstruktur auf V' und zeige, dass fiir jede
Teilmenge U C V' die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) U ist ein Untermodul des K[T']-Moduls V,
(if) U ist ein Untervektorraum des K-Vektorraumes V, und es gilt o(U) C U.

Aufgabe 3.1.27. Es seien R ein K1-Ring und ¢: M — N ein Homomorphismus von
R-Moduln. Beweise die Aussagen aus Bemerkung 3.1.18:

(i) Fiir jeden Untermodul M’ <gr M ist das Bild ¢(M') ein Untermodul von N;
insbesondere ist Bild(¢) ein Untermodul von N.
(ii) Fiir jeden Untermodul N’ <g N ist das Urbild ¢ *(N’) ein Untermodul von
M insbesondere ist Kern(y) ein Untermodul von M.
(iii) Der Homomorphismus ¢: M — N ist genau dann injektiv, wenn Kern(y) = {0}
gilt.
(iv) Der Homomorphismus ¢: M — N ist genau dann ein Isomorphismus, wenn er
bijektiv ist.
Aufgabe 3.1.28. Es seien v; := (2,1) und vo := (1,2) und N := Lin(vi,v2) <z Z>.
Zeige: Bs gilt Z? /N = 7,/37.

Aufgabe 3.1.29. Es sei M ein Z-Modul, sodass M = Z-u fiir ein u € M gilt. Zeige:
(i) Es gilt M = Z/nZ mit einem eindeutig bestimmten n € Z>o. Hinweis: Kon-
struiere einen surjektiven Homomorphismus Z — M mit 1 +— .

ii) Ist n wie in (i) und gilt n = p'* - - p¥" mit paarweise verschiedenen Primzahlen
g 1
D1,...,Dr € Z>2, so hat man einen Z-Modulisomorphismus

M = Z/p7'Z&...0ZL/p. L.

Aufgabe 3.1.30. Es sei M ein Z-Modul. Zeige: Ist p := |M| eine Primzahl, so gilt
M > 7/pZ.
Aufgabe 3.1.31 (Isomorphiesitze fiir Moduln). Es seien R ein K1-Ring und M ein
R-Modul. Zeige:

(i) Fiir je zwei Untermoduln L <r M und N <gr M hat man einen kanonischen

Isomorphismus

N/(NNL) - (N+L)/L, v+ (NNL) — v+ L.
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(ii) Fiir jede Schachtelung L <g N <p M von Untermoduln hat man einen kanoni-
schen Isomorphismus

M/L /N/L — MJ/N,  (u+L)+(N/L) — u+N.
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3.2. Freie Moduln.
Definition 3.2.1. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul.

(i) Eine Familie F = (u;);es in M heifit Erzeugendensystem fiir M, falls jedes
u € M eine R-Linearkombination iiber F ist.

(ii) Eine Familie F = (u;)ies in M heifit linear unabhdingig, falls fir jede R-
Linearkombination Y r;u; iiber F gilt

S riui = 0y = 1, = Opfiralleiel.

(iii) Der R-Modul M heiit endlich erzeugt, falls er ein endliches Erzeugenden-
system besitzt.

(iv) Der R-Modul M heiit frei, falls M = {0y} gilt oder M eine Basis, d.h.,
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, besitzt.

Beispiel 3.2.2. Es seien R ein K1-Ring und I # () eine Menge. Dann ist der

R-Modul R := @,; R frei; er besitzt eine kanonische Basis (e;)ier, wobei
TRy oo 1r falls j =1,
ei = (0ij)jer mitd;; = { Op falls j £

Beispiel 3.2.3. In Z? betrachten wir die Elemente v; := (2,1) und vy := (1,2).
Dann ist F := (v, v2) linear unabhéngig aber nicht erzeugend; beispielsweise kann
man (1, 0) nicht als Z-Linearkombination iiber F darstellen.

Beispiel 3.2.4. Der Z-Modul Z/2Z ist nicht frei. Es gilt 2-1 = 0 in Z/2Z, aber
wir haben 2 # 0 in Z.

Satz 3.2.5. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul mit Basis B = (u;)icy-
Dann besitzt jedes uw € M eine eindeutige Darstellung

(3.2.5.1) w o= > ru mitr; € R

iel

Beweis. Da B ein Erzeugendensystem fiir M ist, besitzt jedes u € M eine Darstel-
lung (3.2.5.1).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien zwei Darstellungen v = Y., r;-u; und

u =), 5iu; gegeben. Dann erhalten wir

icl

Oy = u—u
= E Ti-U; — E S Ug
el i€l
= E (Tz—sz)uz
el

Da B linear unabhéngig ist, muss r; = s; fiir jedes ¢ € I gelten. Folglich stimmen
die Darstellungen von wu iiberein. (|

Definition 3.2.6. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul mit Basis B =
(u;)ier. Fiir jedes u € M nennt man die Darstellung

u = Zri-ui
iel
die Entwicklung von u nach der Basis B, und man nennt zg(u) := (r;)ic; € RL
den Koordinatenvektor von u beziiglich B.
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Satz 3.2.7. Es seien R ein K1-Ring und M ein freier R-Modul mit einer Basis
B = (u;)icr. Weiter seien und N ein R-Modul und (v;);cr eine Familie in N.

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Homomomorphismus @: M — N mit
o(u;) = v; fiir alle i € I, ndmlich

w(Zn.uZ) = v

iel iel
(ii) Der Homomorphismus ¢: M — N aus (ii) ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn (v;);cr eine Basis fiir N ist.

Beweis. Zu (i). Wegen der Eindeutigkeit des Koordinatenvektors ist die Abbildung
@: M — N wohldefiniert. Weiter haben wir ¢(u;) = v;.

Zum Nachweis der Linearitét seien u, v’ € M und a,a’ € K gegeben. Wir betrachten

die Entwicklungen
u = Zri-ui, u = ZT;%
iel il
beziiglich der Basis B = (u;);er von M. Gemifl unserer Definition von ¢ erhalten
wir dann

olau+ad-u) © <Z(am+a'r§)-ui>
i=1

= Z(‘”’i*alﬁ)'vi

i=1
n n

= Z(ari)mi + Z(a’ré)mi
i=1 i=1

n n
/ /
= a-E iV + a-E TV
i=1 i=1

= a-p) + a-p").
Es bleibt zu zeigen, dass ¢ durch die Vorgabe der Werte v; auf den u; eindeutig

bestimmt ist. Ist ¢': M — N eine weitere lineare Abbildung mit ¢'(u;) = v;, so
erhalten wir fiir jedes v = > 7;-u;:

¢'u) = ¢ (Zﬁuz) = Y i (w) = > rip(ui) = @(Zﬁ"uz‘) = o(u).

Zu (ii). Es sei zunéchst ¢: M — N ein Isomorphismus. Wir zeigen, dass C := (v;);er
ein Erzeugendensystem fiir N ist. Dazu sei v € N gegeben. Da ¢ surjektiv ist, gibt
es ein uw € M mit p(u) = v. Ist u = > r;-u; die Etwicklung von u beziiglich B, so
erhalten wir

v = pu) = @(an) = ZTi'Uz' € Lin(C)

i€l il
Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von C = (v;);er sei eine Linearkombi-
nation Y r;-v; = Oy gegeben. Dann erhalten wir

O = ¢ 10n) = ¢! (Zﬁ%) = Zﬁ'ui,

i€l il
wobei p~1: N — M den Umkehrhomomorphismus bezeichnet. Da (u;);c; linear
unabhéngig ist, ergibt sich r; = O fiir alle ¢ € I.
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Es sei nun (v;);es eine Basis fiir N. Dann erhiilt man nach (i) einen Homomorphis-
mus ¢: N — M mit ¢(v;) = u; fiir alle ¢ € I. Wir zeigen, dass 1) eine Umkehrab-
bildung zu ¢ ist: Es gilt stets

¢o¢<zn.w> _ @<Zm.ui> Y

i€l icl icl

e < e[S - S

i€l el iel

O

Folgerung 3.2.8. FEs seien R ein K1-Ring und M eine freier R-Modul mit Basis
B = (u;)icr. Dann hat man einen Isomorphismus

os: M — RL, u — zgu).

Folgerung 3.2.9. Ein freier R-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn er
eine endliche Basis besitzt.

Bewets. Besitzt M eine endliche Basis, so ist M auch endlich erzeugt. Es sei nun
M endlich erzeugt. Als freier Modul besitzt M dann eine Basis B = (u;);er. Nach
Folgerung 3.2.8 ist M isomorph zu Ré; insbesondere ist letzterer Modul ebenfalls
endlich erzeugt. Das geht nur, wenn I endlich ist. O

Satz 3.2.10. Es sei R ein Integrititsring und M ein freier R-Modul. Dann besitzen
je zwei Basen von M die gleiche Linge.

Beweis. Da. M frei ist, diirfen wir annehmen, dass M = @@, ; R gilt. Es sei
K := Q(R) der Quotientenkérper von R. Dann hat man einen injektiven Homo-
morphismus von R-Moduln
a;
D: E{)}% — {}91&, (a;) (i;;)

el el
Da je zwei Vektorraumbasen dieselbe Lénge besitzen, geniigt es zu zeigen, dass
fiir jede Basis (uj);jes fir M die Bildfamilie C := (®(u;)),jes eine Basis fiir den
K-Vektorraum V' := @, ; K ist.
Um zu sehen, dass C ein Erzeugendensystem fiir V' ist, betrachten wir ein beliebiges
Element v € V. Dieses ist von der Form

vo= (%) , a; # Op fiir nur endlich viele i € I.
i/ el

Bezeichnet b € R das Produkt iiber alle b; mit a; # Og, so gilt b-v € ®(M). Folglich
gibt es eine Darstellung

1r 1r Cj
o= ) = g (o) = X% @),

jeJ jeJ

Wir kommen zur linearen Unabhéngigkeit. Dazu betrachten wir eine Darstellung
des Nullvektors als Linearkombination

o o= > %.cp(uj).

jeg
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Ahnlich wie vorhin sei b € R das Produkt iiber alle bj mit a; # Og. Dann erhalten
wir mit b := b/b;:

b a; b;aj /
Oy = T, - b—j"I)(uj) = ZK"I)(UJ') =@ ijaj'uj
jedJ jeJ JjeJ
Da ® injektiv ist, muss der Ausdruck in der letzten Klammer gleich 0y, sein. Die
lineare Unabhingigkeit von B liefert bja; = Og fiir alle j € J. Mit b} # Og folgt

a; = O und somit a;/b; = Ok fiir alle j € J. O

Definition 3.2.11. Es seien R ein Integritatsring und M ein freier R-Modul. Dann
definiert man den Rang von M durch

rg(M) = {

oo falls M keine endliche Basis besitzt,

n  falls M eine Basis (uq, ..., u,) besitzt.

Beispiel 3.2.12. Der freie Z-Modul Z? besitzt den Rang 2. Der durch v; = (2,1)
und v = (1,2) erzeugte Untermodul M <y 7.2 besitzt ebenfalls den Rang 2. Man
beachte, dass M # Z? gilt.

Satz 3.2.13. Es seien R ein Hauptidealring und F ein endlich erzeugter freier
R-Modul. Ist M <p F ein Untermodul, so ist M frei und es gilt vg(M) < rg(F).

Beweis. Es ist nur fir F # {Op} etwas zu zeigen. Es sei (vy,...,v,) eine Basis
fir F. Fir 0 < n < r betrachten wir die Untermoduln
M, := M N Lin(vy,...,vp).

Es gilt also M, = M. Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass M, frei ist mit
rg(M,) < n.

Im Fall n = 0 haben wir M,, = {Op} und die Aussage ist offensichtlich. Im Induk-
tionsschritt betrachten wir die Teilmenge

a :={a€R;a1v1+...+a,-1Vp_1+awv, €M firay,...,an—1 € R} C R.

Offensichtlich ist a ein Ideal in R. Da R ein Hauptidealring ist, haben wir a = (a,,)
mit einem a,, € R.

Falls a,, = Op gilt, erhalten wir M,, = M,,_1. Nach Induktionsvoraussetzung ist M,
dann frei mit rg(M,,) < n. Gilt a,, # Og, so wihlen wir ein

v = a1+ ...+ 0-1"Vn-1+an-v, € M,.
Weiter sei (v1,...,0;) eine Basis fiir M,,—;. Wir zeigen, dass (v1,...,0k,v) eine
Basis fiir M, ist. Fiir jedes w € M,, erhalten wir eine Darstellung
w = bl"l)1+...+bn,1"0n71+bn"l)n

bi-vi+...+byp_1-Vm_1 + ba,-v,
= (by—bar)vi+...4 (bp—1 —ban—1) vp_1+bv
€ Lin(vy,...,0k,0).
Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit sei by-v7 + ... 4+ bg-0p +b-v = Op
gegeben. Dann hat man
bi-v1+ ...+ byvp +bay-vr + ... +bap_1-vp_1+bay,-v, = Op.

Die lineare Unabhingigkeit von (v1,...,v,) liefert zunéchst ba,, = O und somit
b=0g. Da (v1,...,0;) linear unabhéingig ist, ergibt sich by = ... =b;, = 0. O
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Aufgaben zu Abschnitt 3.2.

Aufgabe 3.2.14. Essei R ein K1-Ring. Zeige: Zu jedem R-Modul M gibt es einen surjek-
tiven Modulhomomorphismus F' — M mit einem freien R-Modul F. Hinweis: Betrachte
F:=duR.

Aufgabe 3.2.15. Es seien ai,...,an € Z, und es sei v := (a1,...,an). Beweise die
Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Es gibt eine Basis (v,v2,...,v,) fiir Z".
(ii) Die Zahlen aq,...,an sind teilerfremd.
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3.3. Matrizen und lineare Abbildungen.
Definition 3.3.1. Es sei R ein K1-Ring. Eine (m X n)-Matriz iber R ist eine

Anordnung von Elementen a;; € R in ein Schema

ail e QA1n

A = (aijhicism =
1<j<n

aAml .. Qmn
Die Menge aller m x n-Matrizen iiber R bezeichnen wir mit Mat(m,n; R). Die i-te
Zeile A, und die j-te Spalte A,; von A € Mat(m,n; R) sind gegeben durch

aij
Ai* = (ail,...,am), A*j =
Qmj
Fiir (m x n)-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) iiber R erkliren wir die Summe und
das skalare Vielfache mit r € R komponentenweise durch
(ai;) + (bi) = (ai; + b;), r-(aij) = (rag).
Sind eine Matrix A = (a;;) € Mat(m, n; R) und ein Element x = (z1,...,2,) € R"
gegeben, so definiert man das Das Matriz- Vektor-Produkt von A und x als
Al* T a11x1 + ...+ a1pnTy
Az o= : - : € R™
I Am1X1 + ...+ G Tn

Sind A = (a;;) eine (m x n)-Matrix und B = (b;x) eine (n x [)-Matrix iiber R, so
ist das Matrizenprodukt von A und B die (m x [)-Matrix

A-B = (Cik)1<i<m S Mat(m,l;R), wobei ¢ = Zaijbjk = A, - B
1<k<l =

Die Transponierte A* der Matrix A = (a;;) € Mat(m, n; R) besitzt genau die Zeilen
von A als Spalten, d.h., sie ist definiert durch
At = (aji) 1<i<n € Mat(n,m; R).
1<j<m

Satz 3.3.2. Es sei R ein KI1-Ring.

(i) Die Menge Mat(m,n; R) ist zusammen mit der komponentenweise defi-
nierten Addition und Skalarmultiplikation ein R-Modul.
(ii) Fiir je zwei Matrizen A, B € Mat(m,n; R) und je zwei Elemente x,y € R"
gilt
A(z+y) = Ax+ Ay, A-(r-x) = (A-x),
(A+B)z) = Aax+ B-z, (r-A)-z = (A-x).

(iii) Far je drei Matrizen A € Mat(m,n;R), B € Mat(n,l;R) und C €
Mat(l, k; R) hat man

(A-B)-C = A-(B-C).
Fiir alle Matrizen A € Mat(m,n;R), B,C € Mat(n,l;R) und D €
Mat(l, k; R) hat man
A-(B+C) = A-B+A-C,
(B+C)-D = B-D+C-D.

T
T
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(iv) Die Einheitsmatriz E, € Mat(n,n; R) verhdilt sich neutral, d.h., fir A €
Mat(m,n; R) und B € Mat(n,l; R) gilt stets

A-E, = A, E,-B = B.

(v) Mat(n,n; R) ist zusammen mit der komponentenweisen Addition und der
Matrizenmultiplikation ein Ring; es gilt Inag(n,n;r) = En und

Mat(n,n; R)* = {A € Mat(n,n;R); A ist invertierbar}.
(vi) Fiir je zwei Matrizen A, B € Mat(m,n; R) und jedes A\ € R gilt
(A+B) = A"+ B, (VA = AAL, (AN = A
(vii) Fiir je zwei Matrizen A € Mat(m,n; R) und B € Mat(n,l; R) gilt
(A-B)Y = B'-A"

Beweis. In den Beweisen der entsprechenden Aussagen fiir Matrizen iiber einem
Korper K aus [1, §§ 4.2 und 4.4] wurden von K nur die Eigenschaften eines K1-
Ringes verwendet. (|

Bemerkung 3.3.3. Es sei R ein Integritdtsring. Dann besitzt R einen Quotien-
tenkorper
Q(R) = {9; a,bc R, b+ oR}, wobei L — 2 oy 41by = bia.

b b1 by
Dabei kann man R als Unterring seines Quotientenkorpers auffassen vermoge des
kanonischen Homomorphismus

1: R = Q(R), a - =
1r

Dariiber kann man R" als Teilmenge von Q(R)™ und Mat(m,n; R) als Teilmenge
von Mat(m, n; Q(R)) auffassen; konkret sind die Identifikationen gegeben durch

1w R" — Q(R)", (x1,...,2n) — (xl 36_")7

E,...,lR

1: Mat(m, n; R) — Mat(m,n; Q(R)), (aij) — (?—”) .
R
Diese Identifikationen sind vertraglich mit der Matrix-Vektor-Multiplikation sowie
der Matrizenmultiplikation; es gilt

a11I1+-1-1-?‘+¢11nIn l;_;}ib_; 4+ ..+ %f_}:
(A-z) = = = 2(A4) - o(x).
m1Tit. A amnTn m mn Tn
Am1T1 1RU« z U’lRllm—;—f—...—f—al—Rf—R
b b
W(A-B) = <%) - (Z‘%ﬂ%’c) = 1(A) - o(B).
R rR 1R

Satz 3.3.4. Es seien R ein KI1-Ring und M sowie N freie R-Moduln mit Basen
B = (u1,...,uy) sowie C:= (v1,...,Um).

(i) Zu jeder Matriz A € Mat(m,n; R) gibt es einen eindeutig bestimmten
Modulhomomorphismus ug(A): M — N mit der das folgende Diagramm
kommutativ wird

M né (A)
pB: w—):cg(u)lu ml«pc: v—ze(v)
R" m

pa: x—Ax
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(ii) Zu jedem Modulhomomorphismus ¢: M — N hat man ein kommutatives
Diagramm

- _N

M
pB: w—):cg(u)lu ml«pc: v—ze(v)
R" 5 m

o ME (o)

mit einer eindeutig bestimmten Matriz ME(¢) € Mat(m,n; R); diese ist
gegeben durch ME(p) = (zc(p(ur)), ..., zc(p(un)))

Beweis. Zu (i). Die Abbildung pa: R® — R™,  — A-x ist linear. Der Homomor-
phismus p5(A) ist dann gegeben (und festgelegt) durch pu5(A) = pz' o pa o pg.

Zu (ii). Der Homomorphismus x +— Mg (p)-x macht das Diagramm kommutativ, da
er auf den Basisvektoren ey, ..., e, € R" dieselben Werte annimmt wie ¢¢ ocpocpgl;
siehe Satz 3.2.7. Dies legt die Spalten der Matrix MZ () auch schon fest: Es gilt
ME(p)ey = ME(9)-ei = zc(p(uy)).
O
Konstruktion 3.3.5. Es seien R ein K1-Ring und M sowie N zwei R-Moduln.

Dann wird Menge Hom(M, N) aller Modulhomomorphismen von M nach N zu
einem R-Modul durch die punktweisen Verkniipfungen:

(P +9)(u) = ) +9@),  (re)(u) = reu).

Das Nullelement in Hom(M, N) ist die Nullabbildung M — N, u + Oy. Weiter
wird die Menge End(M) := Hom(M, M) der Endomorphismen von M zu einem
Ring durch

(p+¥)(u) = o) +¢P(u), v = o

Der Endomorphismenring End(M) besitzt die Identitdt idys als Einselement, und
die Gruppe seiner Einheiten ist gegeben durch

End(M)* = {¢ € End(M); ¢ ist Isomorphismus}.
Satz 3.3.6. FEs seien R ein K1-Ring, L, M und N endlich erzeugte freie R-Moduln
mit Basen A, B bzw. C.

(i) Es seien n := rg(M) und m := rg(N). Dann hat hat man zueinander
imverse R-Modulisomorphismen

Mat(m,n; R) +— Hom(M,N)
A = ug(4)
ME(p) + @
(ii) Sind p: L = M und p: M — N Modulhomomorphismen, so gilt fir die
zugehorigen darstellenden Matrizen

Mg (Wop) = ME®W) Mg (p)

(iii) Man hat zueinander inverse Ringhomomorphismen
Mat(n,n; R) <— End(V)
A = pg(4)
ME(p) ¢
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Insbesondere hat man fiir jede Matriz A € Mat(n,n; R) und jeden Modul-
homomorphismus @: V — V:
A st invertierbar <= u5(A) ist Isomorphismus,
@ ist Isomorphismus <=  MPE(p) ist invertierbar,

Ist dabei eine beiden Bedingungen erfiillt, so gilt uS(A)=1 = pE(A~1),
beziehungsweise ME(p~1) = ME(p)~?.

Definition 3.3.7. Es seien R ein K1-Ring und A € Mat(n, n; R) eine Matrix. Die
Determinante von A ist

det(A) = Z $g(0) a15(1) * Unom) € R.
0ESR
Die zu der Matrix A € Mat(n, n; R) komplementire Matriz A* € Mat(n, n; R) ist

definiert als
t

det(Au) ... det(Aln)
A#F = € Mat(n,n; R),
det(Anl) - det(A,m)
wobei
a1 e A15—1 0 1541 e A1n
a;—11 ... @i—15-1 0 a;—1j41 ... Gi_1n
Ay = 0 . 0 1 0 . 0 € Mat(n,n; R).
Qiy11 o-- Aibl15-1 0 Qiy154+1 -+ Aifln
an1 e Gnj—1 0 Anj+1 e Ann

Satz 3.3.8. Es seien R ein Integrititsring und A, B € Mat(n,n; R).

(i) Es gilt det(A - B) = det(A) det(B).
(ii) Es gilt det(A?) = det(A).
(iil) Es gilt A% - A =det(A)-E, = A- A%,

Beweis. Wir betrachten wieder den Quotientenkorper Q(R) von R und die Einbet-
tungen

1 R = Q(R), a — a/lg,

1: Mat(n,n; R) — Mat(n,n, Q(R)), (aij) (%)

Die Determinante ist vertréglich mit diesen Einbettungen; es gilt

A15(1 Uno(n
det(2(A)) = Z sg(o)-% e %
€Sy R R
ZO’ESn Sg(O’) “A1g(1) " Qno(n)
= T
= i(det(A)).

Das erlaubt es uns, die Aussagen in Mat(n, n; Q(R)) zu beweisen; dies wurde bereits
in [1, §§ 6.2 und 6.3] durchgefiihrt. O
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Satz 3.3.9. Es seien R ein Integrititsring und A € Mat(n,n; R). Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(i) A ist invertierbar, d.h., es gilt A € Mat(n,n; R)*.

(ii) Die Spalten von A bilden eine Basis des R™.
(iii) Die Zeilen von A bilden eine Basis des R™.
(iv) Die Determinante von A ist invertierbar, d.h., es gilt det(A) € R*.

Beweis. Zu “(i)=(iv)”. Es sei A~! die Inverse zu A. Dann liefert uns der Determi-
nantenmultiplikationssatz
det(A)det(A™') = det(A- A1) = det(E,) = 1g.
Zu “(iv)=(i)”. Wir betrachten die zu A komplementire Matrix A% € Mat(n,n; R).
Dann gilt
A* A = A- A% = det(A)-E,.

Folglich ist die Matrix det(A)~!- A% invers zu A; insbesondere ist die Matrix A
invertierbar.
Zu “(i)=(ii)”. Wir haben einen Isomorphismus p4: R™ — R"™, x — A-x. Dieser
bildet die Basis (eq,...,e,) auf die Basis (A.1,..., As,) ab.
Zu “(ii)=-(i)”. Fiir jedes 1 < ¢ < n stellen wir e; € R™ als Linearkombination iiber
den Spalten von A dar: Mit geeigneten b;1,...,b;, € R gilt

e = bt A+ ...+ bin-Apy = Aby,
wobei b; = (bi1,...,bin). Die Matrix B := (b1,...,b,) leistet A- B = E,. Der
Determinantenmultiplikationssatz zeigt det(A) € R*. Somit ist A invertierbar.
Zur Aquivalenz von (i) und (iii). Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn ihre

Transponierte A® invertierbar ist. Letzteres ist nach (ii) dquivalent zu der Tatsache,
dass die Zeilen von A eine Basis fiir R™ bilden. O

Bemerkung 3.3.10. Es sei K ein Korper. In [1, 5.2.15] hatten wir gezeigt dass
eine Matrix A € Mat(n,n; K) genau dann invertierbar ist, wenn rg(A) = n gilt.

Eine entsprechende Aussage fiir Matrizen iiber Integritdtsringen ist nicht méglich:
Die Matrix

0 2

besitzt den Rang 2, ist jedoch nicht invertierbar in Mat(n,n;Z), denn es gilt
det(A) =4 ¢ Z*.

A = (2 0> € Mat(2,2;Z) C Mat(2,2;Q)
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Aufgaben zu Abschnitt 3.3.

Aufgabe 3.3.11. In welchem der folgenden Fille ist die Matrix A € Mat(n,n; R) inver-
tierbar in Mat(n, n; R):

1 —1
(i) R=Zund A= -2 1 2
-2 3 3

(i) R=Q[T] und A = ( 7;_*11 et )

Berechne gegebenenfalls die zugehorige Inverse A~! € Mat(n, n; R).

Aufgabe 3.3.12. Es seien R ein Hauptidealring und a,b € R. Beweise die Aquivalenz
folgender Aussagen:

(i) Es gibt ¢,d € R, sodass (a,b) und (c,d) eine Basis des R? bilden.
(ii) Die Elemente a,b € R sind teilerfremd.

Aufgabe 3.3.13. Es seien R ein K1-Ring und M ein freier R-Modul mit einer Basis
(u1,...,un). Dann ist auch der duale Modul M* := Hom(M, R) frei, und man hat eine
eine duale Basis (uf,...,u;) fir M* mit

ug (uj)

1 falls i =y,
0 falls i # j.

Aufgabe 3.3.14. Es seien p, q € Z>o Primzahlen. Zeige: Fiir die Menge aller Homomor-
phismen zwischen den Z-Moduln Z/pZ und Z/qZ gilt

Z/pZ falls p = q,
Hom(Z/pZ,7/qZ) = {{O/f fallsg#g.
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3.4. Torsion und Linge.

Beispiel 3.4.1. Fiir n € Z>2 betrachten wir den Z-Modul Z/nZ. Fiir jedes Element
@ = a + nZ hat man

na = (na)-1 = (an)-1 = an = 0.
Insbesondere ist die Familie (@) linear abhéngig. Somit kann Z/nZ kein freier Z-
Modul sein.

Definition 3.4.2. Es seien R ein Integritétsring und M ein R-Modul.

(i) Man nennt u € M ein Torsionselement, falls r-u = 0y fiir ein O #7r € R
gilt. Die Menge aller Torsionselemente in M bezeichnen wir mit 7'(M).

(ii) Man nennt M einen Torsionsmodul, falls M = T(M) gilt, und man nennt
M torsionsfrei, falls T(M) = {0} gilt.

Beispiel 3.4.3. Es seien R ein Integritéitsring und O # ¢ € R. Dann ist R/(a)
ein Torsionsmodul iiber R.

Satz 3.4.4. Es seien R ein Integritatsring und M ein R-Modul.

(i) Die Menge T(M) C M der Torsionselemente ist ein Untermodul von M.
(ii) Ist M frei, so ist M torsionsfrei.
(iii) Ist M torsionsfrei, so ist auch jeder Untermodul N <p M torsionsfrei.

Beweis. Zu (i). Es gilt stets 0y, € T(M). Sind u,u’ € T(M) gegeben, so gibt es
Or # r,r’ € Rmit r-u = 0jy = r’-u/. Da R ein Integritiitsring ist, gilt rr’ # Og.
Weiter haben wir
(rr")-(u+u) = v~ (ru)+r-(r'u) = O
Das bedeutet u+u' € T(M). Sind u € M und s € R gegeben, so wihlen wir wieder
Or # 7 € R mit r-u = 0py. Dann ergibt sich s-u € T (M) mit
r(su) = s-(r-u) = O0p.
Zu (ii). Wir zeigen, dass T (M) = {0} gilt. Dazu sei (u;);er eine Basis fiir M. Ist
u € T (M), gegeben, so besitzt u eine Entwicklung > r;-u;. Man hat
Oy = T'Z”'ui = Z(rn)ul
icl icl
Die lineare Unabhingigkeit von (u;);cr liefert rr; = Op fiir alle ¢ € I. Da R Inte-

gritdtsring ist, erhalten wir r; = Op fiir alle 4 € I. Das bedeutet u = 0. 0

Definition 3.4.5. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Die Léange g (M)
von M ist das Supremum iiber alle Lingen r von Untermodulketten der Form

{O0pm} € My € My © ... C M, = M, M; <pr M.
Bemerkung 3.4.6. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Dann gilt:
IrRlM) =0 <= M = {0um}.
Beispiel 3.4.7. (i) Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann
gilt g (V') = dim(V).
(ii) Es gilt Iz(Z) = oo, denn mit jedem a € Z>o kann man beliebig lange
Untermodulketten konstruieren:

{0} € (@") € (@) S ... € (o) CZ

(iii) Fiir jede Primzahl p € Z hat man Iz(Z/pZ) = 1, da {0} und Z/pZ die
einzigen Untermoduln von Z/pZ sind.
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Satz 3.4.8. Es sei R ein K1-Ring, und es seien M, N zwei R-Moduln. Dann gilt
ZR(M ©® N) = lR(M) +ZR(N)

Beweis. Wir verifizieren zunéchst die Abschitzung “>”. Dazu betrachten wir zwei
aufsteigende Untermodulketten

{0y c M C...C M, =M {0} CN C..CN,=N.

=

Daraus gewinnt man eine echt aufsteigende Kette der Lange r + s in der direkten
Summe M & N, namlich

{0} € Mi®&{0} € ... C M,®{0} € M,®N, € ... C M,&N, = M®N.

Beim Nachweis der Abschiitzung “<” arbeiten wir mit den kanonischen Homomor-
phismen

1w M —M®N, u— (u,0), m: M®N — N, (u,v) —v.
Man hat also «(M) = Kern(rw). Es sei {0} C Uy € ... C U, = M @& N eine
aufsteigende Kette von Untermoduln. Wir zeigen, dass dann fiir jedes j gilt:

(+)  NUy) © T Uj)  oder  w(Uy) G w(Ujpa).

=

Nehmen wir an, es wire fiir ein j in beiden Féllen Gleichheit gegeben. Wir fithren
dies zum Widerspruch, indem wir zeigen, dass dann U;41 € U; und somit U; = U1
gelten miisste.
Dazu sei (u,v) € Ujy1 gegeben. Wegen 7(U;) = m(Uj41) gibt es dann ein Element
(u',v) € Uj. Offensichtlich gilt

(u—2u',0) = (u,v) — (u,v) € Ujsi.
Folglich hat man v —u’ € v (U;4+1) =+~ (U;). Das impliziert (u—u/,0) € Uj, und
wir erhalten

(w,v) = (u',v)+ (u—1u',0) € Uj.

Damit haben wir (x) verifiziert. Folglich kann man aus den Untermoduln +=*(U;) C
M und 7(U;) C N echt aufsteigende Ketten in M bzw. N bilden, sodass die Summe
der Kettenlingen mindestens r betragt. O

Satz 3.4.9. Es sei R ein euklidischer Ring, und es seien qi,...,q, € R Primele-
mente. Dann gilt

IrR(R/(q1--qn)) = n.

Lemma 3.4.10. Es seien R ein euklidischer Ring und a € R von der Form a =
epyt - phr, wobei ¢ € R* gelte und die p; paarweise nichtassoziierte Primelemente
seten. Dann erhdlt man einen Isomorphismus von R-Moduln

R/f(a) = R/{p7) x ... x R/(py").

Beweis. Nach Satz 2.3.13 hat man sogar einen Isomorphismus der entsprechenden
Faktorringe. Das liefert insbesondere den gewiinschten Isomorphismus der Faktor-
moduln. O

Beweis von Satz 3.4.9. Wir behandeln zunéchst den Fall ¢; = ... = ¢, =: ¢. Wir
arbeiten mit dem surjektiven Homomorphismus 7: R — R/{¢").

Die Ungleichung Ir(R/{q™)) > n ist leicht einzusehen: Man hat eine echt aufstei-
gende Kette der Liange n von Idealen in R, ndmlich

{0} € (") ¢ ... ¢ (g € (g =R
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Die Inklusionen sind jeweils echt, da wir sonst ¢**! | ¢* fiir ein 4 hétten. Als Ideale
in R sind die {¢*) auch Untermoduln von R.

Die Bilder 7({¢%)) der Untermoduln (¢') <g R liefern eine aufsteigende Untermo-
dulkette in R/(q"):

{0} € 7(¢"™") S - € 7(@) € 7({lr) = R/(q").
Diese Kette ist tatsichlich echt aufsteigend, denn sonst hitte man 7({¢**!)) =
7({q")) fiir ein i, was sofort zu einem Widerspruch fiihrt:

¢ € ' (x({(d) = (T + (") = ().

Zum Nachweis der Ungleichung Ir(R/(¢")) < n betrachten wir eine aufsteigende
Kette

{0} € My C ... C M, =R/qY)
von Untermoduln in R/(g") Die Urbilder 7—!(M;) sind Ideale in dem Ring R, und
sie bilden eine echt aufsteigende Kette

{0} € (¢") ¢ n'(My) © 7 (Ma) © ... © 7 H(M,) =R

=

Da R Hauptidealring ist, wird jedes Ideal 7=1(M;) von einem Element s; € R
erzeugt, und wir erhalten s;|¢", d.h., es gilt s; = ¢;¢™ mit ¢; € R*. Da die Kette
echt aufsteigt, muss n > n; > ... > n; = 0 gelten. Folglich kann die Kette hochstens
die Lange n besitzen.

Fiir den allgemeinen Fall schreiben wir g1 ---q, = cpi*---plm mit paarweise
nichtassoziierten Primelementen p;. Lemma 3.4.10 liefert einen Isomorphismus von

R-Moduln
R/(epy-piy) = @R/,
1=1

Die gewiinschte Aussage iiber die Léangen ergibt sich dann aus dem bereits behan-
delten Fall und Satz 3.4.8: Es gilt

Ir (R/(cpy---py)) = Ir(R/(pT)@®...® R/(p)))
= g (R/(P7") + ...+ (R/(py"))
= +...+Vvn

O

Satz 3.4.11. Es seien R ein euklidischer Ring und ay, ..., an,b1, ... by € R Nicht-
einheiten mit a;41la; firi=1,...,n—1 bzw. bj+1|b; fir j=1,...,m—1. Gilt

@R/(c@ = @R/<bj>

als Isomorphie von R-Moduln, so hat man bereits m = n, und es gilt b; = c;a; mit
Finheiten ¢; € R.

Beweis. Wir zeigen zunéchst (a;) = (b;) fir ¢ < min(m,n). Nehmen wir einmal an

es existierten k < min(m, n) mit (ax) # (bx). Dann wéhlen wir & minimal mit dieser
Eigenschaft. Fiir [ > 0 hat man ag;|ag, somit apR C {ak4;), und wir erhalten

n k—1
M = ak-@R/<ai> = @%-(R/(ai))-
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Andererseits erhalten wir mit {(a;) = (b;) fiir: = 1,..., k—1 die folgende Darstellung
fiir den R-Modul M":

m k—1 m
M= a @D R/(b) = Do (B/ () © Dar(R/0;)).

Verwendet man nun die Additivitéit 3.4.8 der Linge g (M'), so ergibt ein Vergleich
dieser beiden Darstellungen

ZR @ak-(R/<bj>) = 0.
j=k

Folglich muss der Modul auf der linken Seite trivial sein. Insbesondere erhalten wir
arR C (by). Analog sieht man by R C (ay). Das ergibt (ax) = (bi); Widerspruch zu
unserer Annahme. Bis min(n, m) muss also (a;) = (b;) gelten.
Wir nehmen nun an, dass m und n voneinander verschieden sind, etwa m < n.
Nach Voraussetzung und wegen (b;) = (a;) fir 1 < j < m gilt

Dr/@)e D Ra) = DR/ = DR/w).

i=1 i=m+1 j=1 j=1
Wiederum kann man mit Satz 3.4.8 eine Langenberechnung durchfiihren, und erhélt
R/{a,) = {0}; Widerspruch zu a,, ¢ R*. O
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Aufgaben zu Abschnitt 3.4.

Aufgabe 3.4.12. Als abelsche Gruppe ist (Q,+) ist ein Z-Modul. Zeige: (Q, +) ist tor-
sionsfrei, aber nicht frei.

Aufgabe 3.4.13. Es sei R ein Integritétsring. Beweise folgende Aussagen:

(i) Die direkte Summe €, ; M; von R-Torsionsmoduln M; ist wieder ein R-
Torsionsmodul.
(i1) Das direkte Produkt Hie[ M; von R-Torsionsmoduln M; ist im allgemeinen kein

R-Torsionsmodul.

Aufgabe 3.4.14. Berechne die Lénge des Z-Moduls Z/36Z. Gib eine Kette maximaler
Lénge in Z/36Z an.

iel
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4. MODULN UBER EUKLIDISCHEN RINGEN

4.1. Matrizen iiber euklidischen Ringen.

Bemerkung 4.1.1. Eine Matrix A {iber einem Koérper kann durch Zeilenoperatio-
nen auf normierte Zeilenstufenform bringen, wendet man zusétzlich Spaltenopera-
tionen an, so kommt man sogar auf die Gestalt

E. 0
0 0 )’

wobei r der Rang der Matrix A ist. Elementare Zeilen- und Spaltenoperationen sind
auch bei Matrizen iiber Ringen moglich; wir betrachten dafiir die Matrix

3 30
A= -3 -1 2| € Mat(3,3;2)
-3 -3 2

Wir wollen zunéchst schauen, inwieweit man A durch ganzzahlige Zeilenumformun-
gen auf eine moglichst einfache Gestalt bringen kann:

3 3
-3 -1
-3 =3

NN O
S—

ZOp(1;1,2)

(
ZOp(1;1,3) (
(
(

3 3
0 2
-3

-3

NN O
~———

o o w
oW
NN O
S——

ZOp(—1;3,2)

[=N=N]
oN W
N OO
S——

ZOp(—1;2,1)

o ow
O N =
N OO
S~——

Mit weiteren Zeilenoperationen 148t sich nun nichts mehr ausrichten. Nimmt man
jedoch zusétzlich Spaltenoperationen zur Hilfe, so kann weiter vereinfachen:

3 1 0
0O 2 0
0o 0 2
0
0
2

SpOp(1,2)

V]

3
0
0

ZOp(—2;1,2)

(
(
SpOp(—3;1,2) (
(
(
(

S or
|
oo w
Voo
S~

[SEN
|
oo o
Voo
~

ZOp(—1;2) 1 0 0
0 6 0

0 0 2

ZO0p(2,3) 1.0 0

0 0 2

0 6 0

SpOp(2,3) 10 0
0 2 0

0 0 6
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Bemerkung 4.1.2. Es seien R ein Integritdtsring und n € N>,. Fiir A € R und
1 <4, <n mit i # j hat man eine Elementarmatriz

e1 1o 0
: o
ei+>\-ej 1 A
E(n; X;j,4) = : =
€j 1
0
en 0 0o 1
= (€1,..y€i... € F A€ ... en).

Multiplikation von links mit E(n; A; j,4) entspricht dem Addieren des A-fachen der
j-ten Zeile zur i-ten Zeile, d.h., fir A € Mat(n, m; R) gilt

E(n; N j,1) - A = ZOp(X; j,1)(A).

Multiplikation von rechts mit E(n; A; j,¢) entspricht dem Addieren des A-fachen der
i-ten Spalte zur j-ten Spalte, d.h., fiir B € Mat(m,n; R) gilt

B-E(n;X\;j,i) = SpOp(\;i,j)(B).

Die Matrix E(n; A; j, 1) ist invertierbar in Mat(n, n; R), und ihre Inverse ist gegeben
durch

E(m;\ij, )"t = E(n; =X\ j,i).

Bemerkung 4.1.3. Es seien R ein Integritétsring und n € N>o. Fiir jedes 1 <1 <
7 < n hat man eine Elementarmatriz

e1 1 0 0
: 0
e; 0 1
E(n;i,j) = : =

e; 1 0

0
en 0 0 1

= (€1,...,€5,...,€,...,€n).

Multiplikation von links mit F(n;i,j) entspricht dem Vertauschen der i-ten Zeile
mit der j-ten Zeile, d.h., fiir A € Mat(n, m; R) gilt

E(nii.j)-A = ZOp(i,j)(A).

Multiplikation von rechts mit E(n;4, j) entspricht dem Vertauschen der i-ten Spalte
mit der j-ten Spalte, d.h., fiir B € Mat(m,n; R) gilt

B-E(n;i,j) = SpOp(i,j)(B).

Die Matrix E(n;i,7) ist invertierbar in Mat(n, n; R), und ihre Inverse ist gegeben
durch

E(n;i,j)~' = E(ni,j).



LINEARE ALGEBRA II 81

Bemerkung 4.1.4. Es seien R ein Integrititsring und n € N>o. Zu A € R* und
1 <7 <n hat man eine Elementarmatrix

E(n; \;i) = A-es — N

en L0

= (e1,.-y A €iyersp).

Multiplikation von links mit E(n; A;4) entspricht dem Multiplizieren der i-ten Zeile
mit dem Faktor A\, d.h., fir A € Mat(n, m; R) gilt

E(n;Ni)-A = ZOp(\4)(A).

Multiplikation von rechts mit FE(n;A;4) entspricht dem Multiplizieren der i-ten
Spalte mit dem Faktor A, d.h., fiir B € Mat(m, n; R) gilt

B - E(n; A\;i) = SpOp(A;4)(B).

Die Matrix E(n; A;i) ist invertierbar in Mat(n,n; R), und ihre Inverse ist gegeben
durch

E(n;\;i)~' = E(n;\710).

Satz 4.1.5 (Hermite-Normalform). Es seien (R,d) ein euklidischer Ring und A €
Mat(m,n; R). Dann gibt es Elementarmatrizen Si,...,S; € Mat(m,m; R), sodass
B :=Sy---51 - A von folgender Gestalt ist

0o .- 0 by O * * £ e * * % %

0o .- 0 0 0o .- 0 baj, £ e * * % %
B =

0 0 0 0 0 0 0 0 brj,. * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0o .- 0 0 [ 0 0 0o .- 0 0 0o ... 0

wobei by, € R\{Og} fiir 1 <1< gilt, “” fiir beliebige Elemente aus R steht, und
bij, = O0gr oder §(bij,) < 6(bij,) fir alle 2 <1 <r und1<i<I gilt

Beweis. Es ist zu zeigen, dass man A durch elementare Zeilenoperationen auf die
gewiinschte Gestalt bringen kann. Wir bringen A zunéchst auf Zeilenstufenform.

Schritt 1: Wir suchen das kleinste ji, sodass A.;, keine Nullspalte ist und wéhlen
ein ¢; mit a;,;, # 0, sodass §(a;, ;, ) minimal unter den Graden der nichttrivialen
Eintrége von A,;, ist. Dann vertauschen wir die erste mit der i;-ten Zeile. Fiir die
resultierende Matrix A’ gilt a};, = a;, j,, und sie besitzt die Gestalt

0 ... 0 ay;, * ... x
o 0 ... 0 % *x ... =%
0 ... 0 x % ... =«

Schritt 2: Da R ein euklidischer Ring ist, hat jedes agjl, wobei ¢ > 2, eine Darstellung
a;jl = qia’lj1 +r; mit r; = 0g oder 6(r;) < 5((1;]-1). Durch Addieren des —g;-Fachen
der ersten Zeile zur i-ten Zeile erreichen wir also, dass unter a}; nur noch Eintrége
stehen, die entweder verschwinden oder dem Grade nach echt kleiner sind als af;, .
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Durch Iteration dieser beiden Schritte bringen wir die Matrix B schlieBlich auf die
Gestalt

0O ... 0 b1j1 * L.k
0 0 0 B..

: - < D >
0 0 0 e °

Wiederholt man die beiden Schritte mit der Matrix D, so ist auch die zweite Zeile
in die gewiinschte Form gebracht — man beachte dabei, dass Zeilenoperationen
an D auch Zeilenoperationen an C' sind. Nach m derartigen Durchldufen hat man
A auf Zeilenstufenform gebracht.

Um schlieBlich die Bedingungen b;;, = Og oder d(b;;,) < d(bj,) fir alle 2 <1 <r
und 1 <4 < [ sicherzustellen, muss man nur noch entsprechende Vielfache der [-ten
Zeile von den dariiberliegenden abziehen. O

Satz 4.1.6 (Smith-Normalform). Es seien (R,0) ein euklidischer Ring und
A € Mat(m,n; R) eine Matriz. Dann gibt es Elementarmatrizen Si,...,Sk €
Mat(m,m; R), und Ty, ...,T; € Mat(n,n; R) mit

D 0
sosioamn = (20)
wobei D € Mat(s, s; R) eine Diagonalmatriz mit nichtverschwindenden Diagonal-
eintrigen ay,...,as € R ist, die den Teilbarkeitsbedingungen ailas,...,as—1|as
genigen.

Beweis. Ist A die Nullmatrix, so ist nichts zu zeigen. Fiir nichttriviales A miissen
wir zeigen, dass man A durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen auf die
gewiinschte Gestalt bringen kann. Dies geschieht durch ein geschachteltes Iterations-
verfahren; wir bezeichnen die aus den einzelnen Umformungschritten resultierende
Matrix stets wieder mit A = (a;;).

Schritt 1. Wir erreichen durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen, dass ai; ein
Element minimalen Grades ist, d.h., dass 6(a11) < 6(as;) fur alle a;; # Or gilt.

Schritt 2. Wir wihlen Darstellungen a;1 = g;a11+7; mit r; = 0 oder §(r;) < 0(aq1)
und erreichen durch Addieren des —g¢;-Fachen der ersten zur i-ten Zeile, dass a;;
durch r; ersetzt wird, d.h., wir haben nach diesem Schritt a;; = O oder §(a;1) <
d(a1y) fiir alle 2 < i < m.

Schritt 3. Wir wihlen Darstellungen a1; = gja11+r; mit 7; = O oder 6(r;) < d(a11)
und erreichen durch Addieren des —gj;-Fachen der ersten zur j-ten Spalte, dass
ay; durch r; ersetzt wird, d.h., wir haben nach diesem Schritt a;; = Og oder
5(a1j) < 5((111) fiir alle 2 < 7 < n.

Falls 6(a11) nicht mehr minimal unter den 6 (a;;) ist, so steigen wir wieder bei Schritt
1 ein. Da d(a;1) im neuen Durchlauf echt verringert wird, terminiert das Verfahren
nach endlich vielen Iterationen der Schritte 1, 2 und 3 mit einer Matrix A der Form

aill 0O ... 0
0 *x ... =

A = ] ) , wobei 0(a11) < §(ai;), sobald a;; # Og.
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Schritt 4. Falls der Eintrag a11 nicht alle anderen Eintridge der Matrix A teilt, etwa
a11 t aij, so kénnen wir durch Addieren der 1-ten zur j-ten Spalte und anschlieBen-
des Addieren eines geeigneten Vielfachen der 1-ten zur i-ten Zeile erreichen, dass
6(aij) < 5(@11) gilt.

Iteration der Schritte 1,2,3 und 4 bringt A auf die obige Blockgestalt, wobei a1y
nun jeden weiteren Eintrag a,; teilt. Man beachte, dass bei jeder Iteration 6(ai1)
echt verringert wird; die Iteration der Schritte 1,2,3 und 4 bricht also spétestens
dann ab, wenn §(a;1) minimal unter allen 6(r), r € R, ist, was a;; € R* impliziert.

Jetzt kann man das bisherige Verfahren auf den rechten unteren Block anwenden.
Da die in den einzelnen Schritten neu gewonnenen Eintrige stets Summen von
Vielfachen der alten sind, ist sichergestellt, dass a;; auch weiterhin alle anderen
Eintrége teilt.

So reduziert man Schritt fiir Schritt die Gréfle des noch zu behandelnden Blocks
und kommt schliellich zu dem Fall, dass dieser nur noch aus eine Zeile oder einer
Spalte besteht. In diesem Fall fithrt Iteration der Schritte 1,2 und 3 dann zum
gewiinschten Ergebnis. O

Folgerung 4.1.7. Es scien R ein euklidischer Ring und A € Mat(n,n; R). Dann
sin folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Matriz A ist invertierbar in Mat(n,n; R).
(ii) Die Matriz A ist ein Produkt von Elementarmatrizen aus Mat(n,n; R).

Satz 4.1.8. Es seien R ein euklidischer Ring, F' ein freier R-Modul von endlichem

Rang und M <p F ein Untermodul. Dann gibt es eine Basis (v1,...,vm) von F
und Elemente a1,...,as € R mit
(i) (ayv1,...,asvs) ist eine Basis fiir M,

(ii) es gilt a;la;+1 firl <i<s-—1.
Lemma 4.1.9. Es seien R ein Integrititsring und A € Mat(m, n; R) eine Matriz.
(i) Es gilt Lin(Ayq, ..., Awn) = Lin((A - T)s1, ..., (A - T)sp) fiir jede Matriz

T € Mat(n,n; R)*.
(ii) Sind invertierbare Matrizen S € Mat(m, m; R)* und T € Mat(n,n; R)*

gegeben mit
D 0
S-A-T = (0 0),

wobei D eine Diagonalmatriz mit Fintrdgen aq,...,a, # Og ist, so ist
(a1-S~t-eq,...,a,-S71e.) eine Basis fir Lin(As, ..., Aw).

Beweis. Zu (i). Um zu sehen, dass die Inklusion “2” gilt, geniigt es zu zeigen, dass

stets (A-T),; € Lin(As, ..., As,) gilt. Das ergibt sich mit
alltlj 4+ ...+ alntnj

(AT)*j = = tlj'A*1+---+tnj'A*n-

amltlj 4+ ...+ amntn]—

Die Inklusion “C” ergibt sich durch Anwenden der eben durchgefiihrten Uberlegung

auf die Matrizen A-T und (A-T)-T~%: Es gilt

Lin(Asi,...,Awy) = Lin((A-T-T Ys,...,(A-T-T7).,)
C Lin((A-T)uty---y (A-T)in).
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Zu (ii). Die Familie ist (aj-e1,...,ar-e;) ist offensichtlich eine Basis fiir den Unter-
modul

Lin((S-A-T)u1, ..., (S-A-T)) = Lin((S-A)sr, ..., (S A)un),

wobei die Gleichung nach Aussage (i) gilt. Somit ist (a1-S~-e1,...,a,-S™ -e,) eine
Basis fiir den Untermodul

STLLin((S-A)ury ., (S A)sp) = Lin(Asy,. .., Aun).

O
Beweis von Satz 4.1.8. Wir diirfen annehmen, dass F' = R™ gilt. Nach Satz 3.2.13
ist M endlich erzeugt, etwa durch wuq,...,u,. Wir betrachten die Matrix
A = (ur,...,up).

Satz 4.1.6 liefert uns invertierbare Matrizen S = Sy ---S; und T = T} - - - T}, mit
D 0
sar - (20,

wobei D Diagonalgestalt mit nichtrivialen Diagonaleintrigen aq,...,as # Or be-
sitzt und stets a;|a;4+1 gilt.

Nach Lemma 4.1.9 (ii) besitzt die Basis (S7!-e1,...,S 1 e,;,) die gewiinschten
Eigenschaften. ]

Bemerkung 4.1.10. Ist eine Matrix A iiber einem euklidischen Ring gegeben, so
sucht man bisweilen invertierbare Matrizen S = Sy ---S7 und T = T - - - T3, sodass
S-A-T Smith-Normalform annimmt. Als Beispiel betrachten wir

1 -1 1
A = ( 10 -1 ) € Mat(2,3;7Z).

Wie im entsprechenden Verfahren fiir Matrizen iiber Kérpern verschafft man sich S

und 7', indem man die benétigten Zeilen- und Spaltenoperationen durch sukzessives
Anwenden auf Einheitsmatrizen mitfiihrt:

(

Z0p(—1:1,2) ((
_—

ZOp(1;2,1) ((
—_—

[
|
O =
|
[
~

(=N (=N
-0 |
[Sge
U
o = |
[V
~—
~—
/—\
| ~~
-0 |
[E
-
o
~— =
- ~—
I/ h
cor 7
cowr
o =O
(=]
[ =N=]
=N =]
~—
~— ~——
N——

SPOP(1;1,3) (
_—

s )

SpOp(2;2,3) 1
- =
0 1

=}
o o
~—
~
|

= o
=
~—
/
ocor
o =
=
~
~

Damit haben wir Matrizen S und T gefunden, sodass S-A-T Smith-Normalform

besitzt, ndmlich
1 01
S = ( 7(1) } ), T = 0 1 2
0 0 1

Analog erhidlt man eine invertierbare Matrix 9, sodass S-A Hermite-Normalform
besitzt, indem man wie oben die benétigten Zeilenoperationen mitfiihrt.
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Aufgaben zu Abschnitt 4.1.

Aufgabe 4.1.11. Bestimme Hermite- und Smith-Normalform der ganzzahligen Matrix A
in den folgenden Fillen:

340
A::(iz *i j), A= -3 -2 2
-3 —4 2

Gib ganzzahlige Matrizen S und 7" an, sodass S-A bzw. S-A-T' die jeweilige Hermite- bzw.
Smith-Normalform annimmt.

Aufgabe 4.1.12. Es seien R ein Integritdtsring, A € Mat(m,n;R) und S €
Mat(n, n; R)*, sodass B := S-A" Zeilenstufenform mit » Pivoteintréigen besitzt. Betrachte
die zu A gehorige lineare Abbildung pa: R" — R™, v +— A-v und zeige:

(i) Die Zeilen Bis,..., Br. bilden eine Basis fiir Bild(ua) <r R™.
(i1) Die Zeilen Sy41+«,...,Sn« bilden eine Basis fir Kern(ua) <gr R".

Aufgabe 4.1.13. Bestimme Basen fiir Kern und Bild der linearen Abbildung pia: Z* —
74, v — A-v, wobei

-2 2 4 4
-2 3 2 2
4 = -3 3 2 -1
-3 3 2 -1
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4.2. Die Struktursitze.

Satz 4.2.1. Es seien R ein euklidischer Ring und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann gibt es eine direkte Zerlequng

M = F & T(M)

mit einem endlich erzeugten freien Untermodul F' <p M und dem Torsionsmodul
T (M) <g M. Es gilt weiter

F =~ Rl T(M) = éR/<ai>

mitl € Z>o und Op # a1,...,a;,m € R\ R*, sodass a;|a;+1 gilt; dabei ist 1 eindeutig
und ay,...,am € R sind eindeutig bis auf Assoziiertheit.

Lemma 4.2.2. FEs seien R ein KI-Ring, M;, i € I, R-Moduln und N; <p M,
Untermoduln. Dann gilt

2)/(27) - 9

Beweis. Man hat einen kanonischen surjektiven Homomorphismus von R-Moduln:
p: @Mz - @Mi/Nia (widier = (ui + Ni)ier
icl icl
mit ker(¢) = @, Ni. Der Homomorphiesatz 3.1.22 liefert die Behauptung. O

Beweis von Satz 4.2.1. Es seien uq,...,u, € M Erzeugende fiir M. Dann erhalten
wir einen surjektiven Homomorphismus von R-Moduln:

m: R — M, (r1,..cymn) = TUL + o TR Uy,

Der Homomorphiesatz 3.1.22 liefert M = R™/N mit N := Kern(r). Nach Satz 4.1.8
gibt es eine Basis (v1,...,v,) fiir R” und ay,...,as € R\ {Or} mit a;|a;+; und

N = Rarvy © ... D R-asvs.

Mit Hilfe von Lemma 4.2.2 kénnen wir also den Modul M = R™/N gut beschreiben:
Sind ay,...,a; die Einheiten unter den a;, so erhalten wir

M = R"N
=] (R-vl@...@R-vn)/(R-al-vl D ... D Rasvs,Rvs41D...®R-vy,)

k s
Dr/@) o D RB/e) & B

i=k+1

Il

R @ @ R/{ai).

i=k+1

1%

Dabei ist der erste Summand ein freier R-Modul, und der zweite Summand ist der
Torsionsmodul; er wird durch das Element 0 # aj41 - - - a5 annulliert.

Die Zahl [ ist als Rang von M /T (M) eindeutig. Die Eindeutigkeitsaussage iiber
Qf+1,---,05 € R ist eine direkte Anwendung von Satz 3.4.11. (]

Definition 4.2.3. Es seien R ein euklidischer Ring, M ein R-Modul und p € R
ein Primelement.

(i) Ein Element v € M heifit p-Torsionselement, falls p™-v = 0 mit einem
n e ZZO gilt.
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(ii) Der p-Torsionsmodul von M ist der Untermodul M, <p M aller p-
Torsionselemente von M.

(iii) Falls M = M, gilt, so nennt man den Modul M selbst einen p-Torsions-
modul.

Satz 4.2.4. Es seien R ein euklidischer Ring, P C R ein Primsystem und M ein
endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt es eine Zerlegung

M = F @& T(M).
mit einem endlich erzeugten freien Untermodul F' <p M und dem Torsionsmodul

T (M) <g M. Nur endlich viele p-Torsionsmoduln M, <r M sind nichttrivial und
man hat

d(p)
PR T0n = @M, M, = @R
peEP i=1

mit ganzen Zahlen 1 und 1 < vp1 < ... < v, a0 Die Zahlen | sowie d(p) und
Up1s--+»Vpd(p) Sind dabei durch den Isomorphzetyp von M eindeutig bestimmit.

Beweis. Satz 4.2.1 liefert eine Zerlegung M = F' ¢ T (M) in einen freien Anteil und
den Torsionsmodul sowie Or # a1, ...,a; € R\ R* mit a;|a;+1 und

@R/(@.

Wir miissen den Torsionsmodul T'(M) auf geeignete Weise als direkte Summe seiner
p-Torsionsmoduln darstellen. Dazu betrachten wir die Primfaktorzerlegungen

a; = Cz‘pr(p’i)
peP

mit Einheiten ¢; € R* und Exponenten v(p,i) € Z>o. Mit der Variante 3.4.10 des
Chinesischen Restsatzes erhalten wir eine Zerlegung von R-Moduln:

(4.2.4.1) R/{a;) @R/ pz)

Damit gehen wir in die Zerlegung von T'(M) und fassen fiir jedes p € P alle Terme
der Form R/(p*®?)) zu einem Summanden zusammen. Das ergibt

éR/(aZ} o é @R/<pl/(p7i)>

i=1 \peP
=~ @ <@ R/ (p"®D) )
= M.

Man beachte, dass wegen der Teilbarkeitsrelationen a;|a; 1 stets v(p,i) < v(p,i+1)
gelten muss. Fiir jedes p € P setzen wir

d(p) = Wi vpi >0},

und fiir p mit d(p) # 0 definieren wir v, ; := v(p,i + m,), wobei m,, die erste Zahl
mit v(p, 1+ m,) > 0 bezeichne. Dann haben wir

d(p)

D (D r/ )

peP \ i=1
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Zum Beweis der Existenzaussage miissen wir also nur noch zeigen, dass wir den
p-Torsionsmodul M, <g M erhalten als

o d(p)
M, = M) = @R/p").
i=1

Jedes M; enthélt nur p-Torsionselemente. Ist ein p-Torsionselement v € Mp gege-
ben, so haben wir eine eindeutige Darstellung mit Elementen v, € M), und vy € M,:

vo= Up+ E Vg-
pF#GEP

Da v ein p-Torsionselement ist, gibt es ein v € Z>; mit p”-v, = 0 fiir alle ¢ € P. In
jedem M, erhalten wir mit geeigneten r,; € R:

d(q) d(q)
0= py'vq = pVZTq,i + <qu'i> = Zpqu,i + <qu'i>
i=1 i=1

Das bedeutet p“rq; € (¢¥+%). Falls ¢ # p gilt, muss also ¢"+* stets ein Teiler von
74, sein. Das bedeutet v, = 0 und somit v = v, € M.

Zur Eindeutigkeitsaussage: Es ist klar, dass der Isomorphietyp des p-Torsions-
moduls M, < M durch den von M festgelegt ist. Die Eindeutigkeit der Zahlen
d(p) und v, ; ergibt sich daher mit Lemma 3.4.11. O

Definition 4.2.5. Wir nennen eine abelsche Gruppe endlich erzeugt, wenn sie als
Z-Modul endlich erzeugt ist.

Folgerung 4.2.6 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen). Es sei G
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann hat man eine eindeutige Darstellung

d(p)
¢ = z¢ x [[ |I[z/w>z
peEP | i=1

wobei P C Zso die Menge der Primzahlen bezeichnet, d(p) > 0 fiir hochstens
endlich viele p gilt und fiir diese p stets 1 <wvp1 < ... < v, g4y erfillt ist.

Beweis. Als endlich erzeugte abelsche Gruppe ist G ein endlich erzeugter Z-Modul,
siehe Beispiel 3.1.5. Satz 4.2.4 liefert daher die gewiinschte Zerlegung von G. [

Beispiel 4.2.7. Mit Hilfe der Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.2.6 kann man oft
schnell entscheiden, ob zwei gegebene abelsche Gruppen isomorph zueinander sind
oder nicht, etwa

7)27. x TJAT x LJAZ % 1)27 x LJ27 x T.J2Z x Z/AZ.

Definition 4.2.8. Es seien R ein euklidischer Ring, M ein endlich erzeugter R-
Modul und T'(M) <g M der zugehorige Torsionsmodul.

(i) Elementarteiler fiir M sind nichttriviale Nichteinheiten ai,...,a, € R
mit a;|a; 1 fiir i =1,...,m — 1, sodass

T(M) = @R/(@.
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(ii) Primdre Elementarteiler fiir M sind p;” € R mit paarweise nichtassozi-

ierten Primelementen pq,...,p, € Rund 1 <wv;; < ... < yyg,, sodass
T dZ
(M) = @B R/
i=1 \ j=1

Beispiel 4.2.9. Wir betrachten den Z-Modul M := Z/47 & 7Z/67Z und wollen
Elementarteiler sowie primére Elementarteiler dafiir bestimmen. Mit der Varian-
te 3.4.10 des Chinesischen Restsatzes erhalten wir

M= ZJALSLI2LS LIS = )27 & L)AL & T/3T

Die letzte Darstellung ist wie in Satz 4.2.4. Folglich sind 2!,22,3! primire Ele-
mentarteiler fiir M. Um Elementarteiler zu gewinnen schreiben wir die priméren
Elementarteiler in ein Schema

p=2: 2, 22,

p=3: 1, 3.
Aufmultiplizieren der Spalten ergibt dann Elementarteiler a; = 2-1 = 2 und ag =
22.3 =12 fir M. Um dies zu verifizieren, verwenden wir nochmals Variante 3.4.10
des Chinesischen Restsatzes: Sie liefert

Z)22.SLJ127 = Z)2L & LJAL O L)3T = M.

Bemerkung 4.2.10. Es seien R ein euklidischer Ring, M ein endlich erzeugter
R-Modul.

(i) Elementarteiler fiir M sind bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt. Sie
legen den Torsionsmodul T'(M) bis auf Isomorphie fest.
(ii) Priméire Elementarteiler von M sind bis auf Assoziiertheit eindeutig be-
stimmt. Sie legen den Torsionsmodul T'(M) sowie die p-Torsionsmoduln
M, bis auf Isomorphie fest.
(iii) Hat man Elementarteiler aq,...,a,, fir M vorliegen, so wiihlt man ein
Primsystem P C R und betrachtet die Primfaktorzerlegungen

_ V11 V1 _ Vidy Vrd
ay = c1-py P, -y Gm = Cm Py cepr T

Die darin auftretenden Primpotenzen p;/ij sind dann primére Elementar-
teiler fiir M, wobei die p;”’ = 1 jeweils zu entfernen sind.

(iv) Hat man primére Elementarteiler p;*, wobei 1 < i < r und 1 < vy <
... < Vg, fiir M vorliegen, so betrachtet man das Schema

1 .1 p L pt
prmio . p;/n’"dm
L .1 pr L pt

wobei d,, maximal unter den d;. Aufmultiplizieren der Eintrige aus den
Spalten liefert dann Elementarteiler a, = plllld1 ceprtitete., fiir M.
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Aufgaben zu Abschnitt 4.2.
Aufgabe 4.2.11. Bestimme Elementarteiler und primére Elementarteiler fiir die folgen-
den Z-Moduln:
Z)27 ® 7.)2Z., Z7/4Z., Z/6Z & 7/6Z, Z]727.
Aufgabe 4.2.12. Es seien m,n € Zx>1. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) Es gilt Z/mnZ = 7Z/mZ x Z/nZ.

(ii) Die Zahlen m und n sind teilerfremd.

Aufgabe 4.2.13. Es seien R ein euklidischer Ring und A € Mat(m, n; R). Beweise die
Eindeutigkeit der Smith-Normalform: Sind S, 7 und S’,T" invertierbare Matrizen, sodass

_ (D0 / , (D 0
sar— (D0) s o (200)

jeweils Smith-Normalform besitzen, so gilt d;; ~ d;; fiir die Diagonaleintriige der Matrizen
D bzw. D'.

Aufgabe 4.2.14. Es seien R ein euklidischer Ring, F' ein freier R-Modul vom Rang n
und M <g F ein Untermodul. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) F/M ist frei.

(ii) F/M ist torsionsfrei.

(iii) Es gibt eine Basis (v1,...,vn) mit M = Lin(v1, ..., vm) fiir ein m < n.
)

(iv) Fiir je zwei Elemente v € M und Or #r € Rgilt: rv e M = v € M.
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5. NORMALFORMENTHEORIE

5.1. Das Minimalpolynom.

Erinnerung 5.1.1. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und ¢: V — V
ein Endomorphismus. Dann wird V' zu einem K[T']-Modul durch

(Zal,T")-v = Zaugo”(v).

Gilt V =K", so ist ¢ von der Form v — A - v mit einer Matrix A € Mat(n, n; K)
und die K[T]-Modulstruktur auf V" ist gegeben durch

(Z al,T”) v = (Z aVA”) .

Definition 5.1.2. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Das Annullator-
tdeal apr <p R von M besteht aus allen Ringelementen, die M annullieren:

ay = {a€R;a-v=0y firalleve M}.

Satz 5.1.3. Es seien K ein Kirper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
und ¢: V. — V' ein Endomorphismus. Dann wird das Annullatorideal

ay = {feK[T]; f-V={0v}} <gm K[T]

des K[T'|-Moduls V' durch ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom q, € K[T]
erzeugt; es gilt q, # Ogir) und man hat deg(q,) > 0, sobald V # {0y} gilt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ay nicht das Nullideal ist. Dazu betrachten wir
den folgenden Homomorphismus von Vektorrdumen:

K[T] = Homg(V,V), > a,T" = > ae”.

Der Kern dieses Homomorphismus ist genau das Annullatorideal ay , denn fiir jedes
Polynom > a,T" und jedes v € V gilt

(Zaugo") (v) = 0y <= (ZayT”) ‘v = Oy.

Wiére ay trivial, so wire K[T] — Hom(V,V) injektiv und somit K[T] als Vek-
torraum isomorph zu einem Untervektorraum von Homg(V,V); das ist jedoch
unmoglich wegen

dim(K[T]) = oo > dim(Hom(V,V)) = dim(V)2.

Da K[T] ein Hauptidealring ist, gilt ay = (g,) mit einem Polynom ¢, € K[T.
Wegen ay # {Ogr)} muss deg(q,) > 0 gelten. Weiter darf man annehmen, dass g,
normiert ist. Wegen K[T']* = K* ist ¢, dadurch eindeutig bestimmt.

Es bleibt zu zeigen, dass g, positiven Grad besitzt, falls V' # {0y} gilt. Ware
deg(gy) = 0, so hitte man g, = T° und somit gy - v = v fiir jedes v € V. Das ist
wegen ¢, - V = {0y} # V aber nicht méglich. O

Folgerung 5.1.4. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und @: V.=V ein Endomorphismus. Dann ist der zugehorige K[T|-Modul V
ein Torsionsmodul.

Definition 5.1.5. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und ¢: V. — V ein Endomorphismus. Das Minimalpolynom von ¢
ist der normierte Erzeuger g, € K[T] des Annullatorideals ay <gr K[T].
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Beispiel 5.1.6. Wir betrachten den R-Vektorraum V := R? und fiir beliebiges
A € R die reelle (2 x 2)-Matrix

e (3Y)

und den zugehorigen Endomorphismus ¢: V. — V, v — A - v. Fiir das Polynom
T — X\ € R[T] erhalten wir
(T—X)-v = (A= AEs)-v = (0,0) fiir jedes v € R?,

Somit gilt " — A € aps. Da ay durch ein normiertes Polynom positiven Grades
erzeugt wird, muss 1" — X bereits ein Erzeuger von ays sein, d.h., es gilt

g = T—A\

Beispiel 5.1.7. Wir betrachten den R-Vektorraum V := R? und fiir beliebiges
A € R die reelle (2 x 2)-Matrix

b (10)

und den zugehoérigen Endomorphismus ¢: V. — V., v +— B - v. Fiir jedes Polynom
der Form T"— )\ hat man

(T-N)v = (B=XN -Ex)v = ( AEX ABX )( Z; ) - ( vl(i(;{):’l)w )

Insbesondere kann kein Polynom ersten Grades den gesamten Vektorraum V' an-
nullieren. Fiir das Polynom (7' — \)? gilt jedoch

2
N2 0 0 | wn - 0
(T—XN?*v = ( 1 0 v = 0 )
Folglich gilt (T — A\)? € ay, und wir erhalten, dass (T — \)? sogar ein Erzeuger
fir ay ist, d.h., es gilt
g = (T-N~%

Definition 5.1.8. Es seien K ein Koérper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und ¢: V — V ein Endomorphismus. Der Vektorraum V' heisst @-zyklisch,

falls es ein v € V und ein k € Z>; gibt, sodass (v, p(v), P2 (v),..., 0 1(v)) eine
Basis von V ist.

Bemerkung 5.1.9. Esseien V ein eindimensionaler K-Vektorraum und ¢: V — V
ein Endomorphismus. Dann ist V' ein ¢-zyklischer Vektorraum: Fiir £ = 1 und jedes
Oy # v ist (v) = (¢°(v)) eine Basis fiir V.

Beispiel 5.1.10. Wir betrachten den R-Vektorraum V := R? und fiir beliebiges
A € R die beiden reellen (2 x 2)-Matrizen

A0 A0
ae (30 s (20),
Mit p: V — V, v +— A-wist V kein p-zyklischer Vektorraum, denn es gilt p(v) € R-v
fiir jedes v € V.
Mit¢: V — V, v+~ B-v wird V zu einem -zyklischen Vektorraum; fiir v := (1, 0)
gilt p(v) = (X, 1) und somit ist (v, ¢(v)) eine Basis fiir R2.

Satz 5.1.11. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
und @: V. — V ein Endomorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) V ist o-zyklisch.
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(ii) Man hat einen Isomorphismus von K[T|-Moduln K[T]/(q) = V mit einem
normierten Polynom g € K[T7.

Gilt eine der beiden Aussagen, so ist das Polynom q € K[T] aus (ii) das Minimal-
polynom von ¢ und man hat deg(q) = dim(V).

Lemma 5.1.12. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Der R-Modul M ist monogen, d.h., es gibt ein v € M mit M = R - v.
(ii) Es gibt einen Isomorphismus R/b 2= M von R-Moduln mit einem b <p R.

Gilt eine der beiden Aussagen, so ist b <g R aus (i) bereits das Annullatorideal
des R-Moduls M.

Beweis. Zu “(i)=(ii)”. In der Situation von (i) haben wir einen surjektiven Homo-
morphismus von R-Moduln

e:R — M, T T,

Der Kern dieses Homomorphismus ist genau das Annullatorideal ay; <p R von M,
denn es gilt

e(r) = 0p <= r-v = 0y
— r-(r-v) =71 (r-v) = 0y firaller € R
«— 7.0 = 0y fir alle v’ € M.

Somit liefert der Homomorphiesatz 3.1.22 einen wohldefinierten Isomorphismus von
R-Moduln
Z:R/ay — M, r4ay — r-o.

Zu “(ii))=(1)". Es sei ¢: R/b — M ein Isomorphismus von R-Moduln. Mit v :=
©(1r + b) erhalten wir dann
R-v = ¢(R-(1r+b)) = @(R/b) = M.
Wir kommen zum Zusatz. Es seien ap; <p R das Annullatorideal und ¢: R/b — M
ein Isomorphismus von R-Moduln mit einem weiteren Ideal b <p R. Wir zeigen
ay = b.

Zu “C”. Es sei r € ap gegeben. Dann gilt 0py = 7+ o(1g + b) = p(r + b). Da ¢
injektiv ist, muss 7 + b das Nullelement in R/b sein. Das bedeutet r € b.

Zu “27. Es sei r € b gegeben. Dann annulliert r jedes Element aus R/b und somit
erhalten wir fiir jedes v € M:
rov o= (p(pTH V) = @97 (v) = e(0re) = Ou.
O
Lemma 5.1.13. Es seien K ein Korper und q € K[T] ein Polynom positiven
Grades. Dann hat man zueinander inverse Isomorphismen von K- Vektorrdumen

deg(q)—1
P k-1 «— K[T)/(q)

v=0
= f+
e o f+{e),

wobei ry € K[T| durch die eindeutige Darstellung f = grq + 1y mit gy, vy € K[T]
und deg(ry) < deg(f) oder ry = Ogpp definiert ist. Insbesondere gilt

dim(K[T]/{q)) = deg(q)-
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Beweis. Die Abbildung f +— f+(q) ist die Einschréinkung der kanonischen linearen
Abbildung K[T] — K[T]/{¢). Weiter haben wir

f=ry falls deg(f) < deg(q), f—ry=grq € (g fir alle f € K[T].

Damit ergibt sich, dass beide Abbildungen invers zueinander sind. Es folgt weiter,
dass sie Isomorphismen sind. O

Beweis von Satz 5.1.11. Zu “(i)=-(ii)”. Nach Lemma 5.1.12 geniigt es zu zeigen,
dass der K[T]-Modul V monogen ist. Dazu wéhlen wir einen Vektor v € V, sodass
(v,0(v), ..., " (v)) eine Basis von V ist. Dann ist jedes Element w € V von der

Gestalt
k—1 k—1
w = Za,,~<p”(v) = <ZaVTV> -,
v=0 v=0

Zu “(ii)=(1)”. Es sei k := deg(q). Nach Lemma 5.1.13 erhalten wir eine Basis
(wo, ..., wg_1) fiir den K-Vektorraum K[T]/(¢) durch

w; = T+ {(q) = T"- wp.
Es sei nun +: K[T']/{(¢) ein Isomorphismus von K[T']-Moduln. Wir setzen v := 2(wy)
und erhalten
vwi) = T wo) = T -1(wg) = ¢*(v).
Als Tsomorphismus von K[T']-Moduln ist 2 insbesondere ein Isomorphismus von K-
Vektorrdumen und somit ist (v, p(v), ..., "1 (v)) eine Basis fiir V.

Wir kommen zum Zusatz. In der Situation von (ii) garantiert der Zusatz in Lem-
ma 5.1.12, dass (¢) das Annullatorideal des K[T]-Moduls V" ist. Somit gilt ¢ = g,,.
Mit Lemma 5.1.13 erhalten wir weiter dim(V') = deg(g,,). O
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Aufgaben zu Abschnitt 5.1.

Aufgabe 5.1.14. Es seien ni,...,ni € Z>2. Zeige, dass das Annullatorideal des Z-
Moduls Z/mZ & ... ® Z/niZ durch kgV(ni, ..., ny) erzeugt wird.

Aufgabe 5.1.15. Betrachte den Korper K := Z/2Z. Bestimme alle A € Mat(2, 2; K),
sodass K? ein @-zyklischer Vektorraum ist, wobei ¢: K" — K", v — A - v.

Aufgabe 5.1.16. Es seien K ein Korper, A € Mat(n,n;K) und ¢p: K* - K", v~ A-v
die zu A gehdorige lineare Abbildung. Fiir C' € Mat(n, n; K[T]) setze

n n
C-(e1,...,en) == E Clj*€j,...,§ cnj*ej |,
=1 j=1

wobei “«” fiir die Skalarmultiplikation in dem durch ¢ definierten K[T]-Modul steht. Be-
trachte nun die Matrix
B := T-E,—A € Mat(n,n; K[T])

und das zu A gehorige charakteristische Polynom pa = det(B). Beweise die folgenden
Aussagen:

(i) Es gilt B- (e1,...,en) = (0,...,0).
(ii) Es gibt eine Matrix B¥ € Mat(n,n; K[T]) mit B¥ - B = paE,.
(iii) Es gilt pa xv = (0,...,0) fiir jedes v € K".
Folgere daraus, dass das charakteristische Polynom eines Endomorphismus V' — V stets
ganz V annulliert.
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5.2. Rationale Normalform und Elementarteiler.

Bemerkung 5.2.1. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und ¢: V — V ein Endomorphismus. Um ¢: V — V gut zu verstehen,
versucht man, V' in moglichst einfache “p-invariante Bausteine” zu zerlegen, d.h.,

V =Vie...eV, wobelV; <gV mit ¢(V;) CV,.
Gelingt dies, so geniigt es, die Einschrinkungen ¢y, : V; — V; zu untersuchen. Der

Weg hierzu fiihrt tiber die durch ¢: V' — V definierte K[T]-Modulstruktur auf V'
und die Hauptsétze fiir Moduln {iber euklidischen Ringen.

Zur Erinnerung: Jeder endlich erzeugte Torsionsmodul M {iber einem euklidischen
Ring R ist von der Gestalt

M = @R/<ai>

mit Elementarteilern Og # a1, ..., a, € R\ R* des Moduls M; diese erfiillen a;|a;4+1
fiir 1 <4 <m — 1 und bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt.

Definition 5.2.2. Esseien K ein Kérper und V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum. Die Elementarteiler eines Endomorphismus ¢: V' — V sind die normierten
Elementarteiler g1, ..., ¢ € K[T] des durch ¢ definierten K[T']-Moduls V.

Satz 5.2.3. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum

und @, V. — V' zwei Endomorphismen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gibt einen Vektorraumisomorphismus k: V — V mit ) = ko por™ 1.
(ii) ¢ und @ definieren isomorphe K[T'|-Modulstrukturen auf V.

(ili) ¢ und ¢ haben dieselben Elementarteiler.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (i) und (iii) ist eine direkte Folge der Ein-
deutigkeit der Elementarteiler eines Moduls iiber einem euklidischen Ring.

Zu “(i)=(il)”. Wir zeigen, dass k bereits ein Isomorphismus der durch ¢ und
definierten K[T']-Moduln ist. Als lineare Abbildung ist x mit der Addition dieser
K[T]-Moduln vertréglich. Weiter gilt

f(Car) o) = w(Xae)

K (Z ay (koo m)”(v))
_ R(Za,,(li_loq/)”on)(v))
= > a”(5(v)

= (X ar) s

Zu “(ii)=-(1)”. Es sei k: V — V eine Isomorphismus von dem durch ¢ definierten
K[T]-Modul in den durch ¢ definierten K[T]-Modul. Dann gilt fiir jedes v € V:

k(p(v)) = K(T-v) = T-k(v) = P(k()).
Damit erhalten wir kK o ¢ = 9 o kK und somit, wie gewiinscht, die Beziehung 1 =
Kook L O

Satz 5.2.4. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum
und @: V =V ein Endomorphismus mit Elementarteilern qi,...,q- € K[T]. Dann
gibt es eine direkte Zerlequng

V = Vio...oV
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in Untervektorriume V; <g V' mit dim(V;) = deg(g;), sodass ©(V;) C V gilt und
die Einschrinkungen ¢; := @y, : Vi — V; folgende Eigenschaften besitzen:

(1) Jedes V; ist p;-zyklisch,
(ii) g; ist das Minimalpolynom von @;: V; — Vi,
(iii) ¢ ist das Minimalpolynom von ¢: V — V.

Beweis. Nach Folgerung 5.1.4 ist der durch ¢: V' — V definierte K[T]-Modul V' ein
Torsionsmodul. Der Hauptsatz 4.2.1 liefert daher einen Isomorphismus von K[T']-
Moduln

@ DK/ (a) — V.

wobei g1, . .., ¢ € K[T] die Elementarteiler des K[T]-Moduls V sind. Wir betrachten
den i-ten Faktor V; = ®(K[T]/(¢;)). Dann gilt V =V; @ ... &V, und jedes V; ist
(p-invariant wegen

o(V)) = T-Vi = ®(T- (K[T]/(a)) € BK[T)/ () = Vi

Jeder Faktor V; ist dabei ¢;-zyklisch und ¢; ist das Minimalpolynom von ¢;, siehe
Satz 5.1.11; insbesondere folgt dim(V;) = deg(g;).

Wir zeigen nun, dass ¢, das Minimalpolynom ¢ ist. Zunéchst weisen wir g,,|¢, nach.
Fiir jedes v € V' betrachten wir die Zerlegung v = v1 + ... + v, mit v; € V;. Weiter
schreiben wir p;q; = ¢, mit p; € K[T], was wegen ¢;|q;+1 moglich ist. Es folgt

qr-v = qr-(vl—l—...—l—vT) = q -v1+...+¢ v, = prqg1-vi+...+p:q v, = Oyp.

Also liegt das Polynom ¢, im Annullatorideal des K[T]-Moduls V' und ist somit ein
Vielfaches des Minimalpolynoms g,. Umgekehrt annuliert ¢, den Untervektorraum
V; und ist somit ein Vielfaches von dessen Minimalpolynom g¢,. Es folgt ¢, = ¢.. U

Definition 5.2.5. Es seien K ein Korper und ¢ = T% + a1 T* '+ ...+ a1 T +ao
ein Polynom iiber K. Die zu ¢ gehorige Begleitmatriz ist

0 —ap
1 0 —ay
1 —a9
B(q) = - : € Mat(k, k; K).
0
1 0 —Aak—2
1 —ag—

Beispiel 5.2.6. Fiir das Polynom q = T?+1 € Q|[T erhalten wir die Begleitmatrix
0 -1
Satz 5.2.7. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum

und ¢: V. — V ein Endomorphismus mit den Elementarteilern qu,...,q, € K[T)].
Dann besitzt V' eine Basis B mit

B(Ql) 0
Mg (¢) =
0 B(qr)
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Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall eines ¢-zyklischen K-Vektorraumes V.
Das Minimalpolynom von ¢ sei gegeben als
¢ = T'+ap 1T+ 4+ aiT + ao.

Wiihlt man weiter eine Basis der Form B = (v, p(v), 0 (v), ..., 0"~ 1(v)) fiir V, so
ergibt sich fiir das Bild des letzten Basisvektors

PP (W) = T
= (q¢*ak71Tk717...7a1T7a0) )
= —ap_q 9" W) — ... —ar - (W) —ao - v.

Nach Definition der darstellenden Matrix von ¢ und der Begleitmatrix zu g, hat
man daher

Mg(v) = Blgy)

Um den Satz zu beweisen wahlen wir nun eine direkte Zerlegung wie in Satz 5.2.4.
Dann erhélt man die Aussage durch Anwenden der Voriiberlegung auf die Ein-
schriankungen ¢;: V; — V;. O

Erinnerung 5.2.8. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum der Dimension
n > 1. Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus ¢: V' — V ist
py = det(T- E, — ME(p)) € K[T,

wobei B eine beliebige Basis von V' ist; dabei garantieren die Transformationsformel
und der Determinantenmultiplikationssatz die Unabhéngigkeit von der Basiswahl.

Satz 5.2.9 (Cayley-Hamilton). FEs seien K ein Kdrper, ein endlichdimensiona-
ler K-Vektorraum und p: V. — V ein Endomorphismus mit den Elementarteilern
q1,---,qr € K[T]. Dann ist das charakteristische Polynom von ¢ gegeben durch

Py = q1---Qr.

Insbesondere teilt das Minimalpolynom q, = q, das charakteristische Polynom p,,
die Polynome q, und p, besitzen dieselben Primteiler, und es gilt deg(p,) =
deg(q1) + ...+ deg(qy).

Beweis. Es sei B eine Basis fiir V' wie in Satz 5.2.7. Dann besitzt die zugehorige
darstellende Matrix M5 () Blockdiagonalgestalt, mit Blocken B(g;), und es gilt

pe = det(T-E, - ME(¢)) = det(T - By, — B(q1))---det(T - B, — B(q,))

mit n; := deg(q;) = dim(V;). Wir bestimmen nun die Determinante der Matrix
T-E,, — B(¢;). Dazu sei g; gegeben als
q; = Tk—f—ak_lTk_l —|—...—|—a1T+a0,
wobel wir k := n; setzen. Dann haben wir
T aq
-1 T ai
-1 . a9
T .
-1 T ap—2

-1 TH ap_1
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Die Determinante dieser Matrix berechnet man durch Entwickeln nach der letzten
Spalte und erhlt

Aet(T - B, = Blas) = (-1 (=1 lag + (—)M2(-1) 20,7
+ ... +
(—D)2* N (—1)ap_oT" 2 + (T + ap_1)TF!
= T'+aa T "+ . +aT + ao.

Das bedeutet det(T - E,,, — B(q;)) = ¢;. Folglich ist das charakteristische Polynom
von ¢ gegeben durch p, = q1 -+ - ¢p. -

Definition 5.2.10. Es seien K ein Korper und A € Mat(n, n; K) eine Matrix. Die
Elementarteiler von A sind die Elementarteiler des Endomorphismus p4: K" —
K v A-v.

Satz 5.2.11 (Rationale Normalform). FEs sei K ein Kdrper.

(i) Besitzt A € Mat(n,n;K) die Elementarteiler ¢1,...,q € K[T], so gibt es
eine Matriz S € GL(n,K) mit

B(q1) 0
S.A.871 =
0 B(qr)
(ii) Fir je zwei Matrizen A,B € Mat(n,n;K) sind folgende Aussagen

dquivalent:
e Esgilt B=S-A-S™1 mit einer Matriz S € GL(n,K).
o Die Matrizen A und B besitzen dieselben Elementarteiler.

Beweis. Zu (i). Wir betrachten pa: K* — K", v — A - v. Satz 5.2.7 liefert eine
Basis B fiir K", sodass M5 (ua) die gewiinschte Gestalt hat. Nach der Transforma-
tionsformel gilt ME(ua) =S A- S~ mit einem S € GL(n,K).

Zu (ii). Wir betrachten die Endomorphismen ¢ := pu4 und ¢ := pp von K". Nach
Satz 5.2.3 besitzen ¢ und v genau dann dieselben Elementarteiler, wenn

Y = kKopor L
mit einem Isomorphismus k: K® — K" gilt. Letztere Aussage ist dquivalent zu
B=5-A-S"! mit einem S € GL(n, K). O
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Aufgaben zu Abschnitt 5.2.

Aufgabe 5.2.12. Bestimme die Elementarteiler und das Minimalpolynom fiir den Endo-
morphismus ¢: R* = R? v — A - v in den Fillen

2 0 0 10 1
A=1|0 2 0], A= 1 2 -1
0 0 2 -1 0 3

Begriinde die Ergebnisse jeweils. Hinweis: Betrachte das charakteristische Polynom und
verwende den Satz von Cayley-Hamilton.

Aufgabe 5.2.13. Bestimme Elementarteiler, Minimalpolynom und rationale Normalform
der Matrix

1 0 0 0
2 2 0 -1
00 1 0 € Mat(4,4;Q).
1 7 0 -3

Aufgabe 5.2.14. Es sei K := Z/27 der Koérper mit zwei Elementen. Betrachte die fol-
gende Aquivalenzrelation auf Mat(2, 2; K):

B~ A <= B = 5-A-5"" miteinem S € GL(2,K)

Wieviele Aquivalenzklassen gibt es? Hinweis: Wieviel verschiedene Matrizen in rationaler
Normalform besitzt Mat(2, 2; K)?
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5.3. Jordansche Normalform.

Bemerkung 5.3.1. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und ¢: V' — V ein Endomorphismus. In Abschnitt 5.2 hatten wir die Ele-
mentarteiler des zugehoérigen K[T]-Moduls verwendet, um ¢ zu untersuchen. Hier
wollen wir die priméren Elementarteiler zur Hilfe nehmen.

Zur Erinnerung: Sind R ein euklidischer Ring, P C R ein Primsystem und M ein
endlich erzeugter Torsionsmodul iiber R, so gibt es eine Zerlegung

M = PM,
peP
mit den p-Torsionsmoduln M, < M; nur endlich viele M), sind nichttrivial, und
jedes nichttriviale M,, besitzt eine Darstellung

d(p)

M, = @R/<pyp’i>

mit den priméren Elementarteilern p”»¢ des R-Moduls M; diese sind durch den
Isomorphietyp von M und 1 < v, 1 < ... <y, 4(p) eindeutig bestimmt.

Definition 5.3.2. Es seien K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Die primdren Elementarteiler eines Endomorphismus ¢: V' — V sind
die normierten primiren Elementarteiler des durch ¢ definierten K[T]-Moduls V.

Satz 5.3.3. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p: V= V ein Endomorphismus mit den primdren Elementarteilern piyij, wobei
1<i<rundl <vj <...<vwvq,. Dann besitzt V eine direkte Zerlegung
V=Wo.&eV, wbiV, = Vid.. o&Vy,
in Untervektorridume Vi; <x V; <g V mit o(Vi;) C V;; und dim(Vi;) = deg(p;”),
sodass fiir die Einschrinkungen @;j == @y,; und @; := @y, gilt:
(i) Jedes Vi; ist @;j-zyklisch.

(ii) p;* ist das Minimalpolynom von ¢;;.
(iii) piyidi ist das Minimalpolynom von ;.
(iv) Man hat V; = Kern(p, “ ().

)

(v p’ljlal1 —prmi st das Minimalpolynom von .

Beweis. Nach Folgerung 5.1.4 ist der durch ¢: V' — V definierte K[T]-Modul V' ein
Torsionsmodul. Satz 4.2.4 liefert daher einen Isomorphismus von K[T]-Moduln

T d;
@:@ @K[T]/@M -V,

wobei p;* die primiiren Elementarteiler des des K[T]-Moduls V' sind. Wir definieren
Untervektorraume V;; <x V; <g V durch

d;
Vi = @ (KIT/()), Vi = @ DK/ (")

Danngilt V=Vi@®...@V, und V; = V;1 & ... ® Vig,. Alle V;; sind p-invariant,
denn wir haben
p(Vij) = T-Vij = (T - (K[T]/({p;"))) S SK[T]/(p;"")) = Vi

Nach Satz 5.1.11 ist jedes V;; ein ¢;;-zyklischer Vektorraum, p;* ist das Minimal-
polynom von ¢;;, und es gilt dim(V;;) = deg(p;").
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Zu (iit). Offensichtlich annulliert ¢; := p, * ganz V;. Also gilt ¢; € ay; = (g,,). Das
impliziert g, |¢;. Umgekehrt gilt gy, € av,, = (¢;). Also gilt gi|g,, und wir erhalten
qi = 4y, -

Aussage (iv) ergibt sich direkt aus der Tatsache, dass V; genau der p;-Torsionsmodul
des K[T]-Moduls V ist: Es gilt

Vi = {veV;p! v=0y fireinn >0}
= {UGV; p:idi -UzOV}
Vid,
= Kern(p;, " (¢)).
Fiir (v) vermerken wir zunichst, dass ¢ := p; ™ ---p,""" jedes v € V annulliert.

Somit gilt ¢ € ay = (g,), d.h., g, teilt g. Weiter annulliert ¢, jedes V;. Somit ist
jedes piuidi ein Teiler von V. Da die Primelemente p; paarweise nichtassoziiert sind,
erhalten wir, dass ¢ ein Teiler von g, ist. Es folgt ¢ = q,. (]

Satz 5.3.4. Es seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p: V. — V ein Endomorphismus mit den primdren Elementarteilern p;/”, wobei
1<i<rundl <vj <...<wvq,. Dann besitzt V eine Basis B mit

B; 0 B(py™) 0
0 By 0 B(p;"™)

K2

Beweis. Wir zerlegen V' geméf Satz 5.3.3 in @-invariante Untervektorrdume V;;.
Nach Satz 5.2.7 besitzt jedes V;; eine Basis By, beziiglich derer ¢ly,, durch die

Begleitmatrix B(p;”) dargestellt wird. Zusammensetzen der B;; ergibt dann die
gewiinschte Basis. O

K2

Folgerung 5.3.5. Es sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum
und ¢: V. — V eine Endomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Endomorphismus ¢: V — V ist diagonalisierbar, d.h., V besitzt eine
Basis aus Eigenvektoren fiir o
(ii) Das Minimalpolynom q, € K[T| zerfdllt in paarweise verschiedene Line-

arfaktoren, d.h., qo = (T — A1) -+ (T — X\i) mit \; # \; fur i #j.

Beweis. Die Implikation “(i)=-(ii)” erh&lt man durch eine explizite Berechnung des
Minimalpolynoms. Fiir “(ii)=-(i)” beachte man, dass ¢ nur primére Elementarteiler
der Form T — )\; besitzen kann. Somit sind alle Begleitmatrizen in Satz 5.3.4 von
der Gestalt B(p;”) = (\;). Das bedeutet, dass ¢ diagonalisierbar ist. O

Folgerung 5.3.6. Es seien K ein Kdorper und A € Mat(n,n;K). Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(i) Die Matriz A ist diagonalisierbar, d.h., es gibt eine Matriz S € GL(n,K),
sodass S - A - S™! Diagonalgestalt besitzt.
(ii) Das Minimalpolynom qa € K[T| zerfdillt in paarweise verschiedene Line-

arfaktoren, d.h., ga = (T — A1) -+ (T — Xg) mit \; # \; firi # j.
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Definition 5.3.7. Es seien K ein Korper, n € Z>; und A € K. Das zugehérige
Jordankdstchen ist die Matrix

A 0
1 A
1
J(n,A) = . . € Mat(n,n; K).
1 A
0 1 A

Satz 5.3.8. Es seien K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler o-zyklischer
K- Vektorraum fiir einen Endomorphismus ¢: V. — V mit Minimalpolynom

9, = ¢" € K[T], wobeiq:= (T — ).
IstveV mitg» - -v=(p—\idy)" 1 (v) # Oy, soist B:= (v,q-v,...,q" 1 -v)
eine Basis fiir V und die zugehorige darstellende Matriz ist

Mg(p) = J(nA).

Beweis. Nach Satz 5.1.11 gilt dim(V) = deg(g,) = n. Um zu sehen, dass B eine
Basis fiir V' ist, geniigt es daher die lineare Unabhéngigkeit nachzuweisen. Dazu sei

n-l v = Ov.

1

ap-v+ay-q-v+...+ap-1-4q
Anwenden von ¢*~! auf diese Gleichung ergibt ag - ¢"~' - v = 0y. Das impliziert
ag = Og. Durch Anwenden von ¢"~2 erhélt man dann a;-¢"~'-v = Oy, was as = Ox
liefert. So verfahrt man weiter und erhilt a; = Ok fiir alle 1 < i < n—1. Das beweist

die lineare Unabhéngigkeit von B.

Um die darstellende Matrix MJ () zu erhalten, miissen wir die Bilder der Basis-
vektoren bestimmen. Mit ¢**1 - v = (¢ — A -idy) - (¢* - v) ergibt sich
plg-v) = A-(¢"v)+qT v
fiir 0 <4 < n — 2. Das Bild von ¢"~! - v ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \ von
, denn es gilt
(o= A-idy)(¢"t-v) = ¢"-v = Oy.

Somit sind die Bilder der Basisvektoren v,...,¢" ! - v bestimmt und wir erhalten
die darstellende Matrix wie behauptet. O

Satz 5.3.9. Es seien K ein Kdrper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
und p: V — V ein Endomorphismus. Hat man eine Zerlegung
G = (T X)™ (T2

des Minimalpolynoms von ¢: V. — V in Linearfaktoren mit \; # X; fir i # j, so
besitzt V' eine Basis B mit

Jl 0 J(kﬂ, )\1) 0

ME(p) = ; Ji = ;

0 Iy 0 J(k1d1 ) >‘1)
wobei 1 < kijp < ... < kig, = m; gilt und die Polynome (T — \;)*ii die primdren
Elementarteiler des Endomorphismus ¢: V — V sind.

Beweis. Da q, in Linearfaktoren T'— \; zerfillt, sind die priméren Elementarteiler
von ¢ alle von der Gestalt (T — \;)*4. Wir zerlegen V in Untervektorriume Vij <k
Vi <g V wie in Satz 5.3.3 und wenden dann Satz 5.3.8 auf jedes V;; an. Damit
ergibt sich die Behauptung. (|
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Definition 5.3.10. Es seien K ein Koérper und A € Mat(n,n;K). Die primdren
Elementarteiler von A sind die primédren Elementarteiler des Endomorphismus
pa: K" = K" v A-w.

Satz 5.3.11 (Jordansche Normalform). Es sei K ein Korper.

(i) Es sei A € Mat(n,n;K) eine Matriz, deren Minimalpolynom in Linearfak-
toren zerfillt. Dann gibt es eine Matriz S € GL(n,K) mit

Ji 0
S-A-S71 = ;
0 gy
J(ki1, ) 0
Ji = -
0 J(kid; , Mi)

Dabei sind (T—)\i)k”‘ , wober Ay € Kund 1 < kjy <...<kiq,, die primdren
Elementarteiler von A.
(ii) Fir je zwei Matrizen A,B € Mat(n,n;K) sind folgende Aussagen
dquivalent:
e Esgilt B=2S-A-S™1 mit einer Matriz S € GL(n,K).
e Die Matrizen A und B besitzen dieselben primdren Elementarteiler.

Beweis. Zu (i). Wir betrachten den Endomorphismus ¢: K" — K", v — A - v.
Satz 5.3.9 liefert eine Basis B fiir K", sodass M§(¢) die gewiinschte Gestalt hat.
Nach der Transformationsformel gilt M5(¢) = S-A-S~! mit einem S € GL(n, K).

Zu (ii). Die Matrizen A und B besitzen genau dann dieselben primiren Elementar-
teiler, wenn sie dieselben Elementarteiler besitzen. Letzteres ist nach Satz 5.2.11
dquivalent zu B =S - A - S~! mit einer Matrix S € GL(n, K). O

Bemerkung 5.3.12. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt fiir jede
Matrix A € Mat(n,n; C) das Minimalpolynom ¢4 € C[T] in Linearfaktoren. Insbe-
sondere besitzt A eine Jordansche Normalform.

Definition 5.3.13. Es sei K ein Korper. Eine Matrix N € Mat(n, n; K) nennt man
nilpotent, falls es ein k € Z>q gibt, sodass N* die Nullmatrix ist.

Beispiel 5.3.14. Es sei K ein Korper. Ist N € Mat(n, n; K) mit n;; = Ok fiir alle
7 > 1, so ist N nilpotent.

Folgerung 5.3.15 (Jordan-Zerlegung). Jede Matriz A € Mat(n,n; C) besitzt eine
Zerlegung A = C + N mit einer diagonalisierbaren Matriz C € Mat(n,n;C) und
einer nilpotenten Matriz N € Mat(n, n; C).

Beweis. Ist A € Mat(n,n; C) in Jordanscher Normalform, so ist die Aussage offen-
sichtlich. Fiir beliebiges A € Mat(n,n; C) liefern Bemerkung 5.3.12 und Satz 5.3.11
ein S € GL(n,C), sodass A’ := S+ A- S~ Jordansche Normalform besitzt.

Ist A’ = C" + N’ eine Zerlegung mit einer diagonalisierbaren Matrix C” und einer
nilpotenten Matrix N’ € Mat(n, n; C), so ist

A = §t.C.S+851. NS

die gewiinschte Zerlegung: Die Matrix S~1 - C’- S ist offensichtlich diagonalisierbar
und S~ - N’ S ist nilpotent, denn fiir jedes k € Z> gilt

(S7'.N'.S)kF = §7L.N'.§ ... STL.N .S = ST (N)ELS.
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Aufgaben zu Abschnitt 5.3.

Aufgabe 5.3.16. Bestimme jeweils rationale und Jordansche Normalform der folgenden

reellen (2 x 2)-Matrizen
0 1 1 0
1 0 )’ 0o -1 /-

Aufgabe 5.3.17. Es sei K ein Korper. Betrachte die untenstehenden Matrizen A, B €
Mat(n,n; K) und zeige, dass es ein S € GL(n,K) gibt mit B=5-A4-57".

A 0 A 1 0
1 A 0 A 1
1 . .
A = , B =
. . 1
1 A A 1
0 1 A 0 A

Aufgabe 5.3.18. Es sei A € Mat(3,3;R) eine Matrix, deren charakteristisches Polynom
iiber R nicht in Linearfaktoren zerfillt. Zeige: Es gibt eine Matrix S € GL(3,R) mit

A0 0
S A-S7H = 00 —c |, wobei \,b,c € R, b% < 4c.
01 —b

Aufgabe 5.3.19. Zeige: Ist A € Mat(n,n;C) eine invertierbare Matrix, so gibt es ein
Polynom f € C[T] mit deg(f) <n und f(A) = A™".

Aufgabe 5.3.20. Bestimme alle Matrizen A € Mat(5,5;C) mit den beiden folgenden
Eigenschaften:

o Es gilt pa = (T — 3)°,

e A besitzt Jordansche Normalform.
Bestimme von jeder dieser Matrizen die Elementarteiler und die priméren Elementarteiler.

Gibt es unter den obigen Matrizen Paare A, A’, sodass A’ = S - A- S~ ! mit einem S €
GL(5,C) gilt?
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5.4. Normalformenberechnung.

Bemerkung 5.4.1. Will man die rationale bzw. die Jordansche Normalform ei-
ner gegebenen Matrix bestimmen, so benttigt man ihre Elementarteiler bzw. ihre
priméren Elementarteiler.

Bei kleinen Matrizen kommt man hiufig mit dem Satz von Cayley-Hamilton zum
Erfolg. Als Beispiel betrachten wir die Matrix

3 -1 1
A=|1 1 1] €Mat(3,3;C).
0 0 2

Das charakteristische Polynom p4 = det(7T'- E3 — A) kann man hier leicht berechnen,
etwa durch Entwicklen nach der letzten Zeile:

pa = (T2)~det<T__? T_i)
= (T-2)(T-3)(T—1)+1)
= (T —2)(T?—4T +4)
= (T -2)%

Da das Minimalpolynom g4 von A, d.h., der letzte Elementarteiler von A, dieselben
Primteiler wie p4 besitzt, gibt es zunéchst folgende Moglichkeiten:

qga = T -2, qa = (T —2)%, qa = (T —2)%

Die erste Moglichkeit entfillt, da A in diesem Fall Diagonalgestalt besitzen miisste.
Wir miissen also priifen, ob (7' — 2)? die Matrix A bereits annulliert. Es gilt

1 -1 1 1 -1 1 00 0
A-2*=1|1 -1 1]-|1 -1 1] =1000
0 00 0 00 00 0

Also ist (T — 2)? das Minimalpolynom. Da das Produkt iiber die Elementarteiler
das charakteristische Polynom ergibt, muss A die Elementarteiler

@ = T-2, @2 = qa = (T —2)?

besitzen. Durch Primfaktorzerlegung der Elementarteiler und sortieren der Prim-
faktoren erhélt man die priméren Elementarteiler; in unserem Falle sind das

pi1 = 1T —2, p2 = (T —2)

Damit konnen wir die rationale Normalform und die Jordansche Normalform der
Matrix A bereits hinschreiben:

2.0 0 2.0 0
00 -4 |, 02 0
01 4 01 2

Bei grofleren Matrizen A sind, selbst bei einfachem charakteristischem Polynom,
schnell deutlich mehr Konstellationen fiir Elementarteiler und primére Elementar-
teiler moglich. Eine explizite Bestimmung erfordert dann zusétzlichen Aufwand.
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Satz 5.4.2. Es seien K ein Korper und A € Mat(n,n;K) eine Matriz. Die Ele-
mentarteiler qu, . .., q, € K[T] von A sind bis auf Normierung die nicht konstanten
Diagonaleintrige der Smith-Normalform von T - E, — A € Mat(n,n; K[T]).

Lemma 5.4.3. Es sei K ein Korper. Wir betrachten eine Matriz A € Mat(n, n; K)
und die zu pa: K* — K", v — A- v, gehirige K[T]-Modulstruktur auf K™. Dann
15t

m: K[T]" — K", (P1y-- o) = Di(A)-e1+ ...+ pnu(A)-epn.
ein surjektiver Homomorphismus von K[T]-Moduln. Der Kern dieses Homomor-
phismus wird von den Spalten der Matriz T - E,, — A € Mat(n,n; K[T]) erzeugt:

Kern(r) = (T-Ep, — A)sa,...,T-En — A)un) <x K[T]™.

Beweis. Nach Satz 3.2.7 (i) ist die oben definierte Abbildung 7 der (eindeutig be-
stimmte) K[T]-Modulhomomorphismus, welcher e; € K[T]™ auf ¢; € K™ abbildet.

Wir zeigen nun, dass der von den Spalten (T - E,, — A),; erzeugte Untermodul
W <gpr) K[T]" mit dem Untermodul Kern(mw) <gpp K[T|" {ibereinstimmt. Die
Inklusion W C Kern(7) ergibt sich aus

W((TEan)*]) = W(T'Gj)ﬂ(Z&w"Gj) = A~ej—Zaij~ej = OKn.

=1 i=1

Fiir die Inklusion W DO Kern(w) zeigen wir zunéchst, dass jedes u € K[T|" eine
Darstellung v = w + v mit w € W und v € K" besitzt. Mittels Induktion iiber v
zeigen wir, dass dies fiir alle T - e; gilt. Der Fall v = 0,1 ist klar mit

T . ¢; = ¢; € K", T . e; = (T-E,—A)w+ Ay € WK™

Ist v > 1 gegeben, so schreiben wir 7% - e; = T - (TV~! - ¢;). Nach Induktionsvor-
aussetzung haben wir 7%~ - e; = w4+ v mit w € W und v € K”. Es folgt

T e, = T -(w+v) = T-w—i—Zvi-T-ei e W+K".
i=1
Da man jedes u € K[T]™ als Linearkombination mit konstanten Koeffizienten iiber
den T"-e; darstellen kann, sehen wir dass jedes u € K[T']" eine Darstellung u = w+wv
mit w € W und v € K" erlaubt.

Damit kénnen wir W 2 Kern(7) nachweisen. Ist u € Kern(m) gegeben, so schreiben
wir u = w+v mit w € W und v € K”. Wir miissen also v = Ogn» zeigen. Das ergibt
sich durch Anwenden von 7:

Oxr = 7(u) = m(w+v) = 7(w) +7(v) = 7(v) = v.

O

Beweis von Satz 5.4.2. Wir betrachten den Homomorphismus 7: K[T]* — K" aus
Lemma 5.4.3. Der Homomorphiesatz 3.1.22 liefert uns dann einen Isomorphismus
von K[T]-Moduln

K™ = K[T]"/Kern(w).

Wie im Beweis von Satz 4.2.1 arbeiten wir mit einer an Kern(m) angepassten Basis
fiir K[T']". Lemma 5.4.3 liefert, dass Kern(7) von den Spalten von B :=T - E, — A
erzeugt wird.
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Es seien S,S" € Mat(n,n; K[T]) invertierbar, sodass D := S - B - S die Smith-
Normalform fiir B in Mat(n, n; K[T]) ist; wegen det(D) = det(B) # Ogpp) sind
dabei alle Diagonaleintriige d;; von Null verschieden. Die Elemente v; := S™! - ¢;,
1 <4 < n, bilden dann eine Basis fiir K[T']"”, und Lemma 4.1.9 (ii) garantiert, dass
(d11 - v1,...,dnn - v,) eine Basis fiir Kern(r) ist.

Sind dyy, . . ., dy,, die nicht konstanten Polynome unter den d;;, so erhédlt man einen
Isomorphismus von K[T]-Moduln

K" =~ K[T]"/Kern(n) = K[T]/{dy) ® ... ®K[T]/{dnn)-

Da sich die d;; aufsteigend teilen, sehen wir, dass dy, ..., d,, die Elementarteiler
des K[T]-Moduls K™ und somit der Matrix A sind. O

Bemerkung 5.4.4. Satz 5.4.2 liefert uns ein konkretes Verfahren zur Bestimmung
der Elementarteiler und priméren Elementarteiler einer gegebenen Matrix A €
Mat(n,n; K) und somit zur Normalformenberechnung:

e Man iiberfithre T'- E,, — A € Mat(n, n; K[T]) durch elementare Zeilen- und
Spaltenumformungen in eine Matrix D in Smith-Normalform.

e Die Elementarteiler von A erhélt man durch Normieren der nichtkonstan-
ten Diagonaleintriage d;; und die rationale Normalform von A ist die Ma-
trix mit den zugehérigen Begleitmatrizen B(d;;) als Diagonalblécken, siehe

Satz 5.2.11.
e Die priméren Elementarteiler p;”’ von A erhiilt man gemiB 4.2.10 mit-
tels Primfaktorzerlegung der Elementarteiler ¢1, ..., ¢, (wobei die piyij mit

vi; = 0 jeweils wegzulassen sind);

G =Pt g =
Zerfallt das Minimalpolynom ¢4 in Linearfaktoren, so sind die priméren
Elementarteiler von der Form p;” = (T — )\;)", und die Jordansche Nor-
malform von A ist die Matrix mit den zugehorigen Jordankéstchen als
Diagonalblocken, siehe Satz 5.3.11.

Beispiel 5.4.5. Wir erproben das Verfahren aus Bemerkung 5.4.4 an der bereits
in Bemerkung 5.4.1 diskutierten Matrix

A = € Mat(3, 3;C).

S = W

-1
1
0

(NI

Zunéchst benotigt man die Smith-Normalform von 7' - E,, — A; man kann sie wie
folgt durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen gewinnen:

ZOp(1,2) " *é T - } *1
_— — —
0 0o T-2

ZOp(T—3:1,2) -1 T-1 -1
_— 0 (T-3)(T-1)+1 -T+2
0 0 T—2
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-1 T-1 -1
0 T2 —4AT+4 —-T+2
0 0 T-—2

-1 T-1 -1
0 (T-22 -—-T+2

0 0 T —2

-1 0 -1
0 (T-22 -—-T+2

0 0 T —2

SpOp(T—1;1,2)

ZOp(1;3,2)

—1 0 0
0 (T -2)?2 0
0
ZOp(2,3)

SpOp(2,3)

_Seop( (73 (:r—z)g —T+(2))
0

-1 0 0
0o T-2 0
0 0 (T-2)2

Folglich besitzt A die Polynome q; = T — 2 und g2 = (T — 2)? als Elementarteiler.
Als primiire Elementarteiler ergeben sich p;; = T —2 und p12 = (T —2)2. Rationale
und Jordansche Normalform von A sind daher

2.0 0 2 0 0
00 —4 |, 020
01 4 01 2

Bemerkung 5.4.6. Es seien K ein Korper und A € Mat(n, n;K), deren Mini-
malpolynom ¢4 in Linearfaktoren zerfillt. Bisweilen benétigt man eine Matrix
S € GL(n,K), sodass S - A-S~! Jordansche Normalform besitzt. Dabei ist das
folgende Vorgehen empfehlenswert:

e Man bestimme das Minimalpolynom ¢4 von A und zerlege es in Linear-
faktoren:

ga = (T =X )™ (T =X\)"".

e Bestimme die zu den Eigenwerten Ai,...,\. der Matrix A gehorigen
Hauptrdaume V;; diese sind mit B; := A — \; - F,, gegeben durch

Vi = Kern(B") <g K".

e Bestimme fiir jedes V; eine Basis B; = (vi1, - . ., Vin,) beziiglich derer u
durch eine Matrix in Jordanscher Normalform dargestellt wird.

e Die aus den Basen Bi,...,B, zusammengesetzte Matrix definiert die
gewiinschte Transformationsmatrix S, es gilt

Vi

-1
S = (Ulla---7vln17---;vrly---7vrnr)

Fiir die Bestimmung der Basen B; der Hauptraume V; liefert Bemerkung 5.4.7 ein
allgemeines Verfahren; gilt jedoch dim(V;) = m;, so ist V; bereits @;-zyklisch, und

jedes v € V; \ Kern(B™i~1) liefert eine Basis B; = (v, B - v,... B™~! . v) mit den
gewiinschten Eigenschaften.
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Bemerkung 5.4.7. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler Vektor-
raum, und ¢: V — V ein Endomorphismus mit Minimalpolynom

g = q", mitqg = T -\ €KJ[T].

Dann sind die Elementarteiler von ¢ von der Form ¢*/ mit aufsteigend angeordneten
Exponenten £;:

1 < kli...:ksl < ... < kST71+1:...:l€ST = m.

Das folgende schrittweise Vorgehen liefert eine Basis B fiir V', sodass M, g (¢) Jordan-
sche Normalform besitzt. Wir setzen U; := Kern(¢?) und W := {0y }.

e Bestimme Vektoren vf,...,v. € Uy

s Vs

(v}, ...,7,, ) eine Basis bilden fiir

rYs

sodass die zugehorigen Klassen

sp )

Uk,, /U, -1 + (W™ N UL,)).

q(@)(V5), -, ¢ ) () fiir -

Dann erhilt man Basen B} = (v,
:= Lin(Bj). Setze

zyklische Untervektorrdume W’” :
Wro= W+ Wi+ + W

e Bestimme Vektoren v} !, ...

sen (7771, ... 7, ) eine Basis bilden fur

’7s

€ Uy, ., sodass die zugehdrigen Klas-

’Srl

UksT,I /(Uks.,,,l_l + (WT N Uks,,,,l )

Dann erhilt man Basen B;_l = (v}~ L q(p) (v~ b, ,qksrfl_l(cp)(v;_l))

fiir p-zyklische Untervektorrdume W™ b= Lm(B;*l). Setze

Wit = W Wy W
° usw., bis
e Bestimme Vektoren v7,... ,vil € Uy,,, sodass die zugehorigen Klassen
(v1,...,7,,) eine Basis bilden fiir
Uk,, /(Ug,, -1 + (W key))-
Dann erhiilt man Basen B} = (v],q(¢)(v)),...,¢" 17 ()(v})) fiir -

1
Yj»
zyklische Untervektorriume W1 = Lin(Bj).
Beziiglich jeder Basis B;'- besitzt die Einschrinkung ¢l das Jordankistchen
J

J(X ks,) als darstellende Matrix. Zusammensetzen der B? liefert eine Basis B fiir
V' mit den gewiinschten Eigenschaften.

Beispiel 5.4.8. Wir wollen das Verfahren aus Bemerkung 5.4.7 auf die Matrix A
aus Bemerkung 5.4.1 anwenden; zur Erinnerung:

3 -1 1
A = 1 11 € Mat(3, 3;C).
0 0 2



116 J. HAUSEN

Die Elementarteiler von A sind 7' — 2 und (T — 2)2. Das Verfahren 5.4.7 beginnt
also mit r = 2; wir vermerken zunéchst

1 -1 1 1 0
Uy = Kern(A—2-FE3) = Kern|[ 1 -1 1 = Lin 10,11
0 00 0 1

Wegen U = C3 ist Us /U; eindimensional; es wird beispielsweise erzeugt durch die
Klasse von v := (0,1,0). Das Verfahren liefert also folgende Basis fiir W2 = W2:

0 —1
B = (vi,(A—2-E3)-v7) = 1], -1
0 0

Im zweiten (und letzten) Schritt haben wir » = 1 und Uy /(Uy + (W? N Uy)) wird
z.B., erzeugt durch die Klasse von v{ = (0,1, 1). Das liefert uns die Basis B = (v])
fir Wil = Wi.
Eine Transformationsmatrix S € GL(3, C), fiir die S-A-S~! Jordansche Normalform
besitzt, ist daher gegeben durch

~1

0 0 -1 00 1
S = (v}, (A-2-E3)-v) P =1 1 -1 = | -1 1 -1
10 0 -1 0 0
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Aufgaben zu Abschnitt 5.4.

Aufgabe 5.4.9. Bestimme rationale und Jordansche Normalform fiir die folgende Matrix

00 4 -1
4 3 0 -4

A=, 03 ol ¢€Mats0
1 0 4 —2

Bestimme eine Matrix S € GL(4,C), sodass S - A- S~ Jordansche Normalform besitzt.

Aufgabe 5.4.10. Es sei A € Mat(n,n;K) eine Matrix in Jordanscher Normalform, und
essel A= D+ N, wobei D € Mat(n, n; K) eine Diagonalmatrix ist und N € Mat(n,n; K)
héchstens auf der (unteren) Nebendiagonalen nichttriviale Eintrige besitzt. Zeige:

(i) Esgilt D-N=N-D.
(ii) Esgilt (D + N)* =3F  (¥)D N+
Aufgabe 5.4.11. Bestimme A'?3* fiir die reelle (3 x 3)-Matrix

0 -1 1
A = -2 -1 2
-3 1 0
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6. MULTILINEARE ALGEBRA

6.1. Bilinearformen.
Definition 6.1.1. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Bilinear-
form auf V ist eine Abbildung
G:VxV = K, (v,v) = B(v,v),

die linear in jeder Komponente ist, d.h., fiir alle v,v’,w,w’ € V und alle a,a’, b, b’ €
K gilt:

Blav+a v w) = af(v,w)+adBO, w),

B, b-w+V-w') = bBv,w)+bB(w,w).
Beispiel 6.1.2. Es sei K ein Korper.

(i) Die Multiplikation in K liefert eine Bilinearform
KxK — K, (x,y) — zy.
(ii) Anwenden von Zeilen- auf Spaltenvektoren liefert eine Bilinearform:
K" x K" — K, (z,y) — 2" y=z191+ ...+ TpYn.
(iii) Jede Matrix A € Mat(n, n;K) definiert eine Bilinearform:
Ba: K" x K" = K, (r,y) — 2" - A-y.

Beispiel 6.1.3. Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Dann ist das Skalarprodukt
auf V eine Bilinearform:

VxV =R, (v,w) — (v, w).

Beispiel 6.1.4. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und V* := Hom(V, K)
der zugehorige Dualraum. Sind u,u’ € V* gegeben, so gewinnt man daraus eine

Bilinearform
VxV = K, (v,w) — u(v)-u (w).

Konstruktion 6.1.5. Es seien K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum. Fiir Bilinear-
formen 3, 8" auf V und a € K erhilt man neue Bilinearformen durch

(ﬂ + ﬂ/)(vv ’LU) = ﬂ(vv ’LU) =+ ﬂ/(’l), w)a (aﬂ) = aﬂ(v, ’LU)
Zusammen mit der so definierten Addition und Skalarmultiplikation ist die Menge
BiLin(V) aller Bilinearformen V' x V' — K ein K-Vektorraum.

Beweis. Wir wissen bereits, dass die Menge Abb(V x V,K) zusammen mit der
punktweise erklidrten Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum ist. Es
geniigt also, zu zeigen, dass BiLin(V) € Abb(V x V,K) ein Untervektorraum ist.
Offensichtlich gehort die Nullabbildung zu BiLin(V'). Es bleibt zu zeigen, dass Sum-
men und skalare Vielfache von Bilinearformen wieder bilinear sind. Es gilt
(B+B,)(a-v+a/»v/,w) = a»B(v,w)+a/-ﬁ(v,,w)+a-ﬁ/(v,w)+a,-ﬁ/(v/,w)
= a8+ w) +a(F+ )0 w),

B+8)(v,b-w+b -w') = bBv,w)+b-Bv,w)+b-B (v,w) +b B (v,w)
b (B + 8" (v, w) + o (B + B') (v, w'),

(C-B)(a-v+a/-vl,w) = c-(a-[ﬁ’(v,w)-{—a/-[i’(v,,w))
a-((c:B)(v,w)) +a’((c:B) (v, w)),

(c:B)(v,b-w~+b -w') = c(b-Bv,w)+b - B(v,w))
= b ((c:B)(v,w) + b ((c:B) (v, w")).
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Erinnerung 6.1.6. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und V* :=

Hom(V,K) der zugehérige Dualraum. Ist B = (v1,...,v,) eine Basis fiir V, so
ist die zugehorige duale Basis B* = (vy,...,v}) fir V* gegeben durch
. 1x falls i =7,
vi(v;) = S,
Ox falls i # j.
Satz 6.1.7. Es scien K ein Korper, V ein K-Vektorraum. Ist B = (vy,...,v,) eine
Basis fiir V- und B* = (v}, ...,v}) die zugehorige duale Basis fiir V*, so erhdlt man
eine Basis (8;5; 1 <14,j <n) fir BiLin(V') durch
Bij(v,w) = vf(v)v;‘(w)

Lemma 6.1.8. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis
B=(vi,...,v,). Weiter sei 8 € BiLin(V') eine Bilinearform. Dann gilt fir je zwei
Vektoren v = x1-v1 + ...+ Xp-Vp und w =y1-v1 + ... + Yp -V aus V:

Blv,w) = Z x;y;8(vi, vj).

1<ij<n

Beweis von Satz 6.1.7. Wir zeigen zunichst, dass die Familie (8;;) linear un-
abhéngig in BiLin(V) ist. Dazu betrachte wir eine Linearkombination

B = > aijBij = OpiLine)-
1<i,j<n
Dann ergibt sich fiir jedes a;;:
Ok = B(vi,v;) = Z arBri(vi, v;) = aij.
1<k,I<n

Wir zeigen nun, dass die Familie (8;;) den Vektorraum BiLin(V') erzeugt. Dazu
sei 8 € BiLin(V) gegeben. Mit ¢;; := S(v;,v;) erhalten wir fiir je zwei Vektoren
v=x1-V1+ ... +xpv, und W =yY1-v1 + ...+ Yn-v, aus V:

Blo,w) = Z TiY;jCij

1<i,j<n

= Z xiyjcijﬂij (Um Uj)

1<ij<n

Y cibiy(v,w)

1<i,j<n

Z Cijﬁij (’U,’LU).

1<ij<n
O

Definition 6.1.9. Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und g: VxV — K
eine Bilinearform. Ist B = (v1,...,v,) eine Basis fiir V, so definieren wir die zu
und B gehorige Gramsche Matriz als
Gs(B) = (B(vi,vj))1gicn € Mat(n,n; K).
155<n

Beispiel 6.1.10. Es seien K ein Kérper und € = (eq,. .., e,) die kanonische Basis
fur K™.

(i) Fiir B: (z,y) = 2’y gilt Ge(B) = E,.
(i) Fiir B: (x,y) — 2t A-y mit A € Mat(n, n; K) gilt Ge(8) = A.
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Satz 6.1.11. Es scien K ein Kirper, V ein K-Vektorraum und B = (v1,...,v,)
eine Basis fir V.

(i) Ist B: V xV = K eine Bilinearform und Gg(B) die zugehirige Gramsche
Matriz, so hat man ein kommutatives Diagramm,

VxV
\
(v,w) = (z5(v),z5(w)) | = K
(z,y) = «"-GB(B)y
K" x K™

(ii) Zu jedem A € Mat(n,n;K) gibt es eine eindeutig bestimmte Bilinearform
BB(A): V x V — K mit der das folgende Diagramm kommutativ wird:

VxV
w\
(vyw) = (zp(v),z5(w)) | = K
(z,y) — xt-Ay
K™ x K"

(i) Man hat zueinander inverse Isomorphismen von K-Vektorriumen
BiLin(V) <— Mat(n,n;K)
pBo= Gs(B)
Bs(4) A

Insbesondere ist Gg(B) die einzige Matriz in Mat(n,n;K), mit der das
Diagramm aus (i) kommutativ wird.

Beweis. Zu (i). Sind v = 21-v1 + ...+ @p-vp, und w = Y101 + ... + Yp-v, aus V
gegeben, so erhalten wir

Bv,w) = Z ziB(vi,v5)y; = x5(v) Gp(B)es(w).

Zu (ii). Die gewiinschte Linearform ist gegeben und festgelegt durch Sz(A4) = S0P,
wobel ®: (v, w) — (zg(v), xp(w)).

Zu (iii). Zuniichst zeigen wir, dass die Abbildung ¢: BiLin(V) — Mat(n,n; K),
B — Gp(p) linear ist. Das lisst sich direkt nachpriifen: Es gilt
Gela-B+d-B) = ((a-B+d-B) (v, v;));
— (@ (Blory0y)) + @ (B (01, 07)),,
= a-Glg(ﬁ) + a'-GB(ﬁ’).

Nach (i) und (ii) gilt Bg(Gp(B)) = B. Fiir ¢»: Mat(n,n; K) — BiLin(V), A — SBg(A)
gilt daher 1 o p = id. Insbesondere ist ¢ injektiv. Satz 6.1.7 liefert

dim(BiLin(V)) = n*® = dim(Mat(n,n;K)).

Folglich ist ¢: BiLin(V') — Mat(n, n; K) ein Isomorphismus. Ist ¢ : Mat(n, n; K) —
BiLin(V') der zugehérige Umkehrisomorphismus, so folgt ¥ = Y opo =4'. O
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Satz 6.1.12. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, B = (v1,...,v,) sowie
C = (wi,...,wy,) Basen fir V und Mg (idy) die zugehérige Transformationsma-
triz. Ist B: V. — V eine Bilinearform, so gilt fir die durch B bzw. C definierten
Gramschen Matrizen:

Gs(B) = ME(idv)" - Ge(B) - ME(idv).

Beweis. Wir schreiben abkiirzend C := G¢(8) und Gp(3) fiir die Gramschen Ma-
trizen sowie M := Még(idv) fiir die Transformationsmatrix. Dann erhalten wir ein
kommutatives Diagramm:

K" x K™

(zy) = a"-Cy

IR

(v,w) = (zc(v),zc(w))

(z,x) — (M-z, M-y) VxV 54> K

(v,w) = (z5(v),z5(w)) |2 t
(z,y) — z"-B-y

K" x K"
Mit der Eindeutigkeit der Gramschen Matrix erhalten wir daraus die Behauptung;:
Setzen wir z := zp(v) und y := xg(w) fir (v,w) € V x V, so ergibt sich
Bv,w) = "By = (M-2)'-C-(M-y) = 2'-(M"-C-M)-y.
O
Folgerung 6.1.13. FEs seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum mit Basis B =

(v1,...,0,). Weiter seien B € Bilin(V) mit Gramscher Matriz A := Gg(f) und
B € Mat(n, n; K) gegeben. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine Basis C fir V- mit B = Ge(f).
(i) Es gibt eine Matriz S € GL(n,K) mit A= S*B-S.

Beweis. Die Implikation “(i)=(ii)” ergibt sich mit S := MJ(idy) sofort aus der

Transformationsformel 6.1.12.

Zu “(ii)=(1)". Es sei w; € V, sodass zg(w;) = S*_jl. Dann ist C := (wy,...,wy)

eine Basis fiir V mit Még(idv) = S. Die Transformationsformel 6.1.12 liefert
St.B-S = A = Gp(B) = S Ge(B)-S.

Mit S ist auch S* invertierbar. Multipliziert man die obige Gleichung von links mit
(S*)~! und von rechts mit S~ so ergibt sich B = G¢(f). O



LINEARE ALGEBRA II 123

Aufgaben zu Abschnitt 6.1.

Aufgabe 6.1.14. Es sei K ein Korper. Betrachte den K-Vektorraum V := K. Zeige, dass
man die Bilinearform

B:VxV = K, ((z1,m2), (y1,y2)) — T1y2 + T2y1.
nicht als Produkt von Linearformen darstellen kann, d.h., dass es kein Paar u,u’ € V*
gibt mit B(x,y) = u(z)u'(y) fiir alle z,y € V.
Aufgabe 6.1.15. Es sei K ein Korper. Zeige: Man erhilt eine Aquivalenzrelation “~”
auf Mat(n, n; K) durch

A~B <= esgibtein S € GL(nK) mit A= S"B-S
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6.2. Symmetrische Bilinearformen.

Definition 6.2.1. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Bilinear-
form § € BiLin(V') nennt man symmetrisch, falls S(v, w) = B(w, v) fiir alle v,w € V
gilt.

Beispiel 6.2.2. Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Dann ist das Skalarprodukt
auf V eine symmetrische Bilinearform:

VxV =R, (v,w) = (v, w).
Satz 6.2.3. Es seien K ein Kdrper, V ein K-Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v,)
und B € BiLin(V'). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Bilinearform B ist symmetrisch.
(ii) Die Gramsche Matriz Gg(B) = (B(vs,v})) ist symmetrisch.

Beweis. Ist § symmetrisch, so haben wir stets 8(v;,v;) = B(v;,v;) und somit ist
Gp(B) symmetrisch. Ist A := Gp(B) symmetrisch, so gilt
r(v)-A-wp(w) = (z()"A-zp(w)) = zg(w)'-A'-25(v) = zp(w)'-A-z5(v)

fiir alle v,w € V. Das bedeutet 5(v,w) = S(w,v) fiir alle v,w € V. Folglich ist
symmetrisch. O

Definition 6.2.4. Es sei R ein K1-Ring. Fiir » € R und k € Zs( setzen wir
ker = Zle r. Die Charakteristik des Ringes R ist dann definiert als

0, falls k-1 # Op fiir alle k € Zy,

Char(R) = { min(k € Zso; k-1g = 0g), sonst.

Beispiel 6.2.5. Es gilt Char(Z) = Char(Q) = Char(R) = Char(C) = 0. Weiter
hat man Char(Z/nZ) = n fiir jede ganze Zahl n € Z-,.

Satz 6.2.6. Es sei K ein Kérper mit Char(K) # 2 und A € Mat(n,n;K) ei-

ne symmetrische Matriz. Dann g¢ibt es aq,...,a, € K und FElementarmatrizen
S1,..., Sk € Mat(n,n; K) der Typen E(n;X;j,4) und E(n;i,j), sodass
ay 0

S};---Sf-A-Sr--Sk =

0 an

Beweis. Multipliziert man E(n; \; j,i) von rechts an die Matrix A heran, so ent-
spricht dies der Spaltenoperation SpOp(A;i,j), d.h., das A-fache der i-ten Spalte
wird zur j-ten addiert. Weiter haben wir

E(n; X j,i)" = B\, j).
Multipliziert man also E(n;\;j,4)! von links an die Matrix A, so entspricht dies

dem Anwenden der Zeilenoperation ZOp(X;4,j), d.h., das A-fache der i-ten Zeile
wird zur j-ten addiert.

Heranmultiplizieren von E(n; i, j) von rechts an A entspricht SpOp(i, j), dem Ver-
tauschen der i-ten mit der j-ten Spalte wir haben

BE(nii,j)" = E(i,])
und somit entspricht Heranmultiplizieren von E(n;i,5)! von links an A dem Ver-
tauschen ZOp(4, j) der i-ten mit der j-ten Zeile.

Schlieflich vermerken wir noch, dass fiir jedes S € GL(n,KK) die Matrix S*-A-S
wieder symmetrisch ist, denn es gilt

(ST A-S) = S AL (S = S A.8.
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Aufgrund dieser Vorbemerkungen geniigt es, die Matrix A durch paarweises An-
wenden elementarer Operationen ZOp(A; 4, j) und SpOp(A;i,j) bzw. ZOp(s, j) und
SpOp(i, j) auf Diagonalgestalt zu bringen. Dazu steigen wir in eine Iterationsschlei-
fe mit den folgenden drei Schritten ein:

Schritt 0. Falls Ay, keine Nullzeile ist, gehen wir zu Schritt 1. Andernfalls ist A,
eine Nullspalte, und wir brechen den aktuellen Schleifendurchlauf ab mit

0O 0 ... 0

0 = *
A = .

0 = *

Schritt 1. Gilt a1 # Ok, so gehen wir direkt zu Schritt 2. Gilt a;; = Ok, so
unterscheiden zwei Falle:

Gibt es ein ¢ mit a;; # Ok, so wenden wir ZOp(i, 1) und SpOp(Z, 1) auf die Matrix
A an und setzen a := a;; # Ok.

Gilt a;; = O fiir i = 1,...,n, so wihlen wir ¢ mit a;; # Og, wenden ZOp(1k;i,1)
und SpOp(1k;i, 1) auf die Matrix A an und setzen a := 2-1x-a;; # Ok.

In jedem der beiden Fille bringen die genannten Operationen die Matrix A auf die
Gestalt

a * *
* ok *
* % *

Schritt 2. Anwenden von ZOp(—aji/a; 1, j) und SpOp(—aij/a;1,j) fir j =2,...,n
bringt das Ergebnis aus Schritt 1 auf die Gestalt

a 0 ... 0

0 =x* * B a 0
: B 0 A

0 =* *

Nach dem ersten Durchlauf der drei Schritte gehen wir mit der (kleineren, ebenfalls
symmetrischen) Matrix A’ in die Schleife. Nach n Durchldufen haben wir A auf
Diagonalgestalt gebracht. O

Folgerung 6.2.7. Es seien K ein Kérper mit Char(K) # 2 und V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum. Dann gibt es zu jeder symmetrischen Bilinearform
B € BiLin(V') eine Basis B von V', sodass Gp() ein Diagonalmatriz ist.

Beweis. Es sei C eine beliebige Basis fiir V. Nach Satz 6.2.3 ist die zugehorige
Gramsche Matrix A := Gp(f) symmetrisch. Nach Satz 6.2.6 gibt es eine Matrix
S € GL(n,K), sodass S*-A-S Diagonalgestalt besitzt. Folgerung 6.1.13 liefert dann
eine Basis B fiir V, sodass Gg(f) Diagonalgestalt besitzt. O

Bemerkung 6.2.8. Der Beweis von Satz 6.2.6 liefert ein konkretes Verfahren, um
eine symmetrische Matrix A durch paarweise Zeilen- und Spaltenumformungen in
eine Diagonalmatrix D zu iiberfithren. Als Beispiel betrachten wir die Matrix

1 2 1
A = 2 -1 2
1 2 2



LINEARE ALGEBRA II 127
Neben der Diagonalmatrix D bestimmen wir eine invertierbare Matrix S, sodass

St.A-S = D gilt. Dazu fithren wir die jeweils verwendeten Spaltenoperationen mit,
indem wir sie sukzessive auf eine Einheitsmatrix anwenden:

(

=N
|
[CEEEN
[CENE
~—
///
[=R=N
oo
= oo
S~——
S~——

ZOp(—2;1,2) 1 2 1
it o -5 o0 |,
1 2 2
SpOp(—2;1,2) 1 0 1 1 -2 0
— s o -5 o0 |, | o 1 0
1 0 2 0 0 1
ZOp(—1;1,3) 1 0 1
et o -5 o0 |,
0 0o 1
SpOP(—1:1,3) 1 0 0 1 -2 -1
— s o -5 o0 |, | o 1 0
0 0o 1 0 0 1

Manchmal méchte man noch die Diagonaleintrége sortieren. Dies ist durch paar-
weise Zeilen- und Spaltenvertauschungen machbar:

ZOp(2,3) 1 [N
_—_— 0 0 1 N
0 —5 0
SpOp(2,3) 1 0 0 1 -1 -2
_— 0 1 o |, 0 0 1
0 0 -5 0 1 0

Damit haben wir, wie gewiinscht, eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare
Matrix S gefunden, sodass S*-A-S = D gilt, nimlich

10 0 1 -1 -2
D=|o0o1 o), s=[0 0o 1
00 -5 0 1 0

Bemerkung 6.2.9. Es sei K ein Korper. Im Allgemeinen kann es grundsétzlich
verschiedene Diagonalmatrizen D, D’ geben, sodass D’ = S*-D-S mit einer Matrix
S € GL(n,K) gilt. Fiir K = Q hat man beispielsweise

(o8) = (52) (o) (02)

Insbesondere kann man nicht ohne weiteres von einer “Normalform” D = St-A-S
in Diagonalgestalt fiir symmetrischen Matrizen A sprechen.

Definition 6.2.10. Es scien V ein R-Vektorraum und § € BiLin(V') symmetrisch.

(i) Man nennt 3 positiv definit, falls S(v,v) > 0 fiir alle Oy # v € V gilt.
(ii) Man nennt 8 negativ definit, falls S(v,v) < 0 fiir alle Oy # v € V gilt.
(ili) Der Ausartungsraum der Bilinearform g ist der Untervektorraum

Vo .— {veV; Bv,w) =0 firallewe V} <g V.

Satz 6.2.11 (Sylvestersches Trigheitsgesetz). Es seien V' ein n-dimensionaler R-
Vektorraum, und es sei § € BiLin(V') symmetrisch. Weiter seien

Vv = Vte vy eV = Vihe v, eV
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zwei direkte Zerlequngen, sodass [ positiv definit auf den ViJr und negativ definit
auf den V;© ist. Dann gilt

dim(V;") = dim(V,"), dim(V;") = dim(Vy ), dim(V) = dim(Vy).
Beweis. Die Dimensionen der beteiligten Untervektorrdume bezeichnen wir mit
n® = dim(V?) sowie n; := dim(V,") und n; := dim(V,”), wobei i = 1, 2.

Wir zeigen zunéchst, dass B(v,v) < 0 fiir alle v € V,” & V! gilt. Dazu schreiben wir
v=v" 40" mit v~ € V7 und v° € V2. Dann ergibt sich
B(v,v) = Bv™,v7)+ B ,0%) + B, v7) + B(°,2°) < 0.
Damit erhalten wir V,;" N (V,” @ Vi) = {0y }. Die Dimensionsformel liefert uns
i +ny +0’ = dim(ViT+ (V@ 17))
dim(V)

= n;—i—n;‘—i—no.

IN

Das bedeutet nj < nj Analog sieht man nj < nf. Also gilt nj = nJ. Mit
n=n; +n; +n° erhalten wir daraus n; = n; . O

Satz 6.2.12. Fiir den Korper R der reellen Zahlen gilt:

(i) Ist A € Mat(n,n;R) symmetrisch, so gibt es eine Matriz S € GL(n,R)

mit
E,+ 0
StoA-S = 0 E,- 0 ,
0 0,,0

Dabei sind die Zahlen n* und n~ sowie n® = n — Rang(A) eindeutig
bestimmt.

(ii) Es seien V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, und es sei 8 € BiLin(V)
symmetrisch. Dann gibt es seine Basis B fiir V. mit

E,: 0
Gs(B) = 0 E, 0 |,
0 0,0

Dabei sind die Zahlen n™ und n~ sowie n® = n — Rang(Gg(B)) eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Nach Folgerung 6.1.13 geniigt es, Aussage (i) zu beweisen. Nach Satz 6.2.6
gibt es eine invertierbare Matrix Sy € GL(n,R) mit
al 0
53 CA-Sy =
0 an
Durch symmetrisches Vertauschen von Zeilen und Spalten erreichen wir dabei, dass

die ersten n™ Diagonaleintriige positiv, die folgenden n~ negativ sind und die letz-
ten n® alle verschwinden. Mit

L 0 0

Vil

1

RV ‘an,++n,* ‘
0 E,0
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besitzt St A-S die gewiinschte Gestalt. Nach der Transformationsformel 6.1.12
besitzt die Basis B fiir V mit Transformationsmatrix MZ(idy ) = S die gewiinschte
Eigenschaft.

Fiir die Zusatzaussage betrachten wir die symmetrische Bilinearform S: (z,y) —
xt-A-y auf R™. Ist B eine Basis fiir R", sodass Gg(3) = S*-A-S gilt, sind die Zahlen
nt,n~,n° aus der Behauptung genau die Dimensionen n*,n~,n° einer Zerlegung
wie im Sylvesterschen Tragheitsgesetz. Das liefert ihre Eindeutigkeit. O

Bemerkung 6.2.13. Es sei A € Mat(n,n;R) eine symmetrische Matrix. In [1,
§ 9.4] hatten wir gesehen, dass man immer eine orthogonale Matrix S € Mat(n, n; R)
findet, d.h., eine invertierbare Matrix S mit S~! = S*, sodass

A1 0
St.A.S = .
0 An
mit den Eigenwerten A1, ..., \, gilt. Das Sylvestersche Trigheitsgesetz liefert, dass

die Zahlen der positiven bzw. negativen Eigenwerte von A genau die Zahlen n™
bzw. n~ aus Satz 6.2.12 sind.
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Aufgaben zu Abschnitt 6.2.

Aufgabe 6.2.14. Es sei K := Z/27Z. Bestimme ein Reprisentantensystem der folgenden
Aquivalenzrelation auf Mat(2, 2; K):

A~B:<= B=5"A-Smit S € GL(2,K).

Aufgabe 6.2.15. Zeige, dass man die Aussage von Satz 6.2.6 stets mit Elementarmatrizen
S1,...,Sk vom Typ E();j,4) erreichen kann.

Aufgabe 6.2.16. Es sei A € Mat(n,n;C) eine symmetrische Matrix vom Rang r. Zeige:
Es gibt eine Matrix S € GL(n, C) mit

StA.S = (E 0).

0 0
Aufgabe 6.2.17. Es seien A € Mat(n,n; R) symmetrisch und S € GL(n,R) mit
t _ E,+ 0
sas = (5 8

Zeige: Es gilt det(S) = ++/|A1 -+ An|, wobei A1,..., A\, € R die Eigenwerte von A sind.
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6.3. Tensorprodukte.

Definition 6.3.1. Es seien K ein Korper, und es seien K-Vektorrdume Vi, ...,V
sowie W gegeben. Eine Abbildung ®: V; x ... x V. — W heisst multilinear, falls
sie linear in jeder Komponente ist, d.h., falls stets gilt

o
(b('Ulv“'anfla a-v; +a v, Ui+1,---,UT) = a'(I)('Ula---v'Uifla Vi, Ui+17~~~,UT)

1 ’
+a 'q)(vl »»»»» Vi—1y Uy Vig1,eeny Ur)-

Beispiel 6.3.2. Es sei K ein Kérper und n € Z>;. Dann erhélt man eine multili-
neare Abbildung

K'=Kx...xK — K, (@1,...,ar) — aj---a.

Insbesondere sieht man, dass eine multilineare Abbildung im allgemeinen keine
lineare Abbildung ist.

Beispiel 6.3.3. Es seien K ein Korper, Vi,...,V, Vektorrdume iiber K, und es
seien V;* := Hom(V;,K) die zugehérigen Dualriume. Sind Linearformen u, € V;*
gegeben, so erhélt man eine multilineare Abbildung

Vix...xV, —- K, (v1,...,00) = up(v1) - up(vy).

Beispiel 6.3.4. Es seien K ein Koérper und V; := ... :=V, := K". Dann liefert die
Determinante eine multilineare Abbildung

ix...xV, = K, (v1,...,0,) — det(v,...,0,).

Konstruktion 6.3.5. Es seien K ein Korper, und es seien K-Vektorrdume

Vi,..., V. sowie W gegeben. Dann machen die punktweisen Verkniipfungen
(@+9)(v1y...,00) = P(vr,...,0.) + U(vr,...,0.),
(a'q))(’l)l,...,’l)r) = a"(q)(vla"'va))

die Menge MultLin(V3, ..., V;; W) der multilinearen Abbildungen V; x...xV,, = W
zu einem K-Vektorraum.

Konstruktion 6.3.6. Es seien ein Kérper K und K-Vektorrdume Vi, ..., V, gege-

ben. Das Tensorprodukt von Vi,...,V, wird in drei Schritten konstruiert:

Schritt 1. Man bildet den freien K-Vektorraum F(V; x ... x V}.) iiber der Menge
Vix...x V., dh.:

F(Vix...xV,) = b K-(vi,...,0.).

Man beachte dabei, dass die Elemente der Form 1g-(v1,...,v,.) € F(V1 x...x,V,)
mit (vy,...,v.) € Vi X ... x V, eine Basis fiir F'(V1,...,V;) bilden.

Schritt 2. Es sel R(Vh x ... x V) <g F(Vi x ... x V,) der Aufspann von allen
Elementen der Form

/
1K'(v17~~~,vi—1avi+'Uiavi+1a---aUT) - 1K'(v17~~~avi—1avi;Ui+11---7vr)

/
- 1K'(U17~“1U'L713Ui)U'L+11---7'U7‘))

1K'('U11"'7'Ui71’ av;, Ui+11'--1UT) - a- (Ula---ﬂ)i—l; (%3 ’Ui+17"'1v7‘)'
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Schritt 3. Das Tensorprodukt der Vektorrdume Vi, ...,V ist definiert als der Quo-
tientenvektorraum

Me...eV, = FWVix...xV,)/R(Vi1 x...x V).

Fiwr 1k (v1,...,v.) € F(Vi x ... x V;.) bezeichnet v1 ® ... @ v, € V1 ® ... @V, die
zugehorige Aquivalenzklasse. Die Restklassenabbildung ist dann festgelegt durch

T F(Vix...xV,) =5 V1®...0V, Ik (V1,0 y00) = V1 Q... QU

Bemerkung 6.3.7. Es seien K ein Korper und Vi, ..., V, Vektorrdume iiber K.
Dann gelten folgende Rechenregeln in V; ® ... ® V,.:
V1®...Qvi—1 & ('Ui + 'U;) & Vi41®...QU,
= 01®..00,—1 ®V; @ vi11®...0v, + 11®...Qvi—1 & ’U; & vi41®...Qv,,

V1®...Qvi—1 @ a-V; & Vi41®...QU,
= a(n®..0vi1 @V ® vi118...0v,).
Bemerkung 6.3.8. Es seien K ein Koérper und Vi, ..., V, Vektorrdume iiber K.

Ein Element der Form v1 ® ... ® v, € V1 ® ... ® V,. mit v; € V; nennt man auch
zerlegbar. Es gilt

(i) Jedes Element von V4 ®...®V, ist eine (endliche) Summe von zerlegbaren
Elementen.

(ii) Im allgemeinen ist nicht jedes Element in V; ®. . .®V,. zerlegbar; ein Beispiel
fiir ein nicht zerlegbares Element ist

e1®ex + ea®e; € R? ®R2.

Satz 6.3.9. Es seien ein Kiorper K und K-Vektorraume Vi, ..., V, gegeben. Dann
hat man eine kanonische multilineare Abbildung

II:Vix..xV, - V1®...0V,, (U1, s ) = V1 ® ... QU

Zu jeder weiteren multilinearen Abbildung ®: Vi x ... x V. = W gibt es ein kom-
mutatives Diagramm

Vix...xV, kd

T A

Viw...oV,

w

mit einer linearen Abbildung ¢: V1 ® ... Q@ V, — W ; diese Abbildung ist eindeutig
bestimmt, und es gilt stets

Y1 ®@...0v) = Pv,...,00).

Beweis. Zunéchst beachte man, dass es eine kanonische Abbildung von Mengen
gibt

1 Vix...xV, = F(Vi x...xV,), (V1,..y00) = 1g-(v1,...,0p).

Wir setzen II := o1, wobei m: F(V; x...xV,) = V1 ®...®V, die Restklassenab-
bildung bezeichnet. Nach Konstruktion liegen die Elemente der Form

/

A = ’L(*,...,*,Uz‘-i-?};,*,...,*) — (Z(*,...,*,’Ui,*,...,*) + ’L(*,...,*,’Ui,*,...,*)),

B = (e, @0 wex) — @2,
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in R(V4 x ... x V,) und werden daher durch m auf den Nullvektor abgebildet. Mit
der Linearitdt von 7 ergibt sich dann die Multilinearitét von II: Es gilt

............

5o

*,..0,%, A0 Vg, *,...,*)

..,*,’UZ‘+’U;,* ..... *)714)
ok, Uy, *) 4+ Z(* ..... *,’U;,* ..... *))
.,*,’l}i,*7,,,7*)) + W(l(*,...,*,’l}l{,*,...,*))

.....

.....

.....

.....

..,*) + H(*,...,*, ’U;, *,...,*)

Es sei nun @: V; x ... x V. = W eine multilineare Abbildung. Dann erhalten wir

zunéchst ein kommutatives Diagramm

FWVi x...xV,)

w

T

Vix...xV,

indem wir eine lineare Abbildung ®": F

Werten auf einer Basis definieren:

q)/(lK'(vlv o

Kern(®’) enthalten ist: Es gilt

D' (1 (0%, U + V) #yx) — Lo (s
= B (1(sye, V5 + V) wx)) — P2
= B(x,, 0 + Uy xr) — Pl
= B(ee, Oyt

O (1 (5,0 %, QV%,6) — @

S 0r))

Dann stellen wir fest, das der Untervektorraum R(V7,. ..

.....

(+.

(Vp x ...

q)(’l)l, ..

sk, Ugy *7...,*) — (I)(*

e

x V) = W durch Vorgabe von

S Up).
Vi) <k F(Vi,...,V;) in
..... *) — 1K~(*,...,*,’U;’,*,...,*)),
...,*,’UZ‘,*,...,*)) — (I)/(Z(*,...,*,’U;,*,...,*))

)

!/
yeeesky Ugy ¥y

. (*,...,*, Vi, *,...,*))

(e avier)) — Bt e))
= (I)(* ..... *, QUG*,..., *) — q)(a (* »»»»» *y Uiy ey *))
= D(s,x, Oy, %y0%)

Wegen R(Vy X ...

x V) C Kern(w) liefert uns der Homomorphiesatz eine lineare

Abbildung ¢: Vi ® ... ® V, — W mit der das Diagramm

F(Vix...x V)

w
/
x V,

P
® Ve
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kommutativ wird. Die Eindeutigkeit von 1 ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass
Vi1 ®...®V, durch die Elemente aus II(V; x ... x V,.) erzeugt wird. (]

Folgerung 6.3.10. Es seien K ein Kérper und Vi, ..., V, sowie W Vektorrdume
tiber K. Dann hat man kanonische Isomorphismen von K-Vektorrdumen

MultLin(Vy,..., Vi W) +— Hom(Vi1 ®...Q0 V., W)
v = (®...0v — p(1,...,0)]
(v, . vp) =2 V(1 ®...Q )] +— P

Folgerung 6.3.11. Es seien K ein Korper und ¢: V; — V!, 1 < i < r, lineare
Abbildungen von K-Vektorrdumen. Dann hat man ein kommutatives Diagramm

Vix...xV, Vix...xV!

Y1 X Xpr
Hl ln/

©P1Q...Qpr
Vi®...QV, Vie...eV!
10 B e (o) 18OV

mit den kanonischen multilinearen Abbildungen I1, II' und einer eindeutig bestimm-
ten linearen Abbildung o1 @ ... @, V1 ®@...0V, 2 V/®...QV/

Beweis. Die Komposition II'o (o1 X ... X @, ): Vi x ... xV, =2 V/®@...@V/ ist
multilinear. Existenz und Eindeutigkeit der linearen Abbildung ¢1 ®...® ¢, folgen
daher aus Satz 6.3.9. O

Satz 6.3.12. Es seien ein Korper K und K- Vektorriume Vi, ..., V,. gegeben. Sind
B; = (vi,.. .,vf”) Basen fiir V;, so ist

B = (vjl-l ®...QV]; 1<j:<ny)
eine Basis fiir das Tensorprodukt Vi & ... ® V... Insbesondere erhdlt man fir die
Dimension des Tensorproduktes

dm(Vi ®...@V,) = dim(V;)---dim(V,).

Beweis. Um zu sehen, dass B ein Erzeugendensystem ist, geniigt es zu sehen, dass
man jedes Element der Form v; ® ... ® v, mit v; € V; als Linearkombination iiber
den v}l ®...®v; darstellen kann. Dazu betrachten wir die Entwicklungen

i

vi = apvp+...+a, v,

Durch multilineares Ausmultiplizieren ergibt sich

MNR...0n, = (Zajlvjl) R...Q (Zagv;)

1 T 1 T
D (aj,-df) v, @@,

J1seeesdr

Um zu sehen, dass B linear unabhéngig ist, betrachten wir zunéchst die Dualrdume
Vi = Hom(V;,K) und die dualen Basen B = (uj,...,u} ) zu den B; =

(vi,..., 0% ). Man hat multilineare Abbildungen

Bitreir: ViXoox Vo = K (v1,evp) = g, (vg,) - (vg,).
Diese Abbildungen leisten

r 1]K falls (jl)'-')j’!‘):(kla'-'7k7‘))
/Bj17...,jT(U]1;1;---;UkT) = . .
OK falls (jl,...,jr>7é(k1,...,kr>.
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Nach Satz 6.3.9 gibt es lineare Abbildungen
i1y - ‘/1 R...Q ‘/T — K, VX ... 0V, > ﬂjh”“jr(vl, . ,’UT).

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von B sei eine Darstellung des Nullvek-
tors als Linearkombination gegeben:

1
0 = E Ak, kr " Vky ®...®v£r.
k1, ,kr

Wenden wir die lineare Abbildung ¢;, . ;. auf diese Gleichung an, so erhalten wir

r

1
0 = Pitseenriir E akl,...,kr'vkl®--.®’l}zr
P

_ . . 1 T
= E akl,---ykr@n,---ur(vkl ®---®Ukr)
k1, kr

aj17"'1jT :
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Aufgaben zu Abschnitt 6.3.
Aufgabe 6.3.13. Es sei V := R?. Betrachte das Tensorprodukt V' ® V und den Vektor
v = (1,1)®(2,3)-(2,1)®(1,-1) ¢ VoV
Entwickle den Vektor w nach der Basis (v1 ® wi,v1 ® wa, v2 ® wi,v2 ® w2), wobei
v = (1,2), v := (0,1), w = (2,1), w2 = (3,1).
Aufgabe 6.3.14. Zeige, dass das Element e1 ® e2 +e2®e; € R? ® R? nicht zerlegbar ist.

Aufgabe 6.3.15. Es sei V := R?. Bestimme die darstellende Matrix Mg () der linearen
Abbildung

pi=puaQu: VeV - VeV
beziiglich der Basis B = (e1 ® e1,e1 ® e2,e2 ® e1,e2 ® e2), wobel die Matrizen A und B

gegeben seien als
3 1 0 1
A4_<21), B._(12)A

Aufgabe 6.3.16. Das Kronecker-Produkt zweier Matrizen A € Mat(m,n;K) und B €
Mat(k, [; K) ist die Matrix

auB cee alnB
A®B = € Mat(mk,nl; K).
am1B ... amnB

Betrachte die lineare Abbildung pa @ pg: V: K* @ K' — K™ @ K* Zeige: A ® B ist die
darstellende Matrix der linearen Abbildung beziiglich der Basen

(ei®ej; 1=1,...,n, j=1,...,10), (e.®ey;2=1,...,m, g=1,...,k).

Aufgabe 6.3.17. Es seien K ein Korper und es seien K-Vektorrdume U, V, W gegeben.
Beweise folgende Aussagen:

(i) Esgit VoW =2 WeV.
(ii) Esgilt U V)W = U (VeoW).

Aufgabe 6.3.18. Es seien K ein Koérper und V', W zwei K-Vektorraume. Zeige: Es gilt
VeWw) =2 VoW
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6.4. AuBere Potenzen.

Definition 6.4.1. Es seien K ein Koérper, und V, W zwei K-Vektorrdume. Eine
multilineare Abbildung ®: V" — W heisst alternierend, falls

O(vy,...,v,) = 0, sobaldv, =v; mit 1 <i<j<r

Beispiel 6.4.2. Es seien K ein Kérper und V' := K”. Dann liefert die Determinante
eine alternierende multilineare Abbildung

Vr = K, (v1,...,0n) — det(vy,...,v,).

Beispiel 6.4.3. Das Kreuzprodukt auf R? ist definiert eine alternierende bilineare
Abbildung

T2Y3 — Y3x2
R3 xR® — RS, (z,y) = zxy = T3y — T1Y3
T1Y2 — T2Y1

Bemerkung 6.4.4. Es seien K ein Koérper, und V, W zwei K-Vektorrdume. Die
Menge AltLin(V"; W) der alternierenden multilinearen Abbildungen V" — W ist
ein Untervektorraum des Vektorraumes MultLin(V, ..., V; W) aller multilinearen
Abbildungen V" — W.

Konstruktion 6.4.5. Es seien K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Die r-fache
duflere Potenz von V' wird in drei Schritten konstruiert:

Schritt 1. Man bildet den freien K-Vektorraum F (V") iiber der Menge V", d.h.:

F(VT") = B K.,

(v1,..000)EVT

Schritt 2. Es sei R*(V") <g F(V") der Aufspann von allen Elementen der Form

/
1K'(v1 »»»»» Uifh'UiJrUi,le ----- Ur) - 1K'(v1 »»»»» Vi—1y Uy Vig1,..ey vr)

_ IS U
K1, 0i-1, Ugy Vig1,00050r )
1]K'(v1 ----- Vi—1y QUjy Vig1,..ey Ur) - a'(m ----- Vi—1y Uy Vig1,.-0s 'U'r‘);
1K'(U1 ----- Vi—1y Uy Vig1yeeey Vi—1y Uy Vg1, Ur)-

Schritt 3. Die r-fache duflere Potenz von V| auch r-faches Dachprodukt genannt,
ist der Quotientenvektorraum

A\V = F(V")/R*(V").

Fiir 1g - (v1,...,v,) € F(V") bezeichnet vy A ... A v, € V" die zugehorige
Aquivalenzklasse. Die Restklassenabbildung ist dann festgelegt durch

T

7 F(V") — /\V, Ig-(v1,...,00) = V1A LAV,
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Bemerkung 6.4.6. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
folgende Rechenregeln in A" V:

/
V1NNV A (Ui + ,Ui) A Vit1 N AUy

/
= V1NNV A (7 A Vit1 N AUy + V1NNV A 'UZ- A Vit 1A AUy

V1NNV A av; A Vit1 N AUy

= a~(v1/\.../\ui,1 /\Ui /\’Iji+1/\.../\’u.,-)7

VINAL AV -1 VANKIAN Vi1 A\ AV —1 VANKIAN Vj41 N AUy

= 0
V1NNV A\ ’Uj A Vit1 A AV 1 A (o A Vjp1 A AUy
= —(Ul/\.../\vi,l AN (7 AN Vit1 A AVG 1 A ’Uj AN ’Uj+1/\.../\’U7‘).

Bemerkung 6.4.7. Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Ein Element
der Form v; A ... Av,. € A"V nennt man zerlegbar. Es gilt

(i) Jedes Element von V" ist eine (endliche) Summe von zerlegbaren Elemen-
ten.

(ii) Im allgemeinen ist nicht jedes Element in A"V zerlegbar; ein Beispiel fiir
ein nicht zerlegbares Element ist

ei1Ney + ez3/Neg € R* AR

Satz 6.4.8. FEs seien ein Korper K und V' ein K-Vektorraum. Dann hat man eine
kanonische alternierende multilineare Abbildung

T
n*: ve — /\V, (V1,5 0p) = VT AL AU

Zu jeder weiteren alternierenden multilinearen Abbildung ®: V" — W gibt es ein

kommutatives Diagramm,
VT 2 W
k %
NV

mit einer linearen Abbildung v: NV — W; diese Abbildung ist eindeutig be-
stimmt, und sie ist gegeben durch

YL Ao Av) = D(v,. .., 0p).

Beweis. Das Vorgehen ist analog zu dem im Beweis von Satz 6.3.9. Zunéchst haben
wir eine kanonische Abbildung von Mengen

V' o= F(V7), (U1, 00) = g (v, .., 00).
Wir setzen I1* := 7% o1, wobei 7#%: F(V") — A V" die Restklassenabbildung be-
zeichnet. Nach Konstruktion liegen

z(*,...,*,vi+v;,*,...,*) — (’L(*,...,*,’l}i,*,,..,*> 4+ Z(*,,..,*,UZ{,*,...,*)),

Z(*,...,*, a-U;, *,...,*) — a-z(*,...,*, Uz/" *,...,*),
’L(*,...,*, U,y *,...,%, U, *,.,.,*)

in R*(V") und werden daher durch 7% auf den Nullvektor abgebildet. Mit der
Linearitédt von 7 ergibt sich, dass II* alternierend und multilinear ist.
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Es sei nun ®: V" — W eine alternierende multilineare Abbildung. Dann erhalten

wir zunéchst ein kommutatives Diagramm

) — W
S A
-

F(VT

indem wir eine lineare Abbildung ®': F (V") — W durch Vorgabe von Werten auf

einer Basis definieren:

O (1g-(v1,...,v)) = ®(vi,...,0.).

Dann stellen wir fest, das der Untervektorraum R*(V") <g F(V") in Kern(®')

enthalten ist: Es gilt

(
= (I)I(’L(*,...,*, avi*,...,*)) — @'(z(a- (*,...,*, Vi, *,,*)))

*yennp¥y Uy *7~~~1*))

Il
o
—~

q*

*

Q

[~

o~

¥

“*
N

|
KA
—~

IS
—

|
KA

(*,...,*, U,y k%, U, *,...,*)

= Ow.

(
/(’L(*,...,*,’UZ‘+U£,*,...,*)) — (I)/(’L(*,...,*,’Ui,*,...,*)) — (I)/(Z(*,
= (I)(*w“a*avi—i_vga*r“a*) - @(*,...,*,'Ui,*,...,*) - (I)(*,...,*,'U;,*,...,
(

Wegen R*(V") C Kern(n®) liefert uns der Homomorphiesatz eine lineare Abbildung

¥: V" — W mit der das Diagramm

1%0) L W
S A
v
. l v

ANV

F(

kommutativ wird. Die Eindeutigkeit von 1) ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass

A"V durch die Elemente aus I1%(V; x ... x V,.) erzeugt wird.

O
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Folgerung 6.4.9. Es seien ein Korper K und V' ein K-Vektorraum. Dann hat man
emn kommutatives Diagramm

XV
mit einer linearen Abbildung v: @V — N\'; diese Abbildung ist eindeutig be-
stimmt, und sie ist gegeben durch stets
Y1 ®@...0v) = viA...Av.

Folgerung 6.4.10. Es seien K ein Korper und V' sowie W Vektorrdaume tber K.
Dann hat man zu einander inverse Isomorphismen von K- Vektorrdumen

AltLin(V"; W) «—  Hom(/\ V,W)
o = oA A= (v, 0)]
[(v1,...,00) = (V1 A Aw)] —

Folgerung 6.4.11. Es seien K ein Korper und ¢: V. — W eine lineare Abbildun-
gen von K-Vektorraumen. Dann hat man ein kommutatives Diagramm

(V15000 )= (p(v1)0(vr))

V’!‘ |177‘
PX.Xp
H%l ln‘év
AV AW

V1A AV (v) AL AR (V)

mit den kanonischen Abbildungen I1{,, I1;, und einer eindeutig bestimmten linearen
Abbildung o A ... No: NV = N W.

Lemma 6.4.12. FEs seien K ein Kirper, V ein K-Vektorraum mit einer Basis

(v1,...,0p), und es sei (vi,...,v5) die duale Basis in V* = Hom(V,K). Dann ist
Biroin: VI K, (wr,we) = Y sglo)vf, | (wn) v (wy)
€Sy
fir jedes Tupel 1 < i1 < ... < i, < n eine alternierende multilineare Abbildung.

Fiir jedes weitere Tupel 1 < 71 < ... < g, <n gilt
’U-) _ 1K falls (jl,...,jr):(l.l,...,ir),
o Ok falls (ji,- .. jr) # (it oo yir).

Beweis. Als Summe von multilinearen Abbildungen ist 3;, ... ;. wieder multilinear.
Weiter erhalten wir

ﬂil ----- ir(vjlv'- 'avjr) = ’U; (Ujl) o "U;(’UJ'T)
S salo)n ()0l (05)
id#0€S,

viy (vg) - 07, (v5,)
1]K falls (jla---ajr):(ila---;ir);
O]K falls (jla---ajr)#(ila---;ir)-

Hierbei gilt vj | (vj,) - CH (vj,) = Ok sobald o # id, weil ig(1),...,iq(,) in die-

sem Fall nicht strikt aufsteigend und somit von (j1,...,J,) verschieden ist.



LINEARE ALGEBRA II 145

Es bleibt zu zeigen, dass (;, .., alternierend ist. Dazu sei (wy,...,w,) € V" gege-
ben mit w; = wj; fiir i # j. Die Transposition 7 = (i, j) € S, liefert eine Zerlegung
S, = A,UA.oT

in disjunkte Teilmengen, wobei A, = Kern(sg) C S, die alternierende Gruppe
bezeichnet, siehe [1, Satz 6.1.8]. Damit ergibt sich

/87:11---77:7‘ (wla e awT) = Z Sg(O’)’U;-kg(l) (wl) U /U;'kg(r) (w’l‘)

ocES,

= Z vfg(l) (wr)- - U;cr(r) (wr)

gEA,
- Z U;ka(l) (wr)- - Ujo(r) (wr)
ogEA,oT
= Ok.
O
Satz 6.4.13. Es seien K ein Kirper, V ein Vektorraum mit Basis (v1,...,v,) und
1 <r <n gegeben. Dann ist
C = (’Uil/\---/\'UiT;1§i1<---<ir§n)-

eine Basis fiir die r-fache dufere Potenz \" V. Insbesondere ist dessen Dimension

gegeben durch
. A n n!
dim </\V> B (r) ol =)

Beweis. Um zu sehen, dass C ein Erzeugendensystem ist, geniigt es zu zeigen, dass
man jedes Element wi A ... A w, mit w; € V als Linearkombination iiber den
vi, A...Avj erhilt. Dazu betrachten wir die Entwicklungen w; = a{vi+...+av,.
Multilineares Ausmultiplizieren liefert zunéchst

w1 AL AW, = (Za}%@-) A (Za;mj)

Z (a}1~~~a§T)~vj1/\.../\vjr

Jisedr

Hier kénnen auch nicht streng aufsteigende Indextupel ji, ..., j, vorkommen. Gilt
dabei ji = jr41 fiir ein k, so verschwindet v;, A ... Av; . Andernfalls ordnen wir
1, - .-, Jr steng aufsteigend um zu ly,...,l, und haben dann

v, Ao A = g A A,
Nun koénnen wir die Terme mit in der obigen Gleichung nach v;; A...Av;, mit sreng
aufsteigenden Indextupel [y, ..., [, zusammenfassen und erhalten so die gewiinschte
Darstellung.

Um zu sehen, dass die Familie C linear unabhéngig ist, arbeiten wir mit den Line-
arformen

/81;17"'11-7‘ : VT — K, (wl, cey wr) — Z Sg(o)v;‘g(l) (wl) e v;‘a(r) (wr)
g€S,

aus Lemma 6.4.12. Satz 6.4.8 liefert uns dann zu jedem f;, ;. eine lineare Abbil-
dung

r
Piryeryin - /\V — K, wi NA... Nw, — ﬁil,___7ir(w1,...,wT).
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Es sei nun eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination iiber der Fami-
lie C gegeben:

0 = E Ay, ke " Vg N oo N VR,
k1,.ookr

Wenden wir die lineare Abbildung ¢;, .., : /\T V — K auf diese Gleichung an, so
erhalten wir

0 = @iy E Ay oo kr Uy A e AR,
k1. kr

= E Ak o er Pinyeorin Vg Ao A UR)
ki, ky

= Qjy,.. i



LINEARE ALGEBRA II 147

Aufgaben zu Abschnitt 6.4.

Aufgabe 6.4.14. Zeige: Das Element e; A ez + ez Aes € R* AR?* ist nicht zerlegbar.
Hinweis Sonst hdtte man e; Aea + e3 Aes = u A v mit Vektoren u,v € R*. Schreibe nun
u=ui-e1 +...+us-eq und verwende u A u Av = 0.

Aufgabe 6.4.15. Esseien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und v1, . ..,vr € V. Beweise
die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Familie (v1,...,v;) ist linear abhéngig.
(ii) Es gilt v1 A ... Av, =0.
Aufgabe 6.4.16. Es seien K ein Korper und v1,...,v, € K". Zeige: Es gilt
vi A oAV, = det(vi,...,vn) €1 AL Aen.

Aufgabe 6.4.17. Es sei V := R®. Bestimme die darstellende Matrix M5 (¢) der linearen
Abbildung
pi=paANpa: VAV — VAV
beziiglich der Basis B = (e1 A ez, e1 Aes, e2 A e3), wobei die Matrix A gegeben sei als
1 0 -1
A = 0 2 1
-1 0 2
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7. GRUPPENOPERATIONEN UND DARSTELLUNGEN

7.1. Gruppenoperationen.

Beispiel 7.1.1. Es sei K ein Kérper. Die Gruppe GL(n,K) der invertierbaren
(n x n)-Matrizen “operiert” auf K™ durch Matrix-Vektor-Multiplikation

GL(n,K) x K" — K", (A,z) — A-x.

Fiir jedes x € K™ gilt dabei E,, - * = x, und fiir je zwei Matrizen A, B € GL(n;K)
hat man A- (B -z) = (AB) - a.

Definition 7.1.2. Es seien G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation
(auch Wirkung) von G auf X ist eine Abbildung

w: Gx X — X, (g,2) — plg,z)=:19-x

mit folgenden Eigenschaften: Fiir jedes Element x € X und je zwei Gruppenele-
mente g1,g2 € G gilt

eg-r = 1, 92 (91-x) = (g201) - .

Beispiel 7.1.3. Es seien X eine Menge und S(X) = {o: X — X0 ist bijektiv}
die Gruppe der zugehérigen Permutationen. Dann operiert S(X) auf X durch

S(X)x X — X, o-x = o(x).

Bemerkung 7.1.4. Die Gruppe G operiere auf der Menge X . Dann definiert jedes
g € G eine bijektive Abbildung

Ty: X — X, T — g-x,

die Translation um g. Die Umkehrabbildung von 7}, ist gegeben durch 7 L= Ty;
man hat stets

Tgfl(Tg(x)) = 9_1'(9'95) = (g_lg)-x = eq T = T,
Tg(Tgfl(x)) = 9'(9_1'95) = (gg_l)-x = eq-r = .

Bemerkung 7.1.5. Es sei u: G x X — X eine Operation einer Gruppe G auf
einer Menge X.

(i) Ist H < G eine Untergruppe, so erhilt man eine H-Operation auf X durch
HxX — X, (hyz) — wlh,z).

(ii) Ist G’ eine Gruppe und ¢: G’ — G ein Gruppenhomomorphismus, so
erhilt man eine G'-Operation auf X durch

G'xX — X, (¢ z) — ¢ -x:=p(¢)

Beispiel 7.1.6 (Einheitswurzeln). Es sei n € Z>1. Die Gruppe der n-ten komple-
xen Einheitswurzeln ist die Untergruppe

EW, = {CeC: ("=1) = {62’”%; kzo,...,n—1} < C*.

Die Elemente von EW,, bilden die Eckpunkte eines regelméfligen n-Ecks in der
komplexen Ebene; hier der Fall n = 8:

1
2713
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Die Abbildung Z — EW,,, k — 2™/ * ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
mit Kern nZ. Der Homomorphiesatz liefert somit einen Gruppenisomorphismus

7Z/n7 — EW,, k +— >™ln.
Als Untergruppe von C* operiert EW,, durch Multiplikation auf C. Somit haben
wir eine Operation von Z/nZ auf C:
Z/nZ x C — C, k2= e lng

Weiter definiert jedes T € Z/nZ einen Gruppenhomomorphismus Z/nZ — Z/nZ,
k — mk. Damit erhilt man neue Operationen

mk

Z/nZ x C — C, k-z =P 2
Die Abbildung T3;: C — C, z k - z ist dabei gerade die Drehung um den Winkel
2rmk/n.

Definition 7.1.7. Es seien G eine Gruppe, X eine Menge und p: G x X — X eine
Operation von G auf X.

(i) Die Bahn eines Punktes z € X ist G-z :={g-xz; g € G}
(ii) Ein Punkt z € X heisst Fizpunkt, falls G - © = {z} gilt.

(iii) Die Fizpunktmenge der Operation ist X¢ := {x € X; x ist Fixpunkt}.
(iv) Die Isotropiegruppe eines Punktes x € X ist G, :=={g € G; g-x = x}.
Bemerkung 7.1.8. Es seien G eine Gruppe, X eine Menge und p: G x X — X

eine Operation von G auf X.

(i) Fiir jedes z € X ist G, eine Untergruppe von G.
(ii) Ein Element xz € X ist genau dann ein Fixpunkt, wenn G, = G gilt.

Beispiel 7.1.9. Wir betrachten wieder die Gruppe Z/8Z und ihre Operation auf C
gegeben durch

- 2
k-2 = ¥ ks,

Dann ist 0 € C ein Fixpunkt dieser Operation. Die Bahn von 1 € C ist gegeben als
{k-1; k=0,...,7} und besteht genau aus den vierten Einheitswurzeln.

2
27T 2
I=e 8

Die Isotropiegruppe des Punktes 0 ist Z/87Z und die Isotropiegruppe von 1 € C ist
gegeben durch

{(kez/8Z; k-1=1} = {0,4}.
Erinnerung 7.1.10. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.
(i) Die Nebenklasse von g € G beziiglich H ist gH = {gh; h € H}.
(ii) Der zu H < G gehérige homogene Raum ist G/H = {gH; g € G}.
i

)
)
(iii) Der Index von H € G ist [G : H| := |G/ H|.
(iv) Der Satz von Lagrange besagt |G| = [G : H]|H]|.
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Satz 7.1.11. Die Gruppe G operiere auf der Menge X. Weiter seien g € G und

z € X gegeben.
(i) Fir die Isotropiegruppe von g -z gilt Gy, = gGzg™".
(ii) Man hat eine bijektive Abbildung B,: G/G, — G-z, gGx +— g - x.
(i) Es gelten |G - x| =[G : G;] und |G| = |G - x| - |G].

Beweis. Wir verifizieren (i). Fiir jedes Element h € G ist Mitgliedschaft in G,
charakterisiert durch

h-(g-2)=g-x & g 'hg-x=2 & g 'hge G, & hecgG.g .
Zu (ii). Die Abbildung 3, ist offensichtlich wohldefiniert und surjektiv. Zur Injek-
tivitat: Es gilt

B:(9Gy) = Bs(hGy) = g-x=h-2 = h'ge G, = ¢G, = hG,.
Zu (iii). Nach Definition haben wir [G : G;] = |G/G;|. Die Aussagen ergeben sich

somit aus (i) und dem Satz von Lagrange. O

Definition 7.1.12. Es seien G eine Gruppe, X eine Menge und pu: G x X — X
eine Operation von G auf X.

(i) Das Translat einer Teilmenge Y C X um g€ Gist g-Y :={g-y; y €Y}
(ii) Eine Teilmenge Y C X heisst invariant, falls g-Y =Y fiir alle g € G gilt.
(iii) Der Stabilisator einer Teilmenge Y C X ist Gy :={g € G; g- Y =Y}

Bemerkung 7.1.13. Es seien G eine Gruppe, X eine Menge, p1: G x X — X eine
Operation von G auf X und Y C X.
(i) Es gilt Gy < G und man hat eine Operation Gy XY =Y, g-y = u(g,y).

(ii) Die Teilmenge Y C X ist genau dann invariant, wenn Gy = G gilt.

Erinnerung 7.1.14. Auf dem reelle Vektorraum R™ wird ein euklidischer Vektor-
raum, indem wir ihn mit dem Standardskalarprodukt versehen:
(z,y) = Ty + ... + TnYn.
Man nennt A € Mat(n, n;R) orthogonal, falls A invertierbar ist mit A=! = A’. Fiir
jede Matrix A € Mat(n,n;R) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist orthogonal.

(ii) pa: R™ — R™ ist eine Isometrie, d.h., man hat stets (4 -z, A -y) = (z,y).

(iii) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis fiir R™.

(iv) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis fiir R™.

Bemerkung 7.1.15. Die Menge aller orthogonalen (n x n)-Matrizen ist eine Un-
tergruppe der allgemeinen linearen Gruppe, die orthogonale Gruppe:

O(n) = {A € GL(n,R); A ist orthogonal } < GL(n,R).

Offenbar haben wir O(n) C GL(n,R) und E,, € O(n). Die Charakterisierungen
aus Erinnerung 7.1.14 liefern uns

AcO(mn) = A1 =A"cOn)

Sind zwei Matrizen A, B € O(n) gegeben, so ist AB invertierbar und wir erhalten
AB € O(n) mit

(A-B)™' = B7'.A7! = B'. A" = (A-B).

Beispiel 7.1.16. Die orthogonale Gruppe O(2) < GL(2,R) ist explizit gegeben
durch:

0@ = {(m@ e )o<a<ambu{(ma m@ ) 0<a<om).
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Definition 7.1.17. Wir versehen R™ mit dem Standardskalarprodukt (, ). Die
Einheitssphdre in R™ ist

S*h = {z €RY (ma) =1} = {e€R% 2+ ... +a) =1}

Satz 7.1.18. Die Gruppe GL(n,R) operiere durch Matriz- Vektor-Multiplikation
auf R™. Dann ist O(n) der Stabilisator der Einheitssphire S"~1 C R™.

Beweis. Nach 7.1.15 definiert jedes A € O(n) eine Isometrie; insbesondere
iiberfithrt es Elemente von S™~! in Elemente von S"~! und gehort daher zum
Stabilisator von S™~1.

Ist umgekehrt ein A € GL(n,R) ein Element des Stabilisators von S"~1, so erhalten
wir fiir jedes vom Nullvektor verschiedene Element v € R™:

1 1
(4. ) = ol (A oo A o) = ol = {w,0)
o] o]
Damit kénnen wir zeigen, dass die Abbildung p4 eine Isometrie ist. Fiir je zwei
z,y € R™ erhalten wir
1
1
5 (Etyz+y) —(z,2) —{y,9)

= (z,y)
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Aufgaben zu Abschnitt 7.1.
Aufgabe 7.1.19. Es sei G eine Gruppe. Beweise die folgenden Aussagen:

(i) Die Gruppe G operiert auf sich selbst durch G x G — G, (g,h) — gh.
(ii) Man hat einen injektiven Gruppenhomomorphismus ¢: G — S(G), g — Tj.
(iii) Jede Gruppe der Ordung n ist isomorph zu einer Untergruppe von Sp:.

Aufgabe 7.1.20. Zeige: Die Gruppe O(n) < GL(n,R) orthogonalen (n x n)-Matrizen
operiert transitiv auf der Einheitssphire S"~!, d.h., zu je zwei x,y € S"~! gibt es eine
orthogonale Matrix A mit y = A - x.

Aufgabe 7.1.21. Betrachte die Menge der Eckpunkte des folgenden regelméfigen n-Ecks
in R%:

Y = {(1,0), (cos(22) ,sin (22)), ..., (cos (22D sin (2220)) | € 8",
Zeige: Der Stabilisator der Teilmenge Y C S' unter der Operation von O(2) auf S* ist
gegeben durch

0(2)Y = {d9n~--7d2_1} U {dgl'sw'wdz_l '8}7

wobei die Matrix d,, die Drehung um den Winkel 27 /n darstellt und s die Spiegelung an
der x1-Achse, d.h., wir haben
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7.2. Konjugationsklassen.

Definition 7.2.1. Die Gruppe G operiere auf der Menge X. Der Bahnenraum ist
die Menge aller G-Bahnen in X, in Zeichen X/G :={G-z; z € X}.

Beispiel 7.2.2. Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann
operiert H auf G durch

HxG — G, h-g := gh L.

Die Bahnen dieser Operation sind genau die Nebenklassen g H und der Bahnenraum
ist der homogene Raum G/H.

Satz 7.2.3. Die Gruppe G operiere auf der Menge X. Dann hat man eine
Aquivalenzrelation auf X :

Tl ~G Xy <<= Ty = g-x1 mit einem g € G.

Die zugehérigen Aquivalenzklassen sind genau die G-Bahnen in X. Insbesondere
erhdlt man eine disjunkte Zerleqgung von X in G-Bahnen

G-zeX/G iel

die Bahnzerlegung, wobei {x;; i € I} ein vollstindiges Reprisentantensystem der
Aquivalenzrelation “~g” bezeichnet.

“ Y 2

Beweis. Die Relation “~g” ist reflexiv, da stets x = eq - = gilt. Weiter ist “~g
symmetrisch, denn wir haben stets

—1
Ty = g-T1 <~ K =g +Xo.

Zum Nachweis der Transitivitit, seien x1 ~g z2 und xo ~g x3. Dann gibt es
g,h € Gmit 9 = h-xy und 23 = g-x2. Es folgt 23 = (gh) - 21 und somit z1 ~g x3.

“

Nach Definition sind die Aquivalenzklassen von “~g” genau die G-Bahnen in X.
Damit erhélt man die disjunkte Zerlegung von X in GG-Bahnen. (]

Satz 7.2.4 (Bahnengleichung). Es sei G x X — X eine Operation einer Gruppe G
auf einer Menge X, und es sei {x;;i € I} ein vollstindiges Reprisentantensystem

fiir “~g”. Dann gilt
x| = Yi6-al = Y66l

icl el

Beweis. Nach Satz 7.2.3 ist X die disjunkte Vereinigung aller G-Bahnen in X, d.h.,

es gilt

=
Das beweist die erste Gleichung. Nach Satz 7.1.11 (ii) gilt |G - z;| = [G : G,] fiir
jedes i € I. Das beweist die zweite Gleichung. O

Bemerkung 7.2.5. Es sei G eine Gruppe. Dann operiert GG auf sich selbst vermoge
Konjugation:

GxG — G, (g,h) + g-h := ghg™ "
Die Bahnen dieser Operation nennt man auch die Konjugationsklassen von G; sie
sind fiir gegebenes h € G von der Form

G-h = {ghg™'; g€ G}.
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Beispiel 7.2.6. Wir betrachten G = GL(2,C). Nach dem Satz iiber die Jordan-
sche Normalform erhilt man alle Konjugationsklassen {SAS~!; S € G} mit den
Matrizen A der Gestalt

MO N A0 "
(0 )\2)5 )\1’)\2663 (1 )\>, A e Cr.

Definition 7.2.7. Es sei G eine Gruppe. Der Zentralisator Z, eines Elements
h € G und das Zentrum Zg von G sind definiert als

Zh = {geG; gh:hg}’ ZG = {gEG; gh:hg fiir allehEG}.

Bemerkung 7.2.8. Es sei G eine Gruppe. Dann ist jeder Zentralisator Z, wo-
bei h € G, eine Untergruppe von G. Weiter ist das Zentrum Zg eine abelsche
Untergruppe von G und es gilt

Za = ﬂ Z.
heG

Satz 7.2.9 (Klassengleichung). Fs sei G eine Gruppe. Wir betrachten die Operation
von G auf sich selbst vermdoge Konjugation:

GxG — G, g-h = ghg™'.
Fiir jedes h € G qilt Gy, = Zy,. Weiter ist h € G genau dann Fizpunkt, wenn h € Zg
gilt. Gilt G=G-hiU...UG - h. mit h; € G so gilt

Gl = |Zal+ > [G:Zn]

(G:Zp,;]>2

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich. Die dritte Aussage ergibt
sich dann mit der Bahnengleichung:

T

Gl = Y IG-n

i=1

= > G-+ Y |G-h

|G-hi|=1 |G-hi|>2

= Zal+ Y [G:Ghl]
[G:G,]>2

Zal+ Y (G 7]

[G:Zn,;]1>2

O

Erinnerung 7.2.10. Es sei n € Z>;. Wir schreiben X,, = {1,...,n}. Die zu-
gehorige symmetrische Gruppe ist

Sp = {o: X,, = X,,; o ist bijektiv}

mit der Verkniipfung o109 := 01 003. Die symmetrische Gruppe S,, besitzt genau n!
Elemente.

Definition 7.2.11. Ein Element 9 € S,, heif3t k-Zykel, falls es paarweise verschie-
dene i1, ...,i; € X, gibt mit
I(i1) =da, I(ia) =iz, ..., V(ig-1) =1k, V(i) =101

und 9(j) = j fiir alle j € X, \ {i1,...,ir}. Wir bezeichnen einen solchen k-Zykel 9
dann mit (i, ..., i)
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Beispiel 7.2.12. Die Elemente der symmetrischen Gruppe S5 sind genau ihre k-
Zykel mit k = 1,2, 3, ndmlich

idx, = (1), (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3), (1,3,2).

In den symmetrischen Gruppen S,, mit n > 4 gibt es hingegen Elemente, die keine
Zykel sind, etwa
[ 1 2 3 4

2 1 4 3:| = (152)(&4) € Sy.

Bemerkung 7.2.13. Wir betrachten einen k-Zykel ¥ = (i1,...,i) in S,,. Fiir das
Tupel (iy,. .., i) € X haben wir
(ila 7:27 R Zk) = (ﬂo(il)a 191(7:1)7 cee 719]671(7:1))'

Insbesondere ist das Element ¢ € S, von der Ordnung k£ und wir erhalten einen
Gruppenisomorphismus

Z/KZ — (o), a — 9(i1).

Bemerkung 7.2.14. Die Schreibweise (i1, ..., %) fiir einen k-Zykel in S,, ist nicht
eindeutig; beispielsweise hat man

(1,2) = (2,1) € S

Fiir k> 2 hat jeder k-Zykel eine eindeutige Darstellung (i1, ..., %) mit ¢y <4, fiir
j=2,...,k Im trivialen Fall K = 1 wird die Notation (i;) nicht verwendet.

Definition 7.2.15. Zwei Zykel (i1,...,4) und (j1,...,5;) in S, heiflen element-
fremd, falls

{il,...,ik}m{jl,...,jl} = @

Bemerkung 7.2.16. Je zwei elementfremde Zykeln ©; und ¥5 in S,, kommutieren,
d.h., es gﬂt 191192 = 192191.

Satz 7.2.17. Jedes Element o € S,, ldsst sich schreiben als o = 91 ---9¢ mit
elementfremden Zykeln V1, ...,0s; dabei gilt V(i) =i wann immer o(i) = 1.

Beweis. Es sei o € S, gegeben. Wir verwenden Induktion iiber die Anzahl m aller
i € X,, mit o(i) # i. Fiir m = 0 haben wir 0 = idx, und es ist nichts zu zeigen.

Es sei nun m > 0. Dann gibt es ein ¢; € X, mit o(i1) # i1. Da X,, endlich ist, gibt
es Iy > ly € Z>1 mit ol1(iy) = 0'2(i1). Das bedeutet o1 =!2(i1) = i;. Insbesondere
gibt es ein minimales k € Z>1 mit 0*(i1) = ;. Damit haben wir einen k-Zykel

191 = (Zl,,lk) = (O’O(’L'l),...,O'kil(Z.l)).

Fiir die Permutation o’ := 9] 'o € S, ergibt sich

{i, iE{il,...,ik},
o(i), 1€ {i1,..., i}

Insbesondere lisst ¢’ mehr Elemente aus X, fest als . Nach Induktionsvorausset-
zung ist o’ ein Produkt elementfremder Zykel 95, . .., 19, wie in der Behauptung des
Satzes. Somit ist o = 11 - - - 5 die gewiinschte Darstellung. O

Satz 7.2.18. Es seien 0 € Sy, und 0 = 1 --- U5 eine Zerlequng in elementfremde
Zykel 9, = (i,1,...,0,%,). Weiter sei X2 ={j € Xpn; o(j) =j}. Dann gilt

ord(o) = kgV(ki,...,ks), (o) = {eg,0,...,0™ 1},

m
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wobei (o) < S, die von o erzeugte Untergruppe ist. Die Bahnzerlegung der Opera-
tion von (o) auf S, ist gegeben durch

Xo o= || GYu | J{im i}

jeXg
Fiir die nichttrivialen Bahnen B, = {i,1,... %k, } der Operation von (o) auf X,
haben wir dabei |B,| =k, .
Beweis. Da die paarweise elementfremden Zykel 1, ...,9s kommutieren, erhalten

wir o% = 9% ... 9% fiir jedes k € Z>;. Damit ergibt sich ord(c) = kgV(ky, ..., ks).
Weiter haben wir o - i = 9% ...9% . i fiir jedes i € X,,. Damit erhalten wir die
Aussagen iiber die Bahnen von (o). O

Definition 7.2.19. Der Typ einer Permutation o € X ist das Tupel (k1,...,ks)
der Méchtigkeiten der nichtrivialen Bahnen By, ..., Bs von (o) in X,, nach Grofie
geordnet, d.h., man hat ky < ... < k.

Lemma 7.2.20. Es sei (iy,...,i;) € S, ein k-Zykel. Fir jede Permutation o € Sy,

haben wir

a(il,...,ik)a_l = (O’(il),...,o‘(’ik)).

Beweis. Wir vergleichen die Werte der beiden Zykel auf einem gegebenem Element
a € X,. Es gilt

o(c7(a)), o a) ¢ {i1,...,ix},
o (it,...,ik)o a) = < o(ijr), o~ Ya)=1i;, 1<j <k,
o(iv), o~ l(a) = iy,
a, a ¢ {o(ir),...,o(ix)},
(U(il),...,d(ik))(a) = O‘(ij+1), aZO’(ij), 1§j<k,
o(i1), a=o(ig).

O

Satz 7.2.21. Zwei Permutationen 7,7 € S, sind genau dann konjugiert zueinan-
der, wenn sie vom gleichem Typ sind.

Beweis. Es sei 7/ = oro~! mit o € S,,. Wir wihlen eine Darstellung als Produkt

elementfremder Zykeln 7 = (i11,...,%1%,) - (is1, .-, isk. ). Lemma 7.2.20 liefert
TI = O—(Z.lla---;ilkl)"'(isly---;isks)o—_l
= U(’iu,...,’ilkl)a’_l---U(’isl,...,isks)d_l

= (o(i11),...,0(i1k,)) - (o(is1), ..., 0(isk.)).

Somit haben wir auch 7/ als Produkt elementfremder Zykel dargestellt. Nach
Satz 7.2.18 sind 7 und 7’ vom gleichen Typ.

Es seien nun 7 und 7/ vom gleichen Typ. Dann erhalten wir Darstellungen als
Produkte elementfremder Zykel

T = (illa---ailkl)'"(isla---aisks)a 7‘/ = (illl,...,’L'/lkl)---(i;l,...,i;ks),

wobei Satz 7.2.18 die Gleichheit der Léngen garantiert. Wir wéhlen ein o € S,, mit
o(ij) = 47;. Nach Lemma 7.2.20 gilt dann 7/ = o70 ™" O
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Folgerung 7.2.22. Die Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppe S, sind
genau die Mengen Ci, .., aller Permutationen eines gegebenen Typs (k1,...,ks):

k. = {0 € Sp; oist vom Typ (k1,...,ks)} C Sp.

vvvvvv

Beispiel 7.2.23. Die Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppe Sy sind ge-
geben durch

Cy = {idy,},

Cx = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)},

Oy = {(1,2,3) (1 2,4),(1,3,2), (1,3,4), (1,4,2), (1,4,3), (2.3,4), (2,4,3)},
Cr = {(1,2,3,4),(1,2,4,3),(1,3,2,4),(1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2)},
Cap = {(1, )( 4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}.
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Aufgaben zu Abschnitt 7.2.

Aufgabe 7.2.24. Zeige: Die symmetrischen Gruppe S3 besitzt triviales Zentrum, d.h.,
es gilt Zg, = {idx, }.

Aufgabe 7.2.25. Zeige, dass das Zentrum der allgemeinen linearen Gruppe GL(2,K)

gegeben ist durch
A0 "
ZaL(2,K) = 0 ) AeK .

Aufgabe 7.2.26. Es sei p eine Primzahl. Zeige: Jede Gruppe der Ordnung p* mit k € Zi>1
besitzt ein nichttriviales Zentrum.

Aufgabe 7.2.27. Es sei n € Z>3. Betrachte die Permutationsgruppe S, und die beiden
Permutationen

5 = 1 2 ... n—-1 n o 1 2 3 ... n—1 n

“l23 ... o 1| 27|01 n -1 .. 3 2
Verifiziere die folgenden Aussagen:
o® =idx,, 6" =idx,,, oF £idy, firk=1...,n—1, 0§ =46""o.
Die Diedergruppe D, < S, ist die von § und o erzeugte Untergruppe von S,, d.h., die
kleinste Untergruppe, die § und o enthélt. Zeige:
D, = {"00; k=0,...,n—1, j=0,1}, |Dn| = 2n.

Aufgabe 7.2.28. Es sei n € Z>3. Betrachte die Diedergruppe D, < S, und die Permu-
tationen d,0 € D,, aus Aufgabe 7.2.27. Beweise folgende Aussagen: Es gilt

_ {(1,n1)(2,n2)~~-(% —1,% +1), n gerade,

(1,n—1)(2,n —2) - (252, 24, n ungerade.

Fiir ungerades n besitzt D,, die Konjugationsklassen

ide, b, {656 1=1,.., L g es . osmY.
" 2
Fiir gerades n besitzt D,, die Konjugationsklassen
idx, b, {05, {65070 1=1,..., =2 {0,00%....06" %}, {06,06%,... 06" ).
2

Aufgabe 7.2.29. Eine Partition von n € Z>, ist eine Darstellung n = ni + ...+ n, mit
natiirlichen Zahlen 1 < n; < ... < n, < n. Zeige: Die Anzahl der Konjugationsklassen
in S, ist genau die Anzahl der Partitionen von n.
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7.3. Darstellungen.

Definition 7.3.1. Es seien G eine Gruppe und K ein Kérper. Eine Matrizdarstel-
lung von G ist ein Homomorphismus ¢: G — GL(n; K).

Beispiel 7.3.2. Man erhilt verschiedene Matrixdarstellungen g;: G — GL(2; R)
der Gruppe G := Z/27 durch
= -1 0
0o -1 )’

— 1 0
01: OI—><O 1>,
gL (10 (10
02 0 1 ) 0 —1 )
= 1 0 - 0 1
03: 0»—><01>, 1»—><10).

=

=

Q1 (T) 02 (T) 03 (T)
Bemerkung 7.3.3. Es sei p: G — GL(n;K) eine Matrixdarstellung. Dann hat
man eine Operation von G auf K":
Gx K" — K", (g,v) — g-v:=0(g)- v,

wobei “” die Matrix-Vektor-Multiplikation bezeichnet. Fiir jedes g € G ist die
Translation 7, : K* — K", v — g - v linear.

Beispiel 7.3.4. Die zu den Matrixdarstellungen g;: Z/2Z — GL(2,R) aus Bei-
spiel 7.3.2 gehorigen Operationen y; von Z/27 auf R? sind

pr: 0 (w1, @2) = (21,22), 1-(21,22) = (—21, —22),
H2 - 0- ($17$2) = (1‘1,1‘2), 1 ($17$2) = (1‘1, 7562)7
H3 - 6'($17$2):(1‘151‘2)5 T'($1,$2):(1'2,:L'1).

Erinnerung 7.3.5. Die Automorphismengruppe eines K-Vektorraumes V ist die
Menge Aut(V) aller Vektorraumisomorphismen V' — V mit der Komposition als
Verkniipfung.

Definition 7.3.6. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Darstel-
lung einer Gruppe G auf V ist ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — Aut(V).

Bemerkung 7.3.7. Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis 8, so liefert
der Ubergang zur darstellenden Matrix einen Gruppenisomorphismus

Y Aut(V) — GL(n,K),  a — ME§(a).
Insbesondere erhalten wir eine Bijektion zwischen den Darstellungen G — Aut(V)
einer Gruppe G und ihren Matrixdarstellungen G — GL(n; K) vermége o — ¥ o o.
Definition 7.3.8. Es sei G eine Gruppe.

(i) Eine Operation von G auf einem K-Vektorraum V heifit linear, falls jede
Translation Ty : V' — V', v+ g - v linear ist.

(ii) Ein G-Modul ist ein K-Vektorraum V' zusammen mit einer linearen Ope-
ration der Gruppe G.
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Satz 7.3.9. Es seien G eine Gruppe, K ein Korper und V' ein K- Vektorraum. Dann
hat man zueinander inverse bijektive Abbildungen

Darstellungen PN Lineare Operationen
0: G — Aut(V) w:GxV =V
o = ke g-vi=o(g)(v)
op: g [Tg:v—g-v] <~ p

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Zuordnungen wohldefiniert sind. Ist ein Ho-
momorphismus g: G — Aut(V) gegeben, so miissen wir zeigen, dass
po: GXV = V. (g,v) = g-v:=0(g)(v).

eine lineare G-Operation auf V ist. Fiir den Nachweis der Eigenschaften einer Ope-
ration sei v € V gegeben. Dann erhalten wir

eqg-v = oleg)(v) = idy(v) = v
und fiir je zwei g1, g2 € G gilt

92+ (91-v) = o(g2)(e(g91)(v)) = (e(g2) o 0(g1))(v) = 0(g291)(v) = (g21) - v.
Damit ist gezeigt, dass p, eine G-Operation auf V' ist. Wegen T, = o(g) sind dabei
alle Translationen linear.

Es sei nun eine lineare Operation p: G xV — V von G auf V' gegeben. Wir miissen
zeigen, dass

op: G — Aut(V), g — 1,
ein Homomorphismus ist. Dazu seien ¢1,g92 € G gegeben. Dann erhalten wir fiir
jedes v e V:

Ty9,(v) = (9291) v = g2-(g1-v) = Ty, (Ty,(v)) = (T, 0 Ty,)(v).
Folglich gilt Ty,q, = Ty, 0 Ty,. Das ist genau die Homomorphieeigenschaft fiir die
Abbildung ¢,,: G — Aut(V).

Es bleibt zu zeigen, dass die Zuordnungen ¢ ~ p, und p +— g, invers zueinander
sind, d.h., dass gilt

:u’Qu = M QFLQ = 0
Das geschieht wiederum durch einfaches Nachrechnen: Fiir jedes g € G und jedes
v € V erhalten wir
) = u(g,v),
) = o(9)(v).

to,(9,0) = 0u(g)(v) = Ty(v
ng(g)(v) = Tg(”) = Ny(gav

O
Definition 7.3.10. Es seien G x V — V und G x V/ — V’ lineare Operationen.

(i) Eine lineare Abbildung ¢: V — V' heifit dquivariant, falls p(g-v) = g-¢(v)
fiir alle g € G und alle v € V gilt.
(ii) Die Menge aller dquivarianten linearen Abbildungen V' — V' bezeichnet
man mit Homg (V, V).
(iii) Man nennt eine #quivariante lineare Abbildung V' — V' auch G-
dquivariant oder einen G-Modulhomomorphismus.

Definition 7.3.11. Es sei G eine Gruppe.

(i) Zwei Darstellungen ¢o: G — Aut(V) und ¢’ : G — Aut(V’) heiflen dqui-
valent, in Zeichen o ~ ¢, falls ein Isomorphismus ¢: V — V' existiert mit
o' (g) = poolg)op ! fiir alle g € G.
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(ii) Zwei Matrixdarstellungen o, ¢': G — GL(n;K) heiflen dquivalent, in Zei-
chen ¢ ~ ¢/, falls eine Matrix S € GL(n; K) existiert mit o’(g) = So(g)S~*
fiir alle g € G.

Bemerkung 7.3.12. Es sei V ein eindimensionaler K-Vektorraum. Dann ist
Aut(V) abelsch, denn wir haben Gruppenisomorphismen

Aut(V) =2 GL(1; K)* = K*.

Fiir zwei Darstellungen o, 0’ : G — Aut(V) einer Gruppe G auf V gilt also im
vorliegenden Fall
o~ = 0=1/.

Beispiel 7.3.13. Die drei Matrixdarstellungen g;: Z/2Z — GL(2;R) aus Bei-
spiel 7.3.2 waren gegeben durch

o= (" ) em=(g5 ) wm=(])
Wir wollen sehen, welche dieser Darstellungen dquivalent zueinander sind. Wegen
G = 7Z/27 haben wir
0i~ 0 == 0j(I)=5"0;(1)- 57" mit S € GL(2;R).
Letztere Bedingung liisst sich anhand der Eigenwerte priifen. Fiir o (1) sind Eigen-

werte —1, —1 und fiir p3(1), p3(1) jeweils 1, —1. Wir schliessen

01 # 02, o1 # 03, Q2 ~ Q3.

Satz 7.3.14. Es seien o: G — Aut(V) und ¢': G — Aut(V’) zwei Darstellungen
einer Gruppe G auf K-Vektorrdumen V bzw. V'. Dann hat man

o~o <= es gibt einen G-Modulisomorphismus p: V — V.

Beweis. Zu “=". Es sei ¢: V. — V' ein Vektorraumisomorphismus mit ¢'(g) =
poo(g)op! fiir alle g € G. Dann haben wir stets o'(g) o ¢ = ¢ 0 0(g). Es folgt

plg-v) = ele(g)(v)) = d'(9)(e(v)) = g-¢(v).
Zu “<”. Es sei ¢: V. — V'’ ein Isomorphismus der G-Moduln V' und V’. Dann
erhalten wir fiir jedes g € G

d(9)pw)) = g-¢(v) = ¢lg-v) = @(e(g)(v))
Also gilt 0'(g) o9 = @ o o(g) fiir jedes g € G. Das impliziert ¢'(g) = p o 0(g) o o~
fiir alle g € G. O

Satz 7.3.15. Es seien G =Z/mZx ... X Z/n,Z und o: G — C* eine Darstellung.
Dann gibt es Einheitswurzeln ¢; € EW,,, mit

1

olky,.... k) = (oo gk
Die zur Darstellung o: G — C* gehérige lineare G-Operation auf C ist damit gege-
ben durch

(ki,... k)2 = f1~~~Csz.

T

Lemma 7.3.16. Es sei o: Z/n7 — (C*_ein Gruppenomgmorphismus. Dann gibt es
eine n-te Binheitswurzel ¢ € C* mit o(k) = C* fiir alle k € Z/nZ.

Beweis. Es sei ¢ := p(1). Dann ergeben sich die Behauptungen direkt aus der
Tatsache, dass g ein Gruppenhomomorphismus ist: Es gilt

¢" = o(nI) = 0(0) = 1, o(k) = o(k1) = ¢*.
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Beweis von Satz 7.3.15. Fiir 1 < ¢ < r betrachten wir die injektiven Gruppenho-
momorphismen

(pZZ/TLZZ — G, Ez — (6,,6,%1,6,6>
Damit erhilt man Gruppenhomomorphismen g o p;: Z/n;Z — C*. Diese sind nach
Lemma 7.3.16 von der Form k; — Czk mit n;-ten Einheitswurzeln (; € C. Es folgt

Q(Ela"wkjr) = Q(@l(gl)—’——’—@T(ET))
= o(p1(k1)) - ... o(pr(kr))
= g

O

Satz 7.3.17. Es seien G = Z/mZ X ... x L/n.Z und 9,0 : G — C* Darstellungen.
Sind (1, ...,¢ bzw. n1,...,n. Einheitswurzeln zu o bzw. o wie in 7.3.15, so gilt

o ~ 0 — Clznla"'agT:nr-
Beweis. Nur zur Implikation “=7 ist etwas zu zeigen. Wegen ¢ ~ o gibt es ein
a € C*, sodass fiir alle (kq,...,k.) € G gilt:
o(ky, ..., k) = ao((k1,..., ky)-1)a" .
Das impliziert jeweils ¢* ---¢F = nf' ... nFr. Setzt man dabei k; = 1 und ki =0
fiir j # 1, so ergibt sich n; = (;. O
Folgerung 7.3.18. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe, dann gibt es genau |G|

nicht dquivalente Darstellungen o: G — C*.

Beweis. Als endliche abelsche Gruppe ist G von der Form G 2 Z/nZ X . .. X Z/n,Z;
siehe Satz 4.2.6. Nach Sétzen 7.3.15 und 7.3.17 werden die Darstellungen o: G — C*
eindeutig durch Tupel (¢1,...,¢,) mit §; € EW,,, bestimmt. Wegen |[EW,,,| = n;
gibt es genau nj - --n, = |G| viele nichtiquivalante Darstellungen o: G — C*. O
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Aufgaben zu Abschnitt 7.3.
Aufgabe 7.3.19. Es seien K ein Korper, £ = (ei,...,e,) die Standardbasis fiir K"
und S,, die symmetrische Gruppe. Beweise folgende Aussagen:
(i) Zu jedem o € S, gibt es einen Isomorphismus s : K® — K" mit
wo(ei) = es(s) fir 1 <i<n.
Dabei ist ¢, eindeutig bestimmt und fiir je zwei Permutationen o, 7 € S, gilt
Poor = Yo O Pr.
(ii) Die darstellende Matrix A, von ¢, beziiglich der Standardbasis ist gegeben als
£
As = ME (S@o-) = (60'(1)7 (RN eo’(n))'
Dabei ist A, stets invertierbar mit A, = AL und fiir alle o, 7 € S, gilt
AO’OT - AO’ . AT'
(iii) Man erhilt eine injektive Matrixdarstellung durch
on: Sn — GL(n,K), o — A,.
Fiir jedes o € S, und jeden Vektor x = (z1,...,2n) € K" gilt dabei
,Qn(O') "T= (Z8071(1)7 [N} xofl(n))'
(iv) Man hat ein kommutatives Diagramm von Gruppenhomomorphismen

o As

S GL(n,K)
o sg(o)l lA — det(A)
{il} +1l—+1g K

Aufgabe 7.3.20. Es seien K ein Korper, G eine Gruppe der Ordnung n und m := n!. Zei-
ge: Es gibt eine injektive Darstellung G — GL(m; K). Hinweis: Verwende Aufgabe 7.1.19
und Aufgabe 7.3.19.

Aufgabe 7.3.21. Zeige, dass es eine eindeutig bestimmte injektive Matrixdarstellung
0: D, — GL(2,R) gibt mit

cos(%") —sin(%’r) 1 0
0(0) = , o(o) = ( ) .
sin(%") cos (27”) 0 -1
Aufgabe 7.3.22. Esseien V ein K-Vektorraum und G eine Gruppe. Zeige: Ist GXV — V
eine lineare Operation, so ist ihre Fixpunktmenge V¢ C V ein Untervektorraum von V.
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7.4. Darstellungen und lineare Algebra.

Konstruktion 7.4.1. Es seien G eine Gruppe, V ein G-Modul und V{; C V ein
G-Untermodul, d.h., wir haben

W <k V, G-V = W

Dann wird der Quotientenvektorraum V/Vj zu einem G-Modul, indem wir fiir g € G
und v € V setzen

g-(v+Wy) = g-v+Vp.

Beweis. Es ist lediglich die Wohldefiniertheit von ¢ - (v + V) nachzuweisen. Dazu
seien v,v" € V mit v + Vp = v + V gegeben. Dann erhalten wir

gvV+Vyg =g v—v+0)+Vy = gotg- W —-v)+Vo = g-v+ V.

Man beachte, dass dabei fiir die zweite Gleichung die Linearitat der Operation und
fiir die dritte Gleichung die Invarianz von Vj verwendet wurden. O

Konstruktion 7.4.2. Es seien eine Gruppe G und G-Moduln Vi, ..., V,. gegeben.
Dann wird die direkte Summe Vi & ... &V, ein G-Modul durch

g (v1,..,00) = (g-v1,...,9 ).

Beispiel 7.4.3. Wir betrachten die Gruppe G := Z/27Z, die beiden eindimensio-
nalen G-Moduln

Vi=Rmit1-z:=zx, Vo=Rmit1 -z :=—=x
und den zweidimensionalen G-Modul
V =R?mit T-(z,y) := (y,2).

Dann ist der G-Modul V; & V5 isomorph zum G-Modul V; ein expliziter Isomor-
phismus ist gegeben durch

Bemerkung 7.4.4. Es seien G eine Gruppe und p;: G — Aut(V;) Darstellungen,
wobei 1 <7 < r. Wir schreiben

01®...00: G = Aut(Vi&...0V,)

fiir die zum G-Modul Vi @ ... @ V,. gehorige Darstellung. Im Fall von Matrixdar-
stellungen g;: G — GL(n;;K) schreiben wir
01(9) 0
01®...80: G = GL(n; K), g — ,
0 or(9)

wobei n :=mn1 4+ ...+ n,. Der G-Modul K" zu g1 @ ... ® g, ist dann isomorph zur
direkten Summe K™ @ ... ® K" der G-Moduln K™ zu g;.

Konstruktion 7.4.5. Es seien eine Gruppe G und G-Moduln V7, ..., V,. gegeben.
Dann wird das Tensorprodukt Vi ® ... ® V,. ein G-Modul durch

g- M ®...0U) (= ¢g-1®...07" V.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass wir eine wohldefinierte G-Modulstruktur vorliegen
haben. Folgerung 6.3.11 liefert fiir jedes g € G ein kommutatives Diagramm

(v1,...00) = (g-v1,..., g-vy)
Tyx...xTy

Vix...xV, Vix...xV,

V1Q...0vV, = gv1...0g-Vr

e...eV, T.0.8T, ie...eV,

mit einer linearen Abbildung 7, ® ... ®T,: Vi ®...®V, = V1 ®...®V,. Diese ist
die zu g € G gehorige Translation. (|

Beispiel 7.4.6. Es seien G := Z/nZ und (,n € C zwei n-te Einheitswurzeln. Dann
hat man eindimensionale G-Moduln

Vlz(CmitE-z::g“kz, ngCmitE-w::nkw.
Wir betrachten das Tensorprodukt V; @ V5 Fiir jedes Elemenent g = k haben wir
g-(zew) =g 209w =(2enn = nfzew

Nun ist V3 ® V2 = C® C eindimensional mit Basis (1 ® 1). Somit erhalten wir einen
Vektorraumisomorphismus

p: V1 eVe — C, Zzi@)wi — Zz%wz

Durch k - z := ((n)*z wird V = C zu einem G-Modul und ¢: V; @ Vo — V ein
Isomorphismus von G-Moduln.

Bemerkung 7.4.7. Es seien G eine Gruppe und p;: G — Aut(V;) Darstellungen,
wobei 1 <7 < r. Wir schreiben

01®..00:G = Aut(V1 ®...@V,)
fiir die zum G-Modul V1 ® ... ® V,. gehorige Darstellung. Im Fall von Matrixdar-
stellungen ¢;: G — GL(n;;K) mit ¢ = 1,2, liefert
01 ®02: G — GL(ning; K), g — 01(9) ® 02(9).

die Matrixdarstellung des Tensorproduktes K" @ K"2 der G-Moduln K" zu p;,
wobei 01(g) ® 02(g) das Kronecker-Produkt von A = 91(g) und B = p2(g) ist:

a11B e alnlB
A® B = : : € GL(n1ng; K).
an1B ... anpn, B

Konstruktion 7.4.8. Es seien G eine Gruppe und V, W zwei G-Moduln. Dann
wird Hom(V, W) ein G-Modul durch

G x Hom(V,W) — Hom(V,W), (g-0)) == g-p(g~"-v).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Vorschrift eine Operation definiert. Ist ¢ €
Hom(V, W) gegeben, so erhalten wir fiir jedes v € V:

(ec-9)(v) = eq-pleg -v) = @(v).

Das bedeutet e - p = . Sind weiter g1, g2 € G gegeben, so erhalten wir fiir jedes
Element v € V:

((9192) - 9)(v) = (9192) ((9192) 1'“)
= g1-(g2- (95" - (91" - 0)))
1 (g2 )91 " - v)

= ( (92 - 9))(v).



LINEARE ALGEBRA II 171

Das impliziert (g1g2)-¢ = g1-(g2-p). Die Linearitiit der G-Operation auf Hom(V, W)
lasst sich direkt nachweisen: Fiir ¢, € Hom(V, W) und a,b € K ergibt sich

(9-(ap+by)(v) = g-((ap+bp)(g~" - v))
= g-(ap(g™"-v)+ (g~ - v))
= alg-lg™"-0) +blg-v(g~!-v))
((g-9)(v)) +b((g-¥)(v))
(9-9) +b(g-¥))(v).

I
2

= (a
(]

Satz 7.4.9. Es seien G eine Gruppe und V., W zwei G-Moduln. In Hom(V, W) gilt
dann

Homg(V,W) = Hom(V,W)%.

Beweis. Zum Nachweis der Inklusion “C” sei ein G-Modulhomomorphismus
@: V. — W gegeben. Dann erhalten wir fiir jedes g € G und jedes v € V:

(g-9)v) = g-olg7 v) = g-(g7" ) = @)

Zum Nachweis der Inklusion “27, sei ¢ € Hom(V, W) ein Fixpunkt der G-Operation
auf Hom(V, W). Dann ergibt sich fiir jedes g € G und jedes v € V:

elg-v) = (g-9)g-v) = g-o(g”" - (g-v) = g-¢).
O

Konstruktion 7.4.10. Es seien G eine Gruppe und V ein G-Modul. Der zu-
gehorige duale G-Modul ist V* := Hom(V,K) mit der G-Operation

(g-u)(v) = u(g™"-v).

Dies ist ein Spezialfall von Konstruktion 7.4.8, wobei man W = K mit der trivialen
Operation g - z = z versieht.

Bemerkung 7.4.11. Es seien G eine Gruppe und ¢: G — GL(n;K) eine Ma-
trixdarstellung. Die zugehorige duale Matrizdarstellung ist

0": G — GL(m;K), g~ (o(9)™ )"

Den durch p* definierten G-Modul K™ kann man mit dem dualen G-Modul (K™)*
des durch o definierten G-Moduls identifizieren; man hat einen Isomorphismus

K" — (K™)*, e; — e}

Satz 7.4.12. Es seien K ein Korper und V, W zwei eindlichdimensionale K- Vektor-
raume. Dann hat man einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen

O:V*@W — Hom(V,W), Zui@)wi — [UHZui(v)wi} )
Sind dabei V- und W beides G-Moduln, so ist die lineare Abbildung ® ein Isomor-
phismus der G-Moduln V* @ W und Hom(V, W).
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ® eine wohldefinierte Abbildung ist. Dazu be-
trachten wir die bilineare Abbildung
B:V*xW — Hom(V,W), (u,w) — [v+— u(v)w].
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Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes 6.3.9 erhalten wir dann ein
kommutatives Diagramm

VEx W B Hom(V, W)
(u’w)}% %—) B(u,w)
Ve W

wobei die Abbildung V* @ W — Hom(V, W) linear ist. Wegen ®(u ® w) = S(u, w)
ist damit gezeigt, dass ® eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.

Es bleibt zu zeigen, dass ® bijektiv ist. Dazu seien (b1, ..., b,) eine Basis fiir V und
(07, ..., b%) die zugehorige duale Basis. Wir betrachten die lineare Abbildung
U:Hom(V,W) = VoW, o= > b ®eb)
und zeigen, dass dies eine Umkehrabbildung zu ® ist. Fiir den Nachweis von Yo ® =
idsel u®@w € V* @ W gegeben. Wir setzen
p=P(uw):V — W, v o= ulv)w

und verwenden die Entwicklung v = > u(b;) - bF beziiglich der Basis (b7, ...,0b).
Dann erhalten wir

U(e) = Yo b @pb) = Y b ubw = (Y ub)h)sw = uow.

Zum Nachweis von ® o WU = id sei eine lineare Abbildung ¢: V' — W gegeben. Dann
haben wir

O(T(p): V = W, v Y bi(w)e(b).
Insbesondere sehen wir, dass ®(¥(¢))(b;) = ¢(b;) gilt. Da beide Abbildungen linear
sind, folgt ®(¥(p)) = .

Es seien nun G-Modulstrukturen auf V' sowie W gegeben. Weiter seien g € G und
u@w € V*®@W gegeben. Dann erhalten wir fiir jedes v € V:

(g- (u@w)(v) = P(g-u®g-w)(v)
(g-u)(v)(g-w)
= u(g™! )9 w)
= g-(ulg™" - v)w)
= g (Puaw)(g™" v))
= (9-2(u®w))(v).
Somit ist ® ein G-Modulhomomorphismus. Damit muss auch die Umkehrabbil-
dung ¥ ein G-Modulhomomorphismus sein, denn wir haben stets

U(g-v) = U(g-2(T(v)) = U(B(g-¥(v) = g-¥(v)



LINEARE ALGEBRA II 173

Aufgaben zu Abschnitt 7.4.

Aufgabe 7.4.13. Es sei ¢: V — W ein G-Modulhomomorphismus. Beweise folgende
Aussagen.

(i) Kern(yp) ist ein G-Untermodul von V.
(if) Bild(yp) ist ein G-Untermodul von W.
(iii) Ist ¢ bijektiv, so ist ¢ ein G-Modulisomorphimus.

Aufgabe 7.4.14. Beweise die in den Bemerkungen 7.4.4, 7.4.7 und 7.4.11 getroffenen
Aussagen.

Aufgabe 7.4.15. Es seien A € Mat(n,n;K) und B € Mat(m, m;K). Beweise folgende
Aussagen iiber das Kronecker-Produkt:

Spur(A® B) = Spur(A)Spur(B),
Rang(A® B) = Rang(A)Rang(B),
det(A® B) = det(A)" det(B)".

Zeige weiter: Das Kronecker-Produkt A ® B ist genau dann invertierbar, wenn A und B
invertierbar sind. In diesem Fall gilt

(AeB)™" = A'e@B™.

Aufgabe 7.4.16. Es sei G := Z/27. Berechne die direkte Summe g1 ¢ g2 und das Ten-
sorprodukt g1 ® g2 der beiden Matrixdarstellungen o1, 02: G — GL(2,R), wobei

a0 = (75 0) em- (5 0).
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8. KOMPLEXE DARSTELLUNGEN ENDLICHER (GRUPPEN

8.1. Zerlegung in irreduzible Darstellungen.

Definition 8.1.1. Es sei G eine Gruppe.

(i) Ein G-Modul V heifit einfach, falls {0y} und V die einzigen G-Unter-
moduln von V' sind.

(ii) Eine Darstellung G — Aut(V) heifit irreduzibel, falls der zugehorige G-
Modul V' einfach ist.

Beispiel 8.1.2. Es sei G eine Gruppe. Dann ist jeder eindimensionale G-Modul
einfach.

Beispiel 8.1.3. Es sei G = Z/2Z. Dann wird der R-Vektorraum R? zu einem
G-Modul durch

0 (z1,22) = (21,72), 1 (21,12) = (wg,11).

Der G-Modul R? ist nicht einfach, denn er besitzt nichttriviale echte G-Unter-
moduln, ndmlich

R-(1,1), R-(—1,1).

Lemma 8.1.4 (Schur). Es seien G eine Gruppe, V' sowie W einfache G-Moduln
und p: V. — W ein G-Modulhomomorphismus.

(i) Es gilt ¢ =0 oder ¢ ist ein Isomorphismus.
(il) Gilt V.=W und besitzt ¢ einen Eigenwert X\, so gilt ¢ = X -idy .

Insbesondere hat man @ = X -idy mit A € C fiir jeden G-Modulendomorphismus
p: V=V eines endlichdimensionalen komplezen G-Moduls V.

Beweis. Zu (i). Wir betrachten die beiden G-Untermoduln Kern(p) € V und
Bild(¢) € W. Da V und W einfache G-Moduln sind, haben wir folgende Moglich-
keiten:

Kern(p) = {0y}, Kern(p) =V, Bild(y) = {Ow}, Bild(e) = W.

Gilt Kern(p) =V, so gilt ¢ = 0. Es sei Kern(p) = {0y }. Gilt Bild(¢) = {Ow}, so
haben wir wieder ¢ = 0. Gilt Bild(¢) = W, so ist ¢ injektiv und surjektiv. Folglich
ist ¢ ein Isomorphismus von G-Moduln.

Zu (ii). Es sei A ein Eigenwert von . Dann ist ¢ := ¢ — X - idy ein G-
Modulhomomorphismus und ¢ ist nicht injektiv. Nach (i) gilt daher ¢»p = 0. Es
folgt o = A -idy . (|

Definition 8.1.5. Es sei G eine Gruppe.

(i) Ein G-Modul V heifit halbeinfach, falls V = V; @ ... @V, mit einfachen
G-Untermoduln Vi,..., V. CV gilt.

(ii) Eine Darstellung G — Aut(V) heifit vollstindig reduzibel falls der zu-
gehorige G-Modul V' halbeinfach ist.

Satz 8.1.6. Es seien G eine Gruppe und V ein endlichdimensionaler G-Modul.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der G-Modul V' ist halbeinfach.
(ii) Jeder G-Untermodul U C V erlaubt einen G-Untermodul U C V' mit
V=UaU".
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Beweis. Zur Implikation “(i)=-(ii)”. Es sei U C V ein G-Untermodul. Wir fithren
den Existenznachweis von U’ aus (ii) durch Induktion iiber

d = dim(V) — dim(U).

Fiir d = 0 ist U’ = {0y} wie gewiinscht. Fiir den Induktionsschritt sei d > 0. Wir
schreiben

V = Vie...eV,.

mit einfachen G-Untermoduln V; C V. Dabei diirfen wir V3 € U annehmen. Da V}
einfach ist, haben wir dann U N V; = {0y }. Das bedeutet

W =U+V, =UasW.

Die Induktionsvoraussetzung liefert einen G-Untermodul W/ C V mit V. =W oW’
Mit U’ := V7 + W' erhalten wir dann

V=WeW =UsVieW =UaU'.

Zur Implikation “(ii)=-(i)”. Wir wihlen einen halbeinfachen G-Untermodul U C V
maximaler Dimension. Weiter sei U’ C V ein G-Untermodul mit

V =UalU.

Wir zeigen U’ = {0y }. Dazu wihlen wir einen G-Untermodul {0y} # U” C U’
minimaler Dimension. Dann ist U” einfach. Damit ist

U+U0" = UasU"”

ein halbeinfacher G-Untermodul von V mit dim(U + U"”) > dim(U). Das wider-
spricht der Wahl von U C V. O

Satz 8.1.7 (Maschke). FEs seien G eine endliche Gruppe, K ein Kdrper mit
Char(K) [ |G| und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann ist jede Dar-
stellung o: G — Aut(V') vollstindig reduzibel.

Beweis. Nach Satz 8.1.6 geniigt es zu zeigen, dass zu jedem G-Untermodul U C V
ein G-Untermodul U’ C V existiert, sodass

V = UaU.

Da V endlichdimensional ist, finden wir zunéchst einen Untervektorraum V' C V/,
mit dem wir eine direkte Zerlegung erhalten:

Vv = UaoV.
Die zugehorige lineare Projektion P: V' — U, (u,v’) — wu erfiillt insbesindere P|y =
idy Wir betrachten nun die lineare Abbildung
PV — U, U»—>|G|Zg Low).
geG

Da U C V ein G-Untermodul ist, haben wir dabei tatsichlich P(V) C U. Fiir jedes
u € U gilt weiter

1
|G|Zg ) |G|Zg IR =P S

geG geG

Das bedeutet P|yy = idy. Insbesondere folgen P(V) = U und P =P. Mit U’ =
Kern(P) hat man daher eine direkte Zerlegung

V = Bild(P)®Kemn(P) = Ua U’
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Um zu sehen, dass U’ C V ein G-Untermodul ist, zeigen wir dass P ein G-
Modulhomomorphismus ist. Fiir alle h € G und v € V' gilt

Ph-v) = Y -Plat b

geG
= |G|Zhgh L P((hgh™) 7 h-v)
geG
geG
— . Zg 'U
(|G| .
P

= h-P(v).

Beispiel 8.1.8. Wir betrachten G = Z/2Z und R? mit der G-Modulstruktur
6'($1,$2) = ($1,$2), T ($1,$2) = ($2,$1).

Dann ist der G-Modul R? halbeinfach. Eine explizite Zerlegung in einfache G-Unter-
moduln ist gegeben durch

R? = R-(I,1)®R-(-1,1).

Beispiel 8.1.9. Wir betrachten den Kérper K := Z/27Z und die Gruppe G :=
7,/2Z. Dann wir K? zu einem G-Modul durch

0-(x1,22) = (x1,22), 1 (x1,22) = (x2,271).

Der G-Modul K2 ist nicht einfach. Wir betrachten den eindimensionalen G-
Untermodul

U = K(@,1) = {(0,0), (1,1)} € K
Dazu gibt es keinen G-Untermodul U’ C K2 mit K? = U @ U’. Wir haben zwar
K(T’G) = {(676)5 (16)}7 K(Gai) = {(Gaﬁ)v (GvT)}

als weitere mogliche eindimensionale Untervektorriume von K2, aber keiner davon
ist ein G-Untermodul.

Lemma 8.1.10. Es seien G eine abelsche Gruppe und V ein nichttrivialer, end-
lichdimensionaler, einfacher, komplexer G-Modul. Dann gilt dim(V) =1

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass jede Translation T,: V' — V ein G-Modul-
homomorphismus ist. Da G abelsch ist, haben wir fiir alle h € G und v € Vy:

Ty(h-v) = g-h-v = gh-v = hg-v = h-g-v = h-Ty(v)

Nach dem Lemma von Schur ist daher jedes Ty ein Vielfaches von idy. Somit ist
jede Gerade Cv C V ein G-Untermodul. Da V einfach ist, gilt V' = Cu. O



178 J. HAUSEN

Satz 8.1.11. Es seien G eine endliche abelsche Gruppe, und V ein nichtrivialer,
endlichdimensionaler, komplexer G-Modul. Dann ist V eine direkte Summe von
eindimensionalen G-Untermoduln.

Beweis. Nach Satz 8.1.7 ist V' halbeinfach und somit eine direkte Summe einfacher
G-Untermoduln Vi, ..., V,.. Nach Lemma 8.1.10 ist jedes V; eindimensional. ]

Folgerung 8.1.12. Es seien G = Z/mZ X ... XZ/n,Z und ¢: G — GL(m; C) eine
Matrizdarstellung. Dann gibt es Einheitswurzeln (j; € EW,,,, wobei j = 1,...m,

undi=1,...,7r, sodass o dquivalent ist zu der Matrizdarstellung
k1 kr
11 Gy 0
G — GL(m;C), (ki,... kr) — .
0 G G

Beweis. Nach Satz 8.1.11 ist der zugehorige G-Modul K" eine direkte Summe eindi-
mensionaler G-Moduln Vi, ..., V,, . Nach Satz 7.3.15 operiert G auf jedem V; durch

(k1yeooyky) vy = (;“ e Cjkf mit Einheitswurzeln (j; wie in der Behauptung. O
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Aufgaben zu Abschnitt 8.1.
Aufgabe 8.1.13. Es sei K ein Korper mit Char(K) = 0. Betrachte die Matrixdarstellung

der symmetrischen Gruppe

0: Sn — GL(n;K), o = A= (€s1)s- -1 Co(n))
aus Aufgabe 7.3.19. Zeige dass man eine Zerlegung K" = U®V in einfache G-Untermoduln
erhilt mit

U = K'(lK,...,lK), V = {xGK”; x1++xn:0K}
Hinweis: Es sei {Oy} # U C V ein S,-Untermodul. Wihle Oy # (z1,...,2,) € U und
zeige:
e Es gibt ein 2 < i < n mit x; # =1,
e esgilter —e; €U,
e csgilter —e; €U fiir j =2,...,n.

Schliesse daraus U = V. Wo wird in dieser Aufgabe iiberall die Voraussetzung Char(K) = 0
verwendet?

Aufgabe 8.1.14. Betrachte die Gruppe B(2;C) < GL(2;C) aller invertierbaren oberen
Dreiecksmatrizen und die Operation

B(2;C) x C* — C?, (A,v) = A-v
mittels Matrix-Vektormultiplikation. Zeige, dass der so definierte B(2; C)-Modul C? nicht
halbeinfach ist.
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8.2. Der Charakter einer komplexen Darstellung.

Erinnerung 8.2.1. Es seien K ein Kérper und A = (a;;) € Mat(n,n;K) eine
Matrix. Die Spur von A ist die Summe ihrer Diagonalelemente:

Spur(4) = a1+ ...+ ann.

Die Spur ist invariant unter Konjugation mit invertierbaren Matrizen: Fiir jedes

S € GL(n,K) gilt
Spur(S-A-S7') = Spur(A).

Damit kann man auch Endomorphismen ¢: V' — V endlichdimensionaler K-
Vektorrdume eine Spur zuordnen: Man wihlt eine Basis B von V und setzt

Spur(p) = Spur(Mg(¢)),
wobei M§(¢) die darstellende Matrix von ¢ beziiglich B bezeichnet. Nach obiger
Anmerkung héngt die Spur nicht von der Wahl der Basis B ab.

Definition 8.2.2. Es sei G eine endliche Gruppe.
(i) Der Charakter einer Matrixdarstellung o: G — GL(n;C) ist die Abbildung
Xe: G — C, g — Spur(e(g))-

(ii) EsseiV ein endlichdimensionaler C-Vektorraum. Der Charakter einer Dar-
stellung o: G — Aut(V) ist die Abbildung

Xe: G — C, g — Spur(o(g))-

Beispiel 8.2.3. Wir betrachten die Gruppe G := Z/2Z und die Matrixdarstellun-
gen g;: G — GL(2;C), wobei
. -1 0
0o -1 )’

- (10
01: OI—><01>,
gL (10 (1o
oz 01) 0 -1 )
(10 - (01
wo o (30 101,

Die zu diesen Matrixdarstellungen gehorigen Charaktere g;: G — C sind gegeben
durch _ _
Xe: (0) = 2, Xxo(1) = =2,

XQQ(G) = 2, XQQ(T) = 0,

Xos(0) = 2, Xos(1) = 0.

Satz 8.2.4. FEs seien o: G — Aut(V) und o: G — Aut(W) Darstellungen einer
endlichen Gruppe G auf endlichdimensionalen C-Vektorriumen. Dann gilt:

=

=

0 ~ 0 = Xo = Xo-

Beweis. Sind p und o dquivalente Darstellungen, so existiert ein Isomorphismus
w: V. — W der zugehorigen G-Moduln. Das bedeutet

a(9) = woolg)op™
fir jedes g € G. Wahlt man nun Basen B fiir V sowie C fiir W, so ergibt sich fiir
die zugehorigen darstellenden Matrizen

ME(a(g)) = ME(poolg)op™) = ME(p)- Mg (olg)) - ME (@)
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Wie in Erinnerung 8.2.1 vermerkt, ist die Spur invariant unter Konjugation. Damit
erhalten wir xo = X,- O

Satz 8.2.5. Es seien G eine endliche Gruppe, V ein endlichdimensionaler C-
Vektorraum und o: G — Aut(V') eine Darstellung. Dann gilt fir alle g,h € G:

Xolee) = dim(V),  xo(97") = xo(9),  Xolhgh™") = xo(9).

Lemma 8.2.6. FEs seien G eine endliche Gruppe, V ein n-dimensionaler C-
Vektorraum und o: G — Aut(V) eine Darstellung. Zu jedem g € G gibt es m-te

FEinheitswurzeln (1, ..., ¢, € C, wobei m := ord(g), und eine Basis B fir V. mit
G 0
Mg (o(g) = >
0 Cn

Beweis. Wir betrachten die von g erzeugte Untergruppe H < G. Es gilt H < Z/mZ
und Einschrénken von o liefert eine Darstellung H — Aut(V). Nach Satz 8.1.11
ist V eine direkte Summe eindimensionaler H-Moduln V7,...,V, und auf jedem V;
haben wir g - v; = (;v; mit einer m-ten Einheitswurzel (;; sieche Lemma 7.3.16. [

Beweis. Wir setzen n := dim(V) und m := |G|. Die erste Gleichung erhalten wir
sofort mit

Xolec) = Spur(idy) = Spur(E,) = n.
Fiir die zweite Gleichung wihlen wir zu gegebenem g € G eine Basis B fir V wie
in Lemma 8.2.6. Damit erhalten wir

Xol9™") = Spur(o(g™))
= Spur(e(g)™)
= GGt
= G4...4Gn
= G+...+C
= Spur(e(g))
= x.(9).

Die dritte Gleichung erhélt man wieder durch eine leichte Rechnung. Fiir je zwei
g,h € G ergibt sich

Xo(hgh™') = Spur(o(h)o(g)o(h)™") = Spur(e(g)) = Xo(9)-
O

Satz 8.2.7. Es seien 9: G — GL(V) und o: G — GL(W) Darstellungen einer
endlichen Gruppe auf komplexen Vektorrdumen V bzw. W.

(i) Der Charakter Xoeo der direkten Summe o ® o: G — Aut(V @ W) ist
gegeben durch
Xowo(9) = Xo(9) +Xo(9)-
(ii) Der Charakter X,z des Tensorproduktes o @ o: G — Aut(V @ W) ist
gegeben durch
Xono(9) = Xo(9) Xo(9)-

(i) Der Charakter x,« der zu o dualen Darstellung ¢*: G — Aut(V*) ist
gegeben durch
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(iv) Der Charakter x, der durch o und o definierten Darstellung 7: G —
Aut(Hom(V,W)) ist gegeben durch

X‘r(g) - mXJ(g)'

Beweis. Es sei g € G gegeben. Lemma 8.2.6 liefert uns Basen (v1,...,v,) fir V
und (wq, ..., wy,) fiir W, sodass

o(9)(vi) = Gui,  o(g)(w;) = njw;

gilt mit komplexen Einheitswurzeln (q,...,(, und 7y, ...,7,. Damit kénnen wir
die Aussagen beweisen.

Zu (i). Fiir die Elemente der Basis ((v1,0w), ..., (Un, Ow), (Oy,w1), ..., (0y,wpn))
der direkten Summe V' & W haben wir

g (vi,0w) = Gvi,0w),  g-(Ov,w;) = 1;(0v,w;).

Somit besitzt o @ o(g) beziiglich der obigen Basis Diagonalgestalt mit den Diago-
naleintragen (1,...,C(n, M1, - - -, - Es folgt

Xewo(9) = G+ ...+ Cu+m+...+0m = Xol9) + Xo(9)-

Zu (ii). Die Vektoren der Form v; ® w; mit 1 < i <n und 1 < j < m bilden eine
Basis fiir das Tensorprodukt V @ W. Es gilt

g-(i®w;) = g-vi®g-w; = GuiRnw; = (¢Gn;) (v @ wy).

Also besitzt die darstellende Matrix von (o®0c)(g) beziiglich der oben angegebenen
Basis Diagonalgestalt mit Diagonaleintriagen (;n;. Es folgt

Xowo(9) = Zij = (Zc) = Xo(9)Xx0(9)-

Zu (iii). Nach Satz 8.2.5 gilt x,(g71) = X,(g) fiir jedes g € G. Mit A := ME(o(g))
erhalten wir

Xe+(9) = Spur(o(g)) = Spur((A™")") = Spur(A™") = x,(97") = xo(9)-

Aussage (iv) ergibt sich sofort aus den Aussagen (ii) und (iii) sowie der Tatsache,
dass Hom(V, W) nach Satz 7.4.12 als G-Modul isomorph zu V* @ W ist. O

Erinnerung 8.2.8. Es sei X eine endliche Menge. Durch punkteweise Addition
und Skalarmultiplikation wird die Menge

Vx = Abb(X,C)
der komplexwertigen Funktionen auf X zu einem C-Vektorraum. Es gilt dim(Vyx) =

| X|; eine Basis bilden beispielsweise die charakteristischen Funktionen

1, falls 2’ =z,

w: X — C, " Sy =
f * : {0, falls 2’ # .

Konstruktion 8.2.9. Es sei G x X — X eine Operation einer endlichen Gruppe
G auf einer endlichen Menge X. Dann Vx zu einem G-Modul durch

GxVx — Vx, (9- @) = flg~'- =)

Die zugehorige Darstellung ox : G — GL(Vx) nennt man die durch die Operation
G x X — X definierte Permutationsdarstellung.
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Satz 8.2.10. FEs sei G x X — X eine Operation einer endlichen Gruppe G auf
einer endlichen Menge X. Dann ist der Charakter xx: G — C der zugehdorigen
Permutationsdarstellung ox : G — GL(Vx) gegeben durch

xx(g) = HreX;g-ax=ua}

Beweis. Es sei g € G gegeben. Wir wollen die darstellende Matrix von ox(g)
beziiglich einer Basis aus charakteristischen Funktionen bestimmen. Fiir die cha-
rakteristische Funktion f, eines Punktes z € X gilt:

(g- fz)(xl) = fz(g_l '55/) = 5(:E,g_1 'zl) = d(g- z,z/) = fgm(zl)-
Das bedeutet g - fz = fg... Wir bezeichnen nun mit x,...,z, € X diejenigen
Punkte, sodass g - z; = x; gilt und y1,...,ys € X diejenigen Punkte, die g-y; # y;
erfiillen. Dann haben wir eine disjunkte Zerlegung
X = {z1,...,z.} U {y1,.-.,ys}

Mit den zugehéorigen charakteristischen Funktionen f;, und f, . erhalten wir dann
eine Basis B = (foy,- -+, for, fyrs- -+, fy.) fiilr Vx. Wie oben gesehen, gilt stets

glezfgmlzfmla gfy]:fgyjzfykv k#]
Damit sehen wir, dass die darstellende Matrix von ox (g) beziiglich der Basis B die
folgende Blockdiagonalgestalt besitzt. Genauer gilt

E. 0
MEexto) = (5 4)
mit einer (s x s)-Matrix A. Wegen g - f,. = f,, mit k& # j verschwinden alle
Diagonaleintriige der Matrix A. Damit erhalten wir
xx(9) = Spur(Mg(ex(9)) = r = [{z€ X; g-a =}
O

Definition 8.2.11. Es sei G eine endliche Gruppe. Die reguldre Darstellung von
G ist die Permutationsdarstellung og: G — GL(Vg) der Operation

GxG = G, h-g := hg.

Satz 8.2.12. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann ist der Charakter xg der re-
guliren Darstellung oc: G — GL(Vg) gegeben durch

(9) = |G| falls g = eq,
Xalgr = 0 falls g # eq.

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Folgerung aus Satz 8.2.10: Das neutrale Ele-
ment leistet e - g = ¢ fiir alle g € G, und fiir jedes von eg verschiedene h € G hat
man h - g # g fiir alle g € G. O
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Aufgaben zu Abschnitt 8.2.

Aufgabe 8.2.13. Zeige: Fiir jede eindimensionale Darstellung o gilt x,(g) = 0(g). Ins-
besondere ist x, ein Gruppenhomomorphismus.

Aufgabe 8.2.14. Die symmetrische Gruppe S, operiert auf der Menge X,, = {1,...,n}
durch o -i = o(i). Betrachte V;, := Vx, und die zugehérige Permutationsdarstellung
on: G — Aut(Vy,). Zeige: Fiir jedes o € Sy, gilt

ME(en(0)) = Ao,
wobei die Basis B = (fi,..., fn) von V,, aus den charakteristischen Funktionen f; zu

i € X, besteht und die Matrix Ao = (€5(1); - - - €0(n)) Wie in Aufgabe 7.3.19 definiert ist.
Zeige weiter: Die Matrixdarstellungen o — M2 (0,(c)) und o — A, sind édquivalent.

Aufgabe 8.2.15. Bestimme explizit die Charaktere der Permutationsdarstellungen
von Sz und Si. Hinweis: Zur Bestimmung eines Charakters geniigt es, ihn auf je einem
Element pro Konjugationsklasse auszuwerten; siche Satz 8.2.5.
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8.3. Orthogonalitéitsrelationen.

Erinnerung 8.3.1. Es sei G eine Gruppe. Die Konjugationsklasse eines Elements
g € G ist die Teilmenge

{hgh™; he G} C G.
Es bezeichne C(G) die Menge aller Konjugationsklassen von G. Dann haben wir
eine surjektive Abbildung

m: G = C(Q), g ~ {hgh™';h € G}.

Definition 8.3.2. Es sei G eine endliche Gruppe. Eine Klassenfunktion auf G ist
eine Abbildung f: G — C mit f(hgh™') = f(g) fiir alle g, h € G. Die Menge aller
Klassenfunktionen auf G bezeichnen wir mit CF(G).

Bemerkung 8.3.3. Es sei p: G — Aut(V) eine Darstellung einer endlichen Grup-
pe G auf einem endlichdimensionalen C-Vektorraum V. Dann ist der Charakter
Xo: G — C, g — Spur(g) eine Klassenfunktion auf G; siehe Satz 8.2.5.

Bemerkung 8.3.4. Durch punktweise definierte Addition und Skalarmultiplikati-
on gewinnt man die C-Vektorrdume
Abb(C(G),C), CF(G) <c Abb(G,C).

Mit der kanonischen Abbildung 7: G — C(G) erhalten wir einen Vektorraumiso-
morphismus

Abb(C(G),C)) — CF(G), [+ for
Insbesondere ist die Dimension von CF(G) gleich der Anzahl der Konjugationsklas-
sen in G:

dim(CF(G)) = dim(Abb(C(G),C)) = |C(G)|.
Konstruktion 8.3.5. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann erhélt man ein hermi-
tesches Skalarprodukt auf CF(G) durch

/ 1 / TN
() = @Zf(mf(g)-

geG

Satz 8.3.6. Es seien G eine endliche Gruppe, V., W endlichdimensionale kompleze
Vektorraume und o: G — Aut(V') sowie 0: G — Aut(W) irreduzible Darstellungen.
Dann gilt:

1, falls o ~ o,

0, sonst.

<X<Ta XQ> = {

Lemma 8.3.7. Es seien G eine endliche Gruppe und V' ein eindlicimensionaler
komplexer G-Modul. Dann ist

1
PV =V v»—)—gg-v
Gl 7=

eine lineare Abbildung mit P(V) = V¢ und P|yc = idye. Insbesondere hat man
die Zerlegung V = V& @ Kern(P).

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass tatsichlich P(v) € V¢ fiir jedes v € V gilt. Fiir
h € G erhdlt man

1 1 1
h-Pw) = h- @ng :@Zhgm:@ng:P(v).

geG geG geG

Weiter ist P offensichtlich linear und auf V¢ ist P die Identit#it. Damit ergibt sich
P(V)=V%und V = V%@ Kern(P). O
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Beweis von Satz 8.3.6. Das Skalarprodukt der Charaktere zu den Darstellungen o
und o ist gegeben durch

<XG’;XQ |G| ZXU Xg |G| ZXT

geG geG

mit dem Charakter x,: G — C, g — X,(9)Xs(g) der durch p und ¢ induzierten
Darstellung 7: G — GL(Hom(V, W)); siehe Satz 8.2.7. Wir erhalten

1 .
(Xos Xo) |G| Z Spur(r = Spur 1€l ZT(g) = dim(Hom(V, W)%).
geG

Die letzte Gleichung ergibt sich mit Lemma 8.3.7 angewandt auf den G-Modul
Hom(V,W). Satz 7.4.12 liefert

Hom(V, W) = Homg(V,W).
Aussagen iiber den Vektorraum Home (V, W) aller G-Modulhomomorphismen gibt
das Lemma von Schur Auskunft. Damit erhalten wir
1, falls o ~ o,

(Xo» Xp) = dim(Homg(V,W)) = {
0, sonst.

Definition 8.3.8. Es sei G eine endliche Gruppe.

(i) Mit Q(G) bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen irreduzibler
endlichdimensionaler komplexer Darstellungen von G.
(if) Fiir jedes w € Q(G) fixieren wir eine irreduzible endlichdimensionale kom-
plexe Darstellungen g,,: G — Aut(V,,) aus w.
(iii) Wir schreiben x,,: G — C fiir den Charakter von g,,: G — Aut(V,,), wobei
w € Q(G). Wir sprechen auch von dem irreduziblen Charakter x.,.

Beispiel 8.3.9. Wir betrachten die Gruppe G = Z/nZ % ... x Z/n,Z. Dann ist
jede irreduzible Darstellung von G eindimensional und haben wir eine Bijektion

EW,, x...xEW,, — Q(G),
(CyeeesGr) =[0Gt R ) = (G- G-

Bemerkung 8.3.10. Es sei G eine endliche Gruppe. Fiir je zwei Aquivalenzklassen
w1, ws € Q(G) haben wir

W1 = W2 <= Qw; ™~ Ouwsy-
Mit Satz 8.3.6 ergibt sich
15 W1 = w2,
0, w1 # wa.

Folglich ist Familie (x,; w € Q(G)) linear unabhéngig im Vektorraum CF(G) der
Klassenfunktionen. Es folgt

QG)] < dim(CF(G)) = |C(G)].

<Xw17Xw2> - {

Satz 8.3.11. Es seien G eine endliche Gruppe, V ein endlichdimensionaler G-
Modul und o: G — Aut(V') die zugehirige Darstellung. Dann hat man einen Iso-
morphismus von G-Moduln

V o~ @ V(vaXg

we(G)
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Beweis. Nach dem Satz von Maschke ist der G-Modul V' halbeinfach. Man hat also
eine direkte Zerlegung
V = ide...eoV

mit einfachen G-Untermoduln V; C V. Bezeichnen wir mit g;: G — Aut(V;) die
zugehorigen Darstellungen, so hat man entsprechend

Xe = Xo1 +---+Xo,-
Jedes der V; ist isomorph zu einem V,, mit w € Q(G). Wir miissen nun zu gegebenem
w € Q die Anzahl s,, der ¢; mit g; ~ w bestimmen. Nach Satz 8.3.6 gilt

8w = (XwsXer) T+ T (Xes Xor) = (Xews Xo)-
O

Definition 8.3.12. Es seien G eine endliche Gruppe und ¢: G — Aut(V) eine
Darstellung auf einem endlichdimensionalen C-Vektoraum V. Man nennt

vV o~ @ Vugxw,xw
weQ(G)
aus Satz 8.3.11 die isotypische Zerlegung des G-Moduls V'; dabei heifit (., x,) die
Vielfachheit, auch Multiplizitat der isotypischen Komponente V,, in V.

Folgerung 8.3.13. Es sei G eine endliche Gruppe. Fiir je zwei endlichimensionale
komplexe Darstellungen o: G — Aut(V) und ¢o': G — Aut(V'), gilt

Q/NQ <~ Xo = Xo-

Beweis. Falls o' ~ p gilt, so liefert Satz 8.2.4 die Gleichheit der zugehérigen Cha-
raktere. Gilt x, = X,, so0 besitzen die G-Moduln V' und V dieselbe isotypische
Zerlegung und sind daher isomorph zueinander. (]

Erinnerung 8.3.14. Es sei G eine endliche Gruppe. Der Vektorraum Vg =
Abb(G, C) aller komplexwertigen Funktionen auf G wird zu einem G-Modul durch

(h-f)(g) = f(h™'g).
Die zugehorige Darstellung og: G — Aut(Ve) nennt man die requlire Darstellung
von G auf Vg. Fiir die charakteristischen Funktionen f; zu g € G haben wir.

(h-f)(d) = fo(h™'g) = d(g,h7g") = 6(hg,q') = fug(9)
Das bedeutet h - f; = frg. Die regulére Darstellung permutiert also die charakteri-
stischen Funktionen. Der Charakter con g¢ ist gegeben durch

(@) = |G|, falls g = eq,
Xalgr = 0, falls g # eq.

Satz 8.3.15. Es sei G eine endliche Gruppe. Betrachte die regqulire Darstellung
oc: G — Aut(Vg) aus 8.2.11.

(i) Fiir jede Darstellung o: G — Aut(V) auf einem endlichdimensionalen
komplexen Vektorraum gilt

(XorXa) = dim(V).

(ii) Die isotypische Zerlegung der reguliren Darstellung o : G — Aut(Vg) ist
gegeben durch

Vo = @ Vjim(Vw)_
weQ(G)
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(iii) Fir die Ordnung von G und die Dimensionen der einfachen G-Moduln V,
ergibt sich

|G| = xcleq) = Z dim(V,)xw(eq) = Z dim(V,)?.

we(G) weN(G)

Beweis. Aussage (i) ergibt sich direkt aus Satz 8.2.12 und der Definition des Ska-
larproduktes:

(o xc) = égezgxg(g)m(g) - relec)xalea)
1 . .
= @Spur(ldv)|G| = dim(V').

Aussage (ii) folgt direkt aus Aussage (i) mit (xw,xq) = dim(V,,). Aussage (iii)
ergibt sich aus Aussage (ii) mit

X¢ = Z dim(V,)Xw, Xw(eg) = dim(V,,).
weQ(G)
0

Satz 8.3.16. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann bilden die Charaktere x.,, wobei
w € Q(G), eine Orthonormalbasis des Vektorraumes CF(G) der Klassenfunktionen.

Lemma 8.3.17. Es seien G eine endliche Gruppe, V ein endlichdimensionaler
komplexer G-Modul und o: G — C eine Klassenfunktion. Wir betrachten

Poa:V =V, v > alg)gv,
geG

wobei 0: G — Aut(V) die zum G-Modul V' gehdorige Darstellung bezeichnet. Dann
15t .o €in G-Modulhomomorphismus und seine Spur ist gegeben durch

Spur(¢g.a) = |Gl{xe @)

Beweis. Offensichtlich ist ¢,  eine lineare Abbildung. Fiir jedes h € G und jedes
v € V haben wir zudem

poalh-v) = Y alg)g-h-v = Y alhgh T hgh™ - h-v
geG geG
= Za(g)hg~v = h~Za(g)g~v = h-@alv).
geG geG

Somit ist ¢, ein G-Modulhomomorphismus. Die Formel fiir die Spur ldsst sich
ebenfalls direkt verifizieren:

Spur(pea) = Spur [ > a(g)e(g) > alg)Spur(e(g))

geG geG

Z@Xg(g) = {(Xeo» ).

geG
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Beweis von Satz 8.3.16. Nach Satz 8.3.6 ist die Familie B := (x.; w € Q(G)) eine
Orthonormalbasis fiir den Untervektorraum
U := Lin(B) C CF(G).
Wegen CF(G) = U @ Ut geniigt es zu zeigen, dass das orthogonale Komplement
U+ trivial ist. Dazu sei eine Klassenfunktion o € U+ gegeben. Dann gilt
(Xw,a) = 0 fiir alle w € Q(G).

Wir betrachten nun eine irreduzible Darstellung o € w € Q(G) und den G-
Modulhomomorphismus

YotV =V, UHZ@gv
geG
aus Lemma 8.3.17. Nach dem Lemma von Schur haben wir ¢, o = A-idy mit einem
A € C. Mit Lemma 8.3.17 erhalten wir
Adim(V) = Spur(pg,a) = [Gl(xe; @) = [G|(xw,) = 0.
Das bedeutet A = 0 und somit ¢, = 0. Ist o = 01 @ ... ® o, eine direkte Summe
irreduzibler Darstellungen p; € w € Q(G), so erhalten wir

Poa(v) = Z@g'v = Z a(g)g-vi+. JFZ 9) g vr

geG geG geG

= Por,a(V1) ...+ ©p,.a(vr) = 0
fiir jedes Element v = vy + ... 4+ v, des zugehorigen G-Moduls V =V, @& ... V.
Das bedeutet ¢, o = 0.

Insbesondere gilt ¢, ,o = 0 fiir die regulire Darstellung og: G — Aut(Vg). Fiir
die charakteristische Funktion f., € Vi des neutralen Elements eq € G ergibt sich

0 = Yoo.alfes) = ng'fec = Z@fg-

geG geG
Da die charakteristischen Funktionen f,, wobei g € G eine Basis fiir Vz bilden,
folgt a(g) = 0 und somit a(g) = 0 fiir alle g € G. Das bedeutet o = 0. O

Folgerung 8.3.18. Fiir jede endliche Gruppe G ist |QUG)| die Anzahl der Konju-
gationsklassen von G. Insbesondere besitzt G genauso viele irreduzible Charaktere
wie Konjugationsklassen.
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Aufgaben zu Abschnitt 8.3.
Aufgabe 8.3.19. Beweise die Aussagen aus Bemerkung 8.3.4 und Konstruktion 8.3.5.

Aufgabe 8.3.20. Es sei G = S3. Betrachte die Permutationsdarstellung von G sowie den
zugehorigen Charakter dieser Darstellung. Ist diese Darstellung irreduzibel? Bestimme die
isotypische Zerlegung des zugehorigen G-Moduls.

Aufgabe 8.3.21. Betrachte die regulidren Darstellungen fiir G = Z/2Z x Z/2Z und
G = 7Z/AZ und bestimme die isotypische Zerlegung der zugehorigen G-Moduln.

Aufgabe 8.3.22. Es sei p: G — GL(V) eine Darstellung von G mit o = Y |_ nso
fiir irreduzible Darstellungen g;: G — GL(V;). Dann gilt fiir jede irreduzible Darstellung

o: G — GL(W):
n; falls o ~ 0;
(Xos Xo) = :

0  sonst

Aufgabe 8.3.23. Jeder Charakter ist Linerakombination von irreduziblen Cahrakteren

X = Zmixz' und es gilt (x,x) = me
i=1

i=1
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