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Einleitung

Ich verzichte bewuft darauf, den Kurs mit einer Einfithrung in Aussagenlogik und
grundlegende Begriffe iiber Mengen und Abbildungen zu beginnen, wie das etwa im
Vorlesungsskript [BBKS12] oder in den meisten Biichern zur Mathematik (sinn-
vollerweise) gemacht wird. Stattdessen werde ich in der Vorlesung die entsprechen-
den Begriffe erldutern, wenn sie erstmals verwendet werden, und im Skript wird es
hin und wieder Fufinoten oder Bemerkungen mit kurzen Erlauterungen geben. Der
Einstieg mit Aussagenlogik und Grundbegriffen ist zwar der strukturiertere (und
deshalb bricht es mir als Mathematiker das Herz, ihn nicht zu gehen), aber ich
sehe die Aufgabe des Vorkurses nicht so sehr darin eine strukturierte vollstéindige
Einfiihrung in die Mathematik zu geben (das sollen die anschlieBende Vorlesungen
des ersten Semesters tun). Vielmehr mochte ich den Kurs nutzen, um einige Aspekte
der Mathematik zu thematisieren, die entweder von der Schule her bekannt sind,
aber nun von einem héheren Standpunkt aus betrachtet werden miissen, oder auch
neu sind, aber vielleicht im ersten Semester in Vorlesungen bereits benttigt werden,
bevor sie in den Mathematikvorlesungen angesprochen wurden. Ich hoffe, dafl die-
jenigen, die nach der Schule eine lingere Zeit mathematikabstinent gelebt haben,
damit wieder an die Mathematik herangefiihrt werden, und dafl alle eine gewisse
Vertrautheit mit der Sprache, die die Mathematik verwendet, erlangen. Ich werde
dabei immer wieder versuchen, auch bei bekannten Sachverhalten oder Verfahren
fiir Probleme zu sensibilisieren, die bei der Herausbildung der Begriffe zu beachten

warerm.

Ich empfehle im {ibrigen jedem, die ersten Seiten des Vorlesungsskriptes [BBKS12]
oder den Anhang A zur Aussagenlogik zu lesen. Ersteres kostet nicht mehr als eine
halbe Stunde Zeit, letzteres etwas mehr. Und auch wenn man anfangs vielleicht nicht
wirklich sieht, wozu dieser formale Kram nétig ist, letztlich hilft es, eine exakte und
saubere Ausdrucksweise zu pragen, die im weiteren Verlauf der Mathematikveran-
staltungen des Studiums unabdingbar ist.

Bei der Vorbereitung der vorliegenden Vorlesungsausarbeitung habe ich neben den
Vorlesungsskripten [BBKS12] und [Mar11] vor allem das Buch [AHK"08] ver-
wendet. Es gibt eine sehr ausfiihrliche, versténdliche Einfithrung in alle relevanten
Bereiche der Mathematik mit vielen motivierenden, ausfiihrlich behandelten Anwen-
dungsbeispielen aus sehr unterschiedlichen Wissenschaftsbereichen. Die Graphiken
in der vorliegenden Ausarbeitung stammen groflenteils aus dem Vorlesungsskript
[Dec10] von Wolfram Decker.
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KAPITEL 1

Zahlbereiche

In diesem Kapitel werden zunéchst die aus der Schule bekannten Zahlbereiche der
natiirlichen, der ganzen, der rationalen und der reellen Zahlen von einem etwas
héheren Standpunkt aus betrachtet. Dabei werden viele Eigenschaften, die wohlbe-
kannt sind, nochmals systematisch zusammen gestellt und nidher beleuchtet. Danach
werden wir den Zahlbereich der komplexen Zahlen einfiihren, der fiir Anwendungen
insbesondere in der Elektrotechnik und der Physik wichtig ist und der meist aus der
Schule nicht bekannt ist.

§ 1 Die natiirlichen, die ganzen, die rationalen und die reellen Zahlen

Wir werden in diesem Abschnitt zunéchst die aus der Schule bekannten Zahlbe-
reiche in Erinnerung rufen und ihre wichtigsten Rechenregeln und Eigenschaften

zusammenstellen.

Definition 1.1
Wir setzen die folgenden Zahlbereiche als bekannt voraus.

a. Die Menge
N:={1,2,3,4,5,6,...}
heifit die Menge der natiirlichen Zahlen.!
b. Die Menge
Z:={..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,...}
heifit die Menge der ganzen Zahlen.

c. Die Menge
Q= {% ) a,beZ,b;«éO}
heifit die Menge der rationalen Zahlen.
d. Die Menge der reellen Zahlen ist die Menge

R := die Menge aller Dezimalzahlen

:{ +a_pna_(n_1)... 0o, 010203 . .. ’ a; €4{0,1,...,9} fir alle i,n > O}
:{i > ai-107 | a; €{0,1,...,9} fiir alle z’,nzo}.

LOft werden Mathematiker die Zahl 0 als eine natiirliche Zahl ansehen, d.h. N = {0,1,2,3,...}.

Verwendet jemand das Symbol IN, mufl man sich also stets vergewissern, was er damit meint!

3



4 I. ZAHLBEREICHE

Bemerkung 1.2
Man beachte, daf die Darstellung einer rationalen Zahl als Bruch bzw. einer reellen
Zahl als Dezimalzahl nicht eindeutig ist!

a. Zwei rationale Zahlen £ und ¢ sind genau dann gleich, wenn

a-d=b-c
gilt. Z.B.:

1 2 -4

2 4 -8

Man kann die Darstellung eindeutig machen, indem man fiir 7 fordert, daf a
und b teilerfremd sind und dafl b positiv ist. Das soll uns aber nicht weiter
beschéftigen. Wir kénnen mit der Uneindeutigkeit gut leben.

b. Die einzige Uneindeutigkeit bei Dezimalbriichen besteht darin, dal man “9-
Periode” aufrunden darf, ohne dafl die Zahl sich &ndert. D.h. es gilt stets

0999999 . .. = ... (ax + 1)000000. . .,
wenn a, € {0,1,...,8} gilt. Z.B.
2,35999999 ... = 2,3600000. ...

§ 2 Wichtige Rechenregeln und Eigenschaften der reellen Zahlen

Von der Schule her kennen wir fiir die reellen Zahlen vier Grundrechenarten:

e die Addition,
e die Subtraktion,
e die Multiplikation und

e die Division.

In der Mathematik hat es sich als sinnvoll erwiesen, nur die beiden Operationen
Addition und Multiplikation als eigenstdndige Operationen zu betrachten, und die
anderen beiden als Addition bzw. Multiplikation mit geeigneten anderen Zahlen auf-

zufassen. Dadurch reduziert sich die Anzahl an Rechenregeln, die man sich merken
mufl, erheblich!

Satz 2.1 (Die Korperaxiome der reellen Zahlen)
Auf der Menge R der reellen Zahlen sind zwei Operationen definiert, die Addition
+ und die Multiplikation -.

a. Fir die Addition gelten die folgenden Aziome:
(A1) Das Assoziativgesetz der Addition: fir alle x,y,z € R gilt:

(r4+y)+z2=z+ (y+2).
(A2) Das Kommutativgesetz der Addition: fir alle z,y € R gilt:

T+Yy=y-+x.
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(A3) Die Zahl 0 ist ein neutrales Element der Addition, d.h. fir jedes x € R
gilt
O+x=x+0=u=x.
(A4) Zu jeder Zahl x € R gibt es ihr Negatives —x € R mit der Figenschaft
r+(—x)=(—x)+2=0.

b. Fir die Multiplikation gelten die folgenden Axiome:
(M1) Das Assoziativgesetz der Multiplikation: fir alle x,y,z € R gilt:

(-y)-2=2-(y-2).
(M2) Das Kommutativgesetz der Multiplikation: fir alle x,y € R gilt:
rToy=y-c.
(M3) Die Zahl 1 ist ein neutrales Element der Multiplikation, d.h. fir jedes

x € R gilt
l-z=2-1=ux.

(M4)  Zu jeder Zahl 0 # x € R gibt es ihr Inverses x™* = = € R mit der

Figenschaft

1 1

r-x =x  -x=1.

c. (DG) Fir die Addition und die Multiplikation gelten die Distributivgesetze,
d.h. fiir alle x,y,z € R gelten

r-(y+z2)=z-y+x-z

und
(y+z)z=y-x+z
Bemerkung 2.2 (Korperaxiome)
Bevor wir weitere Rechenregeln betrachten, sind einige Anmerkungen zu den obigen

Koérperaxiomen angebracht.

a. Aus der Schule sind die Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze meist
schon mit diesen Namen bekannt. Thre Aussagen sind fiir uns so selbstverstand-
lich geworden, daf} sie kaum mehr der Erwidhnung wert scheinen:

Assoziativgesetze: Wir diirfen beim Addieren bzw. beim Multiplizieren
Klammern umsetzen oder auch einfach weglassen.

Kommutativgesetze: Wir diirfen beim Addieren bzw. beim Multiplizie-
ren die Reihenfolge der Summanden bzw. der Faktoren vertauschen.

Distributivgesetze: Sie regeln, wie sich Multiplikation und Addition zu-
einander verhalten, man sagt auch, sie regeln, was beim Auflosen der

Klammern passiert.

b. Die Aussagen zur 0 und 1 als neutralen Elementen der Addition bzw. der
Multiplikation scheinen auf den ersten Blick génzlich iiberfliissig; sagen sie doch

nur, dafl die beiden nichts tun. Aber gerade die Tatsache, daf} es solche Zahlen
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gibt, die bei der Operation nichts &ndern, ist fiir das Arbeiten mit den reellen
Zahlen von enormer Bedeutung. — Die Einfithrung der Zahl 0 durch die Araber
zéhlt zu einer der ganz groflen Leistungen in der Mathematik des Mittelalters,

ohne die viele weitere Entwicklungen schlicht unmoglich gewesen wéren!

c. Das Axiom (A4) dient dazu, die Subtraktion einer Zahl z einzufithren als Ad-
dition mit einer geeigneten anderen Zahl —z, ihrem Negativen. Alle Gesetze,
die wir im folgenden fiir die Addition formulieren, gelten damit automatisch
analog fiir die Subtraktion. — Man beachte, daf§ das Negative einer Zahl x
dadurch charakterisiert wird, da§ die Addition zu = den Wert 0 ergibt! Schon
diese Charakterisierung ist nur moglich, weil wir die schone Zahl 0 haben, die
nichts tut.

d. Das Axiom (M4) dient analog dazu, die Division einer Zahl x einzufiihren
als Multiplikation mit einer geeigneten anderen Zahl 2!, ihrem Inversen. Alle
Gesetze, die wir im folgenden fiir die Multiplikation formulieren, gelten damit
automatisch wieder analog fiir die Division. — Man beachte, dafl das Inverse
einer Zahl x wieder dadurch charakterisiert wird, daf§ die Multiplikation mit x
den Wert 1 ergibt! Wir verwenden hier also zur Charakterisierung die Existenz
der Zahl, die bei der Multiplikation nichts tut.

e. Man beachte auch, dafl wir die Existenz eines Inversen der Multiplikation nicht
fiir die Zahl 0 fordern, was der Erfahrung entspricht, dafl man durch 0 nicht
dividieren darf. Machen wir uns an dieser Stelle doch die Miihe, zu beweisen,
daB 0 nur dann ein Inverses der Multiplikation besitzen konnte, wenn 0 die

einzige reelle Zahl ware. Weshalb ist das so?

Behauptung: Besiifie 0 ein Inverses 071, so wire 0 die einzige reelle Zahl.

Beweis: 2 Wir nehmen also an, daf 0 ein Inverses 0~! € R besitzt mit der
Eigenschaft

0-07'=1. (1)

Sei nun x € R eine beliebige reelle Zahl. Wir wollen zeigen, dafl z = 0 gilt.
Dazu zeigen wir zunéchst, daf fiir jede reelle Zahl y € R auf alle Fille

0-y=0 (2)

2Man beachte, daf8 alle SchluBfolgerungen im Beweis korrekt sind, dafl die Aussage, 0 sei
die einzige reelle Zahl, aber dennoch falsch ist. Das liegt daran, dafl die Voraussetzung, mit der
wir starten, bereits falsch ist. — In der formalen Sprache des Anhangs A sind “X: 0 besitzt ein
Inverses” und “Y: 0 ist die einzige reelle Zahl” zwei falsche Aussagen. Das tut der Tatsache, dafl
die Implikation X = Y trotzdem richtig ist, keinen Abbruch. Siehe dazu auch Seite 134f.
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gelten muB.?

0-y+0 204010y Z0.y+0-y (3)

Addieren wir auf beiden Seiten das Negative der Zahl 0 - y, so erhalten wir

020+0 (= (0-9)+0-y) +0
0+ 0y +0)F =09+ (0-y+0-y)
0 +0-9)+0-y Eo+0.g D0y

Damit ist die Aussage (2) gezeigt. und wir kénnen sie ausnutzen, um unser
eigentliches Ziel x = 0 herzuleiten:

w3

1-x = (0-0_1)-x@

0-2Z0.

Notation 2.3
a. Sind z,y,z € R mit z # 0, so schreiben wir statt x 4+ (—y) in aller Regel z —y,
und statt x - 2~! schreiben wir oft £. AuBerdem schreiben wir statt z - y meist

nur zy.

b. Wir fiithren fiir eine natiirliche Zahl n € IN und eine reelle Zahl z € R die

Potenzschreibweise

e —

n—mal

ein, und wir ergénzen diese um die Festlegungen

20 =1
und
1 1 1
T M= — ==
xn X x
———
n—mal

Bemerkung 2.4 (Zahlbereichserweiterungen)

a. Eine Menge mit zwei Operationen, so dafi die oben aufgefithrten Axiome (Al-
4), (M1-4) und (DG) in Satz 2.1 erfiillt sind, nennt man in der Mathematik
einen Korper.

In diesem Sinne ist die Menge @ der rationalen Zahlen ein Korper, denn fiir Q
sind alle Axiome in Satz 2.1 erfiillt.

b. Auch die Menge Z der ganzen Zahlen mit ihrer Addition und Multiplikation
erfiilllt die meisten der Axiome in Satz 2.1 — lediglich das Axiom (M4), das
Inverse beziiglich der Multiplikation verlangt, ist fiir die meisten ganzen Zahlen

3Das ist uns zwar aus der Schulmathematik als Rechenregel wohlbekannt, aber wir wollen uns
einmal die Miithe machen, zu zeigen, daf} sich diese bekannte Tatsache auch ohne weiteres aus den

wenigen oben angefiihrten Axiomen herleiten 1:8t.
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nicht erfiillt. Um genau zu sein, nur die ganzen Zahlen 1 und —1 besitzen in Z
multiplikative Inverse, namlich jeweils sich selbst.

c. Bei der Menge IN der natiirlichen Zahlen sieht es schon erheblich schlechter
aus. Beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation sind nur die Gesetze
(A1-2), (M1-3) und (DG) erfiillt.

d. In der Schule lernt man zunéchst die natiirlichen Zahlen kennen, da man mit
ihnen als Kind im Alltag in ganz natiirlicher Weise zwecks Zéhlens vertraut
wird.

Das Manko, keine negativen Zahlen zur Verfiigung zu haben und somit nicht
beliebig subtrahieren zu konnen, fithrt letztlich zur Erweiterung des Zahlbe-
griffs in Form der ganzen Zahlen, die man auch recht friih in der Schule kennen
lernt.

Die Notwendigkeit, Dinge auf mehrere Personen aufzuteilen, auch wenn dies
nicht in ganzen Einheiten moglich ist, d.h. das Problem, nicht jede ganze Zahl
durch jede andere ganze Zahl (ungleich Null) teilen zu kénnen, fithrt dann in
natiirlicher Weise zur Erweiterung des Zahlbegriffs auf die rationalen Zahlen.*
Weshalb die rationalen Zahlen nicht ausreichen, ist vielleicht nicht mehr ganz
so einfach einzusehen. Wie wir bereits erwédhnt haben, sind alle géngigen Ope-
rationen mit den rationalen Zahlen durchfithrbar.® Dennoch war schon in der
Antike bekannt, dafl es Zahlen geben muf3, die als Langen vorkommen und nicht
rational sind: die Diagonale eines Quadrates mit Seitenldnge 1 hat nach Pytha-
goras die Lange v/2 und man kann zeigen, dafl das Quadrat keiner rationalen
Zahl 2 sein kann. Das erklirt das Bediirfnis, weshalb man den Zahlbereich der
rationalen Zahlen noch einmal erweitern méchte. Es erkléart aber nicht, weshalb
und wie man dazu nun gerade auf die reellen Zahlen kommt. Es hat deshalb
auch bis ins 19. Jahrhundert gedauert, die reellen Zahlen sauber einzufiihren
und zu charakterisieren. Fiir die Entwicklung der Analysis war dies ein grofler
Schritt und von fundamentaler Bedeutung. — Es ist von daher verstiandlich,

4Die rationalen Zahlen sind in gewisser Weise sehr typisch fiir das Vorgehen der Mathematiker.
Wir wollen die ganze Zahl x durch y teilen und das geht nicht, sprich, y ist kein Teiler von z. Wie
16st der Mathematiker das Problem? Er gibt dem Ergebnis einfach einen Namen: % Auf den
ersten Blick ist man damit keinen Schritt weiter. Wer eine Losung in Z gesucht hat, hat diese
immer noch nicht. Er hat erst mal nur einen Namen fiir sein Problem. — Aber das ist nur die
halbe Wahrheit. Denn der Mathematiker fithrt nicht nur die neuen Namen ein, er erklart auch, wie
man mit ihnen rechnet! Und damit ist etwas Neues, sehr interessantes erschaffen, von dem sich im
Fall der rationalen Zahlen auch herausgestellt hat, dafl es sehr niitzlich ist, was nicht notwendig

immer so sein muf}; wenn ein Mathematiker ein Problem 16st, indem er ihm einen Namen gibt.
SWenn man ehrlich ist, verwendet man fiir Rechnungen im Alltag ohnehin keine reellen Zahlen,

die nicht rational sind, da man von Dezimalzahlen stets nur endlich viele Nachkommastellen zum
Rechnen verwendet.
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wenn einige der im folgenden betrachteten Konzepte, die fiir die Charakte-
risierung und Anwendung der reellen Zahlen notwendig sind, ein wenig Zeit

benétigen, um wirklich verstanden zu werden.

Betrachten wir die Menge K = {0,1} der reellen Zahlen 0 und 1 mit der
iiblichen Multiplikation und &dndern wir die iibliche Addition nur dadurch ab,
dafl wir definieren

1+1:=0.
Die Addition und Multiplikation der Zahlen in K kann man kompakt in den
folgenden Tabellen darstellen:

+ 101 101
0101 01/01]0
1]1]0 1701
Man kann nun nachrechnen (sieche Aufgabe 2.24), dafl die Menge K mit der

angegebenen Addition und Multiplikation wieder den Koérperaxiomen (A1-4),
(M1-4) und (DG) in Satz 2.1 geniigt. Wir haben also ein weiteres Beispiel fiir
einen Korper kennengelernt — einen Korper, der in Anwendungen vor allem fiir
die Informatik wichtig ist und in natiirlicher Weise bei der Binérzahldarstellung
der reellen Zahlen ins Spiel kommt.

Alle Eigenschaften der reellen Zahlen, die allein aus den Axiomen (A1-4), (M1-
4) und (DG) abgeleitet werden konnen, gelten automatisch auch fiir K mit den

neuen Operationen!

Wir wollen nun einige Rechenregeln sammeln, die in jedem Korper und damit auch

in den reellen Zahlen gelten.

Lemma 2.5 (Rechenregeln in R)

Es seien x,y,z € R, u,v € R\ {0} und n,m € Z.

Kiirzungsregel der Addition

r+y=r+z — yYy==z.

Kiirzungsregel der Multiplikation

ry=x-zundr#0 — y==z.

Minus mal Minus = Plus

—(~2) = und (~2) - (~y) = - y.

R ist nullteilerfrei

r-y=0 < x=0 odery=0.

Multiplikation mat O

Doppeltes Invertieren tut nichts

(x_l)_1 = fiir x #0.

Addition von Briichen

x T-UV+Y-U
T y_zToutyw

u v u-v
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x x
Multiplikation von Briichen | — - y_2¥
U v uU-v

Potenzgesetze " g™ = gvtm,

-yt = (zy)".

Beweis: Wir wollen hier beispielhaft die Kiirzungsregel der Multiplikation beweisen,

indem wir sie aus den Kérperaxiomen herleiten.

Seien also reelle Zahlen z,y, 2z € R mit x # 0 gegeben, so dafi die Bezichung

ry=x-2 (4)
gilt. Dann kénnen wir auf beiden Seiten das Negative von x-y addieren und erhalten
O(ﬁ)x-y—m-y@m-z—x-yw:c)x~(z—y). (5)

Da z nicht Null ist, besitzt x ein Inverses der Multiplikation. Wir kénnen die Glei-

chung nun mit diesem z~! multiplizieren und erhalten:
- G - ( - (M4) (M3)
rh 0= (e (2 —y) = @ha) -y = 1 (rmy) = 2y (6)

Wir haben bereits weiter oben gezeigt, dal das Produkt einer beliebigen Zahl mit
der Zahl 0 wieder 0 ergibt, so dafl wir

A1)

z—yQO (7)

gezeigt haben. Addieren wir nun auf beiden Seiten y, so erhalten wir

A A4 A 7 A
c 0 (g F e ry Doy Dy

]

Aus der Schule kennen wir eine Ordnungsrelation < auf R die es uns erlaubt, je zwei
reelle Zahlen beziiglich ihrer Griffe miteinander zu vergleichen.

Satz 2.6 (Die reellen Zahlen als angeordneter Korper)
Die wohlbekannte Relation < auf R st eine Totalordnung, d.h. sie erfillt folgende

Azxiome:
(01) z <z fir alle x € R.
(02) z <y undy < x impliziert z = y.
(03) z <y undy <z impliziert x < z.
(TO) Fiir je zwei reelle Zahlen x # y gilt entweder x < y oder y < x.

Zudem gelten die folgenden wichtigen Rechenregeln:
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Vertraglichkeit von < mit der Addition r<y = xr+z<y-+z

Vertraglichkeit von < mat der Multiplikation r<yundl<z = z-2 < Y-z

r<yundz<0 = x-2>y-2

1 1
Invertieren dreht die Reihenfolge <<y = 0<—- < —
Y xz
Multiplikation mit —1 dreht die Rethenfolge 0<z <= -—-x<0
Quadratzahlen sind positiv 0£2r = 0<a?
Vertraglichkeit mit dem Potenzieren 0<zr<yundnelN — 0<z"<y"

Bemerkung 2.7
a. Die Aussagen der Axiome (O1-3) und (TO) sind wieder so selbstverstandlich,

daf} sie kaum der Rede wert erscheinen. Aber das tduscht. Diese wenigen Eigen-
schaften sind es, die man braucht, um sich die reellen Zahlen als hintereinander
aufgereiht denken zu diirfen — wobei das Bild mit Vorsicht zu verwenden ist.
Denn auch wenn ich zu zwei gegebenen reellen Zahlen sagen kann, welche zu-
erst in dieser Aufreihung kommt, so kann ich doch zu einer gegebenen Zahl
nicht die ndchste in der Reihe angeben. Die gibt es nicht, was wir weiter unten
noch mal aufgreifen werden!

Es hat sich eingebiirgert, die reellen Zahlen mit den Punkten auf einer Geraden

zu identifizieren, der sogenannten Zahlengeraden.

L L L L L L
) 0 V2 ™ 0 5,893

ABBILDUNG 1. Die Zahlengerade

b. Da die Zahlbereiche der natiirlichen Zahlen IN, der ganzen Zahlen Z und der
rationalen Zahlen @ als Teilmengen von R aufgefafit werden kénnen, gelten die

Rechenregeln aus Satz 2.6 auch in diesen.

c. Einen Korper mit einer Relation, die den Axiomen(O1-3) und (TO) sowie den
ersten beiden Rechenregeln in Satz 2.6 geniigt, nennt man einen angeordneten
Koérper. In diesem Sinne ist auch die Menge @ der rationalen Zahlen ein ange-
ordneter Korper. In Aufgabe 2.24 wird ein Beispiel eines Kérpers betrachtet,

der nicht in diesem Sinne angeordnet werden kann.

Bemerkung 2.8 (Rationale und irrationale Zahlen)
Wenn man die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden auftrégt, so fiillen sie auf

den ersten Blick schon einen erheblichen Teil der Zahlengeraden aus und es scheint
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erstaunlich, dafi sie iiberhaupt noch Platz fiir andere Zahlen iibriglassen sollen. Denn

zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen z = § < § = y liegt immer noch eine

weitere rationale Zahl, egal wie dicht x und y schon beieinander liegen:

r+y ad+be

< <.
TS 2%d Y
L 2 L 2 L 2
T+
T Ty Y

ABBILDUNG 2. Zwischen zwei rationale Zahlen pafit immer noch eine dritte.

Dennoch wissen wir, da8 es reelle Zahlen gibt, die nicht rational sind, wie v/2. Diese
Zahlen nennt man irrational, und es stellt sich die Frage, ob es mehr rationale oder
mehr irrationale Zahlen gibt. Um das gleich vorweg zu nehmen, von beiden gibt es

unendlich viele. Was soll in dem Zusammenhang also mehr oder weniger bedeuten?

Dazu listen wir die rationalen Zahlen zunéchst wie folgt auf

1 1 1 1
1\ v
-1 i _r _1 _1

2 3 4 5
2/2/(2\/2 2

3 4 5
A
5 2 L2 2 2
2 3 4 5

und laufen sie dann wie angedeutet entlang der Pfeile ab. Dabei sammeln wir jede
rationale Zahl, die mehrfach vorkommt, nur bei ihrem ersten Auftreten auf. Auf
diese Weise konnen wir die rationalen Zahlen abzdihlen wie die natiirlichen Zahlen
— man nennt das Verfahren das Cantorsche Diagonalverfahren.

Wir wollen nun zeigen, dafl man die reellen Zahlen nicht abzdhlen kann, woraus
dann folgt, daB es erheblich mehr irrationale Zahlen geben muf} als rationale. —
Man sagt, Q ist abzdhlbar unendlich und R ist tiberabzdihlbar unendlich.

Um die Behauptung zu zeigen, nehmen wir ihr Gegenteil an und fithren das zum
Widerspruch, d.h. wir nehmen an, wir konnten die reellen Zahlen abzéhlen als R =

SInteressanterweise konnen wir beliebig viele rationale Zahlen konkret als Dezimalzahl hin-
schreiben, aber es ist unmoglich eine einzige irrationale Zahl als Dezimalzahl vollstdndig hin-
zuschreiben, da sie alle unendlich viele Nachkommastellen haben und nie periodisch sind. Wir
charakterisieren sie in aller Regel nur durch ihre Eigenschaften: v/2 ist die irrationale Zahl, deren

Quadrat 2 ist; 7 ist die irrationale Zahl, die wir als Flacheninhalt des Einheitskreises erhalten.
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{1, 9,3, 24, ...}. Wir schreiben dann x; als Dezimalzahl:

1 = Q1,—py; AaA1,—py+1 --- A10, A11 A12 Q13
Ty = G2, —ny, A2 —_py4+1 ... A20, A21 «A22 Q23
T3 = 0G3,-—p3 AaA3,—nz+1 --- aA30, A31 G32 433

Dann setzen wir x := 0,aj1aa33--- € R, d. h. x ist diejenige Zahl, die in obiger
Aufzéhlung durch die unterstrichenen Diagonalelemente gegeben ist. Nun &ndern
wir jede der Ziffern von z ab (etwa b; = 1, falls a;; = 0 und b; = 0 sonst) und
erhalten eine Zahl

y = 0,b11022033 - - - € R,

mit a;; # b;; fiir alle ¢ € IN. Nach Annahme gibt es einen Index ¢ mit x; = y, also

a;; = by, im Widerspruch zur Konstruktion von y. O

Wir haben in der Bemerkung oben im Prinzip gezeigt, daf die Zahlbereichserweite-
rung von @ nach R ein sehr grofler Schritt war — wéhrend die Erweiterungen von IN
nach Z und von Z nach @ vergleichsweise klein waren. Es stellt sich die Frage, woran
das liegt und ob das notwendig war, sprich, ob man nicht mehr dazu genommen hat,
als man iiberhaupt braucht. Nein, wir haben nur gerade soviel dazugenommen, wie
notig ist, um Analysis betreiben zu kénnen, und die Ursache, daf§ dafiir eine derart
grofie Erweiterung nétig war, liegt im Supremumsaxiom (siehe Satz 2.11) — aber

dazu miissen wir zunéchst ein paar Begriffe einfiihren.

Definition 2.9 (Supremum und Infimum)
Es sei ) # A C R eine nicht-leere Menge reeller Zahlen.

a. Wir nennen s € R eine obere Schranke von A, falls x < s fiir alle x € A gilt.
b. Wir nennen A nach oben beschrdnkt, falls A eine obere Schranke besitzt.

c. Wir nennen s € R das Supremum von A, falls s eine obere Schranke von A ist
und es keine kleinere obere Schranke von A gibt, d.h. wenn s die kleinste obere
Schranke fiir A ist. Das Supremum ist offenbar eindeutig bestimmt, wenn es
existiert, und wir bezeichnen es dann mit sup(A).

d. Wir nennen s € R das Mazimum von A, wenn s € A und z < s fiir alle x € A
gilt. Wenn das Maximum von A existiert, ist es zugleich das Supremum von A

und wir bezeichnen es dann mit max(A).

Analog definiert man die Begrifte untere Schranke, nach unten beschrdinkt, Minimum
von A (min(A)) und Infimum als grofite untere Schranke (inf(A)).

Beispiel 2.10
a. Betrachten wir die reellen Zahlen mit ihrer iiblichen Ordnung und die Menge
A={x e R |0 <z <1}, sosind die Zahlen 1, 2, 7 und 597, 3 obere Schranken
von A. Die Zahl 1 = sup(A) = max(A) ist dabei die kleinste obere Schranke,
also das Supremum von A, das zugleich ein Maximum ist. Analog ist die Zahl
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0 = inf(A) die kleinste untere Schranke von A, also das Infimum von A, das

aber kein Minimum ist.

b. Die Menge
{r€Q|z>0und2* <2}

ist nach oben beschrankt und ihr Supremum in R ist v/2. In Q besitzt die
Menge hingegen kein Supremum, da es keine kleinste rationale Zahl gibt, die
grofer als die irrationale Zahl v/2 ist.

Der angeordnete Korper der reellen Zahlen zeichnet sich gegeniiber dem angeord-
neten Korper der rationalen Zahlen nun durch die folgende zusétzliche Eigenschaft
aus, die, wie wir gesehen haben, in den rationalen Zahlen so nicht gilt.

Satz 2.11 (Das Supremumsaxiom der reellen Zahlen)

Jede nicht-leere, nach oben beschrdinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.

Bemerkung 2.12 (Axiomatische Charakerisierung von R)

Die reellen Zahlen sind der einzige angeordnete Korper, der das Supremumsaxiom
erfiillt. D.h. insbesondere, wenn man die rationalen Zahlen so erweitern will, dafl
das Supremumsaxiom erfiillt ist, hat man nur eine einzige Wahl, ndmlich die Dezi-
malzahlen.

Eine sehr wichtige Konsequenz des Supremumsaxioms ist die Existenz von n-ten
Wurzeln in R. Diese erschliefit sich aus der Dezimalzahldarstellung nicht so ohne
weiteres, obwohl wir dies in der Schule sicher nie hinterfragt haben.

Korollar 2.13 (Existenz von n-ten Wurzeln)
Zu jeder reellen Zahl v € R mit x > 0 und jeder natiirlichen Zahl n € N mit n > 2
gibt es genau eine reelle Zahl a € R mit a > 0 und a™ = x.

‘ . ‘ ‘ o 1
Wir nennen diese Zahl die n-te Wurzel aus x und bezeichnen sie mit {/x oder xn.

Bemerkung 2.14
Fiir eine rationale Zahl ¢ = 7> mit n,m € Z und m # 0 sowie fiir eine nicht-negative
reelle Zahl x € R definieren wir

n 1
2l =xm = Yan = (™)™ .

Die Potenzgesetze aus Lemma 2.5 gelten dann auch fiir rationale Exponenten, sofern

die Basis nicht-negativ ist.

Eine weitere wichtige Operation auf den reellen Zahlen ist der Absolutbetrag.

Definition 2.15 (Absolutbetrag)
Fiir eine reelle Zahl x € R definieren wir den Betrag oder Absolutbetrag von x durch

2] 1= x, fallsx >0,
T ] -2, fallsz <0.

Fiir das Rechnen mit dem Absolutbetrag gelten die folgenden Rechenregeln.
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Lemma 2.16 (Eigenschaften des Betrages)
Es seien x,y € R.

Der Betrag ist multiplikativ. |z y| = |z|- |yl
Dreiecksungleichung |z +y| <|z|+ |yl
Definitheit des Betrags lz| =0 <= x=0.
Wurzeln sind stets nicht-negativ! Va2 = |z|.
|z = — 2| > 0.

Beweis: Wir wollen hier nur die Dreiecksungleichung beweisen.

Seien dazu zwei reelle Zahlen =,y € R gegeben. Aus der Definition des Betrages
folgt unmittelbar, dafl z < |z| und y < |y|, und damit gilt dann auch

vy < o[+ yl
Analog gilt —x < | — 2| = |z| und —y < | — y| = |y| und damit auch

—(z+y)=(—2)+ (—y) <[z + |yl

Wegen
r+y, fallsx+y >0,
[z +y| =
—(x+vy) fallsz+y <0,
haben wir die Dreiecksungleichung gezeigt. O]

Die wichtigsten Teilmengen von R fiir die Analysis sind die Intervalle.

Definition 2.17 (Intervalle)

Es seien a,b € R. Wir nennen eine Menge der Form
la,b] ={reR|a<xz<b}
ein abgeschlossenes Intervall, eine Menge der Form
(a,b) :={r€eR|a<z<b}
ein offenes Intervall und Mengen der Form
la,b) :={zeR|a<z<b}
bzw.
(a,b] ={x eR|a<z<b}
halboffene Intervalle. Mengen der Form
l[a,00) :={z € R |a <z},
(a,00) :={zxeR|a<uz},
(—o0,a] :={z e R |z <a}l,
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(—o00,a) :={z€eR|z<a}
(—o0,0) :=R
heiflen uneigentliche Intervalle.

Beispiel 2.18
Wegen |z — 2| < 5 genau dann wenn —5 < x — 2 < 5 genau dann wenn —3 < z < 7,
gilt
{zeR||z—2 <5} =(-3,7).
Aufgabe 2.19
Kiirze die folgenden rationalen Zahlen vollsténdig:
4 36 -39 15
8 427 817 —25
Aufgabe 2.20
Ordne die folgenden rationalen Zahlen der Grofle nach an:
9 37 121 178 76
117 45 787 2227 88
Aufgabe 2.21
Berechne die folgenden rationalen Zahlen:
8 9 11 7 18
7y 517

9 11+ 7
2”5 15

Aufgabe 2.22
Es seien 0 # a,b € Z zwei ganze Zahlen. Mit welchen der folgenden Zahlen stimmt
q= % — % fiir jede Wahl von a und b iiberein:

1 . ab t_b—a u_a—b
a—1>b Ca+b oab - ab

Aufgabe 2.23
In einem elektrischen Netzwerk gilt fiir den Widerstand R zweier hintereinander
geschalteter Widerstande R; und Rj (siehe Abbildung 3)

R =R + R;.

ABBILDUNG 3. Hintereinander geschaltete Widerstdnde R = Ry + Rs

Analog gilt fiir den Widerstand R zweier parallel geschalteter Widersténde R; und

R, (siehe Abbildung 4)
1 1 1

i) Rl—l—E.

Gib eine Formel fiir den Widerstand R der Schaltung in Abbildung 5 in Form eines
Bruches an.
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Ry
Ry
ABBILDUNG 4. Parallel geschaltete Widersténde }% = % + R%
7]
7]

ABBILDUNG 5. Berechne den Gesamtwiderstand der Schaltung.

Aufgabe 2.24

Rechne nach, daf die Menge K = {0, 1} mit der in den folgenden Tabellen definierten
Addition und Multiplikation ein Korper ist, d.h. den Axiomen (A1-4), (M1-4) und
(DG) in Satz 2.1 geniigt:

+01 101
0101 010]0
110 1(0]|1

Zeige auflerdem, dafl K kein angeordneter Kérper im Sinne von Bemerkung 2.7 sein
kann, d.h. es gibt keine Anordnung der Zahlen 0 und 1 so, daf§ K den Rechenregeln
in Satz 2.6 geniigt.

Aufgabe 2.25
Schreibe die Menge

A={zeR||z-2/>0und [z — 1| <10}

als Vereinigung von Intervallen.

Aufgabe 2.26
Finde eine obere und eine untere Schranke fiir die Menge

durch Abschétzen des Betrags

Aufgabe 2.27
Bestimme Supremum, Infimum, Maximum und Minimum (sofern sie existieren) der

folgenden Mengen:
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a. A={zeR||lz-3]>1}n{zeR|a?<16}.
b B={n+2 | nen}.

c. €={m
Aufgabe 2.28
Seien A, B C R Teilmengen, so daf sup(A) und sup(B) existieren. Wir setzen

m,nE]N}.

A+B:={a+bla€ Abe B}.
Begriinde, weshalb sup(A + B) existiert und sup(A + B) = sup(A) + sup(B) gilt.

Aufgabe 2.29 (R ist archimedisch angeordnet.)
Zeige, fiir je zwei reelle Zahlen z,y € R mit 0 < x < y gibt es eine natiirliche Zahl
n € N, sodaB y < n-x gilt.

Aufgabe 2.30
Zeige, fiir jede positive reelle Zahl 0 < € € R gibt es eine natiirliche Zahl n, so dafl

1
0< —<e.
n

Aufgabe 2.31 (Q liegt dicht in R.)
Zeige, zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt eine rationale.

Aufgabe 2.32
Wo liegt der Fehler beim folgenden Beweis fiir die Aussage 1 = 27

r:=1und y:=2

= r+y=3 | - (z—vy)

= 22 —y?* =3z -3y | + (y* — 3x)

= 2?2 -3 =19y*-3y |+ 2

— 2 -3z+9=y*—3y+2? | Binomischer Lehrsatz
Dm0 Iy

= T-5=y- ) | +3

= r= | Einsetzen von z =1,y = 2
— 1=2

Aufgabe 2.33
Wo liegt der Fehler beim folgenden Beweis fiir die Aussage 1 = 27
r:=1 | -z
=z | —1
-l1l=x-1 | 3. Binomische Formel
|z —1)

r+1=1 | Einsetzen von z =1

el
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Aufgabe 2.34

Zeige, zwei positive reelle Zahlen x,y € (0, 0c0) erfiillen stets die Ungleichung
)
y T

Fiir welche Werte von « und y gilt die Gleichheit?

§ 3 Die natiirlichen Zahlen und die vollstéindige Induktion

Nachdem wir uns ausfiihrlich mit den reellen Zahlen beschéftigt haben, kommen wir
auf eine zentrale Eigenschaft der natiirlichen Zahlen zu sprechen, aus der sich ein

wichtiges Beweisprinzip ableitet.

Bemerkung 3.1 (Prinzip der vollstandigen Induktion)
Die folgende Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist uns wohl vertraut:

Addiert man zur Zahl 1 sukzessive die Zahl 1, so erhédlt man nach und

nach alle natiirlichen Zahlen.

Man nennt sie das Prinzip der vollstindigen Induktion.

Man kann diese Eigenschaft der natiirlichen Zahlen oft dann als Beweistechnik ein-

setzen,

e wenn man eine Aussage A beweisen will, die von einer natiirlichen Zahl n
abhéngt, und
e wenn man zudem diese Aussage fiir eine beliebige Wahl von n > 1 zeigen will.

Die Abhéngigkeit der Aussage A von der natiirlichen Zahl n driickt man dann
dadurch aus, dafl man sie als Index anhéngt, sprich A,, statt nur A schreibt. Ein
typisches Beispiel fiir eine solche Aussage wire

3

A, : eine Zahl der Form n® —n ist durch 6 teilbar

wobei hier n € IN irgend eine natiirliche Zahl sein darf. Will man diese Aussage A,
nun fiir jedes n > 1 zeigen, so zeigt man sie zunéchst fiir die Zahl 1 selbst” und zeigt
dann, wenn sie fiir eine feste Zahl n bereits gilt,® gilt sie auch fiir die nachfolgende
Zahl n + 1.° Die oben beschriebene Eigenschaft der natiirlichen Zahlen erlaubt es
uns dann, ausgehend von der Korrektheit von A; auf die von A, zu schliefen, dann
auf die von Az und so fortfahrend auf die Korrektheit der Aussage A, fiir jede

natiirliche Zahl n.

Wir formulieren das Prinzip der vollstdndigen Induktion als Beweisprinzip noch

einmal etwas kompakter.

"Dies nennt man den Induktionsanfang.
8 Anzunehmen, daf sie fiir n gilt, nennt man die Induktionsvoraussetzung.

9Dies nennt man den Induktionsschritt.
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Satz 3.2 (Prinzip der vollstdndigen Induktion)

Es gelte eine Aussage A,, fir die natirliche Zahln =1 (Induktionsanfang), aufer-
dem sei folgendes richtig: gilt die Aussage fir einn > 1 (Induktionsvoraussetzung),
so gilt sie auch fir n+1 (Induktionsschlul). Dann gilt die Aussage fiir alle natirli-
chen Zahlen n. a

Wendet man diese Beweistechnik an und sind die Aussagen mit n induziert, so sagt

man auch, man fithre den Beweis durch Induktion nach n.

Beispiel 3.3
Die Zahl n® — n ist fiir jedes n € IN durch 6 teilbar.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion und formulieren dazu
zundchst unsere Aussageform A,,:

A, : Es gibt ein k € Z mit n® —n =6-k.

Induktionsanfang n =1: 1> —1=0=6-0. Also ist .A; wahr.

Induktionsvoraussetzung: Wir setzen voraus, dafl A, wahr ist, d.h. es gibt
ein k€ Nmitn> —n==6-k.

Induktionsschritt: n — n + 1: Man beachte, dafl eine der beiden Zahlen n oder
n + 1 gerade sein muf, und dafl deshalb die Zahl n - (n + 1) gerade ist. Es gibt
also eine natiirliche Zahl I € N mit n- (n+ 1) = 2-{. Damit erhalten wir dann

n+1)P-m+1)=0*-n)+3-n-(n+1)=6k+6l=6-(k+1).
Wir haben also gezeigt, dal A, 1 wahr ist.

Aus dem Prinzip der vollstandigen Induktion 3.2 folgern wir dann, daf§ A4, wahr ist
fiir alle n € IN; das heiit, dal n® — n stets durch 6 teilbar ist. O

Bemerkung 3.4 (Varianten der vollstdndigen Induktion)

a. Alternativer Induktionsanfang:
Statt n = 1 als Induktionsanfang zu wéhlen, kann eine beliebige ganze Zahl
ng € 7 als Induktionsanfang dienen. Man erhéilt dann, dal A, wahr ist fiir
alle n > ng. Denn, man erhélt alle ganzen Zahlen n > ng, indem man zu ng

sukzessive 1 addiert.

b. Alternative Induktionsvoraussetzung:
Im Induktionsschritt schlieen wir von A, auf A, 1, d.h. wir setzen nur A,
als richtig voraus und schliefen daraus die Korrektheit von A, ;. Stattdes-
sen konnen wir auch A, fiir & = ng,...,n als richtig voraussetzen und auf
A,+1 schlieen (wobei A,,, der Induktionsanfang sein soll). Das ist manchmal

hilfreich.
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Beispiel 3.5 (Gau$)
Die Summe der natiirlichen Zahlen bis zu einer gegebenen Zahl n ist

N n-(n+1)
2 b=
k=1

Man beweist die Aussage durch Induktion nach n, wobei sie fiir n = 1 offenbar

richtig ist. Nehmen wir nun an, daf§ sie fiir n gilt, so folgt

- < man-(n+1) _(n+1)-(n+2)
;k—;k%—(n—l—l)—T%—(nﬂLl)— 5 .

Also gilt die Aussage fiir alle n € IN nach dem Prinzip der vollstéindigen Induktion.

Eine schone Anwendung des Prinzips der vollstéindigen Induktion ist der Beweis des
binomischen Lehrsatzes. Um ihn formulieren zu kénnen benétigen wir die Begriffe
Fakultdt und Binomaialkoeffizient sowie eine einfache Rechenregel fiir Binomialkoef-
fizienten, die im Pascalschen Dreieck ausgedriickt werden kann.

Definition 3.6 (Fakultit)

Fiir eine ganze Zahl n > 0 definieren wir die Fakultdt durch

falls n > 1, und durch 0! := 1.

Fiir nicht-negative ganze Zahlen k,n > 0 erklaren wir den Binomialkoeffizienten von
n iiber k durch

n\ n! n-n—1)-...-(n—k+1)
(k)'_(n—k)!-k!_ k-(k—1)-...-1 ’

falls 0 < k < n, und durch (Z) := 0 sonst.

Die folgende Rechenregel fiir Binomialkoeffizienten ergibt sich unmittelbar aus der

Definition, wenn man die unterschiedlichen Félle geschickt unterscheidet.

Lemma 3.7 (Pascalsche Gleichung)

Es seien n, k > 0 nicht-negative ganze Zahlen. Dann gilt

() =) ()

Satz 3.8 (Binomischer Lehrsatz)
Es seien v,y € R und 0 < n € Z, so gilt

(x+y)" = Zn: (Z) eyt

k=0

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.
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Induktionsanfang: n = 0: Nach Definition gilt

0
(x+y)U:1:1~1~1:Z<2)~xk~y0k.

Induktionsschluf3: n +— n + 1: Es gilt

(+y)" =@+y)" - (@+y) =@+y" r+(@+y" -y

I
8
3
Jr
—
+
o 3
M
=) —
YR
> 3
N~
8
E
_l’_
—
<
7
>
+
(]
N
> 3
N——
8
B
<
3
£
|
ol
+
<
3
£

k=1
n+1
— +1 k n+1l—k
()
k=0
Die Aussage folgt damit aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion. O

Bemerkung 3.9 (Pascalsches Dreieck)
Man ordnet die Binomialkoeffizienten gerne in der folgenden Form an, die als Pas-

calsches Dreieck bekannt ist:

Berechnet man die Werte der Binomialkoeffizienten, erhélt man die folgende Gestalt:

0. Zeile: 1

1. Zeile: 1 1

2. Zeile: 1 2 1

3. Zeile: 1 3 3 1

4. Zeile: 1 4 6 4 1
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Aufgrund von Lemma 3.7 kann man die Eintrdge der n + 1-ten Zeile aus den Ein-
tragen der n-ten Zeile berechnen. Graphisch im Pascalschen Dreieck nimmt die Pro-

position folgende Gestalt an:
(i) + (%)

n+1
(")
D.h. die Summe zweier benachbarter Eintriage der n-ten Zeile liefert den mittig unter

ihnen stehenden Eintrag der n + 1-ten Zeile.

Aufgrund des binomischen Lehrsatzes sind die Eintréige der n-ten Zeile des Pascal-
schen Dreiecks genau die Koeffizienten, die wir erhalten, wenn wir (z + y)" aus-
schreiben. Z.B.

(z+yP=1-22+3 2% +3 29°+1-9°
Aufgabe 3.10 (Endliche geometrische Reihe)
Zeige durch Induktion nach n, fiir 1 # z € R und n > 0 gilt stets

n 1 — n+1
St
1—xz
k=0
Aufgabe 3.11 (Bernoullische Ungleichung)
Zeige durch Induktion nach n, fiir x € R mit x > —1 und 0 < n € Z gilt stets
(14+x2)">14n-z.

Aufgabe 3.12
Zeige durch Induktion nach n die Formel

ikg_ n?-(n+1)>2
=1 4

Aufgabe 3.13
Zeige, dafl alle Zahlen der Form n?® + 5n fiir n € IN durch 6 teilbar sind.

Aufgabe 3.14
Beweise die Pascalsche Gleichung in Lemma 3.7 durch direktes Nachrechnen.

Aufgabe 3.15
Begriinde, weshalb die folgende Gleichung fiir alle n € IN richtig ist:

kz:(—n’f- (Z) —0.

§ 4 Die komplexen Zahlen

Wir haben oben kurz angedeutet, wie die fehlende Méglichkeit, ein Problem in einem
vertrauten Zahlbereich zu 16sen, durch Erweiterung des Zahlbereichs gelost werden

kann:
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e beliebige Subtraktionen fithren von IN zu Z;
e beliebige Divisionen fithren von Z zu Q;

e Wurzeln aus positiven Zahlen inspirieren die Erweiterung von Q auf R.

Aber gerade die Motivation zur letzten Erweiterung macht uns auch schon wieder
unzufrieden mit R. Weshalb sollen wir nur Wurzeln aus positiven Zahlen ziehen
kénnen?

Aus Satz 2.6 wissen wir, dafi Quadratzahlen in R stets nicht-negativ sind. Eine
Gleichung etwa der Form

z?=—1
kann mithin in R keine Losung haben, oder anders formuliert, die Zahl —1 kann
dort keine Quadratwurzel besitzen. Das ist ein neues Problem ... wie wére es also

mit einer neuen Zahlbereichserweiterung, um das Problem zu losen?

Bei den bisherigen Zahlbereichen waren wir stets in der Lage, uns die Zahlen als
Punkte auf der Zahlengeraden vorzustellen. Mit jeder Erweiterung wurde die Zah-
lengerade dabei voller, und unsere Interpretation sagt, daf3 die reellen Zahlen sie
komplett ausfiillen. Wenn wir den Zahlbereich R also erweitern wollen, werden wir
keine Punkte auf der Zahlengeraden hinzunehmen koénnen, das heifit, wir werden
nicht mit einer Dimension auskommen. Da liegt es doch vielleicht nahe, von der
Zahlengeraden zur Zahlenebene iiberzugehen. Seit René Descartes kennen wir die
kartesischen Koordinaten und wissen, dafl wir Punkte in der Ebene durch Angabe
von zwei Koordinaten (z,y), d.h. durch Angabe von zwei reellen Zahlen x und v,
darstellen konnen. Wir wollen nun also auf der Menge dieser Punkte eine Addition
und eine Multiplikation einfithren, so dafl moéglichst alle vertrauten Rechenregeln,
d.h. die Korperaxiome aus Satz 2.1, gelten. Aulerdem wollen wir unsere bisheri-
gen Zahlbereiche, insbesondere die reellen Zahlen, darin wiederfinden, vorzugsweise
als z-Achse. Dies motiviert die folgende Definition, wobei die Addition als aus der
Schule bekannte Vektoraddition naheliegend ist, die Multiplikation zunéchst aber
vollkommen schleierhaft erscheinen mufl. Will man den Satz beweisen, besteht das
groffte Problem darin, zu einer gegebenen Zahl ungleich 0 ihr Inverses zu finden.
Dazu schaue man sich die Rechenregeln in Lemma 4.9 an.

Satz 4.1 (Der Korper der komplexen Zahlen)
Wir setzen
C:=RxR=R?={(z,y) | 7,y € R}
und definieren fir (x,y), (u,v) € C
(@,y) + (u,v) == (x +u,y+v) €C
sowie
(x,y) - (u,v) := (zu — yv,zv + yu) € C.

Dann erfillt (C,+,-) die Korperaxiome (A1-A4), (M1-M}) sowie (DG) in Satz 2.1,
d.h. (C,+,-) ist ein Korper, mit (0,0) als neutralem Element der Addition und
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(1,0) als neutralem Element der Multiplikation. Wir nennen ihn den Kérper der
komplexen Zahlen.

Bemerkung 4.2 (Rechenregeln in C)
Da sich die Rechenregeln fiir R in Lemma 2.5 unmittelbar aus den Korperaxiomen
ableiten lassen, gelten sie analog auch in C!

Bemerkung 4.3 (R als Teilkorper von C)
Wir identifizieren dann R mit der z-Achse R x {0} = {(z,0) | x € R} und stellen
fest, daB fiir zwei reelle Zahlen (x,0) und (u,0)

(,0) + (u,0) = (x +u,04+0) = (x +u,0)
(,0) - (u,0) =(x-u+0-0,2-04+0-u) = (zu,0)

gilt. D.h. die neue Addition und Multiplikation fiihrt fiir reelle Zahlen zum gewohn-
ten Ergebnis. Man sagt deshalb auch, dal die reellen Zahlen ein Teilkorper von C
sind.

Notation 4.4 (Die Schreibweise x + iy)

Statt einer reellen Zahl x in Zukunft (x,0) zu schreiben, ist uns viel zu umsténdlich,
wie die Notation (z,y) fiir eine komplexe Zahl iiberhaupt recht umstéandlich ist. Wir
suchen eine schonere, leichter zu iiberblickende Notation!

Dazu betrachten wir die komplexe Zahl
i:=(0,1)eC
auf der y-Achse und stellen fest, dafl stets
(0,1)-(y5,0)=(0-y+1-0,0-0+1-y)=(0,y)
gilt und damit

(z,y) = (,0) + (0,y) = (,0) + (0,1) - (y,0).

Dabei sind die Zahlen (x,0) und (y,0) reelle Zahlen, fiir die wir im folgenden der
Einfachheit halber wie bisher x und y schreiben, so dafl wir die obige Gleichung auch

schreiben konnen als
Damit gilt dann
C={r+iy|z,y € R}

Will man eine komplexe Zahl in der Form z = x + ¢y als Punkt in der Zahlenebene

angeben, so mufl man z in die z-Richtung abtragen und y in die y-Richtung.

Bemerkung 4.5 (Die imaginire Einheit 7)
Ein Vorteil der neuen Notation ist, dafl man sich die komplizierte Formel fiir die
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Multiplikation nicht merken muf}, sondern ganz einfach herleiten kann. Dazu stellt
man zunéchst fest, dafl

i =(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,1-04+0-1) = (-1,0) = —1

gilt. Das heifit, i 16st die Gleichung 22 = —1 und ist damit eine Quadratwurzel aus
—1. Da das unsere Ausgangsproblem 16st, kann man sich die Tatsache sicher leicht
merken. Die komplexe Zahl ¢ wird auch die imagindre Einheit genannt.

Fiir zwei beliebige komplexe Zahlen x + iy, u + iv € C erhalten wir damit dann

: .| (DG) o -
(x 4+ 1y) - (u+ ) = "zu+ ziv + iyu + 1yiv

(Az)’:(Mz)xu + i2yv + izv + wyu

(A1) (zu+i*yv) +i - (zv + yu)

=(zu —yv) + i - (zv + yu).

Damit steht die komplizierte Formel fiir die Multiplikation da, und auf einmal liegt
es auch ganz nahe, diesen Ansatz zu machen und zu probieren. Denn allein mit den
beiden Annahmen, dafl die Zahlbereichserweiterung die Zahlenebene sein soll und
dafl der Punkt ¢ = (0,1) eine Quadratwurzel aus —1 werden soll, siecht man aus
obiger Rechnung, dafl man fiir die Multiplikation gar keine andere Wahl hat. Daf}
die Annahmen sinnvoll sind und zum Ziel fiihren, steht dabei natiirlich auf einem

ganz anderen Blatt.

Da C ein Korper ist, gelten in C die Potenzgesetze fiir ganzzahlige Exponenten in
C. Man kann sie aber nicht so ohne weiteres auf Briiche im Exponenten verallge-
meinern! Wiirde dies gehen, so hétten wir

Sl= (1)t = (=) (<DE = (1) (-1)

was offenbar nicht richtig ist! Zwar besitzt die Zahl —1 in C die Quadratwurzel

N

12 =1

?

i, aber diese werden wir nicht mit (—1)2 bezeichnen, da sie den dann erwarteten

Potzengesetzen nicht so ohne weiteres geniigt.

Bemerkung 4.6 (C ist nicht angeordnet.)

Eine besonders gute Eigenschaft der reellen Zahlen ist, daf§ sie ein angeordneter
Korper sind, sprich, dafl wir zwei Zahlen beziiglich ihrer Gréfle vergleichen kénnen
und dafl dabei die Gesetzméafigkeiten in Satz 2.6 gelten. In der Zahlenebene gibt
es im Gegensatz zur Zahlengerade keine natiirliche Art, die Zahlen beziiglich ihrer
Grofe zu vergleichen. Aber es gab ja auch keine natiirlich Art, sie miteinander zu
multiplizieren und wir haben uns dennoch eine sinnvolle Multiplikation einfallen
lassen. Gibt es entsprechend auch eine sinnvolle Ordnungsrelation, so dafi C ein
angeordneter Korper wird? Nein!

Behauptung: Es gibt keine Totalordnung “<” auf C, die C zu einem angeordneten

Koérper macht.
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Beweis: Angenommen, es gibe eine Ordnungsrelation “<” auf C, so daf} die Re-
chenregeln aus Satz 2.6 gelten. Dann mufl entweder 0 < ¢ oder 0 < —¢ gelten, und
somit 0 < i* = —1 oder 0 < (—i)* = —1, was im Widerspruch zu 0 < 1 steht. O

Anders als die Ordnungsrelation 1488t sich der Begriff des Absolutbetrags auf die
komplexen Zahlen verallgemeinern. Er mifit wie in R den Abstand zum Ursprung.
Auf den komplexen Zahlen haben wir aber noch drei weitere wichtige Operationen,
die auf R noch keine Bedeutung hatten, und wir fithren sie alle gemeinsam in der
folgenden Definition ein.

Definition 4.7 (Die komplexe Konjugation)
a. Wir definieren den Absolutbetrag fiir eine komplexe Zahl z = x + iy durch

2] = [o + iyl = /a7 T 4.

Man beachte dabei, dafi 22 +? als nicht-negative reelle Zahl stets eine eindeu-
tige nicht-negative Quadratwurzel besitzt.

b. Wir definieren die komplexe Konjugation einer komplexen Zahl z = x + iy als

Z=x 4+ i=x—1y.
Die Zahl Z heifit dann die zu z konjugierte komplexe Zahl.
c. Fiir eine komplexe Zahl z = x 4 1y heif3t die reelle Zahl
Re(z) ===
der Realteil von z und die reelle Zahl
Im(z) :==y
heifit ihr Imagindrteil.

Bemerkung 4.8

Bei der oben eingefiihrten Definition des Absolutbetrages handelt es sich um den
aus der Schule bekannten euklidischen Abstand des Punktes (z,y) zum Ursprung
(siehe auch Bemerkung 4.12).

AuBerdem beachte man, da8 fiir eine reelle Zahl z stets v22 = |z| gilt. Die neue

Definition ihres Absolutbetrages stimmt also mit der alten iiberein.

Die folgenden Rechenregeln sind bis auf die Dreiecksungleichung sehr einfach nach-
zupriifen. Besonders hilfreich ist dabei die erste Formel zur Berechnung des multi-

plikativen Inversen einer komplexen Zahl.

Lemma 4.9 (Einfache Rechenregeln in C)
Es seien z,w € C zwei komplexe Zahlen.

1 —
o= S fir z#0 | z-z2=|z]?
z [P
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Der Betrag ist multiplikativ. |z - w| = |z] - |wl.
Dreiecksungleichung |z +w| < |z| + |w|.
Definitheit des Betrags 2] =0 <= =z=0.

Die Konjugation ist additiv und multiplikativ. | z +w =24+ w und z-w = Z - .

zZ=1z Z=2 <— z€R
Re(z) = % < |4 m(z) = % < |4
|2 = |7|

Beispiel 4.10
Wir betrachten die komplexe Zahl

r=i—1=—1+i
Dann gilt Re(z) = —1, Im(z) = 1 und Z = —1 — i = —(1 +4). Fiir den Betrag von

z rechnen wir

12| = VRe(2)2 +Im(2)2 = V1+1=+2
und damit erhalten wir das Inverse von z als
1 z —1—1 1 1.
CEET T T ah
Bemerkung 4.11 (Geometrische Deutung der Addition und des Betrags)
Die Addition ist einfach die komponentenweise Addition, also die Addition der Vek-

toren, und die Dreiecksungleichung besagt deshalb im wesentlichen, dafl in einem

Dreieck die Summe der Seitenldngen von zwei Seiten stets eine obere Schranke fiir

die Seitenlédnge der dritten Seite ist.

w—+ z

ABBILDUNG 6. Addition in C als Vektoraddition

Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist nach dem Satz von Pythagoras gerade
die Lange des zugehorigen Vektors (siehe Abbildung 7). Die komplexen Zahlen vom
Betrag 1 sind mithin genau die Punkte auf dem Einheitskreis um den Ursprung.
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z=x+iy=(z,y)

ABBILDUNG 7. Pythagoras: 22 + y? = 12

Bemerkung 4.12 (Polarkoordinaten und die Deutung der Multiplikation)
Zur geometrischen Interpretation der Multiplikation verwenden wir den Absolutbe-

trag r := |z| einer komplexen Zahl z. Fiir z # 0 ist 2’ := é normiert auf Lénge eins,
und es gilt

z=|z|-2 =r-2.
D.h. z ist das Produkt eines Vektors von Linge eins mit einer nicht-negativen reellen
Zahl. Dabei ist 2’ vollstéindig durch den Winkel o € [0,27) bestimmt, den 2z’ mit

der x-Achse einschliefft, namlich

2" = (cos(a),sin(a)) = cos(a) + i - sin(a).

Also ist jede komplexe Zahl z # 0 eindeutig durch ihren Betrag und den Winkel «

bestimmt. Wir nennen
arg(z) == «

das Argument von z und das Paar

(r,a) = (|2], arg(2))

die Polarkoordinaten von z.

: z
i
T o=z
Z/ |Z|
r =7
a = arg(z)
1

ABBILDUNG 8. Polarkoordinaten von z = r - (cos(«) + i - sin(a))
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Aus der Schule sind u.U. die folgenden beiden Additionstheoreme fiir den Sinus und
den Cosinus bekannt:

cos(a + ) = cos(a) - cos(f) — sin(«) - sin(pB) (8)
und
sin(a + ) = cos(«) - sin() + sin(a) - cos(fF). (9)
Betrachten wir zunéchst die Multiplikation von zwei komplexen Zahlen z = cos(a)+
i-sin(a) und w = cos(f) + i - sin(f) vom Betrag 1:
z-w = (cos(a)+i-sin(a)) - (cos(B) + i - sin(f))
= (cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(3)) + i - (cos(e) - sin(B) + sin(c) - cos(B))
() cos(av + B) + i - sin(a + 5).
Die beiden Zahlen werden also multipliziert, indem man die Argumente addiert.

Fiir das Produkt zweier beliebiger komplexer Zahlen z = |z| - (cos(a) + i - sin(«))

und w = |w| - (cos(B) + i - sin(B)) gilt dann analog
z-w=|z| - |w|- (cos(a+ B) +i-sin(a+ 3)),

die Argumente werden addiert und die Betrége multipliziert (siche Abbildung 9).

ABBILDUNG 9. Multiplikation zweier komplexer Zahlen

In Polarkoordinaten konnte man dies schreiben als
(rya)-(s,8) = (r-s,a+p).

Wir wollen nun den folgenden Kapiteln etwas vorgreifen und die trigonometrischen
Funktionen Sinus und Cosinus sowie die Exponentialfunktion verwenden. Zwischen

diesen Funktionen stellt sich der folgende Zusammenhang heraus:
cos(a) + isin(a) = €.

Damit erhélt man fiir die Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl z die

noch kiirzere Darstellung

y = ’Z‘ . ei-arg(z).
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Damit ist es dann auch einfach, zu zeigen, dafl nicht nur die Zahl —1 eine Quadrat-
wurzel besitzt, sondern dafl in der Tat jede komplexe Zahl z beliebige n-te Wurzel
besitzt:

" i-arg(z)

a = |z’ . e n

geniigt der Gleichung

a = z,
wenn 2 <n € N, 0# z € C und {/|z| € R die eindeutig bestimmte positive n-te
Wurzel der reellen Zahl |z| ist; d.h. a ist eine n-te Wurzel aus z.

Beispiel 4.13
\/5 .

Zur Ermittlung von a = arg(z) fiir z = ¢ — 1 betrachten wir die Zahl j = —X2 4 ¥4

S

2

[\

vom Betrag 1, fiir die gilt
ﬁ = cos(a) + isin(a),
z

d.h. cos(a) = —g und sin(«) = ‘/75, also a = 3.
Aufgabe 4.14

Bestimme fiir die folgenden komplexen Zahlen den Realteil, den Imaginéarteil, das
Argument, den Betrag, das komplex Konjugierte und das multiplikative Inverse:

4i (24 2i)7
bzw. =
R (1—1d)?

Aufgabe 4.15

Berechne fiir die komplexen Zahlen z =1 — i und w = 1 + 3i die Zahl
z

w— 22
Aufgabe 4.16
Eine komplexe Zahl 0 # z € C habe das Argument o und den Betrag r.
Bestimme Re(z), Im(z), z, 2~! und 2" fiir n € IN.

Aufgabe 4.17

Skizziere in der komplexen Zahlenebene die Mengen
A={z€C| Re(z) +Im(z) =1}

und
B={zeC|lz—i=|z—-1]}
sowie
C={zeC|lz—i—-1 <2}
Aufgabe 4.18
Bestimme alle komplexen Zahlen, die der Gleichung
z2—=3 z—4+41 —1+2¢

—92.
z—i+ z—1 22— (1+41d) 241

genigen.
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§ 5 Der Fundamentalsatz der Algebra

Bemerkung 5.1 (Polynomfunktionen)
In der Schule untersucht man in der Analysis das Verhalten von Funktionen. Da-
bei sind die Polynomfunktionen eine der wichtigsten, weil einfachsten Klassen von

Funktionen. Sie sind durch Funktionsvorschriften vom Typ
f(@)=an 2" +ap 1 2"+ ... +a -1 +ag

mit bekannten Koeffizienten ag, ay, . . ., a, gegeben, wobei wir deg(f) := n den Grad

der Polynomfunktion nennen, wenn a,, # 0. Z.B.:
f(z) = 2* —4a + 3.

Eine der typischen Fragen, die man dabei untersucht, ist die nach den Nullstellen
der Funktion. In obigem Beispiel wiirde man versuchen, die Gleichung

2 —4r+3=0

zu losen. Solche Gleichungen miissen in R keine Losung besitzen, wie wir fiir das
Beispiel

24+1=0
im Abschnitt iiber die komplexen Zahlen bereits gesehen haben. D.h. die Polynom-

funktion mit der Vorschrift
fl@)=2"+1
hat in R keine Nullstelle. Wir haben im Kapitel iiber die komplexen Zahlen aber

auch gesehen, dafl diese Polynomfunktion in C sehr wohl eine Nullstelle besitzt,

namlich = = ¢. Wie ist das fiir kompliziertere Polynomfunktionen?

Satz 5.2 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jede Polynomfunktion vom Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten hat eine Null-
stelle in C.

Bemerkung 5.3 (Polynomdivision)

Nullstellen einer Polynomfunktion kann man mit dem aus der Schule bekannten Ver-
fahren der Polynomdivision als Linearfaktoren abspalten. Was das bedeutet, zeigen
wir zunéchst am Beispiel f(z) = 2 — 1 mit der Nullstelle z = 1:

(23 —1:(z-1)=2>+2+1.
z3 — 22
22
-
z— 1
z— 1

Die Nullstelle x = 1 148t sich also als Linearfaktor z — 1 abspalten:

f@)y=2>-1=(@x-1)-(®+z+1).
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Allgemein gilt, ist a eine Nullstelle der Polynomfunktion f vom Grad n, so gibt es
eine Polynomfunktion g vom Grad n — 1, so daf

f(x) = (z —a)-g(x)
fiir alle z gilt.

Ist n — 1 mindestens 1, so besitzt auch g nach dem Fundamentalsatz der Algebra
wieder eine Nullstelle, die man als Linearfaktor abspalten kann. Fahrt man in dieser
Weise fort, so kann man die Polynomfunktion f als Produkt von Linearfaktoren
schreiben. Man erhélt damit die folgende allgemeine Aussage des Fundamentalsatzes
der Algebra.

Korollar 5.4 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jede Polynomfunktion vom Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten lifit sich als
Produkt von n Linearfaktoren schreiben.

Bemerkung 5.5
Die Aussage des Fundamentalsatzes ist eine reine Exitenzaussage, d.h. der Satz ga-
rantiert uns, dafl es die Nullstelle gibt. Er sagt uns im konkreten Beispiel iiberhaupt

nichts dariiber aus, wie wir sie finden kénnen!

Das hat seinen guten Grund, es ist i.a. unmoglich, die Nullstellen exakt zu berechnen.

Wir wollen uns die Situation fiir kleine Grade genauer anschauen.

Hat die Polynomfunktion Grad 1, ist also von der Form f(z) = az + b, so ist
xr = —% die einzige Nullstelle von f. In diesem Fall konnen wir die Nullstelle also

exakt angeben.
Hat die Polynomfunktion Grad 2, so ist sie von der Form
f(z)=az®+bx+c
und es gilt:
flx)=0 <= m2+g-x+§:0.
Dieser Gleichung versuchen wir durch quadratische Ergédnzung beizukommen:
S N S S S NN (Hi)Z (£_£>‘
a a a 402  a  4a? 2a a 4a?

Dies konnen wir umformen zu:

+b S
T+ —| = — ——.
2a 4a? «a

Wir brauchen nun nur noch auf beiden Seiten die Quadratwurzeln zu ziehen und

erhalten somit
b b2
n c

und damit

r=——=L1/———. (10)
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Wir miissen also nur noch die Quadratwurzel aus % — £ berechnen und haben
die beiden Nullstellen der Polynomfunktion gefunden. Wie man Quadratwurzeln
berechnet, haben wir aber ganz am Ende von Bemerkung 4.12 gezeigt. Wir sind also
auch hier wieder in der Lage, die Nullstellen exakt auszurechnen. ... Ah, Vorsicht!

Die schone Formel

VRV ERE

verschleiert ein wenig, dafl wir i.a. weder die Quadratwurzel der reellen Zahl |z| noch

das Argument von z exakt bestimmen kénnen!

Schon die Nullstellen von Polynomfunktionen zweiten Grades kann man i.a. nur noch
niaherungsweise bestimmen, und die obige Formel (10) tduscht dariiber ein wenig
hinweg. Nichtsdestotrotz ist die Formel oder besser, die quadratische Ergédnzung als

Methode, die Formel herzuleiten, wichtig und sollte geiibt werden.

Bemerkung 5.6 (Rationale Nullstellen)

Die komplexen Zahlen sind toll, weil Polynomfunktionen stets Nullstellen in C ha-
ben, aber man kann sie in aller Regel halt nicht exakt angeben. In gewisser Weise
sind die rationalen Zahlen besser, was das betrifft. Wenn wir mit einer Polynom-
funktion

f(@) = apa”™ + an12™ '+ a4 ag

starten, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind, so kann man alle Nullstellen bestim-
men, die rationale Zahlen sind. Der allgemeine Algorithmus sprengt den Rahmen
des Vorkurses, aber wenn man Kandidaten fiir eine Nullstelle ¢ = # sucht, sollte
man beachten, dafl b ein Teiler des sogenannten Leitkoeffizienten a,, und a ein Teiler

des konstanten Terms aq sein muf.

Beispiel 5.7 (Rationale Nullstellen)
Wenn die Polynomfunktion f(z) = 22* — 2 + 2z — 1 eine rationale Nullstelle ¢ = ¢
haben soll, so muf} a ein Teiler von 1 und b ein Teiler von 2 sein. Es miifite also

c 1 11 1
=122
in gelten. Die vier Zahlen kann man einfach testen und stellt fest, dafl
1 1 1
NN_9. 2 _Z49.241=
f(3) st gtl=0

gilt, dafl also ¢ = 5 eine Nullstelle von f ist. Spaltet man diese mit Hilfe von

1
2
Polynomdivision ab, so erhilt man

fl@)=(22"+2) - (z—3)=2-("+1)- (z—1).
Die beiden Nullstellen der Polynomfunktion 2%+ 1 kennen wir, so daf8 wir insgesamt
fl@)=2-(x—1i) (z+1i) (z—3)

als Zerlegung von f in Linearfaktoren erhalten.
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Aufgabe 5.8
Zerlege die Polynomfunktion f(x) = z* + 2® + 22 — 4 in Linearfaktoren.
Aufgabe 5.9
Bestimme Real- und Imaginérteil der Losungen der beiden quadratischen Gleichun-
gen
22— diz+42-8i=0
und

242 (1414)-2=1—2i.
Aufgabe 5.10

Zeige, dafl eine Polynomfunktion vom Grad n in C hochstens n verschiedene Null-
stellen haben kann.
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KAPITEL II

Eindimensionale Analysis

§ 6 Motivation

Die Mathematik ist ein wichtiges Hilfsmittel in den Natur-, Ingenieurs- und Wirt-
schaftswissenschaften, um Phénomene der realen Welt zu beschreiben. Eine solche
Beschreibung kann immer nur eine Approximation an die Realitét sein, aber oft sind
die Ndherungen sehr gut. Den Weg von einem realen Phéanomen zu einer mathemati-
schen Beschreibung nennt man Modellbildung, und man spricht dann auch von dem
zugehorigen mathematischen Modell. Ein gutes Modell aufzustellen, ist in aller Re-
gel eine sehr komplexe Angelegenheit, die das griindliche Sammeln und Analysieren
grofler Datenmengen sowie eine gehorige Portion Erfahrung und Intuition benétigt.
Auflerdem wird man das Modell immer wieder auf seine Tauglichkeit {iberpriifen
und ggf. Nachbesserungen vornehmen miissen. Dabei ist zudem zu beachten, dafl
das Modell nicht zu einfach ist, damit es die Realitdt addquat beschreiben kann,
und dafl es auch nicht zu kompliziert ist, weil man sonst nicht mehr damit rechnen

kann. Die beiden Forderungen sind offenbar gegenlaufig.

Beispiel 6.1 (Ein naives Wachstumsmodell)
Wir wollen die Vorgehensweise an einem sehr vereinfachten Beispiel darstellen. Will

man Wachstumsprozesse beschreiben, so gilt zunéchst die einfache Regel:
Je mehr schon da ist, desto mehr kommt noch dazu.
Etwas mathematischer konnte man das Ausdriicken als:
Das Wachstum ist proportional zum Bestand.

Beschreibt der Funktionswert z(¢) den Bestand einer Population zum Zeitpunkt ¢,
so wird das Wachstum, d.h. die Verédnderung der Population, zum Zeitpunkt ¢ durch
die Ableitung @(t) beschrieben. Dafl das Wachstum proportional zum Bestand ist,
bedeutet dann, dal die Funktion x die folgende Gleichung erfiillt:

z(t) = c-z(t), (11)

wobei die Konstante ¢ € R der Proportionalitétsfaktor ist, der beschreibt, wie stark
das Wachstum ist. Damit haben wir unser naives Modell fiir die Beschreibung des
Wachstums einer Population gebildet, die viele Faktoren (wie z.B. Sterblichkeit)
aufler acht 1a8t. Fiir konkrete Anwendungen bliebe noch der Proportionalitdtsfaktor
c zu ermitteln, indem Daten iiber das Wachstum der Population erhoben werden.

37
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Danach ist das Modell fertig und wir stehen vor der Aufgabe, die Funktion x zu

bestimmen.

Mit ziemlicher Sicherheit ist das Wachstumsmodell bereits aus der Schule bekannt,
da es oft verwendet wird, um die Exponentialfunktion zu motivieren, die im wesent-

lichen die einzige Losung fiir das obige Problem ist. Die Funktion
z(t)=a-e

erfiillt die Gleichung (11), wobei @ € R irgendeine Konstante ist. Wenn man den
Populationsbestand zum Zeitpunkt ¢ = 0 kennt, so kann man a bestimmen. Wir
haben also nicht nur das Wachstumsmodell aufgestellt, wir waren auch in der Lage,

es vollstandig zu 16sen.

Da das so schon einfach ging, schauen wir uns noch ein etwas komplizierteres phy-

sikalisches Beispiel an, bei dem auch die komplexen Zahlen ins Spiel kommen.

Beispiel 6.2

Der Funktionswert x(t) soll die Auslenkung einer an einer Feder befestigten Masse
m zum Zeitpunkt ¢ beschreiben. Dann beschreibt die zweite Ableitung i(t) die Be-
schleunigung der Masse zum Zeitpunkt ¢ und die Physik lehrt uns, dafl die Tragheits-
kraft zum Zeitpunkt ¢ dann durch

Masse - Beschleunigung = m - #(t)

gegeben ist. Diese ist aber identisch mit der Riickstellkraft —k-x(t) der Feder, wobei
k die sogenannte Federkonstante ist. Es gilt also die Gleichung

m-i(t) = —k - x(t),

die somit das mathematische Modell fiir die Beschreibung der Auslenkung einer an
einer Feder befestigten Masse m ist.

Um das Modell zu 16sen, betrachten wir der Einfachheit halber nur den Fall m =1
und k£ = 1, so dafl die Gleichung

#(t) = —a(t)

zu 16sen ist. Wir suchen also eine Funktion z, so daf} die zweite Ableitung gerade
das Negative der Funktion z ist, und sehen damit unmittelbar als mogliche Losung
die Funktion

da dann

und somit
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gilt. Die Losung ist auf den ersten Blick wenig befriedigend, aber wenn wir uns an
die bereits in Bemerkung 4.12 postulierte Gleichung

e = cos(t) + i - sin(t)

erinnern, sehen wir, dal auch cos und sin Losungen der Gleichung sein miissen. Das

verwundert wahrscheinlich niemanden sonderlich.

Motivation 6.3
Ich mo6chte die obigen Beispiele zum Anlal nehmen, die verschiedenen Elemente der
Analysis zu motivieren, die wir im folgenden einfithren. Schauen wir uns noch einmal
kurz die Gleichung

z(t) = c- x(t)
an. In der Gleichung kommt die Ableitung der Funktion x an der Stelle ¢ vor. Was
ist das?

In der Schule lernt man die Ableitung einer Funktion an der Stelle ¢ als die Steigung
der Tangente an den Graphen der Funktion an der Stelle ¢ kennen (siche Abbildung
1). Was aber bitteschon ist die Tangente?

)

ABBILDUNG 1. Die Tangente T, , an den Graphen von x im Punkt (¢, z(t))

Die Tangente an den Graphen von z im Punkt (¢,z(t)) ist die Gerade, die den
Graphen der Funktion x im Punkt (¢,z(¢)) berihrt — aber das ist eine Tautologie,
die uns nicht im geringsten weiter hilft, denn was heifit es schon, dafl eine Gerade
einen Graphen berihrt? Will man die Tangente sauber definieren, schaut man sich
stattdessen Sekanten an (siche Abbildung 2), da diese leicht zu definieren sind. Die
Sekante S, ;s von z durch die Punkte (¢, z(¢)) und (s,2(s)) hat die Steigung

x(s) — x(t)

—
und mit Hilfe der Information, dafl sie durch den Punkt (¢, z(t)) geht, kann man die

Geradengleichung dann genau bestimmen, was wir hier aber nicht tun wollen. Die

)

Idee ist nun, dafl die Sekante S, ; s sich der Tangente T, ; annéhert, wenn wir s sehr
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S:c,t,s

ABBILDUNG 2. Die Sekante S, ;s durch die Punkte (¢,2(t)) und (s, z(s))

nahe an t schieben. Man sagt auch, daf§ die Sekantensteigung gegen die Tangen-
tensteigung konvergiert, wenn s gegen t konvergiert. Was genau sollen wir darunter
verstehen? Was heifit anndhern oder konvergieren?

Intuitiv haben wir wahrscheinlich eine Vorstellung davon, was gemeint ist. Die Be-
griffe aber sauber zu fassen, so dafl sie das widerspiegeln, was man meint, und dafl
man zugleich mit ihnen arbeiten kann, war eine der gréfften Herausforderungen der
Analysis. Sie gemeistert zu haben, ist vor allem ein Verdienst von Newton und
Leibniz, auf deren Schultern spétere Generationen die Technik weiterentwickelt und
verfeinert haben bis hin zu der Form, in der sie heute unterrichtet wird. Wenn die
Mathematik so lange dazu gebraucht hat, um die Begriffe und Techniken zu ent-
wickeln, sollte es niemanden allzusehr bedriicken, falls er eine Weile braucht, um mit
ihnen vertraut zu werden. Ich hoffe, daf8 die folgenden Uberlegungen dabei hilfreich

sein werden.

Es gibt zwei grundlegende Mdoglichkeiten, den Konwvergenzbegriff, man sagt auch
den Grenzwertbegriff, einzufithren — kontinuierlich oder diskret. Ich werde mich
in der vorliegenden Ausarbeitung auf den diskreten Weg konzentrieren, da ich ihn
fiir leichter zugénglich halte. Wenn wir uns einer Sache ndhern, tun wir das gerne
schrittweise, und genau das meine ich mit dem Begriff diskret. Allerdings werden
dabei unendlich viele Schritte notig sein, und es ist vollkommen in Ordnung, daf
wir unser Ziel nie erreichen, sondern immer nur naher ran kommen. Dabei fithrt uns

jeder Schritt von einer reellen Zahl zu einer neuen.

Unsere Schritte zdhlen wir ab, beginnend mit 1. Wenn wir unendlich viele Schritte
brauchen, heifit das, dal wir zum Z&ahlen der Schritte alle natiirlichen Zahlen benéti-
gen. Wenn wir die reelle Zahl, die wir im n-ten Schritt erreichen, mit s,, bezeichnen,

so erhalten wir eine sogenannte Folge reeller Zahlen,

81, 82, 83, 54, S5, 56, - - -
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oder in Kurzform
(sn)nEIN-
In unserem Tangenten-/Sekantenbeispiel oben wollen wir zunéchst, dafl s gegen ¢

konvergiert, d.h. wir wollen uns der Zahl ¢ schrittweise annédhern. Wir brauchen also

zunéchst eine Zahlenfolge (s,)en, die sich ¢ ndhert. Zu jedem s, gehort dann eine

Sekantensteigung
n) — X
5 ol =)
S, — 1
so daf} wir eine zweite Zahlenfolge
(Sn)n»E]N

erhalten. Unser Ziel ist es, zu verstehen, welcher Zahl T sich die Folge (S,)nen
ndhert, wenn sich (s,)nen der Zahl ¢ ndhert. T ist dann unser Kandidat fiir die Tan-
gentensteigung. Wenn es uns gelungen ist, 7" auszurechnen, sind wir aber leider noch
nicht fertig. Denn es gibt ja sehr viele Moglichkeiten, sich ¢ schrittweise zu nédheren,
und wir miissen uns fragen, ob sich jeweils die Folge der zugehorigen Sekantenstei-
gungen auch der gleichen Zahl T" ndhert, da wir nur eine Zahl als Tangentensteigung
brauchen konnen. Diese sollte nicht davon abhédngen, wie genau ich mich der Zahl ¢
gendhert habe.

Was sollen uns die letzten Ausfiihrungen sagen?

Wenn wir Begriffe wie die Ableitung einer Funktion verstehen wollen, miissen wir
sehr viele Zahlenfolgen auf ihr Konvergenzverhalten hin untersuchen. Wir sollten in
der Analysis deshalb mit der Einfithrung und Untersuchung des Konvergenzbegriffs

reeller Zahlenfolgen beginnen.

§ 7 Folgen

Wir wollen in diesem Abschnitt Folgen reeller und komplexer Zahlen
betrachten. Deshalb stehe im folgenden K wahlweise fiir den Korper

R der reellen Zahlen oder fiir den Korper C der komplexen Zahlen.

Definition 7.1 (Folgen)
Eine Folge in K ist eine Familie
(an)new = (a1, az, a3, aq, . . .)
von Zahlen in K.1
'Eine Familie von Zahlen in K definiert man formal als Abbildung (sieche Anhang C)
a:IN— K

von den natiirlichen Zahlen IN nach IK. Sie ist eindeutig festgelegt durch ihre Funktionswerte
ap, = a(n) mit n € N. Damit ist die Schreibweise (a,,)nen fiir die Abbildung gerechtfertigt.
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Manchmal ist es angenehmer, eine Folge nicht bei 1 starten zu lassen, sondern bei
einer anderen ganzen Zahl k. Dann schreiben wir fiir die Folge schlicht (a;,),>.

Beispiel 7.2
a. Die einfachsten Folgen sind die konstanten Folgen, bei denen jedes Folgenglied
den gleichen festen Wert ¢ € K hat: (¢),en.

b. Fiir x € K nennen wir (2"),>0 geometrische Folge.

c. Weitere Beispiele fiir Folgen in R:

1 (( 1)n) 1
n), e ’ nelN’ 4n? —36n 481/ '

Bemerkung 7.3 (Konvergenz von Zahlenfolgen)

Was miissen wir von einer Zahlenfolge (a, ),en fordern, um mit Fug und Recht sagen
zu konnen, daf sie sich einer Zahl a nédhert, also gegen a konvergiert?

Es scheint recht natiirlich, zu fordern, daf§ der Abstand zu a mit jedem Schritt kleiner
wird. Auflerdem sollte man sicher fordern, dal der Abstand zu a im Laufe der Zeit
beliebig klein wird, d.h. wenn man nur geniigend wviele Schritte macht, so soll auch

der Abstand jede vorgegebene Schranke unterschreiten.

In der Tat reicht uns die zweite Forderung vollkommen aus. Wir wollen zulassen,
daf} wir zwischendurch auch mal einige Schritte machen, die uns von a noch mal ein

Stiick weit wegfiihren, solange sie uns langfristig nicht zu weit von a wegbringen.?

Ubersetzen wir nun die kursiv gedruckte Bedingung in der Sprache der Mathematik,
so daf} sie leichter iiberpriifbar wird, und wir nicht mehr so vage argumentieren
miissen, wie in der letzten Fufinote.

Der Abstand soll jede Schranke unterschreiten. Wir miissen also eine beliebige
Schranke betrachten. Es hat sich eingebiirgert, diese Schranken mit € zu bezeichnen,
und da sie Abstéinde messen sollen, miissen sie notwendig positiv sein. Wir miissen

also fiir jedes € > 0 etwas iiberpriifen.

2Schauen wir uns die ersten Glieder der Folge (a,)nen = ( in Beispiel 7.2 an:

7 )
2_
4n?—-36n+81 neN

1 1 1
497 Qg = az = 97

Die Werte werden immer grofler, entfernen sich also immer weiter von der Zahl 0. Rechnen wir

a; = as = 1.

weitere Folgenglieder aus,

1 1 1 1 1 1
—_ ar = — ar = — ag = — a = — a = —
97 7 257 8 497 9 817 10 191’ 11 1697

as =1, ag=
so stellen wir fest, dafl diese immer niher bei der Zahl 0 liegen. Eine kurze Uberlegung iiberzeugt
uns davon, daB fiir sehr groe Zahlen n in dem Term 4n? — 36n + 81 der Summand 4n? erheblich
grofer sein wird als die beiden anderen Summanden, dal mithin der Nenner sehr sehr grofi wird
und der Bruch damit sehr sehr nahe an die Zahl 0 kommen mufl. Die Folge steigt also zunéchst an,
nihert sich langfristig aber der Zahl 0. Wir wollen sicher zulassen, daf3 eine solche Folge als gegen

0 konvergent angesehen wird.
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Zu iiberpriifen ist, dafl der Abstand zu a kleiner als € wird, wenn wir nur geniigend
viele Schritte machen, d.h. dafl der Abstand der Folgenglieder a,, zu a kleiner als die
Schranke € wird, wenn n nur hinreichend grof3 ist. Das bedeutet, ab einem hinrei-
chend grofien n muf stets |a,, — a| < ¢ gelten; und ab einem hinreichend grofen n,
heifit, dafl es eine feste Zahl N. geben muf, so dafl die Bedingung fiir alle n > N,
gelten mufl. Der Index € an N, driickt dabei aus, dafl diese hinreichend grofie Zahl,
ab der der Abstand von a, und a kleiner als ¢ wird, von der Schranke £ abhéngt,
und dafl bei verschiedenen Schranken e auch verschiedene N.’s rauskommen.

Diese Uberlegungen formulieren wir in der folgenden Definition in kompakter Form.

Definition 7.4 (Konvergenz und Grenzwert)
Es sei (an)nen eine Folge in K und a € K.

Wir nennen a einen Grenzwert von (a,)nen, wenn fiir jedes € > 0 ein
N. € N existiert, so daf} |a, — a|] < ¢ fir alle n > N..

In diesem Fall sagen wir auch, da8 (a,).ew gegen a konvergiert und schreiben

lim a, = a
n—oo

oder
an, — a.

Wir nennen (a,)nen konvergent, wenn es ein a € K gibt, so dal (a,).en gegen a
konvergiert. Andernfalls nennen wir (a,),en divergent.

Wir nennen eine Folge (a,, )nen in K eine Nullfolge, wenn (a,, )new gegen 0 konvergiert,
d.h. a, — 0.
Beispiel 7.5
a. Die konstante Folge (a,)nen = (¢)nen konvergiert gegen ¢, d.h. lim ¢ = c.
n—oo
Um das zu sehen, wihlen wir fiir eine reelle Zahl ¢ > 0 die natiirliche Zahl
N. =1, so daf} fiir jedes n > N. =1 gilt
la, —c|=lc—c|=0<e.
b. Die Folge (%)n>1 konvergiert gegen 0, d.h. lim % = 0.

n—o0

Denn: sei € > 0 gegeben, so gibt es eine natiirliche Zahl N, so dafi 0 < NLS <e.
Ist nun n > N, so folgt

-
n

1
=—-< < e.
n

1 1
-isw
c. Fiir |z| < 1 kann man mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung und eines ge-
schickten Ansatzes (siche Fufinote 3) zeigen, dafl die geometrische Folge (™),,>0
eine Nullfolge ist.?

3 Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, daf 2 # 0, da die Folge sonst sicher eine Nullfolge

ist.
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Bemerkung 7.6

Wie zeigt man, daf} eine Zahl a nicht Grenzwert einer Folge (ay,)nen ist?

Dazu mufl man die Bedingung in Definition 7.4 negieren. In Anhang A wird erklért,
wie man eine lingere Aussage mit Quantoren negiert. Unter anderem werden dabei

die Quantoren es existiert und fiir alle ausgetauscht. Wir erhalten dabei:

a ist kein Grenzwert von (a,)nen, wenn ein € > 0 existiert, so daf fiir
alle N. € IN ein n > N, existiert, so daf} |a,, — a| > e.

Als Beispiel wollen wir zeigen, dal die Folge (a,)nen = ((—1)”)n o divergent ist,
daf sie also keinen Grenzwert besitzt.

Sei also a € R unser Kandidat fiir den Grenzwert. Wir miissen also ein € > 0 finden,
so daB obige Bedingung erfiillt ist. Ich halte ¢ = % fiir einen guten Kandidaten.
Betrachten wir nun ein beliebiges N. € IN, so gilt wegen der Dreiecksungleichung

2=[(=1)" = (=)™ =lay. — an.41| < lay. —al +la — an.4l.

Also kénnen nicht beide Summanden |ay, — a| und |an.4+1 — a| kleiner als € = 3
sein. Ist der erste der beiden Ausdriicke grofier, wihlen wir n = N, in der obigen
Bedingung, sonst wéhlen wir n = N, + 1. In jedem Fall haben wir gezeigt, dafl die

Zahl a nicht Grenzwert der Folge sein kann.

Bemerkung 7.7

Ist eine Folge (a,)nen in K konvergent, so ist ihr Grenzwert eindeutig bestimmt.

Alles andere wiirde unserer Absicht bei der Bildung des Begriffes widersprechen,
aber das heifit ja noch nicht, dafl unsere Definition das auch hergibt. Dazu bedarf
es eines formalen Beweises (siehe Fufinote 4).4
Sei € > 0 gegeben. Wir betrachten die reelle Zahl
Y= 1 1>0,
||

die positiv ist, da nach Voraussetzung 0 < |z| < 1. Wenn wir N, € IN hinreichend grofl wihlen, so

gilt
<y- 12
N <ve (12)
Ist nun n > N¢, so gilt wegen |z| = ﬁ und der Bernoullischen Ungleichung auch
1 3.11 1 1 1 (12 y-e
2" —0| = |z|" = < < < < =
| =l (I+ym = I4n-y n-y~ Nevy Y

4 Nehmen wir an, eine Folge (an)nen in K besitze zwei verschiedene Grenzwerte a,b € K.

Dann ist die reelle Zahl
la —b] 50
£i= ——
2

positiv. Mithin gibt es zwei natiirliche Zahlen N., N/ € IN, so da8

lan, —al < e
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Die folgenden Grenzwertsétze und der Einschachtelungssatz helfen dabei, aus kon-
vergenten Folgen neue konvergente Folgen zu basteln, oder alternativ, die Konver-

genz von neuen Folgen auf die Konvergenz bekannter Folgen zuriick zu fiithren.
Satz 7.8 (Grenzwertsitze)
Seien (ap)nen und (by)new konvergente Folgen in K mit a, — a und b, — b.

a. a,+b, —a+0bunda, —b, — a—0>.

b. a,- b, — a-b.

c. |an| — |al.

d. Ist zudem b # 0, so gibt es ein ng € N mit b, # 0 fir alle n > ny und die Folge

(Z_:)nzno ist konvergent mit

Q

n

E—>

SRS

Beweis: Wir wollen die erste Aussage beweisen.

Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es natiirliche Zahlen N/, N/ € N, so da8

€
la, —al < 5
fir n > N! und
5
b, — bl < =
by — bl < &
fir n > N”. Mit N, := max{N/, N} gilt dann
e €
[(an +bn) — (a+0)| < |a, —a| + b, — ] < gtg=¢
fiir n > N.. Mithin konvergiert (a,+by,)nen gegen a+b. Analog sieht man a,, —b,, —
a—b. [l

Satz 7.9 (Einschachtelungssatz)
Seien (an)new und (by)nenw Folgen in R mit lim,, o a, = lim, o b, = a, und sei
(cn)nen €ine Folge in R mit a,, < ¢, < b, fir alle n € N, so gilt auch

lim ¢, = a.
n—oo

Beispiel 7.10
a. Aus den Grenzwertsitzen erhalten wir unmittelbar:

1 1 1
—=—-——0-0=0.
n n n
fiir n > N. und
lan, — bl < e
fir n > N.. Setzen wir nun N := max{N,, N/}, so gilt
la—b| <|a—an|+|ay —b <e+e=|a—D0|,

was ein offensichtlicher Widerspruch ist.
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Aus dem Einschachtelungssatz erhalten wir wegen n? +n + 1 > n? und

1 1

0¢—0< — <= 0,
n2+n+1" n?
daf3 auch
! 0
n24+n+1 ’
Wir wollen die Folge (a,)nen mit
3n?+1
ay = ———
An? +4n 4+ 4

auf ihr Konvergenzverhalten hin untersuchen. Dazu schreiben wir sie wie folgt
um:
3n?+1 3n? 1
T irdntd A2 idntd I idnad
Es reicht wegen der Grenzwertsétze, die Grenzwerte der Summanden zu be-

Qn

stimmen.

Aus Teil b. und mit den Grenzwertsiatzen wissen wir, dafl

1 1 1 N 1 0=0
An? +4n+4 4 n2+n+1 4 -7
Den ersten Summanden schreiben wir um, indem wir Zahler und Nenner durch

n? dividieren und dann die Grenzwertsitze anwenden:

o 8 . 3 3
An?+dn+4  A4+2+ 5 44040 4

Wir erhalten also insgesamt

B 3n? N 1 _)3+0_3
Co4n2+4dn+ 4 4An2 4+ 4n + 4 4 4

G

Daf§ in Teil c. der Wert % als Grenzwert herauskommt, ist kein Wunder. Man
kann allgemein fiir eine Folge der Form

bknk —+ bk,lnk_l + ...+ bn+ by
ay, =
ant +c_nt-1 4+ ... +en+co

mit by # 0 # ¢; zeigen, dafl

0, wenn k < [,
) b wenn k =1,
lim a, = a b
n—00 0, wenn k£ > [ und C—’; > 0,
—o00, wenn k > [ und l;—’l“ < 0.

Damit diese Aussage sinnvoll ist, miissen wir noch erkléren, was es bedeutet,
daB der “Grenzwert” einer Folge oo oder —oo sein soll (siehe Definition 7.11).

Das ist mit der Definition 7.4 noch nicht abgedeckt, da oo und —oo keine reellen

Zahlen sind!
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Definition 7.11 (Bestimmte Divergenz)

Wir sagen, daB eine Folge (a,)nen reeller Zahlen bestimmt divergiert gegen oo, falls
fiir jede positive Schranke s > 0 ein N, € IN existiert, so dafl a,, > s fiir alle n > N,.5
In diesem Fall schreiben wir a,, — oo oder lim a, = 0o, und nennen oo auch den

n—oo
uneigentlichen Grenzwert von (a,)nen-

Bestimmte Divergenz gegen —oo definiert man analog.

Beispiel 7.12

Die Folge (n)new ist bestimmt divergent mit Grenzwert oo, die Folge ((—1)"-n) e
ist divergent, aber nicht bestimmt divergent.

Bemerkung 7.13 (Grenzwertsitze fiir uneigentliche Grenzwerte)

Wir einigen uns fiir a € R auf die folgenden Rechenregeln:

e a+00:=00und a — 00 := —00.
e q-00:=o00und a-—o0:= —o0, falls a > 0.
e a-00:=—00und a-—oo:= oo, falls a < 0.

o&::Ound%::O.

Damit lassen sich die Grenzwertsétze fiir Folgen 7.8 verallgemeinern unter Einbe-
ziechung von bestimmt divergenten Folgen. Wann immer man bei der Anwendung
der Grenzwertsétze als Grenzwert einen der obigen Ausdriicke erhélt, kann man den
Grenzwert auf dem Weg berechnen. Z.B. gilt:

e Wenn a, — a > 0 und b, — oo, so gilt 3 — = =0.

Zudem kann man die Grenzwertsétze auch fiir Briiche von Folgen formulieren, wenn
im Nenner eine Nullfolge steht. Allerdings ist dabei etwas Vorsicht geboten:

a. Wennan—)a%Oundbn—>0mitbn>0fﬁrn2n0,80giltZ—:—>oo-a.
b. Wennan—>a7é0undbn—>0mitbn<0fﬁrn2no,sogilt‘Z—:—)—oo-a.

~ icht.

c. Ist das Vorzeichen der b, nicht ab einem ny fest, existiert lim 3=

n—oo

Satz 7.14 (Einige interessante Folgen und ihre Grenzwerte)
a. lim % =0 fir alle x € C, d.h. die Fokultdt wdchst schneller als jede Potenz.
n—oo °
k

b. lim 2 =0 fir |x| > 1 und k € IN, d.h. Potenzen steigen stirker als Polynome.

n
n—oo x

c. lim Yz =1 fiir alle x € (0,00).

n—oo

d. lim ¢/n=1.
n—oo

e. lim vn!=oo.
n—oo

5Die Definition fiir bestimmte Divergenz gegen oo besagt also, da fiir jede noch so grofe
Schranke s alle Folgenglieder ab einer geeigneten Stelle Ng oberhalb dieser Schranke liegen. In
diesem Sinne n#hert sich die Folge also dem Wert oo an. Von Konvergenz mochte man in der
Situation dennoch nicht sprechen.
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Beweis: Wir zeigen nur Teil a. und beachten fiir eine Folge (a,)nen dazu, daf
a, — a genau dann gilt, wenn |a,, —a| — 0 gilt.

Wenn wir N € N hinreichend grofl wihlen, so gilt

o[ _ 1
e 2
N — 2
Fiir n > N gilt dann
T O 1 S ] 1z 1 |2af
0< = —— < - — < = — -
~ nl n (n—-D!'"2 (n-1)!7 —2»N¥ NI 20 NI
Als geometrische Folge ist (2%)”6]N eine Nullfolge, so dafl mit dem Einschachtelungs-
satz auch
n! n!
gilt, was zu zeigen war. O]

Bemerkung 7.15
Bisher konnten wir die Konvergenz von Folgen nur zeigen, wenn wir den Grenzwert
auch kannten. Interessanterweise gibt es aber auch Kriterien, die es uns erlauben,

die Konvergenz einer Folge zu zeigen, ohne den Grenzwert kennen zu miissen!

Das erste Kriterium dieser Art ist das Cauchy-Kriterium. Es besagt im wesentlichen,
daB eine Folge konvergent sein muf}, wenn die Folgenglieder immer néher beieinander
liegen. Etwas mehr in der Sprache der Mathematik ausgedriickt heiflt das, fiir jede
noch so kleine positive Schranke soll der Abstand zweier Folgenglieder a, und a,,
kleiner € sein, wenn n und m nur hinreichend grofl sind (siehe Satz 7.16).

Ein weiteres solches Kriterium ist das Monotoniekriterium in Aufgabe 7.29.

Satz 7.16 (Cauchy-Kriterium)
FEine Folge (ay)nen in K ist genau dann konvergent, wenn fir jedes e > 0 ein N. € IN
ezistiert, so dafl |a, — a,,| < € fir allen >m > N..

Bemerkung 7.17

Wir werden das Cauchy-Kriterium nicht anwenden, um die Konvergenz von Folgen
zu zeigen. Aber wir wollen darauf hinweisen, dafi seine Giiltigkeit eine Eigenschaft ist,
die die reellen Zahlen gegeniiber den rationalen Zahlen in gleicher Weise auszeichnet

wie das Supremumsaxiom 2.11.

Betrachten wir die Dezimalzahldarstellung der irrationalen Zahl v/2 und definieren
a, dadurch, daf wir die Dezimalzahldarstellung von v/2 nach den ersten n Nach-
kommastellen abschneiden, so sind die a,, allesamt rationale Zahlen und die Folge
(an)nen konvergiert offenbar gegen v/2. Die Folge (ay,)nen ist also eine Folge ratio-
naler Zahlen, die das Cauchy-Kriterium erfiillt. In Q konvergiert sie aber nicht, denn
ihr Grenzwert /2 ist keine rationale Zahl.

Bemerkung 7.18 (Supremum und Infimum sind Grenzwerte von Folgen.)
Es sei ) # A C R eine nicht-leere Menge reeller Zahlen.
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a. Ist A nach oben beschrinkt, so gibt es eine monoton wachsende® Folge (Gn)nen
in A, die gegen sup(A) konvergiert.

b. Ist A nach unten beschriankt, so gibt es eine monoton fallende Folge (a,)nen
in A, die gegen inf(A) konvergiert.
Bemerkung 7.19 (Reihen)
Eine besonders wichtige Klasse von Folgen sind die, bei denen das jeweils néchste
Glied entsteht, indem man zum vorhergehenden eine Zahl addiert.” Solche Folgen
nennt man auch Reihen.

Das prominenteste Beispiel dafiir sind die geometrischen Reihen. Sei dazu zunéchst
r € K mit |z| < 1 gegeben. Wir setzen ag := 2° = 1 und fordern, da8 sich a,, aus
a,_1 ergibt, indem man 2" addiert, d.h.

Ap = Qp_1 + 2"

Dies ist eine sogenannte rekursive Definition der Folge, das n-te Folgenglied wird
auf das n — 1-te zuriick gefiihrt. Daraus ergibt sich fiir a,, unmittelbar die explizite

Formel
an:x0+x1+x2+...—|—x”_1+x”:Zx”.
k=0

In Aufgabe 3.10 wird eine hilfreiche Formel fiir die endliche geometrische Reihe
gezeigt:
1— xn—i—l
= 13
a . (13)
Mit Hilfe der Grenzwertsitze und der geometrischen Folge (siehe Beispiel 7.5) sehen

wir, dafl (a,)nenw konvergent ist mit Grenzwert

1 — CII”+1 1

— )
1—=x 1—=x

Ay —

Fiir konvergente Reihen wie die geometrische Reihe hat sich fiir ihren Grenzwert®

n

lim T
n—oo
k=0

k

5Die Folge (an)nen heiBt monoton wachsend, wenn a,, < a1 fiir alle n. Analog definiert man

monoton fallend.
"Eigentlich kann man jede Folge so darstellen, aber uns interessieren nur solche, bei denen man

schone Formeln zur Darstellung hat.

8In der Tat wird der Ausdruck Y -, 2" nicht nur verwendet, um den Grenzwert der geo-
metrischen Reihe zu bezeichnen, sondern es hat sich eingebiirgert, damit zugleich auch die Folge
(ZZZO wk)n>0 zu bezeichnen. Das liegt daran, dafl Mathematiker von Natur aus bequeme Men-
schen sind und méglichst wenig schreiben wollen. Leider verwirrt es Studienanfinger zu Beginn.
Wir wollen uns im Vorkurs mit diesem Problem nicht weiter belasten und betrachten die unendli-

chen Summen ausschliellich als Grenzwert der zugehorigen Folge.
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eine suggestive Notation eingebiirgert:

00
E xk.
k=0

Man mufl mit dieser Notation aber sehr vorsichtig sein, da in all unseren Zahlberei-
chen stets nur endliche Summen zugelassen sind. Unendliche Summen wie hier sind
immer als Grenzwert der zugehorigen Reihe gemeint und sind nur dann erlaubt,
wenn die Reihen auch konvergieren!?

Satz 7.20 (Wichtige Beispiele konvergenter Reihen)
Fiir eine beliebige komplexe Zahl x € C gilt:

exp(r) = Y
k=0
o0 .
cos(z) = Z(—l) 'm,
k=0 ’
i p2k+1
sin(z) = —_—
= 2k—|—1)

Bemerkung 7.21

Man kann die Exponentialfunktion, den Cosinus und den Sinus entweder durch be-
stimmte Eigenschaften charakterisieren und dann zeigen, dafl die Grenzwerte obiger
Reihen genau die angegebenen Funktionswerte sind, oder man kann die Grenzwer-
te der Reihen als Definition fiir die Funktionen verwenden und zeigen, dafl diese
Funktionen dann die Eigenschaften der Exponentialfunktion, des Cosinus bzw. des
Sinus haben. In Vorlesungen zur Analysis wird meist der zweite Weg gewéhlt. Fiir
den Vorkurs kann uns das egal sein. Wichtig ist nur, sich zu merken, daf§ die obigen
Gleichungen gelten.

Damit ist dann auch die Gleichung

e = cos(av) + 1 - sin(w)

fiir jede reelle Zahl o € R aus Bemerkung 4.12 leicht einzusehen:

e' =exp(ia) k;' = k;!
k=0 k=0
! Z i* ak n Z . i i2n . 20 . X2+l 20+l
B | Z ]
gerade k ungerade k n=0 (271) =0 (271 + 1)

B > (z2)n C o2 0 i- (22)71, .2t B OO (_1)n . a2n . 0 (_1)n . o2t
=2 (2n)! +; 2n+1)! _; (2n)! i) @2n 1 1)

n=0 n=0

=cos(a) + @ - sin(a).

9Fiir |z| > 1 kann man {ibrigens mit Hilfe von (13) zeigen, daf die Reihe divergiert.
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Ich hoffe, die einzelnen Rechenschritte sind ohne groflie Probleme nachvollziehbar.
Wenn dem so ist, dann schaut Euch das Gleichheitszeichen mit dem Ausrufezeichen
nochmal genauer an. Hier zerlegen wir die Summe in ihre geraden Summanden und
in ihrer ungeraden Summanden! Bei jeder endlichen Summe diirfen wir das, wegen
des Kommutativgesetzes und des Assoziativgesetzes. Unsere unendlichen Summen
sind ja aber keine Summen, sondern Grenzwerte von Folgen! Wieso ist das dabei
auch erlaubt?

Setzen wir
n n n
l’k .1'k l’k
Ay — —!, bn = y und Cp = E E,
k=0 k=0 k=0
k gerade k ungerade
so gilt

a, = b, + ¢,.
Der Rest folgt dann aus den Grenzwertsétzen.

Bemerkung 7.22 (Vom Nutzen der Folgen)

Selbst wenn man nur an Funktionen interessiert ist und fiir den Begriff des sich
Néherns die kontinuierliche Fassung bevorzugt, die wir in unserer Vorlesung umge-
hen, zeigt uns Satz 7.20, dal wir in der Analysis nicht ohne Folgen auskommen. Die
wichtigsten Funktionen der Analysis werden durch Reihen und d.h. als Grenzwerte
von Folgen definiert! Will man Nédherungswerte fiir die Funktionswerte ausrechnen,
verwendet man diese Reihen. Man bricht die unendliche Summe nach endlich vielen
Summanden ab und nutzt dies als Naherungswert. D.h. man verwendet eines der
Folgenglieder als Naherungswert. Das geht gut, weil eine genauere Untersuchung
uns erlaubt, den Fehler abzuschétzen, den wir dabei machen, und weil dieser sehr
klein wird, wenn wir nur hinreichend viele Summanden genommen haben. Dies wird

genauer in der numerischen Mathematik thematisiert.

Aufgabe 7.23
Bestimme fiir die Folge (a,)nen mit a, = Z—jr} eine Zahl N_, so daB |a, — 1| < € fiir
alle n > N, gilt, wenn € = & ist.

10
Aufgabe 7.24

Es sei (a,)nen ein konvergente Folge. Ist dann (a,41 — @y, )new immer eine Nullfolge?

Aufgabe 7.25
Untersuche die folgenden Folgen auf ihr Konvergenzverhalten:

a. (ap)nen mit a, = "if.

b. (bn)nen mit b, = a, —n + 3.

: _ 3n34+n24+2
c. (Cp)nen mit ¢, = B (BT

Aufgabe 7.26
Untersuche die folgenden Folgen auf ihr Konvergenzverhalten:
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. 3n+1+2n
a. (ap)peny mit a, = < )
342 nelN

b. (bp)nenw mit b, = (\/n2 +n— n)neIN.
¢. (Cn)new mit ¢, = /1 —an fiir x € (—1,1).

Aufgabe 7.27
Was kann man iiber das Konvergenzverhalten der geometrischen Folge (2™),>¢ fiir

z € Cmit |z| =1 bzw. |z| > 1 sagen?

Aufgabe 7.28
Beweise den Einschachtelungssatz 7.9.

Aufgabe 7.29 (Monotoniekriterium fiir beschrinkte Folgen)
Eine Folge (ay,)nen reeller Zahlen heifit (a,,)nen beschrdnkt, wenn die Menge {a,, | n €
IN} beschrinkt ist.

Zeige, daf} eine monoton wachsende (bzw. fallende) beschriankte Folge konvergent

ist. Wie charakterisiert man ihren Grenzwert?

Aufgabe 7.30
Untersuche die Folge (a,)nen mit

1 n
an:(1+—>
n

hinsichtlich ihres Konvergenzverhaltens. Betrachte zunéchst einige Folgenglieder und
stelle eine Vermutung auf.

Aufgabe 7.31 (Heron-Verfahren zur Berechnung von Quadratwurzeln)
Es sei ¢ € R+ eine positive reelle Zahl. Wir setzen ag := 1 und fiir n € IN definieren

wir a,41 durch die Rekursionsvorschrift

1
Gpip = = - (an + i) > 0.
2 an,

Zeige mit Hilfe des Monotoniekriteriums fiir beschrankte Folgen, daf§ die Folge kon-

vergiert und berechne ihren Grenzwert.

Aufgabe 7.32
Zeige, daf die Folge (ay,)nen mit

1
= D

konvergiert und bestimme ihren Grenzwert. Schreibe dazu zunéchst m in der

Form % + % fiir geeignete Zahlen A und B.
Aufgabe 7.33

Stimmt es, daf§ aus der Konvergenz einer Folge (a,,)nen der Form

n
Ap = E bk
k=1
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notwendigerweise folgt, dafl (b, )nen eine Nullfolge ist.

Aufgabe 7.34
Leite die folgenden Eigenschaften der Exponentialfunktion, des Sinus und des Co-

sinus aus ihrer Reihendarstellung bzw. der Gleichung exp(iz) = cos(x) + i - sin(z)

ab:

a.

Fiir x,y € K gilt

exp(z +y) = exp(z) - exp(y).
Fiir x € K gelten

sin(—x) = —sin(z)
und
cos(—x) = cos(x).
Wir nennen den Sinus eine ungerade Funktion und den Cosinus eine gerade.
Fir z € K gilt
cos(z)? + sin(x)* = 1.
Fir z € K gilt

cos(z) = = - (" +e7™)

DO | —

und

sin(x :i,- e — 7Y
21

Fiir zwei reelle Zahlen z,y € R gelten die Additionstheoreme

cos(x 4+ y) = cos(z) - cos(y) — sin(x) - sin(y)

und

sin(z + y) = cos(x) - sin(y) + sin(z) - cos(y).
Fiir eine reelle Zahl z € R gilt |¢*| = 1.

§ 8 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

In diesem Abschnitt sei I stets ein offenes, halboffenes oder abgeschlos-
senes Intervall in R, und I bezeichne das zugehérige abgeschlossene
Intervall.
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I) Grenzwerte von Funktionen

Im vorliegenden Paragraphen beschéftigen wir uns im wesentlichen mit der Frage,
wie sich die Funktionswerte f(x) einer Funktion f : I — R verhalten, wenn sich das
Argument x einem festgelegten Wert a im Definitionsbereich I nédhert. Im Idealfall
néhern sie sich dem Funktionswert f(a) der Funktion f im Punkt a, und man sagt,
dafl die Funktion stetig in a ist.

Um all dies sauber einfithren zu kénnen, miissen wir aber zunéchst kldren, was es
heifit, dafl sich der Funktionswert f(z) einem Wert y ndhert. Dies fiihrt zum Begriff

des Grenzwertes einer Funktion.

Definition 8.1 (Grenzwert einer Funktion)
Essei a € I und f: I — R sei eine Funktion.

Wir nennen y € R U {—o00, 00} einen Grenzwert der Funktion f in a, wenn

fiir jede Folge (a,)nen in I\ {a} mit a,, — a auch f(a,) — y gilt.

Wir schreiben dann

y = lim f(z).
r—a
Die Werte y = oo und y = —oo nennt man wie bei Folgen uneigentliche Grenzwerte.

Beispiel 8.2
a. Betrachte f : R — R : # — 22 und a = 3. Fiir eine Folge (a,)nen mit
a, — 3 gilt dann wegen der Grenzwertsitze fiir Folgen 7.8

fla,) =a2=a,-a, —3-3=09.
Mithin ist 9 der Grenzwert von f in 3, d.h.
. 2 _ _
ilgéx =9 = f(3).
b. Betrachte die Funktion

1, falls z #0,
0, fallsz=0

ffR—R:z— {
und a = 0. Ist nun (a,),en eine Folge mit a,, — 0 und a,, # 0, dann gilt
fla,)=1—1.
Mithin ist 1 der Grenzwert von f in 0, d.h.
lim £(x) = 1#0 = f(0).
c. Betrachte die Funktion

0, fallsxz <0,

ffR—R:2—
1, fallsx >0
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und @ = 0. Dann gilt fiir a,, :== —+ — 0 und f(a,) = 0 — 0 sowie b, =
L — 0und f(b,) =1 — 1. Mithin existiert der Grenzwert von f in a = 0
nicht.

d. Fiir die Funktion f: (0,00) — R : 2~ < (siche Abbildung 3) gilt
lim f(z) = oo.

z—0

Zudem ist (0, 00) nach oben unbeschriankt und

lim f(x)=0.

T—00

ABBILDUNG 3. Graph der Funktion f: (0,00) — R: 2~ 1

Beispiel 8.3
Essei f:R—R:xzw— > ja -z* eine Polynomfunktion vom Grad n > 1. Dann

gilt
oo, fallsa, >0
1' — Y n )
zl—g}of(x) { —o0, fallsa, <0,
und
lim f(z) oo, falls (a, > 0 und n gerade ) oder (a, < 0 und n ungerade),
im f(x) =
@——00 —oo, falls (a, < 0 und n gerade ) oder (a, > 0 und n ungerade).

Das liegt daran, daf fiir betragsméflig sehr grole Werte von x der Summand a,,x"
den Wert der Summe dominiert.

Zudem folgt aus den Grenzwertséitzen fiir Folgen unmittelbar fiir jeden Wert a € R

lim f(2) = f(a).

T—ra

Aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen leiten sich zudem unmittelbar die Grenz-

wertsatze fiir Funktionen ab.
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Satz 8.4 (Grenzwertsitze fiir Funktionen)
Seien f: I — R und g : I — R zwei Funktionen, a € I und ¢ € R.

a. Der Grenzwert von f in a ist eindeutig bestimmt, d.h. falls lim f(z) = y und
T—a

lim f(z) =z, so isty = z.
r—a

b. Wenn lim f(x) und lim g( ) existieren, so gelten:
T—a

(1) lim(c- f)(z )="c hmf( ).

(i) lm(f +g)(x) = lim f(z) + lim g(x).
(i) lim(f — g)(x) = lim f(z) — lim g(z).
() lim(f - g)(x) = lim f(x) - hmg(w)

c. Falls zudem lim f(x) # 0, so gilt lim 4 (z) = 155

T—ra

Beweis: Wir beweisen nur die Eindeutigkeit des Grenzwertes. Seien also y und z
zwei Grenzwerte von f(x) fiir x gegen a. Fiir eine beliebige Folge (a,,)pen mit a,, — a
gilt dann

flan) =y
und

fla,) — z.

Aus der Eindeutigkeit der Grenzwerte bei Folgen fiir die Folge (f(a,))nen folgt somit
Y=z [

IT) Stetigkeit von Funktionen

Bemerkung 8.5 (Stetigkeit)

In der Schule nennt man eine Funktion gemeinhin stetig, wenn man den Graphen
durchzeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen. Aber was genau heifit das eigentlich,
wo es doch viele schone Funktionen wie etwa

f:(0,00) — R : 2~ sin (1)

gibt, deren Graphen wir niemals wirklich zeichnen kénnen??

Die obige Merkregel ist die graphische Interpretation der Bedingung, daf} sich der

Funktionswert f(x) dem Wert f(a) anndhert, wenn x sich a annéhert, d.h.

lim f(z) = f(a),

T—a

daB also f(a) der Grenzwert der Funktion f im Punkt a ist.

10Bei dem angegebenen Beispiel wackelt der Graph unendlich oft zwischen den Werten 1 und

—1 hin und her, wenn man sich der Null néhert.
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Definition 8.6 (Stetigkeit)

Eine Funktion f: I — R heifit stetig in @ € I, wenn lim f(z) = f(a).

r—a

Die Funktion f heiit stetig (auf I), wenn sie stetig in jedem Punkt in I ist.

Bemerkung 8.7
Man kann die Stetigkeit auch direkt mittels Folgen charakterisieren:

f ist genau dann stetig in a, wenn fiir jede Folge (a,)nen in I mit
a, — a auch f(a,) — f(a) gilt.

Fiir stetige Funktionen gilt mithin, dafl die Anwendung der Funktion mit der Grenz-
wertbildung kommutiert:

lim f(a,) = f <lim an) : (14)

n—oo n—o0

Wir werden im Verlauf der Vorlesung noch andere Situationen kennenlernen, bei
denen eine Grenzwertbildung mit bestimmten anderen Operationen vertauscht. Dies

sind immer sehr besondere Ausnahmesituationen, die man wiirdigen sollte!

In der Gleichung (14) driickt sich auch die folgende wichtige Vorstellung aus:

Kleine Anderungen der Argumente fithren bei stetigen Funktionen nur

zu kleinen Anderungen der Funktionswerte!

Denn f(a,) wird nahe bei f(a) liegen, wenn n nur hinreichend grof ist, d.h. wenn
a, nur hinreichend nahe bei a liegt.

Bemerkung 8.8
a. Jede Polynomfunktion f: R — R ist stetig.
Denn nach Beispiel 8.3 gilt fiir « € R auch lim f(z) = f(a).
Tr—a

b. Analog ist jede rationale Funktion 5 R\ {zr e R|g(z) =0} — R ist stetig.
c. Die Funktion

1, falls z # 0,

ffR—R:z—
0, fallsz=0

aus Beispiel 8.2 b. ist nicht stetig in 0, da hH(l) f(z) =1+#0= f(0). Aber, f ist
Tr—r
stetig in jedem a # 0, wie man leicht sieht.
d. Die Betragsfunktion |- |: R — R : z — |z| ist stetig (siche Abbildung 4).

Denn fiir a € R und (a,)nen mit a,, — a gilt aufgrund der Grenzwertsitze
fir Folgen 7.8 auch |a,| — |a].
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ABBILDUNG 4. Der Graph der Betragsfunktion

e. Die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus sind stetige Funktionen
auf R. Allgemeiner sind Funktionen stetig, die wie diese durch Reihen definiert

werden.

Satz 8.9 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)
Seien f: I — R und g : I — R Funktionen, die in a € I stetig sind, und ¢ € R.

a. ¢ f, f+g9, f—gund f-g sind stetig in a.
b. Ist g(a) # 0, so ist auch % I\{xel]|g(x) =0} — R stetig in a.
Bislang haben wir den Begriff der Komposition oder Hintereinanderausfithrung von

Funktionen vermieden. Wir verweisen fiir die Definition und erste Beispiele auf An-
hang C. Die Menge

Im(f) == {f(z) [z €I}
der Funktionswerte einer Funktion f : I — R wird auch ihr Bild genannt.

Satz 8.10 (Komposition stetiger Funktionen)
FEs seien f: 1 — R und g : J — R Funktionen mit Im(f) C J und es sei a € 1.
Ist [ stetig in a und g stetig in f(a), so ist go f stetig in a.

Beweis: Sei dazu (a,),en eine Folge mit a,, — a. Dann gilt f(a,) — f(a), weil f
stetig in a ist. Da aber g stetig in f(a) ist, folgt dann auch

(90 lan) = g(f(an)) = g(f(a)) = (g o f)(a).
Also ist g o f stetig in a. O]

Beispiel 8.11
Ist f: I — Restetigina € I, soist auch |f| : I — R : z +— |f(z)| als Komposition

stetiger Funktionen stetig in a.

IIT) Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen

Der Zwischenwertsatz ist naheliegend, wenn der Graph einer stetigen Funktion ge-
zeichnet werden kann, ohne den Stift abzusetzen.

Satz 8.12 (Zwischenwertsatz)
FEine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beispiel 8.13 (Nullstellen von Polynomfunktionen)
Eine Polynomfunktion f: R — R von ungeradem Grad besitzt eine Nullstelle.
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Denn nach Beispiel 8.3 gilt, dafl lim f(z) und lim f(x) verschiedene Vorzeichen
T—00 T—r—00

haben, so dafl es a,b € R mit f(a) > 0 und f(b) < 0 geben mufl. Wenden wir dann
den Zwischenwertsatz auf fjj,5 bzw. fip an, so folgt die Behauptung.

Satz 8.14 (Maximum / Minimum stetiger Funktionen)
FEine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt ihr Mazimum und ihr Minimum an,
d.h. es gibt c,d € |a,b], so daf fir alle x € [a,b] gilt

fle) < fx) < f(d).

Beispiel 8.15
a. Die Funktion f :[-1,1] — R : z — z? ist beschrinkt, und es gilt f(0) = 0
ist das Minimum und f(1) = f(—1) = 1 ist das Maximum von Im(f).

b. Die Funktion f : (0,00) — R : z ~ = ist nicht beschréinkt und nimmt
weder ihr Minimum noch ihr Maximum auf (0, c0) an. Die Bedingung, dafl der
Definitionsbereich ein abgeschlossenes Intervall ist, ist also wichtig.

Definition 8.16 (Monotone Funktionen)
Eine Funktion f : I — R heifit streng monoton wachsend, wenn fiir x,y € I aus
x <y stets f(z) < f(y) folgt. Streng monoton fallend definiert man analog.

Definition 8.17 (Umkehrfunktion)

Eine Funktion g : J — R heifit Umkehrfunktion der Funktion f : I — R, wenn
g(f(z)) =2 und f(g9(y)) =y fiir alle x € I und alle y € J gilt. Wir schreiben dann
ft=g

Bemerkung 8.18 (Umkehrfunktion)

In Anhang C wird der Begriff der Umkehrabbildung und der damit zusam-
menhéngende Begriff der Bijektivitdat ausfiihrlich behandelt. Wir wollen hier nur
auf einige Aspekte eingehen, die z.T. speziell fiir Abbildungen von R nach R sind.

a. Man beachte zuniichst, dal mit f~! hier nicht % gemeint ist!

b. Die meisten Funktionen besitzen keine Umkehrfunktionen! Satz 8.19 gibt ein
mogliches hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer Umkehrfunktion.

c. Wenn eine Funktion f : I — R eine Umkehrfunktion besitzt, erhédlt man
deren Graphen, indem man den Graphen von f an der Winkelhalbierenden
{y = x} spiegelt. Das liegt daran, dal beim Umkehren der Funktion die Rollen
der Argumente z und der Funktionswerte y vertauscht werden. (Siehe z.B. Ab-
bildung 15.)

Satz 8.19 (Umkehrsatz fiir streng monotone stetige Funktionen)
Ist f . I — R streng monoton wachsend und stetig, so besitzt f eine Umkehrfunk-
tion f=1 und diese ist ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.'*

"Die entsprechende Aussage fiir streng monoton fallende stetige Funktionen gilt analog.
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Beispiel 8.20 (Wurzelfunktionen)
Die Funktion f : (0,00) — R : & ~ 2™ ist fiir jedes n > 1 streng monoton
wachsend, da aus 0 < x < y stets 2" < y" folgt. Mithin ist die Umkehrfunktion

f1:(0,00) — (0,00) : x> T
ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.

Beispiel 8.21 (Die Exponentialfunktion)
Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig und streng monoton wachsend.
Mithin ist die Umkehrfunktion

In:(0,00) — R,

die Logarithmusfunktion, ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.

Graph(exp)
Graph(In

-

ABBILDUNG 5. Die Exponential- und die Logarithmusfunktion

Um zu sehen, dafl die Exponentialfunktion streng monoton wachsend ist, beachten
wir, daB fiir positive Werte z > 0 stets

exp(z) —ZOH = 1+;E > 1
gilt. Fiir x < y gilt dann
exp(z) = exp(z) - 1 < exp(z) - exp(y — z) = exp(z +y — ) = exp(y).

Aufgabe 8.22
Bestimme den gréfStmoglichen Definitionsbereich D von f: D — R mit:

a. f(z) = %

b. f(CU) — 224342

z2+3—2 "
Welche Werte kann die Funktion annehmen, d.h. was ist das Bild der Funktion?

Aufgabe 8.23
Berechne die folgenden Grenzwerte:
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3 —2z24x—2
x2—r—2

b. lim &3

Tr—00 2$+1'
c. lim (Vz+1-x).
T—r00
TS

Aufgabe 8.24
Bestimme das Minimum und das Maximum der stetigen Funktion
fi[-2,2 —R:z+—1—21— 2%

Aufgabe 8.25
Uberpriife, ob die folgenden Funktionen f eine Umkehrfunktion besitzen und be-
stimme diese gegebenenfalls.

a. f:R—R:z—22+2.
x27
Aufgabe 8.26 (Lipschitz-Stetigkeit)

Sei f: R — R eine Funktion und L € R~q. Zeige, wenn |f(x) — f(y)| < L- |z —y|
fiir alle x,y € R gilt, so ist f stetig in R.

Aufgabe 8.27 (Fixpunktsatz von Banach)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Abbildung mit Im(f) C [a,b]. Zeige, daBl f einen
Fixpunkt hat, d.h. es gibt ein ¢ € [a,b] mit f(c) = c.

Aufgabe 8.28

Ich fahre morgens mit dem Auto von zu Hause zur Arbeit und nachmittags fahre
ich mit dem Auto auf dem gleichen Weg zuriick. Wenn ich fiir beide Strecken exakt
die gleiche Zeit bendtige, gibt es dann eine Stelle auf der Strecke, die ich auf dem
Hinweg und auf dem Riickweg jeweils nach derselben Zeit erreiche?

§ 9 Differenzierbarkeit und Ableitungen von Funktionen

In diesem Abschnitt sei I stets ein offenes, halboffenes oder abgeschlos-

senes Intervall in R, und I bezeichne das zugehérige abgeschlossene

Intervall.

I) Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

Die Ableitung einer Funktion im Punkt a beschreibt die Anderung der Funktion in
der Néhe von a, man sagt auch lokal in a. Dies haben wir bereits im Wachstumsmo-
dell in Beispiel 6.1 ausgenutzt, wo z(t) den Bestand der Population zum Zeitpunkt
t und die Ableitung #(t) dann das Wachstum der Population zum Zeitpunkt ¢t be-
schrieben hat. Weshalb dies sinnvoll ist, betrachten wir nochmals in Bemerkung 9.2.

Zuvor wollen wir den Begriff der Ableitung einfiihren.
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Definition 9.1 (Differenzierbarkeit)
Essei f: I — R und a € I. Die Funktion

f(z) = f(a)

r—a

Diff;o : I\ {a} —m R:z~
heifit der Differenzenquotient von f an der Stelle a.

Die Funktion f heifit differenzierbar in a, wenn der Grenzwert

lim Dif frq(x) = lim @) = Jta)

r—a Tr — a

existiert. In diesem Fall nennen wir diesen Grenzwert
f'(a) :=lim Dif ff.(x)
T—a
auch die Ableitung von f an der Stelle a.

Fiir die Ableitung von f in a werden auch folgende Notationen verwendet:

f(@) = 9 0) = Df(@) = 7'a)

Wir nennen die Funktion f differenzierbar auf I, wenn sie in jedem Punkt von [/
differenzierbar ist.

Bemerkung 9.2
Fiir ein festes b ist der Wert des Differenzenquotienten Diff,(b) die Steigung der

Sekante St,,p an den Graphen von f durch die Punkte (b, f(b)) und (a, f(a)), deren
Geradengleichung durch

f(0) — f(a) fla)-b—fb)-a _ f(b) = fla) f(0) — f(a)

R A e et iy s A
gegeben ist (siehe Abbildung 6).
Yy
Graph(f)
a X

ABBILDUNG 6. Der Differenzenquotient als Sekantensteigung

Der Definition der Ableitung liegt die Idee zugrunde, daf sich die Sekante Sy, fiir
x — a einer Geraden annéhert, die im Punkt (a, f(a)) den Graphen von f beriihrt
und ihn optimal linear approximiert. Diese Gerade wollen wir die Tangente Ty,
von f in a nennen, und der Grenzwert des Differenzenquotienten, d.h. die Steigung

von Sy, konvergiert dann fir + — a gegen die Steigung der Tangenten (siehe
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Abbildung 7). D.h. die Tangente an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) hat die
Geradengleichung

y=fa) -2+ (fla) —a- f(a)) = f(a) + f'(a) - (x — a). (15)
Diese erhélt man wie folgt als Grenzwert der Sekantengleichung fiir b — a:
y = f(bl)):g(a) r f(”?;i:(“) ca+ f(a)
\J \J
y = [flla)-z = [fla)-a+ f(a)
y y
Sf,a,z
f(@)t

ABBILDUNG 7. Der Differenzenquotient als Sekantensteigung

Die Steigung der Sekante Sy, ist ein Maf fiir das Wachstum der Funktionswerte
von f auf dem Weg von a zu x. Liegt nun = sehr nahe an a, so ist die Steigung der
Sekante fast identisch mit der Ableitung f’(a). Insofern ist die Ableitung von f in a
ein gutes Maf fiir das Wachstum von f lokal in a.

Entsprechend ist auch die Tangente eine gute Approximation der Funktion
selbst lokal in a. Da die Tangente eine lineare Funktionsgleichung hat (siehe

Gleichung (15)), nennt man diese die lineare Approximation an f.

Beispiel 9.3
Ist f:R— R:2z— 2" mitn > 1, so ist

n n
T —a n—2 n—1

Diff;,(x) = =" '4+a-2"?+d® 2"+ +a

T+ a
Tr—a

fir x € R\ {a}. Fiir die Ableitung von f in a ergibt sich damit

f'(a) = lim ("t 4a-2" P+ "+ +d" P+ d ) =n-ad

Beispiel 9.4
Die Betragsfunktion

‘' R—R:z~ |z
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I
ABBILDUNG 8. Graph der Betragsfunktion

ist in @ = 0 nicht differenzierbar. In jedem anderen Punkt a ist sie jedoch differen-
zierbar mit f’(a) = —1 falls a < 0 und f’(a) = 1 falls @ > 0. Anschaulich bedeutet
die Nicht-Differenzierbarkeit im Punkt a = 0, dafl man am Graphen im Ursprung
keine klare Tangente findet.

Um die Nicht-Differenzierbarkeit in a = 0 zu sehen, betrachten wir die Nullfolge

(ﬂ> . Die zugehorige Folge der Werte des Differenzenquotienten
n>1

(Dif—ff,o ((_;)n)>n21 = (é) = ((=1)") 1

ist nicht konvergent. Mithin existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten in

a = 0 nicht, und somit ist die Funktion in @ = 0 nicht differenzierbar.

Auflerdem, ist a < 0 und x nahe bei a, so ist auch x < 0 und mithin

‘ZL'| B |CL| —T+a T—a
= — — AN

Diﬁ‘ﬁa(l’) —1

_1’
r—a r —a

und analog ist fiir a > 0 und x nahe bei a auch = > 0, so daf}

Diff,(z) = ol —lal _z—a | aney

r—a r—a
Damit ist auch gezeigt, dal die Ableitung in allen Punkten a # 0 existiert.

Das Beispiel zeigt, dafl es stetige Funktionen gibt, die nicht differenzierbar sind.
Geht das umgekehrt auch? Die Antwort gibt der folgende Satz.

Satz 9.5 (Differenzierbar impliziert stetig.)
Ist f: I — R differenzierbar in a, so ist f stetig in a.

Beweis: Mit den Grenzwertsatzen fiir Funktionen 8.4 erhalten wir

f(x) = f(a)

lim (f(z) ~ f(a)) =lim === (¢ —a)
:iﬂw lim(z —a) = f'(a) - 0=0.
Also ist f stetig in a. -

Im folgenden Satz geben wir fiir einige wichtige differenzierbare Funktionen ihre

Ableitungen an.

Satz 9.6 (Wichtige Beispiele differenzierbarer Funktionen)
Die folgenden Funktionen sind auf threm Definitionsbereich differenzierbar.
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Polynome flx) =" g ah | () =0 ag - kot
Wurzelfunktion flz) =+ fl(x) =5 \1/5
Ezponentialfunktion exp(z) = e* exp/(r) = exp(x) = e*
Logarithmus In(z) In'(z) = %
Cosinus cos(x) cos'(z) = —sin(x)
Sinus sin(x) sin’(z) = cos(x)
Tangens tan(x) = iif;((g tan’(z) = m
Arcustangens arctan(z) arctan’(z) = =
Arcussinus arcsin(x) arcsin’(z) = 11_$2

65

Beweis: Wir wollen die Behauptung fiir den Sinus verifizieren und verwenden dabei

die in Aufgabe 9.26 vorgestellte Methode der gliedweisen Ableitung der Reihe:

E 2\ = (2R F1y
sin’(z) = <Z(—1)k ' m) - kz:;(_l)k 2k + 1)

k=0
oo

=S (-1

k=0

2k + 1)!

@k+1) -2 i(_l)k L

Die folgenden Rechenregeln sind die wichtigsten Hilfsmittel zum Bestimmen von

Ableitungen.

Satz 9.7 (Rechenregeln zum Bestimmen von Ableitungen)

Seien f: I — R und g:J — R und sei c € R.

a. Sind f und g differenzierbar in a € INJ, dann sind auch die Funktionen f+g,
c- fund f-g differenzierbar in a.

b. Sind f und g differenzierbar in a € I N J und ist zudem g(a) # 0, so ist auch

% differenzierbar in a.

c. Istg differenzierbar in a und f differenzierbar in g(a), so ist fog differenzierbar

m a.

Fiir die Ableitungen gilt zudem:
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Summenregel (f +9)(a)= f'(a)+g(a).

Faktorregel (c-f)(a)=c- f(a).

Produktregel (f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a).

/ ! !
Quotientenregel (g) (a) =1 (a)'g(‘;)(;)];(“)'g @
Kettenregel (feg)(a) = f(g(a)) g'(a).

Merkregel: dufSere Ableitung mal innere Ableitung

Beispiel 9.8

a. Die Ableitung der Funktion

f: (—E E) — R:2+ 3-tan(z) +2°

272

kann mit Hilfe der Summen- und Faktorregel berechnet werden als

TS _
f(x)—cos2<x>—|-3 2’

b. Die Ableitung der Funktion

f:R— R:x~ 2* sin(z)

kann mit der Produktregel berechnet werden als

c. Die Funktion

f'(x) = 2x - sin(x) + 2? - cos(z).

h R— R:z—Va2+1

1&8¢t sich schreiben als f o g mit

g:R—R:z—2*+1

und f = /-. Also ist h differenzierbar auf R mit Ableitung

W(r)=f(9(z) (@)= —F=—= 20=

mn x.

1 T

2 Va2 +1 vz +1

IT) Ableitung der Umkehrfunktion

Aufgrund des Umkehrsatzes fiir streng monotone Funktionen 8.19 wissen wir, daf3
eine stetige und streng monotone Funktion auf einem Intervall eine stetige Umkehr-
funktion besitzt. Dabei kann das Intervall offen, halboffen oder abgeschlossen sein

und es kann auch ein uneigentliches Intervall sein. Wir wenden uns nun der Frage

zu, ob die Umkehrfunktion differenzierbar ist, wenn f differenzierbar ist.
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Satz 9.9 (Ableitung der Umkehrfunktion)
FEs sei f : I — R sei stetig und streng monoton (wachsend oder fallend). Ist f
differenzierbar in a und ist f'(a) # 0, so ist die Umkehrfunktion

fHfa) — 1

differenzierbar in b := f(a) und es gilt

Beispiel 9.10

a. Mit Hilfe des Satzes kénnen wir die Ableitung des Logarithmus naturalis be-
stimmen, obwohl wir keine Abbildungsvorschrift fiir diesen kennen.

f1:(0,00) — R: 2+ In(x)

ist die Umkehrfunktion der differenzierbaren, streng monoton wachsenden Ex-
ponentialfunktion

f:R— R:x+— exp(z).

Damit ist In also ebenfalls differenzierbar und es gilt

, B 1\ B 1 B 1 B l
W) = 7)) = 500 ~ ety ~ 5

da f'(z) = exp/(z) = exp(x) gilt.

b. Wir kénnen den Satz auch nutzen, um die Ableitung der Wurzelfunktion als

Umkehrfunktion von
f:(0,00) — (0,00) : & > 2

zu bestimmen. f ist streng monoton wachsend und stetig nach Beispiel 8.20
mit der Wurzelfunktion als Umkehrfunktion und mit der Ableitung

f:(0,00) — (0,00) : x +— 2 - .
Da f'(z) # 0 fiir x # 0, folgt aus Satz 9.9, daf die Wurzelfunktion
V- ]0,00) — [0,00) 1y = VY

auf dem Intervall (0, 00) differenzierbar ist mit Ableitung

/ 1
(V") :(O,oo)—>]R:yr—>m.
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IIT) Lokale Extrema

Eine der wichtigsten Anwendungen der Ableitung, die aus der Schule bekannt ist, ist
die Bestimmung lokaler Extremstellen. Ableitungen kénnen mithin genutzt werden,

um Maximierungs- oder Minimierungsaufgaben zu l6sen.

Definition 9.11 (Extremstellen)

Eine Funktion f : I — R hat ein lokales Maximum in a € I, wenn es ein § > 0
gibt, so da f(a) > f(z) fir alle x € (a —d,a+ ) N 1.

Analog definiert man den Begriff lokales Minimum. Lokale Minima und Maxima

werden Eztremstellen genannt.

gl. Max. lok. Max.

lok. Min. lok. Min.  gl. Min.
L 1
|8 T

a b
ABBILDUNG 9. Lokale Extrema

Satz 9.12 (Notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle: f/(c) = 0)
Ist f: (a,b) — R in einer Extremstelle ¢ differenzierbar, so ist f'(c) = 0.

Beweis: Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dafl f(c) > f(x) fiir alle z €
(c—d,c+9) C (a,b) gilt. Die Folgen (ay,)n>2 und (b,,),>2 mit
J

a, :=c——<¢c¢
n

und
)
b, =c+—>c
n

konvergieren von links bzw. von rechts gegen c¢. Mithin gelten

0S f(an)_f(c) —>f/(c)
a, — C
und
f(bn) B f(c) /
Der Grenzwert f’(c) muf also null sein. O

Satz 9.13 (Hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle)
Es sei f: (a,b) — R eine zweifach differenzierbare Funktion und ¢ € (a,b).

a. Falls f'(¢c) =0 und f"(c) <0, so ist ¢ ein lokales Maximum.

b. Falls f'(c) =0 und f"(c) > 0, so ist ¢ ein lokales Minimum.
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Bemerkung 9.14

Selbst wenn f auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] definiert und dort {iberall
differenzierbar ist, macht Satz 9.12 keine Aussagen iiber die Ableitung in den Rand-
punkten a und b, falls diese Extremstellen sind!

Die Funktion f : [-1,1] — R :  + 2 nimmt in @ = —1 ihr globales Minimum
und in @ = 1 ihr globales Maximum an, aber die Ableitungen f'(—1) =3 = f/(1)
sind beide nicht null.

Beispiel 9.15
Wir betrachten die Funktion

f:R—R:2—2®—32% -1

Um mogliche Extremstellen zu finden, miissen wir die Nullstellen der ersten Ablei-
tung

f'(z) = 32° — 62
finden. Das ist fiir x = 0 und z = 2 der Fall. In diesen Punkten schauen wir uns die
zweite Ableitung

f"(x) =62 —6
an. Aus f”(0) = —6 < 0 folgt, dal in z = 0 ein Maximum vorliegt, und aus
f"(2) =6 > 0 folgt, daf in = 2 ein Minimum vorliegt.

ABBILDUNG 10. Lokale Extrema

IV) Der Mittelwertsatz

Satz 9.16 (Mittelwertsatz)
Ist a < b und ist f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), so

gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = {01,

Bemerkung 9.17
Der Mittelwertsatz besagt, dafl zwischen a und b ein c¢ liegt, in dem die Steigung
der Tangente T, an den Graphen von f mit der Steigung der Sekante sy, durch

a und b ubereinstimmt.
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ABBILDUNG 11. Mittelwertsatz

Beispiel 9.18
Betrachten wir die Funktion

fil-11] —R:z~ 2

Aus dem Mittelwertsatz folgt, dal es ein ¢ € (—1,1) geben muf}; so dafl die Tangente
an den Graphen von f im Punkt (c, ¢®) die Steigung

- fey 2
1—(=-1) 2
hat. Da wir die Ableitungsfunktion kennen, kénnen wir versuchen, ¢ zu bestimmen.

Es muf} gelten

1=f(c)=3 -
Wir finden also zwei solcher Stellen:
1
c=— und c=-—

-

V3

V) Monotonie und Ableitung

Mit Hilfe der Ableitung 148t sich bei differenzierbaren Funktionen ein hinreichendes
Kriterium fiir Monotonie angeben.

Satz 9.19 (Hinreichendes Kriterium fiir Monotonie)

Es seia <bund f:[a,b] — R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).

a. Ist f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend auf [a,b].

b. Ist f'(z) <0 fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend auf [a,b].

Beweisidee: Wenn f auf [a, b] nicht streng monoton wachsend ist, so gibt es Zahlen
a <z <y<bmit f(x) > f(y) und aus dem Mittelwertsatz folgt dann daf die
Ableitung von f an einer geeigneten Stelle den Wert
f(@) = fy)
r—y
annehmen muf. O]

<0
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Beispiel 9.20

a.

Wir kéonnen das Kriterium nutzen, um zu verfizieren, dafl der Logarithmus

naturalis streng monoton wachsend ist. Es gilt ndmlich
1
In'(z) ==>0
(z) ==
fiir alle  im Definitionsbereich (0, 00) des Logarithmus.

Betrachte fiir n > 1 die Funktion
f:[0,00) — R: x> 2™
Fiir die Ableitung gilt
fl(x)=n-2""1>0

fir alle x € (0, 00). Mithin ist die Funktion streng monoton wachsend auf jedem
Intervall [0, 5] C [0, 00) und mithin auf [0, c0). Dies ist ein alternativer Beweis
der Aussage in Beispiel 8.20.

Das obige Monotoniekriterium kann auch genutzt werden, um den Definiti-
onsbereich einer Funktion in Intervalle zu zerlegen, auf denen die Funktion

monoton ist. Fiir die Funktion
f'R—R:x—a2>—32%—1

haben wir festgestellt, daf§ die Ableitung
fl(x)=32>~62=3-2-(x—2)

genau die Nullstellen x = 0 und x = 2 hat.

Auf dem Intervall (—oo,0) bis zur ersten Nullstelle ist die Funktion f’ stets
positiv, also ist die Funktion auf dem Intervall (—oo, 0] streng monoton wach-
send.

Auf dem Intervall (0,2) bis zur ersten Nullstelle ist die Funktion f” stets nega-
tiv, also ist die Funktion auf dem Intervall [0, 2] streng monoton fallend.

Auf dem Intervall (—o0,0) bis zur ersten Nullstelle ist die Funktion f’ wieder
stets positiv, also ist die Funktion auf dem Intervall [2, 00) auch wieder streng

monoton wachsend.

VI) Die Regeln von de I’Hépital

Im folgenden Satz soll [—o0, 00] := R U {—00, 00} bezeichnen.

Satz 9.21 (Regeln von de ’'Hopital)
Seien a,b € [—o0,00] mit a < b, f,g: (a,b) — R differenzierbar und ¢ € |a,b].

Ferner gelte ¢'(x) # 0 fir alle z € (a,b) und lim L@ eistiere eigentlich oder

ze 9'(@)
uneigentlich.
' L 3 e f@) o (@)
8. Falls lim f(z) = lim g(z) = 0, so gilt lim 555 = lim G5,
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b.  Falls lim g(z) € {00, —00}, so gilt lim L&) = lim £®)
Tr—cC

z—e 9(@) g—e 9'(@)

Beispiel 9.22
a. Setzen wir f(x) = sin(z) und g(x) = z und betrachten den Grenzwert fiir =
gegen a = 0, so erhalten wir aus der ersten Regel von de I’'Hopital 9.21

/
lim = lim f'(z) = lim cos(z)
z—=0 I z—0 g/(x) z—0

sin(z)

= cos(0) = 1.

b. Wir betrachten die Funktionen f = sin und g = /- auf dem Intervall (0, c0).
Dort sind beide differenzierbar mit

lim f(z) = lim g(z) =0

und
1

9’(13):2_\/5%0

fir alle z € (0,00). Aus der ersten Regel von de 'Hopital 9.21 folgt dann

lim sin(@) _ lim f() — lim cos(z) - 2- v = cos(0) - 2- V0 = 0.

z—0 \/E o z—0 g/<x) z—0

c. Wegen lim, ,,, x = oo und lim, . exp(z) = oo konnen wir die zweite Regel

von I"Hopital anwenden und erhalten
1
lim T lim =0
T—00 exp(gj) z—00 exp(x)

VII) Das Newton Verfahren

Bemerkung 9.23 (Newton Verfahren)
Nullstellen von Funktionen kann man in aller Regel nicht exakt bestimmen. Deshalb
ist man an guten Verfahren zur Bestimmung eines Naherungswertes fiir Nullstellen

interessiert. Ein solches Verfahren ist das Newton Verfahren.

Die Grundidee ist hierbei, einen Startpunkt a; in der Nahe einer Nullstelle zu wéahlen
und die Funktion f durch ihre Tangente

y = flar) + f'(a1) - (z — a1)

in a zu ersetzen. Dies ist eine lineare Funktion, so dafl wir ihre Nullstelle ay ausrech-

nen konnen,

o f(a1)
f'(ar)
Wir hoffen, dafl as ndher an der Nullstelle liegt, als a.

Ao = @

Dann verfahren wir mit as genau wie zuvor mit a;, bestimmen einen neuen Néhe-
rungswert ag fiir die Nullstelle und fahren dann so fort. Auf dem Weg berechnet man
eine Folge (a,)nen, von der man unter hinreichend guten Voraussetzungen zeigen
kann, dafl sie gegen eine Nullstelle von f konvergiert. Den Fehler, den man dabei
im Schritt n macht, kann man zudem abschétzen, so dafl man bei vorgegebener

Fehlertoleranz weif, wann man mit dem Verfahren aufhéren kann.
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Aufgabe 9.24
Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen f: R — R.

a. f(x) = cos?(z) - sin(x).
b, f(z) =152
c. flx)=(z®+ )"

d. f(z) = cos(sin(z)).

Aufgabe 9.25
Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen f : (a,00) — R.

a. f(r) = In(zx) mit a =0.
b. f(x)= $—|—§)2 mit a =
c. f(x)=1In 1nfcx)> mit a =
d. f(x):’fjf mit a =4

e. f(z)=VewsVo) mit a = 0.

Aufgabe 9.26
Eine Funktion, deren Abbildungsvorschrift

oo

f:(—r,r)—>IR:$r—>Zak-xk
k=0

durch eine Reihe gegeben ist, ist differenzierbar und fiir die Ableitung gilt!?

f'(x) = Z ar - k- 271,
k=1

Verwende diese Tatsache und die Reihendarstellung der Exponentialfunktion und
des Cosinus in Satz 7.20, um die Ableitungsregeln fiir diese Funktionen zu verifizie-

ren.

12Man beachte, da8 bei der Bildung der Ableitung zwei Grenzwertprozesse vertauschen! Denn
die Abbildungsvorschrift von f ist

o0 n
o ok ok
fl@) = I;)ak x nl;rl;o;ak x nl;n;o fn(x),
wenn wir
n
fulz) = Zak - ak
k=0
setzen. Damit gilt dann

lim lim M = lim M = f'(a) < lim fl(a) = lim lim M

T—a n—o00 Tr—a T—a T —a n—00 n—o00 r—a Tr—a

)

wegen

fr(@)=> ap k-2
k=1
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Aufgabe 9.27
Berechne die Ableitungen des Cosinus Hyperbolicus

cosh:]R—>IR:xn—>¥
und des Sinus Hyperbolicus
sinh: R—R:2z+— ‘ _26

Aufgabe 9.28
Verifiziere die Ableitungsregeln fiir den Arcustangens und den Arcussinus mit Hilfe
des Satzes iiber die Ableitung der Umkehrfunktion 9.9.

Aufgabe 9.29

Begriinde, dafl eine Funktion f : [a,b] — R konstant sein muf}; wenn sie auf [a, 0]
stetig und auf (a,b) differenzierbar mit f'(z) = 0 fiir alle = € (a, b) ist.

Aufgabe 9.30

Bestimme alle Extrema der Funktion f:[0,1] — R, 2 — (1 — x) - /1 + 922
Aufgabe 9.31
Bestimme die Extrema der Funktion
x* — 5a?
R\ {1 R : _—

Untersuche die Funktion hinsichtlich Monotonie auf dem Intervall (1, co).

Aufgabe 9.32
Berechne die folgenden Grenzwerte:

cos(x)+1

a. lim, ,, —5=5 mit z < 7.

b. lim, ,; (z—il — ﬁ) mit x > 1.

c. lim,_,o 2% mit z > 0.
Aufgabe 9.33

Finde einen Niherungswert fiir die Nullstelle der Funktion f(z) = 2% +2* — T2z — 7
mit Hilfe des Newton-Verfahrens.

Aufgabe 9.34
Finde einen Niherungswert fiir die Nullstelle der Funktion f(z) = 2'®—2 im Intervall
[1,2] mit Hilfe des Newton-Verfahrens.

Aufgabe 9.35
Wie mufl man die reellen Zahlen a,b € R wéhlen, daf§ die Funktion f : R — R mit

o~ fiir x < 2,
flx) =19 73 i}
ar®+2x +0b, firxz>2

differenzierbar wird?
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Aufgabe 9.36
Kann man a € R so wéhlen, dafl die Funktion f : R — R streng monoton wéchst?

ax

flay=4 "%

2x +a, wenn x < 3.

wenn x > 3,

§ 10 Integralrechnung

Ziel der Integralrechnung ist die Entwicklung einer Theorie, die es erlaubt, Flachen-
inhalte zu berechnen, die der Graph einer Funktion mit der x-Achse einschlief}t.

I) Integrierbarkeit und das Integral

Definition 10.1 (Integrierbarkeit und das Integral)
Es seien a,b € R mit @ < b. Ein Tupel Z = (z¢,...,2,) mit n > 1 heif}t eine
Zerlegqung des Intervalls [a, b], falls

a=20 <11 < ...<Xp_1 < Ty, =>.
Die z; heilen die Stitzpunkte der Zerlegung.

Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, so definieren wir die Obersumme von
f beziiglich Z als

n

OS(f,2) = Z(mz —xi—1) -sup{f(x) | x € [;_1, 2]}

=1

und die Untersumme von f beziiglich Z als

n

US(f,Z) == Z(% —xo1) - inf{f(x) | x € [w;_1, 2]}

=1

OS(f,Z2)

i i i i i i i i i i
T T T T T T T T T T

a=2xy T1 T2 T3 Ty=0> a=2xy T1 Ta2 T3 x4 =05

ABBILDUNG 12. Ober und Untersummen

Dann definieren das Oberintegral
OI(f) :=inf { OS(f, Z) | Z Zerlegung von [a, b]}
von f als Infimum aller Obersummen und das Unterintegral
UI(f) :== sup{US(f, Z) ‘ Z Zerlegung von [a,b]}

von f als Supremum aller Untersummen, so daf offensichtlich UI(f) < OI(f) gilt.
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SchlieBlich nennen wir f integrierbar auf [a, 0], falls UI(f) = OI(f) gilt, und

/ f(z)dx:=0OI(f) e R

heifit das Integral von f auf [a, b].

Beispiel 10.2
Wir betrachten die einfache Funktion f : [0,1] — R : 2 + 2 auf dem Intervall
[0, 1] sowie die folgende dquidistante Zerlegung der Lénge &

1 2 n—l1
nvnv"'u n ) .

Auf einem Teilintervall [z;_1, z;] = [%, ﬂ gilt dann

A= (Io,...,xn): (0,

1—1
n

m; = inf {f(ﬂ?) ‘ T € [1’7;71,1’1']} =Ti—1 =

und .
M; :=sup { f(z) ’ T € [ri, 3} =x; = %

Fiir die Unter- und Obersumme von f beziiglich Z ergibt sich unter Beriicksichtigung
von Beispiel 3.5 damit

n

Us(ﬁzn):Z(%—xz‘—l)'mz‘Zi%-i;Ll:n.(n_l) :l—i
i=1

— 2 - n? 2 2n
und
a 1 i n-(n+1) 1 1
OS(f,Z") = i — Ti1) - M; = —_—— L = — 4
(£,27) ;@ Ti1) ;n n 2 -n? 2+2n
Es gilt dann
1 1 1 1
US(f,Z2") == —— < -+ —=0S(f,2").

2 2= 2
Bilden wir nun den Grenzwert fiir n gegen unendlich, so erhalten wir

1 . " , w1
5 = lm US(f, 2") < UI(f) < OI(f) < lim OS(,2") = 5.
Wegen des Einschachtelungssatzes miissen das Ober- und Unterintegral dann gleich

sein, d.h. f ist integrierbar auf [0, 1] mit

1

/0 xdr = OI(f) =UI(f) = 3

Bemerkung 10.3 (Das Riemann-Integral als Fldcheninhalt)

Wenn die Funktion nur nicht-negative Werte annimmt, dann sind die Untersummen
von f nach oben beschrankt durch den Flacheninhalt I der Fléache, die der Graph
von f mit der xz-Achse einschlieft, und die Obersummen von f sind durch diesen
nach unten beschrankt. Aufgrund der Definition von OI(f) als Infimum und UI(f)
als Supremum gilt also stets UI(f) < I < OI(f). DaBl f integrierbar ist, bedeutet
mithin nichts anderes, als dal das Integral f; f(x)dx den Flacheninhalt der Fliche
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beschreibt, die der Graph von f auf dem Intervall [a, b] mit der z-Achse einschliefit.

y
/\/@/ = f(x)

<1 Fliche von f auf [a,}]

a I

ABBILDUNG 13. Das Integral als Flicheninhalt
Satz 10.4 (Integrationsregeln)

Seien f : [a,b] — R und g : [a,b] — R zwei integrierbare Funktionen, c,d € R.

Dann sind die Funktionen c- f +d - g und |f| integrierbar und es gelten

/ab(c.f+d-g)(x)dx:c./abf(x) dx+d-/abg(x)dx

[ i< [

Bemerkung 10.5 (Verallgemeinerte Dreiecksungleichung)

sowie

Da das Integral als Grenzwert von Obersummen berechnet werden kann, kann man
die Integration als eine verallgemeinerte Summe betrachten. In diesem Sinne ist
die Ungleichung in Satz 10.4 dann eine Verallgemeinerung der Dreiecksungleichung
|z 4yl < [z + [yl

Der folgende Satz besagt, dal man ein Integral auch stiickweise berechnen kann,
indem man das Intervall [a, b] in kleinere Intervalle zerlegt.

Satz 10.6 (Additivitéat des Integrals)
Ist f : ]a,b] — R integrierbar und ¢ € (a,b), so gilt

/abf(:c) iz — /:f(;c) dx+/cbf(:c) da.

IT) Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Eine naheliegende Frage ist, wie der Begriff der Integrierbarkeit mit den Begriffen

der stetig und differenzierbar zusammenhéangt?

Satz 10.7 (Stetige Funktionen sind integrierbar.)
Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f integrierbar auf [a,b].

Die stetigen Funktionen sind die wichtigste Klasse integrierbarer Funktionen. Mithin
sind Polynomfunktionen, trigonometrische Funktionen sowie die Exponentialfunkti-

on und der Logarithmus integrierbar.

Der Zusammenhang zwischen Integration und Differenziation ist noch tiefer. Man
kann das eine als Umkehrung des anderen auffassen. Das ist die zentrale Botschaft

des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
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Definition 10.8

Es sei [a, b] € R ein Intervall und f : [a,b] — R eine Funktion. Eine differenzierbare
Funktion F : [a,b] — R mit F’' = f heiBt Stammfunktion von f.

Satz 10.9 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei f:[a,b] — R stetig.

a. Ist F irgendeine Stammfunktion von f, so gilt

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

b. Die Funktion F : [a,b] — R :y — [ f(z)dx ist eine Stammfunktion von f.

c. Je zwei Stammfunktionen F und G von f wunterscheiden sich nur um eine
Konstante, d.h. die Funktion F — G ist konstant.

Bemerkung 10.10
Es sei f : [a,b] — R stetig.

a. Ist F':[a,b] — R eine Stammfunktion von f, so schreiben wir auch

b
F(x)’a = F(b) — F(a) = / f(z)de.
b. Wir nennen den Ausdruck
[ f@as
ein unbestimmtes Integral. Man verwendet ihn gemeinhin, um eine beliebige

Stammfunktion F' zu bezeichnen, und schreibt dann F(y) = [Y f(x) dx.

Wir haben fiir eine Vielzahl stetig differenzierbarer Funktionen die Ableitungen
kennengelernt. Im Umkehrschlufl haben wir damit fiir die Ableitungsfunktionen auch
Stammfunktionen gefunden. Wir wollen fiir einige wichtige Beispiele von Funktionen

f hier die Stammfunktionen F' in tabellarischer Form zusammenstellen.

Satz 10.11 (Einige ausgewéihlte Stammfunktionen)

f F =] f(z)dz f F=]f(z)dx
exp exp flx) = % In
cos sin sin — COoS
flx) = :B%H arctan - tan

Beispiel 10.12 (Fldcheninhalt eines Sinusbogens)
Wir kénnen den Fldcheninhalt unter einem der Bogen der Sinusfunktion berechnen
als

/ sin(x) dr = — COS(Z‘)‘S = —cos(m) +cos(0) =1+1=2.
0
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| T
ABBILDUNG 14. Fliacheninhalt unter einem Sinusbogen

IIT) Integrationsmethoden

Wenn die Integration die Umkehrung der Differenziation ist, so kann man versuchen,
die Ableitungsregeln umzukehren, um Methoden zur Berechnung von Integralen zu
finden.

Satz 10.13 (Partielle Integration)

Sind u,v : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann gilt

Beweis: Wegen der Produktregel, ist u - v eine Stammfunktion von u - v" + v’ - v.
Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 10.9 folgt damit

b b b
/u(x)-v'(a:)dx—l—/ u'(:z:)-v(x)dx:/ u(z)-v' (z)+u () -v(z) de = u(x) - v(z)|,.

Bemerkung 10.14 (Partielle Integration als Umkehrung der Produktregel)

Die partielle Integration ist die Umkehrung der Produktregel. Man wendet sie an,
wenn man hofft, das Integral iiber u’ - v leichter berechnen zu kénnen als das iiber
w-v'. Auch mit partieller Integration kann man Stammfunktionen berechnen, indem

man b durch die Variable y ersetzt und a ignoriert.

Beispiel 10.15
a. Mit Hilfe partieller Integration kann man das Integral

/ x - cos(z) dx
0

berechnen. Wir setzen u(z) = x und v'(z) = cos(z). Dann ist «/(x) = 1 und
v(x) = sin(z), und es gilt

Y

/ - cos(z) dz = /OWW) () de = u() - o()|” ~ / (2) - o(z) de
=1 - sin(z)|; — /07r 1-sin(z) da

= . sin(.?c)|;r — (—cos(2))lg

—(1-0—0-0)— (1 (1)) = —2.
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Allgemein kann man sagen, dafl partielle Integration gut ist, wenn man ein
Produkt von Funktionen u(x) - v'(z) integrieren mochte, wobei u(x) eine Poly-
nomfunktion ist und man fiir v'(x) leicht (mehrfach) Stammfunktionen bilden
kann. Wenn n der Grad von u(z), mufl man evt. n-fach partielle Integration

anwenden.

Wir wollen eine Stammfunktion von cos? mit Hilfe partieller Integration be-
rechnen. Dazu betrachten wir u(z) = cos(z) und v'(z) = cos(z). Dann ist

v(x) = sin(z), und es gilt

/y cos®(z) dx :/yu(a:) () de = u(z) - v(x)]” - /y u'(z) - v(x) de

= cos(z) - sin(z)|” — / —sin’(x) dz
Yy
=cos(z) - sin(x)‘y — / cos?*(z) — 1dx
y y
= cos(z) - sin(z)|” — / cos?(z) dx + / ldx
Yy
= cos(z) - sin(z)|” — / cos®(z) da + z|".
Addieren wir auf beiden Seiten [¥cos?(x)dz und teilen durch 2, so erhalten
wir

/y cos®(z) dx = % - (y + cos(y) - sin(y)).

Satz 10.16 (Substitutionsregel)
Es sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig und ¢ : [a,b] — R stetig differen-
zierbar mit Im(p) C I. Dann gilt

@ (b) b
flayde = [ (o) - ¢ @) do

e(a)

Bemerkung 10.17 (Die Substitutionsregel als Umkehrung der Kettenregel)

a.

Die Substitutionsregel ist die Umkehrung der Kettenregel.

b. Es ist {iblich, bei der Formel fiir die Substitutionsregel auf der linken Seite

statt der Variablen z die Variable z zu verwenden, so dafl die Formel folgende

Gestalt hat:
w(b

) b
2)dz = z)) - O (x) dx.
e / f (@) - ¢ ()

Man sagt dann, dafl man ¢(z) durch z substituiert oder umgekehrt, je nachdem
ob man die linke durch die rechte Seite ausrechnen will oder umgekehrt. Man
schreibt z = ¢(x).

Diese Schreibweise kann man nutzen, um sich fiir die Substitution eine Esels-

briicke zu bauen. In Anlehnung an die Schreibweise ¢’ = g—i kann man mit
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z = p(x) dann auch
"(z)dx = %d$ =dz
7 Cdr

schreiben. Damit wird aus der Substitutionsformel ohne Integralgrenzen dann

/f(‘P(l’))'SOI(QI)dx:/f(z)~%dx:/f(z)dz.

c. Man kann mit Hilfe der Substitutionsregel auch Stammfunktionen ausrechnen,
indem man die Integrationsgrenze b durch die Variable y ersetzt und a ignoriert.

Beispiel 10.18 (Stammfunktion von z — z - exp(z?))
Wir wollen das Integral f02 x - exp (xz) dx berechnen. Dazu substituieren wir

z =22,

d.h. wir betrachten p(z) = 2%, Dann erhalten wir ¢'(x) = 2z und somit
dz = ¢'(x) doz = 2z dx.

Die Funktion f : R — R : 2 — % ist ihre eigene Stammfunktion, und somit
folgt

»(2)

/021‘ ~exp (2%) dx :/02 Flo(@) - ¢ () do = /p £(2)d

(0)

/4 exp(2) dy — exp(4) exp(0) e'-1
0 2 2 2 2

Aufgabe 10.19
Berechne die folgenden Integrale:

a. [’a®—2dr.
b. [ sin(z) dz.

0

c. [, cos(z) du.

A [H(a' 4 2% — 922827 )dx.

1 e
€. fO m dx.
f. [ sin®(z) - cos(z) du.

€ 1
g J; z-(1+In(2)) dz.

h. fog x - cos(x) du.
i. f:ls |z|dx.
j. fy2(3a:2 + Tz 4+ 17)dx.
Aufgabe 10.20
Bestimme fiir die folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion:
a. fi(xz)=e* +sin(x).

b, falz) = €™ + 2.
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c. fi(z)= x%g

d. falz) = 3%

e. fs(x)=a% ¢€"

f. fo(x) = @ . sin(x)

Aufgabe 10.21
Berechne den Flécheninhalt des von den Graphen von f und ¢ eingeschlossenen
Flachenstiicks, fiir

a. f(z)=—32+5, g(x)=2.
b. f(z)=2+22—=xz, g(x)=22>+z.

Aufgabe 10.22
Zeige, fiir alle a € R gilt die Gleichung

“ a-lal
de = ——.
/0 || dz 5
Aufgabe 10.23

Es sei f : [a,b] — R integrierbar auf [a,b] mit m < f(z) < M fiir alle x € [a, b].
Begriinde, weshalb dann

b
m-(b—a)g/ f(z)de < M- (b—a)

gilt. Nutze diese Ungleichung, um fiir folgende Integrale eine obere und eine untere
Schranke anzugeben:

a. f05 x3sin(z) dz.
b. fol ﬁ dx.
c. f; = du.
Aufgabe 10.24
Es gilt arctan’(z) =

_1
1422

Reihe als Reihe und berechne durch gliedweise Integration eine Reihendarstellung

Schreibe diesen Ausdruck mit Hilfe der geometrischen

fiir den Arcustangens. Wenn man dann noch arctan(1l) = 7 beachtet, so kann man

eine Reihendarstellung fiir die Zahl 7 herleiten.

§ 11 Spezielle Funktionen und ihre Eigenschaften

In diesem Abschnitt wollen wir wichtige Eigenschaften der allgemeinen Exponential-
und Logarithmusfunktion sowie einiger trigonometrischer Funktionen zusammen-

stellen.
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I) Die Exponentialfunktion zur Basis a

Definition 11.1
Fiir eine positive reelle Zahl 1 # a € (0,00) definieren wir die Ezponentialfunktion
zur Basis a als

exp, : (—00,00) — (0,00) : x = exp(z - In(a)) = "™,

Wir schreiben dann auch

T

a® := exp,(z).
Bemerkung 11.2

Die Exponentialfunktion zur Basis e ist damit die altbekannte Exponentialfunktion,
d.h.

exp,(x) = exp(z),

wenn e die Eulersche Zahl ist. Die im folgenden aufgelisteten Eigenschaften der
Exponentialfunktion zur Basis a gelten damit insbesondere fiir die altbekannte Ex-

ponentialfunktion.

Graph(exp)
Graph(In

-

ABBILDUNG 15. Die Graphen der Exponentialfunktion und des Lo-
garithmus zur Basis e

Fiir natiirliche und rationale Zahlen x haben wir bereits eine Definition fiir den
Ausdruck a® kennen gelernt. Die neue Definition liefert dabei dasselbe Ergebnis.

Satz 11.3 (Eigenschaften der Exponentialfunktionen)

Die Ezxponentialfunktion zur Basis a ist differenzierbar auf R und

e fiir a > 1 ist sie streng monoton wachsend,

o fiir a <1 ist sie streng monoton fallend.

Ferner gelten die folgenden Gesetzmdfigkeiten und Regeln:
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. oo, fira>1, ) 0, fiira > 1,
lim exp,(z) = lim exp,(z) =
Tro0 0, fira<1. |7~ oo, fira<1.
exp, () = In(a) - exp,(z) J" expy(z) dz = 15 - exp, (y)
a®tV =a® - a¥ a™¥ = (a”)"
(a-b)* =a*-b* a_x:a%

IT) Der Logarithmus zur Basis a

Definition 11.4
Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion exp,, die nach dem Satz {iber die

Umkehrfunktion 8.19 existiert, wird Logarithmus zur Basis a genannt:

log, : (0,00) — (—00, 00).
Bemerkung 11.5
Der Logarithmus zur zur Basis e ist damit der Logarithmus naturalis, d.h.

log (z) = In(x),

wenn e die Eulersche Zahl ist. Die im folgenden aufgelisteten Eigenschaften des
Logarithmus zur Basis a gelten damit insbesondere fiir den Logarithmus naturalis.
Satz 11.6 (Eigenschaften des Logarithmus)

Der Logarithmus zur Basis a ist differenzierbar auf (0,00) und

e fiir a > 1 ist sie streng monoton wachsend,

e fiir a < 1 ist sie streng monoton fallend.

Ferner gelten die folgenden Gesetzmdfigkeiten und Regeln:

) 00, fira>1,| . —o0, fira>1,
lim log,(x) = lim log, (z) =
@00 —o0, fira<1.|=0 00, fiir a < 1.

log, (v) = 123 log,(z - y) = log,(z) + log,(y)
log, (%) = 2 - log,(x) log,($) = log,(z) — log,(y)

ITI) Trigonometrische Funktionen

Satz 11.7 (Eigenschaften des Sinus und Cosinus)
Der Sinus und der Cosinus sind differenzierbar auf ganz R. Der Sinus
221

sin: R — [—1,1] 2$'—>Z(_1>k'm
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-z E]. Der Cosinus

st streng monoton wachsend auf [ 5 5

cos i R— [—1, 1]tz Y (=1)* (gk)'
k=0 '

ist streng monoton fallend auf [0, 7).

COS

- =
’ N N
’ N 4 N

v R g + :

\\ P \ 7/

N 7/ AN //.

So_-7 ~__~- S1n

2

_x m 3
5 5 s ST

ABBILDUNG 16. Die Graphen des Sinus und des Cosinus

In der folgenden Tabelle sind einige spezielle Funktionswerte festgehalten:
[o] Ed
sin(x) || 0

cos(z) || 1

3
2
110 |-=110
O|—1] 0 |1

I HES

4
1
V2
1
V2
Dariiberhinaus gelten die folgenden Gesetzmdf$igkeiten und Rechenregeln:

Ableitungen sin’(x) = cos(x),  cos'(r) = —sin(x)

Stammfunktionen [Ysin(z) dz = —cos(y), [ cos(z) dz = sin(y)

Additionstheorem des Cosinus cos(z + y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - sin(y)

Additionstheorem des Sinus sin(x + y) = cos(z) - sin(y) + sin(z) - cos(y)

Cosinus ist eine gerade Funktion

cos(z) = cos(—x)

Sinus ist eine ungerade Funktion

sin(z) = —sin(—x)

Satz des Pythagoras

cos(z)? + sin(z)? =1

~ 5 3 3 5
Nullstellen des Cosinus T T T g e
Nullstellen des Sinus .o, —=3m,—2m, —7,0, 7, 2w, 3m, ...

Cosinus und Sinus sind 2mw-periodisch

cos(z + 2m) = cos(x),

s

2

Periodenverschiebung um

sin (z 4+ %) = cos(z), cos(z—3%

sin(z + 27) = sin(x)

2) = sin(z)
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Definition 11.8 (Tangens und Cotangens)
Die Funktion

sin(z)

tan:R\{g—H’{%w

/{:EZ}—)R:xI—)
cos(z)

heifit Tangens und die Funktion

cot R\ (k-7 |k ez} — R o 20
sin(x)

heifit Cotangens.
Satz 11.9

Der Tangens ist auf dem Intervall (—g, %) differenzierbar und streng monoton wach-
send, der Cotangens ist auf dem Intervall (0,7) differenzierbar und streng monoton
fallend. Die Graphen beider Funktionen sind punktsymmetrisch zu den Nullstellen.

cot ll tan

|
)

)
S

ABBILDUNG 17. Tangens und Cotangens

Dariiberhinaus gelten die folgenden Gesetzmdf$igkeiten und Rechenregeln:

Ableitungen tan’(x) = COS%(:E),
cot/(z) = —m
Tangens und Cotangens sind ungerade Funktionen tan(z) = — tan(—x)

cot(z) = — cot(—x)

Nullstellen des Tangens

e, —=3m, =27, —m,0, 7, 27, 37, ...
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5 3 ™ 7w 3w 5w
Nullstellen des Cotangens T T T e T e
Tangens und Cotangens sind w-periodisch tan(x + 7) = tan(x)

cot(x 4+ m) = cot(x)

Satz 11.10 (Arcusfunktionen)

a. Die Funktion sin : [—%, g} — [—1,1] besitzt eine stetige, streng monoton

wachsende Umkehrabbildung, die wir Arcussinus nennen,

: Tow
arcsin : [—1,1] — [ } :

)
Auf dem Intervall (—1,1) ist der Arcussinus differenzierbar.

b. Die Funktion cos : [0, 7] — [—1, 1] besitzt eine differenzierbare, streng mono-
ton fallende Umkehrabbildung, die wir Arcuscosinus nennen,

arccos : [—1,1] — [0, 7].
Auf dem Intervall (—1,1) ist der Arcuscosinus differenzierbar.

c. Die Funktion tan : (—g, %) — R besitzt eine differenzierbare, streng monoton
wachsende Umkehrabbildung, die wir Arcustangens nennen,

T
tan: R — (——, —) .
arctan 573
d. Die Funktion cot : (0,7) — R besitzt eine differenzierbare, streng monoton

fallende Umkehrabbildung, die wir Arcuscotangens nennen,
arccot : R — (0, 7).

Fiir die Ableitungen der Funktionen gelten die folgenden Regeln:

_1_
1+22

1

arctan’(x) = —Ti2

arccot’(x) =

arcsin’(z) = arccos’ (z) = —

1—22 1—22

Aufgabe 11.11
Zeige, die folgenden Gleichungen fiir den Sinus und Cosinus:

sin(z +7) = —sin(z) und cos(z+ ) = — cos(z).

Aufgabe 11.12

Rechne moglichst viele der in diesem Abschnitt angegebenen Eigenschaften der Ex-
ponentialfunktionen, des Logarithmus sowie der trigonometrischen Funktionen nach.
Dabei diirfen neben ihren Definitionen auch die Ergebnisse fritherer Kapitel sowie

fritherer Aufgaben verwendet werden.
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Aufgabe 11.13
Sei f: R — R stetig mit f(z+y) = f(x)- f(y) fir alle z,y € Rund f(1) =a > 0.
Zeige, dann ist f = exp,.

Aufgabe 11.14 (Additionstheoreme fiir Tangens und Arcustangens)
a. Zeige das folgende Additionstheorem fiir den Tangens:

 tan(z) + tan(y)
tan( +y) = T L@ tan(y)’

wobei x,y,z + vy € (—g, %) gelten soll.

b. Folgere daraus das folgende Additionstheorem fiir den Arcustangens:

arctan(z) + arctan(y) = arctan ( Tty ) :
11—y

c. Zeige die Gleichung

4 - arctan 1 — arctan L _r
5 239 ) 4’



KAPITEL IIT

Lineare Algebra

§ 12 Matrizen und der Gauf3-Algorithmus

I) Matrizen

Definition 12.1 (Matrizen und der R™)

Es seien m,n > 1 zwei positive ganze Zahlen.

a. KEine m x n-Matriz iiber R ist ein rechteckiges Schema A mit Eintragen aus R

der Form
ail a12 N AT
921 Q22 ... QA2pn
A=
Am1 Am2 ... AOmn

Wenn keine Unklarheiten zu befiirchten sind, schreiben wir verkiirzt auch
A = (aij)i=1,..mij=1,..n = (as5).
b. Die Menge aller m x n-Matrizen iiber R wird mit
Mat(m x n, R)

bezeichnet, und falls m = n, dann auch kurz mit Mat,,(R) = Mat(n, R) und
man spricht von quadratischen Matrizen.

c. Ist A= (a;;) eine m x n-Matrix, dann bezeichnen wir
a; = (ail, Ce 7a’in)
als den i-ten Zeilenvektor von A und
Q15
al =
Qmyj

als den j-ten Spaltenvektor von A.

d. Ist A= (a;;) € Mat(m x n,R), so heiit die n x m-Matrix

aj;p Q21 ... Gml
12 Q22 ... Am2
t.__
Al = :
A1p A2 ... Amn

89
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d. h. fir A* = (aj;) gilt aj; = ays, die Transponierte von A.
e. Schliellich definieren wir
I
R" :=Mat(n x 1,R) = : T1,...,2, € R

Tn

Die Elemente von R™ heiflen Vektoren oder Punkte im R™. x; heifit die i-te

Komponente des Vektors z.

Bemerkung 12.2
Spaltenvektoren nehmen im Skript sehr viel Raum ein. Um platzsparend arbeiten

zu konnen, werden wir deshalb statt den Spaltenvektor x € R™ als

T

Ty
anzugeben, meist den transponierten Zeilenvektor

v=(z1 ... z,)

betrachten, und um Mifiverstéindnissen vorzubeugen, fiigen wir zudem meist Kom-

mata als Trennsymbole ein

= (1,...,7,)"

Definition 12.3 (Operationen mit Matrizen)
a. Esseien A = (a;5), B = (b;;) € Mat(m x n,R), dann definiert man

an+bu  azt+bie ... am+bin
A+ B = (ag + bij) = a1 + bar  ax + baa ... g + ban,
A1 + b1 Ama +bme .. G+ by
b. Fiir zwei Vektoren x = (z1,...,2,)" und y = (y1,...,y,)" in R" definieren wir

das Skalarprodukt von z und y als
(z,y) :xl'y1+932'y2+---+$n'ynZzlﬂi'yi-
i=1

c. Ist A= (a;;) € Mat(m x n,R) eine m x n-Matrix und = = (xy,...,2,)" € R"
ein Spaltenvektor in R", dann definieren wir das Produkt

t
(at, x) 11 - L1+ Ay To+ ...+ Ay, - Ty
¢
<(12,JI> Ao1 L1+ Qg2 " Ta + ...+ Qop * Ty,
Aoz = ) =
¢
(at ) 1 T1+ Qo * To + ...+ Qo - Ty

der Matrix A mit dem Vektor x als einen Vektor in R™, dessen i-te Komponente

das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit x ist.
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d. Sind A = (a;;) € Mat(m x n,R) und B = (bjz) € Mat(n x p, R) zwei Matri-
zen, wobei A genauso viele Spalten wie B Zeilen hat. Dann definieren wir das
Matrizprodukt durch

AoB:=C, mit C = (¢i) € Mat(m x p,R) und ¢y = Zaijbjk.
=1

Die k-te Spalte von C' ist damit das Produkt von A mit der k-ten Spalte von
B, und d.h. der Eintrag c¢;;, ist das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der
k-ten Spalte von B. Das Matrixprodukt zweier Matrizen verallgemeinert also

das Produkt einer Matrix mit einem Vektor.

Beispiel 12.4
Folgende Matrizen A, B € Mat(2 x 3,R) und C' € Mat(3 x 2, R) seien gegeben:

1 0 2 3 21 Lo !
A:( ),B:( ),0: 21 | =] 2

3 1 2 0 4 5
31 3

Dann gilt
1 0 2 3 21 1+43 04+2 241 4 2 3
31 2 04 5 3+0 1+4 245 3 5 7
und
1
1 0 2 1-14+40-2+2-3 7
AOZE: O 2 —= fng
31 2 5 3:-14+1-24+2-3 11
10
Ao(C = Loz ol 2 1
31 2 3

[ 1140-2+2-3 1:0+0-142-1\ [ 7 2
\3:141-2+2:3 3-04+1-1+2-1 /) \ 11 3 )"

IT) Der Gauf3-Algorithmus

sowie

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl man jede Matrix durch elementare Zei-
lenoperationen in Zeilen-Stufen-Form transformieren kann, und einen Algorithmus
angeben, der dies tut, den Gaufl-Algorithmus.
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Definition 12.5 (Zeilen-Stufen-Form)
Eine Matrix A ist in Zeilen-Stufen-Form, wenn sie von der folgenden Gestalt ist,

0 ... 0 ’aljl S
0 .o oo 0 o 0 Jay, ko

Aol . :
P ’am X L. %
0

wobei die a,j;, ungleich 0 sein sollen und die Pivots der Zeilen-Stufen-Form genannt
werden.

Wir sagen zudem, dal A reduzierte Zeilen-Stufen-Form hat, wenn alle Pivots Eins
und die Eintrége in der Spalte oberhalb der Pivots alle Null sind.

Beispiel 12.6
Betrachte die Matrizen A, B,C' € Mat(4 x 5, R) mit

01 0 3 0 01000
. 0 0|1 20 B= and € — 1 03 40
000 O0]1 00220
00000 000O0O0

Die Matrix A ist in reduzierter ZSF mit j; = 2, jo = 3 und j3 = 5.

Die Matrix B ist in ZSF mit j; = 1, jo = 2, j3 = 3 und j; = 4. Die ZSF ist aber
nicht reduziert.

Die Matrix C ist nicht in ZSF. Aber durch Vertauschen der beiden ersten Zeilen
entsteht eine Matrix, die ZSF hat.

Unser Ziel ist es, eine Matrix durch sogenannte elementare Zeilenoperationen auf
Zeilen-Stufen-Form zu bringen. Dabei sind die folgenden drei Typen von elementaren

Zeilenoperationen erlaubt.

Definition 12.7 (Elementare Zeilenoperationen)

Fiir eine Matrix A heilen die folgenden Operationen elementare Zeilenoperationen:

I Multipliziere die i-te Zeile von A mit einer Konstanten 0 # A € R.
II Addiere zur i-ten Zeile von A das A-fache der j-ten Zeile, A € R, i # j.
IIT Vertausche in A die i-te und j-te Zeile.

Der Beweis des folgenden Satzes ist konstruktiv. Der daraus abgeleitete Algorithmus

ist der sogenannte Gauf-Algorithmus.
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Satz 12.8 (Existenz der reduzierten Zeilen-Stufen-Form)
Jede Matriz A € Mat(m x n, R) ldft sich mittels endlich vieler elementarer Zeilen-

operationen in reduzierte Zeilen-Stufen-Form rvZSF(A) dberfihren.

Jede Zeilen-Stufen-Form, die aus A durch elementare Zeilenoperationen hervorgeht,
hat die gleiche Anzahl an Nicht-Null-Zeilen. Diese Zahl nennen wir den Rang von
A, rang(A).

Algorithmus 12.9 (GauB-Algorithmus)

INpUT: A € Mat(m x n,R).

OutpuT: 1ZSF(A), die reduzierte Zeilen-Stufen-Form von A.

1. Schritt: Falls A =0 oder m = 1, gehe zu Schritt 8.

2. Schritt: Durchlaufe die erste Spalte von oben nach unten, bis ein Element
ungleich Null a;; gefunden wurde oder das Ende der Spalte erreicht ist.

3. Schritt: Wurde kein a;; # 0 gefunden, bilde eine Untermatrix B von A durch
Streichen der ersten Spalte von A und gehe zu Schritt 6. Andernfalls, vertausche
die Zeilen a; und a;.

4. Schritt: Fiir £ = 2,...,m addiere zur k-ten Zeile das —%—fache der ersten.

5. Schritt: Falls n = 1, gehe zu Schritt 7. Andernfalls bilde eine Untermatrix B
von A, durch Streichen der ersten Zeile und der ersten Spalte von A.

6. Schritt: Wende den Algorithmus auf die Untermatrix B an.!

7. Schritt: Die Matrix A ist nun in ZSF. Fiir i = m bis ¢ = 1, d. h. riickwérts
zaéhlend, durchlaufe die Zeile a;, beginnend mit der ersten Spalte, bis ein Ele-
ment a;; # 0 gefunden wurde oder das Ende der Zeile erreicht ist.

In letzterem Fall tue nichts, in ersterem multipliziere die Zeile a; mit f und
addiere fir k =1,...,7 — 1 zur k-ten Zeile das —ay;-fache der i-ten Zeilej.

8. Schritt: Gib die (verdnderte) Matrix A zuriick.

Beispiel 12.10

Wir iiberfithren nun die folgende Matrix in reduzierte ZSF.

0 0 -1 2 3 1 1 30 2

I11 IIT—IIT+1

-1 1 302 | —2 0 0 -1 23| —/
1 -1 14 3 1 -1 14 3
~11]/-3 0 2 11 -3 0 2

III—IIT—-2-11 I——III——II

00/-123 2 00 -12 3 e
00/-24 5 00 00 -1

!Dies ist der Rekursionsschritt, indem der Algorithmus mit einer kleineren Untermatrix auf-

gerufen wird. Das Ergebnis, das man dabei zuriick erhélt, wird wieder in die Matrix A eingefiigt.
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—
|
—_
w
]
|
[\

I—I+2-111

e}
=)
—_
|
[\
|
w

—_
II—I11+43-111

(@)
o
(@]
(@]
—

1 -1 0 6 0
0 01 =20
0 00 01

1 -1 3 00
0 01 =20
0 00 01

I—I1-3-11

Die vierte Matrix besitzt bereits ZSF mit unterstrichenen Pivots, die letzte ist in

reduzierter ZSF.

Wir bemerken, dal wir auch auf anderem Weg zum Ziel gekommen wéren, und zwar

durch andere Wahl der Pivots.

0 0 -1 2 3

1 -1 1 4 3

II—II+1
1 1 -3 0 2 et 1 1 -3 0 2 -
1 -1 1 4 3 0 0 -1 23
1 —1\ 14 3 1 -1 143
IIT—IIT—4 11 IT——1.011
O 0 _—2 4 5 — 0 0 _—2 4 5 I11—2-111
0 0|-1 2 3 o 0 00 1%
1 -1 1 4 3 1 =11 40
I—I1-3-111 I—I-I1
0 01 -2 =3 — 01 —2 0
II'—>II+§~III
0 00 0 1 0 00 01

1 -1 0 6 0
0 01 =20
0 00 01

IIT) Berechnung der Inversen einer Matrix

Wir wollen hier eine erste Anwendung des Gauf-Algorithmus’ geben.

Definition 12.11

Eine Matrix A € Mat(n x n,R) heiit invertierbar, wenn es eine Matrix B mit
Ao B = BoA=1, gibt, wobei die Matrix 1,, die Diagonalmatrix mit nur Einsen
auf der Diagonalen ist. Wir schreiben dann A~! := B und nennen diese Matrix die

Inverse von A.

Man beachte, dafl die Finheitsmatriz 1,, bei der Matrixmultiplikation ein neutrales
Element ist, d.h. Aol,, = 1,04 = A. Die Matrix A~! ist ein Inverses zu A beziiglich
der Multiplikation (vgl. Satz 2.1). Das rechtfertigt die Bezeichnung,.
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Der GauB-Algorithmus kann verwendet werden, um festzustellen, ob eine Matrix
invertierbar ist und um die Inverse zu berechnen. Dem liegt der folgende Satz zu-

grunde.

Satz 12.12
Fine Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn thre reduzierte Zeilen-Stufen-Form
die Einheitsmatriz ist.

Algorithmus 12.13 (zur Bestimmung der Inversen)
INpUT: A € Mat(n,R).

OutpuT: Inverse von A, falls sie existiert, eine Fehlermeldung sonst.
1. Schritt: Erweitere die Matrix A um 1,, zu C' = (A, 1,) € Mat(n x 2n, R).

2. Schritt: Uberfithre C' in reduzierte ZSF €’ = (A’, B).
3. Schritt: Falls rang (A’ ) = n, dann gib B zuriick, sonst eine Fehlermeldung.

Beispiel 12.14
Wir betrachten die 3 x 3-Matrix

1 11
0 1 1 | eMat(3x3,R)
1 01
und versuchen die Inverse mittels des Algorithmus 12.13 zu bestimmen.
A 1,
1 11 1 0 0
o 1.1 0 1 0
1 01, 0 0 1 I — 111 -1
1 11 1 0 0
0O 1.1 0 1 0
0 -1 0|-1 0 1 NI — II1T+11
1 11 1 0 0 I—T—-1I1
o 1.1 0 1 0 IT— IT—1I1
0 0 1]-1 1 1
1 10 2 -1 -1 I —TI1-11
0 10| 1 0 -1
0 0 1|-1 1 1
1 00 -1 0
0 10| 1 0 -1
0O 0 1|-1 1 1
Hieraus ergibt sich gemafl obigem Algorithmus zunéchst, dafl A invertierbar ist, und
ferner, daf
1 -1 0
AT = 1 0 -1
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Aufgabe 12.15
Berechne die folgenden Summen von Matrizen:

123+012 o41+131
4 5 6 1 2 1) 9 0 2 301/
Aufgabe 12.16

Welche der folgenden Matrizen konnen in welcher Reihenfolge miteinander multipli-
ziert werden? Berechne ggf. das Matrixprodukt.

A:123,B=O41,C’:11, _
4 5 6 9 0 2 3 1

Aufgabe 12.17
Berechne fiir jede der Matrizen in Aufgabe 12.16 eine reduzierte Zeilen-Stufen-Form.

Aufgabe 12.18
Berechne eine reduzierte Zeilen-Stufen-Form der folgenden Matrix:

[ e R
—_ - O

1 -2 3 0
2 — 10 —1
A= [ € Mat(4 x 4, R).
—2 4 -7 2
3 _5 7 1

Aufgabe 12.19
Berechne den Rang der folgenden Matrix in Abhéngigkeit von a und b:

0O b b b
a 0 b b | € Mat(3 x 4, R).
a a 0 b
Aufgabe 12.20
Bestimme die Inverse der Matrix
1 1 1
2 3 3 € Matz(R).
-2 -2 -1

Aufgabe 12.21
Es seien © = (z1,...,2,)y = (Y1,.-.,yn)" € R™ zwei Vektoren mit = # 0 # y.
Zeige, daf3 die Matrix

A=zxo yt = (%Z : yj)i,jzl ,,,,, n € Mat(na R)

Rang 1 hat.

Aufgabe 12.22
Gilt fiir Matrizen A, B € Mat(n,R) stets Ao B = B o A7 Beweise dies oder finde

ein Gegenbeispiel.
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§ 13 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme spielen in vielen Bereichen der Mathematik und ihrer

Anwendungen eine grofle Rolle. Im vorliegenden Abschnitt wollen wir zeigen, wie

man lineare Gleichungssysteme 16sen kann. Wir werden dabei wenig auf die alge-

braische Struktur der Losungsmenge eingehen konnen. In Anhang D finden sich

Fragestellungen aus Anwendungen, die bei der Modellbildung zu einem linearen

Gleichungssystem fiihren.

Definition 13.1 (Lineare Gleichungssysteme)

a.

Ein lineares Gleichungssystem iiber R

a;1ry + apres + ... + a1, = b1
a21T1 + Q999 + ... + Q9T = bg
(LGS) o
Up1T1 + AmaTs + ...+ QpnTn = bp
besteht aus m Gleichungen in n Unbestimmten oder Variablen xy,...,xz, mit

a;j,b; e Rfir1<i<mund1<j<n.
Da sich das lineare Gleichungssystem (LGS) mit A = (a;), b = (b1,...,bn)"

und z = (z1,...,x,)" vermittels Matrixmultiplikation auch schreiben 148t als
Ar = b,
sprechen wir meist von dem linearen Gleichungssystem Ax = b.

Die Matrix

A = (a;) = : : € Mat(m x n,R)
Am1  --- Amn

heiBt Koeffizientenmatriz und der Vektor b = (by,...,b,)" € R™ die Inhomo-
genitit des Gleichungssystems (LGS). Ferner heifit die Matrix

ay;y ... Qip b1
(A]0D):= 5 : 5 EMat(mx(n—i—l),]R)
Am1 - QAmn bm
die erweiterte Koeffizientenmatriz von (LGS).

Das lineare Gleichungssystem (LGS) heifit homogen, falls b = Ogm der Null-

vektor in R™ ist. Ansonsten heifit das System inhomogen.

Ist ein lineares Gleichungssystem Az = b gegeben, so heifit das Gleichungssy-

stem Az = 0 (mit 0 = Ogm) das zugehdrige homogene Gleichungssystem.

Ein Vektor ¢ = (c1, ..., ¢,)" € R™ heiit Lisung von (LGS), wenn die Gleichung
Ac = b erfiillt ist. Die Menge aller Losungen von (LGS) wird mit

Los(A,b) := {c € R" | Ac = b}.
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bezeichnet.

Beispiel 13.2

Das lineare Gleichungssystem

$1+2£L’2+£L‘3:1
201+ 315 =1

I‘Q—LL’?):O

ist inhomogen, hat als Koeffizientenmatrix

1 2 1
A=1 2 3 0 | €Mat(3x3,R),
01 —1
und als erweiterte Koeffizientenmatrix
1 2 111
(Alb)=| 2 3 0|1 | eMat(3x4,R).
01 —-11]0

Bemerkung 13.3 (Lineare Gleichungssysteme)

a.

Bei einem linearen Gleichungssystem sind also reelle Zahlen a;; und b; fest
vorgegeben, wihrend fiir die Unbestimmten z; reelle Zahlen ¢; gesucht werden,
die das Gleichungssystem l6sen.

Ein lineares Gleichungssystem kann entweder gar keine, genau eine oder un-
endlich viele Losungen haben. Wenn unendlich viele Losungen vorliegen, wollen

wir diese parametrisieren in der Form
Los(A,b) = ¢+ Los(A,0) ={c+ A\ -v1 4+ ...+ A v | A, A € RY

wobei ¢ eine spezielle Losung von Az = b ist und vy, . .., v, geeignete Losungen
des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems sind, eine sogenannte
Basis des Losungsraums Los(A, 0). Auf dem Weg ist die Struktur der Losungs-
menge ersichtlich — es handelt sich um einen sogenannten affinen Unterraum

von R™.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem Az = 0 ist immer l6sbar mit x = 0
als Losung. Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem muf3 nicht 16sbar sein.
Insofern ist das folgende Kriterium fiir die Losbarkeit eines linearen Gleichungs-
systems sinnvoll. Wir erinnern dabei, da} der Rang einer Matrix die Anzahl

der Stufen in einer zugehorigen Zeilen-Stufen-Form ist.

Satz 13.4 (Kriterium fiir die Losbarkeit eines LGS)
Ein Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar, wenn rang(A) = rang(A | b).

Fiir ein Beispiel siehe Beispiel 13.9.

Bemerkung 13.5

Das folgende Lemma sagt, dal der Informationsgehalt iiber die Losungsmenge der



§ 13. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 99

erweiterten Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems bei elementaren
Zeilenoperationen erhalten bleibt. Man wird also den Gauf3-Algorithmus anwenden
konnen, um die Matrix in reduzierte Zeilen-Stufen-Form zu bringen, in der Hoffnung,

die Losungsmenge dann gleich ablesen zu kénnen.

Lemma 13.6 (Elementare Zeilenoperationen dndern den Losungsraum nicht.)
Sind A, A" € Mat(m x n,R) und b,b' € R™ und entsteht die Matriz (A" | V') aus

(A| b) durch elementare Zeilenoperationen, so gilt
Los(A,b) = Los (A, V).

Satz 13.7 (Losbarkeitskriterium fiir ein LGS mittels Gau-Algorithmus)
Sei A € Mat(m x n,R) eine Matriz in Zeilen-Stufen-Form und b € R™. Die erwei-

terte Koeffizientenmatriz habe die Gestalt

0 ... 0 14, * e L. X b1
0 ... ... 0 0 25, * Cee e .. X b2
(Alb)=10 ... ... ... ... R | R S U S %
0 br-i—l
0 . 0] b
(16)
mit Pivots a;;, 70 firi=1,...,r. Dann gilt:
a. Ax =b ist genau dann losbar, wenn b, 1 = ... =b,, =0.
b. Sind b,.1 =...=0b, =0 und gilt r = n, so besitzt Ax = b genau eine Ldsung.
c. Sindb.y1=...=by =0 undistr <n, so hat Ax = b mehr als eine Losung.

Genauer Los(A,b) = ¢ + Los(A,0), wobei ¢ eine spezielle Lisung ist und
Los(A,0) die Dimension n — r hat.

Aus dem Satz ergibt sich der folgende Algorithmus zur Losung eines linearen Glei-
chungssystems.

Algorithmus 13.8 (Algorithmus zur Losung eines LGS)
INpUT:  Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b) eines LGS Ax = b.

OuTtpuT: Eine spezielle Losung ¢ von Az = b und eine Basis B von Los(A4, 0),

sofern das Gleichungssystem losbar ist.

1. Schritt: Berechne eine reduzierte Zeilen-Stufen-Form (A’ | ') von (A | b) mit
r = rang(A’).

2. Schritt: Ist 0}, # 0, dann ist das LGS nicht 16sbar.

3. Schritt: Uberfiihre (A’ | ¥') in eine n x (n+1)-Matrix (A” | ¥”) durch Einfiigen
und Streichen von Nullzeilen, so dafl die Pivotelemente anschliefend auf der
Diagonale der Matrix A” stehen.

4. Schritt: Ersetze jede Null auf der Diagonale von A” durch —1.



100 III. LINEARE ALGEBRA

5. Schritt: Die spezielle Losung ist ¢ := 0" und die Spalten von A”, die eine —1
auf der Diagonale haben, sind eine Basis von Los(A, 0).

Beispiel 13.9
Wir betrachten das Gleichungssystem:

T1+ 29+ 23 — 214 =1
T+ 29 —a3=—1 (17)
3x1 4+ 319 + 3 — 44 =1
In Matrixschreibweise lautet das Gleichungssystem:

X1

1 -2 1
X2

1 1 1 0 = -1
€3

1 —4 1
Tyq

Durch den Gauf-Algorithmus iiberfithren wir die erweiterte Koeffizientenmatrix in
reduzierte Zeilen-Stufen-Form:

11 1 =2} 1 110 —-1]0
11 -1 0O0|-1 |~} 001 —-1]1
33 1 —4] 1 000 00

Wir sehen, daff rang(A) = rang(A | b) = 2, so dafl das Gleichungssystem l6sbar ist.

Um die Losung zu berechnen, fiigen wir als zweite Zeile eine Nullzeile ein, um eine
4 x 5-Matrix zu erzeugen und die Pivotelemente auf der Diagonalen zu haben, und

ersetzen die Nullen auf der Diagonalen anschlieBend durch —1:

1 1 -1 1 1 —
1 10 —-110 0 0 0 Lo

000 0]0 0 -1 0 010
0 01 —-1]1 — —

001 —-1]1 0 01 —-1]1
000 O0]0

000 010 0 00 —-110

Damit erhalten wir die letzte Spalte
c= (0,0, 1,0)t

als spezielle Losung von (17) und die Spalten 2 und 4 als Basis
B=((1,-1,0,0)",(-1,0,-1,-1)")

des Losungsraums Los(A, 0) des homogenen Gleichungssystems Az = 0. Insgesamt
gilt damit

0
Los(A,b) = ¢+ Los(A,0) = +s- +t- ) s, t € R

o = O O
|
—_
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Aufgabe 13.10
Berechne die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems:
T+ 21‘2 +x3 = 1
25(]1 + 31’2 =1
T9 — X3 = 0
Aufgabe 13.11
Berechne die Losungsmenge des folgenden Gleichungssystems, sofern es losbar ist:

-z + 6y + 2z = 4
20— 2y — z = 2
v — 4y — 2z =1
Aufgabe 13.12
Fiir welche a,b € R besitzt das lineare Gleichungssystem

ar —+ z = ab
—2x + by + az = —b
by + (a+1)z = b

aufler (b,1,0) noch weitere Losungen. Bestimme sie.

Aufgabe 13.13
Bestimme die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems iiber R in

Abhéngigkeit vom Parameter ¢t € R:
r + y + z = 1
ty + =z 1
tr + ty + 2z = 1+¢

Aufgabe 13.14
Es seien A € Mat(m x n,R) und b € R™ gegeben. Zeige, ist ¢ € R" eine Losung des
(LGS) Az = b, so ist gilt

Los(A,b) = {c+y |y € Los(4,0)}.

§ 14 Determinanten

Determinanten von quadratischen Matrizen A € Mat(n x n,R) spielen in vielen

Bereichen der Mathematik eine wichtige Rolle:

e Mit ihrer Hilfe kann man eine geschlossene Formel fiir die Losung eines qua-
dratischen linearen Gleichungssystems angeben (Cramersche Regel).

e Eine Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante nicht 0 ist.

e Determinanten liefern ein Kriterium fiir die Existenz einer lokalen Umkehrab-
bildung fiir beliebige differenzierbare Abbildungen von R"™ nach R" (Satz von
der Umkehrabbildung).

e Mit Determinanten 148t sich das Volumen von Parallelotopen berechnen.
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e Determinanten werden verwendet um die infinitesimale Volumenénderung einer

Koordinatentransformation zu berechnen (Transformationssatz fiir Integrale).

e Eigenwerte von Matrizen werden mit Hilfe von Determinanten berechnet. Sie

geben z.B. Auskunft iiber das Stabilitéitsverhalten von Lésungen von Differen-
tialgleichungen. Solche Fragen treten z.B. im Zusammenhang mit dem Unter-
suchen des Schwingungsverhaltens von Briicken auf.

e Determinanten kommen im hinreichenden Kriterium fiir Extremstellen von dif-

ferenzierbaren Funktionen von R™ nach R vor.

Dies sind nur einige wenige Anwendungsgebiete, die im Laufe einer Vorlesung zur

Mathematik thematisiert werden. Sie sollen einen Eindruck von der Bedeutung der

Determinanten geben.

I) Determinanten und der Gauf3-Algorithmus

Definition 14.1 (Determinanten)
Eine Abbildung

det : Mat(n x n,R) — R

heifit Determinantenabbildung, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

|

IT

III

IV

Geht die Matrix B aus der Matrix A hervor, indem man die eine Zeile mit A
multipliziert, so gilt det(B) = A - det(A).

Geht die Matrix B aus der Matrix A hervor, indem man zur i-ten Zeile das
A-fache der j-ten Zeile addiert, so dndert sich die Determinante nicht, d.h.
det(A) = det(B).

Geht die Matrix B aus der Matrix A durch Vertauschung zweier Zeilen hervor,
so andert sich das Vorzeichen der Determinante, d.h. det(B) = —det(A).

Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt ihrer Diagonal-
eintrage, d.h.

aj;; k% % * *
0 agp *x % * *
0 0 azz = * *
det | 0 0 0 agy ... * * =qay A ... Aoy
0O 0 0 0 p—1n-1 *
0O 0 0 0 0 (nn,

Satz 14.2 (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante)
FEs gibt genau eine Determinantenabbildung det : Mat(n x n, R) — R.

Bemerkung 14.3 (Wie berechne ich die Determinante einer Matrix?)

Die Bedingungen I-III legen fest, wie sich die Determinante einer Matrix &ndert,
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wenn man elementare Zeilenoperationen durchfiithrt. Bedingung IV sagt uns, wie
man die Determinante einer Zeilen-Stufen-Form berechnet, da diese bei einer qua-
dratischen Matrix immer eine obere Dreiecksmatrix ist. Wir konnen deshalb den
GauB-Algorithmus anwenden, um die Determinante einer Matrix zu berechnen. Im
folgenden Algorithmus ist erldutert, wie man dies macht, wobei der Algorithmus

ohne elementare Zeilenoperationen vom Typ I auskommt.

Algorithmus 14.4 (Algorithmus zur Berechnung der Determinante iiber R)
INpUT: A € Mat,(R).

OuTpUT: det(A).

1. Schritt: Setze d = 1.

2. Schritt: Uberfithre A mittels GauB-Algorithmus in nicht-reduzierte ZSF,
d. h. fithre im Gauf-Algorithmus 12.9 Schritt sieben nicht aus. Jedesmal, wenn
dabei zwei Zeilen vertauscht werden, ersetze d durch —d. - Wird bei der Gauf}-
reduktion ein Pivotelement zu Null, gib Null zuriick und brich ab.

3. Schritt: Gib das Produkt von d mit den Diagonalelementen der ZSF zuriick.

Beispiel 14.5

a. Wir wollen die Determinante der Matrix

A= € Mat(3 x 3, R)

- =
o DN Ot
o w o

berechnen. Dazu iiberfithren wir sie mittels des Gau3-Algorithmus in ZSF und

merken uns die Zeilenvertauschungen.

4 5 6 1 2 3 1 2 3
I<11 I1—I1-41
1 2 3 E— 4 5 6 — 0 -3 —6
d=-1 IIT1—-I11-71
78 0 78 0 0 —6 -—21
1 2 3
IIT—IIT1-2IT
[ 0 -3 —6
0 0 -9

Damit gilt dann
det(A) =d-1-(=3)-(-9) = —27.

b. Als zweites Beispiel berechnen wir die Determinante der Matrix

€ Mat(4 x 4, R).

o O N
S O N W
N = w O
N = O N
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Dazu iiberfithren wir sie wieder mittels des Gaufl-Algorithmus in ZSF und

merken uns die Zeilenvertauschungen.

1 3 0 2 1 3 0 2 1 3 0 2

2 2 30 II—IT—21 0 4 3 —4 IV—IV—2IIT 0 -4 3 —4
—

00 1 1 d=1 0 0 1 1 0 0 1 1

00 2 2 0 0 2 2 0 00 0

Damit gilt dann
det(A)=d-1-(—4)-1-0=0.
c. Bei 2 x 2-Matrizen kénnen wir auf diesem Weg auch eine allgemeine Formel

berechnen, die man sich merken kann. Dazu wenden wir den Gauf-Algorithmus
auf die Matrix

A:(a Z) € Mat(2 x 2, R)

an und nehmen der Einfachheit halber an, daf§ a # 0 gilt. Dann bringen wir

sie mittels GauB-Algorithmus auf Zeilen-Stufen-Form:

a b II(—)II—%J a b
T
c d 0 d-— %b

Fiir die Determinante von A gilt dann

b b
det(A)Zdet<a )za-(d—c—>:ad—bc.
c d a

Die Formel erhélt man auch, wenn a = 0 ist. Dann sieht nur die Zeilen-Stufen-
Form etwas anders aus. Den Fall zu untersuchen, iiberlasse ich dem geneigten

Leser.

IT) Wichtige Rechenregeln fiir Determinanten

Lemma 14.6

Enthilt eine Matrixz eine Nullzeile oder zwei gleiche Zeilen, ist ihre Determinante 0.

Satz 14.7 (Die Determinante der Transponierten)
Fiir A € Mat(n x n,R) gilt:

det(A) = det (A").

Bemerkung 14.8
a. Damit gelten fiir die Anderung der Determinante bei Anwendung von elemen-
taren Spaltenoperationen die gleichen Regeln wie bei elementaren Zeilenopera-
tionen, da durch Transponieren die Zeilen und die Spalten ihre Rolle tauschen.

b. In Bemerkung 14.16 kann man die Vektoren zy,...,x, also auch als Spalten
in eine Matrix schreiben, die Determinante ausrechnen und erhélt so das Volu-
men des Parallelotops. Da die Vektoren Spaltenvektoren sind, ist das vielleicht

naheliegender.
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det<5 6)25-3—6~2:3
2 3
det<5 2>:5~3—2-6:3.
6 3
Beispiel 14.10

Wir berechnen nun die Determinante der folgenden Matrix A € Mat(n + 1, R):

Beispiel 14.9
Es gilt

und

0 1 2 3 n
1 0 1 2 n—1
4 2 1 0 1 n—2
o 3 2 1 0 n—3
n n—1 n—-2 n—3 ... 0

Ziehe fiir i = 1,...,n von der i-ten Zeile die (i + 1)-te Zeile ab. Wir erhalten:

-1 1 1 1
-1 -1 1 1 1 1
-1 -1 -1 1 1
A= -1 -1 —1 —1 1 1
-1 -1 -1 -1 ... -11
n n—1 n-2n-3 ... 1 0
Addiere nun fiir ¢ = 2,...,n+1 die erste Spalte zur i-ten Spalte. Dann erhalten wir:
-1 0 0 0 ... 0 O
x —2 0 0 0 0
* *x =2 0 0 0
A= * * * =2 0 0
* * * -2 0
* * * * * n

Es folgt:

det(A) = (=1)- (=2)" ' -n=—n-(=2)"""
Satz 14.11 (Determinantenmultiplikationssatz)
Fiir Matrizen A, B € Mat(n x n,R) gilt

det(A o B) = det(A) - det(B).
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Beispiel 14.12
In Beispiel 14.9 gilt

A:<5 2>:<1 2>o<1 O)eMatg(]R),
6 3 0 3 21

so folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz 14.11 und weil die beiden Ma-
trizen auf der rechten Seite Dreiecksmatrizen sind:

det o 2 = det L2 - det L0 =3-1=3.
6 3 0 3 2 1

Korollar 14.13 (Determinante und Invertierbarkeit)

A € Mat(n x n,R) ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. In diesem Fall
gilt

1

det (A7) = Geray

Beweis: Wir wollen die Formel fiir die Determinante der Inversen beweisen. Sei also

A invertierbar. Dann gilt
1 =det(1,) = det (Ao A™") = det(A) - det (A7),

Dies zeigt, dafl det(A) nicht Null sein kann, und zudem ist damit die obige Formel
bewiesen. 0

Beispiel 14.14
Die Matrix A in Beispiel 14.12 ist invertierbar und ihre Inverse hat Determinante

%. Dies wissen wir, ohne die Inverse zu kennen.

Bemerkung 14.15 (Orthogonale Matrizen)
Ist A € Mat(n x n,R) eine quadratische Matrix mit den Spalten a!,... a", so gilt
fiir das Produkt

Ao A= (bz’j)i,j—l ,,,,, n
die Gleichung
bij = {(a',ad’),
weil das Transponierte der i-ten Zeile von A! die i-te Spalte von A ist.

Man beachte nun, dafl im zwei- und dreidimenisonalen das Skalarprodukt zweier

Vektoren a' und o/ verwendet wird, um den Winkel o zwischen den Vektoren mittels

toad
cos(a) = M
@il - ]
zu ermitteln, wobei
|z = /(z, 7)

fiir einen Vektor x dessen euklidische Linge ist. Die Vektoren a’ und o’ stehen also

senkrecht aufeinander, wenn das Skalarprodukt 0 ist.
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Dies motiviert uns, eine Matrix A mit
AloA=1,

eine orthogonale Matrixz zu nennen. Die Spalten von A stehen senkrecht aufeinander

und haben Lénge Eins. Fiir eine solche Matrix gilt zudem
1 = det(1,) = det (A" 0 A) = det (A) - det(A) = det(A)?
und mithin
det(A) € {1, —-1}.
Bemerkung 14.16 (Das Volumen des Parallelotops)

Die Determinante wird auch eine Volumenform genannt, was durch die folgende

geometrische Interpretation gerechtfertigt wird. Seien 1, ..., z, € R" und sei
P(xl,...,acn) = {/\1x1+...+/\nxn€R”|O§)\i < 1,i:1,...,n}

das von den Vektoren z1, ..., z, aufgespannte Parallelotop (siche Abbildung 1 / 2).

ZL'Qy

T

ABBILDUNG 1. Das Parallelotop = Parallelogramm P(z1, ) in der Ebene
T3 / / 7
X2 V

Ty

ABBILDUNG 2. Das Parallelotop P(z1, 23, x3) im Raum

Dann definiert man das n-dimensionale Volumen von P(xy,...,x,) mit Hilfe der
Determinante als

t

a1
Volumen (P(z1,...,x,)) = |det [ :
T,
der Matrix, deren Zeilen die Vektoren x4, ..., z, sind.
In Dimension n = 1 ist |det(z1)| = |z1| in der Tat die Lange der Strecke von 0 nach

x1, und diese ist gerade P(x;). Auch in Dimension n = 2 und n = 3 kann man zeigen,

dafl das so definierte Volumen mit dem euklidischen Fliacheninhalt bzw. mit dem
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euklidischen Volumen iibereinstimmt, daf8 die Definition also sinnvoll ist.? Sie spielt
im Rahmen der mehrdimensionalen Integrationstheorie und der Verallgemeinerung
der Substitutionsregel eine wichtige Rolle. a

Satz 14.17 (Késtchensatz)
Es sei A € Mat(n x n,R) eine Blockmatrix der Form

0|D
mit B € Mat(k x k,R), C € Mat(k x [,R), D € Mat(l x [,R), 0 € Mat(l x k,R)
und n =k + 1. Dann gilt:

det(A) = det(B) - det(D).

Beispiel 14.18

In Beispiel 14.5 haben wir die Determinante der Matrix

€ Mat(4 x 4, R)

S O NWw
N = W O
N = O N

S O N

berechnet. Mit Hilfe des Késtchensatzes und der allgemeinen Formel zur Berechnung
der Determinante einer 2 x 2-Matrix sehen wir sofort

det(A):det(; ;>~det<; ;):(1-2—3-2)-(1-2—1-2):(—4)-020.

Die Matrix ist also insbesondere nicht invertierbar.

2Wenn wir den Winkel, der von den Vektoren z; und z, eingeschlossen wird, mit o bezeichnen,
dann ist die Hohe des Parallelogramms die Linge des Vektors (siehe Abbildung 1

y = x9 — cos(a) - |xa] - x1.

Wegen Bedingung II haben die Matrizen mit den Zeilen ;1 und x2 bzw. mit den Zeilen x; und y
die gleiche Determinante. Zudem koénnen wir die Lange der Vektoren wegen Bedingung I aus der

Determinante ziehen und erhalten

! ! kit
det i = det i = |z1| - |y| - det [ 1= ).
y
Lo Y Tl

Dabei ist |z1| die Lénge der Grundseite und |y| die Linge der Hohe des Parallelogramms. Das
Produkt der beiden ist der Flidcheninhalt des Parallelogramms. Man muf} also nur noch begriinden,

weshalb
i
det( |21 ) =41
y*
[yl

gilt. Das liegt daran, daf} die Matrix orthogonal ist, das heift, die Zeilenvektoren stehen senkrecht

aufeinander und haben Léange 1.
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IIT) Die Cramersche Regel

Bemerkung 14.19 (Cramersche Regel)

Ein quadratisches lineares Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig losbar, wenn A
invertierbar ist und die Losung ist dann z = A~'b. Auch ohne A~! auszurechnen
kann man eine geschlossene Formel fiir die Losung mit Hilfe der Determinante an-
geben. Diese ist fiir praktische Anwendungen ungeeignet, da der Gauf3-Algorithmus
schneller funktioniert, aber aus theoretischer Sicht ist die Formel interessant. Sie sagt
u.a., dafl die Losung stetig von den Eingabedaten abhéngt, da die Losungsformel
durch rationale Funktionen in den Eingabedaten gegeben ist. Wenn dies Eingabe-
daten durch Messungen entstanden sind, sind sie automatisch mit kleinen Fehlern
behaftet. Diese fithren wegen der Stetigkeit aber auch nur zu kleinen Abweichungen
bei der Losung.

Satz 14.20 (Cramersche Regel)
Es sei A € Mat(n x n, R) invertierbar und b € R™.

Fiir die eindeutig bestimmte Losung x = (z1,...,2,)" € R™ von Az = b gilt dann
i1 ... Qi1 b1 a1 ... Qi
T = - det :
Y det(A)
an1 .. Qpi- bn Apit1 - Ann

Beispiel 14.21
Wir wollen das folgende Gleichungssystem mit Hilfe der Cramerschen Regel l16sen:

r+2z=3, 3xr+y=5 und —z+y=1.

Das lineare Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix

102 210 1 L
det(A)=| 3 1 0|==|0|1 3|=-2-| | |=-2:(-1-3)=8
~1 10 0l1 —1

Damit ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar und nach der Cramerschen Regel
gilt fiir die eindeutig bestimmte Losung (z,y, 2)*

3
)
1

S O N

 det(A)

0
1
1
8
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1 3 2

350
Caatao) |t 0] w
det(A) 3 s 7

1 0 3

315
a1 1] s
det(A) 8 8

IV) Eigenwerte

Bemerkung 14.22

Die bisherigen Ausfithrungen fiir Determinanten gelten nicht nur fiir Matrizen mit
Eintragen im Korper R der reellen Zahlen, sondern sie gelten analog fiir Matrizen
mit Eintrdgen in einem beliebigen Korper, z.B. Q oder C. Insbesondere gelten sie
fiir Matrizen mit Eintragen im Korper

R(z) := {i ) f, g Polynomfunktionen , g # O}
g

der rationalen Funktionen iiber R! Diesen Umstand wollen wir uns nun zu Nutze

machen.

Definition 14.23 (Charakteristisches Polynom)

Fiir eine Matrix A € Mat(n X n, R) nennen wir die Determinante
X4 (2) :=det(z-1, —A) € R(x)

das charakteristische Polynom von A. Dabei ist

r — a1 —Qa12 Ce —A1p
—ag T — Q29 ... —Qa2p
z-1,—A=
—Aan1 —Aan2 oo U — Qpp

eine quadratische Matrix mit Polynomfunktionen als Eintrégen.
Lemma 14.24
Das charakteristische Polynom einer n X n-Matriz ist stets eine Polynomfunktion
vom Grad n der Form
Xy ="+ ap 1 2"+ arr + ag,
wobei ag = (—1)" - det(A).
Beispiel 14.25
Fiir die Matrix
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gilt

XA:det<$__65 x_—23 ) =(x—5)-(x—3)—(-2) - (—6) =2 — 8z + 3.

Definition 14.26 (Eigenwerte)
Fiir eine Matrix A € Mat(n x n, R) nennen wir die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x, = det(z - 1,, — A) die Figenwerte von A.

Beispiel 14.27

Betrachten wir zunéchst die folgende Matrix:

01
A=| -1 2 1 | e Mat(3,R).
-1 1

Wir fassen die Matrix z1,— A € Mat (nxn, R(z)) als Matrix tiber dem Kérper R(z)
auf und berechnen die Determinante mit Hilfe des Gaufl Algorithmus, der ebenfalls
iiber jedem Korper funktioniert:

r -1 -1 1 x -1 -1
II=I1—1
1 -2 -1 — 0 z—2+1 1-1 =
IT-IT-21
1 -1 z-2 0 I- T—2+ 1
(18)
v -l -1 [T+ —= 11 -1 -1
(m_l)Q _z—1 }—x> 0 (17—1)2 r—1
x T T
0 —z=t (-L7 0 0 -2

Entsprechend erhalten wir fiir das charakteristische Polynom

Xo=2 @ —2) = (2 - 1) (1 - 2).
Das charakteristische Polynom hat also die Nullstellen A = 1 und A = 2, wobei
A = 1 eine zweifache Nullstelle ist.

Bemerkung 14.28

Die obige Definition des Begriffes Eigenwert verschleiert seine geometrische Bedeu-
tung vollkommen. Die Kiirze der Zeit im Vorkurs erlaubt es aber nicht, hier ndher
darauf einzugehen. Wir haben deshalb eine Definition gew&hlt, die uns mdoglichst

rasch ein Kriterium fiir die Extremstellen im Mehrdimensionalen formulieren 1aft.
Definition 14.29
Eine Matrix A € Mat(n x n,R) heit symmetrisch, wenn A = A gilt, d.h. die

Eintrdge der Matrix sind spiegelsymmetrisch beziiglich der Diagonalen.
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Beispiel 14.30
Die Matrix

€ Mat(3 x 3, R)

s

I
=R O
w ot N
N w o

ist symmetrisch.

Der folgende Satz sagt zunéchst aus, dafl Polynomfunktionen, die als charakteri-
stisches Polynom einer symmetrischen Matrix entstehen, besonders gut sind. Der
Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns, dafl die Funktion iiber den komplexen
Zahlen n Nullstellen besitzt, wenn man sie mit Vielfachheit zdhlt. In der Tat sind
diese Nullstellen aber alle reelle Zahlen, was eine bemerkenswerte Besonderheit ist,

die uns noch von groflem Nutzen sein wird.

Satz 14.31
Das charakteristische Polynom einer symmetrischen Matriz A € Mat(n x n,R)
zerfallt iiber R in Linearfaktoren, d.h.

Xa=(@—=X) ..o (z=\p)
fiir geeignete reelle Zahlen Ay, ..., \, € R.

Beispiel 14.32
Die Matrix

330
A=] 3 3 0 | € Mat(3 x 3,R)
00 6

ist symmetrisch. Mit dem Késtchensatz konnen wir das charakteristische Polynom
von A berechnen als

r—3 -3 0 _3 3
X, =det -3 -3 0 —det | " - (z —6)
-3 z-3
0 0 x—6
=((z=3)*=9)-(z—6)= (2> —6z) - (x—6) =z - (z — 6)°.
Das charakteristische Polynom von A zerfillt also iiber R in Linearfaktoren und die

Eigenwerte von A sind 0 und 6, wobei 6 doppelte Vielfachheit hat.

Definition 14.33
Es sei A € Mat(n x n, R) eine symmetrische Matrix.

a. A heiit positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.
b. A heifit negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.
c. A heifit indefinit, wenn es einen positiven und einen negativen Eigenwert gibt.

d. Entsteht die k x k-Untermatrix A(k) von A durch Streichen der letzten n —
k Zeilen und Spalten, so nennen wir A(k) die k-te Hauptmatriz von A und
det (A(k)) den k-ten Hauptminor von A.
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Satz 14.34 (Hurwitz-Kriterium fiir positive Definitheit)
Fiir eine symmetrische A € Mat,(n x n,R) sind folgenden Aussage gleichwertig:

a. A ist positiv definit.
b. Alle Hauptminoren von A sind positiv.

c. 2toAox >0 firalle0# x e R".

Beispiel 14.35
Betrachten wir die symmetrische Matrix

1 20
A=1 2 5 0 | € Mat(3 x 3,R),
0 01
so gilt
det(A(1)) =det(1)=1>0
und

1 2
det(A(Q)):det<2 5):1-5—2-2:1>o

und wegen des Késtchensatzes dann auch
1 2
det(A(3)) = det(A) = det ( 5 = ) -1=1>0.

Die Matrix ist also positiv definit.

Aufgabe 14.36
Berechne die Determinanten der folgenden Matrizen:

(3) G7)

Aufgabe 14.37
Berechne den Flicheninhalt des Parallelogramms, das von den Vektoren z = (1,3)"

1 40
0 25|,
210

o O W =
S O =
=N O
— = s =

und y = (2, —4)" in der Ebene aufgespannt wird.

Aufgabe 14.38
Uberpriife, welche der folgenden Matrizen invertierbar ist:

L3 1 50
2 1
(412)’ 3|

111

S = O =
o O = O
_ o O =
_ = = O
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Aufgabe 14.39
Uberpriife in Aufgabe 13.13 mit Hilfe der Determinante, fiir welche ¢ das Gleichungs-
system eindeutig losbar ist und bestimme die Losung mit Hilfe der Cramerschen

Regel.
Aufgabe 14.40
Berechne das charakteristische Polynom fiir die Matrizen in Aufgabe 14.38.

Aufgabe 14.41

Berechne die Eigenwerte der folgenden Matrizen:

1101
1 2 0300
(2 1)’ -1 1 21
-1 10 3

Aufgabe 14.42

Uberpriife, ob die folgenden symmetrischen Matrizen positiv definit sind:
5 2 2 9 1 2
1 2
) 2 2 —4 |, 1 10
21
2 —4 2 2 01
Aufgabe 14.43

Beweise Lemma 14.6.

Aufgabe 14.44

Haben A € Mat(n, R) und A’ stets die gleichen Eigenwerte? Beweise dies oder finde
ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 14.45

Es seien A, B € Mat(n, R) und A sei invertierbar. Zeige, da8 B und A~'o Bo A die
gleichen Eigenwerte haben.



KAPITEL IV

Mehrdimensionale Analysis

§ 15 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Aspekte der Differentialrechnung von Ab-
bildungen von R™ nach R oder nach R™ ansprechen. Naturgeméfl miissen wir uns
dabei sehr knapp fassen.

Bemerkung 15.1 (Koordinaten auf R™)
Die Punkte im R™ sind Vektoren der Form (1, . .., z,)". Wenn wir uns die x; variabel

denken, so konnen wir diese als Koordinaten der Punkte verwenden.

Wenn wir in R? arbeiten, werden wir statt der Koordinaten z; und x, meist  und y
verwenden. Ebenso werden wir im R?® meist die Koordinaten z, ¥y und z verwenden

statt xq, xo und xs.
Eine Funktion

fR" —R:(z1,...,2)" = f(x1,...,2,)
héangt dann von n Verédnderlichen ab.

Eine Abbildung
iR — R™: (2q,...,7,)" = (fl(acl,...,xn),...,fm(xl,...,acn))

hat zudem m Komponentenfunktionen fi,..., f,., die jeweils von n Koordinaten
abhéngen.
Beispiel 15.2
a. Die Funktion
f:R*—R:(z,y) = 2* - cos(x - y)

ist ein Beispiel fiir eine Funktion von R? nach R, die von den Koordinaten x

und y abhéngt.
b. Die Abbildung
fR*—R*: (2,9)' = (z+y,x-y)

ist ein Beispiel fiir eine Abbildung von R? nach R?. Sie hat die Komponenten-
funktionen

fi:RP—R:(r,9)' = a+ty
und

fo: RP—R:(2,9) =y

115
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c. Ist A € Mat(m x n,R) eine m x n-Matrix, so definiert das Produkt von A mit
dem Koordinatenvektor (z1,...,x,)" eine Abbildungsvorschrift fiir eine Abbil-
dung von R™ nach R™. Solche Abbildungen heiflen linear und sind besonders

einfach. Z.B.
. 1 20
3 1 2
definiert die Abbildung

f:R> — R?: i; »—><120>o ; :< T2y )
31 2 3r+y+2z
z z
Bemerkung 15.3 (Partielle Differenzierbarkeit)

Héngt eine Funktion f : R® — R von mehreren Verdnderlichen ab, so kann man
alle bis auf eine festhalten und nur die eine variieren. Dann wird daraus eine Funkti-
on, die nur von der einen Verdnderlichen x; abhéngt. Fiir diese kann man die Frage
aufwerfen, ob sie beziiglich der einen Variablen x; differenzierbar ist und man kann
gef. die Ableitung nach x; berechnen, indem man alle anderen Variablen wie Kon-
stanten behandelt. Man erhélt dann die sogenannte partielle Ableitung von f nach
x;, fiir die die folgenden Bezeichnungen iiblich sind

of s .
5o = Dif = L= 0if

Wir erhalten auf dem Weg n partielle Ableitungen, die man in kompakter Weise in

einem Vektor sammelt, dem sogenannten Gradienten von f

wad(f) = V5 = (5 g5 ) =10

ox," Oz,

Bei einer Abbildung f : R” — R™ mit Komponentenfunktionen fi,..., f,, konnen
wir das obige Verfahren fiir jede Komponentenfunktion machen und erhalten so
insgesamt m dieser Vektoren, die wir der Ubersichtlichkeit halber als Zeilen in eine

Matrix schreiben, die sogenannte Jacobi-Matrixz von f

) 9 d
a_:ﬁ a—g % Difi Dyfi ... Dpfi
) d d
L a—ﬁ a—g % . D1f2 D2f2 anz
Jf = =
Gn o on Difm Dafm ... Dupfm

Fiir ein festes a € R" definiert die Jacobi-Matrix Jf(a) geméf Beispiel 15.2 eine
lineare Abbildung von R™ nach R™. Aus dieser ergibt sich die lineare Approximation
an f als

R" — R":2~ f(a)+ Jf(a) (x —a),

eine Formel, die uns an die Tangentengleichung und damit an die lineare Approxi-

mation im Eindimensionalen erinnert.
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Definition 15.4 (Partielle Differenzierbarkeit)
Eine Abbildung f : R® — R™ heif3t partiell differenzierbar auf R™, wenn die Kom-
ponentenfunktionen von f nach allen Koordinaten differenzierbar sind. Die Jacobi-
Matrix von f heifit dann auch die Ableitung von f. Insbesondere ist also fiir eine
Funktion von R"™ nach R der Gradient von f die Ableitung von f.
Beispiel 15.5

a. Die Funktion in Beispiel 15.2 ist partiell differenzierbar auf R? mit der Ablei-

tung

grad(f)(z,y) = (2z - cos(zy) — 2y - sin(zy), —2° - sin(zy)) .
b. Die Abbildung in Beispiel 15.2 ist ebenfalls partiell differenzierbar auf R? mit

der Ableitung
11
Jf(x,y) = ( ) :
y T

Bemerkung 15.6 (Hohere Ableitungen)
Wenn wir eine Funktion f : R® — R haben, die partiell differenzierbar ist, so
kénnen wir ihren Gradienten als Abbildung

of of
d(f): R" — R": e xpy) = | = (1, )y, = (X1, T,
grad(f rccsn) o (Gt o)
auffassen. Wenn die Komponentenfunktionen wieder partiell differenzierbar sind,
erhalten wir als Ableitung dieser Abbildung eine n x n-Matrix, die sogenannte Hesse-

Matrix von f

D\Df DyDyf ... DiD,f

H, ::( o’f ) | DeDif DuDof .. DaDuf
O0x;0x; ii=l,m : : :

DuDi\f DuDof ... DyDyf

Diese Matrix betrachtet man als die zweite Ableitung von f. Sind die Komponen-
tenfunktionen dieser Matrix stetige Funktionen, so nennen wir f zweifach stetig
differenzierbar.

Satz 15.7 (Schwarz)
Ist f: R™ — R zweifach stetig differenzierbar, so gilt fir alle 1 <1i,57 <n
Das heif$t, die Hesse-Matriz Hy ist eine symmetrische Matriz.
Beispiel 15.8
Die Polynomfunktion
f:R* —R:(z,y) > 32° + 22%y + 5y

ist partiell differenzierbar auf R?. Ihre partiellen Ableitungen

0
Dif :R*— R: (2,y) = Dif(z,y) = a—i(x, y) = 152" + 62y
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und

Dof :R? — R : (z,y) = Daf(z,y) = g—g(ﬁr,y) =22° +5

sind ebenfalls partiell differenzierbar auf R?. Wir kénnen also auch von diesen wieder
die partiellen Ableitungen bilden und erhalten:

Hyloy) = DiD:f(z,y) DyDyf(x,y) \ [ 602°+ 12zy 62°
IOV =N\ DiDyf(r,y) DeDof(z,y) ) 62 0o )

Es gilt also wie im Satz von Schwartz behauptet
Dy Dy f(,y) = 62” = DyDs f(z,y).

Bemerkung 15.9 (Extrema)

Wir wollen nun analog zur eindimensionalen Analysis ein notwendiges und ein hin-
reichendes Kriterium dafiir angeben, dafl eine Funktion f : R® — R ein lokales
Minimum oder Maximum in einem Punkt a € R™ hat. Die Definition der Begriffe
Extremum, lokales Minimum und lokales Maximum ist dabei analog zum Eindimen-
sionalen. Z.B.: f hat in a ein lokales Maximum, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dafl
f(z) < f(a) fur alle Punkte x € R™ mit Abstand kleiner als ¢ von a gilt.

Satz 15.10 (Notwendige Bedingung fiir Extremstellen)

Ist f: R" — R differenzierbar und ist a € R" eine Extremstelle von f, so ist

grad(f)(a) = (0,...,0),

d.h. die Ableitung an einer Extremstelle ist null.

Beweis: Um die Aussage zu beweisen, halten wir in f nur die Koordinate x; variabel
und ersetzen die iibrigen z; durch a;, d.h. wir betrachten die Funktion

R—R:ziw flar,..., 01, i1, -5 Q).

Diese hat nach Voraussetzung in a; ein lokales Extremum, so dafl ihre Ableitung
dort wegen Proposition 9.12 null wird. Die Ableitung der Funktion an a; ist aber
gerade die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle a. O]

Satz 15.11 (Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen)
Es sei f: R" — R zweifach stetig differenzierbar und grad(f)(a) = (0,...,0).

a. Ist die Hesse-Matriz Hy(a) positiv definit, so hat f in a ein lokales Minimum.

b. Ist die Hesse-Matriz Hy(a) negativ definit, so hat f in a ein lokales Maximum.

c. Ist die Hesse-Matriz Hy(a) indefinit, so ist a ein Sattelpunkt von f und keine
Extremstelle.

Beispiel 15.12
a. Die Funktion

fR*—R:z~ z?+y?



§ 15. MEHRDIMENSIONALE DIFFERENTIALRECHNUNG 119

hat den Gradienten

Df(x,y) = (2z,2y),
so daB (z,y)" = (0,0)" die einzige Nullstelle der Ableitung von f ist. In diesem
Punkt ist die Hesse-Matrix

w0 - (5 3)

positiv definit. Also ist der Punkt (0,0)" ein isoliertes lokales Minimum von f
(sieche Abbildung 1). Es ist in der Tat sogar ein globales Minimum, da f(x,y) =
2 +y* > 0= f(0,0) fiir alle (z,y)" # (0,0)".

z

S

Y

ABBILDUNG 1. Das isolierte Minimum von (z,y)! — 2% + y?

Die Funktion
fR*—=R:a— az?—y?
hat den Gradienten
Df(z) = (22, -2y),
so dafl wieder x = (0,0)" die einzige Nullstelle der Ableitung von f ist. In
diesem Punkt ist die Hesse-Matrix

Hfm,m:(g _02)

indefinit. Satz 15.11 sagt also, daf (0,0)" keine Extremstelle ist, sondern, daf
fin (0,0)" einen Sattelpunkt hat (siehe Abbildung 2).

ABBILDUNG 2. Der Sattelpunkt von (x,y)! — x? — y?
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Bemerkung 15.13 (Umkehrsatz fiir stetig differenzierbare Funktionen)

Ist eine Funktion f : (a,b) — R stetig differenzierbar mit f'(z) # 0 fiir alle x €
(a,b), so ist die stetige Funktion f’: (a,b) — R wegen des Zwischenwertsatzes 8.12
entweder stets positiv oder stets negativ. Wegen des Kriteriums fiir Monotonie 9.19
ist die Funktion f dann aber streng monoton und wegen des Umkehrsatzes fiir streng
monotone Funktionen 8.19 besitzt f eine Umkehrfunktion

ft:(c,d) — (a,b).

Der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion 9.9 sichert uns zu, dafl diese so-
gar differenzierbar ist, und wir koénnen zudem die Ableitung der Umkehrfunktion
berechnen, ohne diese wirklich zu kennen; fiir y = f(z) gilt ndmlich

(7Y W) = 57 = @) (19)
Kann man diese Aussagen fiir Abbildungen von R"™ nach R"™ verallgemeinern? Global
nicht, aber lokal wohl! Das ist die Aussage des wichtigen Satzes iiber die Umkehr-

funktion.

Satz 15.14 (Satz iiber die Umkehrabbildung)
Ist f : R" — R" eine stetig differenzierbare Funktion mit det(Jf(c)) # 0, dann
besitzt f auf einer kleinen Umgebung von c eine Umkehrabbildung f~'. Diese ist

zudem stetig differenzierbar mit

_ -1
T ) = (Jf(e)
d.h. die Ableitung der Umkehrabbildung im Punkt f(c) ist die Inverse der Ableitung
von f in c.

Beispiel 15.15
Die Abbildung

fiRP—R?*: (z,9)' = (z+y,2+2y)
ist stetig differenzierbar mit Ableitung

= (1))

Fiir die Determinante der Ableitung in jedem Punkt (x,y)" gilt also

det(Jf(:c,y)):det<1 ;>:1.2—1-1:17ﬁ0.

Der Satz iiber die Umkehrabbildung sichert uns also lokal in jedem Punkt die Exi-
stenz einer stetig differenzierbaren Umkehrabbildung mit Ableitung

o= (1) (5 7),

Die Ableitung von f und von f~! hiingen also beide gar nicht von der Stelle (z,y)*
ab, an der sie berechnet werden. Das ist nicht verwunderlich, denn die Abbildung
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f ist eine lineare Abbildung, die als Produkt mit der Matrix Jf(x,y) geschrieben

B T+y (11 T
- (1) (12)-(3)

Da die Matrix invertierbar ist, besitzt f in diesem Fall sogar global eine Umkehr-

werden kann

funktion, die durch die Inverse der Matrix dargestellt werden kann als

(1) () () () ()

Die Umkehrabbildung ist also wieder eine lineare Abbildung und ihre Ableitung
damit gerade die Matrix, die in der Abbildungsvorschrift verwendet wurde. Letzteres
gilt allgemein fiir lineare Abbildungen.

Beispiel 15.16 (Polarkoordinaten)
Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung

f1(0,00) x R — R?: (r,0)" +— (r - cos(6),r - sin(@))t.

Diese ist stetig differenzierbar auf ihrem Definitionsbereich und die Ableitungsde-

terminante

cos(f) —r-sin(6)

det (Df(r,0)) = sin(f) - cos(f)

‘ =7 - (sin®(0) + cos*(9)) =r >0

ist stets positiv. Global auf ihrem Definitionsbereich kann die Abbildung keine Um-
kehrabbildung besitzen, da

f(r,0) = f(r,0 +2m)
fiir alle (r,#) im Definitionsbereich.

Der Satz iiber die Umkehrabbildung 15.14 sichert uns aber lokal in jedem Punkt
(r,0) die Existenz einer stetig differenzierbaren Umkehrabbildung! zu. In diesem

Tm vorliegenden Beispiel kann man eine geschlossene Formel fiir die Umkehrabbildung an-
geben. Diese enthélt aber den Arcustangens, dessen Abbildungsvorschrift wir auch nicht kennen
— es sei denn, Aufgabe 10.24 wurde erfolgreich gelost. Um die Umkehrabbildung zu berechnen,

geht man wie folgt vor: man kann einen Punkt (x,%)! € R? mit > 0 in Polarkoordinaten (r,6)

r=Il(,9)|la = Va? + ¢

angeben mit

und in(0)
sin y
tan(9) = cos(6) S

Die Funktion
f:(0,00) x (= %,5) — (0,00) x R
hat also die Umkehrabbildung
f|_1 £ (0,00) X R — (0,00) x (=5, 5) : (z,9)" = (\/xQ + y2, arctan (%)) .

Wir iiberlassen es dem Leser, die Ableitung im Punkt f(r, 6) mit Hilfe dieser Formel nachzurechnen.
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Beispiel wére die Menge aller Punkte, die Abstand kleiner als 7 von (r,#) haben,
eine zuldssige Umgebung, auf der die Umkehrabbildung existiert.

Wir konnen zudem die Ableitung der Umkehrabbildung berechnen, ohne die Abbil-
dungsvorschrift der Umkehrabbildung zu kennen, nédmlich als

1 [ cos() —r-sin(0) - 1 r-cos(f) r-sin(6)
DIZI0) = ( sin(@) - cos(f) ) T ( —sin(f)  cos(6) ) '

Aufgabe 15.17
Berechne den Gradienten und die Hesse-Matrix fiir Funktion f : R* — R mit den
folgenden Funktionvorschriften:

a. flz,y,2) =2"+y* + 2%
b. f(z,y,2) =3z -exp(zz) + .
c. f(z,y,2) =2y cos(z).

Aufgabe 15.18
Berechne die Jacobi-Matrix fiir die folgenden Abbildungen f : R? — R3:

a. f(xay) = (SL’ + 3y,£L’yZ,22 - x)t‘

b. flz,y) = (exp(ayz), 2’y — 22, 2)"
Aufgabe 15.19
Fir A € Mat(mxn,R) sei f : R* — R™ als Multiplikation des Koordinatenvektors
(1,...,2,)" mit A definiert. Berechne die Ableitung Jf(x1,...,%,).

Alternativ kann man die Aufgabe fiir die Abbildung

X
1 0 2
‘R3 R2:
f — Y i—>(345)o

l6sen.

Aufgabe 15.20
Bestimme alle lokalen Extrema und Sattelpunkte der Funktion

f R —R:(z,9) — 2* +20%° +y* — 20% — 209® + 2% + ¢
Aufgabe 15.21
Bestimme alle lokalen Extrema und Sattelpunkte der folgenden Funktion
19
fr®NA{0}) x (R\{0}) — R: (z,9)" = i

Aufgabe 15.22
Zeige, eine differenzierbare Funktion f : R" — R mit Jf(z) = 0 fiir alle z € R"
ist konstant.
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§ 16 Mehrdimensionale Integralrechnung

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Aspekte der Integralrechnung von Abbil-
dungen von R”™ nach R ansprechen. Unser Ziel dabei ist es, zu erlautern, wie man

einfache mehrdimensionale Integrale als Mehrfachintegrale berechnen kann.

Bemerkung 16.1 (Idee des mehrdimensionalen Riemann-Integrals)

Um das Integral einer Funktion f : [a,b] — R im Eindimensionalen zu definieren,
haben wir Zerlegungen des Intervalls [a, b] betrachtet sowie Ober- und Untersummen
beziiglich dieser Zerlegungen. Die natiirliche Verallgemeinerung des Intervalls im R™
ist der n-dimensionale Quader

[a,b] := a1, b1] X ... X [an,bu] = {(z1,...,20)" | a; < 2 < b},

fir den wir dieselbe Bezeichnung verwenden, wenn a = (ay,...,a,)" und b =

(bl, c. ,bn)t ist.

by = w23 \ T T
| | |
| | |
| | |
| | |

T2 S S ‘Lff,,,‘;,

S S R
a9 = Ton —+ | | |

| |

a1 = %10 T11 Ti2 T13 114 = by

ABBILDUNG 3. Zerlegung eines 2-dimensionalen Quaders

Man kann dann analog Ober- und Untersummen bilden, indem man auf einem Teil-
quader das Supremum bzw. das Infimum der Funktionswerte mit dem Volumen
des Teilquaders multipliziert und summiert. Die Theorie der eindimensionalen In-
tegration geht dann eins zu eins durch. Allerdings war schon im Eindimensionalen
die Definition des Integrals ungeeignet um Integrale wirklich zu berechnen. Dort
hatten wir statt dessen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, der
die Integration auf die Bestimmung einer Stammfunktion zuriick gefithrt hat. Fiir
Funktionen von R™ nach R gibt es leider keinen analogen Stammfunktionsbegriff.
Dafiir haben wir aber den Satz von Fubini, der es uns erlaubt, die Berechnung eines
n-dimensionalen Integrals auf die Berechnung von n eindimensionalen Integralen

zuriick zu fiihren, fiir die wir dank der Stammfunktionen oft wissen, was zu tun ist!

Satz 16.2 (Der Satz von Fubini)
Seien a,b € R™ mit a; < b; firi=1,...,n und f : [a,b] — R stetig. Dann ist

bn by
f(x) dm:/ flxy, ... x,) dxy ... dzp,.
[a,b] an al
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Zudem darf die Reithenfolge der Integration auf der rechten Seite beliebig vertauscht
werden.

Beispiel 16.3
Wir wollen als einfaches Beispiel das Integral der Funktion

f:00,1]x[0,1] —R:(z,9)—>x+y
auf dem Quader @ = [0, 1] x [0, 1] berechnen:

/fxy (z,y) //x—l—yda:dy /——irxy

y
= d = - -
/02+y 23

Bemerkung 16.4 (Normalbereiche)

dy

:1.
0

Im Eindimensionalen waren die Intervalle und Vereinigungen von Intervallen die
einzigen wirklich interessanten Teilmengen, so daf} es fiir die Integration reichte, zu
verstehen, wie man iiber Intervallen integriert. Im Mehrdimensionalen gibt es aber
viele interessante Mengen, die keine Quader sind und iiber denen es interessant wire
das Integral einer Funktion berechnen zu kénnen: z.B. iiber Kreisen oder Dreiecken.

Der Einheitskreis um den Ursprung ist die Menge der Punkte
K=A{(zy)[2*+y* <1} ={(z,9)'| ~1<2 <1, —VI-2><y<V1-a}

und das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0)%, (1,0)" und (1,1)" ist die Menge der
Punkte
D={(z,y)'|0<z<1,0<y <}

Mengen der Gestalt

B={(z,y) la<z<b(r) <y <o)} (20)

fiir stetige Funktionen ¢ und ¢ auf [a, b] nennt man Normalbereiche. Fiir Normalbe-
reiche haben wir wieder einen entsprechenden Satz von Fubini, der das mehrdimen-
sionale Integral auf mehrere eindimensionale zuriick fithrt. Zwar gilt dies alles auch
im R"™, um die Notation iibersichtlich zu halten, beschranken wir uns hier aber auf
den R2.

¥1 7?‘1 T

ABBILDUNG 4. Normalbereiche
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Satz 16.5 (Der Satz von Fubini fiir Normalbereiche)
Ist B ein Normalbereich wie in (20) und ist f : B — R stetig, so gilt

/Bf(%y) d(r,y) = /ab /;:) f(z,y) dy dz.

Beispiel 16.6
Die Menge

B:{(x,y)t| —1§x§1,x2§y§2—x2}
ist der in Abbildung 5 skizzierte Normalbereich. Wir kénnen nun mit Hilfe des Satzes

Y

—1 1 =z

ABBILDUNG 5. Der Normalbereich aus Beispiel 16.6

von Fubini 16.5 die stetige Funktion
fRE—R:(z,9) —y

iiber B integrieren:

1 p2—2? Lo o2
/yd(m,y) —/ / ydy de = / %’xz dx
B —1Ja2 -1

1 3
p
:/ 222 de = w— = —4--=2
-1 3 -1

Bemerkung 16.7 (Transformationssatz fiir Integrale)
Neben dem Satz von Fubini gibt es als weiteres wichtiges Hilfsmittel, mehrdimen-
sionale Integrale zu berechnen, den Transformationssatz fiir Integrale. Es handelt

sich dabei um eine Verallgemeinerung der Substitutionsregel

o(

b) b
2) dz = x)) - (x) dr.
FE /af(so()) 2 (2)

v(a

Im Eindimensionalen mufite man fiir die Substitution

z = p(z)

nur voraussetzen, dafl ¢ stetig differenzierbar ist. Im Mehrdimensionalen reicht das
nicht.

Die Grundidee hier ist, dal die Substitution

z = p(x)
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im wesentlichen eine Koordinatentransformation des einen Integrationsbereiches auf
den anderen sein sollte. Als typisches Beispiel denken wir dabei an die Polarkoordi-
natenabbildung

¢ : [0, R] x [0,27] — R?: (r,0) > (r - cos(f),r - sin(h)),
die das Rechteck [0, R] x [0, 27] in den Kreis transformiert.
6 Yy

. (B)

27

To T To x

ABBILDUNG 6. Transformation eines Rechtecks auf einen Kreis

Wenn man sich dabei auf das kartesische Produkt der offenen Intervalle beschrankt,
so ist ¢ stetig differenzierbar mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung. In die-
sem Sinne ist ¢ eine Koordinatentransformation auf dem kartesischen Produkt der
offenen Intervallen. Auf dem Rand des Rechtecks stimmt das nicht ganz, aber der
Rand ist vernachléssigbar wenig. Fiir solche Situationen 1483t sich die Substitutions-

regel wie folgt verallgemeinern, wobei Q den Quader () ohne seinen Rand bezeichnet.

Satz 16.8 (Transformationssatz fiir Integrale auf Quadern)

Die Abbildung ¢ : Q — R™ sei stetig differenzierbar auf dem Quader @ in R™ mit
det(Jo(z)) # 0 fir alle x € Q und @ besitze auf Q eine Umkehrabbildung. Ferner
sei f:o(Q) — R stetig, dann gilt

ﬂ@wzfﬂamwwwmem
»(Q) Q

Beispiel 16.9 (Polarkoordinaten)
Die Polarkoordinatenabbildung

¢:R*— R*: (r,0)" — (r-cos(d),r - sin(f))
eingeschrénkt auf die offene Menge
U = (0,00) x (0,27)
in R? ist eine Koordinatentransformation mit
det (Dg(r,6)) =r >0
fiir alle r € (0,00). Wir wéhlen nun ein abgeschlossenes, achsenparalleles Rechteck

B = [7’1,7”2] X [91,92].
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Das Bild von B unter ¢ ist dann ein Ausschnitt aus einem Kreisring, wie in Abbil-
dung 7 dargestellt. Fiir eine auf ¢(B) stetige Funktion gilt dann
0 Y

0 e

¥ 0,
01’ 91
f1 f2 r \ \ /Tl/Tz X

ABBILDUNG 7. Transformation eines Rechtecks auf einen Kreisringausschnitt

(B)

/ f(zy) d(z,y) = / £ (o(r.0)) - |Dg(r.0)] d(r.0)
»(B) B (21)

02 9
:/91 /1 f(r-cos(8),r-sin(0)) - r dr db.

,
Insbesondere konnen wir damit den Inhalt des Kreisbogenausschnitts berechnen:

2

V(o(B)) = mr ardg—"2""1 4 g
(90( ))—0 rar = 5 (2 1)-

r

Wegen des Transformationssatzes fiir Integrale auf Quadern 16.8 gilt die Transfor-

mationsformel (21) auch auf dem Quader
B =10,19] x [0, 27],
und wir kénnen somit den Inhalt eines Kreises mit Radius r

o(B) ={(z,y)" | 2* +y* <rf}
ausrechnen als

0 27
V(p(B)) :/ / rdfdr=m-r.
o Jo

Aufgabe 16.10
Berechne das folgende Integral:

[ sintety) day)

[0,5]x[0,3]

Aufgabe 16.11
Berechne das folgende Integral:

I3y2

1+ 22
[0,1]%[0,1]x[0,1]

d(x,y, z).

Aufgabe 16.12
Sei B C R? der Normalbereich im ersten Quadranten zwischen der Geraden y = x
und der Parabel y = 2%. Berechne [, zyd(z,y).
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Aufgabe 16.13
Berechne das Volumen des Tetraeders, der von den drei Koordinatenachsen und der
Ebene z = 2 — 2x — y begrenzt wird.

Aufgabe 16.14 (Zylinderkoordinaten)
Berechne die Determinante der Ableitung der Zylinderkoordinatenabbildung

¢:R*— R’: (r,0,2) — (r-cos(d),r-sin(f), z)
und zeige, dafl sie auf dem Quader
Q =10,00] x [0,27] x R

ohne den Rand stets positiv ist und dafl ¢ dort eine Umkehrabbildung besitzt.

Verwende dann den Transformationssatz, um das Volumen des Zylinders
Z={(z,y,2) € R* | 2® +y* <15,0 < 2 < %}

zu berechnen.

ABBILDUNG 8. Zylinderkoordinaten

Aufgabe 16.15 (Kugelkoordinaten)
Berechne die Determinante der Ableitung der Kugelkoordinatenabbildung

¢ :R*— R’: (r,0,9) = (r-cos(d) - cos(d),r - sin(f) - cos(¥), r - sin(v))
und zeige, dafl sie auf dem Quader
Q = [0,00] x [0,27] x [-3, 5]

ohne den Rand stets positiv ist und dafl ¢ dort eine Umkehrabbildung besitzt.

Verwende dann den Transformationssatz, um das Volumen der Kugel
K={(v,y,2) € R* | 2® +y* + 2* <3}

zu berechnen.
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ABBILDUNG 9. Kugelkoordinaten
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ANHANG A

Etwas Logik

Wie alle Wissenschaftler versuchen auch die Mathematiker Aussagen iiber die Ob-
jekte ihrer Forschungsarbeit aufzustellen und als wahr nachzuweisen. Anders aber
als etwa in den Naturwissenschaften werden die zu untersuchenden Objekte nicht
von auflen an die Mathematiker herangetragen, vielmehr schaffen sie sie sich selbst
durch die Vorgabe sogenannter Aziome. Wie hat man dies zu verstehen? Was ist ein
Axiom? Was heifit es, eine Aussage als wahr nachzuweisen? Und was eigentlich ist
eine Aussage?

Nun, sobald wir uns auf eine Sprache geeinigt haben, in der wir uns verstandigen
wollen, sind wir in der Lage, Sdtze zu bilden, Sitze, wie etwa (in unserer Alltags-
sprache)

“Dieser Satz enthalt fiinf Worte.”

oder
“Lose die folgende Aufgabe.”

Ein solcher Satz stellt eine Aussage in unserem Sinne dar, wenn wir entscheiden
kénnen, ob er wahr oder falsch ist. Geméafl dieser Konvention ist der erste der obigen
Satze eine — wahre — Aussage, wihrend beim zweiten Satz, einer Aufforderung, die
Frage nach wahr oder falsch wenig Sinn ergibt. Er ist mithin keine Aussage. Wir
halten fest:

Aussagen erkennen wir daran, dafl ihnen ein Wahrheitswert zugeord-

net ist, w fiir wahr oder f fiir falsch.

Im folgenden werden wir als Platzhalter fiir Aussagen meist GrofSbuchstaben ver-
wenden: A, B,C,.. ..

Eine Aussage als wahr nachzuweisen, soll bedeuten, dafl wir sie durch logische
Schliisse auf andere, uns als wahr bekannte Aussagen zuriickfithren. Nehmen wir
etwa den folgenden Satz:

A . Der Bundesprisident ist stets mindestens vierzig Jahre alt.

Wir stellen zunéchst einmal fest, daf es sich um eine Aussage handelt — und zwar
um eine wahre Aussage, wie wir aus Artikel 54 des Grundgesetzes ableiten. Dort
namlich finden wir zur Wahl des Bundesprésidenten folgende Aussage:

131
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B : Wihlbar ist jeder Deutsche, der das Wahlrecht zum Bundesta-
ge besitzt und das vierzigste Lebensjahr vollendet hat.

Weil nun das Grundgesetz giiltig ist, ist Aussage A wahr. Wir haben Aussage A also

auf eine uns bekannte wahre Aussage zuriickgefiihrt.

Da8 die von uns aus dem Grundgesetz zitierte Aussage B ihrerseits wahr ist, 148t sich
nicht weiter auf andere Aussagen zuriickfithren. Vielmehr handelt es sich hierbei um
eine Festlegung des Gesetzgebers, der das Gesetz erlassen und damit diese Aussage

fiir wahr erklart hat.

Eine Aussage, der der Wahrheitswert w schlicht durch Festlegung zu-

gewiesen wurde, nennen wir ein Axiom.

Man kann in diesem Sinne das Grundgesetz als eine Sammlung von Axiomen, oder
ein Axiomensystem, auffassen — auch wenn der Vergleich in mancher Hinsicht hinken

mag.

Eingangs haben wir erklart, dafl die Mathematiker sich die Welt, die sie untersu-
chen, und ihre Objekte selbst erschaffen. Sie tun dies, indem sie sich einige wenige
Aussagen als Axiome vorgeben und sodann studieren, was sich aus diesen durch lo-
gisch korrekte Schliisse ableiten 148t. Freilich, so wie der Gesetzgeber seine Gesetze
nicht willkiirlich erlét, so wahlen auch die Mathematiker die Axiome, die sie sich
vorgeben, mit Bedacht, das heift, mit dem Ziel, interessante Strukturen zu gewin-
nen — und die vielfaltigen Anwendungen zeigen, dafl die Mathematiker bei diesem
Vorhaben nicht nur sehr kreativ, sondern auch sehr erfolgreich gewesen sind. Immer
wieder haben sie sich von Fragestellungen der Alltagswelt inspirieren lassen, haben
die Probleme auf wenige Kernpunkte reduziert und in ein (mathematisches) Modell
iibersetzt. Dabei bedeutet letzteres nichts anderes, als daff man die zu benutzen-
de Sprache und die geltenden Axiome festlegt und dal man die Fragen in dieser
neuen Sprache formuliert. Die Stirke dieser Modellbildung besteht nun darin, dafl
man innerhalb des Modells exakt und ohne Wenn und Aber feststellen kann, ob
eine Aussage wahr ist oder nicht. Wahr ist sie stets dann, wenn sie durch eine ganze
Reihe logisch korrekter Schliisse aus den vorgegebenen Axiomen hervorgeht. Wann
aber ist denn eine Aussage aus einer anderen durch einen logisch korrekten Schlufs

hervorgegangen?

Bevor wir uns dieser Frage erneut zuwenden, wollen wir kldren, wie man aus gegebe-
nen Aussagen iiberhaupt neue Aussagen gewinnen und so das Arsenal an Aussagen

erweitern kann.

Eine ganz natiirliche Moglichkeit ist die Verneinung oder Negation einer Aussage,

etwa

—A : Der Bundesprisident ist nicht stets vierzig Jahre alt.
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Wir wollen generell die Negation einer Aussage X mit dem Symbol =X bezeichnen,
und es sollte gelten, wenn X wahr ist, so ist =X falsch, und umgekehrt. Das heifit
insbesondere, der Wahrheitswert von =X hé&ngt nur vom Wahrheitswert von X ab.
Dies erlaubt es uns, den Wahrheitswert von =X in Abhéngigkeit des Wahrheitswer-
tes von X in einer Tabelle festzuhalten:

X | =X
w| f
f| w

Aus unserer Alltagssprache sind wir es gewohnt, mehrere Aussagen in auflistender
Weise durch das Wort “und” miteinander zu verbinden. Betrachten wir etwa die

folgenden Aussagen

C : Waihlbar sind nur Deutsche, die das Wahlrecht zum Bundestag
besitzen.

sowie

D : Wahlbar sind nur Deutsche, die das vierzigste Lebensjahr
vollendet haben.

Man erkennt unschwer, dafl die Verkniipfung der Aussagen C und D durch “und”
inhaltlich mit unserer obigen Aussage B iibereinstimmt, und man spricht von der
Konjunktion von C' und D. Auch hier wollen wir wieder eine symbolische Schreib-
weise einfithren. Sind X und Y zwei Aussagen, so schreiben wir fiir “X und Y” auch
X AY. Wenn nun X AY wieder eine Aussage ist, so muf} ihr auch ein Wahrheitswert
zugeordnet sein. Dabei sollte wohl X AY nur dann wahr sein, wenn sowohl X als auch
Y wahr sind. Wir kénnen den Wahrheitswert von X AY also wieder in Abhéngig-
keit von den Wahrheitswerten von X und Y in einer Tabelle, auch Wahrheitstafel

genannt, festhalten.

oSS

Y
w
f
w
f

o o S >

Ebenso ist uns aus unserem alltédglichen Gebrauch ein weiteres Bindewort bekannt,
“oder”, welches wir hier instrumentalisieren wollen. Sind X und Y wieder Aussagen,
so werden wir gewohnlich X VY statt “X oder Y” schreiben. Die so entstandene
neue Aussage nennt man die Disjunktion von X und Y, und damit sie wahr ist, soll

es uns reichen, daf eine der Aussagen X und Y wahr ist. Dies fithrt zur folgenden
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Wahrheitstafel:
XY IXVY
W | W w
w | f w
f|lw w
f|f f

Man beachte, dal oder hier nicht das ausschlieBende entweder oder ist!

Die Aussage etwa, dafl die Kinder unserer Bundestagsabgeordneten stets die deut-
sche oder eine andere Staatsangehorigkeit haben, ist wahr, weil sie nicht ausschlief3t,
daB sie die deutsche und eine andere Staatsangehorigkeit haben.

Im Absatz zur Konjunktion heifit es, dal die Aussage B mit der Konjunktion der
Aussagen C' und D inhaltlich iibereinstimme. Sprachlich sind beide Aussagen aber
deutlich verschieden. Anstatt sie gleich zu nennen, wollen wir deshalb nur davon
sprechen, dal B und C' A D gleichwertig oder dquivalent sind. Dies soll zum Aus-
druck bringen, daf sie den gleichen Wahrheitswert besitzen. Gehen wir einen Schritt
weiter, so konnen wir eine neue Verkniipfung zweier Aussagen X und Y einfiihren,
die Aquivalenz von X und Y, in Symbolen X < Y. Sie soll genau dann wahr
sein, wenn X und Y den gleichen Wahrheitswert besitzen. Dies fiihrt zu folgender

Wahrheitstafel:

XY X&Y
W | W w
w | f f
f |w f
f|f W

Ein kurzer Blick auf die bislang eingefithrten Operationen zur Gewinnung neuer
Aussagen aus gegebenen zeigt, dafl die Wahrheitswerte der neuen Aussagen stets
allein von den Wahrheitswerten der gegebenen Aussagen abhéngen, und nicht von

deren konkretem Inhalt.

Wir erlauben uns deshalb, eine letzte Verkniipfung von Aussagen, die Implikation,
dadurch einzufithren, dafl wir bei gegebenen Aussagen X und Y den Wahrheitswert
der Aussage “X impliziert Y” oder “wenn X, dann Y” | in Zeichen X = Y, festlegen:

XY | X=Y

W | W w

w| f f (22)
f |lw w

f|f w

Die Wortwahl legt nahe, dal die Aussage X = Y es erlaubt, aus der Wahrheit von
X Riickschliisse auf die Wahrheit von Y zu ziehen. Dies kommt auch in den ersten
beiden Zeilen der Wahrheitstafel zum Ausdruck, wird aber noch deutlicher, wenn

wir zeigen, dafl die Aussagen X = Y und =X VY zueinander dquivalent sind. Ist
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dann namlich X wahr, so ist =X falsch. Damit =X VY wahr sein kann, mufl mithin
Y wahr sein. Dies 148t sich so interpretieren, dafl sich bei wahrer Aussage X und
korrekter Implikation X = Y fiir Y nur die Moglichkeit ergibt, ebenfalls wahr zu

sein.

In dieser Weise werden wir die Implikation immer wieder anwenden. Wir werden
mit einer wahren Aussage starten und mittels einer logisch korrekten Argumentati-
onskette Y aus X ableiten — sprich wir werden X =- Y als wahr erweisen. Damit
haben wir dann zugleich die Wahrheit von Y bewiesen.

Die Giiltigkeit der behaupteten Aquivalenz leiten wir durch eine Betrachtung der
Wahrheitstafeln her. Es reicht, festzustellen, dafl die Werte in den Spalten von X =
Y und von =X VY iibereinstimmen:

XY - X|-XVY | X=Y
w | w| f W w
w|f| f f f
flw| w w w
f | f| w W w

Die bisherigen Betrachtungen erldutern die ersten beiden Zeilen der Wahrheitstafel
der Implikation. Mysteritser sind auf den ersten Blick zweifellos die beiden letzten,
erlauben sie es doch, aus einer falschen Aussage eine beliebige andere Aussage her-
zuleiten und den vorgenommenen Schlufl als korrekt anzusehen. Widerstrebt uns
das nicht zutiefst? Wir mochten an einem Beispiel, das auf ein wenig Schulwissen
in Mathematik zuriickgreift, verdeutlichen, dafl die obige Festlegung sehr wohl Sinn

macht. Will man etwa die Losungen der Gleichung
r? -2 =—1

finden, so wird man auf beiden Seiten der Gleichung zunéchst die Zahl 1 addieren,
um so auf der linken Seite den Ausdruck (z —1)? zu erhalten, ein Verfahren, welches
als quadratische Ergdnzung bekannt ist. Man leitet aus der Aussage 2% —2x = —1 die
Aussage 22 — 22 + 1 = 0 her. Dieser Schluf} 148t sich formulieren als die Implikation

(2 —22=-1) = (*-20+1=0).

Der Schluf}, da} die Addition einer Zahl auf beiden Seiten einer Gleichung, die
Gleichheit nicht zerstort, ist uns wohl vertraut und wir sehen ihn als korrekt an,
unabhéngig davon, was auf beiden Seiten der Gleichung steht. Wenden wir diesen
Schlufl nun auf eine andere Gleichung an, etwa auf die Gleichung 0 = 1, so erhalten
wir die Implikation

(0=1) = (0+1=1+1).

Die beiden Aussagen links und rechts des Implikationspfeiles sind offenbar falsch,
der Schluf} an sich ist jedoch nach dem eben Gesagten zuldssig. Mithin sollte die
Implikation den Wahrheitswert w tragen.
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Ein Beispiel dafiir, daf} sich aus einer falschen Aussage durch einen korrekten Schlufl
auch eine wahre Aussage herleiten 148t, erhalten wir in analoger Weise, wenn wir
uns vergegenwirtigen, dafl die Gleichheit auch durch Multiplikation mit einer Zahl

nicht zerstort wird. Dies fiihrt dann zu der wahren Implikation
0=1 = (0-0=1-0),

bei der die Aussage auf der linken Seite des Implikationspfeiles falsch ist, wahrend

die auf der rechten Seite wahr ist.

Wir halten fest:

Der Wahrheitswert der Implikation X = Y bewertet nur die Korrekt-
heit des SchlieBens, nicht jedoch die Wahrheit der Aussagen X und
Y.

Es sei deshalb jedem ans Herz gelegt, die Voraussetzungen, auf die er seine Aussagen
griindet, genauestens auf ihren Wahrheitsgehalt zu priifen! Sonst niitzt auch noch

so sauberes Schlieflen gar nichts.

Wir wollen den eingefiihrten Begriffsapparat nun an zwei Beispielen testen, die uns

einige wichtige Erkenntnisse liefern werden.

Beispiel A.1
Es seien X und Y zwei Aussagen.

a. Wir haben bereits bei der Definition der Aquivalenz davon gesprochen, daf
X < Y bedeuten solle, dal “X genau dann wahr ist, wenn Y wahr ist”. Dies
wollte verkiirzt ausdriicken, “wenn X, dann Y” und “wenn Y, dann X”. Wir
behaupten deshalb, daf§ die Aussagen “X < Y” und “(X = Y) A (Y = X)”
aquivalent sind, mit anderen Worten, die Aussagen X und Y sind genau dann
aquivalent, wenn Y aus X folgt und umgekehrt.

Diese Tatsache werden wir immer wieder verwenden, wenn wir die Aquivalenz
zweier Aussagen beweisen wollen. Thre Giiltigkeit leiten wir wieder durch eine
Betrachtung der Wahrheitstafeln her.

X=Y|V=X|(X=Y)

T
- € g

g =m = 2L

g -2 2|

g 2 - 2|
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b. Die Aussagen “X = Y” und “-Y = —X” sind ebenfalls dquivalent, wie die
folgende Tabelle zeigt:

X|Y " X|-Y I X=Y|-Y=-X
w| w| f f w W
w|f| f | w f f
flw| w f w w
fl f|l w | w w W

Man nennt diese Aquivalenz auch Kontraposition. Will man also zeigen, dafl
eine Aussage X eine Aussage Y impliziert, so kann man statt dessen beide

Aussagen verneinen und zeigen, dafl aus =Y die Aussage =X folgt.
O

Kehren wir nun zu der Frage zuriick, wann eine Aussage Y aus einer Aussage X
durch einen logisch korrekten Schluff hervorgegangen ist. Bedeutet dies nur, dafl
X = Y den Wahrheitswert w besitzt? Ja ... und nein! Ist X wahr und hat die
Implikation X = Y den Wahrheitswert w, so folgt unmittelbar, dafl Y wahr ist. In
diesem Sinne gilt die Antwort ja. Aber damit haben wir das Problem nur verlagert,
da die Frage bleibt, wie wir priifen, ob X = Y denn wahr ist, ohne den Wahrheits-
wert von Y zu kennen. Wir haben bereits weiter oben — sehr vage — angedeutet, dafl
wir hierzu meist eine Kette von logisch korrekten und in sich schliissigen Argumen-
ten verwenden, und viel deutlicher wollen wir hier auch nicht werden. Im Verlauf der
folgenden Kapitel werden wir viele Beispiele dafiir sehen, wie eine Implikation durch
eine Reihe von Argumenten bewiesen — oder besser untermauert — wird; und es wird
sicher immer wieder vorkommen, dafl Euch diese auf den ersten Blick nicht wirk-
lich schliissig vorkommen, daf3 es eines genaueren Hinsehens und vielleicht auch der
Ergénzung einiger Argumente bedarf, bis Thr der Kette das Priadikat logisch korrekt
und in sich schlissig verleihen wollt. Und das ist eine wichtige Erkenntnis, ob ein
Schluf3 als logisch korrekt erkannt wird, hangt vom Betrachter ab. Und deshalb ist
die Frage, ob ein Schluf} logisch korrekt ist, weit mehr als nur die Frage, ob X =Y
wahr ist.

Beispiel A.2

Hier nun einige mathematische Aussagen.

A. Jede gerade Zahl ist Summe zweier ungerader Zahlen.

B. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

C. Jede gerade Zahl grofler zwei ist Summe zweier Primzahlen.
D

Zu jedem Kreis 148t sich, nur mit Zirkel und Lineal, ein Quadrat konstruieren,

das den gleichen Flédcheninhalt hat.

&

Die Gleichung 2" +y" = 2" besitzt fiir n > 2 keine Lésung mit positiven ganzen

Zahlen x, y, z.
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F. Gegeben sei eine Ansammlung nicht-leerer Mengen. Dann 148t sich aus jeder
der Mengen ein Element auswéhlen.

Die Aussage A ist offensichtlich wahr, und auch die Aussage B ist richtig, allerdings
ist dies keine triviale Aussage. Sie mufl bewiesen werden. Die Aussage C ist die
bekannte Goldbachsche Vermutung aus dem Jahre 1742. Sie ist bis heute weder

bewiesen noch widerlegt.

Die Aussage D ist unter dem Begriff Quadratur des Kreises bekannt. Sie ist falsch,
was sich daraus ableiten 148t, dafl die Kreiszahl 7 transzendent ist (Lindemann 1882).
Umgangssprachlich sollte man also die Quadratur des Kreises nicht als Synonym fiir

etwas extrem Schwieriges verwenden, sondern fiir etwas Unmdgliches.

Die Aussage E hat jahrhundertelang als Fermatsche Vermutung die Mathematiker
beschéftigt. Sie wurde erst 1995 von dem englischen Mathematiker Andrew Wiles als
wahr nachgewiesen. Fiir den Beweis wurden modernste und tiefste mathematische
Methoden verwendet.

Die Aussage F', mochte man meinen, ist offensichtlich wahr, eher noch als Aussage
A. In gewissem Sinne ist diese Aussage jedoch weder beweisbar noch widerlegbar. Sie
ist im Axiomensystem der Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel unabhéngig von
den anderen Axiomen. In der Tat kann man die Aussage F', die als Auswahlaziom
bezeichnet wird, als Axiom der Mengenlehre zulassen (was wir, wie die iiberwiegende
Zahl der Mathematiker, tun wollen) oder auch nicht. Da das Auswahlaxiom, wenn
iiberhaupt, so nur fiir sogenannte iiberabzdhlbare Ansammlungen strittig ist, sind
Zustimmung oder Ablehnung in dieser Vorlesung kaum von praktischer Relevanz. O

Wir wollen nun der besseren Ubersichtlichkeit halber in einer Bemerkung zusam-
menfassen, was wir bisher gelernt haben.
Bemerkung A.3

a. Eine Aussage ist eine AuBerung, der eindeutig ein Wahrheitswert wahr (w)

oder falsch (f) zugeordnet ist.

b. Aus Aussagen X und Y kénnen wir durch Anwenden logischer Operatoren neue

Aussagen bilden:

Symbol  Bedeutung Bezeichnung  Alternative Beschreibung
=X nicht X Negation

XVY XoderY Disjunktion

XANY XundY Konjunktion

X =Y aus X folgt VY Implikation (—-X)VvY

X &Y genaudann X, wenn Y Aquivalenz (X=Y)A (Y = X)

Neben Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen, sind Aussageformen oder Prddi-

kate wichtig.
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Eine Aussageform ist eine AuBerung, die eine oder mehrere Variablen
enthélt und zu einer Aussage (d.h. wahr oder falsch) wird, wenn man

zuléissige Werte fiir diese Variablen einsetzt.

So ist etwa
a>b

eine Aussageform, die von den Variablen a und b abhéngt, fiir die wir die ganzen
Zahlen als zulédssige Werte ansehen wollen. Setzen wir konkrete Werte ein, so entsteht
eine Aussage, die wahr sein kann (z.B. fiir a = 42 und b = 37) oder falsch (z.B. fur
a=2und b=4).

Aussageformen werden in der Praxis hdufig mit Quantoren gebraucht:

vV . “fiir alle”.

d :  “es existiert ein”.

dy :  “es existiert genau ein”.
A . “es existiert kein”.

Ist P eine Aussageform, die von einer Variablen x abhéngt, so bedeutet:
Vo : P(x) : “fr alle z gilt P(x)”,
Jx . P(x) : ‘“esgibt ein z, so daBl P(x) gilt”.
Mit Hilfe der Quantoren haben wir aus den Aussageformen neue Aussagen gebildet.

Beispiel A.4

Ve, VyVzVn :n>2=a"+y" #2".
Dies ist fiir positive natiirliche Zahlen x, y, z und n die in Beispiel A.2 formulierte

Fermatsche Vermutung. a

Wichtig ist das richtige Verneinen einer Aussage.

~(Va : P(z)) & 3z : (-P(2)).
Die Verneinung der Aussage “fiir alle = gilt die Aussage P(z)” ist gleichbedeutend
mit “es gibt ein z, fiir das die Aussage P(x) nicht gilt”.

=(3z : Pz)) & Vaz : (-P(2)).
Die Verneinung der Aussage “es gibt ein z, fiir das die Aussage P(z) gilt” ist gleich-
bedeutend mit “fiir alle = gilt die Aussage P(z) nicht” bzw. mit “fir kein x gilt die
Aussage P(z)”.

(A= B) & (nB=-A).

Die Aussage “aus A folgt B” ist gleichbedeutend mit “aus nicht B folgt nicht A”.
Letzteres bezeichnet man auch als Kontraposition von ersterem.
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Proposition A.5
Es seien X, Y und Z Aussagen.

a. Assoziativgesetze
e (XVY)VZ — XV (YVZ).
o (XANY)NZ <= XANYNANZ).

b. Kommutativgesetze
e XVY +— YVJX.
o XANY — Y AX.

c. Distributivgesetze
e XANYVZ) <= (XAY)V(XAZ).
e XV(YNZ) << (XVY)AN(XVZ).

Beweis: Den Nachweis der Aquivalenzen iiberlassen wir dem Leser als Ubungsauf-
gabe. O]

Bemerkung A.6 (Griechisches Alphabet)

Es hat sich in der Mathematik eingebiirgert, neben den lateinischen auch griechi-
sche Buchstaben zu verwenden, um Objekte und Variablen zu bezeichnen, und das
werden wir immer wieder mal tun. Deshalb fiige ich hier das griechische Alphabet

an:
Aa | Bf '~ Ay | Feel| Z( H n O 09
Alpha | Beta | Gamma | Delta | Epsilon | Zeta Eta Theta
I K k A A M p Nv | 2¢ O o Il
Iota | Kappa | Lambda | My Ny Xi | Omikron Pi
Ppl| Yo T 7 Yv |[®¢p|X x v Q w
Rho | Sigma Tau | Ypsilon | Phi Chi Psi Omega

Aufgaben
Aufgabe A.7

a. Negiere die folgenden Aussagen:

(i) Jedes Auto, das am Samstag um 9:00 auf dem Parkplatz parkte, war rot.
(ii)) Mindestens ein Auto, das am Samstag um 9:00 auf dem Parkplatz parkte,

war rot.
(i) Am Samstag um 9:00 parkten rote Autos auf dem Parkplatz.
(iv) Es gibt keine groite ganze Zahl.

(v) Keine Regel ohne Ausnahme.
Warum ist das Sprichwort , Keine Regel ohne Ausnahme“ in sich wider-

spriichlich?
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b. Beweise oder widerlege Aussage (iv).
Aufgabe A.8

Es seien X und Y Aussagen. Zeige die folgenden Aquivalenzen:

a. De Morgansche Regeln
. —|(X\/Y) — X AY.
e (XAY)<—= -XVv-Y.
b. ("X = f) <= X.

Aufgabe A.9
a. Driicke die folgenden Aussagen in Worten aus und, falls eine Aussage falsch

sein sollte, ersetze sie dabei durch ihre Negation.
(i) YVmeN, dnelN: m=n+n,

(ii)) 3melN, InelN: (m#n)A(m*=n").

b. Driicke die folgenden Aussagen in Symbolen aus:
(i) Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen gibt es eine weitere reelle

Zahl.
(ii) Es gibt keine grofite Primzahl in den natiirlichen Zahlen.

Aufgabe A.10
Welche der folgenden Schlufifolgerungen ist korrekt?

a. Falls es anfangt zu regnen, wird die Strafle nafl. Aber, da die Strale nicht nafl

werden wird, wird es auch nicht regnen.

b. FEinige Politiker sind ehrlich. Einige Frauen sind Politiker. Also sind einige
weibliche Politiker ehrlich.

Aufgabe A.11
Driicke die folgende Aussage in Worten aus:

VmeN, VnelN : m>n = dlelN : m=n+L

Aufgabe A.12 a. Negiere die folgenden Aussagen:
(i) Zu jedem Vorschlag gibt es jemanden, der den Vorschlag kritisiert.

(ii) In manchen Hausern haben nicht alle Wohnungen flieBendes Wasser.

b. Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

(i) Jede ganze Zahl ist ein Vielfaches von drei.

(ii) Die Summe von je zwei ungeraden Zahlen ist gerade.



142 A. ETWAS LOGIK



ANHANG B

Mengen

Definitionsversuch B.1 (Georg Cantor)

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die in einer
Menge zusammengefafiten Objekte nennen wir die Elemente der Menge.

Notation B.2
a. Mengen angeben durch Auflisten der Elemente:

z.B.{1,2,5,3,4,0}
b. Mengen angeben durch Vorschreiben einer Eigenschaft:

z.B. {z | x ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}

c. Sei M eine Menge.
o x & M heilit “z ist Element von M”
o x & M heilit “x ist nicht Element von M”

d. {} und 0 bezeichnen die leere Menge, d.h. die Menge, die kein Element enthélt.

Definition B.3 (Inklusionsrelationen)
Fiir zwei Mengen M und N definieren wir:

1) MCN < (reM =xz€N) “M ist Teilmenge von N”
9) M=N = (MCN A NCM)
< (reM & xze€N)
3) M#N <= —(M=N)
— ((FzeM:z¢gN)V BzxeN:xzgM))
4 MGN <= (MCN AN M#N) “M ist echte Teilmenge von N”

Beispiel B.4
a. {1,2,5,3,4,0} = {z | = ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}.

b. {1,3} S{1,2,3}.
c. {1,2,1}={1,2} ={2,1}.
d 1¢{2,3},2€{23}

Bemerkung B.5 (Die Zahlbereiche)
Wir setzen die folgenden Mengen in unserer Vorlesung als bekannt voraus:

e N=1{0,1,2,3,4,...} die Menge der natirlichen Zahlen,
143
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o Z={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} die Menge der ganzen Zahlen,
e )= {§ ’ p,q € Z,qF# O} die Menge der rationalen Zahlen,
e R, die Menge der reellen Zahlen, d.h. der Dezimalbriiche.

Beachte:

NCZSQCSR

Im Verlauf der Vorlesung werden wir viele bekannte Eigenschaften dieser Mengen

nochmals ausfiihrlich thematisieren.

Definition B.6 (Operationen von Mengen)
Es seien M, N, P sowie M; fiir i € I Mengen.

a. MNN:={x|xze€ MAzec N} heiit der Durchschnitt von M und N.
b. MUN :={z|x € MVz e N} heifit die Vereinigung von M und N.

c. M\N:={xz|ze MANzx¢g N} heiit die Differenzmenge von M und N. Wir
sagen auch M ohne N.

d. M x N :={(x,y) | x € M ANy € N} heifit das kartesische Produkt von M
und N. Dabei ist (z,y) ein geordnetes Paar, und fiir zwei geordnete Paare
(x,y), (u,v) € M x N gilt

(z,y) = (u,v) <= (z=u A y="0).

e. M und N heilen genau dann disjunkt, wenn M NN = (), d.h. wenn sie kein

Element gemeinsam besitzen.

f. P=MUN < (P=MUN A MNN=0).
Wir sagen dann, P ist die disjunkte Vereinigung von M und N.

N g

MJN
ABBILDUNG 1. Durchschnitt, Vereinigung, Differenzmenge, disjunkte Vereinigung

g (NiesMi:={x|x e M;Vic I} heilit der Durchschnitt der M;.
Uies Mi :=={x | 3iel : v € M} heiBt die Vereinigung der M;.

i. P=U,gM = P=Up,M N MNOM;=0Vijelmiti#j).
Wir nennen die (M;);e; dann auch eine disjunkte Zerlegung von P, und wir
sagen, die M; sind paarweise disjunkt.

Beispiel B.7
Ist M ={1,2} und N = {e, 7, i}, so ist

M x N ={(1,e),(1,7),(1,0), (2 €), (2.7), (2,4)}.
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Proposition B.8 (Einfache Rechengesetze fiir Mengenoperationen)
Es seien M, N, P Mengen.

a. Assoziativgesetze
e (MUN)UP=MU(NUP).
o (MNN)NP=Mn(NNP).

b. Kommutativgesetze
e MUN=NUM.
e MNN=NNM.

c. Distributivgesetze
e MN(NUP)=(MNON)U(MNP).
e MUNNP)=(MUN)N(MUP).

d. Identitatsgesetze
e MUD=M.
e MCN — MNN=M.

e. Komplementgesetze
e MCN = MU(N\M)
e MCN — MnNn(N\M)

N.
0

Beweis: a., d. und e. iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.
b. Es gilt:
MUN={z|zeMVaze N} L {a|zeNVzeMy=NUM
und
MﬂN:{az|.CE€M/\:U€N}A:‘5{Q:|x€N/\3:€M}:NﬁM.
c. Es gilt:
reMN(NUP) <= zeM NxzeNUP

< zxeMAN((xeNVzeP)

é(wEM/\xEN) V(zreM N xzeP)

<—zreMNNVxzeMNP
—zrze(MNN)U(MNP)
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und

re MUNNP) <= zeM Ve NNP
< zxeMV (xreN ANzeP)

é(wEMVxEN) AN(zeMV xzeP)

—zrecMUNANzeMUP
< zxe(MUN)N(MUP).

Bemerkung B.9 (Paradoxon von Russel)

Man muf$ bei der Definition von Mengen mittels Figenschaften vorsichtig sein!
Betrachte die “Menge”

M ={X | X ist Menge N X ¢ X}
aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten!

Angenommen, M wére eine Menge. Dann sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Fall: M ¢ M: Dann ist M eine Menge, die sich nicht selbst als Element
enthélt. Mithin gilt M € M aufgrund der Definition von M. Dies ist ein Wi-
derspruch.

2. Fall: M € M: Dann ist M eine Menge, die sich selbst als Element enthélt.
Mithin gilt M ¢ M aufgrund der Definition von M. Dies ist ebenfalls ein
Widerspruch.

Also kann keiner der beiden Félle auftreten, und wir haben insgesamt einen Wider-

spruch hergeleitet.
Fazit: M ist keine Menge! Auch die Menge aller Mengen gibt es nicht!

Aufgaben

Aufgabe B.10 (De Morgansche Regeln)

Es seien M und M;, © € I, Mengen. Zeige, die de Morganschen Regeln
iel iel

und

MN\(\M; =M\ M.

el el
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Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir den fiir die Mathematik zentralen Begriff der Abbil-
dung einfiihren.

Definition C.1 (Abbildungen)

Es seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist
eine eindeutige Zuordnung, die jedem Element € M genau ein Element f(x) € N
zuweist. Wir werden den Begriff Funktion nur dann verwenden, wenn N C R ist.

Wir nennen M den Definitionsbereich von f und N den Ziel- oder Wertebereich.

Notation:

f:M— N:xzw— f(x).
Beachte, aufgrund der Definition einer Abbildung, gilt fiir zwei Abbildungen f :
M—Nundg: X —Y:

f=9g <= (M=XAN=Y AVzeM : f(z)=g)).

Beispiel C.2
a. Die folgenden Bilder sollen den Begriff der Abbildung graphisch veranschauli-

] o ]

| — | —

chen:

Abbildung keine Abbildung keine Abbildung

b. f:N—N:2z~ 22und g: Z — N : z + 2% Beachte: f # g, da ihre

Definitionsbereiche nicht iibereinstimmen.
c. Sei f: M — N eine Abbildung und A C M. Dann heifit die Abbildung
fiarA— N:x— f(x)
die Finschrankung von f auf A.
d. Sei M eine Menge. Dann heifit die Abbildung
dy M —M:z—x
die Identitdt auf M.

Definition C.3 (Bilder und Urbilder)
Es sei f: M — N eine Abbildung, A C M und B C N.
147
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a. Graph(f):={(z, f(z)) |z € M} C M x N heifit der Graph von f.
b. f(A):={f(x)|x € A} C N heifit das Bild von A unter f.
c. ( f):= f(M) C N heifit das Bild von f.
d. f7Y(B):={zxe M| f(z) € B} C M heifit das Urbild von B unter f.

Belsplel C.4
a. Wir betrachten die Abbildung f: R — R : z — 2°.

Graph(/)
(2. ()

ABBILDUNG 1. Graph(f) fir f: R — R : x > 22

e Der Graph von f ist in Abbildung 1 zu sehen.
e Fir A={-1,0,1,2}ist f(A) = {0, 1,4}.
e Fir B={0,1}ist f~4(B)={0,1,—1}.
o Fiir B'={-1}ist f1(B) =
o Im(f)={zeR|z>0}.
b. Die Abbildung nf : N — N : 2 +— x + 1 nennen wir die Nachfolgerfunktion.
Es gelten

Im(nf) = N\ {0}
und

Vyem(f) : of " ({y}) = {y - 1}
Bemerkung C.5 (Abbildungen und ihre Graphen)
a. Fiir zwei Abbildungen f: M — N und g : P — N gilt:

f=g9g <= Graph(f)= Graph(g).
b. Ist ' C M x N so, daf
Vee M3 ye N : (z,y) €T,

dann gibt es eine Abbildung f : M — N mit I' = Graph(f).



C. ABBILDUNGEN 149

Fazit: Man hétte Abbildungen von M nach N auch als Teilmengen von M x N
definieren konnen, die die Bedingung in b. erfiillen. So wiirde man vorgehen, wenn

man die Mathematik ausgehend vom Begriff der Menge sukzessive aufbauen maochte.

Mit dieser Beschreibung sieht man iibrigens sehr schoén, daf es fiir jede Menge M
genau eine Abbildung f : ) — M gibt, und daB es fiir eine nicht-leere Menge M
keine Abbildung f : M — () geben kann.

Definition C.6 (Injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sei f: M — N eine Abbildung.

a. f heifit genau dann injektiv, wenn
Ve, e M : f(x)=f(a)) = z=2a"
b. f heilt genau dann surjektiv, wenn
Vye NIJxzeM : f(z)=uy,

d.h. wenn Im(f) = N.
c. f heifit genau dann bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Bemerkung C.7 (Injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sei f: M — N eine Abbildung.
a. Ist y € N und x € M mit f(x) =y, so nennen wir z ein Urbild von y unter f.

b. Es gelten:
e fist injektiv <= jedes y € N hat hdchstens ein Urbild.
o fist surjektiv <= jedes y € N hat mindestens ein Urbild.
e f ist bijektiv <= jedes y € N hat genau ein Urbild.

injektiv nicht injektiv
-I . |
E— — .
surjektiv nicht surjektiv bijektiv

Beispiel C.8
a. Die Nachfolgerfunktion nf : N — IN : x +— x + 1 ist injektiv, aber nicht
surjektiv. Denn, x 4+ 1 = nf(z) = nf(y) = y + 1 fiir z,y € N impliziert z = v,
und 0 ¢ Im(f).
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b. ¢:7Z — IN: x + 22 ist nicht injektiv.
Denn, fir x =1# —1 =y gilt g(x) = g(1) =1 =g(—1) = g(y).
c. Die Abbildung id;; ist bijektiv fiir jede Menge M.

Denn, fiir y € M gilt idy/(y) = y, so daBl idy, surjektiv ist, und fiir z, 2" € M
mit idy(z) = idy(2) gilt @ = 2/, so daB idy, injektiv ist.

d. Ist f : M — N injektiv, so ist die Abbildung M — Im(f) : z — f(z)
offenbar bijektiv.

Definition C.9 (Komposition von Abbildungen)
Seien f: M — N und g : N — P zwei Abbildungen. Die Abbildung

gof:M— P:xw— g(f(x))

heifit die Komposition oder Verkettung von f und g.
Beispiel C.10
Seien f:R—R:2x+2?2und g: R — R : 2~ 2 + 1. Dann gilt
(9o f)(z) = g(f(z)) = g(z*) = 2" + 1

und

(fog)@) = flg()) =flz+1)=(x+1)" =2+ 20+ 1.
Man beachte, daf die Abbildungen go f und f o ¢ nicht gleich sind, da (go f)(1) =
2#4=(fog)1).
Proposition C.11 (Assoziativitdt der Komposition)
Seien f: M — N, g: N — P und h: P — @ Abbildungen. Dann gilt

(hog)of=ho(gof).

Wir schreiben deshalb auch kurz hogo f.

Beweis: Da die Definitions- und Zielbereiche der beiden Funktionen iibereinstim-

men, reicht es, die Abbildungsvorschrift zu iiberpriifen. Sei dazu x € M. Dann gilt

((hog)o f)(@) = (hog)(F@)) = h(g(F@)) = h((go f)lx)) = (Ao (g0 1) ().
Dies zeigt die Behauptung. O

Satz C.12 (Bijektivitdt = Existenz einer Umkehrabbildung)
FEs sei f: M — N eine Abbildung.

a. [ ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert, so dafs
go f=idy und fog=idy.

b. Die Abbildung g in Teil a. ist dann eindeutig bestimmt und bijektiv. Wir nennen

sie die Inverse oder Umkehrabbildung von f und bezeichnen sie mit f~1.

Beweis:
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a. ?<«<=": Wir wollen zunéchst zeigen, dafl f surjektiv ist. Sei dazu y € N
gegeben. Setze z := g(y) € M. Dann gilt

fl@)=f(9(y) = (fog)y) =idn(y) = .
Also ist f surjektiv.
Dann wollen wir zeigen, da} f injektiv ist. Seien dazu x,z’ € M mit
f(x) = f(2') gegeben. Dann gilt
z =idy(z) = (go f)(z) = g(f(2)) = g(f(2)) = (g0 f)(z') = idu(a’) = 2".

Also ist f injektiv.

?—=": Da f bijektiv ist, gibt es fiir jedes y € IV genau ein Urbild z, € M
von y unter f, d.h. f(z,) = y. Wir definieren nun eine Abbildung

g: N — M:yw— z,

Dann gilt zunéchst fir y € N

(fog)y) = floly) = flz,) =y =idn(y).
Also ist fog=idy.
Zudem gilt fir x € M und y := f(z) € N
flay) =y = @)

Da f injektiv ist, folgt daraus = x,, und wir erhalten

(g0 N)(@) =g(f(x)) = g(y) = 2, = v = idu(2).
Damit ist auch g o f = idy,; gezeigt.
b. Sei h: N — M eine zweite Abbildung mit ho f = idy; und foh = idy. Dann
gilt flir y € N

Fla) = (feg)y) =idn(y) = (foh)(y) = f(h(y)).

Da f injektiv ist, folgt mithin g(y) = h(y), und somit g = h. Die Eindeutigkeit
von ¢ ist also gezeigt. Aulerdem ist g nach Teil a. auch bijektiv.

O

Beispiel C.13
Die Abbildung f : R — R : 2 + 2x+1ist bijektivmit f1 : R — R : y — %~y—%.
Denn fiir y € R gilt

(o =2 (5-5)+1=y=idaly

und fiir x € R gilt

(fof)(x) = % 2z +1)— % =z = idg(2).

Die Behauptung folgt also aus Satz C.12.
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Proposition C.14 (Injektivitét, Surjektivitét, Bijektivitat unter Komposition)
Seien f: M — N und g: N — P zwei Abbildungen.

a. Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.

b. Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv.

c. Sind f und g bijektiv, so ist g o f bijektiv.

Beweis: a. Seien x,2’ € M mit (go f)(z) = (go f)(2'). Dann gilt
9(f(x)) = (ge f)(x) = (g (=) = g(f()).

Da g injektiv ist, ist f(z) = f(2’), und da f injektiv ist, ist auch z = 2’. Also
ist g o f injektiv.

b. Seiz € P. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € N mit g(y) = z, und da f surjektiv
ist, gibt es ein z € M mit f(z) = y. Die Surjektivitdt von g o f folgt dann aus

(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(y) = 2.
c. Wegen a. ist g o f injektiv und wegen b. ist g o f auch surjektiv, also bijektiv.

]

Lemma C.15
Es sei f: M — N eine injektive Abbildung, ¥’ € M und y' = f(x') € N.

a. Dannist g: M\ {2’} — N\{y'} : x— f(z) eine injektive Abbildung.

b. Ist f bijektiv, so ist g auch bijektiv.

Beweis: Da f injektiv ist, gilt f(z) € N\ {y'} fiir alle x € M \ {2'}, da v/ unter
f nur das Urbild 2’ hat. Durch die Abbildungsvorschrift in a. und b. wird also eine
Abbildung g von M \ {2’} nach N \ {y'} definiert.

Zudem gilt offenbar, dafl jedes Element in N \ {y'} hochstens ein Urbild unter ¢
haben kann, wenn f injektiv ist. Somit ist g dann also auch injektiv.

Setzen wir nun zudem voraus, dafy f bijektiv ist, und ist y € N \ {y'} gegeben, so
gibt es ein x € M mit f(z) = y. Wegen f(z) =y # ¢ = f(2’) und f injektiv muf
zudem x # ' gelten, d.h. x € M \ {2'}. Also ist g(z) = f(x) = y, und wir haben
gezeigt, dal dann auch ¢ bijektiv ist. O

Lemma C.16
Es sei M eine Menge und a,b € M. Die Abbildung h : M — M mit

a, wennx =>,
h(z) =< b, wennz=a,
T, Sonst,

ist bijektiv mit h~! = h. Beachte, h vertauscht genau die beiden Elemente a und b
(sofern sie verschieden sind).



C. ABBILDUNGEN 153

Beweis: Wenn a = b, so ist h die Identitdt und somit bijektiv. Wenn a # b, dann
gilt flir z € M

h(b), wenn z = a,
(hoh)(z) =h(h(z)) =1 h(a), wennz=>, =2z =idy(z).
h(z), sonst.

Mithin ist h o h = idy; und somit ist A nach Satz C.12 bijektiv mit h~! = h. [

Aufgaben

Aufgabe C.17
Ist f: M — N eine surjektive Abbildung und y € N, so ist
g: M\ 7 ({y}) — N\ {y} 12— f(2)
eine surjektive Abbildung.
Aufgabe C.18
Fiir eine Abbildung f : M — N, M # (), beweise man die folgenden Aussagen:
a. fist injektiv <= dg: N — M, so dass go f = idy,.
b. f ist surjektiv <= dg: N — M, so dass f o g =idy.
Aufgabe C.19
Untersuche ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind:
a. i:R—R: x+——3x+2
b. fo:Z —7: x— 3x+2
c. fs:RxR—RxXxR: (z,y)— (zy,z+1)
d fi:RxR—RxR: (z,y) — (x —2y,22 +y)

Aufgabe C.20

Seien M, N zwei nicht-leere Mengen und f : M — N eine Abbildung. Formuliere
die folgende Aussage in Quantorenschreibweise und beweise sie:

f ist genau dann surjektiv, wenn fiir alle nicht-leeren Mengen X und fiir alle Abbil-
dungen g: N — X und h: N — X aus go f = h o f schon g = h folgt.

Aufgabe C.21
Seien L, M, N Mengen und f: L — M, g: M — N Abbildungen. Beweise oder
widerlege - durch Gegenbeispiel - die folgenden Aussagen:

a. Ist go f injektiv, so ist g injektiv.
b. Ist go f injektiv, so ist f injektiv.

Aufgabe C.22
Seien M, N Mengen, Ay, Ao C M und B, By, B, C N Teilmengen und f : M — N
eine Abbildung. Beweise die folgenden Aussagen:
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a. [TYBiNBy) = f1B)N fHBy).
b. f(f71(B)) € B.
c. f(ATUA) = f(A) U f(Ag).
d. f(A1NAy) C f(A1) N f(Ag).

Gib auBerdem konkrete Beispiele dafiir an, dass in b. und d. keine Gleichheit gilt.



ANHANG D

Beispiele fiir lineare Gleichungssysteme in Anwendungen

Wir geben jetzt einige Beispiele von Gleichungssystemen, die zum Teil aus Anwen-
dungen kommen. Wir werden diese nicht in der Vorlesung besprechen. Sie sollen
dem interessierten Leser die grofle praktische Bedeutung linearer Gleichungssysteme
illustrieren.

Beispiel D.1 (Wie alt ist der Vater?)

Ein Vater hat einen Sohn und eine Tochter. Der Vater ist viermal so alt wie sein
Sohn und der Sohn ist fiinf Jahre dlter als seine Schwester. In fiinf Jahren sind Vater
und Sohn zusammen sechsmal so alt wie die Tochter.

Wie alt sind Vater, Sohn und Tochter?

Das lineare Gleichungssystem mit v = Alter des Vaters, s = Alter des Sohnes, und
t = Alter der Tochter lautet:

v=4s, s=t+5, (v+5)+(s+5)=6(t+5).
Das Gleichungssystem schreiben wir systematisch folgendermaflen auf:
v—4s4+0-t=0,
O-v4+s—1t=05,
v+ s — 6t = 20.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten v, s, t.

Die Losung mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus geht wie folgt:

1 =4 0] 0 1 -4 0] 0 1 -4 010
o 1 -1|5|—=]0 1 -1,5|—=]0 1 —=1|5
1 1 —61]20 0 5 —6/20 0O 0 1|5

1 -4 0| 0 1 0 0140

=1 0 010 [ =11 0 1 0]10

0 0 1] 5 00 1] 5

Als Losung erhalten wir also: t =5, s = 10, v = 40, d. h. der Vater ist 40 Jahre alt,

sein Sohn zehn und seine Tochter fiinf.

Beispiel D.2 (Schnitt zweier Ebenen)
Wir definieren eine Ebene im R3 als Losungsmenge einer linearen Gleichung

E a1T1 + AT + A3T3 = b

155
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mit aq, as,as3,b € R und a; # 0 fiir mindestens ein 1.

Dies stimmt mit der Anschauung iiberein (sind alle a; und b gleich 0, so erhalten wir
als Losungsmenge den ganzen R?, sind alle a; = 0 und b # 0, so ist die Losungsmenge

leer).

Um den Schnitt der beiden Ebenen, die durch die Gleichungen E; : z; 4+ xo +
2x3 = 2 und Fy : x1 + 3 = 4 gegeben sind, zu bestimmen, miissen wir also das
Gleichungssystem aus diesen beiden Gleichungen l6sen, wobei wir wie in Abschnitt

4 10 1|4
)H 01 1|-2
00 —

-2
110

13 beschrieben vorgehen:

11 2|2 1 01
|_>
(1014) <011

Wir erhalten als Losungsmenge

4
EENEBEy,=1 -2 | +R- 1
0 —1

Dies ist offensichtlich die Parameterdarstellung einer Geraden im R? durch die Punk-
te (4,—2,0)" und (5, —1,—1)".

Beispiel D.3 (Schnitt zweier Ebenen)

Im allgemeinen werden sich zwei Ebenen, E;, E5, im R? in einer Geraden schneiden,
in Spezialfillen kénnen die Ebenen aber parallel sein (E; N Ey = () oder iiberein-
stimmen (B, = E»).

Sei E; die Ebene
E12£C1+£C2+2$2:3
und Fs eine beliebige Ebene

FEs :ai1x1 + asxy + asxs = b.

Wir wollen feststellen fiir welche aq, as, as, b entweder E; N Ey eine Gerade, leer oder

Ey ist:
11 2|3 1 1 2 3
— .
a; ag as b 0 a9 —ay ag — 2&1 b— 3@1

Die letzte Gleichung lautet
(CLQ — al)l’g + (a3 - 2(11)$3 =b— 3@1.
Ein wenig Uberlegung liefert (da die Losungsmenge der ersten Gleichung Fj ist, und

da die Losungsmenge der zweiten Gleichung unabhéngig von x; ist):
ElmE2:® <~ ag—al:a3—2a1:O,(b—3a1)7£0, (23)
Fi=F, & ay—a;=a3—2a;=b—3a; =0. (24)

In allen anderen Fallen ist £ N Ey eine Gerade.
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Im Fall £y = E> haben wir wieder ein Gleichungssystem (24) mit drei Gleichungen

in den vier Unbestimmten a1, as, as, b zu lésen:

-1 10 0]0 -1 100/0 -1 1 00/0
—2 0100 |~| 0-210[0|—=] 0-2 100
-3 00 1[0 0 -3 0 1|0 0 0 -2 110
1 -1 0 010 100 3|0

— 1 =2 0|0 ]|—=]010 —%|0

0 0 1 —2/0 001 2|0

b

Als Losung ergibt sich a; = —3, ay = b und a3 = %b, oder kurz

3

(al,ag,ag,b) =t- (—1, 1,2,3)

mit £ € R beliebig. Daraus kénnen wir aber alle drei Félle ablesen:

E1 = E5 genau dann, wenn die Gleichung von Fj ein Vielfaches # 0 der Gleichung
von Ej ist; By N By = () genau dann, wenn der Koeffizientenvektor (a;,as, a3) ein
Vielfaches # 0 des Koeffizientenvektors von Ej ist, aber die rechte Seite b von FE,
nicht das gleiche Vielfache der rechten Seite von E; ist; und E; N Es ist eine Gerade

in allen anderen Fallen.

Beispiel D.4 (Elektrische Netzwerke)

In einem einfachen elektrischen Netzwerk, wie z. B.

bezeichnet man mit U die Spannung, mit I den Strom und mit R den Widerstand,
gemessen in Volt (V), Ampere (A) und Ohm (§2) respektive. Dabei gelten folgende
Gesetze:

o Ohmsches Gesetz: Der Spannungsabfall iiber einen Widerstand ist das Produkt
von Widerstand und Strom, U=R-I.
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U
A
N
L

e 1. Kirchhoffsches Gesetz (Knotengleichung): Die Summe der in einen Knoten

hineinflieBenden Stréme ist gleich der Summe der hinausflieBenden Strome.
Beispiel: I1+I4=15+13

Iy
I, I,
®

I3

e 2. Kirchhoffsches Gesetz (Maschengleichung): Die Summe der Spannungsverlu-
ste in einem geschlossenen Kreis ist gleich der Gesamtspannung in einem Kreis.
Beispiel: V=U;+U,

Uy Uy
0
L1 L1

Vv

Im obigen Beispiel stellt man mit Hilfe der drei Gesetze das folgende lineare Glei-
chungssystem auf:

Li+13 = I, (Knotengleichung)
4y +31, = 2, (1. Maschengleichung)
413+ 31, = 4. (2. Maschengleichung)

Wir erhalten das folgende Gleichungssystem:

1 -1 10 1 -1 1[0 1 -1 1] 0
4 302 |=]0 7 —-4|2|—=]0 7 —-4]2
0 3 4[4 0 3 4|4 0 0 40|22

1 -1 1] 0 1005

4| 2 3

—l0 1 -4/ 2|~[010]2

0 0 1|3 00 1|4

woraus sich die folgende Losung ergibt:

_uog_3 _ 1
]3 = 20,]2 =5 und Il = 50-

Beispiel D.5 (Kubische Splines)

Im “Computer aided geometric design” (CAGD) werden zum Design von Fldchen

und Kurven (z. B. im Automobil- oder Flugzeugbau) Flichen- und Kurvenstiicke
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verwendet (meist durch sogenannte kubische Splines realisiert), die dann an den End-
punkten oder Randkurven glatt zusammenpassen miissen. Am bekanntesten sind die
Bézier-Kubiken, die von dem franzosischen Auto-Designer bei Renault, P. Bézier,
eingefithrt wurden (diese werden heute z. B. auch in der Text-Beschreibungssprache
PostScript verwendet).

Ein typisches Problem ist z.B. die Bestimmung einer kubischen Parabel
f(x) =az® +ba® +cx +d
durch zwei Punkte (x1,%1), (z2,y2) in der Ebene mit vorgegebener Steigung m; in
(z1,y1) und my in (22,ys).
Fiir (z1,21) = (0,2), (z2,y2) = (4,0), m; = —3, mg = —3 ergibt sich aus
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢
und
£0) = 2, f(4) = 0, £/(0) = —3 und f/(4) = -3

das lineare Gleichungssystem

d = 2,

64a + 16b+4c+d = 0,
c = =3,

48a +8 +c = -3,

alsod =2,c=—-3,6a+b =0, 32a + 8 = 5, und damit a = —1% und b = %. Die
Kurve y = —l%m?’ + %:ﬂ — 32 + 2 hat etwa die folgende Gestalt

Die Aufgabe ist, wie leicht zu sehen ist, stets losbar und daher koénnen kubische

Splines stiickweise definiert und glatt aneinander gesetzt werden.

Beispiel D.6 (Leontieff-Modell)
Die folgende Planungsaufgabe zeigt, dafl durchaus Gleichungen mit vielen Verdnder-
lichen in der Praxis auftauchen.

Ein Konzern besitzt n Fabriken Fi, ..., F),, in der Fabrik F; wird das Produkt P,
hergestellt.
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Zur Produktion einer Einheit von P, werden aj, Einheiten von P; bendtigt; wir

nehmen an a; = 0.

Am Ende eines Produktionszyklus sind z;, Einheiten von P, hergestellt, k = 1,...,n;
wir haben also einen Produktionsvektor x = (z1,...,z,).

Zur Herstellung von = = (z1,...,x,) werden

n

g kT = Aj1T1 + -+ AjnTp
k=1
Einheiten von P; verbraucht.

Fiir den Markt verbleiben damit

n
Yj =T — E kT
k=1

Einheiten von P;.
Die Planungsaufgabe lautet nun:

Der Mehrbedarf y = (y1, ..., y,) ist vorgegeben. Gesucht ist ein Produktionsvektor

r = (x1,...,2,) mit

r1— (anz1 + -+ ax,) = Ui

Ty — (anlxl + -+ annzn) = Yn.
Also ist ein lineares Gleichungssystem zu losen. Allerdings, und das macht das Pro-

blem schwerer, ist zu beachten, dafl alle z; > 0 sein miissen (natiirlich sind auch die
y; und die aj, > 0).

(Das Modell heifit Leontieff-Modell und ist nach Vassili Leontieff benannt, der 1973
den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften erhielt.)

Ein einfaches Beispiel mit zwei Fabriken, Verbrauchsmatrix
( ; )
und zundchst unbestimmtem Mehrbedarf (i, y2) liefert das Gleichungssystem
1 - 1 - 1 -1
. Y1 N . . n = B ) n ;
-3 Y2 0 § |3ty 0 1 |snm+3zy

. 10| Sy + 2w
01

%y1 + gyz
: _6 3 _ 2 6
und damit x; = 2y1 + $y2, T2 = Y1 + V2.

(sl SIS

Wl

—_ N
N |—

Beispiel D.7 (Finde eine Gleichungssystem zu gegebener Losung.)
Ein Gleichungssystem besitze die spezielle Losung (1,0, 1)" und das zugehorige ho-
mogene System besitze (1,1,1)" als Losung und habe den Rang zwei. Finde ein

Gleichungssystem, das diese Bedingungen erfiillt.
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Da die Losungen Vektoren im R? sind, ist es ein System in drei Variablen.

Da der Rang zwei ist, hat die Zeilen-Stufen-Form zwei Zeilen. Da die Losungsmenge
nicht von der Form abhéngt, kénnen wir das System in Zeilen-Stufen-Form anneh-

men:

Problem: Finde eine Gerade im R?, die selbst durch (1,0, 1)" geht und fiir die die
in den Nullpunkt verschobene Gerade durch (1,1,1)" geht.

a1171 + a12T2 + a13r3 = by,
A22T9 + A93T3 = b2.
(1,0,1)" ist Losung:
ail + aiz = bl, (1>
923 = bQ. (2)

(1,1,1)" ist Losung des homogenen Systems:
a1 + a12 + a13 = O, (3)
a2 + 93 = 0. (4)

Das zugehorige lineare Gleichungssystem in aq1, ais,, @13, ago, ass, by, by lautet:

aiy Al G13 Gy a3 by by aiy A (13 Az a3 by by
(1) 1 0 1 0 0 -1 0 1 0 1 0 0o -1 0
(3) 1 1 1 0 0 0 0 . 0 1 0 0 0 1 0
41 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
(2)\ 0 0 0 0 1 0 —1 0 0 0 0 1 0 -1

Das System hat unendlich viele Lésungen, und da der Rang 2 sein soll, muf} asy # 0

und damit auch agy = —ag # 0 sein.

Wir wéhlen
Ao = 1 = ags = by = —1,
ap =1=0; = —1,

an =1= a3 =—2.
Also ist
r1 4+ T9 — 223 = —1,
Ty — 23 = —1

ein geeignetes Gleichungssystem.
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