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Teil I
Grundlegende Begriffe

1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 1.1 M sei ein topologischer Raum und n € N, m € N U {co}. Eine n-
dimensionale Karte von M ist ein Homdéomorphismus

o:UCM -V CR”

von einer offenen Menge U C M auf eine offene Menge V C R™.
Zwei Karten @q @ Uy—Vy C R™ und pg : Us—Vg C R™ heissen C™-vertraglich,
falls die Ubergangsabbildungen

(pgopal) : paUa NUs) — 0a(Us NUp)
(a0 95") i 3(UaNUs) — ¢a(Ua N Up)

C™-Diffeomorphismen sind. FEin C™— oder differenzierbarer bzw. fir m = oo glatter
Atlas von M st eine Menge A von C™-vertriglichen Karten A = {@qa : Uy — R"}qer
mit M = J,er Ua-

Jeder C™-Atlas A ist in einem eindeutigen mazimalen C™-Atlas Apmax enthalten (ein
Atlas A heisst mazimal, falls fiir jeden Atlas A" mit A C A" folgt A= A’).

Eine n-dimensionale C™-Mannigfaltigkeit oder kurz differenzierbare bzw. fiir m = oo
glatte Mannigfaltigkeit (M, Amax) st ein nicht-leerer topologischer Hausdorff-Raum M,
der das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfillt, zusammen mit einem mazimalen Atlas Amax-
Da Apax eindeutig ist, schreiben wir dafiir auch (M, A) fir einen beliebigen Atlas A.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit heisst orientierbar, falls es einen Atlas A auf M
gibt, so dass fiir je zwei Karten ¢, @ € A gilt

det (d(pg 0@y ')p) >0

fir alle p € o (Uy NUg) € R™. In diesem Fall heisst A ein orientierter Atlas von M.

Beispiele

1. R™ mit dem Atlas, der aus der identischen Karte id : R™ — R"™ besteht, ist eine
n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit.

2. Essei f:U CR" — R™ eine C™-Abbildung und () # U C R" offen. Dann ist
graph f = {(z, f(z)) |z € U} mit dem Atlas, der aus der Karte

7 : graph f — U, (z, f(x)) — =,

besteht, eine C"*-Mannigfaltigkeit.



3. Es sei f : R"™ — R eine C™-Abbildung mit Vf(z) # 0 fir f(x) = 0. Mit
dem impliziten Funktionensatz kann M = {r € R"*!| f(z) = 0} in jedem Punkt
als lokaler C"™-Graph dargestellt werden. Damit ist M eine n-dimensionale C™-
Mannigfaltigkeit.

d

Definition 1.2 FEs seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine stetige Ab-
bildung f : M — N heisst differenzierbar, genauer C™, bzw. glatt fiir m = oo , falls fir
beliebige Karten ¢ : U C M — R"™ und ¢ : V C N — R™ die Abbildung

Yo fop tip(fTH(V)) CR" — R™

differenzierbar, genauer C™, ist.
f heisst Diffeomorphismus, falls f differenzierbar und bijektiv ist und f~=' auch diffe-
renzierbar ist. In diesem Fall heissen M und N diffeomorph.

d

Definition 1.3 M sei eine differenzierbare n-Mannigfaltigkeit und p € M. Wir betrachten
das Tripel (o, p, X) bestehend aus einer Karte ¢ : U C M — R™ mit p € U und X € R™.
Zwei Tripel heissen dquivalent, falls

(0. X) ~ (0,p.Y) 1= d( o ). X =Y.

Der Tangentialraum von M an p ist definiert durch

TpM = {[(,p, X)I}

als die Menge der Aquivalenzklassen der Tripel.
T,M ist ein n-dimensionaler Vektorraum, und fiir eine Karte ¢ : U C M — R"™ mit
pe U ist
(d¢)p : T,M — R"

mit
(dp)p-[(0,p, X)] := X

ein Vektorraum-Isomorphismus.
TM = UpeM T,M heisst Tangentialbiindel von M, der Tangentialraum T,M an p
heisst auch Faser von T M iber p.

Bemerkung:

Das Tangentialbiindel T'M ist eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dazu betrachte man
fiir eine Karte ¢ : U € M — R" die Abbildung (p,dp) : TU = U,y TpyM — U x R”
definiert durch (¢, dp)([, p, X]) == (¢(p), dpp-lp, p; X]) = (#(p), X).



Definition 1.4 f : M — N sei eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Das Differential von f in p € M ist die lineare Ab-
bildung

dfp : TpM — Tf(p)N
fiir beliebige Karten ¢ : U C M - R", pe U und ¢ : V C N — R™, f(p) € V definiert
durch
AP p(p) © dfp o (d‘Pp)_l =d(po fo ‘P_l)so(p)'



2 Riemannsche Fliachen

Definition 2.1 M sei ein topologischer Raum.
Zwei Karten zy : Uy € M—V, C C =2 R? und 23 : Ug CM—Vg CC= R? wie in
Definition (1.1) heissen biholomorph vertrdglich, falls die Ubergangsabbildungen
-1,
Zgozy Za(Ua N Uﬁ) — Zﬁ(Ua N Uﬁ)
Zo © zﬁ_l : Zﬁ(Ua N Uﬁ) — Zﬁ(Ua N Uﬁ)
holomorph sind. Ein komplexer Atlas von M ist ein glatter Atlas von M, dessen Karten
paarweise biholomorph vertriglich sind. Fine komplexe Struktur ist ein mazximaler kom-
plexer Atlas.
Eine Riemannsche Fliche ist eine Fliche, d.h. eine zusammenhdngende zweidimensio-
nale differenzierbare Mannigfaltigkeit, mit einer komplexen Struktur.
Da ein komplezer Atlas eine eindeutige komplexe Struktur bestimmt, nennen wir

auch eine differenzierbare Fliche mit einem beliebigen komplexen Atlas eine Riemann-
sche Fldche.

Beispiele:

1. Jede offene, nicht-leere Menge U C C ist mit dem Atlas, der aus der identischen
Karte id: U—U besteht, eine Riemannsche Fliche.

2. Die Riemannsche Zahlenkugel S? = CU {oco} ist mit dem Atlas, der aus den Karten
id: Cc s2- ¢
1/z: CU{oo} — {0} C S2EC, 2 1/z
besteht, eine Riemannsche Fléche.

3. Tori: Es seien wy, ws € C linear unabhéngig iiber R.
[:=Zwi 4+ Zwy = {nwi + mws |n,m € Z}

heisst das von wy,ws aufgespannte Gitter. I" definiert durch

2~z = 2-7 €Tl

eine Aquivalenzrelation.

C/T sei die Menge der Aquivalenzklassen und © : C — C/T die kanonische Pro-
jektion. Wir betrachten U C C, fiir die verschiedene Elemente z # 2z’ € U nicht
dquivalent z 7 2’ sind. Dann ist die Abbildung

oy : U — w(U)

bijektiv, und die Menge {(n|;/)~!| U} definiert einen komplexen Atlas auf C/T.

Damit ist der Torus C/T" eine Riemannsche Fléche.



4. Es sei f : U C C — C eine holomorphe Funktion, U C C offen und zusam-
menhéngend.

Dann ist graph f = {(z, f(2)) | z € U} mit dem Atlas, der aus der Karte
7 : graph f — U, (z, f(x)) — z,
besteht, eine Riemannsche Flache.
O

Definition 2.2 M und N seien Riemannsche Flichen. Eine stetige Abbildung f : M — N
heisst holomorph, falls fiir beliebige Karten z : U C M — C und w : V C N — C die
Abbildung

wofoz l:z(f"HV)NU)CC—C

holomorph ist.

f heisst biholomorph oder Isomorphismus, falls f holomorph und bijektiv ist und f=!
auch holomorph ist. In diesem Fall heissen M und N isomorph oder biholomorph.

Eine komplexe Funktion f : M — C heisst holomorph, falls f holomorph ist als
Abbildung zwischen den Riemannschen Flichen M und C mit der kanonischen komplexen
Struktur ist.

FEine holomorphe Abbildung f : M — S?, f # oo, heisst meromorphe Funktion auf M.

Die Menge der holomorphen bzw. meromorphen Funktionen auf M wird mit O(M)
bzw. M(M) bezeichnet.

Bemerkungen:

1. M, N, O seien Riemannsche Flichen, und f: M — N und g : N — O seien holo-
morph. Dann ist auch go f : M — O holomorph.

2. Summe und Produkt holomorpher bzw. meromorpher Funktionen sind wieder holo-
morph bzw. meromorph. Konstante Funktionen sind holomorph bzw. meromorph.

Damit sind O(M) und M(M) C-Algebren. Da C C S? gilt O(M) C M(M).

3. Eine holomorphe Abbildung f : M — N induziert einen C-Algebra-
Homomorphismus f# : O(N) — O(M) durch f#(p):=¢o f.

4. Mit dem Riemannschen Abbildungssatz, sieche [Ru] Theorem 14.8 oder [Sch-b] Satz
3.2, sind alle einfach zusammenhingenden, offenen Mengen U C C,# C,{), biho-
lomorph zum Einheitsball D := B;(0) . Andererseits gibt es mit dem Satz von
Liouville keine nicht-konstante holomorphe Abbildung f:C — D , und daher sind
C und D nicht biholomorph. Klarerweise ist S? mnicht biholomoph zu C oder D ,
da C und D nicht kompakt sind. Tatséchlich sind dies mit dem Uniformisierungs-
satz bis auf Biholomorphie die einzigen einfach zusammenhéngenden Riemannschen
Fléchen.



5. Die Riemannsche Flidche einer holomorphen Funktion
Fiir eine Riemannsche Flache M betrachten wir die Paare (f,U) mit U C M offen
und f eine holomorphe oder meromorphe Funktion auf U oder eine holomorphe
Abbildung U — N in eine gegebene Riemannsche Flache N .

Fir p € M heissen zwei Paare (f,U) ~, (g,V) als &dquivalent in p , wenn fiir
eine offene Umgebung W(p) C U NV von p die Gleichheit f = g in W(p) gilt.
Mit (f,U), bezeichnen wir die Aquivalenzklasse, in der das Paar (f,U) liegt, die
Aquivalenzklasse heissen die Keime in p , und die Menge aller Keime in p heisst
der Halm von p . Essei M die Menge aller Keime von Punkten in M , genauer
verwenden wir M als Oberbegriff und schreiben H bzw. Mc¢ fiir holomorphe
Funktionen, M bzw. Mgz fiir meromorphe Funktionen, und My fiir holomorphe
Abbildungen U — N . Auf M sind die Projektion 7: M — M, (f,U), — p und
die Evaluation w: M — C,S? oder N, (f,U), — f(p) wohldefiniert.

M
\
T C,S%, N

M

Mit (f,U) bezeichnen wir die Menge aller Keime (f,U), mit p € U . Klarerweise
ist 7|(f,U)—U bijektiv. Fiir o € (f,U)N{g, V) gilt o= (f,U), = (g,V), , also
f = g auf einer offenen Umgebung W (p) CU NV von p und

o€ (f,W(p) = (g, W(p)) C(f,U)N(g,V).

Damit bilden {(f,U)} die Basis einer Topologie, und wir betrachten M als
topologischen Raum mit dieser Topologie. Damit ist w stetig, und = ist ein lokaler
Homo6omorphismus.

Weiter ist M ein Hausdorff-Raum, denn unterscheiden sich fir o # 6 € M
die Bilder 7(o) # m(6) oder w(o) # w(d) , so werden o und 6 durch geeig-
nete offene Urbilder von 7 oder w getrennt, da M, C,S? N Hausdorff-Riume
sind. Ist andererseits p = 7(o) = 7(6) und w(o) = w(d) , so schreiben wir
o= (f,U), # ¢ = (9,V), und haben f(p) = g(p) . Gibt es in jeder offenen
Umgebung W(p) C UNV von p einen Keim p € (f,W(p)) N (g, W(p)) # 0,
so gilt ¢ = w(u) € W(p)und f(q) = w(p) = g(q¢) . Wére g = p , so wire
p=(f,W(p))p, = 0 =6 mit Symmetrie im Widerspruch zur Annahme. Dann
folgt mit dem Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen bzw. Abbildungen, dass
f =g in jeder offenen zusammenhingenden Umgebung Wy(p) CUNV von p , also
o= (f,Wo(p))p = (9,Wo(p))p = & im Widerspruch zur Annahme. Daher gibt es
eine offene Umgebung W (p) CUNV von p mit (f, W(p))N (g, W(p)) =0 , und, da
o€ (f,W(p)),s € (g,W(p)) offene Basismengen sind, ist M ein Hausdorfl-Raum.

Da m ein lokaler Homdomorphismus ist, bilden fiir jede offene Menge (f,U) C M
und fiir jede Karte z: V C M — C mit U C V die Karten zox|(f,U)—2z(U) C C
einen komplexen Atlas von X .



Da M als Riemannsche Fliche das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt und lokal
zusammenhéngend ist, hat M eine abzahlbare Basis aus offenen, zusammenhéngen-
den Menge U, C M,n € N. Da U, eine Basis von M bilden, iiberdecken die
offenen Menge (f,U,) den Raum M .Ist o € (f,U,) N {g,Uy) # 0 , so stimmen
fir p:=n(o) € U,NU, die Keime (f,U,)p = (9,Un)p iiberein, also gilt in einer
offenen Umgebung W (p) C U, NU,, von p die Gleichheit f =g in W(p) . Da mit
dem lokalen Zusammenhang von M als Riemannsche Fliche die Zusammenhangs-
komponente Z der offenen Menge U, NU,, , die p enthilt, selbst offen ist, folgt
mit dem Identititssatz die Gleichheit f =g in Z . Ist weiter (f,U,)N{(g,Un) # 0,
so folgt genauso f = § in einer Zusammenhangskomponente Z von U, N U,, . Ist
Z =217 ,sofolgt g=gin Z C U, ,und, da U,, zusammenhingend ist, mit dem
Identitdtssatz g = g in Uy, , also (g,Un) = (3,Un) . Da U, NU,, nur abzéhlbar
viele Zusammenhangskomponenten hat, da M als Riemannsche Flidche das zweite
Abziahlbarkeitsaxiom erfiillt, schliessen wir, jedes (f,U,) schneidet sich mit nur
abzéhlbar vielen (g,Up,) . Nennen wir (f,U,) und (g,U,,) &quivalent, wenn sich
diese durch eine Kette (f,Un) = (f0,Ung)s---+{(f7,Un,) = (g,Up) mit

(FimtsUny ) OV f5 Un) 0 fiir j=1,...,0 (2.1)

verbinden lassen, so enthalten alle Aquivalenzklassen nur abzihlbar viele Elemente.
Nun sind die Zusammenhangskomponenten von M in den Vereinigungen dieser
Aquivalenzklassen enthalten, tatséichlich sind diese Vereinigungen die Zusammen-
hangskomponenten von M | da alle (f,U,) = U, zusammenhingend sind. Da
(f,Up) 2 U, € M , hat jedes (f,U,) eine abzihlbare Basis. Da jede Zusammen-
hangskomponenten von M von abzdhlbar vielen (f,U,) iiberdeckt werden, ist
die Vereinigung dieser Basen eine abzéhlbare Basis dieser Zusammenhangskompo-
nente, und die Zusammenhangskomponenten von M erfiillen das zweite Abz&hl-
barkeitsaxiom und sind somit Riemannsche Fléchen.

Nun ist fiir jede Karte z o7 aus obigem komplexen Atlas von M und jede Karte
w:W C Ny € {C,S? N} - C von Ny die Verkettungen

zomo(zom)t=i:2(U)CC—C,

wowo (zom) L =wo fozt:iz(f~Y(W)NU)CC — C,

holomorph, also sind 7 und w holomorphe Abbildungen auf den Zusammenhangs-
komponenten von M .

Ist schliesslich ein konstanter Keim o € M , dh. o = (o,U), fiir die kon-
stante Funktion « : U € M — Ny,a € Ny , so ist o € (f,U,) mit obiger
Uberdeckung, also ist f = « konstant auf U, , da U, C M zusammenhingend
ist. Mit der Kette in (2.1) folgt fiir jedes (g, U,,) dquivalent zu (f,U,) , dass auch
g = « konstant auf U, ist. Damit besteht die Zusammenhangskomponente von
M, die den konstanten Keim o enthélt, nur aus konstanten Keimen mit gleichem
a € Ny, und w = « auf dieser Zusammenhangskomponente. Umgekehrt enthilt
keine Zusammenhangskomponente von M ;| auf der die Evaluation nicht konstant
ist, einen konstanten Keim.



Eine Riemannsche Fliche M hat als zweidimensionale Mannigfaltigkeit in jedem Punkt
p € M einen zweidimensionalen reellen Tangentialraum. Wir geben eine formale Definition.

Definition 2.3 Auf den Tripeln (z,p,w) bestehend aus einer Karte z:U C M — C
der komplexen Struktur mit p € U und w € C betrachten wir die Aquivalenzrelation

(z,p,w) ~ (2 pw) = d(Z ozl pw =1

Die Aquivalenzklassen [(z,p,w)] heissen Tangentialvektoren in p € M , und der kompleze
Tangentialraum von M in p ist die Menge der Aquivalenzklassen

(TC)pM = {[(z,p, w)]}-
Da 2 oz7' holomorph ist, gilt

d(ZI o Zﬁl)z(p).(iw) =1- d(z/ o Zﬁl)z( W

)
und (T'C),M ist ein komplexer Vektorraum der komplezen Dimension 1.

d

Mit der Identifikation R? 2 C sieht man, dass T, M der reelle Vektorraum ist, der (7C),M
unterliegt. Die komplexe Multiplikation mit ¢ auf (T'C),M erzeugt auf T,,M einen reellen
Vektorraum-Isomorphismus, und wir erhalten folgende Definition.

Definition 2.4 Auf einer Riemannschen Fliche M ist eine glatte Abbildung
J:TM —TM

definiert, die auf jeder Faser
Jp : TyM — T,M

ein reeller Vektorraum-Isomorphismums ist, gegeben durch

Es gilt J*> = —id auf jeder Faser.

Bemerkungen:
1. Eine Abbildung J auf einer differenzierbaren n—Mannigfaltigkeit M mit
Jp : TyM — T, M linear

bzw.
Jp : TyM x (T,M)* — R bilinear

heisst differenzierbar, wenn fiir jede Karte ¢ : U C M — R" eines Atlas von M
die Abbildungen

Jo: (1, X,Y*) € o(U) x R™ x (R™)* = J-1() (depp-1(y)) "X, (dipp1()) " Y™) €R

8



differenzierbar mit einer Ableitung weniger sind, da die Ableitungen der Karten
¢ verwendet werden, wobei fiir eine lineare Abbildung T : V — W die duale
Abbildung T%* : W* — V* durch T*w* := w* o T' gegeben ist. In diesem Fall sind
fiir alle Karten v von M die Abbildungen J, differenzierbar.

Analog heisst eine Abbildung J auf M mit

Jp : TyM x ... x T,M x (T,M)* x ... x (T,M)" — R multilinear

~~

k—mal I—mal

differenzierbar, und in diesem Fall heisst J ein k—fach kovariantes und [—fach
kontravariantes Tensorfeld auf M .

Eine glatte Abbildung J : TM — TM,J, : T,M — T,M, mit J? = —id auf
einer zweidimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M heisst fast komplexe
Struktur.

Da m(t) = t? + 1 irreduzibel iiber R ist, und m(J) = 0, ist es das Minimalpolynom
von J.

d

Proposition 2.1 Fine differenzierbare Abbildung f : M — N zwischen zwei Riemann-
schen Fldchen ist holomorph genau dann, wenn

dfOJM:JNOdf.

Beweis:
Wir betrachten Karten z: U CM - Cund w:V C N — C.
Die Abbildung w o f o z~! ist holomorph genau dann, wenn

d(wo fo zil).iX =id(wo fo zil).X

Setzen wir X := [(z,p, X)] € T,M, also dz,.X = X, so ist dies gleichbedeutend mit

also

dw(py o dfp.JarpX = dwypy) o dfy o (dz,) 1 iX = idwy o dfy o (dzp) 1. X
= dwj(p) o In,sp) © dfyp- X,

IN.f(p) © dfp = dfp o It p,

da dwyy) : Ty N =5 Cein Isomorphismus ist.

/1]

Fiir Berechnungen innerhalb von Karten ist der folgende Wirtinger-Kalkiil hilfreich.



Definition 2.5 M sei eine glatte Fliche und U C M offen. Fiir eine Karte z : U — C
betrachten wir die Differentialoperatoren

Oz, 0y : Ci(U,C) — Cin (U, C)
definiert durch
Op = %(fozfl) oz und Oyf = %(fozl) o z.
Weiter betrachten wir die Differentialoperatoren des “Wirtinger-Kalkiils”:
9, = 1 (0p —i0y) und 05 = % (0y + i0y)

2

und den Laplace-Operator

A, =07 +0;.
(]
Proposition 2.2
0,0z = %Az.
Beweis:
Es gilt

40.0: = (D, — i0,)(0, +i0y) = 02+ 82 = A,
/1]

Proposition 2.3 M sei eine glatte Fliche, z,w : U C M — C seien zwei Karten von M
und f € C2(U,C).

loc

Dann gilt
1. foz71:2(U) C C — C ist holomorph genau dann, wenn
oz:f = 0.
Dann gilt 9. f = Opf = —i0yf = (foz71) 02.

82f = 8zf
azf = awf 0w + aﬂ)f 0. w

und
agf = a@f 82711 + &Uf ag’w.
4. Fiir f € C(U,C) und wo 2~ holomorph gilt

loc

ALf = Ayf - |0.w]?

10



Beweis:

1. f:= foz ! ist komplex differenzierbar in zy € 2(U) genau dann, wenn

flzo+2) = f(2)

lim existiert,
z—0 z
also, da f € Cry, genau dann, wenn
- O, f .
0.F =2 = io,f

oder

1
0:f = 5(00f +i0,) =0,
In diesem Fall gilt weiter f oz =0d,f = —i0yf = 0. f .
//

2. Es gilt

20:f = O, f +i0yf = O, f —i0, f = 20.f.
//

3. Wir schreiben w = u + iv. Es gilt

20,f = (%(fozl)—iagy(fozlv 0z

— <%(fow_1 o(woz1)) —i%(fow_l ° (woz_l))> ©z

= Oy f Optt + Oy f Opv — i Dy f Dy — 1Dy f Dyv
= 2(0uf Oou + 0y f Dv)

= 0uf (0w + 0, W) + Opf (—1)(0,w — D, w)
= (Ouf =10y f) O:w + (Ouf + 110y f) O

= 2(0yf O.w + B f O.).

die Formel fiir 9z f folgt aus 2. und der eben bewiesenen Formel angewandt auf f.

//

4. Ist w o z~! holomorph, so gilt nach 1. und 2.
(%w == aZQI} = 0.

Somit vereinfacht sich 3., und wir erhalten

1

1
ZAzf = azazf = az(awfa%w) = (@@Df) 0w = (awau’}f) O, w O,w = ZAwf ‘azw‘z'

11



/1]

Bemerkung:

Fiir eine Riemannsche Fliche ist h = w o z7" immer holomorph, und es gilt |0,w| > 0.
Somit ist das Vorzeichen des Laplace-Operators fiir reellwertige Funktionen unabhéngig
von der Wahl der Karte.

1

d

Proposition 2.4 M sei eine Riemannsche Fliche. f € C;2(M,C) ist holomorph genau
dann, wenn fir die Karten z : U — C eines Atlas

azf =0
gilt.
Beweis:
Nach Definition 2.2 ist f holomorph genau dann, wenn fiir jede Karte z : U C M — C die
Abbildung foz~!: 2(U) — C holomorph ist. Nach Proposition 2.3.1. ist dies genau dann
der Fall, wenn

agf =0.
Ist w: U — C eine weitere Karte von M, so ist woz~! holomorph, nach Proposition 2.3.1.
und 2.3.2. gilt 9zw = d,w = 0 und |0zw| > 0 . Mit Proposition 2.3.3. folgt

Oz f = Op fO:w
und somit
agf - O < awf — 0
/1]

Definition 2.6 M sei eine Riemannsche Fliche, f € C;%.(M,C) heisst harmonisch auf
M, falls fiir die Karten z : U C M — C eines Atlas

Af=0

gilt. Fine reellwertige Funktion f € C;° (M) heisst subharmonsich bzw. superharmonisch,
falls fiir die Karten z: U C M — C eines Atlas

Af > ()0
gilt.
(]

Proposition 2.5 M sei eine Riemannsche Fliche und f € Cpo.(M,C). Dann ist f har-
monisch genau dann, wenn der Real- und Imagindrteil von f harmonisch sind. Ist f ho-

lomorph, so ist f harmonisch.

Beweis:
Fir f = u + iv, u,v reellwertig gilt A, f = A,u+ iA,v und A,u, A,v sind reellwertig.
Ist f holomorph, so folgt mit Proposition 2.2 und 2.4, dass %Az f=0,0:f=0.

/1]
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3 Metriken auf Riemannschen Flichen

Definition 3.1 M sei eine differenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fine Rie-
mannsche Metrik g auf M ist eine differenzierbare Abbildung im Sinne der 1. Bemerkung
nach Definition 2.4 der Form

g: M — B(TM,TM;R)

g(p) : T,M x T,M — R, g(p) bilinear, symmetrisch und positiv definit,

d.h. g(p) ist ein Skalarprodukt auf dem Tangentialraum T,M , fir alle p € M.

Ist A : M —]0, 00| eine differenzierbare Funktion, so ist \? g wieder eine Metrik auf M.
Zwei Metriken g, g auf M heissen konform dquivalent, falls eine differenzierbare Funktion
A M —]0, 00 mit

§g=XNyg
existiert. Die Aquivalenzklassen aller zu g dquivalenten Metriken heisst konforme Klasse
von g. Wir schreiben [g] dafiir.

N sei eine weitere, m-dimensionale Mannigfaltigkeit und f : N — M eine differen-
zierbare Abbildung. Der Pullback f*g von g ist definiert durch

(f*9)p(X,Y) = 9rpdfp.- X, dfp,.Y)  fiir XY € T,N.
f*qg st eine Metrik auf N genau dann, wenn f eine Immersion ist, d.h. mit
rk (dfp) =m  fir allep € N.
Ein Diffeomorphismus f : (N,§) — (M, g) heisst Isometrie, falls
ff9=13,
bzw. konformer Isomorphismus, falls
[f*g] = 19,
d.h. f*g und g konform dquivalent sind.

Bemerkung:
Eine Riemannsche Metrik ¢ auf M gibt jedem stiickweise stetig differenzierbaren Weg
v :[0,1] — M eine Lange

1
LY O) = [ Voo 0. 7(0)
0

und definiert auf zusammenhéingendem M eine Abstandsfunktion bzw. eine Metrik durch
d;\/[(p, q) = inf{ LS/I('y) | v:[0,1] — M stetig differenzierbar,v(0) = p,v(1) = ¢ } (3.1)

fir p,ge M .
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Beispiele:
1. Auf R” ist die kanonische Metrik gegeben durch
Jeanp(X,Y) := XTY  fiir X,Y € T,R* = R"

Fiir einen Diffeomorphismus h : U =V, U,V eR® gilt

(h* Gean)p(X,Y) = Gean, 1(p) (dhp. X, dhy.Y) = XTdh] dh,Y.
Also ist h ein konformer Isomorphismus h : (U, gean) — (V, gean), falls

dh} dh, = \*(p) id (3.2)

mit A(p) > 0 fiir p e U.

2. Auf C = R? ist die kanonische Metrik gegeben durch
Jean(z,w) := Re (zw).
O

Proposition 3.1 Auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit M gibt es zumindest eine
Metrik g.

Beweis:

M st als topologischer Raum ein Hausdorff-Raum und erfiillt das zweite Abzahlbar-
keitsaxiom. Weiter gibt es fiir jedes p € M eine Karte ¢ : U C M ZR™  mit einer
offenen Umgebung U von p , also ist M lokalkompakt. Wahlen wir zu jedem p € M
eine offene Umgebung U(p) , deren Abschluss kompakt ist, so ist {U(p)}penm eine of-
fene Uberdeckung von M , und, da M das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, gibt es
eine abzihlbare Teiliiberdeckung {U(px)}ren - Setzen wir € := UF_ U(p,) fiir k € N ,
so bilden Qi C Qg1 eine abzihlbare offene Uberdeckung mit kompakten €y , und
M ist o—kompakt. Da Q, C M = U, €Y, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
Qi C UlL:’CIQl = {1z, , und nach Ubergang zu einer Teilfolge erhalten wir Qj C oy, U
ist kompakt und M = U2, .

Fir p € M haben wir ein minimales k, € N mit

kp::min{k€N|pEQ_k},

insbesondere gilt p € Qx, 41 — g, 1, und wir wihlen eine Karte ¢, : V(p) € M ZLRn
und offene Umgebungen V' (p), W (p) von p mit

W(p) € V(p) € Qa1 — Q1.
Da Qj, —Q_1,k € N, kompakt ist, existieren endlich viele p’f, . ,pﬂ“vk € O — Q1 mit
_ N, &
O — Q1 S U W (7)),
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also o
M = U2 (0 — Q1) € UR2y U W)
Da pf € Qp — Qi1 , haben wir
k—1<ky<k
l
und
V(pr) € Qs1 — Yo
Ist nun V(pf) N V(pl) # 0 mit k < k', so haben wir

0£VE)NVpY) St — O,

also k+1>k —2und |k — K| < 2. Damit ist {V(pf)}i=1._n, ken eine lokal endliche
Uberdeckung von M , d.h. zu jedem p € M existiert eine offene Umgebung U von p ,
die nur endliche viele der V(pf),l =1,...,Ng, k €N schneidet.

Da Py V(pf')iﬁ%” eine Karte ist, und W (pf) C V(pf) , existiert mny; €
C(V(pF)) mit gy = 1auf W(pF) und 0 < ng; < 1. Nun st ggy := SD;? Jean €InE

Metrik auf V(pf) C M , und wir setzen

OONk

g = Z Z Nk, 19k,1-

k=1 1=1

Da {V(Pf)}lzl,...,Nk,keN lokal endlich ist, existiert zu jedem p € M eine offene Umgebung
U von p , die nur endliche viele der V(pf),l = 1,...,Ni,k € N, schneidet, also ist
obige Summe in U endlich, und ¢ ist wohldefiniert und g : M — T"M @ T*M ist
differenzierbar.

gp ist eine symmetrische Bilinearform auf 7,M , und es bleibt zu zeigen, dass g,

positiv definit ist. Da M = Ugozlu{V:le(pf) , existieren ko € N,lp € {1,..., Ny, } mit p €
W(pi)o) , also Mgy (p) = 1. Dies ergibt fiir X € T,M — {0} , dass

oo Ng

9(X, X) = Zan,l(p)gk,l,p(X7X) > Gro,lo.p(X, X) >0,
k=1 1=1

und g, ist positiv definit, also ist g eine Metrik auf M .

/1]

Proposition 3.2 FEs sei U C C offen. Eine Metrik g auf U ist konform dquivalent zur
kanonischen Metrik gean auf U C C = R? genau dann, wenn

gpliz,iw) = gp(z,w) fir z,w e Cundp e U (3.3)

Beweis:
Nach obiger Bemerkung (ii) gilt

Gean(iz,iw) = Re (iziw) = Re(210) = gean (2, w).

Ist g konform dquivalent zu gean, so gilt g, = A%(p) gean mit A(p) > 0, und (3.3) folgt.
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Umgekehrt: Gilt (3.3), so folgt

MN(p) == gp(i,i) = gp(1,1) > 0
und
gp(i’ 1) = gp(i : 1’ Z(_Z)) = gp(la _i) = _gp(i’ 1)’
also gp(i,1) = 0. Dies ergibt
9p = (D) Gean-

/1]

Proposition 3.3 Fin Diffeomorphismus h : U =V, UV CC offen und zusam-
menhdngend, ist ein konformer Diffeomorphismus genau dann, wenn h holomorph oder
antiholomorph ist. Ist h holomorph, so gilt

h*gcan = |h,|290an- (34)

Beweis:
h ist ein konformer Isomorphismus genau dann, wenn h*g.., konform dquivalent zu geqpn
ist, also

(h* gean)p = X*(P) Gean (3.5)

fiir ein A(p) > 0 fiir alle p € U. Gemiss der Definition von h*g.q, ist dies dquivalent zu

|dhy 12 = X2(p) = |dh,.i[2,
dhy.i L dhy.1,

(3.6)

wobei die Norm und die Orthogonalitéit beziiglich des Standardskalarproduktes betrachtet
wird. Dies ist gleichbedeutend mit

dhy.i = +i dhy.1

bzw.

dhy,.(i1) = dhy.(=1) = Fi dhy.i,

also
dhy.(iz) = £idhyz fiir alle z € C

Da U zusammenhéingend ist, bedeutet dies, dass h holomorph oder antiholomorph ist.
Ist h holomorph, so gilt dh,.z = h/(p)z, und mit (3.5) und (3.6) folgt

h*gcan = |h,|290an-
/1]

Definition 3.2 M sei eine differenzierbare Fiche mit fast komplexer Struktur J . Fine
Metrik g auf M heisst hermitesch beziiglich J | falls

g(JX,JY)=g(X,Y) firalleX,Y € T,M,p e M.

Fiir eine Riemannsche Fliche M heisst eine glatte Metrik g auf M hermitesch, wenn
g hermitesch beziiglich der fast komplexer Struktur von M ist.
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Proposition 3.4 Jede differenzierbare Fliche mit fast komplexer Struktur J trdigt zumin-
dest eine hermitesche Metrik.

Beweis:
Da M eine differenzierbare Fléche ist, tragt M eine Metrik g. Wir setzen

9g(X,Y):=g(X,)Y)+g(JX,JY) fir XY e T,M,pe M
g ist eine Metrik auf M, und es gilt
g(JX,JY) = g(JX,JY) + §(J*X,J?Y) = g(JX,JY) + §(X,Y),
also ist g hermitesch.

/1]

Proposition 3.5 M sei eine differenzierbare Fliche mit fast komplexer Struktur J. Die
Menge der hermiteschen Metriken beziiglich J, bildet genau eine konforme Klasse von
Metriken auf M.

Beweis:
Fiir p € M wihlen wir X € T,M — {0} und Y := J,X. Da J? = —id, hat J, keine reellen
Eigenwerte und {X,Y} ist linear unabhéngig, also eine Basis von T),M.

Nun sei g eine hermitesche Metrik beziiglich J, die nach Proposition 3.4 existiert. Es
gilt

gp(Y,Y) = gp(JpX, JpX) = gp(X, X) > 0
und
gp(X7Y) = —gp(JSX, JpX) = _gp(JanX) = _gp(Y7X) = —gp(X,Y)

also g,(X,Y) = 0.

Ist g eine weitere hermitesche Metrik, so setzen wir

)\2(19) R gp(X7 X)

=225
9p(X, X)

und erhalten
G (YY) = Gp(X, X) = N(p) gp(X, X) = X2(p) gp(V,Y)

und

gP(X7Y) =0= )\Z(p) gP(X7Y)=

also

und ¢ ist konform #Aquivalent zu g.
Ist umgekehrt § = A2g, A > 0, also konform #quivalent zu g, so folgt fiir beliebige
X,Y € T,,(M)

Ip(X,Y) = N(p) gp(X,Y) = N(p) gp(J X, JY) = (I X, JY)

und g ist hermitesch.
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Proposition 3.6 FEs sei f: M — N holomorph zwischen zwei Riemannschen Fldchen
mit df, # 0 fir allep € M wund gn eine hermitesche Metrik auf N . Dann ist die
Pullback-Metrik f*gn hermitesch auf M .

Insbesondere ist eine Metrik g auf einer Riemannschen Fldche hermitesch genau
dann, wenn fir jede Karte z:U C M — C eines Atlas von M die Metrik

(z~YHY*g konform dquivalent ist zu gean auf z(U) ist.

Beweis:
Mit Proposition 2.1 sehen wir fir X,Y € T,M,p € M , dass

(f*gN)(JMX, JMY) = gN(dfO JMX, df (¢] JMY) = gN(JN o de, JN o de) =

= gn(df X, df.Y) = (f"gn)(X,Y),

d.h. f*gy ist hermitesch auf M .

Klarerweise ist jede Metrik g hermitesch auf M , wenn g hermitesch auf jeder offenen
Menge U C M einer offenen Uberdeckung von M ist, z.B. den offenen Definitionsbe-
reichen aller Karten eines Atlas von M . Nun ist jede Karte z:U C M—52(U) C C
biholomorph, und mit dem oben Bewiesenen ist ¢ hermitesch auf U genau dann, wenn
(271)*¢g hermitesch auf z(U) ist. Weiter ist mit Definition 3.2 und Proposition 3.2 die
Metrik (z71)*g hermitesch auf z(U) genau dann, wenn (z~!)*g konform dquivalent
zur kanonischen Metrik g¢eqn auf z(U) ist.

/1]
Beispiele:

1. Fiir die Riemannsche Fliche C = R? ist die kanonische Metrik eine hermitesche
Metrik, denn {id : C — C} ist ein Atlas fiir C, und (id_l)*gcan = §can iSt kon-
form #dquivalent zu geqn. Nun folgt aus Proposition 3.6, dass die kanonische Metrik
hermitesch ist.

2. Wir betrachten einen Torus C/T" mit I' = Zw; + Zws fiir iiber R linear unabhéngige
w1y, we € C. Die kanonische Metrik auf C induziert {iber die kanonische Projektion
m: C — C/T eine Metrik gc - auf C/T.

Fiir U C C mit
242 eU =2-2¢T

ist (7|y)~' : m(U) =5 U C C eine Karte. Per Definitionem ist (mlv)*g9c/r = Geans
und somit ist g nach Proposition 3.6 eine hermitesche Metrik auf C/T".

3. Betrachten wir die Riemannsche Zahlenkugel C U {co} & S? = 0B1(0) C R3, so
trigt S? die zuriickgezogene Metrik gg2 := i*geqn mit 7 : S? < R3.

Betrachten wir die stereographische Projektion

T:8% - {es} = R2=C,
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d.h.

1—$371—£C3

T ) = ( 2w _ ol ‘1>.

w2 +1" w2 +1

T(361,9627903)=< i 2 >

und

Setzen wir T(e3) := oo , so erhalten wir einen Homéomorphismus T : S2-5C U
{oo} . Da |T(w1,22,23)]> = (2% +23)/(1-23)* = (1 —23)/(1 —w3)* = (1 +23)/(1-
x3) , erhalten wir

GoDorma) = (11 ).

z 1423 1+ 23

und (1/z) o T und seine Inverse sind glatt, also ist 7 : S?-Z5C U {oo} ein
Diffeomorphsimus.

Fiir die Pushforwardmetrik g := (T!)*gg2 auf C U {oc} sehen wir mit der identi-
schen Karte z:=1id:C — C , dafi

1k _ 4
((= 1) Dw = Wgcan

konform zu gcqn ist.

Da 1/z : C — {0}-=5C — {0} biholomorph, also insbesondere ein konformer
Diffeomorphismus ist, ist fiir die Karte 1/z : C U {0} — {0}-5C die Metrik
((1/2)~Y)*g auf C — {0} auch konform zu geq, - Da die Metrik ((1/2)71)*g auch
im Ursprung glatt ist, ist die Metrik ((1/2)71)*g auf ganz C konform zu gea, -

Damit ist ¢ ist nach Proposition 3.6 eine hermitesche Metrik auf C U {oo} .

d

Proposition 3.7 M sei eine differenzierbare Fliche mit fast komplexer Struktur J und
einer beziiglich J hermiteschen Metrik g auf M.

Dann ist g hermitesch beziiglich einer weiteren fast komplexen Struktur J' auf M genau
dann, wenn

J = +J.

Damit erhalten wir die Injektion
{fast komplexe Struktur}/— — {[g] konforme Klasse auf M},

Beweis:
Mit J ist auch —J eine fast komplexe Struktur auf M, und es folgt direkt aus der Defini-
tion 3.2, dass g auch beziiglich —J hermitesch ist.

Nun sei J' eine weitere fast komplexe Struktur, beziiglich der g hermitesch ist. Fiir
p € M wéhlen wir einen Einheitsvektor X € T, M beziiglich gp, d.h. g,(X, X) = 1. Dann
bilden {X, J,X} und {X, J,X} Orthonormalbasen von T, M beziiglich g,. Daraus folgt

NX =+J,X und JJ,X =+ X =FX = £J,J,X,
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also J, = +J,. Da J,J' : M — Aut (T'M) differenzierbar sind, und M zusammenhéngend
ist, folgt
J =+J

/1]
Bemerkungen:

1. Fiir eine orientierbare Fliche M werden wir in Satz 3.1 zeigen, dass zu jeder Metrik
g eine fast komplexe Struktur J auf M existiert, beziiglich der g hermitesch ist. Mit
Proposition 3.5 und 3.7 erhalten wir die Bijektion

{fast komplexe Struktur}/~ — {[g] konforme Klasse auf M},

2. Apax = {pa : Us € M — C} sei eine komplexe Struktur, d.h. ein maximaler Atlas
aus biholomorph vertriglichen Karten auf M gemiss Definition 2.1. Der zu Apax
konjugierte Atlas ist definiert durch

Amax := {@a U CM —)(C}

und wieder eine komplexe Struktur auf M. Die zugehorigen fast komplexen Struk-
turen geméss Definition 2.4 erfiillen

J-Amax = _Jﬂmax'
O

Umgekehrt konstruieren wir zu jeder Metrik auf einer orientierbaren Fléiche eine komplexe
Struktur.

Satz 3.1 M sei eine orientierbare differenzierbare Fliche. Dann bestehen die Bijektionen

{komplexe Strukturen auf M} /—

\

{lg] konforme Klassen auf M}

P

{fast kompleze Strukturen auf M }/—

Bemerkung:
Dabei meinen komplexe Strukturen auf M als differenzierbare Fliche komplexe Struk-
turen, die aus Karten des differenzierbaren Atlas von M bestehen.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir folgendes Lemma.
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Lemma 3.8 Es sei V C C offen, g eine C™ — Metrik ,m € NU{oo} auf V,m > 2, und
z € V. Dann existiert ein C™— Diffeomorphismus h:V — C, z€ V CV mit

(h=1)*g ist konform dquivalent 2u gean auf h(V),
det dh > 0.

Beweis:
(hil)* g ist konform dquivalent zu geqn, d.h. (hfl)* 9 = A gean, genau dann, wenn

A2 Op = A2 gc(m(ek, el) = g(dhil.ek, dhil.el).
Fassen wir g als positiv definite 2 x 2-Matrix auf, so heisst dies
(dh"HT gdh~! = X%id

bzw.

dhgtdhT = X\72id. (3.7)
Vu
dh = <v)

Vug=! (Vu)l = Vug=! (Vu)T #£0,
Vug~! (Vu)T =0,

Schreiben wir h = (u v)T, so gilt

und (3.7) ist dquivalent zu
(3.8)

da h ein Diffeomorphismus ist, also insbesondere Vu, Vv # 0 . (3.8) bedeutet, dass Vv
durch eine 90°-Drehung beziiglich des Skalarproduktes ¢g~! aus Vu hervorgeht. Anderer-
seits folgt aus der zweiten Identitét in (3.8), dass

(Vo) L g (Vu)T,

also
T 0 -1 -1 T opo o
(V)" =« g (Vu)" firein a # 0. (3.9)
1 0

Dies ergibt

0 1 0 -1
Vog ' (Vo)T = a? Vug™ g ! g H(vu)T.

-1 0 1 0

Schreiben wir

gr = glex,€), det(g) =det(gr), und ¢" = (g7,
so rechnen wir
0 1 0 —1 12 22 12 22

-1 — 1\ -
g g = = (detg™")id
-1 0 1 0 _gll _912 g11 912



und erhalten
Vog t (Vu)T =a? (detg™) Vug™ (Vu)t.

Aus der ersten Identitét in (3.8) folgt
a = *£+/detg.

Somit ist (3.8) dquivalent zu

O1v = F+/det g g% Oyu,
Dyv = ++/det g ' Q.
Wiéhlen wir die oberen Vorzeichen, so erhalten wir zusétzlich det dh > 0, falls Vu # 0.

(3.10) hat auf einer einfach zusammenhingenden, offenen Menge V eine C?—Losung
genau dann, wenn

(3.10)

Oov = 3120,

d.h. wenn

—0(\/det g g™ Ou) =0 auf V. (3.11)

Das Lemma ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass ein
u € C.(By(2),R) fiir ein p > 0, B,(2) C V,
existiert, das (3.11) auf B,(z) erfiillt und
Vu(z) # 0. (3.12)
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei z = 0 € V. Wir setzen
af,(w) = +/det g(ow) g™ (ow) fiir w € B;(0)
und sehen af, € C™(B;1(0), R) C O™ 11/2(B1(0),R) .

Mit Standardtheorie fiir elliptische Gleichungen, siehe [GT] Theorem 6.14 und 6.19,
existiert eine eindeutige Losung u, € C™'/2(B;(0), R) des Randwertproblems

—0k(ag; Oiue) =0 in B1(0),
up(z,y) =2  fiir (x,y) € 0B1(0).
Aus dem Maximumprinzip, siehe [GT] Corollary 3.2, folgt
lupl <1 auf By(0)
und mit den Schauder-Abschétzungen, siche [GT] Theorem 6.6 und 6.19,

[wollem.1r2(B, (0)) < Cm

somit konvergiert fiir eine Teilfolge o; — 0

up, — u  in C*(B1(0)),

22



da m > 2 . Daraus folgt

—0(y/det g(0) g (0) Q) = 0 in B1(0),
(xr,y) ==z  fiir (z,y) € 0B1(0).

I~

Dieses Randwertproblem hat neben @ noch die lineare Losung (z,y) — . Da die Lésung
eindeutig ist, siche [GT] Theorem 3.3, folgt u(x,y) = x.
Obige Konvergenz ergibt

Tty (0) — Va(0) = (é) 20,

Somit existiert ein ¢ > 0 mit Vu,(0) # 0. Setzen wir
u(w) == uy(o 'w) fiir w € B,(0),
so erfiillt u (3.11) und (3.12), und das Lemma ist bewiesen.

/1]

Bemerkung:
Das obige Lemma gilt auch fir m =1 .

Beweis von Satz 3.1
Mit Definition 2.4 haben wir die Abbildung

J : {komplexe Struktur auf M} — {fast komplexe Struktur auf M}
und mit Proposition 3.7 die Injektion
[ ]: {fast komplexe Struktur auf M}/— — {[g] konforme Klasse auf M}

mit | ]; := {g hermitesche Metrik auf M beziiglich J}.

Wir zeigen zunéchst folgende Behauptungen:

1. [ ]o J ist surjektiv, d.h. zu jeder Metrik g auf M existiert eine komplexe Struktur
Amax auf M, so dass g hermitesch beziiglich J4,,,  ist.

2. [ ] ist bijektiv.
3. J ist surjektiv.
4. J ist injektiv.

Beweis von Behauptung 1.:
Sei g eine Metrik auf M und Ag ein orientierter differenzierbarer Atlas auf M, siehe
Definition 1.1.

Wir withlen p € M und eine Karte ¢, € Ay,

0o :UCM —R?>C mitpeUl.
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Wir setzen V := o (U) C C, z := @a(p) € V und betrachten die Metrik (¢,')*g auf V.
Nach Lemma 3.8 existiert ein Diffeomorphismus h:V — C,z € V C V mit

(R"Y)*((pz1)*g) st konform dquivalent zu geq, auf h(V),
det dh > 0.

Wir setzen U, := 02 Y(V) und Yy :=hoyy : U, =+ C.Daz € V, gilt p € Up, und, da
det dh > 0, ist 9, eine Karte des orientierten Atlas 4y. Weiter gilt:

(¢p)*g ist konform dquivalent zu geq, auf ¢, (Up), (3.13)

also existiert 7, : ¥, (Up) —]0, 0o[ mit

(wp_l)*g = Np Jean auf Yp(Up). (3.14)
Wir setzen
AIZ{T,DPZUP%C}Q.A().
Da M = Upe v Up, ist A ein orientierter differenzierbarer Atlas auf M.

Fiir p,q € M ist die Ubergangsabbildung
hipg = g 0 0y 1 2 Upg = $p(Up N Ug) — Ugp = 44(Up N Uy)

ein positiv orientierter Diffeomorphismus.
Mit (3.14) erhalten wir

1 1
hy Gcan = h, <_ T;Z)_l *g> = ¢_1 oh *g =
pq Prq 77(1( q ) T’q 1o hpq( q pq)
1 1y n
= (% 1) g = L Gean auf UpQ7

Mg © hipq Mg © hipq
also ist hy, ein konformer Diffeomorphismus, und somit nach Proposition 3.3 auf den
Komponenten von U, holomorph bzw. antiholomorph. Da h,, positiv orientiert ist, ist

hpg holomorph. Damit ist A ein komplexer Atlas und definiert eine fast komplexe Struktur
J = Ja,..- Mit (3.13) und Proposition 3.6 ist g hermitesch beziiglich J.

//

Beweis von Behauptung 2.:
Nach Proposition 3.7 ist | ] injektiv und aus 1. folgt, dass | ] surjektiv ist.

//

Beweis von Behauptung 3.:
Dazu sei J eine fast komplexe Struktur auf M und g eine beziiglich J hermitesche Metrik,
die nach Proposition 3.4 existiert.

Nach 1. existiert eine komplexe Struktur A, auf M, so dass g hermitesch beziiglich
J A0 ist. Nach Proposition 3.7 folgt

J = iJAmax °
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Nach Bemerkung 2. nach Proposition 3.7 ist A.x wieder eine komplexe Struktur, und es
gilt
Jﬂmax = _J‘Amax’

also

J - JAmax Oder J = JAI’D&X’
und J ist surjektiv.

//

Beweis von Behauptung 4.:

Amax und AL . seien zwei komplexe Strukturen mit

J = JApmax = Jar

max

Es sei z: U C M — C eine Karte von Apax und w : V.C M — C eine Karte von A/ ..
Es gilt
dzoJ=1-dz und dwoJ =1 dw

Dann folgt fiir die Ubergangsabbildung
dwozY)i=dw-(dz)Vi=dwoJo(dz)™ ' =i-dwoz1)

und somit ist diese holomorph und mit Symmetrie biholomorph. Da die komplexen Struk-
turen maximal sind, folgt
Z,w € Ama}u A;nax

und

Amax = Ay
//

Da
JAmax = _JAmaX’

bemerken wir schliesslich, dass J zu einer Bijektion
{komplexe Struktur auf M}/— <+— {fast komplexe Struktur auf M}/—

faktorisiert.

/1]

Korollar 3.2 M sei eine differenzierbare Fliche. Dann ist
J : {komplexe Struktur auf M}y —  {fast komplexe Struktur auf M}

eine Bijektion.
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Beweis:
Wenn M orientierbar ist, haben wir dies bereits im Beweis von Satz 3.1 gezeigt.

Eine Riemannsche Fliche ist orientierbar, da ein komplexer Atlas orientiert ist, da
nicht-konstante holomorphe Abbildungen positiv orientierte Diffeomorphismen sind.

Genauso zeigen wir, dass eine Fliache M, die eine fast komplexe Struktur J tragt, orien-
tierbar ist. Dazu withlen wir Karten ¢ : U C M — R? mit U offen und zusammenhingend.
Fir p e U ist

Jop = dppoJyo dgpzjl : R? — R?

ein Automorphismus von R? mit Jap = —id.
Somit ist fiir X € R? — {0} beliebig

det (X, J,,X) # 0.
Da R? — {0} und U zusammenhiingend sind, folgt
sgndet (X, J,,X) =+£1 fiir alle X € R? — {0} und p € U. (3.15)

Betrachten wir die Karte

10 ,
P = op:U — R%
0 -1

so gilt

10 L (1o 10 10

Jop = o dpp o Jpo (dpp) o = Jop
0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
1 0
und fiir X € R? — {0}, Y = X folgt
0 —
1 0 1 0
det (X, J5,X) = det [ X, Jop x| =
0 -1 0 -1
1 0 1 0 1 0
= det Y, JopY | =det det (Y, Jyp,Y) =
0 -1 0 -1 0 -1
= —det (Y, J,,Y),

also

sgn det (X, J5 ,X) = —sgn det (Y, J,,Y) = —sgn det (X, J,, X).
Damit ist

A:={p:U C M — R? Karte | U zusammenhiingend; ¢ erfiillt (3.15) mit +1}
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ein differenzierbarer Atlas von M. Fiir zwei Karten ¢,1 € A und fiir die Ubergangs-
abbildung h := 1 o ! gilt

dhoJ,=dpodp o, =dpoJodp ™ =J,odpodp™" = Jyodh.
Dann folgt fiir X € R? — {0},Y = dh.X # 0, dass
det (dh) - det (X, J,X) = det (dh.X,dh.J,X) = det (dh.X, Jydh.X) = det (Y, J,Y),

also det (Y, J,Y)
€ y Jop
det (dh) = ——————= > 0.
et (dh) det(X,J¢X)>

Damit ist A ein orientierter Atlas von M und M orientierbar.

/1]

Beispiel
Es sei M C R? eine differenzierbare orientierbare zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
von R3. v : M — 0B1(0) C R? eine differenzierbare Einheitsnormale.

Wir definieren J : TM — TM durch

JpX =v(p)x X fir X eT,M,pe M.
Es gilt v(p) - v(p) x X =0, also J,X € T,M. Da v(p) und X orthogonal sind, bilden

X X
{V(P%mﬂ/(z?) X m}

eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R3. Daher ist auch

X X
{I/(p),u(p) X mv _m}

eine positiv orientierte Orthonormalbasis. Daraus folgt
J3X =v(p) x (v(p) x X) = =X,

also J2 = —id und J ist eine fast komplexe Struktur auf M. Nach Korollar 3.2 ist M somit
eine Riemannsche Fliche. Die zuriickgezogene Metrik ist eine hermitesche Metrik.
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4 Die Satze von GauB3-Bonnet und Riemann-Hurwitz

Definition 4.1 M sei eine Riemannsche Fliche und g eine hermitesche Metrik auf M.
Der Laplace-Operator A, : C2(M,C) — C2(M,C), das Flichenmass pg € M1 (M),

loc loc

d.h. pg ist ein positives Mass auf M, und die Gauf-Krimmung Ky : M — R beziiglich g
sind lokal fiir eine Karte z : U C M — C wie folgt definiert:
Nach Proposition 3.6 ist 2*geqn konform dquivalent zu g, d.h.

g = >‘2 Z*gcan auf U
fiir eine glatte Funktion X : U — 10, 00[. Wir definieren

1 4

Ag = ﬁAZ = ﬁaz ag,

pg =X 2 (L),
K, = —Ag,log A,

hier bezeichnet L das zweidimensionale Lebesquemass auf R? = C und
2 HL2 L) (A) = L2(2(A) N 2(V))
ist das Bildmass von L2.

d

Zuerst zeigen wir, dass obige Definitionen nicht von der Wahl der Karte z : U C M — C
abhéingen.

Proposition 4.1 M sei eine Riemannsche Fliche und g eine hermitesche Metrik auf M.
Dann sind Ay, g und K, aus Definition 4.1 wohldefiniert auf M.

Beweis:
Es seien
z:UCM—C, w:VCM-—C

zwel Karten. Insbesondere ist
hi=woz1:2(UNV)— wlUNV)

biholomorph.
Nach Proposition 3.6 existieren glatte Funktionen

ANn:UNV —10,00] mit A 2*gean = 9 = > W Gean auf UNV,
zuerst folgt mit Proposition 3.3
(V202 ) gean = (7 g = (1P 0271) - W gean = (1?0 271) - [W P gean (4.1)
und mit Proposition 2.3.1. gilt |A'| 0 z = |0, w| und

N = |0,w|* - n*
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Aus Proposition 2.3.4 folgt

und A, ist wohldefiniert.
Mit dem Transformationssatz folgt

W (L wwnvy) = |det dh| - (L% wav)),
und, da h holomorph ist, gilt
|det dh| = |W|? = |0.w|* 0 271
Dies ergibt

n* - w (L2 pwev)) =07 (ho 2) L wwrvy) =n° - 2 (W PLP Lwevy)

= 1’10 wl? - 27N L2 L)) = A2 2L L))

und g4 ist mit abzdhlbarer Uberdeckung, die mit dem zweiten Abzéhlbarkeitsaxiom exi-
stiert, wohldefiniert.
Mit h ist auch A’ holomorph. Damit ist log |h’| harmonisch auf 2(U NV) C C, d.h.

Alog|h| = (6? + 93)log |K'| = 0,

bzw. ) 1
Aglog|0,w| = EAZ log |0,w| = F(Alog |h']) oz =0.

Daraus folgt
—Aglog A = —A,(logn + log |0,w|) = —Ag4logn,

und die GauB-Kriimmung ist wohldefiniert.

/1]
Beispiele:
1. Fir M = C und M = C/I' und ihre in § 3 beschriebenen hermiteschen Metriken
gc,r gilt
(z7")*gc/r = gean

fiir Karten z. Somit gilt

K

geyr ©

-1
z=—»Alogl =0,
2
und die GauB-Kriimmung verschwindet.
2. Fiir S? mit der hermiteschen Metrik gg2 aus der 3. Bemerkung nach Proposition
3.6 gilt fiir die stereographische Karte z : $2 — {e3} = C
4
—1\* _
((Z ) g)w - (|’U)|2 _|_ 1)290an-

Dies ergibt

(Jw]* +1)? 4

- Al —— ] =1
8 B\ (wp+12) "

und die Gau-Kriimmung ist konstant = 1.

Kyjoz=—
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3. Auf der oberen Halbebene H := {2z € C | Im(z) >0} heisst gy := Im(2) >gean
die hyperbolische Metrik. Dies ist konform zur kanonischen Metrik, also hermitesch.
Es gilt

K, (2) = =Ag, log(Im(2) ™) = y?A, logy = 4?9, (1/y) = —1,

und die GauB-Kriimmung ist konstant K, = —1 .

Die gebrochen linearen Abbildungen ¢, : 2 — z4+a mit a € R,y : z — Az mit A >
O und —I:z+ —1/z bilden die obere Halbebene H auf sich selbst ab. Klarerweise
ist die Translation eine Isometrie von g3 . Mit Proposition 3.3 rechnen wir fiir die
Streckung

(03920 (2) = Im(ox(2)) 2| (2)*gean(2) =
= Im()\z)_Q)\zgcan(Z) = Im(z)_zgcan(z) = gH(Z)

und fiir die Inversion

(—I"g2)(2) = Im(=1(2)) 2| = I'(2) P gean(2) = Im(1/2) 2|1/ *gean(2) =

7\ —2

= Im(é) ‘z’_4gcan(z) = Im(z)_Qgcan(Z) = Im(z)_Qgcan(Z) = g'H(Z)7
also sind die Streckung und die negative Inversion auch Isometrien von gy . Da
alle biholomorphen Abbildungen der oberen Halbebene gebrochen lineare Abbildun-
gen sind, die die obere Halbebene auf sich abbilden, sieche [Ru] Theorem 12.6 oder
[Sch-b] Proposition 3.6, und diese von ¢4, ¢y und I erzeugt werden, sind alle biho-
lomorphen Abbildungen der oberen Halbebene Isometrien von gy . Da weiter alle
konformen Diffeomorphismen der oberen Halbebene mit Proposition 3.3 bis auf ne-
gative Konjugation ¢ : z — —Zz biholomorph sind, und

(0" g3)(2) = Im(0(2))2(¢" gean) (2) = Im(—2) "2 gean(2) =

= Im(z)72gcan(z) - g'H(Z)7
sind alle konformen Automorphismen von (H,gy) Isometrien.
4. Die gebrochen lineare Abbildung ¢ : z+— —i(z2+1)/(z — 1) bildet den Einheitsball

D := B;(0) biholomorph auf die obere Halbebene #H :={z € C| Im(z) >0} ab.
Der Pullback der hyperbolischen Metrik ergibt sich mit Proposition 3.3 als

(" g3)(2) = Im(p(2)) 72 (¢" gean) (2) = Im(p(2)) 72| ()P gean =

9 .
= <—Re(z—i>> -‘(2371)2‘2%@71:
= 4<R6((2 +1)(z - 1))>72gcan = ﬁgcan = Ypoin; (4.2)

den wir die Poincaré-Metrik auf D nennen. Mit Proposition 4.1 und dem vorigen
Beispiel ist die Gau-Kriimmung konstant Ky . = —1 . Da die gebrochen lineare

Abbildung ein konformer Diffeomorphismus ist, erhalten wir weiter aus dem vorigen
Beispiel, alle konformen Automorphismen von (D, gpoin) sind Isometrien.
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5. Die Abbildung 7 : w ~— € bildet H holomorph auf D — {0} =: D ab und ist
lokal biholomorph. Genauer ist fiir o € R die Einschrénkung

7], a 4 27[x]0, co[ D — {re!®|0 < r < 1},

und 7 ist eine Uberlagerungsprojektion, d.h. zu jedem 2z € D existiert
cine offene Umgebung U(z) € Dvonz mit =« YU(z) = >.;V; und
V; offen und 7|V;-=5U(2) . Da H einfach zusammenhingend ist, ist 7 :H — D
die universelle Uberlagerung der punktierten Kreisscheibe. Die horizontalen Trans-
lationen 74 : w +— w + 27k, k € Z , sind Decktransformationen, d.h. mo7m, = 7,
und operieren transitiv auf den Fasern, also sind dies alle Decktransformationen.
Da 7, Isometrien auf H mit der hyperbolischen Metrik sind, erzeugt = eine
Pushforward-Metrik m,gy auf D . Genauer ist z — —ilogz eine lokale Inverse von
7 , und wir rechnen mit Proposition 3.3

9p(2) 1= (megn)(2) = (—ilog 2)* gy =

1
|22(log [2])2 7™
—1.

= (Im(—i- logz))_z\ — ilog'z]Qgc(m =

Weiter ist die GauB3-Kriimmung konstant K 4, =

Proposition 4.2 M sei eine Riemannsche Fliche und g,q zwei hermitesche Metriken
auf M, also nach Proposition 3.5

g=1y
fiir ein glattes n: M —)0,00[. Dann gelten

AEIZUQAQ
2
Hg =1 Hg
K 1K 1A1
= - ogn
g n2 g 772 g

Beweis:
Es geniigt, die Proposition lokal zu beweisen. Dazu sei z : U C M — C eine Karte von
M, und es gilt gemiss Proposition 3.6

9= \? Z*gcan
fiir ein A : U — 0, oo] und
g= 772 A2 Z*gcan-
Nach Definition 4.1 gilt

1 iA

A~ = =
9 772 AQ Z ,,72 9>

pg = N0 2 L2 L) = 0 pg
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und

1 1
Kz = —Aglog (An) = —ﬁAglog)\— ﬁAglogn
1 1
==K;,— = A,logn.
2T Rt

/1]

Somit unterscheiden sich A, und Aj nur um einen positiven Faktor. Fiir harmonische
Funktionen ergibt sich folgende Aquivalenz.

Proposition 4.3 M sei eine Riemannsche Fliche. f € Cpe.(M,C) ist harmonisch auf M
genau dann, wenn fir eine und somit jede hermitesche Metrik g auf M

Ay f=0.

FEine reellwertige Funktion f € C;° (M) ist subharmonisch bzw. superharmonisch genau
dann, wenn fir eine und somit jede hermitesche Metrik g auf M

A,f > ()0,
Beweis:
Dies folgt sofort aus Definition 2.6 und 4.1, da fiir jede Karte z: U C M — C
1
Ag — FA'Z

und A > 0 ist.

/1]

Bevor wir zum Satz von Gaufl-Bonnet kommen, brauchen wir folgende Definition.

Definition 4.2 Ein verallgemeinertes Dreieck in R? = C ist eine Jordankurve v := v, ®
Yo Dys, die aus drei stetig differenzierbaren, reguléir parametrisierten Wegen ~,, : [0,1] — C
mat
Ym(1) = m41(0), (=)
(Ym (1), Ym11(0)) > = (D] Fm+1(0)]-

Wir nennen

>o
Il
5.

2

das Innere des Dreiecks,

A = int () kurz das Dreieck,
0N =+~ den orientierten Rand des Dreiecks,
Y1,72,73 die orientierten Kanten des Dreiecks,
em = Ym(1) die Ecken des Dreiecks.

Die eindeutige Zahl ap(en) €] — m, m] mit

(m (1), 1m11(0))
A (D] [¥m+1(0)]

cosan(en) =
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und
sgn(an(em)) = sgn( det(Ym (1), Ym+1(0)) )

heisst Aussenwinkel und Ba(em) = T — aa(em) €]0,27[ heisst Innenwinkel von /A an der
Ecke e,,. Schreiben wir

’:Ym(t) _ giem(®)
[m ()]

mit wy, : [0,1] — R stetig,

so heisst
LY = Wi (1) — win(0)

die Winkelinderung von A\ entlang der Kante ~,,. Fs gilt

3
> (<m + anlem)) = £2m. (4.4)

m=1

Das Vorzeichen sagt aus, ob O/ das Dreieck /\ positiv oder negativ umldiuft.

M sei eine differenzierbare 2— Mannigfaltigkeit. Fin verallgemeinertes Dreieck T in
M st ein Paar (p,/\) bestehend aus einer Karte ¢ : U C M — R? = C mit einem
verallgemeinerten Dreieck A\ C p(U) C R2. Wir nennen

e HA) das Innere von T,
e (D) kurz das Dreieck,

T
T

OT = p~to~ den orientierten Rand von T,
Iy =9 oy, die orientierten Kanten von T,

Pm = @71(67”) die Ecken von T.

Eine Triangulierung von M ist eine abzihlbare, lokal endliche Menge {T*} won verallge-
meinerten Dreiecken in M mit

M =, T*
Kanten von T* seien an,m =1,2,3,

Ecken von T* seien pk m =1,2,3,
und fir k#1 mit TENT 40 gilt

{gemeinsame Ecke von T* und T'} = {pk} = {pﬁn/h
T*NT' =< Bild einer gemeinsamen unorientierten Kante von T* und T' =

=I7.([0,1]) =T}, ([0,1]).

Insbesondere gilt AT =0 fiir k # 1.
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Bemerkung:
Zu jeder Triangulierung {T*} erhilt man durch baryzentrische Verfeinerung eines der 7%

eine neue Triangulierung {Tk} Ist die Triangulierung endlich, so bleibt die alternierende
Summe der Anzahl Ecken, unorientierten Kanten und Dreiecke dabei unveréndert, d.h.

H{TF} — #{TR(0, 1)} + #{pn ) = #{T™} — #0050, 1)} + #{5}

Wir werden folgenden Satz ohne Beweis verwenden.

Satz (Triangulierbarkeit kompakter Flichen, Rado 1926) Jede kompakte Fliche
besitzt eine (endliche) Triangulierung {T*}. Die Zahl

X(M) = #{T*} — #{T%,([0, 1))} + #{p},}

ist unabhdngig von der Triangulierung und heisst Euler-Charakteristik von M. Fir eine
orientierbare Fliche ist die Zahl g(M) definiert durch

2(1 = g(M)) = x(M)

und heisst Geschlecht von M. Es gilt g(M) € Ny.

Bemerkungen:
1. Cairns bewies 1936, dass jede differenzierbare Mannigfaltigkeit triangulierbar ist.

2. Mit elementaren Argumenten erhalten wir in Proposition A.1 zumindest 2g(M) €

Ny .

Beispiel:

Die Riemannsche Zahlenkugel S? ist von Geschlecht 0. Die Tori C/T" sind von Geschlecht 1,
dazu betrachten wir z.B. folgende Triangulierung eines Fundamentalparallelogrammes (es
hat hier 18 Dreiecke, 27 Kanten und 9 Ecken - wobei zu beachten ist, dass durch die
Quotientenbildung einige Ecken und Kanten zusammenfallen):
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d

Satz 4.1 (Satz von Gauf3-Bonnet) M sei eine kompakte Riemannsche Fldiche und g
eine hermitesche Metrik auf M. Dann gilt

/M Kgydpg =2nx(M) = 4n(1 — g(M)).

Zum Beweis verwenden wir folgende Proposition.
Proposition 4.4 h: U C C =5V C C sei ein holomorpher Diffeomorphismus und

g= >‘2 Gean bzw. g = "72 Yean

zwei zur kanonischen Metrik konform dquivalente Metriken auf U bzw. V, X\ : U —]0, 00[
bzw. n:V —10,00[, und
g=h*qg aufU

v :[0,1] = U bzw. 5 := ho~y : [0,1] — V seien stetig differenzierbare, regulir para-
metrisierte Jordanwege, und v,v : [0,1] — S' = 0B1(0) seien die positiv orientierten
FEinheitsnormalen an v bzw. v, d.h.
vy bzw. vlA,
lv| =1 bzw. 7| =1,

det (4,v) >0 bzw. det(%,7) > 0.

Dann gilt
/6,; lognds — /6,, log Ads = (€7 — «7). (4.5)
v vy
Beweis:
Wir schreiben . .
i =¢'“  bzw. 4 = '
11 17

mit stetigen w,® : [0, 1] — R. Geméss Definition 4.2 gilt

<y =w(l) —w(0) bzw. <¥=a(1)—w(0). (4.6)

Weiter sehen wir

iy o1y

V=1— bzw. U=—,

i i 9]

also A o
v =Wt/ hw b= @2
Andererseits gilt
5 dh.v W
~|dhv| W]
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da iodh = dh o i und detdh > 0, da h holomorph ist. Da A’ # 0, kénnen wir A’ in einer

einfach zusammenhéingenden Umgebung ~([0,1]) C U C U zu
W=e inU
mit einer holomorphen Funktion f = u + i v liften. So erhalten wir

b= ez(vo'y)y

und schliesslich
voy=0—w mod27Z,

also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
voy=w—w auf|0,1].
Mit Proposition 3.3 erhalten wir
N gean = 9 = h*G = h* (0 gean) = (0 © R)W*Gean = (1 © W)[B'* - gean,

also
log (noh)=1log A — u.

Nun rechnen wir

1 1
[ otognds = [ (Viogmos)- 7l = [ (Viogn)onoq)-i5
.
1 1
:/ ((Vlogn)ohow)-idhd:/ ((Vlegn)ohory)-dh.i%
0 0
1

1 1
=/0 ((Vlog(noh))ow)-WZ/O <<v1ogA>ow>-u|v|—/0 (Vu) 0m) -4
1
:/al,log)\ d8+/0 ((Vv) o) - 4,

da
(Vu)ory)-ig =i ((Vu) o) - ¥
und
i'Vu = -V,
da il = :R? - R? und f = u + v holomorph ist. Dies ergibt

/ 9y logn ds — / 9, log A ds = / 4 wor) = (v(r(1)) ~v((0)))
— (@(1) — 3(0)) — (w(1) — w(0)) = (7 — <)
mit (4.8) und (4.6).
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Beweis von Satz 4.1:

Nach dem Triangulierbarkeitssatz wihlen wir eine Triangulierung {T*} von M. Durch
baryzentrisches Verfeinern kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen,
dass Karten z; : Uy € M — C der Riemannschen Fliche und verallgemeinerte Dreiecke
AR in 2y, (Uy,) mit TF = 2,1 (AF) existieren. Weiter seien die A¥ positiv durchlaufen. Da g
hermitesch ist, gilt

(zk_l)*g = )\i Gean auf zp(Ug)
mit A : 25 (Ug) — 10, 0o.
Es gilt

/ K, dug = / K dﬂg_Z/ % (Alog M) A2 dL?
Z / Alog i)
% Ak

= Z / Oy, log A ds = / 9y, log \g ds. (4.10)

k m=1

mit dem Divergenzsatz in der Ebene, wobei v die nach innen gerichtete Einheitsnormale
an AF ist. Da OAF = yF @b @ 7§ positiv durchlaufen wird, ist v, die positiv orientierte
Einheitsnormale an ~%,.

Jede unorientierte Kante tritt zweimal in der Summe in (4.10) auf, einmal in jeder
Laufrichtung. Aus Proposition 4.4 (4.5) folgt

Z Z / Oy, log A\, ds — <I’ym> =

k m=1

Dann ergeben (4.4) und (4.10)

3 3
[ TR DD SRR SELED SEIMER)
k m=1

k m=1
3
= 2m#{T*} = > (7 — By (en)
k m=1
3
= 2m(#{T*} = {0, 1D} + D D Baclen), (4.11)
k m=1

da in der Summe Yok z _, alle unorientierten Kanten I'¥ ([0, 1]) doppelt auftreten.
Da ( ) g= )\k Jean konform dquivalent zur kanonischen Metrik ist, gilt

Gt (1, =3 (0)) _ g(Th (1), ~T,(0) _ -
cos fn (ehy) = Ll sy (1,4 (1), 1%, 0),
1 (1] Hm( I (g [T, 0],
wobei I'F = dy P Ak e TM,|X|, = g(X,X) und cos<,(X)Y) =
XY .
B <, (X,Y) € [0,2n] fiir X,Y € T,M — {0},
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In der Summe in (4.11) treten alle Innenwinkel an allen p¥, € M auf, da M = |J, T*.
Addiert man alle Innenwinkel an einem Punkt pﬁl, so erhélt man 27. Dies ergibt

3
> D Baulen) = 2m#{pl}

k m=1

und

/ Kgdpg =2mx (M)
M

/1]

Bemerkungen:

1. Mit dem Satz von Gauf3-Bonnet ist die Euler-Charakteristik fiir kompakte Riemann-
sche Flachen unabhéngig von der Triangulierung. Mit Satz 3.1 und Proposition 3.1
tragt jede glatte orientierbare Fliache die Struktur einer Riemannsche Fliache, und
daher ist die Euler-Charakteristik eine diffeomorphe Invariante fiir glatte orientier-
bare, kompakte Fliche. Tatséchlich ist die Euler-Charakteristik eine topologische
Invariante.

2. Mit Satz 3.1 existiert zu jeder glatten Metrik g auf einer glatten orientierbaren Fléche
M eine komplexe Struktur auf M, beziiglich der g hermitesch ist. Damit kann man
zuerst jeder Metrik g ein Flachenmass py und eine Gauf-Kriimmung K, zuordnen,
und aus dem Satz von Gaufl-Bonnet folgt dann fiir kompakte glatte, orientierbare
Flachen

/Kg dpg = 2mx(M).

Mit Lemma 3.8 und Approximation folgt dies auf jeder kompakten, orientierbaren
C3—Fliche mit C? — Metrik g .

O

Definition 4.3 f : M — N sei eine nichi-konstante holomorphe Abbildung zwischen
zwei Riemannschen Flichen. Zu jedem Punkt p € M,q := f(p) € N wund jeder Karte
w:V CN—CmitqgeV,w(q) =0 gibt es eine Karte z:U C M — C mitp e U und

wo foz t=id"

fiir eine von der Wahl der Karten unabhingiges m € N . Der Punkt p heisst Verzwei-
gungspunkt, falls m > 1, und

v(p) :=m—1

heisst Verzweigungszahl von f inp .
Der Grad von f in g € N ist definiert als die Anzahl der Urbilder, gezdhlt entspre-
chend der Vielfachheiten, d.h.

degq [ = Z (vf(p) +1) € Ng U {oo}.
pef~1(q)
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Ist M kompakt, so gibt es nur endlich viele Verzweigungspunkte und
vf = Z vs(p)
peEM

heisst die Verzweigungsordnung von f. Ist vy = 0, so heisst f unverzweigt, andernfalls
heisst f wverzweigt.

d

Die néchste Proposition zeigt, dass der Grad fiir kompaktes M unabhéngig von ¢ € N
ist.

Proposition 4.5 M und N seien Riemannsche Flichen, M kompakt und f : M — N
holomorph und nicht-konstant. Dann ist der Grad von f definiert durch

deg f:=degy f €N
unabhdngig von q € N .

Beweis:
Mit der Wahl der Karten in obiger Definition sehen wir, dass deg, f lokal konstant fiir
q € N ist. Damit sind die Mengen

Apm = {q € N|deg, f =m}
offen fiir m € N. Da Ay := N — f(M) und f(M) C N kompakt ist, gilt dies auch fiir
m = 0. Da -
N = Z Ay, (disjunkte Vereinigung),

m=0
sind A,, auch abgeschlossen. Nun gilt A,, # ( fiir ein m > 1, also 4,, = N, da N
zusammenhéngend ist.

/1]

Bemerkung:
Es folgt, dass f surjektiv und somit N auch kompakt ist.

O

Satz 4.2 (Satz von Riemann-Hurwitz) M wund N seien kompakte Riemannsche
Flichen und f : M — N sei holomorph und nicht-konstant. Dann gilt

X(M) = deg f - x(N) — vy.

Beweis:
g sei eine hermitesche Metrik auf N. p1,...,pg seien die Verzweigungspunkte von f und
qi := f(p;) die nicht notwendig verschiedenen Bilder der Verzweigungspunkte. Wir setzen

MO ::M_{pla---apk} und NO ::N_{qla-"7qk}'

39



Als offene Teilmengen sind dies Riemannsche Flachen und
f: My — Ny
ist eine holomorphe Immersion, da df,, # 0 fiir p € M. Die Metrik
g0 := f*(g|n,) ist hermitesch auf My
mit Proposition 3.6, und es gilt
Ky =Kgo f auf M. (4.12)

Weiter gilt
#/7H(q) =deg [ fiir g € My.

Genauer existiert zu ¢ € N eine offene, zusammenhéingende Menge V' (q) mit
A vey= U vk
PEf1(q)

und
f|U(p) : (U(p)ag()) - (V(Q)’g)

ist eine Isometrie fiir alle p € f~1(g). Dies ergibt
Flugolomy) = pglvig)

also
fugy) = deg f - pg auf Np. (4.13)
Aus (4.12) und (4.13) folgt fiir {q1,...,q} CV C N, dass

/ Ky, dpg, = / (Kg © f) dprg, =
M—f=1(V) M—f=1(V)

— [ Kydfu) =dess [ K, du, (4.14)
N-V N-V

Nun wéhlen wir eine hermitesche Metrik g auf M. Damit ist g|as, auch hermitesch auf
My. Nach Proposition 3.5 existiert £ : My — ]0, oo mit

g0 252 -g auf M.

Nach Proposition 4.2 folgt

fig, = €2 p1g
und
1 1

(4.14) ergibt fir {q1,...,qx} €V C N, dass
deg f Kgdpg = / Kgdpg — / (Aglog&) dug. (4.15)
N-V M—f=1(V) M—f=1(V)
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Wir wéhlen beliebige Karten w; : V; € N — C mit ¢; € V;, V; paarweise disjunkt und
w; = wy fiir ¢; = qp. Dazu gibt es Karten

z: U CM—C
mit p; € U C [~ ( 1), U; paarweise disjunkt und
wio ozt = idu(m
Durch Verkleinern von U; und V; und Strecken erreichen wir
z((U)) = B1(0) =wy(V}) firl=1,...,k,
also fiir m; := vy(p;) + 1, dass

hy:=w;o foz t=id™
l l 1

B (0) : Bl(O) — Bl(O) - C.

Wir schreiben fiir 0 < p <1

und

In obigen Karten erhalten wir
(wfl)*g = 77[2 Jcan in Bl(O)
und
(zfl)*g = )‘l2 Jean 1 B1(0)
mit 7, \; : B1(0) —]0, co[. Mit Proposition 3.3 gilt
(07 o ha)l Bl Gean = i (0 Gean) = i (w; ) g = (1) f*g =
= (5 90 = (€0 2)(27 )" 5 = (6% © 20)Af gean  anf B1(0) — {0},

also

(€202z) =N auf By (0) — {0}. (4.16)

Mit dem Satz von Gauf-Bonnet, Satz 4.1, und (4.15) erhalten wir

deg f - 2mx(N) = degf/ Kgdpg = limdeg f Kgdpug
N el N-Uis Bo(a)
= lim Kgdpg — lim Aglog& dpug
ol Jm-Up, B 1ym (p1) 010 M*Ufﬂ B 1/m (p1)
= 2mwx(M + lim 8 log (€ 0 2;)ds (4.17)
QiO dB,(0
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mit dem Divergenzsatz in der Ebene. Da (n? o hy)A; 2 € C2(B1(0)) und # 0 in By(0) ,
folgt mit (4.16), dass

lim Orlog (o z) = lim/ O, log |h| ds
2l0 JaB,(0) 210 JoB,(0)

-2
= lim drlog (myr™ 1) ds = lim m=2
0l0 JaB,(0) ol0 Jop,0) T

Aus (4.17) folgt damit

ds =2m(my —2) = 2m(ve(pr) — 1).

deg f- x(N) = x(M) +vy.
/1]
Bemerkungen:

1. Verwendet man anstelle der Euler-Charakteristiken die Geschlechter, so wird die
Formel im Satz von Riemann-Hurwitz zu

2(1 — g(M)) = deg f - 2(1 — g(N)) — vy.
2. vy ist immer gerade, da die Geschlechter g(M), g(IN) € Ny.
3. g(M) > g(N).
4. deg f =1= f unverzweigt, g(M) = g(N) .

5. Ist f unverzweigt, so gilt

gIN)=0 = g(M)=0, deg f =

gIN) =1 = g(M)=1

gV 32— | I =gN) degf=1 oder
- g(M) > g(N), deg f > 1

6. g(M) = g(N) =1 = f ist unverzweigt.
7. (M) =g(N) > 2= f ist unverzweigt, deg f = 1.

8. Auf jedem Torus 7" = C/T mit I' := Zw; + Zws fiir iiber R linear unabhéngige
w1, we € C ist die Weierstrass p—Funktion, definiert durch

1 1 1 .
p(z).:§+ Z <m_ﬁ> firze C-T,
wel'—{0}

eine meromorphe, doppelt-periodische Funktion und induziert eine nicht-konstante
holomorphe Abbildung C/I' — $? vom niedrigst moglichen Grad 2.
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Teil 11
Hyperbolische Riemmansche Flichen

5 Die Kobayashi Metrik

Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung des Schwarz lemma aus der Funktionentheorie.

Lemma 5.1 (Ahlfors-Schwarz lemma) FEs sei M eine Riemannsche Fliche mit einer
hermiteschen Metrik g mit Gauf-Kriimmung

K, < —k2 <0
fir ein k>0 . Dann gilt fir jede holomorphe Abbildung f: D — M , dass

f*g < ﬂiQonina
wobei  Gpoin,  die Poincaré-Metrik auf D aus (4.2) ist.

Beweis:
Ersetzen wir ¢ durch k2g , so geniigt es x = 1 zu betrachten. In Punkten 2z €
D mit f'(z) # 0 hat f’(z) vollen Rang, und f|U(z)—=V(f(z)) ist ein lokaler ho-
lomorpher Diffeomorphismus bzw. ¢ := (f|U(2))"! : V(f(2))—2U(z) C C ist eine Karte
von M .Da g hermitesch ist, ist f*g = (¢~!)*¢ mit Proposition 3.6 konform zu geay, -
Dies ergibt

ffg= Azgcan auf D

mit A € CP2(D,[0,00[) und [A > 0] = [f' #0] = U . f*g ist eine Metrik auf U , und

loc
mit Proposition 4.1 erhalten wir

1

AQAzlog)\: —Ajpglogh = Kpey = Kgo f <—1 inU.

Fiir u:=log\ auf U schreibt sich dies
ALu>e* inU. (5.1)

Andererseits wissen wir aus (4.2) fiir die Poincaré-Metrik

2)2
_%AZ log 1117 = Koy = 1
und erhalten fiir %
vo(2) = 10g92_7|z|2 fir 2| <o <1,
dass 5 A % ) N
Bavele) = A8 T = oy = (- ) =

Zusammen mit (5.1) ergibt dies

AL (u—wy) > e — e in UN B,(0)
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und fiir die offene Menge €, := [u > v,] C U N B,(0) , dass
Az(u—wv,) >0 inQ, CUNB,O0). (5.2)
Ist nun €, # (0 , so wihlen wir z, € Q, mit

(u —vp)(2K) = sup(u — v,) >0
Qo

und erhalten fiir eine Teilfolge z; — 2z € B,(0) . Nun ist

A =11

(u—wv,) =log 50

in UN B,(0) 2 2,

und wir erhalten

2 1.2 2 1.2
< M@ ) _ A P
k—o00 20 20

also A(z) > 0,|z| <o, dh. z€UNDB,(0) . Dies ergibt (u—wv,)(z) = supq,(u—1v,) >0,
also z € Q, . Weiter ist z ein lokales Maximum von u — v, in €2, , und wir sechen

A= v,)(2) = (4 )1 — v,)(2) < 0

im Widerspruch zu (5.2).
Dies ergibt u < v, in U N B,(0) bzw.

)

20 2 .
Az) < Z— P e BE fir alle |z| < 1,

also
* 2 4
79 =X Ggean < mgcan = Gpoin;
und das Lemma ist bewiesen.

/1]

Definition 5.1 Auf einer Riemannschen Fliche M definieren wir die Kobayashi Pseu-
dometrik fir p,q € M mit der durch die Poincaré-Metrik definierte Abstandsfunktion
dP = dP gquf D gemdss (3.1) durch

Gpoin Ipoin
d% (p7 Q) =

n
= inf{ > dy (ziswi) | 3po,pis- . pn € Mopo = p,pn = g,
=1
dfi: D — M holomorph, :
3z, wi € D+ fi(z) = pi1, fi(wsi) = ps,

z:ln}

Die Riemannsche Fldache M heisst hyperbolisch oder Kobayashi-hyperbolisch, wenn d%
eine Metrik ist, d.h. wenn

d¥ (p,q) >0 firp#qe M,

und in diesem Fall heisst d% die Kobayashi Metrik auf M .
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Bemerkungen:

1. Klarerweise ist d% immer nicht-negativ, symmetrisch und erfiillt immer die Drei-
ecksungleichung, also ist d% immer eine Pseudometrik.

2. Tatséchlich verschwindet auf nicht hyperbolischen Riemannschen Flichen M die
Kobayashi Pseudometrik vollsténdig, d.h. d% = 0 . Die kann mit dem Uniformisie-
rungssatz fiir Riemannsche Flichen gezeigt werden.

3. Fiir p € M wihlen wir eine offene Umgebung U(p) von p mit einer Karte ¢ :
U(p)=5D und sehen fiir py — pin M , dass ¢(pp) — ¢(p) , also

&3 (pr,p) < dy) - (0(pi), @(p)) — 0.

Weiter sehen wir fiir ¢ € M mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

& (pr, @) — d (p,q)| < d2f (pr,p) — O, (5.3)

und p+— d%(p, q) ist stetig. Daraus folgt, alle Bélle

M
d’H

By™ (p) :={a € M | dj(p,q) < 0}
beziiglich der Kobayashi Pseudometrik d% sind offen in M .

4. Auf dem Einheitsball erhalten wir mit der Identitdt als Abbildung

df)(p,q) <d?  (p,q) fiirp,q€ D. (5.4)

— “Y9poin

Die umgekehrte Ungleichung erhalten wir unten mit dem Ahlfors-Schwarz Lemma
5.1.

5. C ist nicht hyperbolisch, denn fiir z;, 2z € C wihlen wir die holomorphe Abbildung
fon: D — Cmit f,(2) :=z1+n(22—21)z , also f,,(0) = 21, fn(1/n) = 22 , und sehen

dS (21, 22) < diom(o, 1/n) — 0. (5.5)
|

Die Kobayashi Pseudometrik ist fallend unter holomorphen Abbildungen.

Proposition 5.2 Fs sei h : M — N eine holomorphe Abbildung zwischen zwei Rie-
mannschen Fldchen. Dann gilt

dyy (h(p), h(q)) < d3{ (p,q) fiir p,q € M,

und Gleichheit gilt, wenn h biholomorph und bijektiv ist.
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Beweis:

Fiir Dos---Pn € Map(] = D;Pn = Qafz D - M hOlOI’IlOI'ph,ZZ',U}Z' € Dafz(zl) =
pi—hfi(wi) = Di fir ¢ = 1, oo n ist h(pz) = (h o f,)(wl) = (h o fi+1)(zi+1) S N,h o fZ :
D — N holomorph, also mit der Definition der Kobayashi Pseudometrik auf N

d (h(p), h(q)) <> dP  (z,wy).
=1

Nehmen wir das Infimum iiber die rechte Seite, so folgt

dyy (h(p), h(q)) < d3{ (p, q)

Ist A biholomorph und bijektiv, so folgt die umgekehrte Ungleichung durch Anwendung
von h~!.

/1]
Bemerkungen:

1. Fiir eine holomorphe Abbildung f : C — M in eine hyperbolische Riemannsche
Fliche M sehen wir, da df, =0 mit (5.5),

A (f(2), f(w)) <d5(z,w) =0 fiir z,w € C,
also ist f konstant.

2. Da die Abbildung C — C — {0} mit z — e* nicht konstant ist, ist C — {0}
nicht hyperbolisch. Da diese Abbildung weiter surjektiv ist, existieren zu beliebigen
w,w’ € C— {0} Urbilder z, 2 € C mit * = w,e* =’ , und mit (5.5) folgt

d%_{o}(w,w') <d%(z,7) =0,

=0,

also erhalten wir genauer d;C[

3. Da die Quotientenabbildung bzw. die Uberlagerungsprojektion = : C — C/T
surjektiv ist, folgt wie in der vorigen Bemerkung, dass jeder Torus C/T" nicht

hyperbolisch mit d5/" =0 ist.
O

Mit dem Ahlfors-Schwarz Lemma 5.1 bekommen wir eine untere Abschéitzung fiir die Ko-
bayashi Pseudometrik auf Riemannschen Flichen mit negativ gekriimmten hermiteschen
Metriken, und ein Kriterium fiir Hyperbolizitét.

Proposition 5.3 FEs sei M eine Riemannsche Fldiche mit einer hermitesche Metrik g
mat
K, < —k2<0
fir ein k>0 . Dann gilt
a3l (p,q) > k d(p,q) firp,q € M, (5.6)

fiir die durch die Riemannsche Metrik g definierte Abstandsfunktion dé\/[ auf M , insbe-
sondere ist M hyperbolisch.
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Beweis:

Wir rechnen fiir eine beliebige holomorphe Abbildung f : D — M,z,w € D und einen
glatten Weg ~ :[0,1] — D mit v(0) = z,7(1) = w mit dem Ahlfors-Schwarz Lemma 5.1,
dass

1 1
Lg)m(v) = / \/gpoin,y(t) (' (), (t)) dt > / \/;@2(!}0*9)7@ (v (t),7'(t)) dt =
0

0

1
= ff/ \/gf(y(t))(dfv(t)'r}/(t)adf’y(t)'r}/(t)) dt =
0

1
=5 [ otz (7 0O (F 02 (@) dt = LY (7 07) 2 w0 (£ (2). F(w),
0

und nach Ubergang zum Infimum iiber alle solche Wege

dp . (zw) >k ) (f(2), f(w)).

9poin

Dann folgt mit der Definition der Kobayashi Pseudometrik mit der Dreiecksungleichung
fiir dg/f , dass

dif (p,q) > k d) (p,q) fiir p,q € M,
also (5.6). Insbesondere folgt d% (p,q) >0 firp#gq, da dé\/f eine Metrik ist. Damit ist
d% eine Metrik, und M ist hyperbolisch.

/1]

Bemerkung:
Da auf dem Einheitsball Ky, = —1 mit (4.2), ergibt dies
D D .
dy(p,q) > dg . (p,q) fir p,q € D, (5.7)

also dl) = dﬁ .., mit (5.4), und D ist hyperbolisch.

Wir haben oben gesehen, dass die von der Kobayashi Pseudometrik erzeugte Topologie
in der Topologie der Riemannschen Flédche enthalten ist. Im Fall einer Kobayashi Metrik,
d.h. wenn die Riemannsche Fliache hyperbolisch ist, sind die Topologien tatséchlich gleich.

Proposition 5.4 Auf jeder hyperbolischen Riemannschen Fliche erzeugt die Kobayashi
Metrik die Topologie der Riemannschen Fliche.

Zum Beweis verwenden wir folgenden beiden Hilfslemmata.

Lemma 5.5 Auf jeder Riemannschen Fldiche sind alle Bille beziiglich der Kobayashi
Pseudometrik wegzusammenhdngend.
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Beweis:
M
M sei eine Riemannsche Fliche und BZ“ (p) ein Ball der Kobayashi Pseudometrik.

M M
Wir zeigen jedes ¢ € Bg” (p) ldsst sich mit einem Weg in Bg” (p) zum Zentrum p
verbinden. Nach Definition 5.1 existieren Punkte pg,...p, € M,po =p,pn =q,fi : D —
M holomorph, z;, w; € D mit f;(z;) = pi—1, fi(w;) = p; und ein 6 > 0 mit

n

D dg . (ziswi) < dy (p,g) +6 < 0.

9poin
i=1

Wir wihlen Wege ~; : [0,1] — D mit +;(0) = z; und ;(1) = w; und
Lzl))om(ryl) < déz,om (Zi’ wl) +0
und setzen 7 :[0,n] — M mit
A —1+1t):= fi(y(t) firtel0,1),i=1,...,n.

Da fl(’)/l(l)) = fl(wl) =PpPi = fi+1(zi+1) = fi+1('7i+1(0)) fiir 1 = 1, cee,— 1 s ist Y stetig.
Weiter sehen wir

d3f (0, 7(i — 1+ 1)) = d3f (p, fi(i () < d3f (p, fi(z)) + daf (fi(z), fi(hi(t))) <

i—1 i—1
< dl  (zw) +d) | (vi(t) <D dD L (zwi) 4 L () <
j=1 j=1

< Zdﬁ;om(zj,wj) +d<op,
j=1
. aM . . . aM
also y(i —1+41t) € By™ (p) , und ~ ist ein Weg in B,* (p) .

/1]

Lemma 5.6 Es sei M eine Riemannsche Fliche, p € M und U(p) # M eine offene
Umgebung von p mit kompaktem Abschluss. Dann gilt

min d¥(p,r)= inf d¥(p,q). 5.8
DU (p) H (p;7) MU (p) # (P, q) (5-8)

Beweis:
M M
Fiir ¢ € U(p) und 0 > d}/(p,q) ist q € Bg“ (p) £ U(p) . Da Bg“ (p) mit Lemma 5.5
M

wegzusammenhiéingend und p € BZ“ (p) NU(p) # 0, existiert
dM
r € B," (p) N U (p) # 0,
also d%(p,r) < o und

inf d(p,r)< inf dM(p,q).
reoU (p) # (P )_qEM—U(p) #(P.0)

Da d% (p,.) stetig ist, wird das Minimum auf der kompakten Menge OU(p) angenommen,
und klarerweise gilt >, da 9U(p) C M — U(p) . Zusammen ist das Lemma bewiesen.
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Beweis von Proposition 5.4:

Wir wissen bereits, dass auf jeder Riemannschen Fléche die von der Kobayashi Pseudo-
metrik erzeugte Topologie in der Topologie von M enthalten ist. Nun sei U C M
offen und p € U . Da M lokalkompakt ist, gibt es eine offene Umgebung U(p) #
M von p mit U(p) C U und kompaktem Abschluss. Da M hyperbolisch ist, haben wir

= min d¥(p,r) > 0.
= e  (pm)

M
Mit Lemma 5.6 erhalten wir d}/(p,.) > ¢ auf M — U(p) , also Bg“ (p) CU(p) CU.
Damit ist U offen in der Kobayashi Metrik, und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Proposition 5.7 FEssei 7 : M — M eine holomorphe Uberlagerungsprojektion zwischen
zwei Riemannschen Flichen M und M . Dann ist M hyperbolisch genau dann, wenn
M  hyperbolisch ist.

Beweis: X

Ist M hyperbolisch und angenommen, es gibt p # ¢ € M mit d% (p,4) = 0 .
Als Uberlagerungsprojektion existiert eine offene Umgebung U (p) von p mit «|U(p)
ist injektiv, U(p) ist kompakt und ¢ ¢ U(p) . Dann existiert mit Lemma 5.6 ein
7 € U(p) mit d}f (p,7) = 0 . Insbesondere ist p # 7 , also w(p) # n(f) , da =|U(p)
injektiv ist, und mit Proposition 5.2 folgt , da 7 holomorph ist und M hyperbolisch
ist, dass

dif (b, 7) = dz{ (7 (), 7(7)) > 0.
Dies ist ein Widerspruch, und M ist auch hyperbolisch.

Nun sei M hyperbolisch. Zu p # ¢ € M wéhlen wir p € M mit m(p) = p und
nach Definition 5.1 Punkte pg,...p, € M,pg = p,pn = q, fi : D — M holomorph, z;, w; €
D mit fi(z) = pi_1, fi(w;)) = p; . Da © eine Uberlagerungsprojektion ist und D
einfach zusammenhéngend ist, existieren mit Proposition B.3 oder z.B. mit [Jo] Theorem
1.3.1 sukzessive holomorphe Lifts f; : D — M mit 7o f; = fi,fl(zl) = pund fi(z) =
fi—1(w;—1) fir i = 2,...,n . Dies ergibt mit Definition 5.1

A8 (b, fulwn)) < 372 (zi,w0).
i=1

~

Da 7(fn(wn)) = fu(wn) = pn = q , erhalten wir
n
et W0 < ; pan 020
und nach Ubergang zum Infimum auf der rechten Seite
inf d}f (p.q) < d}f (p.q).

ger—1(q)
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Angenommen das Infimum auf der linken Seite wiirde verschwinden, so existieren ¢ €
71 (q) mit d%(ﬁ, Gr) = 0, dh. G — p in der Kobayashi Metrik von M . Da M
hyperbolisch ist, erzeugt die Kobayashi Metrik mit Proposition 5.4 die Topologie von M ,
und wir haben §; — p in M . Daraus folgt

q=7(gx) = m(p) =p,

im Widerspruch zu Annahme. Daher ist das Infimum positiv, also d% (p,q) >0 ,und M
ist hyperbolisch.

/1]
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6 Die Siatze von Picard und Montel
Proposition 6.1 C — {a,b},a #b € C , ist hyperbolisch.

Beweis:
Auf C — {a,b} betrachten wir die hermitesche Metrik ¢ := A\2g.e, mit

M2)2 =z —al" 2 |z = b2 (1+ |2 —al*) (1+|z—b")
fiir ein p > 0 . Fiir die Gau-Kriimmung erhalten wir, da log|.|] harmonisch ist,

1

K (z) = —Aglog A\(z) = EBE

A, log(\(2)?) =

1
— _2)\(2)2AZ<('M—2)10g|Z—a’|+(lu’_2)10g|Z_b|+10g(1‘|‘|Z—(Z|M)—{—10g(1+|z_b|ﬂ)> _

_ 2
AR
_ (\Z—a\”z(z—a) \2—51“2(2—5)>_
CoMR)2TN 14z —alr 14|z — bl N
RN St T
O oXM2)2\ 1|z —alr 2 I1+]z—al* 2(1+|z—al*)?
Wt oy
L+|z—br 2(1+]z—-0bm)2/)

0.0z (1og(1 + |2 — al*) + log(1 + |2 — b¥) ) =

|z — b|—2 Iz
i ——1
T Y
(e iy
CO2EP\A+z—alr)? T (I -b)2
2
= (P = )P 2 b

2
e = a2 = )T 1+ 2 - o) 7).
Fiir 0<p<2/5,schen wir K, < —k? fiir ein s > 0, und C — {a,b} ist hyperbolisch
mit Proposition 5.3.

/1]

Satz 6.1 (Kleiner Satz von Picard) Jede ganze holomorphe Funktion, die zwei Werte
a #be C auslisst, ist konstant.

Um den grossen Satz von Picard zu beweisen, beschreiben wir die Asymptotic der Koba-
yashi Metrik auf der zweifach punktierten Ebene in der folgenden Proposition beschreiben
genauer.

Proposition 6.2 In C— {a,b},a #bec C gilt

lim d;(i_{a’b}(z, zp) =00 fir alle zp € C — {a, b}, (6.1)

z—{a,b,00}

insbesondere sind in der Kobayashi Metrik beschrinkte, abgeschlossene Mengen in C —
{a,b} kompakt, und die Kobayashi Metrik von C — {a,b} ist vollstindig.
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Beweis:
Zum Beweis von (6.1) betrachten wir die Riemannsche Metrik A\2g.q, auf C — {0,2} aus
Proposition 6.1 und die Metrik

1 .
: = fD=D-{0
9 L log e ©
aus der 5. Bemerkung nach Proposition 4.1, fiir die K = —1 gilt. Weiter wihlen wir

ein Abschneidefunktion ¢ € C§°(Bs3/4(0)) mit ¢ =1 auf By /5(0), > 0 und setzen

1 )
2 2 i,
n(z2) == ¢*(2)—57——F5 flirzeD
& = O LR og el
und G := (A2 4 €20?)gean auf D fiir e > 0 und § = A\2geqn auf C — {B3/4( yU{2}) . Wir
rechnen

1 (1/2)
K; = —§A§ log(\? 4 e2n%) = i 2A log(A\? + %) =
_ _# ) 9 9 9 4 A@Z)\+6277(9Z77 B
= )\2+82n28zzlog()\ +e n ) A2—|—€2 B Z( )\2+€2 2 ) -
B _4()\625)\ + 200,21 + 0:A0\ + €20:00.1) n 8N\ + £200.n) (NI + ¢ 778277)
a (A2 +e2n?)? (A2 +e2n?)3

_4()\azg>\ + 62778Zg77 + (92)\82)\ + 82657’]6277)
= (A2 1 e212)2
L BOOAP + eln?|0enl® + 22|02 + 2X2|0.n
(2 + e22)3
)\azz)\ +200,zn — 0z00\ — ¢ (9Z77(9Z77
= 5 (6.2)
(A2 4 e2n2)2

Andererseits wissen wir aus Proposition 6.1, dass

+

1 4
0> —r%2>K,o —A,log\ = —F(Aang — 05000,

GJcan = _)\2

und weiter gilt
4
-1=K,, = A logn = i — (10221 — 0zn0.n) auf Byp(0) C [p = 1].

Damit ergibt sich aus (6.2)
AN = 0:00:A + e*nzn — 200 kPN 4 4% (0022 — Dzm0zm)

K; < —
9= (A2 + e2?)?2 - (A2 +e2n?)? ’
e K< BN A L (k%,672) <0 in By»(0)
~ _ ——min(K-, € m ’
I=T (N2 T 2 1/2
K; <—x*<0 inD—suppp2D— Bs4(0),
und

Ko< K2\ CE
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fir € >0 klein genug. Insgesamt erhalten wir Kj; < —x3 < 0 fiir ein 9 > 0 und mit
Proposition 5.3, dass

C— C— ..
ds; % (p,q) > ko d; 2 (pq) fiir p,g € C - {0,2}.
12 g4
i =00, ist g, und somit auch g vollstéindig bei 0, also
o tloglt|

il_% d%_{O,Q} (Z, ZO) > l,l_% :‘iodg_{o’Q}(Z} ZO) = o0,
und durch Anwenden geeigneter gebrochen linearen Abbildungen erhalten wir (6.1).

Nun sei A C C —{a,b} in der Kobayashi Metrik beschrénkt. Dann gibt es mit (6.1)
keine Folge z,, € A mit z,, — z € {a,b,00} . Damit ist A in C mit der euklidischen
Metrik beschrénkt und d(a, A),d(b,A) > 0 . Ist A weiter in C — {a,b} abgeschlossen
oder dquivalent mit Proposition 5.4 ist A in der Kobayashi Metrik abgeschlossen, so ist
Ain C abgeschlossen, da d(a,A),d(b,A) > 0. Da A beschrinkt in C ist, ist A
kompakt.

Da alle Cauchyfolgen beschrankt sind und der Abschluss beschrinkter Mengen be-
schriankt bleibt, besitzt jede Cauchyfolge beziiglich der Kobayashi Metrik eine konver-
gente Teilfolge und ist damit bereits konvergent, insbesondere ist die Kobayashi Metrik
vollstédndig, und die Proposition ist beweisen.

/1]

Bemerkung:
Die Menge {1/n | n € N} ist abgeschlossen in C — {0,2} , aber in der Kobayashi Metrik
von C —{0,2} nicht beschrénkt und insbesondere nicht kompakt.

d

Der Satz von Montel, sieche [Ru] Theorem 10.28 und 14.6 oder [Sch-b] Satz 1.13, besagt,
dass jede Folge lokal gleichméssig beschrinkter holomorpher Funktionen eine auf kompak-
ten Mengen gleichmiissig konvergente Teilfolge besitzt. Mit der obigen Proposition kann
dies erheblich verschéarft weden.

Satz 6.2 (Grosser Satz von Montel) Es sei M eine Riemannsche Fliche, a # b €
C und
fm : M — C — {a,b} C S* holomorph.

Dann konvergiert fiir eine Teilfolge f.,, — f gleichmdifig auf kompakten Teilmengen von
M gegen eine holomorphe Abbildung f: M — S? , und f: M — C — {a,b} ist eine
holomorphe Funktion oder f € {a,b,oc0} ist konstant.

Beweis:

Da M als Riemannsche Fliche zusammenhéngend ist und als Mannigfaltigkeit das zwei-
te Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, geniigt es M = D zu betrachten. Fiir eine Teilfolge
konvergiert f,,,(0) — zg € S? mit der Konvergenz in S? . Mit Proposition 5.2 haben wir

dy P (fn(), Fn(0)) < dR(p,0) < C, fiix p € By(0), (6:3)
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0<p<lund C, < o0.Ist zg € C—{a,b},so folgt, da d%f{a’b}(z,zo) — oo fiir z = oo

mit Proposition 6.2 (6.1) und aus (6.3), dass

sup  |fm(p)| <oo VO <o <1,
meN,peB,(0)

und mit dem Satz von Montel konvergiert fiir eine Teilfolge f,, — f gleichméfig auf
kompakten Teilmengen von D gegen eine holomorphe Funktion f: D — C . Genauso
folgt mit Proposition 6.2 (6.1) und aus (6.3), dass
inf |fm(p) - a|a inf |fm(p) - b| >0 V0< o< 1,
und wir erhalten f:D — C — {a,b} wie gewiinscht.
Ist 29 € {a,b,00} , so folgt wieder mit Proposition 6.2 (6.1) und (6.3), dass f,,, — 20
gleichméBig auf kompakten Teilmengen von D , also f,, — f gleichméssig auf kompakten

Teilmengen von D mit f = zy € {a,b,00} konstant, insbesondere f ist eine konstante,
also holomorphe Abbildung D — S? .

/1]

Mit dem grossen Satz von Montel kénnen wir nun den grossen Satzes von Picard beweisen.

Satz 6.3 (Grosser Satz von Picard) Es sei f: D — {0} — C holomorph mit einer
wesentlichen Singularitit bei 0 . Dann gibt es hochstens ein a € C | fir welche [f = a]
endlich ist.

Beweis:

Essei f:D =D—-{0} - C—{a,bl mita#be C eine holomorphe Funktion und
fo:=[f(0) : Bi/,(0) = {0} = C—{a,b} fiir 0 < ¢ < 1.Mit dem grossen Satz von Montel,
Satz 6.2, existiert o, — 0 mit f, — fo:C — {0} — S? gleichmissig auf kompakten
Teilmenge von C—{0} , und fy: C—{0} - C—{a,b} ist holomorph oder fy € {a,b, 00}
ist kontstant. Da C — {a,b} mit Proposition 6.1 hyperbolisch ist und d(?C[{O} =0 mit
der 2. Bemerkung nach Proposition 5.2, folgt mit Proposition 5.2, dass fp konstant ist.

Zuerst betrachten wir fy = 2z € C . Wir entwickeln f in D in eine Laurent-Reihe

[e.9]

f(z) = Z cn2 fiir z € D (6.4)

n=-—00
mit ¢, € C und erhalten die Laurent-Reihe von f, durch

o0

fol2) = f(e2) = > (en@™)z" fiir z € Byy,(0) — {0}.

n=—oo

Mit elementarer Funktionentheorie rechnen wir

1 o (2) 1 20
C"Q%ZQ—M %dz%Q—m / ﬁdz:() Vn € Z — {0} und m — oo
8B, (0) 8B (0)

und schliessen
c, =0 Vn<O0.
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Damit ist die Laurent-Reihe in (6.4) eine Potenzreihe, und f lisst sich holomorph in 0
fortsetzen, also hat f in 0 keine wesentliche Singularitét.

Im Fall fy = oo € S? |, betrachten wir die holomophe Funktion g := 1/(f — a) :
D — C - {0,1/(b — a)} , wobei wir beachten, dass b —a # 0 , also 1/(b —
a) # 0,00 . Mit dem obigen Argument erhalten wir g,, = 1/(f,, —a) — 0 €
C gleichmissig auf kompakten Teilmengen von C — {0} , und ¢ = 1/(f — a) ldsst sich
holomorph in 0 fortsetzen, also lédsst sich f in 0 holomorph fortsetzen oder f hat einen
Pol in 0 . In beiden Féllen hat f keine wesentliche Singularitdt in 0 , und der grosse
Satz von Picard bewiesen.

/1]

Bemerkung:

Wir betrachten die holomorphe Funktion
1/z -1/z
z € C— {0} +— cosh(1/z) = %

und zeigen, dass diese Funktion in jeder Umgebung ihrer wesentlichen Singularitét O alle
Werte in C annimmt. Aquivalent miissen wir zeigen

Vwe C,R>0:32€C,|z| > R:coshz=w.

Zuerst sehen wir, da e?™ = 1 , dass cosh(z + 27i) = cosh z , also existiert zu jedem

w € cosh(C) und R > 0ein z € C,|2| > R mit coshz =w .
Es verbleibt cosh(C) = C zu zeigen. Dazu sehen wir fiir z,w € C , dass

coshz = w <= ** — 2we* + 1 =0.
Nun hat das quadratische Polynom p(X) := X2 — 2wX + 1 mindestens eine Nullstelle

X €C,und,da p(0) =1#0,¢gilt X #0.Da exp(C) = C — {0} , existiert ein
z € Cmit e =X , also coshz =w und somit cosh(C)=C .
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Teil III
Uniformisierung

7 Das Poisson-Problem

In diesem Paragraphen losen wir das Poisson-Problem auf Riemannschen Flichen und
zeigen damit die Existenz einer nicht-konstanten meromorphen Funktion auf jeder Rie-
mannschen Fléche.

Lemma 7.1 (Poisson-Problem) Es sei M eine Riemannsche Fliche mit einer hermi-
teschen Metrik g und ¢ € C§°(M) mit [,, ¢ dug =0 . Dann existiert eine beschrinkte,
glatte Losung w € Cp2 (M) N L (M) des Poisson-Problems

loc

Agu = in M.

Zum Beweis betrachten wir Sobolevraume auf Riemannschen Flichen.

Definition 7.1 FEs sei M eine Riemannsche Fliche und g eine hermitesche Metrik auf
M . Wir definieren Wllgf(M) =WEAHM,R) als die Menge der Funktionen w: M — R

loc

fir die fiir jede Karte z:U C M — C die Verkettung
woz"t e Wh2(2(U)).

Fiir g = A 2*gean auf U(p) mit X € C2°(U(p),]0,00]) definieren wir den Gradienten
und seine Ldnge beztiglich g durch

Vou = [(2,.,22 720;u)] € TM  auf U(p),
siehe Definition 2.3,
1V,uly = \/9(Vyu, Vou) = A [V(uwo =) auf U(p)
und die Sobolevnorm durch

I ||%’V1’2(M79):: / <|Vgu|3 + |u|2> dpig.
M

Den Sobolevraum definieren wir als den normierte Raum
1,2
WM, g) == {u € Wioe (M) | |l ulwizarg< oo},

mit der Norm || w [lw1.2(ar,g) und der Identifikation von Funktionen, die p,—fast diberall

gleich sind, und
1,2 oo (AT
Wy * (M, g) :== C§°(M)

als den Abschluss in WY2(M,g) .
Das Skalarprodukt

(w, V) w2 (arg) = / <g(Vgu, Vgv) +u-v) dpg
M

erzeugt die obige Norm und macht WY2(M,g) zu einem inneren Produktraum.
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Proposition 7.2 FEs sei M eine Riemannsche Fliche und g eine hermitesche Me-
trik auf M . Dann ist der Gradient als Tangentialvektor wohldefiniert, und fir w,v €
I/VZE’CZ(M) und eine Karte z:U — C mit g = A\? 2*gean auf U, X € C2(U,]0,00[) und
fiir jede Borelmenge B CC U gilt

/g(Vgu, Vgv) dug = / V(uoz 1) -V(voz"t) dL2. (7.1)
B z(B)

und WY2(M,g) ist ein Hilbertraum.

Beweis:

Fiir eine weitere Karte w : V — C mit g = n*w*geqn auf V,n € C2(V,]0,00[) haben wir
mit Proposition 2.3.3. und Proposition 3.3 bzw. (4.1) und der Holomorphie von woz~! |
dass

d(w o 271 (2).(2A20zu) = (wo 271 (2) - (2A20pu - Dow) =
=227 2|(wo 271 (2)|POpu = 20 20pu anf U NV,

also
(z,.,227205u) ~ (w, ., 27 20,u)

nach Definition 2.3, und der Gradient von wu ist als Tangentialvektor wohldefiniert. Weiter
rechnen wir

/g(Vgu, Vgv) dpg =

B
= /)\Q(z*gmn)([(z, S2207205u)], (2, 207 20:0)]) dAZ2 7 (L?) =
B
= /4gcan(dz.[(z, L0z, [dz.(z, ., 0:v)]) dz~H(£?) =
B
= 4Re(dzu - Dzv) 0 271 dL? = / V(uoz 1) -V(vozt) dL?,
2(B) z(B)

also (7.1).
Klarerweise ist W1'2(M,g) ein innerer Produktraum. Fiir eine Cauchyfolge wu, €
WY2(M,g) sehen wir mit (7.1), dass

/ (]Vun — Vum|* + |up — um]2A2> dc? <
z(Uo)

< / (|Vg(un — um)|§ + |up — um|2) dpg — 0 fiir n,m — oo,
M
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also ist wu, eine Cauchyfolge in L?(u,) und wu,oz"! eine Cauchyfolge in W12(Uy) .

Daher konvergiert u, — uin L*(y,) und u,o0z7! — uwoz7lin VVli’cQ(z(U)) fiir al-

le Karten, insbesondere gilt u € I/Vllg’f(M) N L?(pg) . Da M das zweite Abzihlbar-
keitsaxiom erfiillt, konvergiert nach Ubergang zu einer Teilfolge weiter wu, — u, Vg, —
Vu fast iiberall beziiglich p, . Dann erhalten wir mit dem Lemma von Fatou

/Qvgw—uM+mm—mﬂd%éhgg{/QVA%—um@+mn—w#)m@
M M

also uw € WH2(M,g) und

hmsup H Uy — U HWI’Q(M)S lim H Up, — Um le,Q(M): 07
n—o00 THm=eo

und u, — uin WH2(M,g) , d.h. WL2(M,g) ist vollstindig und somit ein Hilbertraum.

/1]

Wichtig fiir unsere Untersuchung ist die Poincaré-Ungleichung.

Proposition 7.3 (Poincaré-Ungleichung) Es sei M eine Riemannsche Fliche mit
einer hermiteschen Metrik g, Q C M offen mit kompaktem Abschluss Q C M und
w:U C M—B;(0) eine Karte. Dann gilt fir jedes u € Wllgf(M) und

c::][ (wow™t) dL?
B1/2(0)

die Abschitzung
[Jlu=c duy < C [ 19,0 duy
Q M

mit fiir ein C = C(M,g,Q,w) < oo . Ist [u#0] CQundQ # M , so kann ¢ =0
gewdhlt werden.

Beweis:

Wir wihlen Karten z, : U, € M—3B;(0) C C,V;, := z,;l(Bl/Q(O)) mit M = UV . Mit
der Poincaré-Ungleichung, sieche [GT] (7.45) bzw. [Sch-c] Satz 5.2, gilt fiir

Ck ::][ (uoz; ') dL?
B1/2(0)

und ein universelle C' < oo , dass
/ (u—cp)oz H)?dL? < C / IV(uoz,H)> dL? < C/ |Vgu|§ dpig.
B12(0) By2(0) M

Mit der Substitutionsformel rechnen wir

/ ((u—ck)oz H)? dL? = / ((u—ck) oz 1)?+|det(z 02, 1)] dL? <
z(VinVi) 2, (VW)
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< Ck‘,l / ((U — Ck;) ) 2;1)2 d£2 < Ck‘,l / |Vgu|§ d,UJg
B1/2(0)

Fiir Vi, NV, # 0 ergibt dies

‘Ck — 01‘2 < CkJ / ((Ck — Cl) o Z[l)Q dﬁz <
21(VienV7)

< Ck,l / ((u—ck)ozl_l)Q d£2+Ck7l / ((u—cl)ozl_l)Q dc? < Chl/\vgu]f} dﬂg
2(VienVh) 21 (VinV) M

und

/ ((u—c)oz H)? dL? <

21 (V)

<2 / (u—c) oz 1) dL? + Cle — ex]* < Cry / |Vgu|3 dpg-
B /2(0)

Da M zusammenhingend ist und alle Vj offen sind, lassen sich alle V; mit V durch
eine Kette Vj,,..., Vi, mit ky = k,ky =1 und

ij_lﬂvkj;é@ firj=1,...,J

verbinden, und wir erhalten

/ ((u—ck)oz 1> dL? < Ck7l/\Vgu]§ dpg VI

(V1)
Da Q kompakt ist, wird © von endlich vielen Vi;5 = 1,...,J iberdeckt, und wir
erhalten fiir g = zzj()\zjgc,m) auf Uy, mit A\, € Cpx (U ] oo[) und ¢ = ¢ , dass
/|u—c| d,ug<Z/|u—c| d,ug—z / (u—rc) ozk1|2)\2 dc? <

=1 2k (Vi)

J
<> Cule) [ lu-oesP AL <COg. ) [ 1V, duy
j:l M

Ist schliesslich [u # 0] € Qund Q # M , so wihlen wir eine Karte w : U C M —
0B (0) und erhalten die Abschétzung mit ¢ =0 . Damit ist die Poincaré-Ungleichung
bewiesen.

/1]

Fiir die Regularitidt von Losungen des Poisson-Problems auf offenen Mengen mit kompak-
tem Abschluss benotigen wir glatte Rénder.
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Definition 7.2 FEine offene Teilmenge ) einer Riemannschen Fliche M hat glatten
oder C®—Rand in p € O , wenn eine Karte z : U(p) € M—5B1(0) C C mit p €
U(p),z(p) =0 und eine glatte Funktion ¢ :]—p,0[—]—1/4,1/4] mit 0 < p < 1/2,(0) =
0,7 :=] —o,0[x] —1/2,1/2[]C B1(0) wund

2 Q)NZ={(v,y) € Z |y> () } (7.2)

existiert.

Wir  sagen Q hat glatten oder C*®—Rand in r < o9 , wenn
Q glatten Rand in allen p € T' hat. Fir T = 0Q sagen wir kurz,  hat glatten oder
C*>°— Rand.

d

Nun kénnen wir das Poisson-Problem auf offenen Mengen mit kompaktem Abschluss und
glattem Rand 16sen.

Proposition 7.4 FEs sei M eine Riemannsche Fliche mit einer hermiteschen Metrik g
und Q C M offen mit glattem Rand und kompaktem Abschluss Q C M . Dann existiert
zu jedem @ € C®(Q) mit [y, ¢ dug =0 im Fall @ = M eine Lisung u € C™(Q) des
Poisson-Dirichlet- Problems

Agu=¢p inQ,

u=0 auf 0.

Beweis:
Wir betrachten V := Wol’Q(Q) bzw.

V::{UGWI’Q(Q)‘AZud,ugzo}

im Fall Q = M . Da im zweiten Fall M =Q kompakt ist, gilt W1H2(Q) = Wy*(Q) , und
in beiden Féllen haben wir V' C VVO1 2(9) . Als abgeschlossener Unterraum von W12(€)
ist V' ein Hilbertraum, und die Bilinearform « auf V', definiert durch

a(u,v) := /g(Vgu, Vgv) dug,
Q

ist symmetrisch und stetig auf V .
Fir ©Q # M haben wir mit der Poincaré-Ungleichung, Proposition 7.3, zuerst fiir

u e CP(Q) , dann fir alle ueV = Wol’z(Q) , dass

[ diy < €019 [ 19,02 dpy
M M

Ist Q=M ,somuss 00 =0 sein, da  mit glattem Rand vorgesetzt ist. Dies ergibt
Q= QO = M , und wir haben mit der Poincaré-Ungleichung, Proposition 7.3, fiir alle
u €V ein geeignetes ¢ € R mit

1 g < [l duy < C01,) [ 19,0 dp
M M M
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da [y, udpg=0.
In beiden Fallem haben wir

a(u,u) > co || u ey YueV

und ein ¢y > 0, also ist a positiv-definit, d.h. ein Skalarprodukt auf V , und genauer
erzeugt a eine zu || . [y12(q) #quivalente Norm auf V , insbesondere ist V' mit
dem Skalarprodukt a ein Hilbertraum. Weiter ist A:v eV — [ Ve dpg ein stetiges,
lineares Funktional auf V . Dann existiert mit dem Satz von Riesz ein eindeutiges u €
V mit a(u,v) = Av bzw.

/g(Vgu,ng) dpg = —/<p-v dpg YveV.
Q M

Im Fall Q =M ist M = Q kompakt, also 0 < py(M) < oo , und fiir jedes v €
wWh2(Q) = WOI’Q(Q) ist v := v — [,vdug/pug(M) € V . Da in diesem Fall weiter
Jar ¢ dig =0, erhalten wir ue 'V C Wol’z(Q) und

/g(Vgu, Vgv) dug = —/go v dpg Vv e WOI’2(Q), (7.3)
Q M

was im Fall Q # M trivial gilt, da in diesem Fall V = Wol’z(Q) .

Fiir eine Karte z: U C Mi>Bl(0) C C identifizieren wir U = B1(0) € M und
schreiben g = 2*(A2gcqn) auf U mit A € C2,(U,]0,00[) . Mit (7.3) und (7.1) sehen wir fiir
Up:=B1(0)NQ#0 und ve C&Uy) € Wy?(M) , dass

/Vu-Vv dEQZ/g(Vgu,ng) d,ug:—/gp-v dpg:—/)\2gp-vd52.
Uo M M Uo

Damit ist u € T/Vli’cz(Uo) eine lokale, schwache Losung von Au = My in Uy , und,

da M2p € C® (Uy), folgt mit mit Standardtheorie fiir elliptische Gleichungen, siche [GT]

loc

Theorem 8.10 bzw. [Sch-c] Korollar 6.6, dass u € C;2.(Up) und
Agu = A 2Au=¢p in Up.

Da die Karte beliebig war, folgt « € C;2.(2) und Agu = ¢ in 0, also 16st v die Poisson-
Gleichung.

Da Q glatten Rand hat, hat weiter Uy = B1(0) N Q2 in der Karte glatten Rand in
B1(0)NoUy , und u hat schwache Nullrandwerte auf B;(0) N dUy . Mit Standardtheorie
fiir elliptische Gleichungen, siehe [GT]| Theorem 8.13 bzw. [Sch-c] Korollar 6.6, folgt u €
C2 (Ug U (B1(0) N 0Uy)) und uw = 0 auf B1(0) N Uy . Da die Karte beliebig war, folgt

loc -

u € C®(Q) und u = 0 auf 99 , wie gewiinscht.

/1]

Mit der folgenden elementaren Proposition erhalten wir geniigend viele offene Mengen
mit kompaktem Abschluss und glattem Rand, um das Poisson-Problem auf der ganzen
Riemannschen Fliche zu 16sen. Zum Beweis verwenden wir zur Vereifachung den Satz von
Sard D.1, obwohl elementarer Argumente ausreichen kénnten.
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Proposition 7.5 Zu jeder kompakten Teilmenge K  einer Riemannschen Fliche M
existiert eine offene Obermenge Q O K mit kompaktem Abschluss Q@ C M wund glattem
Rand.

Beweis:

Da K kompakt ist, existieren endlich viele Karten 2z : U C M i>B1(O)
C,l = 1,....k mit K C UF 2 (B1/2(0)) . Wir wihlen 7 € C§°(B1(0)) mit 0
77<177—1aufB1/2() Dann ist ¢ == S.F (noz) € CP(M),¢ > 0und ¢
1 in einer offenen Obermenge V' 2 K . Nun betrachen wir 1y € C;2.(R) mit ¢(t)
e! =1/t fiir t > 0 und to(t) := 0 fiirt < 0 . Dann ist 1 — (1 —¢) = 1 firt > 1 und
1—tp(1=0)=1—-e"WD =0 und 0<1—1g(l—t)<1fiirt> 0. Daher ist
¢=1—1p(l—¢) € CR(M)mit 0< ¢ <1,¢=1aufV und [¢=0] C[p=0], also ist
supp ¢ C supp ¢ kompakt und ¢ € C°(M) .

Mit dem Satz von Sard, Satz D.1, und, da M das zweiten Abzihlbarkeitsaxiom
erfiillt, existiert ein 0 < t < 1 mitd¢ # 0auf[¢p = ¢] . Dann ist Q = [¢p > {]
eine offene Obermenge von K mit kompaktem Abschluss Q C supp ¢ C M . Da
dp # 0 auf [¢ = t] D 00 , hat © mit dem Satz iiber implizite Funktionen glatten Rand
N=[p=t1].

IV IAIN

/1]

Damit kénnen wir das Poisson-Problem auf der ganzen Riemannschen Fliche 16sen.

Beweis von Lemma 7.1:

Wir wéhlen mit Proposition 7.5 und mit dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom, das M
erfiillt, sukzessive offene Menge supp ¢ C Q, mit kompaktem Abschluss Q, C Q.1 ,
glattem Rand 09, € C*° und mit M = U2 ,Q, . Da [, ¢ dug = 0, existieren mit
Proposition 7.4 glatte Losungen u,, € C*°(2,,) des Poisson-Problems

Aguy, =@ in £,
u, =0 auf 99,

(7.4)

Ist eines €2, = M , insbesondere ist M kompakt, so ist u,, eine gewiinschte beschrinkte,
glatte Losung des Poisson-Problems auf ganz M . Daher betrachten wir im weiteren
Wir setzen S, := supq |u,| und betrachten zuerst

limsup S,, < 0. (7.5)

n—o0

In diesem Fall sind w, gleichméssig beschrankt, und wir erhalten mit Standardtheorie
fiir elliptische Gleichungen, sieche [GT] Theorem 6.2 und 6.17 bzw. [Sch-c| Satz 7.5, dass

I| wn Hcm(K)§ CMg,K,pm <00 VK C M kompakt.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert w, — u glatt auf kompakten Teilmengen
von M mit u € CX.(M),|u| <limsup,, o Sp < 0o in M und

Agu < Agu, = @,
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also ist u eine gewlinschte beschriankte, glatte Losung des Poisson-Problems auf ganz
M .

Ist (7.5) nicht erfiillt, so haben wir eine Teilfolge mit S,, — oo , insbesondere ¢/S,, —
0 glatt auf M und |u,/S,| <1 . Dann erhalten wir wie eben mit Standardtheorie fiir
elliptische Gleichungen, siche [GT] Theorem 6.2 und 6.17 bzw. [Sch-c] Satz 7.5, dass

| un/Sn lom )< Chg i om < 00 VK C M kompakt.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert wu,, /S, — u glatt auf kompakten Teilmengen
von M mit u € C(M),|ul <1in M und

loc
|Agul < |Agun/Sn| < |@/Snl = 0,

also ist w harmonisch auf ganz M .

Nach Ubergang zu einer Teilfolge und nach méoglichem Ersetzen von ¢ durch — ¢ |
kénnen wir 0.B.d.A. S,, = supq_u, = supq |u,| annchmen. Da wu, auf der kompakten
Menge €, stetig ist, existiert p, € Q, mit

Un(Pp) = SUpuy = Sy.

Da wu, = 0 auf 09, , folgt mit S,, > O fiir grosse n , dass p, € €1, . Angenommen
Pn & supp @ , so folgt p, € Q, —supp ¢ . Nun ist u, in der offenen Menge ), — supp ¢
harmonisch und nimmt im Inneren in p, € ,, — supp ¢ sein globales Maximum an. Mit
dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen, siehe [GT] Theorem 2.2 bzw. [Sch-c]
Satz 2.2, ist w, konstant auf der Zusammenhangskomponente 7, der offenen Menge (2, —
supp ¢ mit p, € Z, . Als Zusammenhangskomponente ist 7, abgeschlossen in €, —
supp ¢ , und daher gilt

0Zy, C 9(Qy — supp @) C 0, U supp . (7.6)

Ist 07, =0 ,sogilt Z, = M ,da M zusammenhingend ist, im Widerspruch zu
Zn C Qn # M . Daher existiert p, € 07, , und mit der Stetigkeit von wu, sehen wir
w(pn) = u(pp) = Sy > 0. Da u, =0 auf 99, , folgt wieder p, € Q, , also D, € supp ¢
mit (7.6). Somit existiert p, € supp ¢ mit

u(pn) = sup u, = Sy.

Qn
Da supp ¢ kompakt ist, erhalten wir p, — p € M nach Ubergang zu einer Teilfolge

und mit der obigen gleichmiissigen Konvergenz auf kompakten Mengen, dass

u(p) < un(pn)/Sn = 1.

Da u harmonisch und |u| < 1 auf ganz M ist, folgt wieder mit dem Maximumprinzip fiir
harmonische Funktionen, sieche [GT] Theorem 2.2 bzw. [Sch-c] Satz 2.2, da M zusam-
menhéngend ist, dass

u=u(p) =1. (7.7)
Ist infg, u, < 0 fiir eine Teilfolge, wihlen wir wie oben ¢, € supp ¢ mit u(g,) =
info_u, < 0. Dies ergibt wie oben nach Ubergang zu einer Teilfolge mit ¢, — ¢ € M
mit der obigen gleichméssigen Konvergenz auf kompakten Mengen, dass

u(q) = ILm Un(qn)/Sn <0,
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im Widerspruch zu (7.7).

Daher haben wir wu, > infq u, > 0 fir grosse n . Fir eine Karte z : U C
Mi>B1(O) C C und der Identifikation U = B;(0) C M hat, da 0f2, glatten Rand
hat, die Menge B1(0)N 2, glatten Rand in B1(0) N9, . Da u, = 0 auf 0€,, mit (7.4)
und u, > 0, sehen wir fiir die dussere Einheitsnormale vp, (0)nq, , dass

0,

VB1(0)nQn

u, <0 auf B1(0) NoQ,. (7.8)

Fir n e C*(U),0 <n <1 ergibt dies mit dem Divergenzsatz, dass

/Ag(unn) dpg = / A(upmn) dc? = / aVBl(o)nQn (unn) dareap, (o)non, =
Qn B1(0)NQy, B1(0)No02y,
= 1 Oup, 0nan, Un dareas, o)noe, <0, (7.9)
Bl(O)OBQn
da wu, =0 auf 99,, . Wéhlen wir eine Partition der Eins, wie z.B. in [Sch-a] §B, 0 < <
1, Zle m=1auf Q, und mit n € C(U;) mit Karten z : U, C Mi>Bl(0) CC,l=
1,...,k , so erhalten wir

k

k
/Agun dpg = /Ag (un Zm) dpg = Z / Ag(upm) dpg < 0. (7.10)
On On =1q,

=1

Andererseits haben wir, da supp ¢ C Q,, , nach Voraussetzung an ¢ mit (7.4), dass

/Agun dpg = /<p dug =0,
Qnp M

und daher miissen alle Integrale in (7.10) verschwinden. Da Zle m =1 auf Q,, , existiert
zu jedem p € 99y, einl € {1,...,k} mit n(p) > 0, insbesondere p € supp n; C U; . Mit
(7.9) mit z = z;,U = U;,n = erhalten wir (9,,31( un(p) =0.Da pe dQ, beliebig
war, verschérft sich (7.8) zu

0)NQn,

0,

VB1(0)NQn Un

=0 auf B1(0) NIQ,.

Setzen wir w, mit u, := 0 auf M — Q,, fort, so sehen wir w, € CH(M)N Ce (M —
0Qy,) mit Au, =0 in By (0) — 09, fiir Karten mit U Nsupp ¢ = () . Dann ergibt sich fiir
n € C§°(B1(0)) mit dem Divergenzsatz

/un-AndEQ: / up - An dL? = / Auy, -0 dL? =0,
B;(0) B;1(0)NQ2 B1(0)NQ

und mit dem Lemma von Weyl, siche [GT] Exercise 2.8 bzw. [Sch-c] Lemma 2.1, ist
uy, harmonisch in B1(0) , insbesondere u, € C;2.(B1(0)) , also u, € C;2.(M) . Klarerweise
ist dann w, beschrénkt auf ganz M und Aju, = 0in M — supp ¢ , zusammen ist u,
eine gewiinschte beschrinkte, glatte Losung des Poisson-Problems auf ganz M . Damit

ist die Proposition bewiesen.
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Mit der Losung des Poisson-Problems erhalten wir die Existenz einer nicht-konstanten me-
romorphen Funktion auf jeder Riemannschen Fliche. Dazu setzen wir zuerst den Realteil
einer holomorphen Funktion global fort.

Proposition 7.6 (Existenz einer beschrinkten harmonischen Fortsetzung) FEs
sei M eine Riemannsche Fliche und f eine holomorphe Funktion in einer punktierten
offenen Umgebung eines Punktes p € M . Dann existiert eine harmonische Funktion
w auf M — {p} mit

lim (u(g) — Re(f)(q)) = 0.

u ist beschrdinkt im Komplement jeder Umgebung von p.

Beweis:

Wir wiihlen eine Karte z: U(p) € M—B1(0) C C,p € U(p),2(p) =0 mit f holomorph
in U(p)—{p}, identifizieren U = B1(0) C M und schreiben g = A\? 2*g.,, auf U mit \ €
Ci(U,]0,00[) . Weiter wihlen wir 7 € Cg°(B1(0)) mit n = 1 auf By/5(0) und setzen
¢ :=n-fe€ CX(M—{p}).Da fholomorphin U(p) — {p} = Bi(0) — {0} ist, hat
0:¢ kompakten Tréger in B;(0) — {0} , und wir betrachten 0:;¢ € C5°(B1(0) —{0}) C
C3°(M,C) . Mit dem Divergenzsatz rechnen wir

/ Ag¢ dug = / 40,:¢ dL* = 0,
M

B1(0)

und mit Lemma 7.1 existiert eine beschrénkte, glatte Losung @ € Cpo. (M) NL>® (M) des
Poisson-Problems
Ay = —AgRe(¢) in M.

Damit ist w := 4 + Re(¢) € Cpe.(M — {p}) harmonisch in M — {p} und

u(q) = u(q) ist beschrénkt fiir ¢ € M — supp n O M — B;(0),
u(z) — Re(f(2)) = u(z) ist beschrénkt fiir z € By 5(0) — {0},
da suppn C B1(0) und n = 1 in By/5(0) . Klarerweise ist u fiir jede offene Umgebung

V(p) von p auf der kompakten Menge supp n—V(p) C M —{p} beschriinkt, also ist «
beschriankt im Komplement jeder Umgebung von p . Weiter gilt

lim (u(z) — Re(f(z)) = lim u(z) = u(0),

z—0 z—0

und nach Addition einer Konstanten kénnen wir @(0) = 0 annehmen. Damit ist die
Proposition bewiesen.

/1]

Bemerkung:
Jede beschrankte, harmonische Funktion v in der punktierten Kreisscheibe D—{0} setzt
glatt in den Punkt 0 , denn fiir geeignetes « € R existiert eine holomorphe Funktion
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hin D — {0} mit Re(h) = v — alog]|.| , und diese hat eine hebbare Singularitdt in 0 .
Damit ist Re(h) = v — alog|.| beschrankt bei 0, also o =0, und Re(h) ist eine
glatte Fortsetzung von v auf D .

Insbesondere setzt oben u — Re(f) glatt in den Punkt p € M fort.

Satz 7.1 (Existenz einer nicht-konstanten meromorphen Funktion)

Auf jeder Riemannschen Fliche M existiert eine nicht-konstante meromorphe Funktion
M — S? .

Beweis:

Wir betrachten p; # po € M und Karten z; : U(p;) € M-—5By(0) C C,p; €
U(pj),#j(p;) = 0 . Nun sind 1/z; holomorph in U(p;) — {p;} , und mit Proposition 7.6
existieren reellwertige, harmonische Funktionen wu; auf M — {p;} mit

uj — Re(1/z;) setzt glatt in p; = 0 fort. (7.11)

Fiir eine beliebige Karte z : U — C sind mit Proposition 2.2 und Proposition 2.3.1. die
Funktionen 0,u; holomorph in U — {p;} . Fiir eine weitere Karte w:V — C sehen wir
mit Proposition 2.3.3. und der Holomorphie von wo 2! | dass

Ist O,u; =01in U —{p;} , so verschwindt O,u; fiir alle Karten mit dem Identitatsatz fiir
holomorphe Funktionen, da M — {p;} zusammenhéngend ist, und wir erhalten du; =
0 auf M —{p;} , da u; reellwertig ist. Damit ist w; konstant auf M — {p;} , womit aber
(7.11) nicht gelten kann.

Daher kénnen sich die Nullstellen von 0,u; in U — {p;} nicht héufen, und f, :=
0,u1/0,ug ist meromorph in U — {p1,p2} . Mit (7.12) sehen wir f, = f,aufUNV —
{p1,p2} , und dies definiert eine meromorphe Funktion f auf M — {p1,pe} mit f = f, =
0yu1/0,uy fiir alle Karten. Mit (7.12) und den Cauchy-Abschétzungen fiir harmonische
Funktionen, siche [GT] Theorem 2.10 bzw. [Sch-c] Satz 2.5, ist

0. — Re(1/2)) = 0.y — 5 (1)) = Doy +1/(220)

beschrénkt in einer punktierten Umgebung von p; =0, also lim, ;. 0.u;(q) = oo, und f
hat einen Pol in p; und eine Nullstelle in ps # p; . Damit ist f meromorph auf ganz M
und nicht konstant, wie gewiinscht.

/1]

Auf kompakten Riemannschen Fléchen ergibt die Existenz einer nicht-konstanten me-
romorphen Funktion deren Triangulierbarkeit. Die schliesst den Beweis des Satzes von
Gauss-Bonnet 4.1 ohne die Verwendung des Satzes von Rado iiber die Triangulierbarkeit
kompakter Flédchen.

Satz 7.2 (Triangulierbarkeit kompakter Riemannscher Flichen) Jede kompakte
Riemannsche Fliche ist triangulierbar.
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Beweis:

Mit Satz 7.1 existiert eine nicht-konstante meromorphe Funktion f: M — S% . Da M
kompakt ist, hat f nur endlich viele Verzweigungspunkte, d.h. Punkte p € M mit df, =
0 , und nach einer Rotation von S? konnen wir annehmen, dass keines der Urbilder
p € fl(c0) ein Verzweigungspunkt ist. Die endlich vielen Verzweigungspunkte ha-
ben nur endlich viele Bilder, die singuldren Werte. Da M kompakt ist, ist jede Faser
f~(q) fiir ¢ € S? endlich, und pi,...,py € M seien die paarweise verschiedenen Urbil-

der der endlich vielen singuldren Werte ¢, := f(p,) € C von f . Insbesondere sind alle
Verzweigungspunkte von f in py,...,py enthalten bzw.
dfp%o VpeM—{pl,...,pN}. (713)

Mit Definition 4.3 existieren fiir die identische Karte w : C C S? — C Karten z, :
U(pn) € M—Bs,,(0) mit p, € U(py), 0n, >0 und

fozl =qn+id™, (7.14)

my, € N, insbesondere f(U(pn)) = Byrn(gn) € C . Weiter wihlen wir g, := ot/mn
so klein, dass f(U(pn)) = Bolgn) € C, Bay(gn) paarweise disjunkt sind und U(py,)
paarweise disjunkt sind.

Nunist f~'({q1,...,an}) = {p1,...,pN} bzw.
SN —{an, - an}) =M — {p1,...,pn}.

Da weiter f mit Proposition 4.5 surjektiv ist und df # 0 in M —{p1,...,pn} mit (7.13),
ist
f’SZ - {q17 o 7qN}) — M — {p17 o 7pN} Surjektiv

und ein lokaler Diffeomorphismus. Da wie schon bemerkt alle Fasern von f endlich sind,
ist

f18% —{q,...,qn}) = M —{p1,...,pn} eine Uberlagerungsprojektion. (7.15)

Nun wihlen wir eine Triangulierung {7} von S? , die alle singuldren Werte qi,...,qn
als Ecken enthélt und die in allen B,(gy) fiir ein M > 3 genau die Flichen

T

wnm = Qo+ {re® | 2rm/M < ¢ < 2n(m +1)/M,0<r <o} firm=0,...,M —1
enthélt. Insbesondere sind die Kanten der Triangulierung in m gerade
Cpm =G + {re¥™™M | 0<r <o} ficm=0,...,M—1
und
L = n + {0e" | 2rm/M < ¢ < 2n(m +1)/M } firm=0,...,M —1,
und die Ecken der Triangulierung in m gerade
Gns G 4+ 067 ™M iy m =0,..., M — 1,
Wir triangulieren den Abschluss von B i/m, (pn) := zgl(Bgl/mn (0)) € U(pn) fnit (7.14)
in der gleichen Weise mit M ersetzt durch Mm, € N in die Flichen T, ,,,m =
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0,...,Mm, — 1 . Wir sehen, die Flichen dieser Triangulierung werden durch f auf
Flichen der obige Triangulierung von B,(g,) abgebildet, genauer

F(Tpm) =Ty r (7.16)

fir m=sM+r,s=0,...,m, —1,r=0,..., M — 1.

Da S? - UN B, (qn) kompakt ist, kénnen wir die Triangulierung {7} } von S2
ausserhalb von 52 UN_B,(qn) so fein wihlen, dass jedes Ty C S? — UM B,(qn)
in einer offenen Menge U C S? — {qi,...,qn} enthalten ist, fir die f~1(U) =
Zj V;,V; offen und f |Vji>U ist ein Hom6omorphismus wie in Definition B.1 bzw. ist

in diesem Fall sogar ein Diffeomorphismus. Wir setzen le’ = YT N V; und zeigen,
Tk,j bilden zusammen mit obigen Fldchen Tn,m in Bi/my (pn) eine Triangulierung von
M .

Alle Flachen Tk,j bzw. Tn,m werden durch f auf eine der Flachen T) der Triangulie-
rung von S? abgebildet. Nach obiger Konstruktion schneiden sich zwei der Flichen Tmm
nur in einer gemeinsamen Kante oder in einer gemeinsamen Ecke, wenn wir Mm, > 3
beachten. Nun habe le’ mit einer weiteren Fliche 7T = Tk/,j/ # Tk,j oder T' = Tmm
einen nicht-leeren Schnitt. Da Ty ; C V; und {Vji}; paarweise disjunkt sind, ist
Tk,j N TkJ’/ = @fur] 7& j/ 5 also ist T 7§ Tk,j’ s und f(Tk,]) = Tk 7§ ﬂ = f(T)
sind zwei verschiedene Flichen der Triangulierung {7} von S? . Daher schneiden sich
f (Tk]) =Ty und f (T) =T, in einer gemeinsamen Ecke oder einer gemeinsamen Kante,
also ist der Schnitt

Ty 0T = (V) (F(Tky) N F(T))

eine gemeinsame Ecke oder eine gemeinsame Kante.
Schliesslich miissen wir zeigen, dass T} ; und T}, ,, ganz M {iiberdecken. Klarerweise

ist

Un= lB 1/mn (pn) - Un 1 Uan T
Fir p € f71(S? — UN_B,(gn)) ist f(p) € T € S% — UN_|B,(gy) fiir ein k , und mit
obiger Konstruktion ist T, CU und p € f~1(U) = >.;Vj,also pe TNV =Ty .
Dies ergibt

FHS® = Ui Bo(an)) € UpyTh .

und es verbleibt zu zeigen, dass
M = UL\ B i jma (pn) U £ (S = URZ1 Bo(gn))

bzw.

FM = ULy By (pn)) © 5% = Unly Bo(an). (7.17)

Da {p1,...,pn} =UN_f(gn) , haben wir fiir q € {q1,...,qy} mit Definition 4.3 und
Proposition 4.5 und (7.14), dass

deg f =degy f= Y mn,

qn=4q

und fiir ¢’ € B,(¢) — {q} mit (7.14), dass

Z # ﬂB ol/mn pn Z m, = deg f = degq f> #(f ( ))

qn=4q qn=q
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also
f_l(UnNleg(Qn)) < UnNleQI/mn (Pn)-

Dies ergibt (7.17), und der Satz ist bewiesen.

/1]
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8 Das globale Maximumprinzip auf Riemannschen Flachen

Wir unterscheiden zwischen Riemannschen Fléchen, auf denen ein globales Maximumprin-
zip gilt oder nicht.

Definition 8.1 Wir sagen eine Riemannsche Fliche M erfillt das globale Mazimum-
prinzip oder M st eine Riemannsche Fliche mit globalem Maximumprinzip, wenn fir
UC M,# M, offen und u stetig und nach oben beschrinkt auf U wund subharmonisch
i U die Abschitzung
u(p) < sup u(q) fir alle p € U, (8.1)
qedU

gilt.

Erfillt M das globale Mazximumprinzip nicht, so sagen wir auch, M ist eine Rie-
mannsche Fldche ohne globales Mazximumprinzip.

Bemerkungen:
1. In unserer Definition 2.6 sind subharmonische Funktionen glatt.

2. Nimmt eine subharmonische Funktion in einer offen, zusammenhingenden Menge
U C M ein lokales Maximum an, so ist « mit dem Maximumprinzip fiir subhar-
monische Funktionen, siche [GT] Theorem 2.2 bzw. [Sch-c] Satz 2.2, konstant auf
U.

Da stetige Funktionen auf kompakten Menge immer ein globales Maximum anneh-
men, folgt fiir U C M,# M, offen mit kompaktem Abschluss U C M und wu
stetig auf U und subharmonisch in U , dass

u(p) < sup u(q) fir alle p € U, (8.2)
qedU

also gilt das Maximumprinzip auf offenen Mengen U # M mit kompaktem Ab-
schluss immer, und insbesondere erfiillen kompakten Riemannsche Fliachen das glo-
bale Maximumprinzip immer.

3. Auf Riemannschen Flachen mit globalem Maximumprinzip ist die harmonische Fort-
setzung in Proposition 7.6 eindeutig. wie man durch Subtraktion zweier Fortsetzun-
gen und Anwendung des globalen Maximumprinzips auf M — U,(q) fiir offene
Umgebungbasis U, (g) von ¢ sieht.

4. Das globale Maximumprinzip gilt nicht auf D . wie wu(z) := log|z| fiir 2 # 0 und
U=D-— Bl/Q(O) Zeigt.

5. Fiir M = C in Definition 8.1 ist wus(z) : z = u(z) — §log|z| fiir z € U — {0}
subharmonisch in U, := U — B,(0) und stetig und nach oben beschrankt auf U, ,
insbesondere us(z) < supyy, us fiir [2| > R = R, , und mit dem Maximumprinzip

(8.2) auf U, N Bgr(0) folgt

sup  us < sup us < sup ug.
UoNBRr(0) 9(UNBR(0)) U,
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Fir R — oo erhalten wir

sup ug < sup ug < sup u—dlogop
U, aU, AUU(8B,(0)NU)

und fir 6 — 0, dass

supu < sup U.
U, OUU(dB,(0)NU)

Fiir ¢ — 0 und 0.B.d.A. 0€9U # () folgt supy u < supgyu , und C erfiillt das

globale Maximumprinzip.

6. Fiir unbeschrinkte harmonische Funktionen gilt das globale Maximumprinzip auch
nicht auf C , wie wu(z) := Re(e?) fir z € C und U = [Re > 0] zeigt.

7. Fir ¢ € C;2(R) monton nicht-fallend und konvex und wu in einer offenen Menge
U C C rechnen wir

A ou) = (u)Au + " (u)|Vul*> > 0.

Damit ist fiir jede subharmonische Funktion u auf einer Riemannschen Fliche auch
1 ou subharmonisch.

8. Setzen wir 1(0) := 0,1/(0) := 0,4 (t) = e~ V/* fiir t > 0 und "' (¢) := 0 fiir t <0,
so ist 1 € Cp2(R) monton nicht-fallend, konvex und

P(s) =0<(t) firs<0<t.
a

In [FaKr] IV.3.2 werden Riemannsche Flichen als hyperbolisch bezeichnet, wenn es eine
nach oben beschrénkte, nicht-konstante, subharmonische Funktion auf der Riemannschen
Fliche gibt. Nach der folgenden Proposition ist dies dquivalent zur Negation des globalen
Maximumprinzip.

Proposition 8.1 Fine Riemannsche Fldche erfillt das globale Maximumprinzip M ge-
nau dann, wenn alle nach oben beschrinkten, subharmonischen Funktionen auf M kon-
stant sind.

Beweis:

(=): Erfiillt M das globale Maximumprinzip und ist « eine nach oben beschrinkte,
subharmonische Funktionen auf M , so sehen wir mit (8.1) auf der offenen Menge U :=
M —{q},q e M ,dass u(p) <wu(g) Vp€ M ,und mit Symmetrie ist v konstant.

//

(<): Angenommen das globale Maximumprinzip gilt nicht auf M | so existiert mit (8.1)
ein offenes U C M,# M, wu stetig und nach oben beschrinkt auf U und subharmonisch
in U und p € U mit nach Subtraktion einer Konstanten

u(p) > 0> u(q) Vqe dU.
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Mit 1 aus der 8. Bemerkung nach Definition 8.1 setzen wir

(You)(q) firqgeU,
0 firge M - U,

v(q) ==

und v ist mit der 7. Bemerkung nach Definition 8.1 subharmonisch in U . Weiter
ist v = 0 auf der offenen Menge [u < 0]U (M —U) 2 M — U , also ist v glatt und
subharmonisch auf ganz M . Da w auf U nach oben beschriankt ist und v stetig ist,
ist v beschrankt auf U , also, da v=0auf M — U , ist v beschriankt auf ganz M .

Da U # M,(), da p e U, offen und M zusammenhingend ist, ist OU # () , also
existiert ein ¢ € OU , und es gilt v(q) = 0 . Andererseits gilt v(p) = ¥(u(p)) > 0, und
v ist nicht konstant, und die Proposition ist bewiesen.

/1]

In der n&chsten Propositition suchen wir nicht-triviale Lésungen des Dirichlet-Problems.
Da das globale Maximumprinzip die Eindeutigkeit des Dirichelt-Problems impliziert,
konnen solche Losungen nur auf Riemannschen Flichen ohne globales Maximumprinzip
existieren.

Proposition 8.2 (Dirichelt-Problem) M sei eine Riemannsche Fliche ohne globales
Mazimumprinzip und U C M  offen, zusammenhdngend mit glattem Rand 0U € C*

und M —U # 0 kompakt. Dann existiert eine glatte, nicht-triviale Losung u € C;2(U)
des Dirichlet-Problems

u ist harmonisch in U,
u=1 aufoU, (8.3)

O<u<l1l mnU.

Weiter kann v minimal gewdhlt werden, d.h. fiir jede Lisung @ € C[O’OC(U) mat

U st superharmonisch in U,

u>1 aufoU, (8.4)
>0 U
gilt
a>u aufU. (8.5)

Wir nennen dieses u die minimale Lésung des Dirichlet-Problems (8.3).

Beweis:

Es geniigt U # 0 zu betrachten. Nach Voraussetzung existiert mit Proposition 8.1
eine nach oben beschrinkte, nicht-konstante, glatte subharmonische Funktion wg auf M .
Da K := M —U # (0 kompakt ist, konnen wir nach Subtraktion einer Konstanten
maxy ug = 0 annehmen. Mit ¢ aus der 8. Bemerkung nach Definition 8.1 ist ¥ owug =
0 auf K und 9 oug > 0 auf M . Mit der 7. Bemerkung nach Definition 8.1 ist ) o ug
weiter subharmonisch in M .
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Angenommen 1) o ug ist konstant auf M , so ist ©Yowuy = 0, da K # 0, also
up < 0 auf M . Andererseits wird das Maximum mazgug auf der kompakten Menge
K in einem p € K angenommen. Daher nimmt wuy < 0 = up(p) sein globales Maximum
in pe K C M an, und daher ist wug mit dem Maximumprinzip fiir offene, zusam-
menh#gnende Mengen nach der 2. Bemerkung nach Definition 8.1 konstant auf M im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Daher ist ®¥owug # 0, und es existiert ein gg € M — K = U mit (¢ oug)(go) > 0. Da
ug auf U nach oben beschrinkt ist und ) stetig ist, ist 1) o ug nach oben beschrinkt,
also ganz beschrinkt auf M . Fiir R > supp;(¢ oug) ist wvg := 1 — (¢ oup)/R eine
glatte superharmonische Funktion auf M mit

=1 auf K =M —U 2 90U,
0<vp<1l inM-K=U, (8.6)

Uo((]o) <1 fiirein gy e U.

Da K = M — U kompakt ist, existiert wie am Beginn des Beweises zu Proposition 7.5
ein ¢ € Cg°(M) mit ¢ =1 auf einer offenen Obermenge V O K . Nun wéhlen wir mit
Proposition 7.5 und mit dem zweiten Abzéhlbarkeitsaxiom, das M erfiillt, sukzessive
offene Menge supp ¢ C €, mit kompaktem Abschluss €, C Q.1 , glattem Rand
09y, und mit M = U2 ,Q, . Klarerweise hat die offene Menge 2, NU C €, auch
kompaktem Abschluss in M , und mit Q,NU CU =M — K sehen wir Q,NU # M ,
da K#0.Da KCV Clp=1] Csuppd CQ, und V offen ist, hat Q, NU glatten
Rand 0(2, NU) = 09, + 0U . Daher existieren mit Proposition 7.4 glatte Losungen
Uy € C*(Q, NU) des Poisson-Problems

Agiiy = —Agp in Q,NT,
i, =0 auf O(Q, NU) = 9, + OU.

Mit unserer Wahl von ¢ folgt fir w, :=a, +¢ € C*(Q, NU) , dass

Agu, =0 inQ,NU,
u, =1 auf 9U, (8.7)
u, =0 auf 99,

Dann sind wu,, — vy, —u, € C*°(, NU) subharmonisch in Q, NU und wu, — vy, —t, <
0 auf 9(Q, NU) mit (8.6). Da Q, NU kompakten Abschluss in M hat, folgt mit dem
Maximumprinzip (8.2), dass

0<u,<vg<1l aufQ,NnU. (8.8)

Da wuy in Q, NU harmonisch ist und M = U2 €, , folgt mit den Cauchy-Abschéatzun-
gen fiir harmonische Funktionen, siche [GT] Theorem 2.10 bzw. [Sch-c] Satz 2.5, und
dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom, das M erfiillt, dass nach Ubergang zu einer Teilfol-
ge u, — u glatt auf kompakten Teilmengen von U und u harmonisch in U , insbesondere

ueCR(U) .

loc
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Da 0 < u, <1 harmonisch in VNU C Q,NU ist, u, = laufdU € C*
und OU C K C V , erhalten wir mit Standardtheorie fiir elliptische Gleichungen, siehe
[GT] Theorem 6.19 bzw. [Sch-c] Satz 7.5, fiir jedes ¢ € OU eine offene Umgebung
U(q) €V von ¢ mit

” Un HC’m’l/Q(U(q)ﬁU)S CMvU,q,m-

Damit und mit dem obigen inneren Argument konvergiert nach Ubergang zu einer Teilfolge
un, — u glatt auf kompakten Teilmengen von U mit u harmonisch in U,u = 1 auf oU |
insbesondere u € C2(U) .

Zur Verifikation ZZlcer dritten Aussage in (8.3), also insbesondere die Nicht-Trivialitét
u# 1, beachten wir 0 <wu <wvy <1in U mit (8.8), und mit (8.6) folgt u(go) < vo(qo) <
1 und gp € U , insbesondere u #Z 1 . Wire nun wu(q) = 1 fiir ein ¢ € U , so folgt mit der
2. Bemerkung nach Definition 8.1, da U zusammenhingend ist, dass u = 1 , was wir
gerade ausgeschlossen haben. Dies ergibt u < 1in U .

Nun ist OU # (0 , da das offene U # M,0, da K = M —U # 0 , und M
zusammenhingend ist, also uw # 0, da u=1aufdU # 0 . Da u > 0, folgt genau
wie eben mit der 2. Bemerkung nach Definition 8.1, da U zusammenhéngend ist, dass
w>0in U . Zusammen ist u eine gewiinschte Losung des Dirichlet-Problems (8.3).

Tatséchlich ist u auch die minimale Losung, denn fiur @ € CpO(U) mit (8.4) ist
@ —uy, superharmonisch in Q, NU und @ > u, auf 9(Q, NU) = 9N, +0U mit (8.7), also
folgt mit dem Maximumprinzip (8.2), dass @ > u, in Q,NU , also @ > w in U fir n — oo
und % > uin U mit Stetigkeit, d.h. (8.5). Daher ist u die minimale Lésung, und die

Proposition ist bewiesen.

/1]

Ohne das Verschwinden des Integral | u ® dpg in Lemma 7.1 ist nicht klar, ob das Poisson-
Problem eine beschrinkte Losung hat. Tatséchlich ist dies mit der folgenden Proposition
dquivalent zur Negation des globalen Maximumprinzip.

Proposition 8.3 Fine Riemannsche Fldche erfillt das globale Maximumprinzip M
genau dann, wenn fir jede hermitesche Metrik g auf M und jedes ¢ €
C3°(M) ohne die Annahme fM<p dug = 0 wie in Lemma 7.1 eine beschrinkte, glatte
Lésung u e CX(M)NL>®(M) des Poisson-Problems

loc
Agu=¢p inM
existiert.

Beweis:

(=): Wir betrachten eine Karte z : V C M-—5B5(0) € C und identifzieren V =
B4(0) € M . Dann ist die Menge U := M — B1(0) offen, zusammenhéngend mit glattem
Rand und M — U = B1(0) # 0 ist kompakt. Mit Propsition 8.2 existiert eine glatte,
nicht-triviale Losung u € Cf°(U) des Dirichlet-Problems (8.3). Nun wiihlen wir ein
£ € C3°(B3(0)) mit £ =1 auf By(0) und setzen ¢g := (1—-&u € C2(M)NL*(M) , d.h.
¢o = 0in B(0) und ¢9 = u in M — B3(0) 2 B5(0) — B3(0) . Da u harmonisch in U =

M — B;(0) ist, sechen wir

Agpo =0 in (M — B3(0)) U B2(0),
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also ist g 1= Agpp € C§°(B4(0)) C C§°(M) . Mit dem Divergenzsatz rechnen wir

[oodi= [agnan, = [ donac = [ 0,00 darcas,o -

M M B4(0) 9B4(0)

= g, U dareagp, o) = — / g, 0¥ dareagp, (o), (8.9)
0B4(0) 0B1(0)

da Au =0 in B4(0) — B1(0) .

Angenommen das Integral in (8.9) verschwindet, so setzen wu mit u:= 1 auf B;(0) C
fort und sehen u € Cllocl(M) NCX(M — 0B1(0)) mit Au =0 in B;(0) . Dann ergibt sich
fir n e C§°(B1(0)) mit dem Divergenzsatz

/ u-AndL? =0,
B1(0)

und mit dem Lemma von Weyl, siche [GT] Exercise 2.8 bzw. [Sch-c] Lemma 2.1, ist
v harmonisch in B;(0) , also ist « harmonisch auf ganz M , insbesondere u € C;2. (M) .
Da u < lauf M mit (8.3) und w = 1in B;(0) , nimmt wu auf B1(0) sein globales
Maximum an, und daher ist w mit dem Maximumprinzip in der 2. Bemerkung nach
Definition 8.1 konstant = 1 auf M . Dies widerspricht v < 1in U # () mit (8.3), und
daher verschwindet das Integral in (8.9) nicht.

Damit existiert zu jedem ¢ € C§°(M) ohne die Annahme fMgo dpg = 0 wie in
Lemma 7.1 ein o € Rmit [,,(¢ — ape) dug = 0 . Da weiter ¢ — agpg € C3°(M)
existiert mit Lemma 7.1 eine beschrénkte, glatte Losung u € Cp2. (M) N L>®(M) des
Poisson-Problems

Ay = —apy in M.

Dann ist u:=u+agg € Cpo.(M)NL>®(M) eine beschrankte, glatte Losung des Poisson-
Problems
Agu = Agu+ algpg = in M,

wie gewiinscht.

//

(<): Wir wihlen ¢ € C§°(M) mit ¢ > 0,%# 0 , und nach Voraussetzung existiert eine
beschrinkte, glatte Losung w € C5° (M) N L (M) des Poisson-Problems

loc

Agju=¢p>0 in M,

insbesondere ist u subharmonisch auf M . Da ¢ # 0, ist « nicht-konstant, und M
erfiillt mit Proposition 8.1 nicht das globale Maximumprinzip.

/1]

Proposition 8.4 (Existenz einer Greenschen Funktion) M sei eine Riemannsche
Fliche ohne globales Maximumprinzip. Dann existiert zu jedem p € M eine Greensche
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Funktion T, € CX(M — {p}) inp , d.h. fir eine Karte z : U(p) € M-—By(0) C

loc

C mit p € U(p),z(p) =0 wund der Identifikation U(p) = By(0) C M gilt

', ist harmonisch in M — {p},
T,>0 inM— {p}, (8.10)
['p(2) + log || ist beschrinkt fir z € By/(0) — {0}.

Weiter kann T, minimal gewdhit werden, d.h. fir jedes T' € CPo.(M — {p}) mit

loc

I ist superharmonisch in M — {p},
>0 inM—{p}, (8.11)
['(z) + log || ist nach unten beschrdnkt fir z € By 2(0) — {0},

gilt
r>r, iinM-—{p}. (8.12)

Beweis:
Wir konstruieren I', von unten und mit einer Schranke von oben. Fiir 0 < p < 1ist U, :=

M — B,(0) offen, zusammenhéngend mit glatten Rand und M — U, = B,(0) # 0 ist
kompakt. Da M ohne globales Maximumprinzip ist, existiert mit Proposition 8.2 eine
glatte, nicht-triviale Losung u, € CX.(M — By(0)) des Dirichlet-Problems

u, ist harmonisch in U, = M — B,(0),
u, = —logpo auf 0B,, (8.13)

0<u,<—loge inU,=M — B,(0).

Weiter withlen wir « minimal, d.h. fir @ € C2(U) mit

@ ist superharmonisch in U, = M — B,(0),
> —logp auf 0B,, (8.14)

>0 inU, =M —B,0).

gilt

>u, auf M — B,(0). (8.15)

U
Da log|.| harmonisch in B;(0) — {0} ist und u > —log|.| auf 9(B1(0) — B,(0)) ist,
folgt mit dem Maximumprinzip (8.2), dass

up(2) +log|z| >0 fiir o <|z| < 1. (8.16)
Daher erfillt u, die Bedingungen (8.14) fiir 0 <7 < ¢ <1 und mit (8.15) erhalten wir

ur >u, auf M — B,(0) fir 0 <r < p < 1. (8.17)
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Andererseits wéhlen wir eine hermitesche Metrik gauf M und ein 7 €
C§°(B1(0)) mit n = 1 auf By/»(0) und setzen ¢ := n-log|.| € Ci.(M — {p}) . Da

loc

log |.| harmonisch in B1(0)—{0} ist, hat Aj¢ kompakten Tréger in B;(0)—{0} , und wir
betrachten Ay¢, € C°(B1(0) —{0}) C C5°(M) . Da M ohne globales Maximumprinzip
ist, existiert mit Proposition 8.2 eine beschrénkte, glatte Losung © € Cpe.(M) N L (M)
des Poisson-Problems

Ay =Ag¢p in M.

Damit ist v:=19— ¢ € C;2(M — {p}) harmonisch in M — {p} und

v(q) = v(q) ist beschrinkt fiir ¢ € M — supp n 2 M — B1(0),
v(2) +log |2| = ¥(z) ist beschrinkt fiir 2 € By /5(0) — {0},

da suppmn C B1(0) und n =1 in By/5(0) . Durch Addition einer Konstanten erreichen wir

v>0 auf M — By(0),
v(z) +1log|z| >0 fiir 2 € By/5(0) — {0},

sup  (v(2) +log|z|) < oo,
2€By2(0)—{0}

also v(z) > —log|z| > 0 fiir z € By/(0) — {0} , und somit

v ist harmonisch in M — {p},

v>0 in M—{p},
v(2) +logl|z| >0 fiir z € By 5(0) — {0}, (8.18)

sup  (v(z) +loglz|) < oo.
2€B1/2(0)—{0}

Damit erfiillt v die Bedingungen (8.14) fiir 0 < ¢ < 1/2 und mit (8.15) erhalten wir
v>wu, auf M — B,(0) fir 0 < p < 1/2. (8.19)

Da auch wu, > 0 mit (8.13), sind die harmonischen Funktionen 1w, lo-
kal beschrinkt in M — {p} , und mit den Cauchy-Abschitzungen fiir harmoni-
sche Funktionen, siche [GT] Theorem 2.10 bzw. [Sch-c] Satz 2.5, und dem zwei-
ten Abzihlbarkeitsaxiom, das M  erfiillt, konvergiert (8.17) ohne Ubergang zu
einer Teilfolge u, ,* T glatt auf kompakten Teilmengen von M — {p} fiir o
0 und I'j ist harmonisch in M — {p} , insbesondere u € Cp2(M — {p}) . Mit (8.13) und

loc

(8.19) haben wir 0 < T, <wvin M — {p} , und mit (8.16) und (8.19) ist
0 <Ty(2) +log|z| < v(2) + log|z| beschrinkt fiir 2 € By /5(0) — {0}.

Zusammen erfiillt I', die Bedingungen in (8.10).
Tatséchlich ist I') auch die minimale Losung, denn fiir I' € P2 (M — {p}) mit (8.11)
sehen wir fiir 7> 1, dass

li T 1 > lim(1—7)1 - = 00.
lim (rT'(2) + log 2]) > lim(1 = 7) log 2| — 7C = o0
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Dies ergibt 7I' > u, auf 0B, fiir o > 0 klein abhingig von 7 > 1 und, da I' >

0 superharmonisch in M —{p} mit (8.11) ist, folgt mit (8.15), dass 7' > u, in M —B,(0),
also I' > T', in M —{p} fiir o — 0,7 \, 1. Dies ist (8.12), und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Bemerkung:
Die Minimalitéit gilt sogar in einer grosseren Klasse. Wir behaupten fiir jedes A C M
ohne Haufungspunkte in M und jedes I' € Cp2 (M — A) mit

loc

I" ist superharmonisch in M — A,

>0 inM-—A,

(8.20)
lim I'(q) =00 Vg € A,
q—q0
['(2) + log|z| ist nach unten beschrénkt fiir z € By /5(0) — {0},
gilt
I>T, inM— A (8.21)

Proposition 8.5 (Monodromie-Satz) Es sei M eine einfach zusammenhdngende
Riemannsche Fldache, u sei harmonisch auf M — A und A C M habe keine Hiufungs-
punkte in M . Weiter sei eine der Bedingungen erfillt.
1. Zu jedem p € A ezistiert eine offene Umgebung U(p) von p und eine meromorphe
Funktion f, auf U(p) mit

Re(fp) =u auf U(p) — {p} (8.22)

2. Zu jedem p € A existiert eine offene Umgebung U(p) von p und eine meromorphe
Funktion f, auf U(p) mit

log | fp| =w aufU(p) — {p}. (8.23)
Dann existiert eine meromorphe Funktion f auf M mit
Re(f)=u auf M — A

bzw.

log|fl=u auf M — A
abhdngig davon, ob (8.22) oder (8.23) erfillt ist.

Beweis:
Wir betrachten aus der 5. Bemerkung nach Definition 2.2 die Menge der meromorphen
Keime M = Mgz auf M mit der Projektion 7 : M — M und der Evaluation w :

M — S? . Dabei betrachten wir die offene Untermenge Mg C M der Vereinigung aller
offenen Mengen (f,U) mit

Re(f)=u bzw. log|f|=wuaufU — A. (8.24)
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Wir zeigen, 7 : My — M ist eine Uberlagerungsprojektion. Dazu betrachten wir fiir jedes
p € A eine offene Umgebung U(p) von p und eine meromorphe Funktion f, auf U(p)
mit (8.22) bzw. (8.23) und U(p) N A = {p} , und fir pe M —Aund U(p) C M —
A,U(p) = B1(0) existiert solches f, mit elementarer Funktionentheorie. Fiir einen Keim
(9,V)qg € Momit g = 7((9,V)q) € U(p) existiert mit der Definition von M, eine
offene Menge (g,V), € (f,U) € My mit (8.24). Also gilt (¢,V ), = (f,U)y und nach
Verkleinern kénnen wir f =g auf U =V 3¢, C U(p) und U =V als zusammenhéingend
annehmen. Mit (8.22) bzw. (8.23) und (8.24) sehen wir

Re(f) =u= Re(f,) bzw. log|f|=u=1log|fp| auf U — {p}.

Da U zusammenhéngend ist, ist auch U — {p} zusammenhingend, und wir schliessen
[—fr=aciR bzw. f/f,=a€dBi(0)CCauflU — {p}

und mit Stetigkeit auf ganz U . Dies ergibt

(9, V)= (f,U)g € {fp+a,U(p)) bzw. (g,V),=(f,U)g € (afp,U(p)),

also

T U(p) = Uacir(fp + o, U(p)) baw. 77 (U(p)) = Uacon, o) (@fp, U(p))-

Weiter sind  (f, + «,U(p)) bzw. (af,,U(p)) paarweise disjunkt, und  7|(f, +
o, U(p))=U(p) baw. =|{af,, Up))—>U(p) sind lokale Homdomorphismen. Zusam-
men ist 7: Mg — M eine Uberlagerungsprojektion.

Nun betrachten wir fiir ein beliebiges p € M eine offene Umgebung U(p) von p und
eine meromorphe Funktion f, auf U(p) mit (8.22) bzw. (8.23), die wie oben bemerkt
auch fiir jedes p € M — A # (0 existiert, und den Keim (f,,U(p)), € My . Da M
einfach zusammenhéngend und lokal zusammenhéngend ist, existiert mit Proposition B.3
ein Lift f: M — Mg von idy; , d.h. wo f =idy , mit f(p) = (fp,U(p))p € Mo .

Mit der 5. Bemerkung nach Definition 2.2 ist die Zusammenhangskomponente
M von My , die die zusammenhingende Menge f(M) C My C M enthilt, eine
Riemannsche Fliche, und die Projektion 7 : M1 — M ist holomorph. Mit der 3. Bemer-
kung nach Definition B.1 ist diese Einschrinkung wieder eine Uberlagerungsprojektion,
und mit der Bemerkung nach Proposition B.5 ist der Lift f : M — M; holomorph.
Damit ist f:=wo f : M — S? holomorph bzw. eine meromorphe Funktion auf M . Da
ji(M) C My , existiert zu jedem ¢ € M eine offene Menge (g,U) mit (8.24) und mit
fla) € (9,U) . Da (w0 f)(q) =q, folgt f(q) = (9.U)g , also

A

f(@) = (we f)(g) = w((g,U)g) = 9(q)
und mit (8.24) fir ¢ € M — A |, dass

Re(f)(q) = Re(g)(q) = u(q) bzw. log|f(q)| =loglg(q)| = u(q),

und f ist eine gewiinschte meromorphe Funktion auf ganz M .

/1]
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9 Einfach zusammenhingende Riemannsche Flichen

In diesem Paragraphen bestimmen wir bis auf Biholomorphie alle einfach zusam-
menhéngenden Riemannsche Fléchen.

Satz 9.1 (Uniformisierungssatz fiir Riemannsche Flichen) S% C und D sind bis
auf Biholomorphie alle einfach zusammenhdngenden Riemannschen Flichen.

Wir unterscheiden den Fall mit und ohne globaes Maximumprizip.

Lemma 9.1 Jede einfach zusammenhdngende Riemannsche Fliche ohne globales Maxi-
mumprinzip ist biholomorph zu D .

Beweis:

Essei M eine einfach zusammenhéngende Riemannsche Fliache ohne globales Maximum-
prinzip. Mit Proposition 8.4 existiert zu jedem p € M eine Greensche Funktion I', mit
(8.10) und (8.12). Da T',+log|.| in einer Karte z : U(p)—+Bs(0) C C,p € U(p), 2(p) =0,
harmonisch und beschriankt in B;(0) — {0} ist, existiert eine holomorphe Funktion
g in B(0) =2 U(p) mit Re(g) =Ty +log|.| bzw.

T,(z) = log|ed® /2| fiir z € By(0) — {0}. (9.1)

Da M einfach zusammenhéngend ist, existiert mit dem Monodromie-Satz, Satz 8.5, eine
meromorphe Funktion f, auf M mit log|f,| = —I'p in M — {p} . Zuerst sehen wir mit
(8.10) fir g € M — {p} , dass log|fp(q)| = —I'p(¢) < 0, also ist f, beschrankt und
erweitert somit holomorph in p, und f,: M — D ist holomorph. Mit (9.1) sehen wir

ITp(p)] = lim e T7() = 1im [e9) /2| = 0,
z—0 z—0

da g holomorph in Bs(0) ist, und wir erhalten

fp() =0 und fp(q) #0 firqe M —{p}. (9:2)

Fir o € B1(0) setzen wir ¢o(z) := (2 — a)/(1 — az) fir z € B1(0) und sehen,
¢ : B1(0)=5B;(0) ist biholomorph. Daher ist f := @40 f, : M — D holomorph,
I := —log|f| > 0 ist harmonisch in M — f;'(a) , und A := f,'(a) hat keine
Héufungspunkte in M , da f, mit (9.2) nicht konstant ist. Fiir ¢p € A = fp_l(oz) haben
wir

lim I'(q) = — lim log|f(g)| = — lim log|(¢a o fp)(q)| = co.

q—q0
Fir ¢ e M —{p} ist a := fp(¢q) € B1(0) — {0} und f(q) = ¢a(a) =0, und wir haben
in einer Karte w : U(q)—3B2(0) C C,q € U(q),w(q) =0, ANU(q) = {q} , dass

lim f(w)/w™ € C— {0}
w—0
fir ein n € N, da f, und somit f nicht konstant sind. Dies ergibt

lim <F(w) —|—n10g\w\) =— limolog |f(w)/w"| € R
w—

w—0
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und
['(w) 4 log |w| > T'(w) + nlog |w] ist nach unten beschrénkt fiir w € By 5(0) — {0}.

Zusammen erfiillt I' die Bedingungen (8.20) bei ¢ € M , und wir erhalten T' >
Iyin M — A mit (8.21) bzw.

|0 © fp| < |fq| zuerst in M — A, (9.3)

dannin M ,da A keine Hiufungspunkte, also kein Inneres in M hat. Fiir p € M —{q}
sehen wir mit (9.2), dass

[fo(@)] = lel = [0a(0)] = |(va o fp)(P)] < | f4(P)] (9-4)

und mit Symmetrie |f,(q)| = |fq(p)] fiir alle p,q € M . Mit (9.3) haben wir h := (¢q ©
fp)/fq: M — D C C ist holomorph. Weiter gilt Gleichheit in (9.4), also |(¢q © f)(p)| =
|f¢(p)] # 0 mit (9.2), und somit |h(p)| =1 und |h| =1 auf M . Mit (9.2) ergibt dies

[9a o fpl = fgl #0 in M —{q},

also f, # a = fp(¢)in M —{q} ,und f, : M — D ist injektiv. Damit ist M =
V = fp(M) € D offen und einfach zusammenhéngend, und mit dem Riemannschen
Abbildungssatz, siehe [Ru] Theorem 14.8 oder [Sch-b] Satz 3.2, ist V biholomorph zu D ,
also ist auch M biholomorph zu D , und das Lemma ist bewiesen.

/1]

Lemma 9.2 Jede einfach zusammenhdingende Riemannsche Fliche mit globalem Maxi-
mumprinzip ist biholomorph zu S? oder C .

Beweis:

Es sei M eine einfach zusammenhéngende Riemannsche Fliche mit globalem Maximum-
prinzip. Fiir einen Punkt py € M wihlen wir eine Karte z : U(py)—=B2(0),py €
U(po), 2(po) = 0 . Dann ist 1/z holomorph in U(pg) — {0} , und mit Proposition 7.6
existiert eine harmonische Funktion auf M — {pg} mit

lim (u(q) — Re(1/2)(q)) = 0,
a—po (9.5)

u ist beschrinkt im Komplement jeder Umgebung von pq.

Da u—Re(1/z) harmonisch und beschrénkt in B;(0)—{0} ist, existiert eine holomorphe
Funktion ¢ in B2(0) = U(pp) mit Re(g) = u — Re(1/z) bzw.

u(z) = Re(g(z) + (1/z)) fiir z € Bo(0) — {0}. (9.6)

Da M einfach zusammenhéngend ist, existiert mit dem Monodromie-Satz, Satz 8.5,
eine meromorphe Funktion fy auf M mit Re(fy) = uin M — {po} . Mit (9.6) schen wir
Re(fo—g—(1/2)) = 0in B2(0) — {0} , also fo=(1/2) + g+ ai,aa € R, und fy hat
einen einfachen Pol in pq .
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Nun ist Re(fy) mit (9.5) im Komplement jeder Umgebung von py beschrinkt. Wir
suchen meromorphes f und p € M mit
f ist holomorph in M — {p},
f hat einen einfachen Pol in p, (9.7)
f ist beschrankt im Komplement jeder Umgebung von p.
Da fy einen einfachen Pol bei py hat, ist fp in einer offenen Umgebung V'(pg) von po

injektiv. Weiter konnen wir annehmen, dass der Abschluss V(py) kompakt ist. Da
win M — V(pg) mit (9.5) beschrinkt ist, haben wir

S:= sup |u] < oc. (9.8)
M=V (po)

Andererseits existiert mit (9.5) ein p € V(po) mit |u(p)] > 25 + 1 . Nun betrachten wir
die meromorphe Funktion f := 1/(fo — fo(p)) auf M . Da fyin V(py) injektiv ist, ist
f holomorph in V(pg) — {p} . Weiter ist dfp(p) # 0, und f hat einen einfachen Pol in
p . Mit (9.8) sehen wir

Ifl=1/Ifo— fo(p)l <1/Ju —u(p)| < 1/(S+1) <oo in M —V(po).

Zusammen erfiillt f die Bedingungen (9.7).
Nun setzen wir

A:={qe€ M | fiir eine gebrochen lineare Abbildung ¢ : 522,62 (9.9)
erfiillt ¢ o f die Bedingungen (9.7) bei ¢ statt p }. .

Klarerweise ist p € A , also A # (0 . Weiter ist A offen, denn fiir ¢y € A, ¢ :
522,52 eine gebrochen lineare Abbildung und go := ¢ o f erfiillt (9.7) bei ¢o statt p
sehen wir wie oben, da gg einen einfachen Pol bei ¢y hat, dass g¢gg in einer offenen
Umgebung V(qp) von qo injektiv ist. Weiter konnen wir annehmen, dass der Abschluss
V(qo) kompakt ist. Da nun go in M — V(qo) mit (9.7) beschriinkt ist, haben

S:= sup |go| < 0. (9.10)
M-V (qo)
Da  limgq |g90(q)] = o0 , existiert eine weitere offene Umgebung W(qgy) C

V(qo) von qop mit |go(q)] > 2S5 + 1 fiir alle ¢ € W(qo) . Nun betrachten wir die mero-
morphe Funktion ¢ := 1/(g0 — go(q)) auf M fiir ¢ € W(qo) — {qo} . Da go in V(qo)

injektiv ist, ist g holomorph in V(qo) — {q} . Weiter ist dgo(q) # 0 , und g hat einen
einfachen Pol in ¢ . Mit (9.10) sehen wir

lgl =1/1g0 — go(q)| < 1/(S+1) <oo in M —V(qo).

Zusammen erfiillt g die Bedingungen (9.7) bei ¢ statt p . Nun ist fiir die gebrochen lineare
Abbildung 1 : S2-552 4(2) == 1/(z — go(q)) die Abbildung g = ¥(go) = (Yo p)o f,
und es folgt g€ A, also W(qy) C A, und A ist offen.
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Schliesslich ist A abgeschlossen, denn fiir ¢, € A mit ¢,, — ¢ € M existieren
Gmy b, Cm, Ay € C mit aydyy — b # 0 und

am [ + b

L

erfiillt (9.7) bei gp,.

Da p e A, kénnen wir ¢, ¢, # p annchmen, insbesondere f(gm) # oo . Da f,, bei ¢,
einen Pol hat, gilt ¢, fin(gm) +dm =0 . Ist ¢, =0, so folgt d,, = 0, was unmdoglich
ist. Daher kénnen wir ¢, =1 annehmen und haben d,, = —f(¢y) . Wir erhalten

f :amf+bm:a bm+amf(Qm)
T f=flam) " f=flam)

Da by, + amf(gm) = bmCm — amdy, # 0, haben wir

1/(f — f(gm)) erfiillt (9.7) bei gp,. (9.11)

Da f nicht konstant ist, ist auch f — f(¢) nicht konstant, und fiir eine Karte w :
U(q)-=5B1(0) C C,q € U(q),w(q) = 0,p & U(q), und der Identifikation U(q) = B1(0) C
M sehen wir fiir 0 < o <1 Xklein, dass

inf |f — —: 26 =25, > 0.
aggl(o)!f f(q)] 0

Da ¢m, — ¢ , haben wir fiir festes 0 < p <1 fiir grosse m , dass ¢m, € B,(0) und

inf — m)| > 0. 9.12

aérj(m'f flgm)| = (9-12)

Mit (9.11) ist die holomorphe, also auch harmonische Funktion 1/(f— f(¢m)) im Komple-

ment der offenen Umgebung B,(0) von ¢, € B,(0) beschriankt, und, da M das globale
Maximumprinzip erfiillt, folgt

sup 1/|f — fgm)| <6 fiir grosse m,
M—B,(0)

und fiir m — oo , dass

sup 1/[f = f(g)] < o0 Vo>0,
M—Bo(0)
insbesondere hat 1/(f — f(q)) keinen Pol in M — {¢q} und ist holomorph in M — {q} .
Damit erfillt 1/(f — f(q)) die erste und die dritte Bedinung in (9.7) bei ¢ .

Mit (9.11) hat f — f(¢m) genau eine Nullstelle in M , und diese ist bei ¢, und
einfach. Weiter haben wir mit (9.12) fiir grosse m , dass

sup |(f — f(q)) = (f = flam))| = 1f(q) = f(gm)| <6 < 8g?nf0) If = flam)l,

8B, (0) of

und mit dem Satz von Rouché, siehe [Ru] Theorem 10.43 oder [Sch-b] Korollar 2.6, hat f—
f(q) genau eine Nullstelle in B,(0) , und diese ist einfach. Dies Nullstelle ist offensichtlich
q =0, also ist ¢ eine einfache Nullstelle von f — f(q) , und 1/(f — f(q)) hat einen
Pol bei ¢ , und dieser ist einfach. Zusammen erfiillt 1/(f — f(¢)) die Bedingungen in
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(9.7) bei ¢ und mit der gebrochen linearen Abbildung ¢ : 2552, 2 +— 1/(z — f(q))
erhalten wir ¢ € A, und A ist abgeschlossen.

Da A nicht-leer, offen und abgeschlossen ist und M zusammenhingend ist, folgt
A = M . Damit zeigen wir, dass f injektiv ist. Angenommen f(q) = f(q) fiir ¢,g € M .
Da A = M , erfiillt mit (9.9) fiir eine gebrochen lineare Abbildung ¢ : S2-=552% die
Funktion ¢:= ¢o f die Bedingungen (9.7) bei ¢ . Also gilt ¢(¢) = ¢(f(q)) = ¢(f(q)) =
g(q) = 0o , aber mit (9.7) hat ¢ nur einen Pol, und dieser ist bei ¢ . Daher gilt ¢=gq,
und f ist injektiv.

Damit ist M = V := f(M) C S? offen und einfach zusammenhingend. Ist
V = S§? | so ist M biholomorph zu S? |, wie gewiinscht. Ist V # S? | so ist fiir ei-
ne gebrochen lineare Abbildung ¢ : S2-352 die Menge V = o(V) C C . Fir
»(V) # C ist die offene, einfach zusammenhingende Menge ¢(V) mit dem Riemann-
schen Abbildungssatz, sieche [Ru] Theorem 14.8 oder [Sch-b] Satz 3.2, biholomorph zu
D , also ist auch M biholomorph zu D . Aber mit der 4. Bemerkung nach Definiti-
on 8.1 erfiillt D kein globales Maximumprinzip, und daher gilt dies nicht. Damit ist
M biholomorph zu V = ¢(V) = C , und das Lemma ist bewiesen.

/1]

Beweis des Uniformisierungssatzes, Satz 9.1:
Der Uniformisierungssatz folgt nun aus den Lemmata 9.1 und 9.2.

/1]
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10 Universelle Uberlagerungen

Mit Proposition B.5 und der darauffolgenden 8. Bemerkung hat jede Riemannsche Fliche
eine einfach zusammenhingende und damit universelle, holomorphe Uberlagerung, und
nach dem Uniformisierungssatz, Satz 9.1, ist diese S?, C oder D bis auf Biholomorphie.
Umgekehrt ist jede universelle, holomorphe Uberlagerung einer Riemannschen Fliche ein-
fach zusammenhéngend. In diesem Abschnitt wollen wir fiir einige Riemannsche Fliachen
die universelle, holomorphe Uberlagerung bestimmen.

Proposition 10.1 Die einzige Riemannsche Fliche, deren universelle, holomorphe Uber-
lagerung S? ist, ist bis auf Biholomorphie S? selbst.

Beweis:

7w : 8% — M sei eine holomorphe Uberlagerung einer Riemannschen Fliche. Ist

nicht injektiv, so existierten p; # py € S% mit 7(p1) = 7(p2) =: ¢ . Da S? einfach
zusammenhéngend ist, operieren mit Proposition B.4 die Decktransformationen von =

transitiv auf der Faser 77 1(q) 3 p1,p2 , also existiert eine Decktransformation 7 mit 7o
7 =7 und 7(p1) = p2 , insbesondere 7T # idg2 . Mit der 7. Bemerkung nach Proposition
B.5 ist die Decktransformation 7 : 5252 biholomorph. Mit einer geeigneten gebrochen
linearen Abbildung ¢ : §2-552 erreichen wir (¢o7)(c0) = 0o , alsoist ¢por:C — C .
Mit elementarer Funktionentheorie ist ¢ o 7 affin, also ist ¢ o 7 und somit auch 7 eine
gebrochen linearen Abbildung, z.B. 7(2) = (az+0b)/(cz+d) mit a,b,c,d € C mit ad—bc #
0.Ist ¢ =0, s0ist oo ein Fixpunkt von 7 ,ist ¢ # 0, so ist eine Nullstelle des
quadratischen Polynoms (cz + d)z — (az + b) ein Fixpunkt von 7 .

Mit Proposition B.4 ist 7 aber fixpunktfrei, da 7 # idg2 , und wir erhalten, dass =«
injektiv ist. Dann ist 7(S?) offen und kompakt in M , also, da M zusammenhingend
ist, ist 7 surjektiv. Damit ist 7 und somit S = M biholomorph, und die Proposition
ist bewiesen.

/1]

Proposition 10.2 Die einzigen Riemannsche Fldichen, deren universelle, holomorphe
Uberlagerung C ist, sind bis auf Biholomorphie C,C — {0} wund alle Tori C/T fiir ein
Gitter ' = Zwy + Zwy C C mit wi,ws linear unabhdngig iber R .

Beweis:

Essei M eine Riemannsche Fliche mit universeller, holomorpher Uberlagerung 7 : C —
M . Dann bilden die Decktransformationen von =« mit Proposition B.4 und mit der 7.
Bemerkung nach Proposition B.5 eine Gruppe biholomorpher Aquivalenzen von C , die
frei diskontinuierlich auf C operiert. Mit elementarer Funktionentheorie sind alle Deck-
transformationen 7 von 7 affin, d.h. 7(z) = az+b mit a,b € C . Da die Decktransforma-
tionen frei diskontinuierlich auf C operieren, sind insbesondere alle Decktransformationen
T # idc fixpunktfrei, und wir schliessen 7(z) = z+b, d.h. alle Decktranformationen sind
Translationen von C , und die Gruppe der Decktransformationen ist isomorph zur Gruppe
der Translationsvektoren I' C C , insbesondere ist I' kommutativ. Wieder da die Deck-
transformationen frei diskontinuierlich auf C operieren, hat I" keine Haufungspunkte in

C.
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Ist I'={0},soist 7 injektiv, da die Decktransformationen von 7 mit Proposition
B.4 transitiv auf den Fasern von 7 operieren, also 7 : C =2 M biholomorph im Einklang
mit der Behauptung.

Ist T2 7Z ,also I' =Zw fiir ein geeignetes w € I' — {0} , so betrachten wir die

universelle, holomorphe Uberlagerung # : C — C — {0} mit #(2) := €>™*/“ und sehen

T(z1) =7(22) <= 20 — 21 € Zw =T,

und die Translationen um Vektoren aus I' sind gerade die Decktransformationen von 7 .
Damit haben die universellen, holomorphen Uberlagerungen 7 : C — M und # : C —
C — {0} die gleichen Decktransformationen, und mit der 9. Bemerkung nach Proposition
B.5 sind M = C — {0} biholomorph im Einklang mit der Behauptung.

Ist T' # {0}, 2 Z , so folgen wir [Ah] Theroem 7.1 und wihlen w; € I' — {0}
mit minimaler Linge, d.h. |w1| = min,er_goy [w| > 0 . Dies ist moglich, da I' keine
Héufungspunkte in C hat, also I'— {0} abgeschlossen ist. Fiir w € I'NRw; , haben wir
w = Aw fiir ein A € R und fiir geeignetes n € Z haben wir 0 < A —n < 1. Damit ist
(A—=n)wy € T und |(A — n)wi| < |w1] , also (A —n)wy =0 bzw. w = Aw; = nw; € Zw; ,
und TNRw; € Zwy . Da Zwy CT,I # Zw;, ,da T'2 Z ,ist T —Rw; # 0, und wir
wihlen we € T' — Rwy mit |we| = minger—grw, |w| > 0, was wieder moglich ist, da T
keine Haufungspunkte in C hat. Insbesondere sind wj,ws linear unabhéngig iiber R
und das Gitter Zwi + Zws C I' . Damit ist wq,ws eine reelle Basis fiir R2 = C , und wir
konnen jedes w € I' als Linearkombination w = Ajwi + Aswe mit A1, Ao € R schreiben.
Fiir geeignete n,m € Z haben wir |A\; —n|,|Aa —m| <1/2 und

1
lw — nwy — mws| = |(A1 — n)wy + (A2 — mws| < 5(\w1] + |wa]) < |wal.

Dabei ist die erste Ungleichung strikt, da w; und we keine reellen Vielfachen von einander
sind. Da w — nw; —mws € I', folgt mit der Minimalitdt von ws , dass w — nwi; — mwsy €
I'NRw; = Zwy , also w € Zwy + Zwy , und T = Zwq + Zwo .

Damit haben in diesem Fall die universellen, holomorphen Uberlagerungen = : C —
M und 7 : C — C/T" die gleichen Decktransformationen, und mit der 9. Bemerkung nach
Proposition B.5 sind M = C/T" biholomorph im Einklang mit der Behauptung, und die
Proposition ist bewiesen.

/1]

Proposition 10.3 Die einzigen nicht-hyperbolischen Riemannsche Flichen M sind bis
auf Biholomorphie S2,C,C — {0} wund alle Tori C/T fiir ein Gitter T = Zwy + Zws C
C mit w1, ws linear unabhingig tiber R  und in allen Fdllen verschwindet die Kobayashi
Metrik d% =0 identisch, und alle holomorphen Abbildungen M — N in eine hyperbo-
lische Riemannsche Fliche N sind konstant.

Beweis:

Mit Proposition 5.7 ist die universelle, holomorphe Uberlagerung einer nicht-
hyperbolischen Riemannsche Fldchen M auch nicht-hyperbolisch, also ist mit dem Uni-
formisierungssatz, Satz 9.1, die universelle, holomorphe Uberlagerung S2 oder C , da D
mit der Bemerkung nach Proposition 5.3 hyperbolisch ist. Mit den Propositionen 10.1
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und 10.2 ist M biholomorph zu S% C,C — {0} oder einem Torus C/I' , und umge-
kehrt sind diese Riemannsche Flichen nicht-hyperbolisch, da S? bzw. C ihre universelle,
holomorphe Uberlagerung ist.

Da dff < d% = 0 mit (5.5) und da Uberlagerungsprojektionen surjektiv sind, folgt
wie in der 2. Bemerkung nach Proposition 5.2, dass d% = 0 . Weiter folgt wie in der 1.
Bemerkung nach Proposition 5.2, dass alle holomorphen Abbildungen M — N in eine
hyperbolische Riemannsche Fliche N konstant sind.

/1]

Proposition 10.4 Auf jeder Riemannschen Fliche M existiert eine hermitesche Metrik
g mit konstanter Gauss-Kriimmung und in der alle beschrdinkten, abgeschlossenen Mengen
m M kompakt sind, insbesondere ist diese Metrik vollstindig.

Ist S? die universelle, holomorphe Uberlagerung von M | so ist die Gauss-Kriimmung
K, = const > 0, und ist C die universelle, holomorphe Uberlagerung von M |, so ist
die Gauss-Kriimmung K, =0 .

Ist D die universelle, holomorphe Uberlagerung von M , d.h. M ist hyperbolisch,
so kann g so gewdhlt werden, dass

Ky=-1 und djf = dgd, (10.1)

insbesondere sind auf allen hyperbolischen Riemannschen Flichen in der Kobayashi Metrik
beschrinkte, abgeschlossene Mengen kompakt, und die Kobayashi Metrik ist vollstindig.

Beweis:
Wir schauen uns die Decktransformationen der universelle, holomorphe Uberlagerung von
M an. Decktransformationen sind mit der 7. Bemerkung nach Proposition B.5 immer
biholomorphe Aquivalenzen. Ist D die universelle, holomorphe Uberlagerung von M | so
sind mit der 4. Bemerkung nach Proposition 4.1 alle biholomorphen Aquivalenzen von D
Isometrien der Poincaré-Metrik gpoin - Ist 52 bzw. C die universelle, holomorphe Uber-
lagerung von M , so ist die Identitdt idg2 die einzige Decktransformation bzw. sind alle
Decktransformationen Translationen von C , wie wir in den Beweisen der Propositionen
10.1 und 10.2 gesehen haben.

In allen Féllen sind die Decktransformationen Isometrien der Standardmetriken § :=
952, Yean DZW. Gpoin auf M = S2,C bzw. D , die alle konstante Gausskriimmung = 1,

0 bzw. = —1 haben. Wie in der 5. Bemerkung nach Proposition 4.1 erzeugt daher =
eine Pushforward-Metrik m.g =: ¢ , und diese hat konstante Gauss-Kriimmung K, =
1,=0 bzw. = —1 auf M und ist mit Proposition 3.6 eine hermitesche Metrik auf M .

Nun seien p,q € M mit dg/f(p, q) < R < oo . Dann existiert fiir ¢ > 0 ein glatter
Weg ~:0,1] = M mit v(0) = p,y(1) = ¢ und

M M
Ly (y) <dg (p,g) +e <R

fir € > 0 klein genug. Da 7 eine Uberlagerungsprojektion ist, kann ~ mit Proposition
B.2 und der darauffolgenden Bemerkung fiir jedes p € 7~ 1(p) # ) zu einem glattem Weg
4 :[0,1] = D mit 4(0) = p und woy = v geliftet werden. Da 7 eine lokale Isometrie fiir
g und g ist, haben wir

L)' (%) = L,'(v) < R.
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M

Dies ergibt fiir §:=4(1) € By (p) , dass n(¢) =¢ und
aM am
B (p) C W(BRQ (p)>- (10.2)

. C .
Fir M = C ist B;"mn (p) als abgeschlossener euklidischer Ball kompakt, und fiir M = D
ist § = gpoin = 4(1 — [2?) " 2gean. mit (4.2), und wir sehen lim,| ~ dP  (2,0) = co .

9poin
b
Daher ist By (p) C B,(0) mit 0 < o < 1 abhéingig von p und R in einer kompakten
Menge enthalten. Fiir M = S$? ist dies trivial, da S? kompakt ist. In allen drei Fillen

M
ist der Abschluss By’ (p) kompakt, und mit (10.2) folgt

d M

Bﬁ%ﬂgw@%<m>gﬂﬂ

also ist jede in dg/[ beschrankte Menge in einer kompakten Teilmenge von M enthalten,
und in dg/[ beschrankte, abgeschlossene Mengen in M sind kompakt.

Da alle Cauchyfolgen beschrankt sind und der Abschluss beschrankter Mengen be-
schrinkt bleibt, besitzt jede Cauchyfolge beziiglich dg” eine konvergente Teilfolge und ist
damit bereits konvergent, also ist dg/[ vollsténdig.

Ist D = M die universelle, holomorphe Uberlagerung von M | so ist K, =-1,
und mit Proposition 5.3 folgt d/ > dg/f . Fir p,qg € M mit d/(p,q) < R < oo, folgt
d;\/[(p, q) < d%(p, q) < R , und fiir obigen Weg ~ und seien Lift 4 sehen wir mit
Proposition 5.2 und (5.4), dass

d3{ (p,q) = &3/ (v(0),4(1)) = i (n(5(0)), 7(3(1))) < d5(3(0),7(1)) <
<dy,,, (10),7(1) < Lg . () = Ly'(7) < dg' (p,q) + ¢,
und, da p,q € M beliebig und € > 0 beliebig klein waren, erhalten wir
dyy = d',
also (10.1). Damit ist die Proposition bewiesen.

/1]
Proposition 10.5 Es set M eine kompakte Riemannsche Fldche.
1. Ist M wom Geschlecht 0 , so ist M biholomorph zu S? .

2. Ist M wvom Geschlecht 1, soist C die universelle, holomorphe Uberlagerung von
M , und M st biholomorph zu einem Torus C/T' fiir ein Gitter T’ = Zw+Zwy C
C mit wy,ws linear unabhdngig tber R .

3. Ist M wom Geschlecht > 2 , so ist D die universelle, holomorphe Uberlagerung
von M |, und M ist hyperbolisch.
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Beweis:
Mit der vorigen Proposition 10.4 existiert eine hermitesche Metrik g auf M mit konstanter
Gauss-Kriimmung. Mit dem Satz von Gauss-Bonnet, Satz 4.1, erhalten wir

[ K ity = 2mx(21) = 4x(1 = g(0),
M

wobei g(M) das Geschlecht von M ist. Wir sehen, ist g(M) =0, soist Ky = const >0,
und mit den Propositionen 10.4 und 10.1 ist M biholomorph zu S? . Ist g(M) > 2,
so ist Ky = const < 0, und mit Proposition 10.4 ist D die universelle, holomorphe
Uberlagerung von M , also ist M mit Proposition 5.7 hyperbolisch. Ist g(M)=1,soist
K, =0, und mit Proposition 10.4 ist C die universelle, holomorphe Uberlagerung von
M , also ist M mit Proposition 10.2 biholomorph zu C,C — {0} oder zu einem Torus
C/T .Da C und C—{0} nicht kompakt sind und M kompakt ist, ist M biholomorph
zu einem Torus C/T".

/1]

Auch koénnen alle Riemannschen Flidchen mit kommutativer Fundamentalgruppe bestim-
men

Proposition 10.6 Die einzigen Riemannsche Flichen M mit kommutativer Fundamen-
talgruppe sind bis auf Biholomorphie

1. S%,C und D mit 7 (M) = {idy} ,
2. C—{0},D und D — B,(0),0 <7 < 1 mit 7, (M) =7,

3. alle Tori C/T fiir ein Gitter T' = Zwy + Zws € C mit wy,wy linear unabhdingig
dber R und m(M)=Z X7 .

Beweis:

Mit dem Uniformisierungssatz, Satz 9.1, ist die universelle, holomorphe Uberlagerung von
M durch S2,C oder D =2 H gegeben. Ist S2? die universelle, holomorphe Uberlagerung
von M |, so folgt mit Propositionen 10.1, dass M = S? , also haben wir die Aussage unter
dem ersten Punkt. Ist C die universelle, holomorphe Uberlagerung von M , so folgt mit
Propositionen 10.2, dass M = C,C — {0} oder C/T" , was durch die obigen drei Aussagen
abgedeckt ist.

Ist schliesslich # die universelle, holomorphe Uberlagerung von M , so ist nach
Definition B.3 und der darauffolgenden 5. Bemerkung die Fundamentalgruppe (M)
eine frei diskontinuierlich operierende Untergruppe von biholomorphen Aquivalenzen auf
der universellen, holomorphen Uberlagerung H , d.h. m (M) C Aut(H) . Mit Proposition
C.51ist (M) konjugiert zu einer Gruppe horizontaler Translationen oder zu einer Gruppe
von Streckungen, genauer

pmi(M)p ' ={(z—2+k) | kcZ} (10.3)
oder

pri (M)t ={(z— N2) | k€ Z } mit A > 1, (10.4)
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fiir ein ¢ € Aut(H) . Mit ‘H — M ist auch H N ‘H — M eine universelle, holomorphe
Uberlagerung von M , und

m(H -2 H — M) = ¢~ my (H — M),

und wir kénnen ¢ = idy annehmen.
~ Im Fall von (10.3) betrachten wir die universelle, holomorphe Uberlagerung 7 : H —
D mit 7(z) := €™ und sehen

w(z1) =7(22) <= 20 — 21 € Z =71 (M).

Damit haben die universellen, holomorphen Uberlagerungen H — M und 7 : H — D
die gleichen Decktransformationen, und mit der 9. Bemerkung nach Proposition B.5 sind
M =~ D biholomorph, also haben wir die Aussage unter dem zweiten Punkt.

Im Fall von (10.4) wéhlen wir den holomorphen Logarithmus log : H—5Rx]0, [ ,
setzen T :=logA > 0,r := e=2m/T €]0,1[ und betrachten die universelle, holomorphe
Uberlagerung 7 : H — D — B,(0) mit 7(z) := exp(2mi7—'log z) und sehen

m(z1) = m(22)
— 7 log 2z — log21) € Z
= Tk EZ: /2 =exp(logz —logz) =™ =)\F
<= Ak eZ 29 =Nz,
Damit haben die universellen, holomorphen Uberlagerungen H — M und 7 : H — D —
B,(0) die gleichen Decktransformationen, und mit der 9. Bemerkung nach Proposition

B.5 sind M = D — B,.(0) biholomorph, also haben wir die Aussage unter dem zweiten
Punkt.

/1]

Bemerkung:

Jede Riemannsche Fliche 7' homéomorph zu einem Torus C/(Z +iZ) hat die Funda-
mentalgruppe m (7)) = Z x Z , da die Fundamentalgruppe eine topologische Invariante ist,
und ist somit nach obiger Proposition biholomorph #quivalent zu C/T" fiir ein geeignetes
Gitter T'.

O

Proposition 10.7 Die Fundamentalgruppe einer Riemannschen Fliche ist torsionsfrei,
d.h. fir alle Gruppenelemente T # id und alle k € N gilt 7F #id .

Beweis:

Nach Definition B.3 und der darauffolgenden 5. Bemerkung ist die Fundamentalgruppe
m1(M) einer Riemannschen Fliche eine frei diskontinuierlich operierende Untergruppe
von biholomorphen Aquivalenzen auf der universellen, holomorphen Uberlagerung, insbe-
sondere ist die Fundamentalgruppe fixpunktfrei, d.h. jede Element 7 # id der Funda-
mentalgrupee hat keine Fixpunkte.
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Ist die Fundamentalgruppe kommutativ, so ist diese nach Proposition 10.6 torsionfrei.
Ist die Fundamentalgruppe nicht kommutativ, so ist mit dem Uniformisierungssatz, Satz
9.1, und den Propositionen 10.1, 10.2 und 10.6 die universelle, holomorphe Uberlagerung
durch D = H gegeben. Mit Proposition C.4 sind alle fixpunktfreien biholomorphen
Aquivalenzen von # = D von unendlicher Ordnung, also ist die Fundamentalgruppe eine
torsionfreie Untergruppe von Aut(H) , und die Proposition folgt.

/1]
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Teil IV
Appendix

A Simpliziale Homologie

Definition A.1 FEs sei M eine kompakte Riemannsche Fliche mit einer Triangulierung
{T*} wie in Definition 4.2, die mit Satz von Rado existiert, siche nach der Bemerkung zu
Definition 4.2. T* seien die Flichen der Tringulierung und Tk, die orientierten Kanten
und p’fn, m =1,2,3, die Ecken von T* . Dabei sind die Kanten positiv orientiert in dem
Sinne, dass beim Durchlaufen der Kanten die Fliche T* links liegt. Wir betrachten den
Ketten-Komplex C = C({T*}) wvon komplexen Vektorriume mit

Cy = @Tk(C,
C = @F;;H(C/{I’fn + I’fr;/| entgegengesetzt orientierte Kanten },
Co = @pfn(c’

Cr:=0 firk >3 oder k <0 wund den Randoperatoren

3
k k
82:02—)01, oT ::Zl“m
m=1
und, wenn wir mit F’fn = [pﬁkl, p’fn] die Kanten bezeichnen, die die FEcken wvon

pfn_l nach pk, verbinden, wobei plg = plg , SO
1 :Cy— Co, 9Tk = pk —pk_,,
geschrieben
= OB B Gy — 0 —

Mit 0% =0 definieren wir die simpliziale Homologie des Ketten-Komplex durch
Hl({Tk}) = Hl(C) = ker 8[/Zm 8l+1,

die Homologieklasse bezeichnen wir mit [.] .
Die Euler-Charakteristik des Ketten-Komplex und der simplizialen Homologie sind de-
finiert durch
x(C) := dim¢ Cy — dim¢ C1 4 dime Cy

und
X(H{T"})) := dime Hy({T*}) — dime Hy({T*}) + dime Ho({T*}).

Bemerkungen:
Klarerweise stimmen die Euler-Charakteristik des Ketten-Komplexes und der Triangulie-
rung bzw. von M iiberein, d.h. x(C) = x(M) .
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Proposition A.1 Es sei M eine kompakte Riemannsche Fldiche mit einer Triangu-
lierung {T*} . Dann stimmen die Buler-Charakteristik der simplizialen Homologie der

Triangulierung und die Fuler-Charakteristik der Triangulierung bzw. von M diberein,
d.h.

X(H({T*})) = x(M).

Genauer gilt

Hy({T*}), Ho({T*}) = C, (A1)
und fiir das Geschlecht 2g(M) =2 — x(M) gilt

dime Hy ({T*}) = 2g(M). (A.2)
Beweis:
Wir sehen

dime Hy({T*}) = dimg ker s,
dime Hy({T*}) = dimc(ker 0y /im 0s),
dimc Ho({T*}) = dimc¢(ker 9y/im 0),

also mit der Rangregel
X(M) = 2(1 — g(M)) = dim¢ Cy — dimg C; + dime Cy =

= dimg¢ ker 99 + dimg im 0y — dimg ker 91 — dimg im 0y + dimg ker 9y + dimg im Jy =
— dime Hp({T*}) — dime Hy ({T*}) + dime Ho({T*}) = x(H{T*}),

da im 9y C C_; = {0} , und die Identitét mit den Euler-Charakteristiken folgt.
Wir definieren deg : Cy — (C,p];I — 1 und sehen im deg =C und

deg (91‘% = deg(ng - pfn—l) =0,

also im 01 C ker deg . Umgekehrt betrachten wir 21L=1 ap; € ker deg mit aq,...,ap €
C und p1,...,pr paarweise verschiedene Ecken. Wir haben 0 = deg Zlel ap; = Zlel Q.
Zuerst betrachten oy =n; € Z . Ist n; # 0,sogibtesein lyp = 2,...,L mit n;-n, <O0.
Wir behaupten, es gibt orientierte Kanten [qo,q1],- .-, [¢m—1,qm] der Trangulierung, die
p1 = qo und p;, = @, verbinden. Dazu nennen wir zwei Fléchen Tk ~ T¥ dquivalent,
wenn sich diese durch eine Kette Ty,,..., T, mit ky =k, ky=k,j7=1,...,J und

J
TkjilmTkj#@ firj=1,...,J

verbinden lassen. Da die Triangulierung der kompakten Riemannschen Fliche M end-
lich ist, sind die Vereinigungen der Aquivalenzklassen abgeschlossene, paarweise disjunkte
Mengen. Da M als Riemannsche Fliche zusammenhingend ist, kann es also nur eine
Aquivalenzklasse geben, d.h. alle Fliche sind zueinander #quivalent, insbesondere gibt es
eine Kette wie oben mit p; € T}, und p; € T}, . Da sich alle Ecken einer Fliche durch eine
Kanten verbinden lassen und da Fldche mit nicht-leerem Schnitt mindestens eine gemein-
same Ecke haben, lassen sich p; und p;, durch orientierte Kanten [qo,q1],- -, [¢m—1,m)]
mit p; = qo und p;, = ¢, verbinden. Wir sehen

a([q07 ql]a ey [Qm—17Qm]) - plo — D1,
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also

L L
anpz +sgn n1 - O(lqo, a1, - - [Gm—1, @m]) = Zﬁlpl
=1 =1
mit || < |n1l, |7, | < || und 7 = ny fiir I # 1,0y . Da Zlel n; = Zlel n; = 0, folgt
nun mit Induktion iiber S, |ny| € Ny , dass S, myp; € im 9y .

Fir o = ¢ € Q , haben wir fiir ein geeignetes N € N | dass Nzlel qpr =
Zlel np; € ker deg mit n; € Z , und erhalten Zlel qpr € (1/N)im 01 =im 0y .

Fiir allgemeine «; € C  wiahlen wir eine Basis &p,...,§5 € C  von
span{ay,...,ar} iiber Q und schreiben o = Z}]:1 qufj . Dies ergibt

L J L )
O=deg > ampr=» &Y d,
=1 j=1 =1

also ZlL:l qu = 0, und wir schliessen ZlL:l qupl €imo fir j=1,...,J und Zle ap; €
im 01 . Zusammen erhalten wir ker deg = im 0 , also

Ho({T*}) = Co/im 0y = Cy/ker deg = im deg = C,

d.h. die Isomorphie fiir Ho({T*}) in (A.1).
Nun zeigen wir

ker Oy = spcm{ Z Tk} ~C. (A.3)
k

Dies ergibt die Isomorphie fiir Ho({T*}) in (A.1) und mit der Identitit fiir die Euler-
Charakteristiken, dass

dime Hy({T%}) = dime Ho({T*}) + dime Hy({T*}) — 2(1 - g({T*})) = 20({T*}),

also (A.2).

Zuerst sehen wir

3
S 3 peT )
k k m=1
da in der letzten Summe alle Kanten zweimal, aber in entgegengesetzter Orientierung
auftreten. Nun seien umgekehrt o € C mit

3
0=0) ofTF =" ofT},
k k m=1
Da wieder in der letzten Summe alle Kanten zweimal, aber in entgegengesetzter Orien-
tierung auftreten, ist of = o fiir Flichen T* und TF | die eine gemeinsame Kanten
haben. Nun nennen wir zwei Flichen T* ~ T* stark dquivalent, wenn sich diese durch

eine Kette Tg,,..., Tk, mit ky =k, ky=Fk,7=1,...,J und

J

T,;_, und T}, haben eine gemeinsame Kante fiir j =1,...,J

j—1

verbinden lassen. Klarerweise gilt 7% ~ T* = T* ~ T* . Andererseits sind fiir jede Ecke
der Triangulierung alle Flédchen, die diese Ecke haben, durch eine Kette von Fldchen mit
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gemeinsamen Kanten, die sich in dieser Ecken treffen, verbindbar. Damit sind die beiden
Aquivalenzen gleich T* ~ TF < Tk ~ T* _ und, da alle Flichen, wie oben gesehen,
dquivalent sind, sind auch alle Flachen stark dquivalent. Fiir stark dquivalente Flichen
T* und T* gilt aber, wie oben bemerkt, of =¥ | alsoist Y, ofT* € span{>", T*} .
Dies ergibt (A.3), und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Bemerkung:

Wir sehen, die simpliziale Homologie ist unabhéngig von der Triangulierung, da die Euler-
Charakteristik von M mit dem Satz von Gauss-Bonnet, Satz 4.1, und der darauffolgenden
1. Bemerkung unabhéngig von der Triangulierung ist. Damit nennen wir

Hy(M) = Hi(M,C) := Hi({T*})

die simpliziale Homologie bzw. genauer die simpliziale Homologie mit Koeffizienten in C
von M . Weiter ist 2¢g(M) € Ny , tatsdchlich gilt g¢(M) € Ny , wie der Satz von Rado
nach der Bemerkung zu Definition 4.2 aussagt.
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B Uberlagerungsprojektionen

Definition B.1 FEine surjektive Abbildung = : X — X zwischen zwei topologischen
Réiumen X und X heisst eine topologische Uberlagerungsprojektion oder kurz eine Uber-
lagerungsprojektion, wenn zu jedem x € X eine offene Umgebung U(x) von x existiert,
fiir die 7= (U(z)) = > Vi, Vi offen und T|\Vii=U () ein Homdomorphismus ist. Wir
sagen auch X st eine Uberlagerung von X .

Fir f 'Y — X stetig auf einem topologischen Raum Y  heisst eine steti-
ge Abbildung f : Y > X ein Lift, wenn T of = f , d.h. wenn das Diagramm

e

f

kommutativ 1st.

Bemerkungen:

1. Ist X lokal zusammenhéngend, so ist  : X — X eine Uberlagerungsprojektion
genau dann, wenn fiir jede Zusammenhangskomponente Z von X die Einschrankun-
gen w|m~Y(Z) — Z Uberlagerungsprojektion sind.

2. Ist U C X offen, zusammenhéngend, 71 (U) =Y, Vi, V} offen und W’VklU ein
Homdoomorphismus wie in Definition B.1, so sind alle V; offen, zusammenhéngend
und abgeschlossen in 7= 1(U) , also sind V}, die Zusammenhangskomponeten von
7~1(U) , insbesondere ist die Zerlegung 7 1(U) = >, Vi eindeutig.

3. Ist X lokal zusammenhingend, so ist fiir jede Zusammenhangskomponente
Z von X die Einschriankung 7|Z — 7(Z) eine Uberlagerungsprojektion.

Wir haben folgende Eindeutigkeit von Lifts von Uberlagerungsprojektionen.

Proposition B.1 7 : X = X sei eine Uberlagerungsprojektion und f,g} (Y - X
stetig auf einem topologischen Raum Y mit mo f =mog . Stimmen f und g in einem
Yo € Y berein und ist 'Y zusammenhdngend, so gilt f =g .

Beweis:
Wir betarchten A :=[f = g] CY . Klarerweise ist yp € A # () ,und A ist abgeschlossen,
da f und g stetig sind.

Fir y € Aundz := f(y) = g¢(y) wihlen wir eine offene Umgebung
U(z) von z , fiir die 7~ Y(U(z)) = 3, Vi, Vi offen und 7|V;,—>U(z) ein Homomor-
phismus wie Definition B.1 ist. Da f und g stetig sind, existiert eine offene Umgebung
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W (y) von y mit f(W(y)),g(W(y)) CU(z).Da mof=mog und 7 auf U(z) injektiv
ist, folgt f =g in W(y) , also W(y) C A, und A ist offen.

Da Y zusammenhingend ist, folgt A = Y und f = ¢ , und die Proposition ist
bewiesen.

/1]

Die Bedeutung der Uberlagerungsprojektionen liegt in der folgenden Homotopie-Liftungs-
Eigenschaft.

Proposition B.2 Jede Uberlagerungsprojektion m : X = X besitzt die Homotopie-
Liftungs-Eigenschaft fir jeden topologischen Raum Y, d.h. fiir stetige Abbildungen F :
Y x[0,1] = Xund f : Y — X mit F(., 0) =mo f existiert ein stetiger Lift F
Y % [0,1] = X mit o F' = F und F(.,0) = f bzw. das Diagramm

Y x {0} =Y ! X
g / {7‘(

F
Y x [0,1] X

kann kommutativ ergdnzt werden.

Beweis:

Wir zeigen, zu jedem y € Y existiert eine offene Umgebung U(y) von y und eine stetige
Abbildung F, : U(y) x [0,1] — X mit 7 o F, = F und F,(2,0) = f(z) fiir alle z €
Ul) . Fir 0 <t < 1 existiert zu x := F(y,t) € X eine offene Umgebung
U(z) von z wie in Definition B.1, und, da F stetig ist, existieren offene Umgebung
Ui(y) von y und I(t) von t mit F(Uy(y) x I(t)) C U(x) . Da [0,1] kompakt ist, existieren
endlich viele #; € [0,1] mit [0,1] = szll(fj) . Setzen wir Ul(y) := ﬂ‘] —1Ui;(y) , so exi-
stieren endlich viele 0 =tg <t;1 < ... <ty =1und zq,...,zy und offene Umgebungen
U(zyp) von x, wie in Definition B.1 mit

F(U(y) X [tp—1,tn]) CU(xy,) firn=1,...,N. (B.1)

Wir setzen Fy(z,O) = f(2)firz € U(y) . Sei nun n > 1 und Fy : Uly) x
0,t,-1] — X sei bereits stetig und mit mo F, = F definiert. Fiir 7 '(U(z,)) =
Zkeln Vi ks Vi offen und 7T|Vn7ki>U ein Homdomorphismus wie in Definition B.1, se-
hen wir mit (B.1), dass

Daher gilt R
Fy — (W’mG)_l oF auf Un,k X {tn—1}7

und mit
Fy = (W’Vn,k)_l oF auf Un7k X [tn—latn]7

97



ist, da U, offen und paarweise disjunkt sind, Fy wohldefiniert und stetig auf U(y) x
[tn—1,tn] mit 7o Fy = F . Mit Induktion definiert dies eine stetige Abbildung Fy :
Ul(y) x [0,1] = X mit 7o F, = F und F,(2,0) = f(z) fiir alle z € U(y) .

Fir yi1,y2 € Yund z € U(y1) N U(y2) sind Fy,(z,.) und Fy,(z,.) zwei Lifts von
F(z,.) auf dem zusammenhéngenden Raum {z} x [0,1] und mit Fyl(z,()) = f(z) =
Fy,(2,0) . Mit Proposition B.1 folgt Fy,(z,.) = Fy,(z,.) , und somit ist F(z,t) =
Fy(z,t) fir z € U(y),0 <t <1 Wohldef}niert, stetig auf U(yA) x [0, 1] fiir alle y €y,
also stetig auf Y x [0,1] , und mit 7o F = F und F(.,0) = f . Zusammen ist F der
gewiinschte Lift, und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Bemerkungen:

1. Fiir den einpunktigen topologischen Raum Y sehen wir, jeder Weg ~:[0,1] - X
hat an jedem Punkt & € 7= 1(y(0)) # 0 einen Lift bzw. gelifteten Weg 4 :[0,1] —
X mit 1oy =+ und 4(0) = & .

Mit Proposition B.1 ist der geliftete Weg mit gegebenem Anfangspunkt eindeutig,
insbesondere werden konstante Wege in konstante Wege geliftet.

2. Mit der Homotopie-Liftungs-Eigenschaft in Proposition B.2 werden homotope Wege
Y,71 : [0,1] — X , d.h. es existiert eine Homotopie, d.h. eine stetige Abbildung
F:[0,1] x [0,1] = X mit

F(.,0) =7, F(,1)=m,
F(07 ) = 70(0)7 F(17 ) = 70(1)7

und geschrieben ~; ~ 79 , in homotope Wege geliftet, da konstante Wege in kon-
stante Wege geliftet werden. Insbesondere werden null-homotope geschlossene Wege,
d.h. Wege, die zu einem konstanten Weg homotop sind, in geschlossene Wege geliftet.

d

Allgemeiner konnen auf einfach zusammenhéngenden topologischen R&umen, d.h. weg-
zusammenhéngende topologische Rdume, in denen alle geschlossene Wege null-homotop
sind, alle stetigen Abbildungen geliftet werden.

Proposition B.3 7 : X — X sei eine Uberlagerungsprojektion, Y ein einfach zu-
sammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender topologischer Raum und f:Y — X
stetig.

Dann ezistiert zu jedem 1yo € Y,20 € 7' (f(yo)) ein eindeutiger Lift f:Y —
X mitwo f=f und f(yo) = 2o .

Beweis:

Da Y einfach zusammenhéngend ist, ist Y in unserer Konvention wegzusammenhéngend,
andernfalls setzen wir Y zusétzlich als wegzusammenhéngend voraus. Daher existiert zu
jedem y €Y ein Weg ~inY | der ypund y verbindet. Dann ist f o~y ein Weg in
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Y mit Anfangspunkt f(yo) = m(Zo) . Mit Proposition B.2 und der darauffolgenden 1.
Bemerkung hat foy einen gelifteten Weg 4 in X mit Anfangspunkt %y und wody = fory.
Wir definieren f(y) € X als den Endpunkt von 4 . Klarerweise gilt 7(f(y)) = f(y) .

Zwar ist der Lift 4 und damit sein Endpunkt eindeutig, aber zur Wohldefiniertheit
von f betrachten wir einen weiteren Weg ¢ in Y , der yo und y verbindet, und dessen
Lift 6 in X mit Anfangspunkt Zound mo6 = foo . Da v und ¢ und andererseits
4 und & gleiche Anfangspunkte haben, sind (—v)@o bzw. (—9)®6 Wege in Y bzw. X |
die die Endpunkte von ~ und von ¢ bzw. die Endpunkte von 4 und von & verbinden.
Da y der Endpunkt von ~ und o ist, ist (—y) @ o ein geschlossener Weg. Klarerweise
gilt

mo((=9)@6)=fo((=)®0),
und somit ist wo((—4%)@&) ein geschlossener Wegin X . Da Y einfach zusammenhéngend
ist, ist der gschlossene Weg (—v) @ o in Y null-homotop, also ist auch fo ((—v) o) =
mo((—%) @) null-homotop in X . Mit der 1. Bemerkung nach Proposition B.2 wird der
null-homotope Weg 7o ((—%) @ &) in einen geschlossenen Weg geliftet. Offensichtlich ist
dieser Lift (—9) @ ¢ , alsoist (—9) @ J ein geschlossener Weg, damit haben 4 und &
den gleichen Endpunkt, und f ist wohldefiniert.

Da wir mo f f bereits haben, verbleibt noch die Stetigkeit von f zu zeigen. Fir
yeY,z:=f(y) € Xundz := n(2) = f(y) € X , withlen wir eine offene Umgebung
U(z) von z , fiir die 7~ H(U(z)) = 3, Vi, Vi offen und 7|V;,—>U(2) ein Homéomorphis-
mus wie in Definition B.1 ist. Da & € 7 Y(U(z)) = >, Vi , liegt & in einem Vj .
Da Y lokal wegzusammenhéngend ist, konnen wir eine offene Umgebung W (y) von y
wéhlen, die wegzusammenhéngend ist und fiir die f(W(y)) C U(z),da f stetig ist. Nun
verbinden wir y mit einem beliebigen Punkt z € W(y) durch einen Weg w in W (y) .
Da f(W(y)) C U(z) und 7|V;,—=U(x) ein Homdomorphismus ist, ist der Lift von w
mit Anfangspunkt # € 7~ !(z) gegeben durch (7|V})~!ow . Nun verbindet der Weg
w® die Punkte yo und z in Y und ((7|Vi) low)®4 ist sein Llft mit Anfangspunkt
2o . Nach Definition von f ist f(z) der Endpunkt von (7|Vi) tow ,also f(y) € V;
und F(W(y)) C V. Durch Verkleinern von Vj, und U(x) erhalten wir die Stetigkeit von
f.

Die Eindeutigkeit von f folgt aus Proposition B.1, da Y zusammenhéngend ist.
Damit ist die Proposition bewiesen.

/1]

Bemerkung:
Ist f:Y — X auch eine Uberlagerungsprojektion und X zusammenhéngend, so ist mit
Y auch X und damit X lokal wegzusammenhéangend, und X st wegzusammenhéngend.
Somit gibt es zu jedem & € X einen Weg 4 : [0,1] — X mit v(0) = &g, y(1) = & , und
v:=mo4 ist ein Weg in X mit Anfangspunkt ~(0) = n(%o) = f(yo) . Da f:Y — X
eine Uberlagerungsprojektion ist, existiert mit der 1. Bemerkung nach Proposition B.2 ein
Lift 40 :[0,1] =Y von v, d.h. foy =7, mit 1(0) = yo . Dann ist fory ein Weg in
X mit Anfangspunkt (f070)(0) = f(yo) = &0 = §(0) und 7o foyy = foyo =7y =707 .
Also sind f o~y und 4 zwei Lifts von =~ mit dem gleichen Anfangspunkt, und mit der
Eindeutigkeit der Lifts in der 1. Bemerkung nach Proposition B.2 bzw. Proposition B.1
folgt fo~o=4 . Dies ergibt f(y0(1)) =4(1) =2, und f:Y — X ist surjektiv.

Wir setzen = = 7(%) € X , und es existiert eine offene Umgebung U(z) von z , fur
die 7= Y(U(z)) = 3, V;,Vi € X offen und 7|V;—5U(x) ein Homdomorphismus ist und
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fiir die f~'(U(x)) = 32, Wi, Wi C Y offen und f|W;,—~5U(x) ein Homoomorphismus
ist. Da X und somit X lokal wegzusammenhingend ist, kénnen wir U (x) wegzusam-
menhéngend wihlen. Damit sind alle V; C X und Wi CY auch wegzusammenhéngend,
und, da V; bzw. W} offen und paarweise disjunkt sind, sind V; bzw. W, die Wegzusam-
menhangskomponeten von 7 }(U(x)) bzw. f~}(U(x)) . Nun gilt mit dem Lift

FWi) S (W) = 7 (U) = 3 Wi
l

und, da f(W;) wegzusammenhingend ist, ist f(W;) in genau einer Wegzusammen-
hangskomponente V;, enthalten. Mit den obigen Homdomorphien ist f |I/Vki>Vl,C ein
Homéomorphismus. Da & € m~1(U(z)) = >, V, , ist & € V, fiir genau ein [ , und
f_l(Vl) = Zk,lk:l Wy . Damit ist f:Y — X eine Uberlagerungsprojektion.

d

Definition B.2 Fir eine Uberlagerungsprojektion w : X — X heissen Homdomorphis-
men 7:X—X mit toT =x die Decktransformationen von w .

d

Proposition B.4 FEs sei 7 : X = X eine Uberlagerungsprojektion und X zusam-
menhdngend. Dann bilden die Decktransformationen von w eine Gruppe von Homdomor-
phismen von X | die frei diskontinuierlich auf X operiert, d.h. zu jedem I existiert
eine offene Umgebung U(Z) von & , so dass fiir eine Decktransformation T mit

T(U@)NU(x) #0 =1 =idy.

Ist X einfach zusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend, so operieren die Deck-
transformationen transitiv auf jeder Faser von w , d.h. zu jedem x € X und Z1,%y €
7 1(x) ezistiert eine Decktransformation T von m mit o = T(&1) , und weiter ist diese
Decktransformation eindeutig.

Beweis:
Klarerweise ist die Verkettung und die Inverse von Decktransformationen wieder eine
Decktransformation, und somit bilden die Decktransformationen eine Gruppe.

Fiir # € X betrachten wir fiir 2 := 7(Z) eine offene Umgebung U(z) von z , fiir die
YU (z)) = 3}, Vi, Vi offen und |V, Z,U(z) ein Homdomorphismus wie in Definition
B.list. Da & € 7 YU(x)) = Y., Vi , liegt 2 in genau einem Vj , und wir setzen
U(z) := Vi . Angenommen ¢ € 7(U(z))NU(z) # 0, so existiert Z € U(&) mit g = 7(2) .
Da 7(9) = n(7(2)) = n(2),9,2 € U(z) = V, und 7|V} injektiv ist, folgt 2z = ¢ = 7(2) ,
und £ ist ein Fixpunkt von 7. Nun gilt mor =7 = moidy,7(2) = £ = idz(£) und X ist
zusammenhéingend, und mit Proposition B.1 folgt 7 = idy , und die Decktransformationen
operieren frei diskontinuierlich auf X .

Fiir #p,# € n~Y(x),z € X , haben wir n(#3) = 2 = n(#;) . Ist X einfach zusam-
menhéngend und lokal wegzusammenhéngend, so existieren mit Proposition B.3 eindeutige
Lifts 7,7 von m:Y =X = X ,dh. mor =7 =707 , mit 7(&1) = &5 und 7(is) = &1 .
Dann gilt 7o (For) = m (For)(#) = #; und X ist zusammenhingend, und mit
Proposition B.1 folgt 7 o7 = id¢ und mit Symmetrie 7o 7 = idg¢ . Damit ist 7
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ein Homoémorphismus, also eine Decktransformation, und 7 erfiillt 7(z1) = 22 , wie
gewiinscht. Die Eindeutigkeit von 7 folgt aus Proposition B.3 mit der Eindeutigkeit von
7 als Lift.

/1]

Bemerkungen:

1.Ist 7#: X — X eine einfach zusammenhéngende, lokal wegzusammenhéngende
Uberlagerung und 7 : X = X ein Lift von 7 ,dh. moT =7 , so gilt fir
X,X # 0 und beliebiges #; € X und &y := 7(i1) , dass n(&;) = 7(&2) . Mit der
obigen Proposition B.4 existiert eine Decktransformation 7y : XX mit o =
mund 79(Z1) = Z2 , also, da X zusammenhingend ist, ist 7 = 79 mit Proposition
B.1 eine Decktransformation, insbesondere ein Homéomorphismus.

2. Sind m; : X - X; zwei einfach zusammenhéingende, lokal wegzusammenhingen-
de Uberlagerungsprojektionen mit den gleichen Decktransformationen, so existiert,
da die Decktransformationen der 7; mit obiger Proposition B.4 transitiv auf
der Faser von m; operieren und 7; surjektiv sind, eine bijektive Abbildung
f: X1 — Xomit fomr; = m . Da m,m als Uberlagerungsprojektionen lokale
Homoéomorphismen sind, ist f = mp o m 1 ein lokaler Homdomorphismus, und, da
f bijektiv ist, ist f: X;—X5 ein Homémorphismus.

d

Proposition B.5 ([Sp] Corollary 2.5.14) Jeder zusammenhdingende, lokal wegzusam-
menhdngende, semi-lokal einfach zusammenhdngende, topologische Raum X |, d.h. zu je-
dem x € X existiert eine offene Umgebung U(z) von x , so dass alle geschlossenen Wege
in U(x) null-homotop in X sind, hat eine einfach zusammenhingende Uberlagerung.

d

Beweis:

Wir wihlen 29 € X und setzen X als die Menge der Aquivalenzklassen aller homotoper
Wege in X mit Anfangspunkt zy . Die Aquivlaenzklasse, in der ein solcher Weg -~
liegt, bezeichnen wir mit (v) . Da homotope Wege den gleichen Endpunkt haben, ist
die Projektion 7 : X = X auf den gemeinsamen Endpunkt einer Aquivlaenzklasse
wohldefiniert. Da X zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend ist, ist X
wegzusammenhéngend, und 7 ist surjektiv.

Wir betrachten die Paare (v,U) mit U C X offen und ~ ein Weg in X mit
Anfangspunkt zp und Endpunkt in U . Mit (y,U) bezeichnen wir die Menge der
Aquivalenzklassen in X , die einen Représentaten der Form ~ @ o fiir einen beliebigen
Weg o in U mit dem Endpunkt von ~ als Anfangspunkt haben.

Fiir (w) € (y,U) gibt es einen Weg o in U mit dem Endpunkt von ~ als An-
fangspunkt und w ist homotop zu v @ o . Fiir einen beliebigen Weg ¢ in U mit dem
Endpunkt von w bzw. o als Anfangspunkt haben wir die homotopen Wege

Wwho =~ (y®o)Do ~vD(cd ')
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und o @ o’ ist ein Weg in U mit dem Endpunkt von ~ als Anfangspunkt, also
(weo') € (v,U) und
(w,U) C (v, ).

Da andererseits 7y >~y @ o @ (—0)) ~wd (—0) , also (v) € (w,U) , folgt mit Symmetrie
(W, U) = (,U) Yw)e(,U). (B.2)
Ist nun (w) € (v, U) N (y,U") , so folgt m({w)) € UNT’ #0 und
(w) € (W, UNT") € (w,U)N{w,U") = (v, U) N, U)

Damit bilden {(y,U)} die Basis einer Topologie, und wir betrachten X als topologischen
Raum mit dieser Topologie. Damit offensichtlich 7({7,U)) CU ,ist 7: X — X stetig.
Fiir wegzusammenhéingendes U haben wir «({(y,U)) = U , also ist, da X lokal
wegzusammenhangend ist,  : X — X eine offene Abbildung.

Sind alle geschlossenen Wege in U null-homotop in X | so ist fiir zwei Wege 0,0’ in U
mit dem Endpunkt von ~ als Anfangspunkt und gleichem Endpunkt der Weg (—o’) @ o
als geschlossener Weg in U null-homotop in X ; also 0 ~ o’ @ ((—0’) ® o) ~ ¢’ und
(y@&o)=(y®o'),und 7|(vy,U) ist injektiv. Ist U weiter wegzusammenhingend, so ist
7|(y,U) = U bijektiv, und, da 7 offen und stetig ist, ist 7|(y,U)—>U ein Homsomor-
phismus. Da X lokal wegzusammenhingend und semi-lokal einfach zusammenhéngend
ist, existiert zu jedem x € X eine offene, wegzusammenhéngende Umgebung U(x) von x ,
so dass alle geschlossenen Wege in U(z) null-homotop in X sind. Klarerweise ist

7N U(2)) = Ur(iyyer (1. U),

und (y,U) sind offen, mit (B.2) sind (v,U) paarweise disjunkt und 7|(y,U)-"5U ist
ein Homdomorphismus. Zusammen ist 7 : X — X eine Uberlagerungsprojektion.

Schliesslich sei 7 der konstante Weg bei zo und &g := (y) € X . Fiir (7) € X
beliebig, z.B. v :[0,1] — X mit Anfangspunkt x( , betrachten wir fiir ¢ € [0,1] die Wege
v 1 [0,1] — X mit y(s) := 7(st) , insbesondere 7y = xy im Einklang mit der obigen
Definition. Wir setzen 4(t) := (y;) € X , insbesondere 4(1) = (y) . Fiir 4(t) = (y;)
enthalten in einer Basismenge (w,U) von X,0 <t < 1, sehen wir ~(t) = y(1) =
m({(1)) € U . Da ~ stetigund U C X offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit y(s) €
U fur alle s € [t — 6,t + ] N [0,1] . Damit sind . 4(7) :=~v((1 — 1)t +7s),7 € [0,1], fiir
solche s ganz in U enthalten, und, da

Vs = (78 %) (_'Yt,s)) D Vt,s =Vt D Ve,s5

sehen wir mit (B.2), dass 4(s) = (vs) € (%, U) = (w,U) , und ist 4 :[0,1] = X stetig.
Da 4(0) = (y0) = @0, Y(1) = () , ist 4 ein Wegin X , der #p und (vy) verbindent, und
X ist wegzusammenhéngend. Da weiter

m(3(t) = 7((7)) = (1) = (1),

also mo4y =+ ,ist 4 der Lift von 7 mit Anfangspunkt z .

Nun sei @ :[0,1] — X ein beliebiger geschlossener Weg bei g , also &(0) = &y =
w(1) . Dann ist v := mo @ ein geschlossener Weg in X bei 7(%9) = xo . Setzen wir
4 = () wie oben, so sind 4 und @ Lifts von ~ mit Anfangspunkt z, . Da dieser Lift
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mit Proposition B.1 eindeutig ist, da = : X = X eine Uberlagerungsprojektion ist, haben
wir 4 = w , insbesondere

(v) =3(1) = @(1) = Zo = (),

und v ~ 7 ist null-homotop in X . Mit der 2. Bemerkung nach Proposition B.2 werden
die homotopen Wege +~ und 79 in homotope Wege geliftet, also sind die Lifte & =%
und der konstante Weg 4y homotop in X ,und @ ist null-homotop in X .Da @
beliebig war und X wegzusammenhéangend ist, ist X einfach zusammenhéngend, und
die Proposition ist bewiesen.

/1]

Bemerkungen:

1. Hat ein toplogischer Raum X eine einfach zusammenhingende Uberlagerung
m: X — X, so ist zuerst mit der Surjektivitdt von 7 und dem Zusammen-
hang von X auch X zusammenhingend. Ist U C X offen, 7 }(U) =
> & Vi, Vi, offen und |V}, 23U ein Homdomorphismus wie in Definition B.1, so ist
jeder Lift eines geschlossenen Weges «in U gegeben durch 4 := (7|V) o~y .
Da X einfach zusammenhingend ist, ist 4 null-homotop in X , also ist auch
v = mwo4 null-homotop in X , und wir sehen, dass X notwendlgerwelse semi-lokal
einfach zusammenhéngend ist.

2. Eine Uberlagerungsprojektion  : X — X heisst universelle Uberlagerung, wenn X
zusammenhéngend ist und 7 fiir jede weitere UberlagerungsprOJektlon X=X
geliftet werden kann, d.h. es existiert ein stetiges f : X — X mit 7o f=m.

Ist X lokal wegzusammenhéngend, so ist auch X lokal wegzusammenhéangend,
da X und X lokal homdomorph sind, und mit Proposition B.3 sind einfach zusam-
menhingende Uberlagerungen immer universell.

3. Ist 7: X — X eine einfach zusammenhingende Uberlagerung und 7 : X — X eine

nach voriger Bemerkung universelle Uberlagerung eines lokal wegzusammenhiingen-
den topologischen Raumes X | so ist, wie schon bemerkt, auch 7 eine univer-
selle Uberlagerung. Da 7 universell ist, existiert zuerst ein stetiges f : X —
X mit 7o f =T7.
Fir X # 0 und beliebigess Z € X und & := f(Z) € X , haben wir 7(&) =
(o f)(&) = #(Z) , und, da wieder X lokal Wegzusammenhangend ist, da X und X
lokal homoomorph sind, existiert mit Proposition B.3 ein Lift f : X — X mit 7o f=
mund f(#) = # . Dann gilt 7o (fof) = m@o(fof) = 7#und (fo f)(&) =
&, (f o f)(&) = 56 calso fof = idg, fo f= id mit Proposition B.1. Damit sind
f XX, f : X=X Homdmorphismen, und die Uberlagerungen 7 und 7 sind
dquivalent, insbesondere ist X auch einfach zusammenhéngend.

4. Da Mannigfaltigkeiten in jedem Punkt eine Umgebungsbasis aus offenen, einfach
zusammenhédngenden Mengen hat, besitzt mit Proposition B.5 jede Mannigfaltigkeit
eine einfach zusammenhiingende Uberlagerung.
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5. Fiir einen lokalen Homéomorphismus 7 : X — M von einem topologischen Raum
X in eine Riemannsche Fliche M , d.h. zu jedem z existiert eine offene Umgebung
U(x) C X von z mit 7|U(z)—37(U(z)) ist ein Homdomorphismus und «(U(z)) C
M st offen, bilden wie in der 5. Bemerkung nach Definition 2.2 fiir jede offene
Menge U C X mit 7|U-"37(U) ist ein Homéomorphismus und jede Karte z: V C
M — Cmit n(U) CV die Karten zo 7|U=52(w(U)) € C einen komplexen Atlas
von X .

Ist 7 eine Uberlagerungsprojektion, so ist X nicht-leer und ein Hausdorff-Raum, da
M als Riemannsche Fldche nicht-leer und ein Hausdorff-Raum ist und = surjektiv
ist. Mit der folgenden Bemerkung erfiillt X auch das zweite Abziihlbarkeitsaxiom,
und so wird X durch diesen Atlas zu einer Riemannschen Flache, und 7 : XM
ist holomorph.

6. Ist m: X — X eine Uberlagerungsprojektion, erfiillt X das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom und ist X lokal zusammenhingend und X zusammenhéngend,
so erfiillt auch X das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, denn in diesem Fall kdonnen
wir eine abzihlbare offene Uberdeckung U,,n € N, von X aus zusammenhiingen-
den Mengen U, mit = YU,) = > ker, Yok Vo ist offen und 7T|Vn7ki>Un
ist ein HomoOomorphismus wie in Definition B.1 wéhlen. Klarerweise ist
{Viik}n,ie €ine offene Uberdeckung von X .

Wir zeigen, V,,; schneidet sich mit nur abzéhlbar vielen V;,; . Dazu sei I €
VorNa 1 (Up) und 2 == 7(2) € U, NU, € X . Da X lokal zusammenhiingend
ist, existiert eine offene, zusammenhingende Umgebung U(z) C U, N U,, von x .
Dann gilt 7= }(U(z)) =7 1 (U(x))N Zk/eln Vo = Zk/eln(ﬂfl(U(x)) NV k) und
7N U (x)) N Vg sind offen und 7| (7= (U (z)) N V; pr)—=U(z) ist ein Homdomor-
phismus.

Damit ist & € 7~ (U(2))NVpr 2 U(z) zusammenhéngend und 7 1(U(x))NV, % C
71 (Uy,) ist in einer Zusammenhangskomponente von 7~ 1(U,,) enthalten. Mit der
2. Bemerkung nach Definition B.1 sind diese Zusammenhangskomponenten gerade
Vinisl € Iy, also 7Y U(2)) N Vg C Vi fiireinl € I, . Da Vp,pp paarweise
disjunkt sind, folgt 71 (U(2)) NV, N Vipy =0 fiir I # 1.

Wir haben gezeigt, fiir jedes & € V, 1. N 71 (U,,) existiert eine offene Umgebung
7 Y U(x)) von & , so dass sich V, in 7~ }(U(x)) mit nur einem V4,0 € Iy,
schneidet. Da X das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt und V;,;, = U, C X ,
kénnen wir V,, N 7 1(U,) mit abzihlbar vielen solchen offenen Umgebungen
iberdecken, und somit gibt es fiir jedes m € N nur abzéhlbar viele [ € I,,, mit V,, N
Vi # 0 . Da nur abzéhlbar viele m € N, schneidet sich V},; mit nur abzéhlbar
vielen Vi, .

Nun ist X zusammenhingend und alle V,, ;. offen, und daher lassen sich alle
Vg mit V,, ,, durch eine Kette Vi, gyy. .., Vi, k, mit (n1, k1) = (n, k), (ng, ky) =
(m,l) und

anflykjfl N an,kj £0 firj=1,...,J

verbinden. Da sich aber alle V, ;, mit nur abzéhlbar vielen V;,,; schneiden, enthalten
alle Ketten mit gegebenem Anfangsglied nur abzihlbar viele verschiedene Glieder,
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10.

und wir schliessen, es gibt nur abzdhlbar viele V,, ;. , insbesondere sind alle I,
abzéhlbar, da V,, .,k € I,,, paarweise disjunkt, also verschieden sind.

Da 7|V, k——U, ein Homéomorphismus ist und X das zweite Abzithlbarkeitsaxiom
erfiillt, hat jedes V), ;. eine abzéhlbare Basis. Da V), ;. eine offene Uberdeckung von
X bilden, ist die Vereinigung dieser Basen eine abzdhlbare Basis von X ,und X
erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom.

Ist 7: X — X eine Uberlagerungsprojektion von Riemannschen Flichen X und X
und ist 7 holomorph, so heisst 7 eine holomorphe Uberlagerungsprojektion bzw.
X eine holomorphe Uberlagerung von X . Fiir holomorphe Uberlagerung sind Lifts
holomorpher Abbildungen wieder holomorph, insbesondere sind die Decktransfor-
mation von 7 biholomorph.

Mit der 4. Bemerkung hat jede Riemannsche Fliche eine einfach zusammenhéngen-
de und damit universelle, holomorphe Uberlagerung. Diese ist bis auf Biholomorphie

eindeutig, und mit dem Uniformisierungssatz, Satz 9.1, ist diese bis auf Biholomor-
phie S2,C oder D .

Umgekehrt ist mit der 3. Bemerkung jede universelle Uberlagerung einer Riemann-
schen Flache einfach zusammenhéngend.

Sind 7 : M — M; zwei universelle, holomorphe Uberlagerungen von Riemannschen
Fldchen mit den gleichen Decktransformationen, so haben wir mit der 2. Bemerkung
nach Proposition B.4 einen Hom6omorphismus f : M; = My mit fom =my . Da
m; lokal biholomorph sind, ist f = mpom ! lokal biholomorph, und, da f bijektiv
ist, ist f: M; = My eine biholomorphe Aquivalenz.

Die Bemerkungen 5., 7., und 9. gelten analog fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten,
wenn holomorph bzw. biholomorph durch differenzierbar bzw. diffeomorph ersetzt
werden.

d

Definition B.3 Fir einen mnicht-leeren, wegzusammenhdngenden, lokal wegzusam-
menhingenden topologischen Rauwm X mit einer einfach zusammenhingenden Uberlage-
rung T : X X definieren wir die Fundamentalgruppe m1(X) von X als die Gruppe
der Decktransformationen der Uberlagerungsprojektion.

Bemerkungen:

1.

2.

3.

Obige Definition der Fundamentalgruppe ist dquivalent zur Standarddefinition, siehe
[Sp] §1.8 und [Sp] Theorem 2.6.2.

Die Fundamentalgruppe ist eine topologische Invariante, d.h. fir X; = X
homoomorph ist 71 (X;) = m(X2) isomorph.

Mit Proposition B.4 operlert die Fundamentalgruppe frei diskontinuierlich als
Homoéomorphismen auf X . Fiir lokal wegzusammenhéngendes X ist auch X
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lokal wegzusammenhéngend, und mit Proposition B.4 operiert die Fundamental-
gruppe transitiv auf allen Fasern. Weiter hat mit der Eindeutigkeit in Proposition
B.4 die Fundamentalgruppe und die Faseren der Uberlagerungsprojektion 7 die
gleiche Machtigkeit, d.h.

|m(X)| = |77 ()] Ve X.
Insbesondere ist X einfach zusammenhéngend genau dann, wenn 71 (X) = {idx} .

. Fiir lokal wegzusammenhingendes X und eine zusammenhingende Uberlagerung
7:X — X sind X und X wieder lokal wegzusammenhéangend, insbesondere ist
X wegzusammenhingend. Dann lifted mit Proposition B.3 und der anschliessenden
Bemerkung die einfach zusammenhingenden Uberlagerung  : X — X zu einer
Uberlagerung 7 : X — X mit m = 7o# . Klarerweise sind alle Decktransformationen

von 7 auch Decktransformationen von 7 o7 =7 , also ist m(X) C m(X) eine
Untergruppe.

. Da jede zusammenhingende differenzierbare Mannigfaltigkeit bzw. Riemannsche
Flache M nicht-leer und wegzusammenhéingend ist und nach der 4. der vorigen
Bemerkungen eine einfach zusammenhéingenden Uberlagerung « : M — M hat,
ist die Fundamentalgruppe (M) definiert, und nach der 7. und 10. der vorigen
Bemerkungen ist (M) eine Untergruppe der Diffeomorphismengruppe bzw. der
Gruppe der biholomorphen Aquivalenzen von M , die nach Proposition B.5 frei
diskontinuirlich auf M operiert.
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C Die Gruppe der gebrochen linearen Abbildungen

Wie aus der Funktionentheorie bekannt ist, ist die Verkettung und die Inverse gebrochen
linearer Abbildungen von C U {oco} wieder eine gebrochen lineare Abbildung, genauer
haben wir fiir GL(2, K) := {A € K?*? | det A # 0} fiir einen Korper K einen Gruppen-
homomorphismus [.] von GL(2,C) in die Gruppe der gebrochen linearen Abbildungen
auf CU {oo} definiert durch

a b
(2) := az +0 fiir z € CU {o0o}.
c d cz+d

Nun folgt aus (az+0b)/(cz + d) = z fiir alle z € CU {oc} zuerst ¢ =0 fiir z = co , dann
b=0 fiir z=0 und schliesslich a/d =1 fiir z =1, also

ker[.] ={A\2 | A€ C—{0} }. (C.1)

Daher ist in jeder Nebenklasse des Kerns eine Matrix A € GL(2,C) mit det+A =1 und
mit SL(2,K):={A € K?*? | det A = 1} fiir einen Kérper K haben wir

[GL(2,C)] = [SL(2,C)]. (C.2)

Die Gruppe Aut(M) der biholomorphen Aquivalenzen einer Riemannschen Fliche M
bilden fiir M = S?, D, H gerade die gebrochen linearer Selbstabbildungen von CU{oo} =
S?  dh. ®(M)= M , wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition C.1 Die Gruppe der biholomorphen Aquivalenzen fir S* wund die obere
Halbebene H := [Im > 0] sind gerade die gebrochen linearer Selbstabbildungen bzw.

Aut(S8%) = [SL(2,C)] und Aut(H) = [SL(2,R)],

und im zweiten Fall wird diese Gruppe durch die horizontalen Verschiebungen z — z +
a mit a € R, die Streckungen z — Az mit A > 0 wund die negative Inversion z+— —1/z
erzeugt.

Beweis:

Eine gebrochen lineare Abbildung ¢ von C U {oo} = S? | d.h. é(2) = (az +b)/(cz +
d) fir z € C — {—=d/c},p(—d/c) = 00,¢(c0) = a/c mit ad — bc # 0 , ist als Abbildung
in $2 holomorph auf C — {—d/c,00} , ist holomorph in —d/c , da ((1/2) 0 ¢)(z) =
(cz+d)/(az +b) , und ist holomorph in oo, da (¢o(1/2))(z) = (a+bz)/(c+dz) . Da
die Inverses ¢~ ! wieder eine gebrochen lineare Abbildung ist, also auch holomorph ist,
ist ¢ : 852552 biholomorph, d.h. ¢ € Aut(S?) .

Nun sei ¢ € Aut(S?) . Nach Anwendung einer Translation und der Inversion 1/z
kénnen wir ¢(co) = oo annehmen. Dann ist ¢|C—=C eine bijektive, ganze holomorphe
Funktion, und hat somit eine Darstellung als Potenzreihe ¢(z) = Y 7 a,z" fiir z € C .
Weiter hat ¢ := ¢ o (1/z) eine Punktsingularitidt in 0 , und mit der Injektivitdt von ¢
haben wir (B1(0) — {0}) N ¢(B1(0)) =0 . Da ¢(B1(0)) C C offen und nicht-leer ist,
ist 9(B1(0) — {0}) C C nicht dicht in C , und nach dem Satz von Weierstrass-Casorati
hat 1 keine wesentliche Singularitdt in 0 und daher enthélt seine Laurent-Reihe in 0
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nur endlich viele negative Potenzen von 2z . Diese Laurent-Reihe ist aber offensichtlich
Y(z) = (¢o(1/2))(z) = >0’ ganz" , und wir schliessen, dass ¢ ein Polynom ist. Da ¢
injektiv ist, muss ¢ genau von ersten Grad sein, d.h. ¢(z) = az 4+ b mit a # 0 , also ist
¢ eine gebrochen lineare Abbildung, und die Aussage fiir Aut(S?) ist bewiesen.

Klarerweise sind damit alle gebrochen lineare Selbstbbildungen von # biholomor-
phe Aquivalenzen von #H . Andererseits sind alle biholomorphen Aquivalenzen von #
gebrochen lineare Selbstabbildungen, siehe [Ru] Theorem 12.6 oder [Sch-b] Proposition
3.6. Insbesondere sind die horizontalen Verschiebungen, die Streckungen und die negative
Inversion biholomorphe Aquivalenzen von H , und andererseits sehen wir

(z = 2+ a), (z = Az) = [diag(\2, A"Y2)], (2 = —1/2) € [SL(2,R)]

fiir a € R bzw. A > 0, und es verbleibt zu zeigen, dass die Abbildungen beide Gruppen
erzeugen.

Fiir ¢ € Aut(H) oder ¢ € [SL(2,R)] sehen wir ¢(RU {oc}) = RU {oco} , und nach
Anwendung zweier horizontaler Translationen und der negativen Inversion —1/z koénnen
wir ¢(0) = 0 und ¢(00) = oo annehmen. Da ¢ gebrochen linear ist, haben wir ¢(z) =
(az+b)/(cz+d) mit ad—bc =1 und im zweiten Fall weiter a,b,c,d € R . Wir schliessen
b=c=0,als0 ¢(2) =Azmit A\ =ad ' =a?#0, und, da ¢(R U {cc}) = RU {o0} ,
dass A € R. Da im ersten Fall ¢(H) = H , schliessen wir weiter A > 0, und ¢ ist eine
Streckung. Im zweiten Fall haben wir a,d € R , also A =a? >0, und ¢ ist wieder eine
Streckung. Damit ist die Proposition bewiesen.

/1]

Bemerkung:
Mit (C.2) ist jede gebrochen lineare Abbildung ¢ = [A] fiir ein A € SL(2,C) und mit
(C.1) ist A bis auf das Vorzeichen eindeutig. Damit ist das Quadrat der Spur eindeutig
definiert

spur®[A] := (spurA)? fiir A € SL(C,?2).

Fiir in  Aut(S?) konjugierte, gebrochen lineare Abbildungen [A], [B] mit A, B €
SL(2,C) , geschrieben

[A] ~ [B] := 35 € SL(2,C) : [A] = [S]"}[B][S],

sehen wir
spur®[A] = spur(ST1BS)? = (spurB)? = spur®(B],

und das Quadrat der Spur ist in jeder Konjugationsklasse invariant.

Genauer bestimmt das Quadrat der Spur die Konjugationsklasse.
Proposition C.2 Fir jede gebrochen lineare Abbildung ¢ gilt
p~ (20 24+1) und spur’p = 4,

oder
¢~ (2 Az2) und spur’p = (A2 4 A7Y2)2
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sowohl fiir X als auch fir \™1 , und \ € C — {0} st bis auf sein Reziprokes eindeutig.
Weiter sind zwei gebrochen lineare Abbildungen ¢,v # idcy(sey zueinander konjugiert
genay dann, wenn

spur’e = spur?i.

Beweis:
Zuerst zeigen wir, jede gebrochen lineare Abbildung hat mindestens einen Fixpunkt in
CU{oo} . Fiir ¢ mit ¢(z) = (az +b)/(cz +d),a,b,c,d € C,ad — bc # 0, haben wir fiir
c¢=0,dass oo ein Fixpunkt von ¢ ist. Fiir ¢#0,ist 2 € C—{—d/c} ein Fixpunkt
genau dann, wenn
az+b
cz+d

)

also genau dann, wenn

e+ (d—a)z—b=0.
Da ¢ # 0, hat diese Gleichung mindestens eine Losung zg € C , und es gilt azg + b =
zo(czo +d) . Fiir z = —d/c ist az+b#0,da ad—bc# 0, also ist zy # —d/c und
somit ein Fixpunkt von ¢ .

Nach Konjugation kénnen wir annehmen, dass oo ein Fixpunkt von ¢ ist. Damit
folgt ¢ = 0, und wir kénnen d = 1 annehmen, also ¢(z) = az + b,a # 0 . Fiir
a=1,b#0 ist

d~blob= (2 2+1)
und
spurp = spur(z — 2z +1) = (1 +1)* = 4.
Fir a=1,b=0 ist ¢ ~id = (z — Az) mit A = 1 und spur?¢ = (1+1)2 =4 =
()\1/2 +)\71/2)2 )

Fiir a# 0,1 hat ¢ einen weiteren Fixpunkt in zy € C und nach Konjugation mit

(z — 2+ zp) konnen wir zyp =0 annehmen. Dies ergibt b =0 und

¢~ (z—Az) mit \=aeC-{0}

und
spurep = spur?(z — Az) = spueriag()\l/Q, )\_1/2) = ()\1/2 + )\—1/2)2.

Klarerweise gilt
(2= X2) ~ (1/2) 71z = X2)(1/2) = (z = A712),

und ¢ ist auch zur Drehstreckung mit reziprokem X konjugiert.
Zur Eindeutigkeit bemerken wir, fiir A\, u € C — {0} gilt

(A2 £ A1/2)2 = (1/2 4 =1/2Y2
A At =p4pt

1 A

=
(C.3)
= A—p=pt=X"1=
Ap
=

A= oder A= pu 1,
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und mit der Invarianz des Quadrats der Spur unter Konjugation ist A ist bis aus sein
Reziprokes eindeutig.

Zum Beweis der letzten Aussage geniigt es wieder mit der Invarianz des Quadrats der
Spur unter Konjugation fiir ¢, # idcyfe) mit spur’¢ = spur?y die Konjugiertheit
¢ ~ 1 zu zeigen. Ist ¢ ~ (2 + Az), A € C— {0}, sofolgt A #1,da ¢ # idoyfeo} , und
mit (C.3) weiter

4=1+1)%# N2+ A7Y2)?2 = spurep = spuri.
Also ist ¢ ~ (z+— pz),u € C— {0}, mit
(}\1/2 + )\—1/2)2 = spurlp = spury = (Iu1/2 —l—,u_1/2)2,

also mit (C.3) wieder A =y oder A = ! | und wir erhalten ¢ ~ 1 .
Ist ¢ ~ (2 z+1), soist mit Symmetrie ¢ ~ (z — z+1) , also ¢ ~ 1 , und die
Proposition ist bewiesen.

/1]

Bemerkungen:

1. Wir nennen gebrochen lineare Abbildungen, die konjugiert zur Translation z +— z+1
sind, parabolisch, gebrochen lineare Abbildungen, die konjugiert zur Streckung
z — Azmit A > 0,\ # 1, hyperbolisch und gebrochen lineare Abbildungen, die
konjugiert zur Drehung 2z — Az mit [A\| = 1,A # 1, elliptisch. Da die Anzahl
der Fixpunkte unter Konjugation invariant bleibt, sind die parabolischen gebrochen
lineare Abbildungen genau die gebrochen lineare Abbildungen mit genau einem Fix-
punkt.

2. Da die Ordnung eines Gruppenelements ¢ , d.h. das kleinste k € N mit ¢*¥ =
id , sofern k existiert, unter Konjugation invariant bleibt, sehen wir, die einzigen
gebrochen linearen Abbildungen mit endlicher Ordnung # 1 sind die elliptischen
gebrochen linearen Abbildungen mit A eine Einheitswurzel # 1 .

d

Nun kénnen wir das Kommutieren zweier gebrochen linearer Abbildungen genau beschrei-
ben.

Proposition C.3 Fiir zwei gebrochen lineare Abbildungen ¢, # idcyioo) , die kommu-
tieren, d.h. ¢op =1 o ¢ , gilt genau eine der drei folgenden Aussagen:

1. ¢, sind beide parabolisch und haben den gleichen Fixpunkt.
2. ¢,% sind beide nicht parabolisch und haben die gleichen Fixpunkte.

3. ¢,v¢ sind beide elliptisch, tauschen die beiden Fizpunkte der anderen Abbildung und
sind beide von der Ordnung zwei, d.h. ¢* =¢? = idoyfooy -
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Beweis:
Fiir einen Fixpunkt z € CU {oo} von ¢ sehen wir

P((2)) = (P o) (2) = (¥ 0 9)(2) = ¥(2), (C.4)

und ¢(z) € CU{oo} ist auch ein Fixpunkt von ¢ . Ist ¢ parabolisch, so hat ¢ genau
einen Fixpunkt, also ist (z) = z auch ein Fixpunkt von ¢ . Ist 1 nicht parabolisch,
so hat mit Proposition C.2 einen weiteren Fixpunkt w # z . Mit Symmetrie ist w # z

auch ein Fixpunkt von ¢ , was der Parabolizitdt von ¢ widerspricht. Damit ist

parabolisch und hat den gleichen Fixpunkt wie ¢ , also haben wir die Aussage unter dem
ersten Punkt.

Ist ¢ # idcyu(eoy nicht parabolisch, so hat ¢ zwei verschiedene Fixpunkte 21 #
z9 € CU {00} , und mit (C.4) haben wir ({z1,22}) C {21,22} . Da ¢ eine Bijektion
ist, ergibt sich (z;) = z; oder ¥(z;) = 23,4 = 1,2 . Im ersten Fall sind 2z # zo zwei
Fixpunkte von 1 , und v ist nicht parabolisch mit den gleichen Fixpunkten wie ¢ , also
haben wir die Aussage unter dem zweiten Punkt.

Im zweiten Fall tauscht ¢ die Fixpunkte von ¢ , insbesondere sind weder 2z; noch 25
Fixpunkte von 1 . Da % nach der ersten Aussage nicht parabolisch ist, hat ¢ zwei
Fixpunkte in CU{oo}— {21, 22} . Klarerweise sind dies auch Fixpunkte von ? . Dariiber-
hinaus sind z; und 2z Fixpunkte von 1?2 , also hat ? vier Fixpunkte, und es folgt
P2 = ideyufsoy - Damit hat ¢ die Ordnung zwei und ist nach der 2. Bemerkung nach
Proposition C.2 elliptisch. Mit Symmetrie folgt dasselbe fiir ¢ , und die Proposition ist
bewiesen.

/1]

Zur Bestimmung der kommutativen, frei diskontinuierlich operierenden Untergruppe von
Aut(H) schliessen wir die elliptischen Elemente aus.

Proposition C.4 In H fizpunkifreie Elemente von Aut(H) sind parabolisch oder hy-
perbolisch, insbesondere nicht-elliptisch und von unendlicher Ordnunyg.

Beweis:
Nach Proposition C.1 ist jedes ¢ € Aut(#H) von der Form ¢ = [A] mit A € SL(2,R) .
Damit haben wir ¢(z) = ¢(z) , und z € C ist ein Fixpunkt von ¢ genau dann, wenn
Z ein Fixpunkt von ¢ ist. Ist ¢ fixpunktfrei in #H , so ist ¢ auch fixpunkfrei in
H , und alle Fixpunkte von ¢ liegen auf R U {oo} . Ist weiter ¢ nicht parabolisch, so
hat ¢ genau zwei Fixpunkte. Nach Konjugation mit horizontalen Translationen und der
negativen Inversion bleibt ¢ € Aut(H) fixpunktfrei in H , und wir kénnen annehmen,
dass 0 und oo die Fixpunkte von ¢ sind. Dann ist ¢ von der Form z — Az, A € C—{0} .
Da ¢(H)=H ,da ¢ € Aut(H) , muss X €]0,00| gelten. Da weiter ¢ # idy , da ¢ keine
Fixpunkte in H hat, ist ¢ mit der Definition in der 1. Bemerkung nach Proposition C.2
hyperbolisch, wie gewiinscht.

Insbesondere ist ¢ nicht-elliptisch und nach der 2. Bemerkung nach Proposition C.2
von unendlicher Ordnung in Aut(S?) , d.h. fiir alle k € N gilt ¢* # idoyufso) > also auch
OF #idy , da ¢F # idcyufsoy hochstens zwei Fixpunkte haben kann.

/1]
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Bemerkung:

Die negative Inversion ist z — —1/z ist ein Element von Aut(H) der Ordnung zwei, also
mit der 2. Bemerkung nach Proposition C.2 elliptisch. Die negative Inversion hat genau
1 als Fixpunkt in H .

d

Nun kénnen wir alle kommutativen, frei diskontinuierlich operierenden Untergruppen von
Aut(H) bestimmen.

Proposition C.5 Jede nicht-triviale, kommutative, frei diskontinuierlich operierende Un-
tergruppe von Aut(H) st zyklisch von unendlicher Ordnung, genauer ist jede solche
Untegruppe bis auf Konjugation die Gruppe der horizontaler Translationen

{(z—2z+k) | keZ}
oder die Gruppe von Streckungen

{(z—= Ne2) | k€ Z } mit A > 1.

Beweis:

Es sei {idy} # ' C Aut(H) eine kommutative, frei diskontinuierlich operierende Un-
tergruppe. Insbesondere gilt fiir ¢, € I' , dass ¢ oy = o ¢pauf H , also hat
popop~torp™! =idy mehr als zwei Fixpunkte und somit ¢ o) =10 ¢ auf CU{oo} .
Damit ist Proposition C.3 fiir alle ¢, € I' anwendbar.

Ist ein ¢ € I' — {idy} parabolisch, so sind mit Proposition C.3 alle von der Identitét
verschiedenen Elemente parabolisch, und haben alle den gleichen Fixpunkt in CU {oo} .
Da Aut(H) = [SL(2,R)] , sind die konjugierten von Fixpunkte wieder Fixpunkte, also da
¢ genau einen Fixpunkt hat, muss dieser auf R U {co} liegen. Nach Konjugation mit
einer horizontalen Translation und der negativen Inversion, was die Kommutativitdt und
das freie diskontinuierliche Operieren erhélt, kénnen wir annehmen, dass oo ein Fixpunkt
fiir alle ¢ € T' ist. Fiir ¢ = [A] € T — {idy} mit A € GL(2,R), A = ((a,c)T, (b,d)T)
folgt ¢ =0, und wir kénnen d = 1 annehmen, also ¢(z) = az + b,a,b € R,a # 0 .
Fir a # 1 hat ¢ einen weiteren Fixpunkt in C , was aber der Parabolizitéit von ¢
widerspricht, und es gilt @ = 1 . Damit sind alle ¢ € I' horizontale Translationen, und
I’ ist isomorph zur Gruppe der Translationsvektoren I' C R , d.h.

T2 {¢(i)—i|¢ecT}CR.

Da I' frei diskontinuierlich auf # operiert, gibt es v € I' mit |v| = min,ep_goy |w| >0,
und nach einer Konjugation mit einer Streckung, kénnen wir |v| =1 annehmen. Dann
ist '={(z—2+k)| ke€Z}, wie gewiinscht.

Andernfalls sind alle ¢ € T' — {idy} nicht parabolisch und haben zwei Fixpunkte
in CU{oo} . Da T als frei diskontinuierliche operierende Untergruppe insbesondere
fixpunktfrei in H ist, enthélt ' mit Proposition C.4 keine elliptischen Elemente, und
mit Proposition C.3 haben alle ¢ € I'—{idy} die gleichen beiden Fixpukte in CU{oc} .
Wieder da Aut(H) = [SL(2,R)] , sind die konjugierten von Fixpunkte wieder Fixpunkte,
und, da ¢ € T'—{idy} fixpunktfreiin H sind, liegen beide Fixpunkte auf RU{co} . Nach
Konjugation mit zwei horizontalen Translationen und der negativen Inversion, was die
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Kommutativitit und das freie diskontinuierliche Operieren erhélt, konnen wir annehmen,
dass 0 und co die beiden Fixpunkte fiir alle ¢ € I' — {idy} sind. Fir ¢ = [4] €
I' — {idy} mit A € GL(2,R),A = ((a,¢)T, (b,d)T) folgt b = c = 0, und wir kénnen
d =1 annehmen, also ¢(z) = Az, A =a € R—{0}.Da ¢ € Aut(H) , folgt weiter A >0,
und alle ¢ € I' sind Streckungen, und I' ist isomorph zur Gruppe der Streckfaktoren
I' CJ0, 00[ , d.h.

I'={¢(i)/i | ¢ €'} CJ0,00[.

Da T frei diskontinuierlich auf H  operiert, gibt es A € T mit|log\l =
min,er_q1y |logw| > 0, und wir erhalten I' = {(z — A¥2) | k € Z } , wie gewiinscht.
Damit ist die Proposition bewiesen.

/1]
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D Der Satz von Sard

In diesem Anhang geben wir einen Beweis fiir den Satz von Sard fiir glatte Abbildungen
und folgen dabei und [M].

Satz D.1 (Satz von Sard [S], [M]) Es sei Q C R"™ offen, nichtleer, und f €
Co (Q,R™) . Dann ist die Menge der singuldren Werte von f , d.h. die Menge aller

loc

y € R™ fir die ein x € Q mit f(r) =y und
Df(x): R"™ — R™ ist nicht surjektiv
existiert, eine L™—Nullmenge in R™ .

Beweis:
Wir betrachten die Mengen der singuléren Punkte

Co:={z€Q|rank Df(z) <m }

und A
Cr ={zeQ|Df(x)=0firj=1,...,k } firk=1,...,1,

Ci41:= 0,1 € N, und zeigen

£m(f(Ck—Ck+1)) =0 fur kZO,...,l, (D.l)

wenn [m > n , was die Behauptung beweist.

Fir k=1,lm >nund x € C; sehen wir mit dem Satz von Taylor, dass f(z + h) —
f(z) = o(|h]') , genauer existiert mit der gleichmiissigen Stetigkeit von D!f fiir jedes
kompakte K C Q und € > 0 ein gg . > 0 mit d(K,0Q) > ok und

f(By(r)) € B.p(f(z)) fiiralle 0 <o < ok, z€CNK. (D.2)

Nun wéhlen wir fiir 0 < 0 < ox eine maximale Menge paarweise verschiedener Punkte
zj € CNK,jeJ, mit|z; —xj| > p fiir i # j . Dann gilt mit der Maximalitét

CiNKC UjeJBg(xj) (D.3)

und andererseits sind B, /Q(xj), j € J, paarweise disjunkt, insbesondere

[71e"27" L (B1(0)) = Y L™(Byya(w))) = L (Ujes Byya(x;)) <
jeJ
< L'{z € R" [ d(z, K) < 0k, }) = Mg < o0, (D.4)

und |J| ist endlich. Mit (D.2) und (D.3) erhalten wir

LGN K)) < L™(Ujes f(B ) <D LM(Boy(f()))) < |TI(ed )™ L™ (B1(0)).
jeJ

Da Im > n , ergibt dies fiir €, 05 <1 mit (D.4), dass

LGN K)) < |J]ee"L£™(B1(0)) < Cpm Mg,
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also L™(f(C;NK)) = 0fire - 0 und L"(f(C;)) = 0 mit einer abzdhlbaren
Ausschopfung von € mit kompakten Mengen. Dies ergibt (D.1) fir k=1.
Fir n=1,k=0,...,l —1 besteht

Cp — Crpr C [f® = 0] N [fEHD £ (]

nur aus isolierten Punkten, ist also hochstens abzdhlbar. Daraus folgt (D.1) fir &k =
0,...,1 —1 sofort, und der Satz ist fiir n =1 bewiesen.

Fir n > 2 beweisen wir den Satz mit Induktion {iber n € N . Fir k=0m =1
sehen wir

Co={xeQ|rank Df(z) <m=1}=[Df =0]=Cy,

also Cop—Cy =0, und (D.1) ist fiir & = 0,m = 1 trivial erfiillt. Fiir & = 0,m >
2undz € Cy — Cyist Df(x) # 0, 2zB. Ipfm(z) # 0 nach Umnumerierung, und zum
Beweis von (D.1) fiir k=0 geniigt es zu zeigen, dass

L™(f(CoN [Onfm #0])) =0.

Da A := CyN[Onfm # 0]in QN [0y fm # 0] abgeschlossen ist, kann diese Menge als
abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen geschrieben werden. Da deren Bild unter der
stetigen Abbildung f wieder kompakt sind, ist f(Co N [Onfm # 0]) eine Borelmenge,
insbesondere L™ —messbar.

Da m > 2, geniigt mit dem Satz von Fubini zu zeigen, dass

L7 {2z eR™ | (2,t) € f(A) }) =0 fiir alle t € R.

Setzen wir

Ay ::Am[fm :t] :Coﬂ[fm :t]m[anfm 7'&0]
und 7:R™ — R™ ! 7(2, 2,,) := z , so miissen wir zeigen, dass
L™ (o f)(A) =0 fiir alle t € R. (D.5)

Da n > 2, existiert zu = € Ay = CoN [fi = t]N[Onfrm # 0] mit dem Satz iiber implizite
Funktionen eine C*°—Funktion 1 : V(0) C R*~! — R mit 1(0) =0 und
U@) N [fm = fm(z) =t] Sz +{(y,%(y)) | y € V(0)}

fiir geeignet kleine Umgebungen U(z) C R?,V(0) C R"~! . Machen wir in U(z) den
C>°—Parameterwechsel (y,s) — =+ (y,¥(y) + s) , was das Bild von 7o f unverdndert
lasst, so konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ =0,z =0, also f,,(y,0) = ¢ . Setzen
wir ¢(y) := (7o f)(y,0) , so erhalten wir

Do(y) *
0 Onfm(y,0)

Df(y,0) =

Da 0y, fn(y,0) # 0 fiir V(0) geniigend klein, da 0, fi(x) # 0 , so sehen wir

rank Df(y,0) =1+ rank De(y)
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oder anders ausgedriickt

Df(y,0) ist surjektiv <= Dep(y) ist surjektiv.
Da Df(y,0) fur (y,0) € Cy nicht surjektiv ist, sehen wir

(mo f)(AiNU(z)) C { singuldre Werte von ¢ }.
Da ¢ € C* | erhalten wir mit Induktion

LY (mo f)(ANU(z)) =0 fiir jedes = € A.

Uberdecken wir A; mit abzéhlbar vielen U(z) , so folgt (D.5), und (D.1) ist fiir k=0
bewiesen.

Fir k=1,....,0—1undz € Cp — Cryy gilt Dif(x) = 0fiirj = 1,...,k und
D(D*f)(z) = DFtLf(z) # 0, z.B. 0,DVfn(z) # O fiir einen Multiindex v mit |y| =
k > 1 nach Umnumerierung. Da DFf € O | existiert mit dem Satz iiber implizite
Funktionen und eine C°°—Funktion ¢ : V(0) CR" ! - R mit

U(x) NC = Crpr CU@) N[D7 frn = 0] Sz + {(y,¥(y) | y € V(0)}

fiir geeignet kleine Umgebungen U(z) € R™, V(0) € R®"! . Nun betrachten wir ¢ :
V(0) CR™! = R™ mit (y) := f(z+ (y,9(y)) - Fiir @+ (y,¢(y)) € Ck = Cry1 haben
wir insbesondere D f(x + (y,%(y)) =0, also auch Dp(y) = 0 . Dies ergibt

f(U(z) N C, — Cry1) C { singulidre Werte von ¢ }.
Da ¢ € C* | erhalten wir mit Induktion
L™U(x)NC — Cry1) =0 fiir jedes x € C — Cyq.

Uberdecken wir Cy —Cpy1 mit abzihlbar vielen U(x) , so folgt (D.1) fir k=1,...,1—1,
und der Satz ist bewiesen.

/1]
Bemerkung:
Tatsichlich gilt der Satz von Sard fiir C! — Abbildungen f: Q C R® — R™ mit
[ > max(n —m,0), (D.6)
siehe [S].
O
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E Das zweite Abzihlbarkeitsaxiom

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Voraussetzung des zweiten Abzahlbarkeitsaxioms
fiir Riemannsche Flichen iiberfliissig ist, genauer zeigen wir, jeder zusammenhéingende
Hausdorff-Raum mit komplexer Struktur erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom. Auf sol-
chen Rdumen nennen wir Funktionen holomorph bzw. harmonisch, wenn sie lokal ho-
lomorph bzw. lokal harmonisch sind. Andererseits konnen wir nicht die Existenz einer
hermitschen Metrik verwenden, da wir in Proposition 3.1 wesentlich das zweite Abzahl-
barkeitsaxiom verwendet haben. Kompakte Mengen sind aber immer in Riemannschen
Flachen enthalten.

Proposition E.1 Es set M ein zusammenhdngender Hausdorff-Raum mit komplexer
Struktur und K C M eine kompakte bzw. o—kompakte Teilmenge, d.h. einer abzdihlbaren
Vereinigung kompakter Mengen. Dann existiert K C My C M offen, zusammenhdngend,
mit kompaktem Abschluss Mo C M , wenn K kompakt ist, und My erfillt das zweite
Abzihlbarkeitsaziom, insbesondere ist My fiir My # () eine Riemannsche Fliche.

Beweis:

Mit der komplexen Struktur von M betrachten wir die Karten z;: Uy C M i>B1(0) cC
und U; offen, zusammenhingend und kompaktem Abschluss U; € M . Ist K

kompakt, so wird K  von endlich vielen zfl(Bl/Q(O)),l = 1,...,L {iberdeckt.
Da M zusammenhéngend ist, lassen sich alle beliebige U; mit Uy durch eine Kette
Uys..., U, mit Iy =Ll;=10I,5=1,...,J und

U, ﬂUlj#(D firj=1,...,J

j—1
verbinden. Geben wir fiir jedes 1 < | < I’ < K eine solche Kette zu den Uj , so
kénnen wir annehmen, dass sich alle U; mit Uy,1 <[ < I’ < L durch eine Kette mit
1 <1; < L verbinden lassen. Dann ist My := UlelUl D K offen, zusammenhéngend, da
U; zusammenhiingend sind, mit kompaktem Abschluss Mg = Ulem C M , und erfiillt
das zweite Abzéahlbarkeitsaxiom.

Fir o—kompaktes K C M ,dh. K = U2, K, mit K, C M kompakt, existieren
nach obigem Argument U}_ K, C Mg, € M offen, zusammenhéngend, und My,
erfiillen das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom. Dann ist K C My := U2 My, € M offen
und erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom. Weiter kénnen wir K # () und K; #
annehmen, und erhalten () # K; C Npz1 Mo, , also, da alle My, zusammenhéngend
sind, ist auch My := U2 My, zusammenhéngend, und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Ohne eine Metrik konnen wir das Integral der Gradienten wie in Definition 7.1 definieren.

Definition E.1 FEs sei M ein zusammenhdngender Hausdorff-Raum mit komplexer
Struktur. Wir definieren I/Vl})’f(M) = I/Vlif(M, R) als die Menge der Funktionen wu :

M — R, fir die fiir jede Karte z:U C M — C die Verkettung

woz e WhA(z(U)).

loc
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Fir u,v € W1’2(M ) mit supp du N supp dv € M kompakt wihlen wir mit Proposition

loc

E.1 eine offene Riemannsche Fldiche supp dunsupp dv C My C M und mit Proposition
3.4 eine hermitesche Metrik go auf My und definieren

/Vu -Vu = /go(vgou, Vgov) ditgy-
M Mo
Wir schreiben fiir u € I/Vli’f (M) mit kompaktem Triger supp du C M in der Form

|| Vu H%g(M)z/]Vu\Z ::/Vu-Vu
M M

Bemerkungen:

1. Mit einer Partition der Eins, wie z.B. in [Sch-a] §B, 0 < n; < 1,2521 Mk
1 auf supp du N supp dv,n € C§°(Ur) und mit Karten 2z, : Uy € M — C,k =
1,..., K sehen wir mit (7.1), dass

K

/go(Vgou, Vgov) ditg, = Z / (Meoz ') V{uoz ') -V(voz ') dL?, (E.1)
k=1

Mo 2k (Uk)

und  (u,v) — [, Vu- Vo ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von M und go ,
bilinear, symmetrisch und ein Skalarprodukt auf C§°(M) fiir nicht-kompaktes M
bzw. auf C§°(M)/{1} fiir kompaktes M , alsoist || . |/z2(as) eine Norm bzw. eine
Pseudo-Norm auf C§°(M) .

2. Fir u e I/Vllg’f(M) , sehen wir fiir jede Karte z:U C M — C und jede Borelmenge
B cCcU mit (7.1), dass

[ 1V, gy = [ 1V@oz P ac
B z(B)

Dies ergibt fiir supp du € M kompakt und eine weitere offene Riemannsche Fliche
My C M mit einer hermiteschen Metrik ¢; auf M7 aber ohne die Voraussetzung
supp du C My fir o.B.d.A. M; C My , dass

[ 19l duay = [ 1Vl i,
M1 Ml

insbesondere

[ 19l s <1 oy (E:2)
My

3. Wie oben definieren wir u € O (M) < uoz™t € CX(2(U)) fiir alle Karten

loc loc

z2:UCM—C,und CM):={uec C2(M) | supp u C M kompakt } .
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Die Vervollstiandigung von C§°(M) bzw. C5°(M)/{1} beziiglich des Skalarprodukts
(u,v) — [,; Vu- Vo charakterisieren wir in der folgenden Proposition.

Proposition E.2 FEs set M ein zusammenhdngender Hausdorff-Raum mit komplezer
Struktur und u, € VVlif(M ) mit kompakten Trdagern supp du,, eine Cauchyfolge in
der Pseudo-Norm || V. ||2(ar) - Dann existieren ¢, € R und u € VVllg’f(M) mit fir alle
Karten z:U — C konvergieren

(ty —cm) ozt s uoz"t in I/Vlif( (0))

und
Vu-Vov = li_r)n Vuy, - Vo
M

fiir alle v € VVllg’cz(M ) mit kompaktem Triger supp dv .

Beweis:
Fiir eine beliebige Karte z:U — C sehen wir mit (E.2), dass

/ IV ((tm — tn) 0 27 D> dL? <|| V(U — up) ][%Q(M)—) 0 fiir m,n — oo,

also konvergieren V(umozfllin L%(2(U)) . Wihlen wir eine Karte w : Uy € M —5B;(0)
mit kompaktem Abschluss Uy C M und setzen

Cm ::][ (U 0o w™t) dL?
B1/2(0)

und wéhlen wir weiter fiir obige Karte z und V' CC U mit Proposition E.1 eine offene
Riemannsche Fliche Uy UV UUY_ supp du,, € My C M und mit Proposition 3.4 eine
hermitesche Metrik gg auf My , so erhalten wir mit der Poincaré-Ungleichung, Proposition

7.3, dass

/ (= em) 2™ = ((un =)0z P AL < Clgo, V) [ (= t0) — (e —o) Py <
|4

< C(Mo, V. go,w) / |V go (i — un)[? dpigy = C(Mo, V, go, w) || V(tm — un) ”%2(M)_> 0,
My

also konvergieren die Funktionen (t,, —¢,)o2z~! in I/Vlif(z(U )) fiir alle obigen Karten.
Fiir v € Wb 2( M) mit kompaktem Triiger supp dv , einer Partition der Eins 0 <

loc
e < 1 Zk L = 1 auf supp v,mp € C3°(Uy,) und mit Karten 2 : Uy € M5B, (0) C
C,k = , K sehen wir mit (E.1), dass

/Vum VU_Z / Moz ) Vumozg ') - V(voz ') de? —

Zk (Ur)
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K
=2 / Wozkl)-V(uozﬁ)-vwozkl)dﬁz:/vu.w,
kilzk(Uk) M

und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Damit erhalten wir eine Losung des Poisson-Problems.

Proposition E.3 (Poisson-Problem unbeschrinkt) Es sei M  ein zusammen-
hingender Hausdorff-Raum mit komplexer Struktur, () # Mo C M eine offene, zusam-
menhdngende Teilmenge, die das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfillt, also eine Riemann-
sche Fliche ist, go eine hermitesche Metrik auf My und ¢ € C§°(My) mit fMo © dpg, =

0 . Dann existiert eine glatte Losung u € Cpo.(M) des Poisson-Problems

Aju= in Moy,
ot =¥ ° (E.3)
u 1st harmonisch in M — supp .

Weiter ist [du # 0] im Abschluss einer o—kompakten Menge, d.h. einer abzihlbaren
Vereinigung kompakter Mengen, enthalten.

Beweis:
Wir 1osen das Poisson-Problem 0.B.d.A. fiir reellwertiges ¢ mit Hilbertraumtechniken
und definieren das lineare Funktional A durch

Av = — / @ - v dpug, (E.4)
Mo

fir alle v € C§°(M) . Da [}, ¢ dug, = 0 , sehen wir mit der Poincaré-Ungleichung,
Proposition 7.3, fiir eine offene Menge supp ¢ C Q C My mit kompaktem Abschluss
Q C My mit Proposition E.1 und fiir geeignetes ¢ € R mit (E.2), dass

1/2
§C</|v—c|2 d,ugo> <
Q

1/2
<o [ 1Wwoly dun) <10z,
Mo

|Av|=\ [ o= du

supp ¢

und A ist stetig beziiglich der Pseudo-Norm || V. ||z2(az) -
Mit dem Satz von Riesz existiert ein h  in der Vervollstindigung von
H von C§°(M) bzw. C§°(M)/{1} mit

(h,vyg = Av Yv e H. (E.5)

Da C§°(M) bzw. C§°(M)/{1} in H dicht liegt, existieren wu,, € C§°(M) mit , :=
Uy DZW. Uy = Uy, + span{l} — h in H , also ist wu,, eine Cauchyfolge in der Pseudo-
Norm || V. [[z2(ar) - Da wuy,  kompakte Tréiger haben, existieren mit Proposition E.2

Werte cp, € R,u € WEA(M) | so dass fiir alle Karten z: U — C die Folgen

loc

(U — em) 02 ' s uoz"t in W (2(U)) (E.6)

loc
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konvergieren, und mit (E.5) sehen wir weiter fiir alle v € C§°(M) , dass

/Vu-Vve/Vum-Vv:(um,v>H%(h,v>H:Av:—/<p-v dpig,-
Mo

Insbesondere sehen wir fiir alle Karten z : U — C mit g9 = A 2*gean auf U mit \ €
C(U,]0,00[) und alle v e C(U) mit (E.1), dass

loc

/Vuoz V(voz 1) dL? = /Vu Vo =

z(U)

—— o vty == [(por ) wosact
Mo 2(U)

Fiir UNsupp ¢ =0 erhalten wir mit dem Lemma von Weyl, siehe [GT] Exercise 2.8 bzw.
[Sch-c] Lemma 2.1, dass w o z~! harmonisch in z(U) ist, also ist w harmonisch in M —
supp ¢ und insbesondere w € C;° (M — supp ¢) , und wir haben den zweiten Teil in
(E.3).

Fiir U C My ist uoz~! eine schwache Losung von A(uoz™!) = (poz A2 in 2(U),
und mit Standardtheorie fiir elliptische Gleichungen, sieche [GT] Theorem 8.10 bzw. [Sch-c]
Korollar 6.6, folgt uwoz=! € C2(2(U)) baw. u € C2(My) und Agu = ¢ in My . Zusam-

men ist v € Cp2 (M) eine Losung des Poisson-Problems (E.3).
Schliesslich haben wir mit (E.6) nach Ubergang zu einer Teilfolge

V(tm o271 = V(uoz™') fast iiberall beziiglich £ in z(U),
also fiir die o—kompakte Menge C' := UX_,supp uy, , dass
V(uoz"1) =0 fast iiberall beziiglich £? in 2(U — C).

Da u € C2 (M) , schliessen wir [du # 0] C C , und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Satz E.1 (Zweites Abzihlbarkeitsaxiom) Jeder zusammenhdngende — Hausdorff-
Raum M mit komplexer Struktur erfillt das zweite Abzdhlbarkeitsaziom, ist also fiir
M # 0 eine Riemannsche Fliche.

Beweis:

Wie im Beweis von Proposition 7.6 erhalten wir fiir eine holomorphe Funktion f in einer
punktierten offenen Umgebung eines Punktes p € M durch Losen eines Poisson-Problems
mit Proposition E.3, wobei wir die offene Riemannsche Fliche M, := U(p) fiir eine Karte
z:U(p)=5B1(0),p € U(p), und die hermitesche Metrik durch go := 2*geqn, wiihlen, eine
nicht notwendigerweis beschrinkte harmonische Fortsetzung u des Realteils von f , d.h.
w ist harmonisch in M — {p} mit

lim (u(q) — Re(f)(q)) = 0.

q—p
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Aus Proposition E.3 erhalten wir weiter, [du # 0] im Abschluss einer o—kompakten
Menge enthalten.

Daraus erhalten wir wie im Beweis von Satz 7.1 fiir zwei Punkte p; # ps € M
die Existenz einer nicht-konstanten meromorphen Funktion bzw. holomorphen Abbildung
f: M — S? . Der Pullback g := f*gg2 ist eine Riemmansche Pseudo-Metrik auf M ,
und g ist positiv ausserhalb der Verzweigungspunkte von f bzw. ¢ verschwindet nur
auf der Menge A := [df = 0] . Da f nicht-konstant ist, hat A := [df = 0] keine
H&aufungspunkte in M , und somit erzeugt die Abstandsmetrik von ¢ die Topologie von
M , also ist M metrisierbar.

Als néchstes zeigen wir, dass M separabel ist. Dazu beachten wir aus dem Beweis
von Satz 7.1, dass f fiir zwei harmonische Funktionen w; in M —{p;},p1 # p2, wie oben
lokal von der Form f = 0,u;/0,us ist, und mit Proposition E.3 ist [du; # 0] U [duy # 0]
im Abschluss einer o—kompakten Menge C' C M enthalten bzw. duq,dus =0 auf der
offenen Menge M — C' . Weiter haben wir im Beweis von Satz 7.1 gesehen, dass sich die
Nullstellen von du; und dus in M nicht hiufen kénnen, also M = C .

Mit Proposition E.1 ist jede kompakte Teilmenge von M in einer Menge enthalten,
die das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, und somit erfiillt jede kompakte Teilmenge
das zweite Abzihlbarkeitsaxiom und ist separabel. Damit enthélt C' als o—kompakte
Menge von M eine abzihlbare, dichte Teilmenge D C C' . Wir sehen M = C C D , und
M st separabel. Da M metrisierbar ist, erfiillt M das zweite Abzihlbarkeitsaxiom,
und die Proposition ist bewiesen.

/1]
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