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Einfiithrung:

Grenzprozesse mit Mannigfaltigkeiten sind schwierig, da Limites von Mannigfaltigkeiten
Singularitdten aufweisen konnen, also keine Mannigfaltigkeiten mehr sein miissen. Diese
fehlende Kompaktheit erschwert die Existenztheorie verschiedener Variationsprobleme wie
z.B. flicheninhaltsminimierende Fléchen.

In der geometrischen Mafitheorie werden geometrische Objekte mit Hilfe von analy-
tischen und mafitheoretischen Methoden untersucht. Untermannigfaltigkeiten im euklidi-
schen Raum werden zu Varifaltigkeiten und Stromen verallgemeinert. Dazu miissen Kon-
zepte wie Tangentialraum, mittlere Kriimmung, zweite Fundamentalform und Rand durch
schwache Definitionen ersetzt werden. Existenzfragen fiir Varationsprobleme kénnen dann
durch verschiedene Kompaktheits- und Regularitétssidtze untersucht werden.

Teil I
Maf3theorie

1 Mafle

Definition 1.1 Eine Abbildung p: P(X) — [0,00] heifst Maf auf der Menge X | falls
o u(@) =0,
o n(A) < kilumk) fiir AC U, Ay, € X.
Fir AC X heifst plA , definiert durch
(1l A)(B) :=u(BNA) VB e PX),

die Restriktion von p auf A .
Eine Menge A C X heifst p-mefbar oder mefsbar beziiglich u , falls

VS C X :pu(S)=u(SNA)+ u(S—A). (1.1)

Bemerkungen:

1. Ublicherweise wird g wie in Definition 1.1 ein #uBeres Mafi genannt, und die
Einschriankung von g auf die mefibaren Teilmengen ein Mafl genannt. Wir werden
aber sehen, dafl es sehr niitzlich sein wird, dafl auch nicht-meflbaren Mengen ein
Wert durch p zugeordnet wird.

2. Wegen der Subadditivitéit, geniigt es fiir die Me3barkeit
w(S) > pu(SNA) +u(S—A) VSCX, ulS) <oo (1.2)
Zu zeigen.

3. ACX ist genau dann pg—mefibar, wenn X — A meflbar beziiglich p ist.



4. p—meBbaren Mengen sind fiir alle S C X auch (u|S)—meBbar.

5. Ist wu(A) =0, so ist A meBbar beziiglich g und heisst p—Nullmenge. Weiter
heifit eine p—meBbare Menge A C X lokale pu—Nullmenge, falls

VB C A mefibar beziiglich p : u(B) = 0 oder u(B) = 0.

d

Einfache Eigenschaften mef3barer Mengen sind in der folgenden Proposition zusammenge-

stellt.

Proposition 1.1 p sei ein Maf$ auf X , und {Ag}ren sei eine Folge von p—mejf$baren

Mengen. Dann gilt:

Upe 1 Ak, N2 Ak sind wieder p — mefbar,

w(Up Ag) = ZM(Ak) fiir Ay, paarweise disjunkt,
k=1

Pz Ag) = lim p(Ay) - fir Ay © A,

p(Mpz1 Ag) = kli_)H;OM(Ak) fir A 2 Apyq, p(Ar) < oo.

Beweis:

Da die Ag, k € N, p—meBbar sind, gilt fiir alle S C X

p(S) = pu(SN A1) +u(S — A1) =

=p(SNA)+

u((S — A1) NAy) + u((S — Ay) — As) >

> ,U,(S N (A1 U Ag)) + ,U,(S — (A1 U Ag))

Somit sind A; U A, und alle endlichen Vereinigungen auch p—mefibar. Da

X —(ANA)=(X—-A4)U(X - Ay),

sind A; N Ay und alle endlichen Durchschnitte auch pu—mefibar.
Sind die A paarweise disjunkt, so gilt fiir B; := Ufk:lAk

p(Biy1) = p(Brp1 N Apr) + (B — Aig) = p(Agr) + p(By)

und mit Induktion

Daraus folgt

also (1.4) mit Subadditivitét.

k=1 k=1
> Ag) < M( U Ak)
k=1 k=1

(1.3)
(1.4)

(1.5)

(1.6)



Zum Beweis von (1.5) sehen wir mit (1.4)
klgrolo w(Ar) = pu(Ar) + ZM (A1 — Ag) = ( U Ak)

Fir v:=plS,u(S) < oo, sind Ag und B := Uf%:lAk C Byy1 auch v—meBbar, also
mit (1.5)

(50 (Oa) = u(s 0o = D) oo( Y —) <

k=1

< lim v(Bg) + lim v(X — By) = v(X) = u(S),
k—o00 k—o0
und U2 Ay ist p—meBbar. Da
oo

- (4= Uox-an
k=1

ist N2, A, auch p—mefBbar.
Zum Beweis von (1.6) rechnen wir mit (1.5) und Subadditivitét

p(Ar) — lim p(Ap) = lim p(Ar — < G > > p(Ar) — ( ﬂ Ak)

also

o0
I < ( )
Jim pu(Ay) < (1) Ax),
k=1
und Gleichheit folgt mit Monotonie.

/1]
Obige Proposition legt folgende Definition nahe.
Definition 1.2 Eine Familie A C P(X) heifst o — Algebra auf X , falls
e N, XeA,
e AcA=X—-Ac A,
o Are A=l Are A

Fiir ein Maf8 p auf X setzen wir A, die o—Algebra der p—mefbaren Mengen.

Fiir X ein topologischer Raum ist, so heifit die kleinste o-Algebra, die alle offenen und
abgeschlossenen Mengen enthdlt, die Borel-o-Algebra, und ihre Elemente heiflen Borel-
mengen.

Die néchste Definition fiihrt gewisse Regularitétsbegriffe ein.



Definition 1.3

o Fin Maf$ 1 auf einer beliebigen Menge X heif$t regulér, falls zu jeder Menge S C X
eine p-meflbare Menge A existiert mit A C A und u(S) = u(A).

Der Trager oder Support eines Mafles p auf einem topologischen Raum X ist die
Menge aller Punkte, fiir die jede offene Umgebung positives Maf$ i hat, d.h.

Spt,u::X—U{UQX offen | n(U) =0 }.

i heifst Borel-Ma83, falls alle Borelmengen p-mefbar sind.

1 heifst borelregulir, falls v ein Borel-Maj ist und falls fiir jede Menge A C X eine
Borelmenge B existiert mit A C B und u(A) = u(B).

fiir einen lokalkompakten Hausdorff-Raum heifit i ein Radon-Maf, falls p ein Borel-
Maf ist und falls

wK) <oo VK C X kompakt,

S)= inf V) VS CX,

#S) VDS oﬁen'u( ) o (1.7)
w(V) = sup w(K) YV CX offen.
KCV kompakt
(]
Bemerkungen:
1. Fiir ein Ma3 p definieren wir die Regularisierung durch

v(S) = inf w(A). (1.8)

ADS mefbar beziiglich p

v ist ein Mafl mit v > p und v(A) = u(A) fiir alle y—meBbaren Mengen A C X .
Weiter sind alle p—meflibaren Mengen auch v—mefbar, und v ist ein regulires
Ma#B. Ist p insbesondere ein Borel-Maf3, so ist v ein reguldres Borel-Maf.

2. Allgemeiner betrachten wir eine o—Algebra A auf einer Menge X und eine
nicht-triviale, endlich-additive, subadditive Abbildung u:.A4 — [0,00] , d.h.

n(0) =0,
uw(AUB) = u(A)+ p(B) fir A,B € Amit AN B =,

(gl Ak) < 30 p(Ag)  fiir A € A,
=1

und definieren

v(S) = AQiSI,lffleAM(A)' (1.9)

v ist ein Mafl. Da u monoton ist, d.h. fir AC B,A,Be€ A,

1(A) < p(A) + u(B — A) = u(B),



gilt v(A)

= p(A) fiir alle A € A, und zu jedem S C X existiert ein A D S, A €
A mit v(S) =v

(A) = u(A) . Fir B € A erhalten wir mit der endlichen Additivitét
v(S)=pu(A) =uw(ANB)+u(A—B) >v(SNB)+v(S— B),

und B ist v—mefibar, also A C A, , insbesondere ist v regulér.

Ist A die Borel-oc—Algebra auf einem topologischen Raum X | so ist v borelre-
gulér mit v(B) = pu(B) fiir alle Borelmengen B .

Fiir ein allgemeines Mafl 1 und p—meBbares f : X — [0,00] definieren wir
fir SCX

S) : f dpu. 1.10

(fu)(S) = ADSl'rileA#/f p (1.10)
A

[ ist ein reguléres MaB mit (fu)(A) = [, f dp fir alle A € A, und A, C Ay, .

Fir f = xa sehen wir

Caam(S) = it [xade= it u(T0A)2 p(S0A) = ([ 4)(S)

T

also xap > plA .

Ist p reguldr, so existiert eine p—messbare Menge 7' 2 SNA mit u(T) = u(SNA) .
Da TU(X — A) O S messbar beziiglich p ist, folgt

(xap)(9) < / XA dp < p(T)=pu(SNA).
TU(X—-A)

Zusammen erhalten wir fiir y—messbares A C X und reguldres pu , dass
XAk = plA. (1.11)
. Fiir ein borelreguldres Mafl u gilt

w(S) = inf w(B) VS CX,

BDS Borelmenge
insbesondere ist p durch seine Werte auf den Borelmengen eindeutig bestimmt.

. Fir ein Radon-Mafl pund S € X wéhlen wir geméfl (1.7) eine Folge offener
Mengen V; 2 S mit u(V;) — p(S) . Dann ist B :=N32,V; 2 S eine Borelmenge
mit p(S) < p(B) < inf; u(V;) = u(S) . Folglich ist jedes Radon-Maf8 borelregular.
Zur Umkehrung unter gewissen Voraussetzungen, siche Lemma 1.5.

. Fiir ein Radon-Mass p auf einem lokalkompakten topologischen Raum X oder fiir
ein beliebiges Mass p auf einem topologischen Raum X mit abzdhlbarer Basis,
z.B. fir X metrisch und separabel, gilt

w(X — spt ) =0.



d

Lemma 1.2 p sei ein borelregulires Maf$ auf X , f: X — [0,00] sei borelmefsbar
oder p—mefbar und [f > 0] eine o—endliche Menge beziiglich p , d.h. [f > 0] =
U A mit Ay sind p — mefbar und p(Ayg) < oo .

Dann ist fu definiert in (1.10) wieder borelregulir. Insbesondere ist fir A C X eine
Borelmenge oder meffbar und o—endlich beziiglich p das Mass p|A = xap borelregulir.

d

Beweis:
Fiir p—messbares f : X — [0,00] haben wir nach (1.10) bereits A, C Ay, gesehen, also
ist fu ein Borel Ma8. Da p regulir ist, folgt weiter mit (1.11) fiir g —messbares A C X |
dal xap = plA .

Ist A C X eine Borelmenge, so existiert fiir beliebiges S C X eine Borelmenge
BDOSNAmit u(B)=p(SNA).Dannist C:=BU(X —A) DS eine Borelmenge und

(LAN(C) = (CNA)=pu(BNA) < uB) =p(SNA) = (ulA)(S),

also ist yap = p|A borelregulir.

Ist f =) 7o frmit fr : X — [0, 00] meBbar beziiglich  und frp borelregulér, so
existieren fiir beliebiges S C X Borelmengen By 2 S mit (frxp)(Bi) = (frp)(S) . Dann
ist B:=N2,Br 2S5 eine Borelmenge und fiir jedes p—meflbare A2 S gilt

/ka dp < Z/fk dp = fkﬂ)(Bk) =

k= 1Bk

ki;lfk,u <Z/fkd,u /kadu /fd,u,

also (fp)(B) = (fu)(S),und fu ist borelregulér.
Fiir borelmeBbares f: X — [0,00] schreiben wir f = "7 ,(1/k)xp, mit Borelmen-

gen By C X mit [Sch24] Proposition 1.3 und sehen fyu ist borelregulér.

Fir A C X meBbar beziiglich pund p(A) < oo , so existiert eine Borelmenge
B D Amit u(B) =p(A) ,also u(B—A)=0,und p|B = pu|A=xap ist borelregulir.

Fiir A C X meflbar und o—endlich beziiglich p,d.h. A= U2, A; mit Ay sind p—
meBbar und p(Ag) < oo , kénnen wir Ay paarweise disjunkt annehmen und erhalten
XA =Y peq XA, » also ist xap = p| A borelregulir.

Fiir p—meBbares f: X — [0,00] schreiben wir f =37, (1/k)x4, mit p—meBbaren
Mengen Ai € X mit [Sch24] Proposition 1.3. Ist [f > 0] eine o—endliche Menge, so
sind Ay C [f > 0] auch o—endliche Mengen, und x4, und fp sind borelregulér.

/1]

Lemma 1.3 p sei ein regulires Maf$ auf X, und Ay, C Ak C X. Dann gilt:

n({J Ar) = Jim p(Ay).



Beweis:
Da p regulér ist, existieren u-mefibare Mengen

A, C By,
mit

1(Ax) = p(Bk).

Ck = ﬂ Bj.

>k

Wir setzen

Die C}, sind p-mefibar, und es gilt
Ay C Cr, w(Ag) = u(Cr), Cr € Cry1.
Daraus folgt

U A) < p U Cr) = Jim p(Cp) = Tim p(Ag) < (| J A).
k=1

/1]

Satz 1.1 (Caratheodory’s Kriterium)
Es sei p ein Maf$ auf einem metrischen Raum X, fir das

(AU B) = p(A) + u(B)

fir alle A, B C X mitd(A, B) > 0 gilt. Dann ist p ein Borel-Maj$ , d.h. alle Borelmengen
sind mejfbar.

Beweis:
Da die p-mefibaren Mengen eine o-Algebra bilden und p bereits subadditiv ist, geniigt es
zu zeigen, daf

u(S) = p(SNC) + pu(S—C)

fiir alle abgeschlossenen Mengen C' C X und alle Mengen S C X mit p(S) < oo ist. Es sei
1
Cj={w e X ]d(,C) < <}

Dann gilt
as-c;,snC) >

S| =

und somit

u(S) > u((S — CU(SNC)) = u(S — Cy) + u(S N C).

Der Satz ist somit bewiesen, wenn gezeigt wird, dafl

lim pu(S —Cj) = p(S—0C) (1.12)

]HOO



ist. Da C abgeschlossen ist, gilt
S—C=(5-Cy)ul R, (1.13)
k=j

wobei

1

el

gesetzt wird. Aus (1.13) folgt

p(S —Cj) < (S —C) < (S —Cy) + > p(Ry).

h=j
(1.12) folgt, falls wir zeigen, daf3
> u(Ry) < o0 (1.14)
k=1
ist. Nun gilt fiir |i — j| > 2, daB
d(Ri, Rj) >0
Dies ergibt
N N
> u(Rar) = u(|J Rar) < p(S) < o0
k=1 k=1
und
N N
> w(Ror—1) = p(| Rar—1) < () < o0,
k=1 k=1

und (1.14) ist bewiesen.

/1]

Lemma 1.4 FEs sei p ein borelrequlires Maf$ auf einem metrischen Raum X, und X =
U521 Vi, mat Vj offen, u(V;) < oo. Dann gilt

o fiir alle AC X, dafl
u(A) = inf{p(U) | U D A offen }, (1.15)
o fiir alle p-mefbaren A C X, daf

w(A) =sup{u(C) | C C A abgeschlossen }. (1.16)

Beweis:
Da p borelregulir ist, geniigt es, (1.15) fiir Borelmengen A zu zeigen. Zuerst betrachten
wir den Fall

u(X) < oo.

Es sei
A := {A Borelmenge | (1.15) ist erfiillt fiir A }.



Trivialerweise enthélt A alle offenen Mengen. Weiter ist A abgeschlossen beziiglich abzihl-
baren Vereinigungen und Durchschnitten, denn sei Ay € A und A := J;2; Ag. Mit (1.15)
existieren offene Mengen Uj mit
A, C
w(U, — Ap) < 27 (1.17)

da pu(X) < oo. Dann ist U := |J;2; U, offen, und es gilt

A C U
U —-A) < Uy, — Ag) <e
k=1

Nun sei A := (o, Ak. Wieder existieren Uy, wie in (1.17). Fiir k € N ist W}, := ﬂ§:1 U;
offen, und es gilt

k
AC ()4 Wy
j=1
Weiter gilt

k k k
kli)ngop(Wk) < lim ,u(jQAJ + limsup p O O

k—o0 k—o0
< p(A)+ Y w(U; = Aj) < p(A) +e

=1

<

Da in einem metrischen Raum X fiir jede abgeschlossene Menge C' C X gilt, dafl

C:{xeX\d(x,C):O}:ﬁ{xeX!d(m,C)<%},

also jede abgeschlossene Menge als abzdhlbarer Schnitt von offenen Mengen dargestellt
werden kann, enthélt A auch alle abgeschlossenen Mengen.
Nun sei

A={ACX|AX—-Ac A

Dann ist A eine J—Algeb}ra gemiB den Eigenschaften von A, und A enthilt alle offenen
Mengen. Daher enthilt A4 alle Borelmengen, und (1.15) ist bewiesen, falls u(X) < oco.
Fiir den allgemeinen Fall setzen wir

pj = plV;

Mit Lemma 1.2 ist p; ein endliches borelreguldres Maf. Mit dem oben Bewiesenen gibt es
eine offene Menge U; mit

A C U
pUjNVy) = wi(U;) < pi(A) +e27
< wANV;) +e27.



Also gilt, da p(V;) < oo ist,
u(U; OV = 4) = p(U; NV — (ANV)) < 27
Summieren iiber j ergibt

1

Tt

(U;NV) —4) <e

7=1

Da U := 32, (U; N'V;) offen ist und A C U, ist die Proposition bewiesen.
Zum Beweis von (1.16) betrachten wir mit (1.15) offene Mengen U; O (X — A)NV;
mit .
w(U;) < p((X —A)NV;) +e277.
Dabei kénnen wir U; C V; annehmen. Da p(V;) < oo und A mefbar beziiglich p ist,
gilt A
u(U; 0 A4) = u(U; — (X = A) (V) < 2277,
Dann ist U := U‘;‘;lUj DX — A offen, also C:=X —U C A abgeschlossen und

o0

MA=C)=pUNA) <> ulU;NA) <e,
=1

und

1(A) < pu(C) +e.
/1]

Auf lokalkompakten, separablen metrischen Riumen bekommen wir eine einfache hinrei-
chende Bedingung fiir Radon-Mafle.

Lemma 1.5 pu sei ein borelregulires Maf auf einem lokalkompakten, separablen metri-
schen Raum X mit
wK) <oo VK CX kompakt.

Dann ist u ein Radon-Maf.

Beweis:

Ein lokalkompakter, separabler metrischer Raum X erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom
und genauer kann eine abzédhlbare Basis aus relativ kompakten Mengen gewéhlt werden.
Also kann X dargestellt werden durch

X:GVJ»
j=1

mit V; € X kompakt. Damit folgt 1(V;) < p(V;) < oo . Weiter 1aBt sich jede abgeschlos-
sene Menge C C X als abzéhlbare Vereinigung C' = U?‘;I(C N V;) kompakter Mengen
schreiben. Mit Lemma 1.4 folgt

o fiir alle A C X, daf
u(A) = inf{u(U) | U O A offen },

10



e fiir alle y-meBlbaren A C X, daf

u(A) = sup{u(K) | K € A kompakt },

und p ist ein Radon-MasB.

/1]

11



2  Uberdeckungssiitze

In diesem Paragraphen beweisen wir die wichtigen Uberdeckungssiitze von Vitali und Besi-
covitch. Der Beweis fiir den Uberdeckungssatz von Vitali ist erheblich einfacher, verwendet
aber vergroBerte Bille der Ausgangsiiberdeckung. Dagegen verwendet der Uberdeckungs-
satz von Besicovitch die gleichen Bille, allerdings auf Kosten von Mehrfachiiberdeckungen
und gilt im Gegensatz zu demjenigen von Vitali nur im R™. Der Satz von Vitali ist aus-
reichend fiir ein Mafl mit einer Verdoppelungsbedingung, d.h.

p(Bap(2)) < Cp(By(x)),

wie z.B. das Lebesgue-Mafl £™ auf R”. Fiir allgemeine Radon-Mafle ist die Heranziehung
des Satzes von Besicovitch notwendig.
Im folgenden sei X ein metrischer Raum, und

By(z) ={y € X | d(z,y) < o} bzw. B,(z) = {y € X | d(z,y) < o}
bezeichne den offenen bzw. abgeschlossenen Ball mit Radius ¢ > 0 und Zentrum z. Fiir

B = B,(z) wihlen wir
B := Bsy(z).

Man beachte, daB B i.A. nicht eindeutig durch B bestimmt ist, da Radius und Zentrum
von B i.A. nicht eindeutig sind.

Definition 2.1 FEs sei F eine Familie von abgeschlossenen Billen in einem metrischen
Raum X.

e F iiberdeckt eine Menge M C X, falls M C Jgcr B.

e Die Zentrenmenge A von F ist definiert durch
A={ae X |Jpo>0:B,(a) € F}.
o F dberdeckt eine Menge M C X fein, falls fiir alle x € M gilt:
inf{o|Ja € X : 2z € By(a) € F} = 0.
e F diberdeckt eine Menge A C X zentral fein, falls fiir alle a € A gilt:
inf{o | B,(a) € F} = 0.
|

Satz 2.1 (Uberdeckungssatz von Vitali) Es sei F eine Familie von abgeschlossenen,
nichtdegenerierten Bdllen in einem metrischen Raum X mit

sup{diamB | B € F} < 0.

Dann existiert eine Teilfamilie G C F mit

12



o G ist paarweise disjunkt, d.h. fir

B#B e€G:BnNnB =0.

[ J UBG]‘—B g UB’EQ B/.

Genauer existiert zu jedem B € F ein B' € G mit
BNB #0 und BC B'.

Beweis:

Den Billen B € F ordnen wir nicht notwendigerweise eindeutige Zentren a(B) € B C X
und Radien 0 < o(B) < diam B+1mit B = B,p)(a(B)) zu. Es sei D := sup{o(B) | B €
F} <sup{diamB | B € F} + 1 < oo, und wir setzen

F;:={BecF| D277 < o(B)< D277t}
fir j =1,2,... . Nun wéhlen wir sukzeflive Teilfamilien G; C F; wie folgt:
1. G; C F; ist eine maximale paarweise disjunkte Teilfamilie von Fj.

2. Nun seien Gi,...,Gj_1,j > 2, bereits gewdhlt und G; C F; sei eine maximale paar-
weise disjunkte Teilfamilie von

j—1
Fj={BeF|¥vBe|JG: BnB =0}
=1
Nun setzen wir -
G:=Jgcr
j=1

Trivialerweise ist G eine paarweise disjunkte Teilfamilie von F. Nun sei B € F, also B € F;
fiir ein j € N. Wegen der Maximalitét der §; existiert

J
B e U g
=1

mit
BN B #0. (2.1)
Fiir B = B,(a), B’ = B, (a),B' = Bsy ('), wie oben gewihlt, gilt

o< D279t poTi <,

also
0<20. (2.2)

Nun sei x € BN B’ gemif (2.1). Es gilt

d(d,z) <o

13



und
Vye B: d(r,y) <diam B <29 < 49

mit (2.2). Daraus folgt fiir y € B, da8§

d(a’,y) < d(d’,x) + d(z,y) <50’

und R
y € B,
also
BCDB
Dies ergibt
) BC B,
BeF B'eg

und der Satz ist bewiesen.

Eine technische Konsequenz ist das folgende Korollar.

/1]

Korollar 2.2 F sei eine Familie von abgeschlossenen, nichtdegenerierten Bdllen eines

metrischen Raumes X mit

sup{diam B | B € F} < o0,

und F iberdecke die Menge A C X fein. Dann ezistiert eine paarweise disjunkte Teilfa-
milie G C F, so daf fir jede endliche Teilmenge {By,...,Bpn} C F folgende Inklusion

gilt:

A-| B, c U B

Jj=1 B'€eG—{Bs,...Bm}

Beweis:

Wir wéhlen G wie im Beweis von Satz 2.1, und es sei {Bj,...
abgeschlossen sind und F die Menge A fein iiberdeckt, existiert zu jedem

m
xGA—UBj
j=1
ein B € F mit x € B und
m
Bﬂ(UBj):@.

j=1
Nach Satz 2.1 existiert ein B’ € G mit

BNB #0, BC B

Daraus folgt
B'#By,...,B,
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und R
r € BC B,

also

A-Usc U B

j=1 B"€G—{Bi,....Bm}
///

Definition 2.2 FEs sei u ein Radon-Maf$ auf einem lokalkompakten, separablen metri-
schen Raum X. Wir sagen, dafi X die symmetrische Vitalieigenschaft beziiglich p besitzt,
falls fiir jede Familie von abgeschlossenen, nichtdegenerierten Billen F in X, welche eine
Menge A C X mit u(A) < oo zentral fein iberdeckt, eine abzihlbare, paarweise disjunkte
Teilfamilie G C F existiert, die A fast tiberall beziiglich p tberdeckt, d.h.

wA-|JB) =0

Beg

d

Mit dem Uberdeckungssatz von Vitali kann man zeigen, siche Korollar 2.3, da8 lokal-
kompakte, separable metrische Rdume die symmetrische Vitalieigenschaft beziiglich jeden
Radon-Mafles p erfiillen, das eine Verdoppelungseigenschaft erfiillt.

Zur symmetrischen Vitalieigenschaft siche auch [F] 2.8.16 .

Korollar 2.3 X sei ein lokalkompakter, separabler metrischer Raum, und p sei ein
Radon-Maf$ auf X, das eine Verdoppelungseigenschaft erfillt, d.h.

1(Bao(x)) < C - 1 By(2)).
Dann erfillt X die symmetrische Vitalieigenschaft beziiglich .

Beweis:
Es sei F eine Familie von abgeschlossenen, nichtdegenerierten Billen, die A C X zentral
fein iiberdeckt. Weiter gelte u(A) < oo. Da u ein Radon-Ma8 ist, existiert mit (1.7) eine
offene Menge U mit

ACU, ulU) < 0.

Da F die Menge A zentral fein iiberdeckt, so iiberdeckt auch die Teilfamilie
F :={BeF|BCU,diam B <1}

A zentral fein. Nun wihlen wir eine Teilfamilie G C F’' geméifl Korollar 2.2. Da G paarweise
disjunkt ist, die Bille von F nichtdegeneriert sind, also nichtleeres Inneres haben, und X
das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt, ist G abzihlbar, also G = {Bj, Ba,...}. Weiter
folgt mit der Verdoppelungseigenschaft, dafl

o [e.e]

15



Nun folgt

pA=J B) < lim (A=) B < lim p(Bj) =0,
BeG j=1 j=N+1

und das Korollar ist bewiesen.

/1]

Fiir allgemeine Radon-Mafle 1 kann p(B) i.A. nicht durch pu(B) kontrolliert werden, und
der Uberdeckungssatz von Vitali kann nicht angewendet werden. Im R™ ermdglicht der
Uberdeckungssatz von Besicovitch die Betrachtung allgemeiner Radon-Mafle.

Satz 2.4 (Uberdeckungssatz von Besicovitch) Es sei F eine Familie von abge-
schlossenen, nichtdegenerierten Bdllen im R™ mit

sup{diam B | B € F} < o0,

und A sei die Zentrenmenge von F.
Dann existieren paarweise disjunkte Teilfamilien Gy, ...,Gn von F, wobei N = N(n)
nur von n abhdngt, mit der Eigenschaft

N
AclJ U B.
jleEQj

Beweis:
Zuerst nehmen wir an, daf3 A beschrinkt ist. Es sei

D :=sup{diam B | B € F}.

Wir wihlen induktiv Bille By, Bs,... € F wie folgt:
Sei j > 1und By,...,Bj_1 € F bereits gewihlt. Es sei

7j—1
Aj = A - U Bz .
=1

Falls A; = ), so setzen wir J := j — 1, und die Auswahl ist beendet. Falls A; # (), wéhlen
wir Bj 1= ng(aj) € F,a; € Aj, so daB

3 _
0j > 1 sup{o | da € A; : B,(a) € F}. (2.3)
Falls A; # 0 fiir alle j, so setzen wir J := oo.
Behauptung 1:
Fir j > 1 gilt
9j < 05 (24)

denn es gilt aj € A; = A — Ui;ll B, CA =A- U};ll B;, und somit

3 _ 3
0i = ZSUP{Q | da € A; : By(a) € F} > 7%

16



//

Behauptung 2:
Die Familie {BQ]./3 (a;)}j=1,..,7 ist paarweise disjunkt, d.h.

By, (ai) N By, ,(a;) =0 fiir i # 5. (2.5)

Denn sei j > i, so gilt a; ¢ B; und

1 2 1 3 0 | 9
la; — aj >Qi:§Qi+§Qz‘Zg@i‘i‘g'Zngg‘i‘g-
//
Falls J < o0, so gilt trivial
J
Ac|B; (2.6)
j=1

Falls J = oo, so folgt zuerst o; — 0, da die BQJ. /S(aj) paarweise disjunkt sind und A
beschrinkt ist. Nun existiert fiir a € A ein B,(a) € F, also gilt fiir grofies j, daB

4 =t
0> 30 >sup{s|dbe A— UBZ-:BS(b) € F},
i=1
und somit

7j—1
a < U B;,
=1

und (2.6) ist auch im Fall J = co bewiesen.
Der Satz ist bewiesen, fiir beschrinktes A, falls wir zeigen, daf fiir jedes k£ > 1 und

I=I,={j|1<j<k, BjnB+#0}
die Kardinalitdt von I durch eine Konstante abgeschétzt werden kann, d.h.
#(1) < M, (2.7)
wobei M, nur von n abhéngt. Fiir £ > 1 betrachten wir
K:={jel|g <3a}-
Fiir j € K gilt Bj N By, # () und somit
laj —ak| < 05 + o < 4o

und
BQj/S(aj) C By, (a;) C Bsg, (ag) -

17



Da die {ng/g (aj)} nach (2.5) paarweise disjunkt sind und g, < 30; nach (2.4), folgt
_ 0;\"™
#(K g™ < D wn (F)
JjeK

= Z ‘cn(BQj/a (aj))

JEK
< L"(Bsg,(ax))
= Wn(5Qk)n >

wobel w, = L"(B}(0)) gesetzt wird. Dies ergibt

#(K) <20™. (2.8)
Nun betrachten wir die Menge I — K. Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir a; = 0.
Wir zeigen

Behauptung 3:
Fiir i # j € I — K gilt fiir den Winkel 0 < 6 < 7 zwischen a; und a;, d.h.

cosf = {ai, a;) ,
|ai| |aj]
daf
0>cy>0. (2.9)

Wir bemerken, daf8 ai ¢ B; U B; und somit a;,a; # ax = 0, d.h. 6 ist wohldefiniert.
(2.9) impliziert sofort, dal fir v; := a;/|ai|, vj := a;/|a;| € OB} die Abschitzung

|Ui — Uj| >c >0 (210)

gilt. Nun gibt es eine endliche Uberdeckung von 0B} aus Mengen mit Diameter < ¢;/2.
Die Anzahl der Elemente dieser Uberdeckung sei L,,. Dann impliziert (2.10), daf3

#(I_K)SLna

und (2.7) folgt aus (2.8) mit
M, :=20"+ L, .

Wir zeigen (2.9), oder dquivalent dazu
cosf <1-9. (2.11)

Dai,j < kist, gilt 0 = ai, ¢ B; UB;, also ¢; < |ai|, 0j < |a;|. Da BN By # 0, BjNBy, # 0
ist, gilt |a;| < 0; + ok. Dies ergibt

4
3ok < 0i <lai| < oi + ok < 0,

3
4
o1 < 0j <laj| < 0j +ox < 705, (2.12)
und 0.B.d.A. soll gelten:
|ai] < lay].

18



Fuall (Ck).’ a; ¢ Bj

Daraus folgt

0; < la; — aj]

und
cosf = <ai’aj> — |a’i|2 + |aj|2 — |al- _ aj|2

Jai ;] 2y Ja;]

= ’az‘ + (’aj’_’al_aj‘)(’aj“i“al—a]‘)
2a,| Slai] |aj]

o L, mar(loy] o —a) 0)2lay] 1, (ot o~ o)
1 ok 5

= ;+t—<-<1,
2 - oi — 6

wobei wir (2.12) verwendet haben. Damit ist (2.11) bewiesen im Fall («).
Fall (B):  a; € B;. Daraus folgt i < j, a; ¢ B, also

0i <la; —aj| < o; (2.13)
und mit (2.4)
4
Qj S ggi . (214)
Andererseits folgt aus (2.12), dafl
4
0i < lai| < laj| < 5o (2.15)

19



und somit
0i ~ |a;| ~ |aj| ~ o; .

Wir zeigen nun (2.11) fiir alle von 0 verschiedenen Elemente der abgeschlossenen Menge
C = {(as, 0i, a5, 05) | ai, 0i,a;, 0 erfiillen (2.13), (2.14), (2.15)} .

Zuerst bemerken wir, daf}
cosf <1, (2.16)

fir (a;, 0i,a;,05) € C — {0}, denn falls cos§ = 1, so folgt

0i < laj —ail = |laj] = laill = |az| — |as]
< 4 ' < 16 A o 7 '
= 39] 0i > 992 91—9917

also ein Widerspruch. Andererseits ist die Menge der Winkel kompakt, da diese stetiges
Bild der kompakten Teilmenge

Co = {(ai, 0i,a5,05) € C'| |aj| = 1}
ist. Zusammen mit (2.16) ergibt dies (2.11), und der Satz ist bewiesen fiir beschrinktes A.

//

Fiir allgemeines A und [ > 1 definieren wir die Menge
Ap:={zx e A|3D(—-1) < |z| <3Dl}
sowie die Familien
Fli={B,(a) € Fla € A}.

Da die A; beschrinkt sind, gibt es nach dem oben bewiesenen paarweise disjunkte Teilfa-
milien g{, e ,gjv C F! mit

Ny,
A C U U B.
i=1 Beg!

Dann sind fir j=1,...,N,

[e.9]

21—1

gj = U g] )
=1
[o¢]

9j+N, = Ugj?l

=1

paarweise disjunkte Teilfamilien, die gemeinsam A iiberdecken, und der Satz folgt mit
N :=2N,,.

/1]

Korollar 2.5 R” besitzt die symmetrische Vitalieigenschaft beziiglich jedes Radon-Majes
L.
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Beweis:

Es sei F eine Familie von abgeschlossenen Béllen im R”™, die eine Menge A C
R™ mit pu(A) < oo zentral fein iiberdeckt. Wir wihlen 1 — 4 < 6 < 1, wobei N die
Konstante aus dem Uberdeckungssatz von Besicovitch ist. Da F die Menge A zentral fein

iiberdeckt, iiberdeckt auch die Teilfamilie
F1:={B € F|diam B <1}

A zentral fein. Nach dem Uberdeckungssatz von Besicovitch existieren paarweise disjunkte
Teilfamilien Gy, ...,Gy C F mit

Daraus folgt

j=1 Beg;
und es existiert ein ¢ € {1,..., N} mit
1
NM(A) < p(AN U B)
Beg;

Da G, paarweise disjunkt ist und R™ das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, sind die G;’s
abzahlbar. Daher gilt

%M(A) <> uwANB),
Beg;

und es existieren
Bi,...,Bum, €g;, CF

mit A, A,
(1—0)u(A) <Y wANB;)) = pwAn | By),
=1 j=1

da p(A) < oo ist und die B; paarweise disjunkt sind. Da U;-w:llBj abgeschlossen, also
p—meBbar ist, folgt

My
wA = Bj) <ou(a). (2.17)
j=1
Da die B; abgeschlossen sind, ist
My
U, :=R"— | ] B
j=1

offen, und, da F die Menge A zentral fein iiberdeckt, wird die Menge

My
As ::AQUQZA—UB]‘
j=1
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von

Fo:={B € F|diam B <1, BC Uy}

auch zentral fein iiberdeckt. Wie oben gibt es paarweise disjunkte Bélle

BM1+17"'7BM2 GFZQF

mit
Mo

wlaa— | By < 0u(da)
j=Mi+1

also

Da B; C Uy = R"— UM B, fiir j = My+1,..., My , sind By,
Somit existieren per Induktion paarweise disjunkte Bélle By,

My,
w(A = By) < 0*u(a).
j=1

Da 6 < 1 und p(A) < oo, folgt

wA-JBj)=o0.
j=1

22
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3 Differentiation von Maflen
Definition 3.1 X sei ein topologischer Raum und u, v seien Borel-Mafle auf X.
1. v heif$t absolutstetig beziiglich u, geschrieben
v,
falls fiir alle Borelmengen B C X gilt
uw(B)=0 = v(B)=0.
2. 1 und v heiflen gegenseitig singulér, geschrieben
plv,
falls eine Borelmenge B C X existiert mit
w(X —B)=v(B)=0.
O

Definition 3.2 FEs seien u, v Radon-Majfle auf einem lokalkompakten, metrischen Raum
X. Fir x € spt u definieren wir die (untere/obere) Dichte von v beziiglich p durch

_ B v(By(z))
Dyr(z) = hnglfoup p(By(x))
B v(By())
Duvie) =l 5 @)
und
D,v(z) limM
1 0l0 p(By(7))

falls dieser Limes existiert, d.h. D,v(x) € [0,00]. Fiir x € X — spt i setzen wir

D,v(z) = Dyv(z) = Dyv(z) = 0o.

Bemerkungen:

1. Da X lokalkompakt ist, existiert fiir z € X ein gg > 0 mit
By, (z) kompakt ,
also p(By(x)), v(By(z)) < oo fiir 0 < o < go. Fiir x € spt p gilt

1(By(z)) > 0

fiir alle o > 0, und der Quotient in Definition 3.2 ist wohldefiniert fiir 0 < p < gg.
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2. Da die abgeschlossenen Bélle B,(z) = Ny ,B,(z) = Ny, By (z) der Schnitt iiber die
umgebenden Biille sind und die offenen Bille By(z) = Uy« B, () = U,<,B,(z) die
Vereinigung der enthaltenen Biille, folgt mit Proposition 1.1 fiir 0 < o < gg

p(By(x)) = lim pu( By (x)) = lim p(B,(x)),

rlo rlo
1(By(x)) —{}gu(Br(w)) —1;%1#(3 r(2)),

und gleiches fiir v . Dies ergibt fiir x € spt p

D,v(z) = limsu v(B ())—Hnsum
Dua) =B P By () ~ P (B@)’ (3.1)
Dwmﬁmmﬂdw_mmywm»
- olo p(B,(x)) 0l0 u(By(z))’

und in Definition 3.2 kénnen &quivalent abgeschlossene Bélle verwendet werden.

3. Da p und v als Borel-Mafle vorausgesetzt sind, sind die Funktionen

po(w) == w(By(x)),
Yo(x) = v(By(x)),

unterhalbstetig, also borelmefibar. Dann sind auch

bo(®)/polx) [0 < pp <0,
Agl@) = 00 0o = 0],
0 oo = o0],
und mit der vorigen Bemerkung sind

x> sup (inf)A,(x) = sup (inf)Ay(z)
0<o<§ 0<e<4,0€Q

borelmefibar, und somit sind auch

D,v=Ilminf A\, = lim inf A, und D pv =limsup A, = lim sup A,
0l0 k—o000<p<1/k 0l0 k_>000<g<1/k

borelmeBbar. Weiter ist D,v auf der Borelmenge [D,v = D,v] wohldefiniert und
somit auch borelmefbar.

d

Satz 3.1 (Differentiationssatz fiir Radon-Mafle) Es seien pu,v Radon-Mafle auf ei-
nem lokalkompakten, separablen metrischen Raum X , und X besitze die symmetrische
Vitalieigenschaft beziiglich 1 .

Dann ist die Dichte von v beziiglich p

L (By@)
D) = B, ()

24



u—fast tiberall definiert und borelmefbar. Weiter existiert ein Radon-Mafs vs mit
vs L p, (3.2)

genauer
vs =v|Z,

wobei Z eine Borelmenge mit u(Z) =0 ist, und
v=D,v-pu+uvs. (3.3)

Falls X auch die symmetrische Vitalieigenschaft beziiglich v besitzt, so ist D,v auch
v—fast iberall definiert, und (3.2) ist erfillt fir

Z = [Dyv = 0. (3.4)
O
Bevor wir diesen Satz beweisen, erwdhnen wir zwei Korollare.

Korollar 3.2 (Version des Satzes von Radon-Nikodym) Es seien p,v  Radon-
Mafe auf einem lokalkompakten, separablen metrischen Raum X , und X besitze die
symmetrische Vitalieigenschaft beztiglich p . Weiter sei

v < [

Dann gilt
v=D,v-pu.

d

Korollar 3.3 (Version des Zerlegungssatzes von Lebesgue) Fs scien p,v Radon-
Mafe auf einem lokalkompakten, separablen metrischen Raum X , und X besitze die
symmetrische Vitalieigenschaft beztiglich 1 .
Dann kann v eindeutig zerlegt werden in
V = Vge + Vs,
wobei Vqe, Vs Radon-Mafe sind mit (3.5)
Vae < [y Vs L i
Weiter gilt
D,v = D,v4e, Dyvs =0 (3.6)

u—fast tberall.
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Beweis der Korollare:

Korollar 3.2 und die Zerlegung im Korollar 3.3 folgen direkt aus Satz 3.1. Fiir eine
weitere Zerlegung v = v/, + v, v, < p,v. L p existieren Borelmengen B, B’ C X
mit wu(B),u(B"),vs(X — B),vi(X — B') = 0. Setzen wir By := B U B’, so folgt
wu(Bo),vs(X — By), V(X — Bp) = 0 und weiter v4.(Bo),vVe.(Bo) = 0, da vge, v, < p.
Fir S C X folgt nun

Vae(S) = Vae(S — By) + vs(S — By) = v(S — By) =
= VC/LC(S - BO) + Vg(S - BO) = Vclzc(S)7
bzw.
Vs(S) = vac (SN By) +v5(SN By) =v(SNBy) =
= I/(IIC(S N By) + V;(S N By) = V;(S),

—
ac? Vs - VS °

Nun wenden wir Satz 3.1 auf v an, und bekommen

also Vg =1/

Vg = (Vs)ac + (Vs)s
mit
(Vs)ae <ty (Vs)s L
sowie
(Vs)aec = Dpvs - .

Da andererseits v; = 0+ 1,0 < u,vs L p und die Zerlegung eindeutig ist, folgt
(Vs)ae = 0 . Dies ergibt
Dyvs =0

pu—fast iiberall und somit (3.6).

/1]

Beweis des Differentiationssatz fiir Radon-Mafle, Satz 3.1:
Da X ein lokalkompakter, separabler metrischer Raum ist, kann X als abzdhlbare Verei-
nigung von offenen, relativ kompakten Mengen dargestellt werden. Wir kénnen dann die
Einschrinkungen von u, v auf diese Mengen betrachten, und nehmen daher 0.B.d.A. an,
daf

u(X), v(X) < co.

Wir sahen bereits in Bemerkung 3. vor dem Differentiationssatz, dafl Eﬂy, D,v und Dyv
borelmefibar sind. Folgende Behauptung ist fundamental:

Behauptung:
Fiir 0 < a < oo und jede Borelmenge A C X gilt:

1. Falls X auch die symmetrische Vitalieigenschaft beziiglich v besitzt, so gilt

AC[D,v<a] = v(A) <au(A) (3.7)
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2. sowie

AC Dy >al = v(A) > au(A). (3.8)

Um (3.7) zu beweisen, betrachten wir fiir eine beliebige offene Menge U O A und o < vy <
oo die Familie der abgeschlossenen Bille

F ={B,(a) | a € A, By(a) C U, v(B,(a)) < vu(By(a))}-

Da A C[D,v < q] gilt, wird A von F zentral fein iiberdeckt. Dann existiert unter Verwen-
dung der symmetrischen Vitalieigenschaft von X beziiglich v eine abzdhlbare, paarweise
disjunkte Teilfamilie {B; | j € N} C F, die A fast iiberall beziiglich v iiberdeckt, d.h.

I/(A - G B]) =0.
j=1

Daraus folgt
v(A) <Y u(By) <> yu(By) =yl By) < vuU),
] j=1 j=1

Jj=1

und (3.7) folgt fur v | o mit (1.7).
Der Beweis von (3.8) verlduft analog unter Verwendung der angenommenen symme-
trischen Vitalieigenschaft von X beziiglich .

//

Fiir @ — oo folgt aus (3.8) o
p([Dyv = o0]) =0. (3.9)

Zunichst zerlegen wir v in seinen absolutstetigen und singuldren Anteil beziiglich p. Dazu
wéahlen wir eine Borelmenge

Be A:={AC X Borel | u(X — A) =0}
mit
B) = inf v(A).
v(B) = inf v(A)
Fiir v4c := v|B und v := v|(X — B) gilt

V = "Vg + Vs.

Vae, Vs sind mit Lemma 1.2 und 1.5 Radon-Mafe.
Da u(X — B) = 0 ist, gilt
ve L,

also (3.2). Fiir eine Borelmenge A C X mit p(A) = 0 folgt
(X —(B—A)) <X - B)+u(d) =0,

und somit wegen der Minimalitdt von B



sowie

Vae(A) =v(BNA) =0,

also
Vage < .

Mit o — 0 in (3.8) sehen wir
p(B N [Dyvs >0]) =0,

und es folgt, da u(X — B) = 0 ist,

p([Dyvs > 0]) = 0. (3.10)

Daraus folgt

D,v =D,y , D,v=D,v, p— fast tiberall,

sowie
D,v = D,vs. p— fast iiberall,

falls eine der Dichten existiert.
Somit verbleibt fiir (3.3) zu zeigen, dafl

D,v —fast iiberall existiert,
pVac [ (3.11)

Vge = Duyac 2

Zum Beweis der ersten Aussage bemerken wir, da v, < p ist, besitzt X die symmetrische
Vitalieigenschaft beziiglich v,., und (3.7) gilt uneingeschrénkt fiir v,.. Nun betrachten wir
fiir 0 < a < b < oo die Borelmenge

Agp = [Q,ﬂ/ac <a<bx E“uac] .
Aus (3.7) und (3.8) folgt

bM(Aa,b) < Vac(Aa,b) < a,U'(Aa,b) (312)
also
p(Agp) =0.
Da [QMVGC < EMVGC] = Ua<b rational Aavb iSt? fOlgt

M([Q“Vac < E,uyac]) =0,

und D, v, ist p—fast iiberall definiert und borelmefibar.
Zum Beweis der zweiten Aussage in (3.11) zeigen wir fiir jede Borelmenge A C X |
dass

Vac(A) = / D,vge dp. (3.13)
A
Da o endlich ist, ist D,v-p mit Lemma 1.2 borelreguldr. Mit (3.13) stimmen die

borelreguldren Mafle v, und D,v-p auf Borelmengen iiberein und sind daher identisch,
d.h. wir erhalten die zweite Aussage in (3.11).
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Nun beweisen wir (3.13). Fiir eine Borelmenge A C X und 7 > 1 setzen wir

A_ = AN[Dyuve =0,
A = AN[Dyvge = ),
A;j = AN[T < Dyve. < 7] fiir j € Z,

und erhalten p—fast iiberall, also v,.—fast iiberall,

A=A 4+ A+ f: A;.

j=—00
Da v, < p ist, folgt aus (3.9)
[ Bttae = 1), vael | Duvae = 0]) = 0,
also p(Aso)s Vac(Aso) =0 . Mit @ — 0 in (3.7) folgt
Vool Dytiae = 0]) = 0,

also v4.(A_) =0, und trivial gilt
/ D,v4e dp =0,
A_

da D,ve. =0 auf A_ . Weiter folgt aus (3.7)
Vac(Aj) < TjM(Aj) < T/ D;ﬂ/ac du,
4

und aus (3.8) folgt
7'_1/ Dyve dp < 777 (A) < vae(Ay).
A;

Dies ergibt

o
7'_1/ Dyvec dp = Z 7_1/ Dy vqe dp
A Aj

j=—00

< Z Vac(Aj) = Vac(A)
j=—o00

< Z 7'/ D, vee dp = 7'/ D, vge dp.
e A A

Da 7 > 1 beliebig war, folgt (3.13).
Falls X die symmetrische Vitalieigenschaft auch beziiglich v besitzt, so gilt (3.7) un-
eingeschrénkt fiir v, und wir bekommen wie in (3.12) fur

fla,b = [Quu <a<b< ﬁuy],
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dass
also

schliellich
v([Dw < Duv]) =0,

und D, v ist v—fast iiberall definiert. Fiir eine Borelmenge A C X mit
AC Dy < ]

und p(A) = 0 folgt mit (3.7), dafl

v(A)=0.
Setzen wir Z = [D,v = o0], so gilt
V(X —2)< p
und
vlZ L,

da p(Z) = 0 ist mit (3.9). Da v = v[(X — Z) + v|Z = V4 + Vs und diese Zerlegung
mit dem Argument in Korollar 3.3 ohne Verwendung des Satzes 3.1 eindeutig ist, folgt
vs =v|Z , und der Satz ist bewiesen.

/1]

Wir wenden Satz 3.1 nun an, um die Existenz von Lebesguepunkten fiir integrierbare
Funktionen zu zeigen.

Definition 3.3 FEs sei u ein Radon-Maf$ auf einem lokalkompakten, separablen metri-
schen Raum X. Fir f € Lj (1), 1 < p < oo heifft x € spt i € X Lebesguepunkt von
f beziiglich p, falls
lim u(Byw) [ 1= f@)P du=0

By(x)

o0

Da X lokalkompakt ist und x € spt p gilt
0 < 1(By()) < oc
fir 0 < o0 < o, klein. Fiir eine p-meBbare Menge £ C X gilt xg € L} (n), da X

loc

lokalkompakt und p ein Radon-Ma#f ist. € spt i ist ein Lebesguepunkt von xp genau

dann, wenn
B E
o HB@) N E)
o p(By(@)
falls ¢ € F, und
B E
1o BBy() N B)
0l p(By(x))
falls x € X — F. Ein Punkt x € spt i, der die erste Limesrelation erfiillt, heifit ein Punkt
mit Dichte 1 fiir E beziiglich p. Falls x € spt i1 die zweite Limesrelation erfiillt, so heifit x

ein Punkt mit Dichte O fiir £ beziiglich p. Wir beginnen mit einem Korollar zu Satz 3.1.

:0’
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Korollar 3.4 p sei ein Radon-MafS auf einem lokalkompakten, separablen metrischen

Raum X, und X besitze die symmetrische Vitalieigenschaft beziglich p. Fir f € Llloc(,u)

gilt dann fiir p—fast alle x € X, daf

00

lim (B [ =@,

Beweis:
O.B.d.A. sei f >0, und wir betrachten das Mafl v := fu . Da X als lokalkompakter,
separabler metrischer Raum o—kompakt ist, ist jede p—meflbare Menge o—endlich, und
mit Lemma 1.2 ist v borelregulér. Da f € Llloc(,u) ,ist v auf kompakten Mengen endlich,
also ein Radon-Mafl mit Lemma 1.5.

Nach Satz 3.1 gilt fiir alle Borelmengen B C X

y(B) = /B D, dy

und daraus folgt fiir u—fast alle z € X, daf3

_ _ 1 -1
(@) = Dywla) =lim n(Bo(@) ™" | L

/1]

Satz 3.5 u sei ein Radon-Maf auf einem lokalkompakten, separablen metrischen Raum
X, und X besitze die symmetrische Vitalieigenschaft beziiglich p.
Dann sind fiir f € L (u), 1 < p < oo, u—fast alle x € X Lebesguepunkte von f.

loc

Beweis:
Da p eine Radon-Maf3 ist bzw. da X separabel metrisch ist, gilt

(X —sptu) =0,

und wir brauchen nur z € spt u zu betrachten. Fiir r € R ist |f — r[P € L} () und nach
Korollar 3.4 gilt fiir u—fast alle z € spt u C X

lim pu(By(x)) ! /B =)

00
Die Menge dieser x sei L., also gilt
wX—-L,)=0 VreR.

Nun betrachten wir
L= ﬂ L. Csptu.
reQ
Dann ist

uw(X —L)=0.
Weiter gilt fiir x € L und r € Q:

limsup p(B,(x)) ™ /

|f = f(@)” dp <
00 x)

e
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< Climsup u(By(a)) ™! [ |f <ol dt Clr = fla)P <
0l0 By(a)

< QC‘f(.%') - T‘p7
und es folgt, da r € Q beliebig war, dal x ein Lebesguepunkt fiir f beziiglich p ist.

/1]

Korollar 3.6 X, u seien wie in Satz 3.5. Weiter sei E eine p-mefbare Teilmenge von
X.

Dann sind p—fast alle Punkte x € E Punkte mit Dichte 1 fiir E beziglich p, und
u—fast alle Punkte x € X — E sind Punkte mit Dichte 0 fiir E beziiglich .

/1]

Bemerkungen:

1. Fiir nicht notwendigerweise p—mefibares E C X mit u(E) < oo wihlen wir
eine Borelmenge B D E mit u(B) = p(E) und sehen fiir beliebiges p—mefbares
ACX

w(E) = pu(B) =u(BNA)+pu(B—A) 2 p(ENA)+ p(E - A) = n(E),

w(ENA)=puBnNA), (3.14)
(B) = u(E) < oo . Dies ergibt fir alle z € spt p

)NE) . p(By(@)N B)
b p(By@)  eld p(By(@)

Mit obigem Korollar ist

_ . p(By(z) N B)
N = {x eB lglfol (B, (@) #1 }

eine pu—Nullmenge, also ist auch ENN eine p—Nullmenge, und es gilt fiir p—fast
alle x € B
o #(By(2) N )
i (B, @)
Schreiben wir X = U, K; als abzdhlbare Vereinigung kompakter Mengen K; C
X und betrachten FE N K; , so erhalten wir obige Aussage ohne die Bedingung
p(E) < oo .

=1.

Dai.a. u(B—F) >0 moglich ist, kann eine analoge Aussage wie in obigem Korollar
fiir pu—fast alle x € X — E nicht geschlossen werden. Eine solche Aussage gilt auch
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

2. Wir betrachten X und g wie oben mit u(X) < oo und einer nicht p—mefbaren
Menge F C X . Z.B. gilt dies fiir X = B1(0) und p = L™ das Lebesguema$, siche
[Sch24] Proposition 4.3. Betrachten wir p—mefbare Mengen A; C F mit pu(A;) >
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SUD 4 1, meBbar p(A) =1/j ,soist F':=F—U32 A; auch nicht p—meBbar und
erfilllt p(A) =0 fiir alle 4 — mefibaren A C F” .

Dann ist FE := X — F’ nicht p—meBbar. Wir wihlen eine Borelmenge B 2
E mit u(B) = p(E) . Klarerweise ist X — B C F’ mefibar beziiglich p , also
(X — B) =0 und somit wu(X) = pu(B) = u(E) . Mit (3.14) sehen wir fiir alle
p—meflbaren A C X

w(ENA)=p(XNA)=p(A)

und somit fiir alle = € spt

B E

BBy N E)
i (B

Da F’ nicht p—mefbar ist, gilt u(X — E) = p(F’) > 0, und somit gilt auf einer

Menge von positivem Mafl in X — F | ndmlich fir p—fast alle v € X — F =F' |

daBl lim, o p(By(z) N E)/u(By(z)) =1#0 .

Bevor wir ein weiteres Korollar erwahnen, brauchen wir eine weitere Definition.

Definition 3.4 FEs seiu ein Radon-Maj$ auf einem lokalkompakten, separablen metrischen
Raum X.

1. FEine Funktion f: X — R hat den approximativen Limes r € R bei xz € sptu C X
beztiglich n, geschrieben

(w)aplim f(y) = r,

Yy—x

falls fiir alle e > 0

po B @) O =1 =€)
o u(By(0)

2. f: X — R heiffit approximativ stetig bei x € spt u C X beziiglich u, falls

(p)aplim f(y) = f(z).

Yy—x

d

Falls f € Llloc(:“) und x € spt u ein Lebesguepunkt beztiglich p ist, so ist f bei x approxi-
mativ stetig beziiglich y, denn

 pw(Bo(@) N[ f = flx)[ =€) . 1 1 _
lirn. A < lim —u(By(x)) /Bg(x) |f = f(@)] du=0.

Korollar 3.7 X, p seien wie in Satz 3.5. FEs sei f: X — R p-mefSbar.
Dann ist f u—fast dberall approzimativ stetig beziiglich .
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Beweis:
Fiir n € N betrachten wir die Funktion

fn = max(—n,min(n, f)) .

Da X lokalkompakt und u ein Radon-Ma#8 ist, gilt f,, € L} (). Nach Satz 3.5 und obiger

loc
Bemerkung ist f,, fast iiberall approximativ stetig beziiglich p, d.h. f, ist approximativ
stetig fiir alle x € C), C spt 4 mit
WX —Cp)=0.
Da fiir |f(x)| + € < n die Gleichheit
[[f = f(@)] = €] = [|fn — fal2)] > €]
gilt, ist f approximativ stetig beziiglich p fiir
x € B, =][|fl<nNC,.
Da
o0 o
IU(X_ UBn)SM(X_ ﬂcn)zoa
n=1 n=1
folgt, daf3 f p—fast iiberall approximativ stetig beziiglich p ist.

/1]
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4 Maximalfunktionen auf R"

Definition 4.1 Es sei ju ein Radon-Mass auf R™ und f € L} (u). Dann ist die Maximal-

loc

funktion M f von f beziiglich u definiert durch

A4f(x)ﬁ=supuCBgC®)1/;()|f|du

0>0

fiir x € spt p.

Satz 4.1 Es sei i ein Radon-Mass auf R™ und f € L}, (1).
1. Fir f € LP(u) und 1 < p < oo gilt
Mf < oo
wu-fast dberall.
2. Fiir f € LY(u) und t > 0 gilt
p(IMF > 10) < S0 g

wobei Cy, nur von n abhdngt.
3. Fir f € LP(u) und 1 < p < oo gilt
MfeLP(p)

sowte
1M fllpruy < Crpll flloe() »

wobei Cy, ,, nur von n und p abhdngt, z.B.

(7n "p e
cnv,,_2(p_1>

und
Choo =1.

)

Beweis: 1. folgt aus 2. und 3.
2.: Fiir R > 0 betrachten wir

F = Fr= {B,@) |0< 0 < R tu(B) < [ 151 dy

o(T)

Ap sei die Zentrenmenge von Fg. Es gilt
R<S = ArC Ag

[]V[j):> t] = L.J Ap .
R=1
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Da die Radien von Fg beschrinkt sind, gibt es nach dem Uberdeckungssatz von Besicovitch
(Satz 2.4) paarweise disjunkte Teilfamilien Gy, ..

N
AR C U U B,
j=1 Beg,

und N = N,, hidngt nur von n ab. Dann folgt fiir R — oo, dass

N N
(M > 1) < tulan) < Y B <Y S [ iflda

,Gn C F mit

Jj=1 Beg; Jj=1 Beg;

< N-/R Fldu=N ||l -

3.: Fiir p = oo und C), o = 1 ist die Aussage trivial. Also nehmen wir f € LP(u), 1 <p <
oo an. Fiir ¢ > 0 betrachten wir

Es gilt |f| < g+ %, also

g(z) =
0

[f(@)] fiir 3 <|f(2)
fiir | f(z)] <

)

t
5

[Mf>t]g[Mg>ﬂ .

Da |g| < (%)lfp |fIP € LY(p) gilt, folgt mit 2.

e P L
[1£1>35]

Es folgt

p
1M 12,

da p > 1. Dies ergibt

IN

2C

Mf(x)
Lo an= [ [t dedne) -

L[ tdpar= [t > )y de <
0 [Mf>t]

20,
t

oo
0

2, p [ [ ) duta) =
0o JIfI>5]

2[f ()]
2Cop [ [ @) dt (o) =

= 2pcnp/ |fIP dp,
]Rn

p—1

1Ml < 2- (p
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5 Hausdorff-Mafle

Definition 5.1 Es sei X ein metrischer Raum, 0 < s < 00,0 < § < 0.

1. Fir A C X st

diam Cj>s '

H5(A) := inf Za(s) < 5 AC U Cj, diamC; < 0
j=1

j=1

wobei as) = 72T (s/2 + 1), mit T'(s) = Joo e a1t dz, a(0) = 1, (diam 0)* :=
0, und (diam C)° =1 fiir C # 0.

2. Das s-dimensionale Hausdorff-Mafl auf X ist fir A C X definiert durch

H(A) :=lim H5(A) = sup Hi(A).
640 6>0

d

Wir brauchen § — 0, damit die Uberdeckung {C;} der lokalen Geometrie von A folgt. Fiir
s =n € N und den Einheitsball B;(0) C R" gilt a(n) = wy, := L"(B1(0)).

Proposition 5.1 H?® ist ein borelrequlires Maf.
Beweis:

Zuerst ist 13 ein Maf}, denn sei A C U2, A, € X und A, C Uj’;l Cf, diam C]’? < §. Dann
gilt

e U
k=1j=1
und i
X diam C
’HS(A)§ZZO¢(S ( 5 j)
k=1 j=1
also

k=1
Daraus folgt
H*(A) = supH3(A) <sup > H3(Ap) <D H(Ap),
§>0 5>0 121 P

und H? ist auch ein Maf.
Nun beweisen wir mit Satz 1.1, dafl H® ein Borel-Mafl ist. Dazu seien A, B C
X, d(A,B) >0 und 6 < d(A, B). Weiter sei

AuBcC | ¢, diamC; <.
j=1
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Wir definieren:

A= {j1CNA£D
B

= {j|C;nB#0}
Es gilt
AclJcmdBC ]Gy
jeEA JjEB

Da

diamC; <6 < d(A, B)
folgt

ANB=0,

und somit

H3(A) + H5(B)

N
Q
=
PR

£
Q0
v | B
K
~
+
Q
=
A~
o
)
=
Q
~

jE.A
< ZOZ (dlamC )
7=1

Nehmen wir das Infimum iiber alle solchen {C}}, so ergibt dies

H5(AUB) > H3(A) + Hi(B)

und fiir § \, 0
H(AUB) > H*(A) + H*(B) .

Nach Satz 1.1 ist H® ein Borel-Ma8.
Schliefllich zeigen wir, dal H?® borelregulér ist. Dazu beachten wir, dafl

diam C' = diam C

fiir alle C' C X, also

d o0
Za < iam Cg) ‘ AC U C;, diam C; < §, C; abgeschlossen
j=1 i=1

Fiir A C X mit H*(A) = oo gilt H*(X) = oo, und X ist eine Borelmenge, die A umfafit.
Nun gelte H*(A) < oo, also auch H3(A) < co. Dann existieren fiir d; \, 0 abgeschlossene
Mengen C']]? C X mit diam C']]? <4, und

und



Wir definieren die Borelmengen
oo [e.e]
Bk::UCfundB:: ﬂBk.
j=1 k=1

Dies ergibt
ACB,und AC B,

sowie

also fiir k& — oo
H*(B) < H(A),

und somit die Behauptung.

Proposition 5.2

1. HO ist das Zihlmaf} auf X.
H! =H} = L' auf R fiir alle § > 0.
H® =0 auf R™ fiir s > n.

HI(AA) = NH5(A) fiir A >0, A CR".

AR S N

H3(L(A)) = H*(A) fiir jede affine Isometrie L : R — R", A C R™.

/1]

Beweis: i) Da a(0) = 1, gilt H°({z}) = 1 fiir z € X. Da alle endlichen Mengen abgeschlos-

sen sind und H' ein Borel-Ma$ ist, folgt

fiir alle endlichen Mengen und

fiir alle unendlichen Mengen.
ii) Fiir AC R und § > 0 gilt

LY(A) =inf{ ) " diam C;
j=1

Andererseits sei I}, := [kd, (k + 1)d], k € Z. Dann gilt
diam (C; NIi) <6

und

Z diam (C; N I},) < diam Cj .

k=—o00
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Dies ergibt fiir A C |JjZ, Cj, daB

j=lk=—00
also o = -
HE(A) < Z Z diam (C; N Ij,) < Zdiaij
j=1 k=—o0 j=1
und
HI(A) < LYA) .

Es folgt

H = !
und

H =Lt

iii) Es sei I = [0,1]". I ist die Vereinigung von k™ Wiirfeln W der Form

w=TI[A ]

=1

also
nl/2
diam W < —— .
k
Dies ergibt fiir n'/2/k < §, daB
a2\’
H(ID) < k" als) | 5 | = a(s)275 02k = 0

fir £ — o0, also

H(I)=H;(I)=0.
Mit abzéhlbarer Vereinigung folgt

HER™) = 0.

iv) und v) sind trivial.

Proposition 5.3 Fs sei f: X — Y eine Lipschitzabbildung

d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) Va,ye X

und fir ein L < oco.
Dann gilt fiir AC X, 0< s < oo, daff

HE(F(A)) < L*HS(A) .
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Beweis: Es sei L,6 >0 und A C U;’;l Cj, diam C; < §. Dann gilt
f(A) < | r(@y), diam f(Cy) < L diam C; < L6
j=1

und

:E
~®»
P
=
=
IN
ANgk
2
N

IN
<
(]2
Q
S
N
=]
©
N
9!
N~

Dies ergibt
und

fiir 6 N\, 0.
/1]
Proposition 5.4 Es sei AC X, 0< s <t <oo. Dann gilt:
H(A) < 00 = H'(A) =0

und
Ht(A) >0=H(A) =c0.

Beweis: Es sei H*(A) < 0o, 6 > 0. Dann existieren C; C X mit diam C; <6 und
[e.9]
A < Jg
j=1

> als (%) < HH(A) 41 <H(A)+1.

Jj=1

Dies ergibt

S S
< 2‘8 (HE(4) +1) (g)t
und
HI(A) =0
fiir 5\, 0.
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Definition 5.2 Die Hausdorff-Dimension von A C X ist definiert durch

dimy (A) :==inf{0 < s < oo | H*(A) =0} .

Falls dimy (A) = s ist, so gilt
HI(A)=0 firt>s
HI(A) =00 fiir0<t<s

und

0<H(A) <.
Da H5(R™) = 0 fiir s > n gemé&f Proposition 5.2 iii), folgt

dimy(A) <n fir A CR"
Aus Proposition 5.3 folgt

dimy(£(A)) < dimg(A)
fiir jede Lipschitzabbildung f.

42
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6 Hausdorfl-Dichten

Definition 6.1 FEs sei p ein Maf auf einem metrischen Raum X,0 < s < oo . Wir
definieren die s-dimensionale (obere/untere) (Hausdorff-)Dichte von p bei x € X durch

*S ) = lim su IU'(BQ(J"))
e z) = o0 als)e®
s -— lim in M
05 (p,z) =1 ni f a(5)0°
e (By(2)
s -— lim K @ €
0°(u, ) = IQLO a3

falls dieser Limes existiert. Fir A C X definieren wir
B NA
0% (1, A, ) = 6% (u| A, z) = limsup PP OA)
0l0 a(s)e®

und die anderen Dichten analog.

Bemerkungen:

1. Klarerweise gilt fiir die abgeschlossenen Bille B,(z) C By(z) C Byp(x) fiir 7 > 1.
Daraus folgt

B B B, B
e P By B L Bate)
olo afs)e’ olo afs)e’ 010 a(s)e® olo afs)ef
also mit Symmetrie
lim sup M = lim sup 'M(Bg(xs)),
o alr T aloe o
lim inf (Bg(zc)) — liminf (BQ(:C))
olo afs)e’ ol a(s)e®

und in Definition 6.1 kénnen &dquivalent abgeschlossene Bélle verwendet werden.

2. Wie in Bemerkung 3. vor dem Differentiationssatz fiir Radon-Mafle, Satz 3.1, sehen
wir, daf die Funktion x +— pu(B,(x)) borelmeBbar ist, wenn g ein Borel-Maf ist.

Allgemeiner sehen wir fiir d(z,z;) <d <o, dal B, _s(x) C By(xj) , also
((Bo—s(x)) < liminf pu(B,(z;)) Vo > 0.
j—o0

Ist u ein Borel-Maf3 oder regulér, so gilt mit Proposition 1.1 bzw. Lemma 1.3
B =1 B,_
#(Bo(w)) = lim u(Bo—s(2)),

und x +— pu(By(z)) ist unterhalbstetig, also borelmefbar, und weiter sind

o (By(7)) — s in p(By(7))
mn—>0i1£1)85(1nf) a(s)e® _0<g<51,)96@2( 2 a(s)e®

auch borelmessbar. Damit sind 6*(u),05(n) borelmeBbar, und 60°(p) auf der
Borelmenge [0*(u) = 0:(n)] wohldefiniert, also auch borelmeBbar.
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Satz 6.1 Es set p ein Maf§ auf einem metrischen Roum X,0 < s < 00,0 < v <
OOrAerQrA g;)(:
i) Falls p ein Borel-Maf ist, so gilt

A1 € [y <07 (p, A2)] = YH (A1) < p(Az).
1) Falls p reguldr ist, so gilt
AC[0™(n, A) <9 = p(A) <2°H(A).

Beweis:
i) Es geniigt, u(A2) < oo zu betrachten. Fiir 0 < A < 7y, 6 > 0 betrachten wir

F:={Byla)|a€ A1, 0< 0 <X as) 0° < u(By(a) N Az)} .

Da A; C [y < 0*(u, A2)] und mit (6.1), wird A; von F fein iiberdeckt. Mit Korollar 2.2
existiert eine paarweise disjunkte Teilfamilie {B; = By, (a;) | j € J} € F mit fiir jede
endliche Teilmenge {j1,...,Jm} C J,m €N, gilt

s

A C E%iLJ LJ E%,

1 jeJ—{g1,nim}

<.
Il

wobei E’j = B5gj (a;). Da die {B;} paarweise disjunkt sind und p ein Borel-Ma8 ist, gilt

)\Za(s)gj < Z'M(Bj NAy) < u(Az) < o0,

jed jed

und die Indexmenge J ist abzéhlbar, da alle ¢; > 0. Da diam Ej < 100 , ergibt dies

Min(d) < A D) al)g+5 Y, als)g

JE€{I1 - Im} jeJ—{j1,--jm}
< Y uBINA)+5 Y u(BinAg).
JE€{I1Im} J€J—{j1,-sjm}

Wir kénnen eine Folge j; € J wihlen mit

e}

lim > u(BjNAy) =0,

JEJ—{J1,0sdm}

also
NHio5(A1) <Y (BN Ag) < p(Ay) -
JjeJ
Mit 6 J 0, A 1 v ergibt dies
TH (A1) < p(Az2) .

//
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ii) Es geniigt H*(A) < oo zu betrachten. Fiir v < A < oo, k € N setzen wir
Ap:={a€ A|VO<o<1/k, u(Byla)NA) <X -afs) 0’} C Agy1 -

Da A C [0*%(u, A) < 7], folgt
A= U Ay,
k=1

und mit Lemma 1.3
n(A) = lim p(Ag)
k—o0

da p reguldr ist. Fiir 0 < 1/k sei A CJ32, Cj, diam Cj < 4, mit

Za(s) (d‘%cﬂ < HI(A)+0 < H(A) +6 .

J=1

Wir betrachten
JZZZ{j € FJ’C%‘ﬂ4Ak #:@}

und wahlen fiir j € J
a; € C; N A und p; := diam Cj ,

also
Cj C By, (ay)
Es gilt
Ap © U Cj < U By, (aj)
JjeJ JjeJ
und

jeJ
< D Aals) g
i€l

%

a(s)(diam C})*

IN

X25(HE(A) +0) .

Fiir 6§ | 0 erhalten wir
H(AR) < A 25 H(A),

und fiir £ — oo
p(A) = Jim p(Ag) < X2 H(4)
— 00

Mit A | folgt ii).
///

Fiir Radon-Mafle auf lokalkompakten, metrischen Réumen erhalten wir folgende Form.
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Korollar 6.2 Es sei u ein Radon-Maf$ auf einem metrischen Raum X,0 < s < 00,0 <
v < 0o . Dann gilt fiir beliebiges A C X |, dass

AC [y <07 (w)] = YH*(4) < p(A).

Beweis:
Per Definition von Radon-Maflen existiert zu & > 0 eine offene Menge U O A mit

W(U) < p(A) + e
Klarerweise gilt 6*5(pu|U) > v auf A | und mit Satz 6.1 folgt

TH?(A) < p(U) < u(4) + ¢,
und die Behauptung folgt.

/1]

Korollar 6.3 Es sei u ein borelrequlires Maf auf einem metrischen Raum X,0 < s <
0o . Dann gilt fiir A C X, u—mefibar mit p(A) < oo, dafs

0*%(pu, A,x) =0
fiir H5-fast alle x € X — A.

Beweis:
Essel By :={z € X —A | 0*u,A,z) > 1/k}. Mit Lemma 1.2 ist u|A borelregulir
und endlich. Da (u]|A)(X — A) = 0, existiert fiir ¢ > 0 mit Lemma 1.4 eine offene Menge
UDX—A mit

pANU) = (u[A)U) <e.

Da B, CX—-ACU,¢gilt

0 (u, ANU,x) =0 (u, A, z) > Vo € By,

x| =

und mit Satz 6.1 folgt
H¥(By) < ku(ANU) < ke,

also H*(By) = 0. Da

o
UBi={zeX-A|07(H A x)>0},
k=1
folgt die Behauptung.
/1]
Satz 6.4 FEs sei X ein metrischer Raum und 0 <s < o0, AC X .

1. Falls H*(A) < o0, so gilt

0" (H®, A,x) <1 fiir H® — fast alle x € A.
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2. Falls H3(A) < 0oV >0, 2.B. falls A totalbeschrinkt ist, so gilt
0" (Hi,, A,x) > 27°  fiir H® — fast alle x € A.
Beweis:
i) Fiir 1 < 7 < oo betrachten wir
A ={x € A| 0" (H*, A, z) > T}

Da #H?® borelregulér ist und H*(A) < oo, existiert eine Borelmenge B O A mit H*(B) =
H*(A) < co. Mit Lemma 1.2 ist H*| B borelregulér und endlich. Mit Lemma 1.4 existiert
fiir € > 0 eine offene Menge U O A, mit

H(ANU) < (H?|B)(U) < H*(A;) +e.
Firz € A, gilt 0*(H*, ANU,x) = 0*5(H*, A,x) > 7, und mit Satz 6.1 folgt
THI(A) < HHANT) < H(A,) + ¢ .
Lassen wir ¢ — 0, so folgt H*(A,;) =0, da H*(A;) < H*(A) < oo und 7 > 1. Dies ergibt

H{w e Al0(H, Az) > 1}) <> H (A1) =0,
k=1

und i) folgt.

//
ii) Es sel Ag:={z € A |0 (H,A,z) <2 }und fir0 <7< 1
Ay i={z € A|VO< o< 71: H(ANB,(z)) < (1—7)2"%a(s)0°}.
Es gilt Ag = UgZ,A1/, , und es geniigt zu zeigen, dass
H(A)=0 Yo<T7<1 (6.2)
Falls H*(A;) > 0, so gilt fir 0 < 4§ <7 klein genug
0 < Hi(Ar) < H5(A) < 0. (6.3)

Mit Definition 5.1 existieren abzéhlbar viele C; C X, die g; := diam C; < §,A; C
UjCj,Aq— NnC; # () Vj und

D als)(e/2)* < (1—7)"PH3(A,)
J
erfiillen. Wahlen wir z; € A, N Cj, so sechen wir C; C ng (xj) und, da ¢; < 6 < 7, mit
Definition 5.1 und der Definition von A,

HI(ANC;) =HL(ANC) <HI (AN ng (z7)) < (1 —=71)2"%a(s)gj-
Dies ergibt
H3(A-) <D HHANC) < (1-7)27°> als)ef < (1—7)*H3(Ar),

J J

also ein Widerspruch zu (6.3). Damit ist (6.2) bewiesen, und ii) folgt.

/1]
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7 Isodiametrische Ungleichung
Ziel dieses Paragraphen ist folgender Satz.

Satz 7.1 Auf R"™ gilt
L =Hs=H".

Wir bemerken, daf3
L(Bg(x)) = wno",

also
0"(L" z) =1 fir alle z € R".

Dann folgt mit Satz 6.1
L < 2"H™

und mit Korollar 6.2
HY < L7,

Satz 7.1 folgt leicht aus der isodiametrischen Ungleichung.

Satz 7.2 (Isodiametrische Ungleichung) Fir alle Mengen A C R™ gilt

£(A) < w, <dmm A) ‘

2

Beweis von Satz 7.1:

Esseid >0, SCR" SC U]Oil C; und diam C; < ¢. Dann folgt mit Satz 7.2

L"(8) < ;zn(cj) < ;wn (%) :
Nehmen wir das Infimum, so gilt

L£M(S) < H(S) -
Dies ergibt mit dem schon bekannten H"™ < L", dafl

L =Hr=H".

Satz 7.2 beweisen wir mit sogenannten Steiner-Symmetrisierungen.

48

/1]



Definition 7.1 Fir a,b € R", |a| =1 setzen wir
yi={b+ta|teR},
die Gerade durch b in Richtung a, und
P,:={zeR"|z-a=0},

die Ebene orthogonal zu a. Die Steiner-Symmetrisierung von A C R"™ beziiglich P, ist
definiert durch

1 1
Se= U {b+ta]]t]§§H1(AHL2):§£1(AHL2)}.
bE Po,, ANLE 0D

Einfache Eigenschaften der Steiner-Symmetrisierung besagt die folgende Proposition.
Proposition 7.1 Fir ACR" a €R", |a| =1 gilt:
1. diam S,(A) < diam A.
2. Ist A mef$bar beziiglich L™, so ist Su(A) mefbar beziiglich L™, und es gilt
L"(Sa(A)) = LT(A) .
Beweis:

Es geniigt, a = e, = (0,...,0,1) zu betrachten.
i) Wir nehmen diam A < oo an. Es seien = = (y,t), 2’ = (v/,t') € Se,, (4) und

A, = {seR]|(y,s) € A}
Ay = {feR|(Y,s) e A}

a := infA, <supA, =:0b

a = inf Ay <sup A, =: b .

Es gilt

1
[t =t < [+ 1E] < S (Ay) + H (Ay))

IN

%[(b —a)+ (' —d)] = %[(b —ad)+ (' —a)
< sup(b—d,b' —a)=b—ad

wobei wir b — a’ > b’ — a annehmen. Da (y,b), (y/,a’) € A sind, folgt

=2 = Viy-yP+lt-tP<Vly—yP+b-aP
= |(y,b) — (¢/,ad)| < diam A = diam A .

ii) Da A mefBbar beziiglich L™ ist, folgt aus dem Satz von Fubini, daf§ die Funktion f,
definiert durch

F0) = £(AN L0 = [ xalwt) a0,
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L -mefBbar ist, und es gilt

e = [ ).

Weiter gilt nach Definition fiir F(y,t) := f(y) — 2|¢|

Sen(A) = {(0) | 1 < 57 (0), AN Lz #0 ) =
=[F>0—{(y,0) | ANL{, =0}

Die erste Menge [F' > 0] ist meibar beziiglich L™, da F' mefibar beziiglich £" ist, und die
zweite Menge ist Teilmenge der £"—Nullmenge R"~! x {0}, also selbst eine £"—Nullmenge
und somit £"—mefBlbar. Damit ist S, meflbar beziiglich £" und

£, () = [ F0) e ) = £7(4)

/1]

Beweis von Satz 7.2:
Wir kénnen diam A < oo und A abgeschlossen annehmen. Wir definieren sukzessive

Al = Sel(A), A2 = Seg(Al),- ey An = Sen(Anfl), A* = An .

Wir behaupten: Ay, ist symmetrisch beziiglich P, ,..., P, fiir alle k mit 1 <k < n.
Dies gilt trivial fiir
Ayp = S, (A) .
Fir 1 <k <nist Apy1 := Se,,, (Ax) symmetrisch beziiglich P, . Nach Annahme ist Ay
symmetrisch beziiglich P, ,..., P, . Essei ¥; : R" — R" fiir 1 < j < k die Spiegelung an
Pe;. Da X;(Ag) = Ay, ist, gilt fiir b € P

k+1

E]’(Ak N sz+1) = E]’(Ak) N Ej(LZk+1) = AN Lezkﬁ;l )

insbesondere
H (A N L) = HY S (Ap N L) = HY(Ax N L33,
also
Ej(Ak-i-l N sz+1) = Ak—f—l N L;?l;l ,
da Agy1 = Se,,,(Ax), und Agy ist auch symmetrisch beziiglich P, ,..., Pe,.

//

Daraus folgt, dal A* symmetrisch beziiglich P, ,..., P, ist und somit auch beziiglich 0.
Dies ergibt
AT C B%diam A* ),

denn mit x € A* ist auch —z € A* und 2|z| < diam A*. Mit Proposition 7.1 folgt

/1]
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Teil 11
Lipschitzfunktionen

8 Lipschitzabbildungen

Definition 8.1 FEine Funktion f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen X und Y
heifit lipschitzstetig oder Lipschitzabbildung, falls fir x,y € X gilt, dafl

dy (f(2), f(y)) < L dx(z,y)

fir ein L < 0o. Die kleinste solche Konstante L heifit Lipschitzkonstante, geschrieben

Lipf .

[ heift lokal lipschitz, wenn zu jedem x € X ein 0 > 0 existiert mit f|B,(x) ist lipschitz-
stetig.

d

Proposition 8.1 Fs sei A C X, X ein metrischer Raum, und f : A — R eine Lipschitz-
funktion. Dann besitzt f eine Lipschitzerweiterung von X nach R, genauer es existiert

f: X — R lipschitz ,
flA=f,
Lipf = Lipf.

Beweis:
Wir definieren

f(z) = yigg (f(y) + L d(z,y))

mit
L =Lipf .

Da
fly)+ L d(x,y) > f(2) — L d(z, 2)

fir x € X, y,z € A, ist f wohldefiniert und reellwertig. Weiter gilt

fiir x € A. Schlielich gilt fiir 21,20 € X,y € A

f)+ Ld(z1,y) — fy) — Ld(z2,y) = L (d(z1,y) — d(x2,y)) < L d(z1,22) ,

also B B
|f(z1) — f(z2)| < L d(w1,22) ,

und f ist lipschitz mit Lipf = L = Lipf.

/1]

o1



Zuerst zeigen wir in diesem Paragraphen, dafl eine lipschitzstetige Funktion R™ — R™
fast tiberall klassisch differenzierbar ist. Dazu brauchen wir erst folgende eindimensionale
Proposition.

Proposition 8.2 Essei f:R — R lokal lipschitz. Dann ist f fiir £'—fast alle x € R
klassisch differenzierbar, und fir a <b gilt

b
f@:ﬂ@+/ﬂww.

Beweis:
Da f lokal lipschitz ist, ist
onf =

lokal beschriankt auf R und konvergiert somit

ferh—f
h

onf — g schwach in L*(a — 1,b+1)

fiir eine Teilfolge. Wir sehen

b b foh ; 1b+h 1a+h
/gdﬁle/ﬂ%)_f()dtZE/fdﬁl—ﬁ/fdﬁl%f(b)—f(a)-
a a b a

Insbesondere gilt
€T

f(x):f(a)—i—/g dct fir z > a,

a

und fiir einen Lebesguepunkt z > a von g € L7S (R) rechnen wir
z+|h|
— 1
lim sup fleth) =) g(az)‘ < lim sup — / lg(t) — g(x)| dt =0,
h—0 h h—o  |hf "

und f ist in Lebesguepunkten von ¢, also £!'—fast iiberall auf R klassisch differenzierbar
mit f’ = g , was insbesondere obige Integraldarstellung ergibt.

/1]

Nun beweisen wir die hoherdimensionale Verallgemeinerung.

Satz 8.1 (Rademacher) f:R" — R™ sei lokal lipschitz. Dann ist f klassisch differen-
zierbar L™-fast iberall.

Beweis:
Es gentigt, m = 1 und f lipschitzstetig zu betrachten. Fiir v € 0B sei

Dusia) = T 10 =S
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fir alle z € R™, wo dieser Limes existiert. Die Komplementmenge sei A,. Da D,f =

limsup... (bzw. D, f = liminf...) borelmebar sind und A, = [D,f # D, f], ist A, eine
Borelmenge. Weiter ist die Funktion

o(t) = [z + tv)
¢o:R—-R

lipschitz, also fast iiberall differenzierbar. Somit ist
LY A, N{z+tv|teR}) =0

und mit dem Satz von Fubini

L"(Ay) =0.
Nun sei p € C°(R"™). Es gilt mit dem Satz von Lebesgue und Proposition 8.2

[z +tv) — f(z)

- Duf ¢ = lim - ; o(z) do
_ p(x) — p(z — tv)
= ltlﬁ)l/f(x) ; dx

— _/f-ﬁvgpz—/f-lzn;waw
_ Zilvi/Deif-so:/(gradf'v)sD

fir grad f(x) := (De, f(x),..., D, f(z)) fir z € R" — (A, U...UA,,) . Daraus folgt
D,f(z) =gradf(z)-v fir L — fast alle z € R".
Nun sei {vg }reny € 0B dicht und
By, :={x € R" | gradf(z), D,, f(z) existiert und D,, f(z) = gradf(z) - vy} .

Wir setzen

o
B:= () Bx
k=1
und wissen
LM'R"—-B)=0.

Wir zeigen nun, dafl f in z € B differenzierbar ist. Dazu definieren wir

f(z+tv) — f(x) — tgradf(z) - v .
t

Q(v,t) :=
f ist differenzierbar in z mit D f(x) = gradf(z) genau dann, wenn

Ve>036>0: sup  |Q(v,t)| <e. (8.1)
vEDB1 0<t<5

Wir wissen

lim Q(uoy,1) =0 VK EN, (8.2)

93



und, da f lipschitz ist,
1Q(v,t) = Q' t)| < (n+ 1)Lipf - [v — /] . (8.3)
Fiir e > 0 wahlen wir N € N mit

€
By 3k 1,....N}: — S o
wedB Fhe{l,. N}: o fo-ul < gommses

Dann wihlen wir § > 0 mit (8.2), so da8

|Q(Uk,t)| <

NN e

firk=1,...,N,0<t<0.
Dann gilt fiir v € 9B1, 0 <t < 6 und v, wie oben

Qv )] < 1Q(ur, )| +1Q(v, 1) — Q(ug, 1) <€,
also folgt (8.1).

/1]

Bemerkung:

Ist finx € R" differenzierbar, so existiert D, f(z) fir alle v € 9B1(0) , und es gilt
D,f(x) = Df(z) -v = gradf(z) - v , also folgt = € B . Damit ist f genau auf der
Borelmenge B differenzierbar, und die Ableitung z +— D f(z) = gradf(x) borelmefbar.

d

Im weiteren Teil dieses Paragraphen sollen Lipschitzfunktionen durch C'-Funktionen ap-

proximiert werden.
Zuerst brauchen wir eine Proposition iiber Partitionen der Eins.

Proposition 8.3 FEs sei () # Q CR™ #£ R" offen und A =R"™ — Q. Fiir x € R" sei
(@) 1= 55 min(l d(z, 4)
:= — min .
r(z 50 ,d(z,
Dann ezistieren vj € C§°(), z; € Q, [vj # 0] = Bigy(a,)(x;) mit:

1. Fiir x € Q ist Sy :={j | Bwr(mj)(ﬂfj) N Bior(z) (T) # 0},
#(Sz) < C(n) und
1/3 <r(x)/r(xj) < 3 firj € S,

2. Z;’;lvjzl, vj >0 in Q,
3. > 521 Dvj=0in Q,
4. |Dvj(z)| < C(n)r(z)~! vz € Q.
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Beweis:
Nach dem Uberdeckungssatz von Vitali, Satz 2.1, existiert {z;};en C Q2 mit

{B;(s;) () }jen sind paarweise disjunkt , Q = U Bsp(z,) (%) -
j=1

Fiir x € Q setzen wir

Sy = {.] | BlOr(mj)(xj) a BlOr(:v)(x) 7& (D} = {.] | BlOr(:vj)(xj) N BlOr(m)(x) # @} :

Behauptung:
Sz) <1297,
#(5,) o
1/3 < r(x)/r(x;) < 3 fiir j € S;.
Denn fiir j € S, gilt
r(@) —r(x))| < |z —;]/20 <10 (r(z) + 7(x))) /20 = (r(x) +7(x5)) /2 .
Dies ergibt
1/3 <r(z)/r(xz;) <3.
Weiter gilt
|z — x| +r(x;) <10(r(x) +r(z;)) + r(x;) < 10r(x) + 11r(x;) < 43r(x) ,
also
Br(:vj)(xj) - B43r(:v) (x) :
Da die Bélle auf der linken Seite paarweise disjunkt sind, folgt mit (8.4)
r(z)\" n
#(Sy)wn, 3 < wp, (43r(x))",

also

#(Sy) < (129)™ .

//

Nun wahlen wir n € C5°([0, oo[, R) mit

0<n<1,

nt)=1fir0<t<1,

n(t) =0 fir ¢ > 2,

n(t) >0 firt<2.

Wir setzen
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und bekommen
0 S u]' S 1,

uj = 1 auf By, (q;)(25),

[’U,j 7é 0] = BlOT‘(JIj)(wj) CcC Q,

(8.5)
uj € Cgo (),
u; = 0 auf Byg,(y)(v) falls j ¢ Sy,
|Duj(x)| < C/r(x;), C/r(x) .
Nun sei -
u::Zujzlaqu.
j=1
Da #(S;) < C(n) mit (8.4), folgt
u e CX. (),
(8.6)
|Du(z)| < Cr(x)™t, z€Q.
Nun definieren wir
Uy
Uj = —
Da D D
w; ujDu
Dvj= Tj a juz ’
ergibt sich mit (8.5), (8.6), da8 [v; # 0] = By (y;)(z;) und
1. Fiir x € Q ist
{j ‘ [Uj 7é O] N BlOr(:v)(x) 7é @} = S; und #(SJ:) < C(n)7
2. 3% vj=1inQ,
3. 3721 Dvj=0in Q,
4. |Dvj(z)| < C(n)r(z)~" fir z € Q.
/1]

Bevor wir den Erweiterungssatz von Whitney formulieren, brauchen wir einige Begriffe.

Definition 8.2 Fs sei A CR"™ abgeschlossen und f: A —-R,d: A—R". Firx#yec A

setzen wir f(y) = flz) —d(z)(y — z)
|z -y

Ry, x) =
und fir K C A kompakt sei

ok 1.d(0) = sup{|R(y,z)| [ 0 <[z —y[ <6, x,y € K} .
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Satz 8.2 (Erweiterungssatz von Whitney) Es seien A, f, d wie oben, und f, d ste-
tig. Weiter gelte fir alle kompakten Teilmengen K C A, daf

oK, f,d(6) = 0 fir 6 = 0.
Dann ezistiert f € CL_(R™) mit
f=fund Df =d auf A .
Ist f lipschitz und d beschrinkt, so kann f so gewdhlt werden, daf
IDf| < C(n) (Lipa(f) + lldll o ay) -

Beweis:
Fiir A=R" oder = ist die Aussage trivial. Andernfalls setzen wir Q = R" — A # (), #
R", offen und betrachten {v;,z;}, r wie in Proposition 8.3. Wir wihlen s; € A mit

[z — 55| = d(x;,A) .

Nun definieren wir

_ f(x) xz €A,
fay=4 1 (5.7)
221 0i(@) (f(s5) +d(s;)(x —s5)) z€Q.
Es gilt
fe i)
und

Df(z) =Y Dvj(@)[f(s;) +d(sj)(x — s)] + > _ vj(a)d(s;) z€Q. (8.8)

JES JESx

Behauptung:

f ist differenzierbar in a € A und
Df(a) = d(a) . (8.9)

Denn fiir a € A ist K := AN Bj(a) kompakt, und wir setzen
6x(6) = orc.1a(8) + sup{ld(z) — ()| | &,y € K, 0 < |z —y| <} .
Nach Voraussetzung und da d stetig ist, gilt
0k (0) = 0 fiir d - 0. (8.10)
Fiir x € A gilt

|f(z) = f(a) = d(a)(z — a)]

(@) - f(a) - d(a)(@ — )| = |R(z,a)| |z —
oxc(la — al)x —al (8.11)

IN
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falls v —a| < 1. Fur z € Q gilt

|f(z) = f(a) — d(a)(z — a) Z )| f(s5) = f(a) + d(sj)(z — 55) — d(a)(x —a)| <

Z z)|f(s5) = f(a) +d(s;)(a — s;) H‘ZUJ )|d(s;) —d(a)l|z — a| <

j=1
< 3 o@)||R(sj0)lla — 5] + ld(s5) = d(a)l|e — al | . (8.12)
JESx
Daa € A, gilt
r(z) < |z —al/20,

und es folgt fiir j € S,, dafl

la — s la — x| + |z; — 5]
2la — x| < 2(|a -z + |z — x;])
2(lz — a| +10(r(z) + r(z;)))

2(|z — a| +40r(z)) < 6|z —al . (8.13)

VAN VAN VARRRVAN

Fiir |z — a| < 1/6 ergibt dies mit (8.12), da8
|f(z) = f(a) — d(a)(z — a)| < C ok (6l — al)|lz —al

also mit (8.11) ist f differenzierbar in a und

Df(a) = d(a)
//
Nun zeigen wir, daf B
f € Clloc(Rn) :
Dazu geniigt es zu zeigen, daf3
Df:R" - R
stetig in allen a € A ist, da f € C2(Q2) bereits bekannt ist.
Esseia € A, x € R, |x —al < 1/6. Fiir z € A gilt
|Df () — Df(a)| = |d(x) — d(a)| < ok (Jz — al). (8.14)
Fiir x € Q sei b € A mit
|z — b =d(z, A) .
Dann gilt
b—a| <|b—z|+ |z —a| <2z —al (8.15)
und
|Df(x) = Df(a)] < [Df(x) = Df(b)| + 1d(b) — d(a)|
< |Df(z) —d(b)| + ok (2|z — al). (8.16)

o8



Weiter gilt mit (8.8) , daf

|Df(z) — d(b)| = !ZD% f(sj) + d(s5)(z = s)] +Z% (d(sj) —d(b))] <
7j=1
<Y Doj()[f(s5) = F(b) +d(s;)(b = 55)]| +| Z Duj(x —d(b))(z = b)]]
j=1
+| Zvj(fﬂ)(d(sj) —d(®))l (8.17)
j=1
Nun gilt
lt—b < |xr—al]<1/6,
b—al < 2|z—al<1/3,
also b € K und r(z) = |z — b|/20 < 1/120. Dies ergibt fiir j € S,, da8
r(z;) < 3r(xz) <1/40 < 1/20,
also
r(x;) = |x; — s4]/20 .
Weiter ergibt sich
|z = sj] < |z =zl + [y — s < 10(r(2) + 7(25)) + 200 (z;)
< 100r(z) = 5|z — b| < 5|z —al ,
sowie
|sj —al <[sj —a|+ |z —a| <6z —al <1,
also s; € K, und schliellich
|s; —b| <|sj — x|+ |z —b] <120r(x) < 6|z —a] .
Aus (8.17) folgt
Df@) —d)| < 3 IDu@lax(lb - s;D(b— sl + 1o — o) + 3 vy(@)axc(b— )

JESz JjESL

< Or(z) ' ox (6l — a))Or(z) + ox(6lx — a|) < Cok (6] — al) .

Zusammen mit (8.14), (8.16) ergibt dies fiir x € R", |z — a| < 1/6, daB

|Df(x) — Df(a)] < Cox(6lz —al),

und Df ist stetig.

Schliellich betrachten wir den Fall, wo f lipschitz und d beschriankt ist. Wir setzen

A= Lipaf + ||dl poe )
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Zuerst erhalten wir mit (8.7) fiir a € A und z € 2, dafl

[f(@) = fla)] < Z% ) (s5) = fa) +d(s;)(x = s5)|

< AZUJ ]s]—a\+\x—s]])<A(]x—a\+2Zv] )a —s;l)
JESz JES
also mit (8.13) B
@)= fl@) <13 A |z —a] (3.15)
Mit (8.8) ergibt dies
IDf(z)| < ZDU] x) + f(s5) +d(sj)(x = s5)]| + | ZUJ d(s;)]
JES JES
< Cr(e)™ ) Al —sj|+ A (8.19)
JES

Nun gilt fir j € S,
xj —sj| =d(xzj, A) < d(x, A) + |v —

und

v =z + [ — 55| < 2fw — x5 + d(z, A)
20(r(x) + r(zj)) + d(z, A) < 80r(z) +d(x,A) .

|z — s

Aus (8.19) folgt
d(z, A)

r(z)
Da |Df(x)| = d(z) fiir x € A gilt (8.20) fiir alle x € R™.

Nun betrachten wir mit Proposition 8.1 eine Lipschitz-Fortsetzung f; : R” —
R von f auf R mit Lipgn fo = Lipaf . Fiir ein ¢ € C3(B1(0)),% >0, [ =1 setzen wir

— / B(2)foly — 2) dz

Klarerweise gilt f1 € CL (R™) und Lip f1 < Lip fo < Lipaf <A .
Nun setzen wir

Df(z)| <C-A-(1+ ). (8.20)

B::AUA-‘H A+:{y€Rn’d(y7A)Zl}

und g: B—R,v: B —R"

(@) f(z) firze A, (@) dz) firze A,
g\r) = v(x) =
fi(z) firxe Ay, Dfi(z) firxe A;.

Klarerweise ist B C R™ abgeschlossen, v stetig mit

v lzoocmy=max (|| d lgoeays | DSt llpeen) ) < A. (8.21)
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g ist sogar lipschitzstetig, genauer sehen wir
lg(x) — g(y)| < max (Lz’pAf, Lip fl) |zt —y| < Alx —y| =,y € Aoder A;.

Fir z € A,y € A, sehen wir |z —y| >d(y,A) > 1, also
9(2) — 90)| < [fo@) — [woty = 2) dz| < [w@hote) — 1w 2)] az <

< /w<z>Lz‘p foly— = —a| d= < Lipafo (jy — | + 1) < 2AJy — a].

Zusammen folgt
Lip g < 2A. (8.22)

Fir 0 <1und K C B kompakt sehen wir

0K,g.v(0) < max <QKOA,f,d(5)a QKﬁB,thfl((S)) —0 fiir § — 0.

Nach dem bereits bewiesenen gibt es eine Funktion g € C}Oc

(R™) mit
g=g9,Dg=v auf B,

also insbesondere g = f,Dg=d auf A . Da d(x,A) <1 fiir alle z € R” — B | folgt aus
(8.20), (8.21), (8.22)
|Dg| < C(n)A.

/1]

Mit dem Erweiterungssatz von Whitney kann schliefllich der Approximationssatz fiir Lip-
schitzfunktionen bewiesen werden.

Satz 8.3 (Approximation von Lipschitzfunktionen) FEs sei f : R” — R lokal lip-
schitz. Dann existiert zu jedem € > 0 eine Funktion

f € C’lloc (Rn)

mit

LM[f # flU[Df #Df]) <e
Ist f lipschitz, so kann f so gewdhlt werden, dafs

|Df| < CLip(f) .

Beweis:
Nach dem Satz von Rademacher, Satz 8.1, ist f differenzierbar auf einer Menge B C R"
mit

L'(R"—B)=0.

Nach dem Satz von Lusin gibt es eine abgeschlossene Teilmenge A C B mit

LMR"—A) <¢€/2
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und Df|4 ist stetig.
Wir setzen

d(z) = Df(x)

und Fy) — Fla)— d(@)(y — )
ly — x| '

R(y,z) =
Weiter definieren wir
ne(z) == sup{|R(y,2)| [0 < |y —z| < 1/k} =

= sup{|R(y,2)| [0 < |y —z| <1/k,y € Q"}.

Damit sind 7 borelmessbar, und es gilt ni(z) — 0 fiir x € A. Nach dem Satz von Egoroff
gibt es eine abgeschlossene Teilmenge Ag C A mit

nk—>0

lokal gleichméflig auf Ay sowie
LMR" — Ap) <e.

Nach dem Erweiterungssatz von Whitney, Satz 8.2, existiert ein f € C! (R") wie

gewiinscht. Ist f lipschitz, so gilt loc
HdHLoo(A) < Lipf

und f kann so gewéhlt werden, dafl
IDf| < C(n)Lip f .

/1]
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