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Vorbereitungen

1 Typen von partiellen Differentialgleichungen

1.1 Allgemeine partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine unbekannte Funktion meh-
rerer Verdnderlicher und ihren partiellen Ableitungen.

Definition 1.1 Ein Ausdruck der Form
F(D*u,D*u,.. .u,2) =0 firzeQ (1.1)
mit Q CR™ offen,
F:R" xR ' 'x...xRxQ >R

gegeben und w : Q — R unbekannt, heifit eine partielle Differentialgleichung k—ter
Ordnunyg.
(1.1) heifst linear, falls es von der Form

> ay(x)0u = f(x)
lv|<k
15t.
(1.1) heifst semi-linear, falls es von der Form

Z ay(2)u+ ag(DFtu, .. u,x) =0
IvI=k
181.
(1.1) heifit quasi-linear, falls es von der Form
Z av(Dk_lu, o, 2)0u+ ag(DF M, ux) =0
[yI=F

181.

(1.1) heif$t voll nicht-linear, falls (1.1) nichtlinear von den Ableitungen hichster Ord-
nung abhdngt.

Bildet w:Q—R™ und F:R™™xR" mx  xRxQ—R ab, so heifit (1.1)
ein System partieller Differentialgleichungen.

Beispiele:

(i) Lineare Gleichungen



1.Laplace-Gleichung
n
Ay = Z 8“u =0
i=1

oder Poisson-Gleichung

Au=f
oder lineare elliptische Gleichung
n n
Z aijaiju + Zb@u +cu=f mit (aij) > 0.
i,j=1 i=1
2.Lineare Transport-Gleichung bzw. lineare hyperbolische Gleichung
n
atu - Z blﬁzu =0.
i=1

3.Wirmeleitungsgleichung
ou—Au=0

oder lineare parabolische Gleichung
n n

&gu — Z al-jal-ju — Z blalu — CU = f mit (aij) > 0.
i,j=1 i=1

4.Wellengleichung
Gttu — Au=0.

(ii) Nichtlineare Gleichungen
1.Nichtlineare Laplace-Gleichung
Au = f(u)
oder quasi-lineare elliptische Gleichung
a;j(.,u, Vu)ojju + b(.,u, Vu) =0 mit (a;;) > 0.

2. p—Laplace-Gleichung
div(|[VulP~2Vu) = 0.

3.Minimalflichengleichung
Vu

V14 [Vu|?

div( )=0

4.Monge-Ampere-Gleichung
det(D*u) = f.



5.Pucci-Gleichung

M{A(D?u) :=A 3 0i+ A 3 0i =,

;>0 ;<0
M (D) =X > o+ A Y o5 = f,
’ ;>0 ;<0
wobei o1q,...,0, die Eigenwerte von D?u entsprechend ihrer Vielfachheit sind

und 0 < A< A<oo. Mf/\ heiflen Pucci-Operatoren.
6.Hamilton-Jacobi-Gleichung

Ou+ H(Vu,z) =0.
7.Skalare Erhaltungsgleichung bzw. nicht-lineare hyperbolische Gleichung
Oyu + div F(u) = 0.
8.Skalare Reaktions-Diffusions-Gleichung
Ou — Au = f(u)
oder quasi-lineare parabolische Gleichung
Oru — aii(., u, Vu)diju — b(.,u, Vu) =0 mit (a;;) > 0.

9.Porose Medium-Gleichung
Ou — A(u7) = 0.

10.Nicht-lineare Wellengleichung
Opu — Au = f(u),
Opu — div a(Vu) = 0.
(iii) Spezielle Gleichungen und Systeme

1.Schrodinger-Gleichung
10yu + Au = 0.

2.Korteweg-deVries-Gleichung
Ot + w0 u + Opgau = 0.
3.Maxwell’sche Gleichungen im Vakuum ohne Strom
O,E = rot B,

0,B = —rot E,
div B = div E = 0.



4.System von Erhaltungsgleichungen
ou + div F(u) = 0.
5.System von Reaktions-Diffusions-Gleichungen
du — Au = f(u).
6.Euler-Gleichung fiir inkompressible, invicid Fliissigkeiten

oy + uVu = —Vp,

div u = 0.
7.Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressible, viskose Fliissigkeiten

Oru +uVu — Au = —Vp,
div u=0.

Meistens tritt eine partielle Differentialgleichung oder System zusammen mit Randwerten
auf. Die zentralen Fragen zu partiellen Differentialgleichung bzw. Randwertproblemen sind

e Existenz von Lésungen,
e Findeutigkeit der Losungen,
e Stetige Abhéngigkeit der Losung von den gegebenen Daten.

Nur in sehr wenigen Spezialfillen kann man Loésungen durch explizite Formeln darstellen.
Daher sind die Existenzresultate meist von abstrakter Natur.

Dariiberhinaus ist es oft schwierig, Existenz von klassischen Losungen zu zeigen,
d.h. von Losungen mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung der Differential-
gleichung.

Stattdessen wird zuerst Existenz sogenannter schwacher Losungen gezeigt. Fiir die
Laplace-Gleichung kann man klassische Losungen u € C%(2) suchen, die

Au=0 in (1.2)

erfiillen, oder schwache Losungen u € L} (2) , die

/ ulAp =0 (1.3)

Q

fiir alle zweifach stetig differenzierbaren Funktionen ¢ mit kompaktem Triger in € .
An eine solche schwache Existenztheorie schliefit sich eine Regularitéitstheorie an, die
zeigt, dal schwache Losungen hohere Regularitit besitzen, z.B. dafi schwache Lésungen
klassisch sind, oder im besten Fall, dafl schwache Losungen analytisch sind.
In obigem Beispiel zur Laplace-Gleichung besagt das Lemma von Weyl, dafl wu €

Li (), das (1.3) erfiillt, tatséichlich analytisch ist und (1.2) erfiillt.

loc



1.2 Elliptische Gleichungen zweiter Ordnung

Der Hauptgegenstand unserer Darstellung sind elliptische Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

Definition 1.2 FEine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
F(D?u,Vu,u,z) =0, (1.4)

F:S8n)xR"xRxQ — R,Q CR" offen, wobei S(n) C R"™ ™ die Menge der
symmetrischen Matrizen bezeichnet, heifst elliptisch, wenn

F(X,p,z,z) > F(Y,p,z,x) VX >Y,peR" zeRzeQ,

dabei meint X >Y |, daf die symmetrische Matrix X —Y mnicht-negativ semi-definit ist.
(1.4) heif$t strikt elliptisch, falls

F(X,p,z,z) > F(Y,p,z,z) VX>Y,X#Y,peR" zeRzeQ,

andernfalls heif$t (1.4) degeneriert elliptisch.
(1.4) heifit gleichmifig elliptisch mit Elliptizititskonstanten 0 < A < A < oo , falls

MY [ F(X+Y,p,z,2) - F(X,p,z,2) <A Y |

firalle Y >0,X € S(n),p e R", 2 € Rz € Q mit || Y [:=supjq<; |Val .
Wir sagen auch, daf§ F elliptisch, strikt elliptisch bzw. gleichmafig elliptisch.

O
Beispiele:
1. Die lineare partielle Differentialgleichung
a;;(x)0;u + bi(x)0iu + c(z)u = f(z) (1.5)
ist elliptisch genau dann, wenn
a;j(x)&€ >0 fiir alle z € Q,§ € R™.
(1.5) ist gleichmé&Big elliptisch genau dann, wenn
M < (aij(x))i; < AT fiir alle z € Q,
wobei 0 < A< A <oo.
2. Die quasi-lineare partielle Differentialgleichung
a;j(x,u, Vu)jju + b(z,u, Vu) = 0. (1.6)

ist elliptisch genau dann, wenn

aij(:v,z,p)fzfj >0 furallerxecQ,zecR,peR" (R



(1.6) ist gleichméBig elliptisch genau dann, wenn
M < (aij(z,2,p))ij <Al fiirallex € Q,z € R,p e R",
wobei 0 < A< A<oo.
7.B. gilt fiir die Minimalflichengleichung
Oiud;u

Vu 1
1 = 51_7
(\/1+\Vu]2) \/1+\Vu]2< 714 |[Vul?

wobei A(p) := /1 + |p|? . Daher ist (1.7) strikt elliptisch und gleichméBig elliptisch
fiir beschrankte Gradienten. (1.7) ist aber nicht gleichméBig elliptisch fiir beliebige
Gradienten.

)aiju = 0, A(Vu)dyu, (1.7

. Jedes Y € S(n) kénnen wir eindeutigals Y =Y T—-Y " mit YT, Y~ >0,YTY ™ =
0 schreiben. Ist F ist gleichméfBig elliptisch, so gilt F(X +VY,...)= F(X +Y™* —
Y7, )< FX-Y ,..)+A|[YT S FX,..)+A[[ YT =AY |, also

FX4+Y,. . )<FX,..)+A|Y | =X|Y"|. (1.8)

Umgekehrt folgt aus (1.8) folgt mit ¥ >0, dal F(X+Y,...)—F(X,...) <A Y|
und F(X,...) - F(X+Y,...)=FX+Y-Y,..)-FX+Y,..)<-\| Y|,
also F(X+Y,...)—F(X,..)>X|[|Y|,und F ist gleichméBig elliptisch.

. Fiir die Pucci-Operatoren gilt
M AX) < My (X),
My (X)) S MG A(X) fir V< A<SA<SA,
MIA(X) S MY, (X)) fiir X < A<SA <A, (1.9)
M)\,A( ) = _M:A(_X)’
M (aX) = aM5 (X)) fiira >0,

MY < My, (¥) = Mr(Y) <nA | V|| fiir Y >0,

(1.10)
AY [SMT(Y)=AMr(Y)<nA | Y| firY >0.

Beachten wir ¢r(AB) > 0 fir A,B > 0, so erhalten wir fir M\ < A < AT, daf
Mr(X) <tr(AX) < Atr(X) fir X > 0, also fiir beliebige X € S(n)

tr(AX) = tr(AX") —tr(AX ") < Atr(XT) — Mr(X ™) = M (X).
Wihlen wir eine orthogonale Matrix O mit OT XO = diag(o1,...,0,) und A =
Odiag(Mi, ..., \y)OT mit \; = A fiir o; > O und \; = A fiir 0; < 0 , so sehen wir
M < A<AI und

tr(AX) =tr <Odiag()\1, .., 0T Odiag(oy, ... ,an)OT> =
=tr <diag()\1, ooy Ap)diag(on, .. ,an)> = M;CA(X).

6



Zusammen erhalten wir

+ _ — _ .
M{AX) = AIgSI/lxI;AItr(AX)’ My A(X) = Mglgngltr(AX)' (1.11)

Dies ergibt weiter

ML AX) + ML (Y) S MR (X +Y) < ML (X)) + ML (Y),

(1.12)
MG AX) + ML (Y) S ML (X +Y) S MG (X) + ML (Y),

Kombinieren wir (1.10) und (1.12) so sehen wir fiir ¥ >0

MY 1 MEA(Y) € ME(X +Y) = ME,(X) < M{,(Y) <nA || Y |,
und die Pucci-Operatoren sind gleichméfig elliptisch mit Elliptizitdtskonstanten
A nA .

Umgekehrt folgt fiir gleichméfig elliptisches F' mit Elliptizitdtskonstanten 0 < A <
A < oo aus (1.8) und (1.10)

FIX+Y,. . )—FX,..)<A|YT| =AY |<

< Atr(YF) = (\n)tr(Y ) = M, (V)

und

F(X+Y,...)—F(X,...):—(F(X+Y—Y,...)—F(X+Y,...)> >

> _M;\’—/n,A(_Y) = M;/n,A(Y)’

also

My aAV) SFX +Y,.) = F(X,..) S My, (Y) VXY eSn). (113)

. Die Monge-Ampere-Gleichung F(X) := det(X) fur X € S(n) ist elliptisch fiir
konvexe Funktionen u , denn

det(X +Y) > det(X) fir X,Y >0.

Genauer gilt
8pijF(X) - Cof(X)ijv
wobei Cof(X) die Kofaktor-Martix von X bezeichnet. Ist X invertierbar, so gilt
Oy, F(X) = det(X) XY,
da X symmetrisch ist, wobei (X%) die Inverse von X ist. Also ist F fiir
positives X strikt elliptisch.

Betrachten wir

G(X) :=logdet(X) fiir X >0,

so sehen wir

0,

Pij

G(X) = XY,



also

> 05, G(X) X jim = bim.
j=1

Differentiation nach &, ergibt
n
Z 8pz’j7pmG(X)ij + 8pikG(X)5lm =0
j=1

und nach Multiplikation mit X"

0,

PijPkl

G(X) = —x*xil,

Daher ist G konkav auf den positiv definiten Matrizen.



2 Harmonische Funktionen

Der Laplace-Operator

n
A= Z O
i=1
ist der einfachste elliptische Operator zweiter Ordnung. Die Losungen der Laplace-
Gleichung
Au=0

heiflen harmonische Funktionen.

Definition 2.1 Eine Funktion u € C3(2), Q CR"™ offen heifit harmonisch (super-,
subharmonisch), falls

Au = Z@iiu =(<,>)0 in Q.
i=1
d

In diesem Paragraphen wollen wir verschiedene besondere Eigenschaften harmonischer
Funktionen wie z.B. Mittelwertsatz, Maximumprinzip, Cauchy-Abschéitzungen und Har-
nack-Ungleichung elementar herleiten. In spéteren Paragraphen werden wir sehen, dafl
diese Eigenschaften in modifizierter Form fiir Losungen elliptischer Differentialgleichungen
zweiter Ordnung gelten.

Wir beginnen mit dem Mittelwertsatz.

Satz 2.1 (Mittelwertsatz) Es sei u € C}

i0c(82) mit Au = (<,>) 0in Q C R"™ offen.
Dann gilt fiir Bille B = Bg(xg) CC €,

u(ao) = (2,9 fu= .2 fw

B 0B

Beweis:
Fir 0 < ¢ < R wenden wir den Divergenzsatz auf

Au = div Vu
in By(zp) an und erhalten
/ o,u = / Au = (<,>)0.
0B, (0) Bo(z0)

Fiihren wir Polarkoordinaten z = 2y + rw, |w| =1 ein, so gilt

iu(m + ow)
do 0T o

Oyu = —u(xg + rw)|r=p =

dr

und somit



d
" / u(zg + ow) dw = o dg( 0 / U> (<,2)0

0B1(0) 0By(w0)

Da wu(zg) = liﬁ)l ][ u , folgt daraus fiir 0 < o < R
o

9B,(z0)

uao) = (29 w=Eof w

0B, (z0) O0BR(z0)

n—1

Multiplikation mit ne

und Integration iiber ]0, R[ ergibt

wobei wy, := L"(B1(0)) .
/1]

Das starke Maximumprinzip folgt sofort aus dem Mittelwertsatz.

Satz 2.2 (Starkes Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Es sei u €

CIQOC(Q) mit Au > 0 in Q C R™ offen, zusammenhdngend. Falls w sein Maximum

im Innern annimmt, so ist u konstant.

Beweis:
Essei M :=supuund A :=[u= M]. Da u stetigin  ist, ist A abgeschlossen in
Q

Q). Andererseits gilt fiir y € A, B,(y) € Q mit dem Mittelwertsatz, Satz 2.1, dafl

M:u(y)g][ugM.

Bo(y)

Da u <M auf B,(y),folgt u=M auf B,(y) und
By(y) € A.

Damit ist A offen. Falls u sein Maximum im Innern annimmt, ist A # ), somit A = Q
und uw = M konstant.

/1]

Das schwache Maximumprinzip folgt aus dem starken Maximumprinzip.
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Satz 2.3 (Schwaches Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Es sed

ueCE (Q)NCQ) mit Au>0 in QCCR" offen. Dann gilt
Sup u = sup u.
Q o0
Beweis:

Falls supu > supwu, so existiert zg € 2 mit
Q o0

u(zo) > u auf Q.

Mit dem starken Maximumprinzip, Satz 2.2, folgt, dafl u auf der Zusammenhangskompo-
nente € von €, die xg enthielt, konstant ist, also

supu = u(zg) = supu < supu.
Q o0’ o0

/1]

Das schwache Maximumprinzip ergibt folgenden Eindeutigkeitssatz.

Satz 2.4 (Eindeutigkeit fiir das Dirichletproblem der Poissongleichung) Es sei
Q cC R” offen, f € CP (), € C°R) . Dann gibt es hichstens eine Losung u €

loc

C2 () NC’Q) won
Au=f inQQ,
u=¢ auf 0.
Beweis:
Fiir die Differenz u zweier Losungen gilt v € C%(Q)NCE (?) und
Au=0 1in Q,
u=0 auf 0f,

Mit dem schwachen Maximumprinzip, Satz 2.3, folgt
sup |u| = sup [u] = 0,
Q o0

also u=0.

/1]

Der Mittelwertsatz ergibt innere Abschétzungen fiir Ableitungen harmonischer Funktio-
nen.

Satz 2.5 (Cauchy-Abschitzungen) u € C? (Q) sei harmonisch in Q@ CR"™ offen.

Dann gilt w € C2.(Q) und fir Q' CCQ und einen beliebigen Multiindex -y
supl7u] < ()l sup u
o d Q

wobei d = d(,00).

11



Beweis:

Zuerst nehmen wir v € CX.(Q2) an. Dann gilt

AVu = VAu =0,

und Vu ist harmonisch auf . Mit dem Mittelwertsatz, Satz 2.1, und dem Divergenzsatz
gilt fiir Br(x) CC Q, dafl

1
Vu(z) :][ Vu = — / uv.

Br(z) OBgr(x)

Daraus folgt

Induktiv ergibt sich daraus

Viu(e)| < % sup [VElu| < (3)F sup Jul.
B%(r) Bpr(z)

Die Annahme w € C%.(2) folgt aus dem néchsten Lemma von Weyl.

/1]

Lemma 2.1 (Lemma von Weyl) Es sei u € L}, (Q),Q CR" offen, und es gelte

/uAv =0 firveCy((R).
Q

Dann ist we Co(2) , und w ist harmonisch, d.h.
Au=0 1n .

Beweis:
Wir wihlen A € C§°(B1(0)) mit [ A =1,A(z) = A(—z) und setzen

Ae(z) := e_")\(g).

Weiter withlen wir Q4 CC Q3 CC Qy CC Q; CC Q und setzen fiir v € L} (Q)

loc
vla) = [ Al = (o) d.
951

Es gilt v. € C;2.(R™) und

loc

v — v stark in L'(Q).

Ist supp v C Q9 und 0 < & < d(2,001), so ist

supp ve C €.

12



Insbesondere ist u. € C;2(R"), und es gilt fiir v € CZ (o)

/ Auev = / / A (z — y)u(y)v(z) dy do =
Qo

Q1 Q1

- /u(y)</A)\5(y_$)v(x) dm) dy
o

1951
:/u-A%:O,

Q
da v, € C§°(21) C C§°(Q2) . Daraus folgt
Au, =0 in Qq,

und u. ist harmonisch in Qs . Da u. € C;2(§2) folgt aus den bereits bewiesenen

Cauchy-Abschéitzungen, Satz 2.5, und dem Mittelwertsatz, Satz 2.1,

sup ]Dk(ue —ug)| <
Q4

< C(Q37 Q47 n, k) sup ’ue - U&’ <
3

S 0(927937947n7k)/’u6 —’LL(S‘
Qo

Da u. — u in LY(Qy) , folgt u € C2() , also u € C2(Q). SchlieBlich gilt fiir

loc
v e C§°(Q)
/Au-vz/uszO,
Q

Q

und somit

Au=0 in Q.
/1]

Auch die Harnack-Ungleichung ist eine einfache Konsequenz aus dem Mittelwertsatz, Satz
2.1.

Satz 2.6 (Harnack-Ungleichung) u € C?(Q) sei harmonisch in Q C R"™ offen und
u >0 . Dann gilt fir Q' cC Q,Q zusammenhingend,

supu < C(Q,Q',n)inf u.
o Q/

Beweis:
Fir Byy(xo) C Q, 2,y € By(zg) gilt mit dem Mittelwertsatz, Satz 2.1, da u > 0,

u(z) :][ < 2"]1 < 3"][ = 3Mu(y).

By (z) Bao(z0) Bs,(y)

13



Daraus folgt

sup v < 3" inf w. 2.1
Bo(x0) Bo (o) @1)

Nun iiberdecken wir € mit endlich vielen Béllen B; = B,,(z;) mit
o < Ui]ilBQi(xi)v
z; €Y CCQ,
B4Qi (CCZ) g Q.

Da Q' zusammenhéngend ist, existiert fiir beliebige x,y € ' Indices i; € {1,...,N},j =
1,....,M mit

x € B,y e By,

B, \NB;, #0 firj=2,...,M,
M < N.
Dann gilt
u(z) < supu < 3"infu < 3"supu < ... < 3M" inf u < 3V"u(y),
By, Biy Bi, Biy
also

supu < 3V inf w.
o Q/

/1]

Satz 2.7 (Satz von Liouville) FEine nach unten beschrinkte harmonische Funktion auf
R™ st konstant.

Beweis:

Wir koénnen o0.B.d.A. 1111{[1nfu =0 und w > 0 annehmen. Mit der Harnack-Ungleichung
(2.1) folgt fiir alle R >0

sup u < 3" inf u
Bgr(0) Br(0)

und fiir R — oo

supu < 3"infu = 0.
R™ R™

Dies ergibt =0 .

/1]

Im Rest dieses Paragraphen leiten wir Darstellungsformeln fiir die Poissongleichung her.
Wir beginnen mit den beiden Green’schen Formeln. 2 CC R"™ sei offen, und es gelte der
Divergenzsatz fiir . Fir u,v € C? (Q) gilt

/ VU = / div(vVu) = / (vAu + VoVu). (2.2)

[2}9] Q Q

14



Dies ist die erste Green’sche Formel. Vertauscht man « und v und substrahiert, so
erhélt man die zweite Green’sche Formel

/(vAu — ulv) = /(v&,u — udyv). (2.3)
Q Biy)
Die Laplacegleichung hat in R™ — {0} die radial symmetrische Losung 727"  fiir n >
3 und logr fiir n = 2. Durch Normierung erhalten wir folgende Definition fiir x # 0 :

1
x> fir n>3,
[(z) == { (2~ n)nwn (2.4)
— log |z| fir n=2.
27

I' heifit die Fundamentallosung fiir die Laplacegleichung. Dieser Name begriindet sich
mit folgenden Rechnungen. Zuerst sehen wir fiir x # 0

1

oil'(z) = n—wnxi\x]_", (2.5)
1 2 —n—2
0iT(x) = nwn(él-j|x| — nxiz;)|z| " (2.6)
Daraus ergibt sich
AT =0 inR" — {0}, (2.7)
und I' ist harmonisch in R"—{0}. Leiten wir weiter ab, so erhalten wir die Abschétzungen
|D*T(z)| < Cpilzf"7F  fiir o # 0,k > 1. (2.8)
Fir z € Q,u(y) := I'(y — x) konnen wir die zweite Green’sche Formel nicht direkt auf

Q) anwenden, da v bei z singulér ist. Stattdessen wenden wir (2.3) auf Q — B,(z) an
und lassen ¢ — 0 . Wir erhalten

/ Dy — 2)Auly) dy / (0B — udyv) — / (Wit — udy).  (2.9)

Q—B,(x) o0 OB, ()
Es gilt
‘ / vo,ul = |T'(p) / dyu| < nwno™ T (o) sup |Vu| =0 fiir o — 0
By(x)
0B, () 0B, (x) o
und )
/ udyv =T"(p) U= ——e / u— u(z) fir p— 0.
nwn "
OBy(x) OBy(x) 9By (x)

Damit folgt aus (2.9) die Green’sche Darstellungsformel

u(z) = —/ (u(y)&,l“(x —y)+T(z— y)&,u(y)) dy + /F(x —y)Au(y) dy fir z € Q.
o * (2.10)
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