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1 Die alte Quantentheorie na
h Bohr und SommerfeldIn diesem Abs
hnitt wird eine ni
ht-te
hnis
he Einführung, sowie ein historis
her Abriÿüber die alte Quantentheorie gegeben. Es werden einige explizite illustrierende Re
hnungendur
hgeführt � auf präzise De�nitionen aller eingeführten Gröÿen wird jedo
h verzi
htet.Nebenbei wiederholen wir anhand eines Beispiels die Formulierungen der klassis
hen Me-
hanik na
h Lagrange, Hamilton und Hamilton-Ja
obi. Die Darstellung orientiert si
h zumTeil an einem älteren Lehrbu
h der theoretis
hen Physik [1℄ sowie an an den klassis
henArbeiten von Bohr und Sommerfeld, wie z.B. [2, 3℄.1.1 Bohrs
he Postulate und Bohrs
hes AtommodellIm Jahr 1913 verö�entli
hte Bohr seine berühmten Arbeiten über den Aufbau der Atomeund die Bere
hnung atomarer Spektren mithilfe der Quantentheorie.Zu diesem Zeitpunkt war die Quantentheorie eine o�ensi
htli
h unvollständige Theorie,bestehend aus einzelnene Annahmen und einem ni
ht wohlde�nierten Gültigkeitsberei
h.Die Erkenntis, daÿ vers
hiedene Gröÿen, die in der klassis
hen Physik kontinuierli
he Werteannehmen können, in der mikroskopis
hen Welt nur als Vielfa
he einer Grundeinheit �eines Quants � auftreten, datierte bereits aus dem Jahr 1900 (Plan
ks
he Theorie derS
hwarzkörperstahlung). Eine allgemeine Theorie zur Bes
hreibung der mikroskopis
henWelt existierte jedo
h ni
ht, und es sollten no
h mehr als 10 Jahre vergehen, ehe sie inForm der Quantenme
hanik von Heisenberg, S
hrödinger u.a. entwi
kelt wurde.Basis für Bohrs Arbeiten war ein Atommodell, in dem die Elektronen den Atomkernumkreisen, wie die Planeten die Sonne. Empiris
h gestützt wurde diese Vorstellung dur
hdie Streuversu
he Rutherfords, wel
he gezeigt hatten, daÿ im Inneren eines Atoms ein klei-neres, massives, positiv geladenes Zentrum existiert � der Atomkern. Gemäÿ den Gesetzender Elektrodynamik würde ein sol
hes oszillierendes System allerdings elektromagnetis
heWellen und damit Energie abstrahlen, wodu
h die Elektronen innerhalb kürzester Zeit(∼ 10−8s) in der Kern stürzen würden. Stabile Atome wären demna
h unmögli
h!Bohr setzte dem die folgenden zwei Postulate entgegen [2, Seite 7℄ (dort anders formu-liert):1. Auf bestimmten Bahnen können die Elektronen strahlungsfrei um den Kern kreisen.Diese Bahnen werden ausgewählt dur
h die Quantisierungsbedingung2
∮
p dq

!
= 2π~n (1.1)mit einer ganzen Zahl n.2Bohr formulierte dies ursprüngli
h für das Wassersto�atom als Quantisierung des Drehimpulses [2,Seite 15℄ und au
h das erst na
h Verglei
h mit experimentellen Daten und Verwendung des Korrespon-denzprinzips (vgl. Abs
hnitt 1.4). 3



2. Emission und Absorption �ndet nur dann statt, wenn das Elektron von einer sol
henBahn auf eine andere übergeht. Dabei ist die Energiedi�erenz glei
h dem Li
htquant
hν, bestimmt also dadur
h die Frequenz ν des emittierten oder absorbierten Li
hts.Bemerkungen:

• Es bezei
hnet ~ = h
2π
, wobei h das Plan
ks
he Wirkungsquantum ist,

h ≈ 6, 626 · 10−34J s,
~ ≈ 1, 05 · 10−34J s = 1, 055 · 10−27erg s.

• So wie hier formuliert erlauben, diese Regeln die Quantisierung (e�ektiv) eindimensio-naler Systeme. Die Erweiterung auf mehrere Freiheitsgrade werden wir in Abs
hnitt1.2 diskutieren.Wir betra
hten nun explizit die Kreisbewegung eines Elekrons im Zentralpotential (desunendli
h s
hwer angenommen Kerns). Die Lagrangefunktion für ein Elektron im Cou-lombpotential − e2

|x|
lautet

L(x, ẋ) =
m

2
ẋ2 +

e2

|x| . (1.2)In Kugelkoordinaten (r, θ, φ) gilt
x = rer = r




sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ





⇒ ẋ = ṙer + rėr

= ṙer + rθ̇eθ + rφ̇ sin θeφ ,

(1.3)und damit
L(r, θ, φ, ṙ, θ̇, φ̇) =

m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2φ̇2 sin2 θ

)
+
e2

r
. (1.4)Die kanonis
h konjugierten Impulse werden zu

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ , pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ , pφ =

∂L

∂φ̇
= mr2φ̇ sin2 θ , (1.5)und wir erhalten die Hamiltonfunktion

H(pr, pθ, pφ, r, θ, φ) = prṙ + pθθ̇ + pφφ̇− L

∣∣∣∣∣ ṙ = pr/m

θ̇ = pθ/mr
2

φ̇ = pφ/mr
2 sin2 θ

=
p2
r

2m
+

p2
θ

2mr2
+

p2
φ

2mr2 sin2 θ
− e2

r
.

(1.6)
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Für eine Kreisbahn (pr = 0) in der xy-Ebene (θ = π
2
, pθ = 0) ergibt si
h die Energie

E = H(0, 0, pφ, r,
π
2
, φ) =

p2
φ

2mr2
− e2

r
. (1.7)(Bemerkung: In dieser Ebene ist pφ glei
h dem Drehimpuls.) Die Bewegungsglei
hung

ṗr = −∂H
∂r

(0, 0, pφ, r,
π
2
, φ) =

p2
φ

mr3
− e2

r
!
= 0 (1.8)(wegen pr = 0 vers
hindet au
h ṗr identis
h) liefert das Glei
hgewi
ht von Zentrifugal- undCoulomb-Kraft, und wir erhalten

pφ =
√
me2r ⇒ E = − e2

2r
. (1.9)Damit lautet die Quantisierungsbedingung

∮
pφ dφ =

∫ 2π

0

√
me2rdφ = 2π

√
me2r

!
= 2π~n . (1.10)Zunä
hst gilt n ∈ Z; da jedo
h die linke Seite ni
ht negativ werden kann, müssen wir au
hnegative Quantenzahlen auss
hlieÿen. Da si
h für n = 0 das Elektron im Kern aufhaltenwürde, s
hränkt man weiter auf n ∈ N ein. Au�ösen na
h dem Radius liefert

rn =
~

2n2

e2m
. (1.11)Daraus ergibt si
h der Bohrs
he Radius r1 ≈ 0, 5Å, wel
her au
h im Verglei
h mit gaskine-tis
hen Experimenten die ri
htige Gröÿenordung hat. Weiter erhalten wir dur
h Einsetzenin (1.9) die Energieniveaus des Bohrs
hen Wassersto�atoms zu

En = − me4

2~2n2
, n ∈ N . (1.12)Auf der Basis des zweiten Bohrs
hen Postulats ergeben si
h nun die mögli
hen Fre-quenzen für Absorption und Emission zu

νnk =
En − Ek

h
=

me4

4π~3

(
1

k2
− 1

n2

)
, n > k . (1.13)Eine Formel dieser Form war bereits 1885 empiris
h von Balmer für k = 2, die sogenannteBalmer-Serie, gefunden worden [4℄. Die Serien mit k = 1, 3, 4 tragen na
h ihren Entde
kerndie Namen Lyman, Pas
hen und Bra
kett. Au
h der Wert des Vorfaktors in (1.13), derRydberg-Konstante, war in guter Übereinstimmung mit den experimentellen Werten.5



1.2 Verallgemeinerung auf mehrere FreiheitsgradeBohr-Sommerfeld-QuantisierungAu
h na
h dem Erfolg des Bohs
hen Atommodells war die Physikergemeinde zunä
hstuns
hlüssig darüber, wie die Quantenbedingungen auf Systeme mit mehreren Freiheits-gradebn anzuwenden sei (Das Wasserso�atom ist natürli
h bereits ein System mit dreiFreiheitsgraden, Bohrs hatte es dur
h seine explizite Re
hnung für Kreisbahnen jedo
h aufein e�ektiv eindimensionales Problem reduziert.)Plan
k betra
htete die Quantisierung des Phasenraumvolumens als geeigneten Aus-gangspunkt für eine allgemeine Betra
htung [5℄. Dazu unterteilte er (für d Freiheitsgrade)den Phasenraum in Zellen mit Volumen hd, und Phasenraumvolumina sollten nur als Viel-fa
he dieses elementaren Volumens vorkommen, d.h. für V ∈ Rd × Rd

∫

V

ddp ddx = n (2π~)d , n ∈ N . (1.14)Weiter müssen na
h Plan
k die Begrenzungen der quantisierten Volumina du
h Hyper-Flä
hen gegeben sein, die invariant unter dem klassis
hen Fluÿ sind. Eine S
har sol
herFlä
hen ist (für eine autonomes System) stets dur
h die Energies
halen
ΩE = {(p, x) ∈ R

d × R
d |H(p, x) = E} (1.15)

PSfrag repla
ements x

p

ΩE

Abbildung 1: Bahnkurve p(x) bzw. Energie-s
hale ΩE für d = 1.

gegeben. Für ein eindimensionales Sy-stem genügt damit die Plan
ks
he Be-dingung, um die mögli
hen Energieni-veaus festzulegen und führt, wie mansi
h anhand von Skizze 1 lei
ht klar-ma
ht, auf dieselbe Bedingung wie (1.1),da ∫

I(ΩE)

dp dx =

∮
p dx , (1.16)wobei I(ΩE) das Innere von ΩE bezei
hnet.Für Systeme mit mehreren Freiheitsgradenist diese eine Bedingung jedo
h ni
ht hinrei-
hend, um die quantentheoretis
h erlaubtenZustände festzulegen. Na
h Plan
ks Metho-de müssen nun weitere 2d−1-dimensionale,invariante Hyper�ä
hen gefunden werden,die dann ebenfalls in Quantisierungsbedingungen eingehen, um so die erlaubten Zuständedes Systems weiter zu einzugrenzen.Sommerfelds Standpunkt war [3℄ (vgl. au
h entspre
hende Beiträge von S
hwarzs
hild[6℄ und Epstein [7℄), bei separablen Systemen dasjenige Koordinatensystem zu wählen, in6



dem die Bewegungsglei
hungen separieren und dann für jeden Freiheitsgrad eine Bedingungder Form (1.1) zu fordern,
∮
pj dxj = 2π~nj , nj ∈ Z , j = 1, . . . , d . (1.17)Auf diese Weise quantisierte Sommerfeld im Wassersto�atom ni
ht nur Kreisbahnen son-dern beliebige Kepler-Ellipsen und führte neben Bohrs Hauptquantenzahl n au
h soge-nannte Nebenquantenzahlen ein (siehe Abs
hnitt 1.3).Einstein s
hloÿ si
h dem Sommerfelds
hen Standpunkt an [8℄ und gab eine koordinaten-unabhänge Formulierung. Er stellte fest, daÿ ni
ht Separabilität sondern ledigli
h Integra-bilität (na
h Liouville [9℄) notwendig sei und betonte den geometris
hen Charakter des Pro-blems.

PSfrag repla
ements
C1

C′1

C2Abbildung 2: Ni
htkontrahierbare Basis-Zykel
Cj auf einem zweidimensionalen Torus T

2.
In einem integrablen System mit dFreiheitsgraden existieren d unabhängi-ge Erhaltungsgröÿen. Die invariante, d-dimensionale Niveau�ä
he für feste Wertealler Erhaltungsgröÿen hat die Topologie ei-nes Torus T

d. Auf einem sol
hen Torus exi-stiert eine Basis d ni
ht-kontrahierbarer Zy-kel Cj , siehe Abb. 2. Einstein forderte nun,daÿ entlang eines jeden Zykels das Wegin-tegral von pdx quantisiert sei,
∮

Cj

pdx = 2π~nj , n ∈ Z
d , (1.18)und formulierte damit koordinatenunabhänge Quantisierungsbedingungen für beliebige in-tegrable Systeme. Für separable Systeme entspre
hen diese den Sommerfelds
hen Bedin-gungen. Einstein erkannte in [8℄ auÿerdem bereits, daÿ si
h diese Methode grundsätzli
hni
ht auf ni
ht-integrable Systeme, also insbesondere 
haotis
he Systeme, verallgemeinernläÿt.Den geeigneten Rahmen für die Quantisierung von Systemen mit mehreren Freiheits-graden bietet dann die Integration der Hamilton-Ja
obi-Glei
hung dur
h Einführug vonWirkungs- und Winkelvariablen. Na
h dieser Methode wollen wir nun no
h einmal dasWassersto�atom quantisieren.1.3 Das Wassersto�atom na
h SommerfeldDie folgende Herleitung des Wassersto�spektrums wurde 1916 von Sommerfeld angegeben[3℄, siehe au
h [10℄.Wir erinnern uns, daÿ bei einer Bewegung in einem Zentralpotential stets der Drehim-puls

L = mx × ẋ (1.19)7



erhalten ist, d.h. {H,L} = 0, wobei {·, ·} die Poissonklammer, de�niert dur
h,
{A,B} =

d∑

j=1

(
∂A

∂pj

∂B

∂xj
− ∂A

∂xj

∂B

∂pj

)
, (1.20)bezei
hnet. Die Poissonklammern zwis
hen Komponenten des Drehimpulses vers
hwindenni
ht, z.B. {Lx, Ly} = −Lz. Wegen {L2, Lz} = 0 ist es sinnvoll

E = H , L := |L| und M := Lz (1.21)als unabhängige Erhaltungsgröÿen zu betra
hten. In Kugelkoordinaten gilt
L = mrer ×

(
ṙer + rθ̇eθ + rφ̇ sin θeφ

)

= mr2θ̇eφ −mr2φ̇ sin θeθ

= pθeφ −
pφ

sin θ
eθ ,

(1.22)und damit
L =

√

p2
θ +

p2
φ

sin2 θ
und M = pφ . (1.23)Wir lösen nun das Zentralproblem mithilfe von Wirkungs- und Winkelvariablen. Ausder Hamiltonfunktion (1.6) ergibt si
h die zeitunabhängige Hamilton-Ja
obi-Glei
hung

1

2m

(
∂S

∂r

)2

+
1

2mr2

(
∂S

∂θ

)2

+
1

2mr2 sin2 θ

(
∂S

∂φ

)2

+ V (r) = E (1.24)(für beliebige Zentralpotentiale V (r) � wir sind später speziell am Coulombpotential V (r) =
−e2

r
interessiert). Dur
h einen Separationsansatz führen wir zwei Integrationskonstanten(Erhaltungsgröÿen) ein, die wir dur
h Verglei
h mit (1.23) mit der z-Komponente und demBetrag der Drehimpuls identi�zieren,

r2

(
∂S

∂r

)2

+

(
∂S

∂θ

)2

+
1

sin2 θ

(
∂S

∂φ

)2

︸ ︷︷ ︸
=M2︸ ︷︷ ︸

=L2

= 2mr2(E − V (r)) . (1.25)
Dann führen wir Wirkungsvariablen ein,

Iφ =
1

2π

∮
∂S

∂φ
dφ =

1

2π

∮
M dφ ,

Iθ =
1

2π

∮
∂S

∂θ
dθ =

1

2π

∮
±

√
L2 − M2

sin2 θ
dθ ,

Ir =
1

2π

∮
∂S

∂r
dr =

1

2π

∮
±

√
2m(E − V (r)) − L2

r2
dr ,

(1.26)
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wobei ±√
. . . jeweils bedeutet, daÿ auf unters
hiedli
hen Abs
hnitten des Integrationswe-ges, unters
hiedli
he Zweige der Wurzel verwendet werden müssen. Die erste Wirkungsva-riable Iφ bestimmt si
h trivial zu

Iφ =
1

2π

∫ 2π

0

M dφ = M . (1.27)
PSfrag repla
ements

x

y

z

L
θmin

θmax

= π − θminAbbildung 3: Kepler-Ellipse, Grenzen der θ-Integration und Drehimpuls L.

Der Integrationsweg im zweiten Integral er-stre
kt si
h von θmin zu θmax = π − θminund zurü
k, vgl. Abb. 3, wobei auf dem er-sten Teilstü
k die positive Wurzel und aufdem Rü
kweg die negative Wurzel zu neh-men ist. Zur Bere
hnung betra
hten wirdie Integration des invarianten Ausdru
ks
pdx entlang einer Kepler-Ellipse. Führenwir einen zweiten Satz Kugelkoordinaten
(r, θ′, φ′) ein, wobei die z′-A
hse ‖L sei, sogilt
�

�
�pr dr+pθ dθ+pφ dφ =

�
�
�pr dr+pθ′ dθ

′+pφ′ dφ
′(1.28)Weiter ist pφ′ = L, und entlang des Integra-tionswegs gilt θ′ = const. (= π

2
), d.h.

pθ dθ + pφ dφ = L dφ′ . (1.29)Damit erhalten wir sofort die zweite Wirkungsvariable,
Iθ =

1

2π

∮
pθ dθ =

1

2π

∫ 2π

0

L dφ′ − 1

2π

∫ 2π

0

M dφ = L−M . (1.30)Bere
hnet man nun die dritte Wirkungsvariable Ir und löst das Ergebnis na
h der Energie
E auf, so erhält man einen Ausdru
k, in den man direkt die Quantenzahlen aus den Quanti-sierungsbedingungen einsetzen kann. Speziell für das Coulomb-Potential V (r) = −e2

r
erhältman (siehe Übungsaufgabe 1)

Ir = −L+

√
me4

−2E
, (1.31)sowie

E = − me4

2(Ir + L)2
. (1.32)Na
h Sommerfeld (1.17) sind die Wirkungen nun wie folgt zu quantisieren,

L = ~l , l ∈ N

Ir = ~nr , nr ∈ N0 ,
(1.33)9



und mit
Enr ,l = − me4

2~2(nr + l)2
(1.34)erhalten wir dieselben Energieniveaus wie na
h Bohr (1.12). Die Bes
hränkung auf positiveQuantenzahlen nr und l ergibt si
h daraus, daÿ die klassis
hen Gröÿen Ir und L ni
htnegativ werden können. Weiter s
hloÿ Sommerfeld den Fall l = 0 aus, da dabei das Elektronden Kern dur
hqueren müÿte.Der Vorteil dieser Formulierung ist, daÿ neben den Energieniveaus au
h ihre Multipli-zitäten bestimmt werden können. Dabei ist au
h die Quantisierungsbedingung für Iφ = Mzu berü
ksi
htigen, die eine dritte Quantenzahl liefert,

M = m~ , m = −l,−l + 1, . . . , l , (1.35)wel
he jedo
h ni
ht in die Energie eingeht. Die mögli
hen Werte für m ergeben si
h dabeiaus der (trivialen) klassis
hen Bedingung |M | ≤ L. Betra
htet man weiter kleine Störun-gen des Systems, z.b. dur
h ein äuÿeres elektris
hes oder magnetis
hes Feld (Stark- bzw.Zeeman-E�ekt), so hängen die Energieniveaus im allgemeinen au
h ni
httrivial von l und
m ab. Sommerfeld und andere lieferten auf diese Weise bereits früh quantitative Bes
hrei-bungen vieler spektroskopis
her Experimente, siehe z.B. [3, 10℄.1.4 Das Bohrs
he KorrespondenzprinzipMithilfe der Quantisierungsbedingungen des 2. Bohrs
hen Postulats lassen si
h atomareEnergieniveaus und mögli
he Frequenzen für absorbierte oder emittierte elektromagneti-s
he Stahlung bestimmen. Zunä
hst sind jedo
h keine weitergehenden Aussagen über bei-spielsweise Intensität oder Polarisation der emittierten Strahlung mögli
h � Gröÿen, die beider klassis
hen Bes
hreibung eines abstrahlenden Systems bere
hnet werden können. Au-ÿerdem treten in Experimenten ni
ht immer alle Frequenzen auf, die bei Übergängen vonbeliebigen Anfangs- in beliebige Endniveaus mögli
h wären. Man muÿ daher annehmen,daÿ ni
ht alle Übergänge mögli
h sind. Ist ein bestimmter Übergang verboten, so spri
htman von einer Auswahlregel. Um diese fehlenden Informationen zu gewinnen, bediente si
hBohr des Verglei
hs mit der klassis
hen Bes
hreibung, die in einem bestimmten Grenzfallri
htig werden muÿ.Zur Illustration betra
hten wir zunä
hst na
h (1.13) einen Übergang vom n-ten Niveauin das nä
hstniedrigere, d.h. k = n− 1. Für groÿe n gilt

(
1

k2
− 1

n2

)
=
n2 − k2

n2k2
=

(n + k)(n− k)

n2k2
≈ 2n

n4
=

2

n3
(1.36)d.h.

νn,n−1 ≈
me4

2π~3n3
. (1.37)10



Dies ist jedo
h, wie man si
h lei
ht überzeugt, gerade die klassis
he Umlau�requenz bei derEnergie E = En. Bei groÿer Hauptquantenzahl n strahlt das Atom also quantentheoretis
hwie klassis
h auf die glei
he Weise ab, nämli
h, beim Übergang in das nä
hstniedrigereNiveau mit der klassis
hen Grundfrequenz. (Für n−k = 2, 3, . . . treten enspre
hend höhereHarmonis
he auf.)Ausgehend von dieser Beoba
htung postulierte Bohr (siehe z.B. [2, 11, 1℄), daÿ imGrenzfall |n−k| ≪ n, k die klassis
he Physik wieder gültig wird. Dies ist die Kernsaussagedes Bohrs
hen Korrespondenzprinzips, wel
hes nun erlaubt die fehlenden quantentheore-tis
hen Informationen aus der klassis
hen Theorie zu gewinnen. Im Fall von Auswahlre-geln, beispielsweise, argumentiert man folgendermaÿen: Für eine periodis
h (oder quasi-periodis
h) bewegte klassis
he Ladung kann die Zeitabhängigkeit des Aufenthaltsorts x(t)in eine Fourierreihe entwi
kelt werden. Das System strahlt dann elektromagnetis
he Wellenmit den, in der Fourierreihe vorkommenden, Frequenzen ab. Tritt nun eine Frequenz, diezunä
hst na
h dem zweiten Bohrs
hen Postulat mögli
h wäre, in dieser Fourierreihe ni
htauf (kommt also im entspre
henden klassis
hen Problem ni
ht vor), so ist sie na
h demKorrespondenzprinzip verboten.

PSfrag repla
ements
E = 0

Abbildung 4: Die Energieniveaus desWassersto�atoms häufen si
h an der Io-nisationss
hwelle E = 0.

Das Bohrs
he Korrespondenzprinzip war also fürdie alte Quantentheorie weit mehr als eine Konsi-stenzüberlegung, die besagte, in wel
hem Grenzfalldie Quantentheorie in die klassis
he Me
hnaik über-geht � eine Aussage wie sie für jede neue physikali-s
he Theorie gelten muÿ, die eine bis dahin gültige al-te Theorie ablösen mö
hte. Das Korrespondenzprin-zip war vielmehr ein integraler Bestandteil der altenQuantentheorie, wel
hes viele spektroskopis
he Vor-aussagen erst mögli
h ma
hte.Für die Zwe
ke dieser Vorlesung bemerken wirno
h, daÿ der Limes |n − k| ≪ n, k des Bohrs
henKorrespondenzprinzpis uns im Wassersto�atom andie Ionisationsgrenze E = 0 führt. In diesem Ener-gieberei
h ist die spektrale Di
hte groÿ, vgl. Abb 4.Später werden wir den semiklassis
hen Limes als denformalen Limes ~ → 0 de�nieren, und es wird si
h zeigen, daÿ uns au
h dies im Spektrumzu Berei
hen hoher Di
hte führt. In diesem Sinne ist der semiklassis
he Limes ein modernerNa
hfolger des Bohrs
hen Korrespondenzprinzips.2 Fouriertransformation und VerwandtesIn diesem Abs
hnitt wiederholen wir einige Fakten und Formeln über die Fouriertrans-formation, S
hwartzfunktionen, temperierte Distributionen und Integralkerne von Opera-11



toren. Wir illustieren die allgemeine Theorie anhand einiger Beispiele. Für Details undinsbesondere für Beweise verweisen wir z.B. auf [12, Abs
hnitt V.3℄ und [13, Abs
hnitteIX.1-2℄. Einen ni
ht-te
hnis
hen Überbli
k erhält man in [14, Anhang A℄.2.1 Die FouriertransformationFür eine Fuktion f ∈ L1(Rd) de�nieren wir die Fouriertransformation dur
h
f̃(p) :=

1

(2π~)d

∫

Rd

f(x) e−
i

~
px ddx (2.1)mit festem ~ > 0. Ist au
h f̃ ∈ L1(Rd) so erhalten wir dur
h die Fourier-Umkehrformel

f(x) =

∫

Rd

f̃(p) e
i

~
px ddp . (2.2)Wir s
hreiben au
h

F [f ](p) := f̃(p) und F−1[f̃ ](x) := f(x) . (2.3)Allerdings ist zu bea
hten, daÿ aus f ∈ L1(Rd) ni
ht zwangläu�g f̃ ∈ L1(Rd) folgt. Es istdaher sinnvoll die Fouriertransformation zunä
hst auf anderen Räumen zu de�nieren.Beispiel:
f(x) =

{
e−x , x ≥ 0
0 , sonst ∈ L1(R) (2.4)

⇒ f̃(p) =
1

(2π~)d

∫ ∞

0

e−x e−
i

~
px ddx =

1

2π~

1

1 + i
~
p

/∈ L1(R) (2.5)2.2 S
hwartz-FunktionenWir bezei
hnen mit S(Rd) den Raum der S
hwartz-Funktionen, der unendli
h oft di�eren-zierbaren Funktionen, die zusammen mit all ihren Ableitungen s
hneller vers
hwinden alsjede Potenz,
S(Rd) =

{
f ∈ C∞(R)

∣∣∣∣ sup
x∈Rd

|xα ∂β f(x)| <∞ ∀α, β ∈ N
d
0

}
. (2.6)Dabei sind α und β Multiindizes, d.h. d-Tupel ni
htnegativer ganzer Zahlen, und es gilt

xα := xα1

1 · · ·xαd
d und ∂α :=

∂|α|

∂xα1

1 · · ·∂xαd
d

, (2.7)mit |α| :=
∑d

j=1 αj.Es gilt: S(Rd) ist di
ht in Lp(Rd) für jedes p ≥ 1.12



2.3 Temperierte DistributionenDer duale Raum zu S(Rd) ist der Raum der temperierten Distributionen S ′(Rd).Beispiele:1. Sei g ∈ S(R), dann de�niert
〈g, ·〉 : f 7→

∫ ∞

−∞

g(x) f(x) dx (2.8)eine stetige lineare Abbildung von S(R) na
h C, d.h. 〈g, ·〉 ∈ S ′(R). Glei
hzeitigerhält man auf diesem Weg eine Einbettung von S(R) in S ′(R) (sogar di
ht). Weitergilt S(Rd) ⊂ Lp(Rd) ⊂ S ′(Rd) für alle p ≥ 1.2. Sei y ∈ Rd. De�niere δy ∈ S ′(Rd) dur
h δy[f ] = f(y). Obwohl es keine Funktion gmit δy[f ] =
∫

Rd g(x)f(x)ddx gibt, s
hreibt man denno
h symbolis
h
δy[f ] =

∫

Rd

δ(x− y)f(x)ddx = f(y) (2.9)mit der sogenannten δ-Funktion δ(x− y).Für T ∈ S ′(Rd), α ∈ Nd
0 de�niert man die Ableitung ∂αT (genannt s
hwa
he Ableitung,bzw. Ableitung im Sinne von Distributionen) dur
h

(∂αT )[f ] := (−1)|α| T [∂αf ] . (2.10)Im Fall einer Distribution vom Typ aus Beispiel 1 ist dies äquivalent zur Di�erentiationvon Funktionen, wie man si
h dur
h partielle Integration überzeugt,
∫

Rd

(∂αg)(x) f(x) ddx = (−1)|α|
∫

Rd

g(x) (∂αf)(x) ddx . (2.11)Beispiele: Sei y ∈ R und
θ(x− y) =

{
1 , x ≥ y
0 , sonst . (2.12)Als Funktion ist θ o�ensi
htli
h ni
ht di�erenzierbar (ni
ht einmal stetig), aber es gilt

∫ ∞

−∞

θ′(x− y) f(x) dx = −
∫ ∞

−∞

θ(x− y) f ′(x) dx = −
∫ ∞

y

f ′(x) dx = f(y) , (2.13)d.h. θ′(x− y) = δ(x− y) in S ′.
13



2.4 Fouriertransformation (fortgesetzt)Man kann nun zeigen, daÿ für f ∈ S(Rd) au
h f̃ ∈ S(Rd) und daÿ tatsä
hli
h gilt
F−1[F [f ]] = f = F [F−1[f ]] (2.14)Sodann de�niert man die Fouriertransformierte (und analog die Rü
ktransformation) einertemperierten Distribution T ∈ S ′ dur
h̃

T [f ] = T [f̃ ] . (2.15)Man re
hnet lei
ht na
h, daÿ dies für T = 〈g, ·〉, g ∈ S, äquivalent zur Fouriertransforma-tion der Funktion g ist.Beispiel:
δ̃0[f ] = δ0[f̃ ] = f̃(0) =

1

(2π~)d

∫

Rd

f(x) ddx (2.16)bzw., ausgedrü
kt über die δ-Funktion,
F [δ0](p) =

1

(2π~)d
. (2.17)Die Rü
ktransformation liefert die Fourierdarstellung der δ-Funktion

δ(x) =
1

(2π~)d

∫

Rd

e
i

~
xp ddp . (2.18)Weiter lassen si
h lei
ht vers
hiedene Re
henregeln zeigen (für Fouriertransformationenvon Produkten, Ableitungen, Faltungen. . .), von denen für uns im weiteren Verlauf v.a. diefolgende wi
htig ist,

F [∂αf ](p) =

(
i

~

)|α|
pα f̃(p) , (2.19)(Beweis dur
h partielle Integration).2.5 S
hwartzs
her DarstellungssatzSpäter werden wir Distributionen au
h zur Darstellung von Integralkernen linearer Opera-toren verwenden. Basis ist der S
hwartzs
he Satz vom Kern (S
hwartzs
her Darstellungs-satz).Satz 2.1. (S
hwartz) Sei Â ein stetiger, linearer Operator,

Â : S(Rd) → S ′(Rl) , (2.20)14



dann existiert eine eindeutige temperierte Distribution KA ∈ S ′(Rd+l), so daÿ
(Âf)(x) =

∫

Rd

KÂ(x, y) f(y) ddy . (2.21)Man nennt KÂ den (Integral-)Kern von Â.Bemerkung: Wir verwenden hier dieselbe saloppe S
hreibweise wie bei der δ-Funktion,d.h. KA(x, y) ist natürli
h i.A. keine Funktion.Beweis: Den Beweis �ndet man z.B. in [15, Abs
hnitt 5.2℄.3 Formalismus der Quantenme
hanik3.1 Zum Verglei
h: Wiederholung der Hamiltons
hen Me
hanikDie Hamiltons
he Me
hanik lebt auf dem Phasenraum, einer symplektis
hen Mannigfal-tigkeit � im Folgenden meist R2d � wo wir (zumindest lokal) Koordinaten (p, x), kanonis
hkonjugierte Impulse und Orte einführen können. Observablen werden dur
h Funktionen
A : R2d → R dargestellt.Eine besondere Rolle spielt die HamiltonfunktionH(p, x) (im Folgenden der Einfa
hkeithalber meist ni
ht explizit zeitabhängig), die dur
h die Hamiltons
hen Bewegungsglei
hun-gen

ẋ = ∇pH(p, x) , ṗ = −∇xH(p, x) , (3.1)die Zeitentwi
klung festlegt. Dabei bezei
hnet ein Punkt die Ableitung na
h der Zeit t. Mitder Poissonklammer (1.20)
{A,B} = (∇pA)(∇xB) − (∇xA)(∇pB) (3.2)können die Bewegungsglei
hungen in symmetris
her Form ges
hrieben werden,

ẋ = {H, x} , ṗ = {H, p} . (3.3)Allgemein gilt für jede (ni
ht explizit zeitabhängige) Observable
Ȧ = {H,A} . (3.4)Notation: Wenn (p(t), x(t)) die Lösung von (3.3) mit Anfangsbedingung (p(0), x(0)) =

(p0, x0) bezei
hnet, dann s
hreiben wir au
h
φt(p0, x0) := (p(t), x(t)) , (3.5)wobei φt : R2d → R2d der Hamiltons
he Fluÿ ist; mit den o�ensi
htli
hen Eigens
haften

φ0 = id and φt ◦ φt′ = φt+t
′

. (3.6)15



3.2 Zustandsraum und MessungDer Zustandsraum der Quantenme
hanik ist ein Hilbertraum, d.h. ein Vektorraum H über
C mit einem Skalarprodukt 〈·, ·〉 : H × H ∋ (ψ, φ) 7→ 〈ψ, φ〉 ∈ C und einer Norm ‖ψ‖ =√

〈ψ, ψ〉, bezügli
h wel
her H vollständig ist.Beispiel: Für ein Punktteil
hen in d Dimensionen: H = L2(Rd),
〈ψ, φ〉 =

∫

Rd

ψ(x)φ(x) ddx . (3.7)Ist ψ so normiert, daÿ ‖ψ‖ = 1, dann interpretiert man |ψ(x)|2 als Aufenthaltswahrs
hein-li
hkeitsdi
hte, d.h. das Teil
hen be�ndet si
h mit Wahrs
heinli
hkeit
pG =

∫

G

|ψ(x)|2 ddx (3.8)in G ⊂ Rd.Den Phasenraumkoordinaten (p, x) sind Operatoren p̂ und x̂ zugeordnet, in der S
hrö-dingerdarstellunĝ
pj =

~

i

∂

∂xj
und x̂j = xj Multiplikationsoperator) , (3.9)und wir erhalten formal

[p̂j , x̂k] =
~

i
δjk , (3.10)mit dem Kommutator

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â . (3.11)(Dabei muÿ man si
h natürli
h überlegen, wo Â, B̂, ÂB̂ und B̂Â de�niert sind.) Dieserinnert an die fundamentalen Poissonklammern
{xj , xk} = 0 , {pj, pk} = 0 und {pj, xk} = δjk , (3.12)der klassis
hen Me
hanik.Allgemein sind Observablen lineare selbstadjungierte Operatoren zugeordnet,

Â : H → H
ψ 7→ Âψ .

(3.13)Bemerkung: Sei DÂ = {ψ ∈ H | Âψ ∈ H} der De�nitionsberei
h (Domäne) von Â. Dann istsein Adjungiertes Â† de�niert dur
h
〈ψ, Âφ〉 = 〈Â†ψ, φ〉 (3.14)mit De�nitionsberei
h DÂ† . 16



• Â heiÿt symmetris
h, falls Â†ψ = Âψ ∀ψ ∈ DÂ.
• Â heiÿt selbstadjungiert, falls (Â,DÂ) = (Â†,DÂ†).
• Ein symmetris
her Operator Â mit DÂ ⊂ DÂ† heiÿt selbstadjungiert erweiterbar, falls einselbstadjungierter Operator Â′ existiert mit Âψ = Â′ψ ∀ψ ∈ DÂ.
• Ein symmetris
her Operator Â heiÿt wesentli
h selbstadjungiert, falls Â eindeutig selbstad-jungiert erweiterbar ist.Be�ndet si
h das System in einem Zustand 
harakterisiert dur
h ψ (im Folgenden stetsnormiert, d.h. ‖ψ‖ = 1) und man miÿt die Observable, der der Operator Â zugeordnet ist,so erhält man als Meÿergebnis einen Eigenwert an von Â. Na
h der Messung be�ndet si
hdas System in einem Zustand ψn aus dem zugehörigen Eigenraum, also Âψn = anψn. DieWahrs
heinli
hkeit pn, dafür daÿ die Messung so ausgeht ist gegeben dur
h pn = |〈ψn, ψ〉|2.Der Erwartungswert für den Ausgang der Messung ist

〈Â〉 = 〈ψ, Âψ〉 . (3.15)
3.3 DynamikIm S
hrödingerbild entwi
keln si
h die Zustandsvektoren unitär in der Zeit, d.h.

Û : H× R → H
(ψ0, t) 7→ ψt

(3.16)mit ‖ψt‖ = ‖ψ0‖ ∀t ∈ R. Die Operatoren Â aus Abs
hnitt 3.2 sind dagegen konstant inder Zeit.Notation:Wir s
hreiben ψt = ψ(x, t) d.h. heiÿt insbesondere ψ0 = ψ(x, 0), und auÿerdem
ψ(x, t) = Û(t)ψ(x, 0) . (3.17)De�niert wird die Zeitentwi
klung dur
h die S
hrödingerglei
hung
i~
∂ψ

∂t
(x, t) = Ĥ ψ(x, t) , (3.18)wobei der Hamiltonoperator Ĥ die Quantisierung (s.u.) der klassis
hen Hamiltonfunktion

H(p, x) ist. Formal lesen wir ab
Û(t) = e−

i

~
Ĥt . (3.19)Im Heisenbergbild ist umgekehrt dieWellenfunktion zeitunabhängig und die Operatorenentwi
keln si
h gemäÿ

Â(t) = e
i

~
ĤtÂe−

i

~
Ĥt , (3.20)17



in der Zeit (Â(0) = Â). Dur
h Di�erentiation �ndet man
˙̂
A(t) =

i

~
[Ĥ, Â(t)] . (3.21)Man überzeugt si
h lei
ht, daÿ man in beiden Bildern dieselben Erwartungswerte erhält,

〈ψt, Âψt〉 = 〈ψ, Â(t)ψ〉 . (3.22)Auÿderdem ähnelt (3.21) stark der Glei
hung (3.4) und wir werden später sehen, daÿ dieskein Zufall ist. . .3.4 Das Ehrenfest-Theorem
. . .ist kein Theorem, sondern folgende Beoba
htung, vgl. z.B. [14, Abs
hnitt 6.12℄. DieBewegungsglei
hungen für die Heisenberg-Operatoren der Koordinaten und Impulse sind

˙̂x =
i

~
[Ĥ, x̂] und ˙̂p =

i

~
[Ĥ, p̂] . (3.23)Für die Bewegung eines Punktteil
hen in d Dimensionen im Potential V (x) gilt

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂) , (3.24)d.h.

˙̂x =
i

2m~
[p̂2, x̂] =

p̂

m
und ˙̂p =

i

~
[V (x̂), p̂] = −∇xV (x̂) . (3.25)Wir di�erenzieren die erste Glei
hung no
hmals na
h der Zeit, setzen die zweite ein undbilden überall Erwartungswerte,

〈¨̂x〉 =
˙̂p

m
= − 1

m
〈∇xV (x̂)〉 . (3.26)Könnten wir nun auf der re
hten Seite

〈∇xV (x̂)〉 ≈ ∇xV (〈x̂〉) (3.27)s
hreiben, so hätten wir für den Erwartungswert 〈x̂〉 die klassis
he Bewegungsglei
hunggefunden (und analog für 〈p̂〉). Intuitiv erwartet man
• starte mit einem Zustand, der bei x = x0 lokalisiert ist,
• entwi
kle für kleine Zeiten t das Potential um x0, d.h. V (x) ≈ V (x0),dann gilt obige Näherung, und die Erwartungswerte folgen den klassis
hen Bewegungsglei-
hungen. Präzise Varianten des Ehrenfests
hen Theorems sind der Ausgangspunkt für fastalle asymptotis
hen Aussagen, die wir im Lauf der Vorlesung zeigen werden.18



4 Wigner-Weyl-KalkülIm Folgenden motivieren wir zunä
hst ausführli
h die Formeln der Weyl-Quantisierung,wel
he dann (eigentli
h als De�nition) am Ende des nä
hsten Abs
hnitts stehen.Es existieren vers
hiedene gute Texte über semiklassis
he und mikrolokale Analysis,die aus vers
hiedenen Perspektiven unters
hiedli
he S
hwerpunkte setzen. Die �Bibel� desGebiets ist das umfassende vierbändige Werk von Hörmander [16℄. Weitere klassis
he Textesind z.B. die Bü
her von Robert[17℄, Folland[18℄ oder Grigis und Sjöstrand [19℄. ModerneDarstellungen �nden si
h z.B. bei Dimassi und Sjöstrand [20℄ sowie bei Martinez [21℄. Anman
hen Stellen war auÿerdem das Skript von Evans und Zworski [22℄ Vorlage für dieVorlesung.4.1 WeylquantisierungIn der klassis
hen Me
hanik wurden Observablen dur
h Funktionen auf dem Phasenraumdargestellt, für ein Punktteil
hen in d Dimensionen A : Rd × Rd ∋ (p, x) 7→ A(p, x) ∈ R.Die Zuordnung von Operatoren zu einer Observablen nennt man Quantisierung.Wir haben bereits die gefordert, daÿ x̂ = x und p̂ = ~

i
∇x. Eine Funktion A(x), die ni
htvon p abhängt, quantisieren wir entspre
hend,

Â = A(x̂) , (4.1)ausgedrü
kt mithilfe der δ-Funktion bzw. über die Fouriertransformation,
Â =

∫

Rd

A(x) δ(x− x̂) ddx

=
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

A(x) e
i

~
ξ(x−x̂) ddξ ddx

=

∫

Rd

∫

Rd

Ã(ξ) e
i

~
ξx̂ ddξ .

(4.2)Dabei de�nieren wir e
i

~
ξx̂ über die Potenzreihe. Die Integrationsvariable ξ hat die Dimensioneines Impulses, d.h. das Integral in der zweiten Zeile geht über den Phasenraum. FürFunktionen, die nur von p aber ni
ht von x abhängen gehen wir analog vor.Mö
hten wir eine allgemeinere Funktion A(p, x) quantisieren so stellt si
h i.A. einOperator-Ordnungsproblem; z.B. müssen wir uns ents
heiden, ob wir der klassis
hen Funk-tion xp den Operator
x̂p̂ = x

~

i

∂

∂x
oder p̂x̂ =

~

i
+ x

~

i

∂

∂x
(4.3)oder eine Linearkombination (genauer: Konvexkombination) der beiden zuordnen wollen.Eine mögli
he (gute) Wahl ist das, dur
h die Weylordnung gegebene, symmetris
he Produkt

x̂p =
x̂p̂+ p̂x̂

2
(4.4)19



Wir versu
hen es daher mit einer symmetris
hen Verallgemeinerung der zweiten Zeilevon (4.3),
Â =

1

(2π~)2d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

A(p, x) e
i

~
[ξ(x−x̂)+y(p−p̂)] ddξ ddy ddp ddx . (4.5)Als Test bere
hnen wir in einer Dimension

p̂x =
1

(2π~)2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

px e
i

~
[ξ(x−x̂)+y(p−p̂)]

︸ ︷︷ ︸
e

i

~
[ξx+yp] e−

i

~
[ξx̂+yp̂]

dξ dy dp dx . (4.6)Mit einem Spezialfall der Baker-Campbell-Hausdor�-Formel können wir die Exponential-funktion aufspalten,
e−

i

~
[ξx̂+yp̂] = e−

i

~
ξx̂ e−

i

~
yp̂ e

i

~

ξy
2 . (4.7)Auÿerdem vers
hieben wir die Integrationsvariable x gemäÿ x′ = x+ y

2
und erhalten

p̂x =
1

(2π~)2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

p(x′ − y

2
) e

i

~
ξ(x′−x̂) e

i

~
y(p−p̂) dξdydpdx′

= x̂p̂− 1

2π~

∞∫

−∞

∞∫

−∞

p
y

2
e

i

~
y(p−p̂)

︸ ︷︷ ︸
~

2i

∂

∂p
e

i

~
y(p−p̂)

dydp

= x̂p̂−
∞∫

−∞

p
~

2i
δ′(p− p̂) dp

f(x) δ′(x) = −f ′(x) δ(x)

= x̂p̂+
~

2i
.

(4.8)
Der Verglei
h mit

1

2
(x̂p̂+ p̂x̂) =

1

2
(x̂p̂+ x̂p̂− [x̂, p̂]) = x̂p̂+

~

2i
. (4.9)zeigt, daÿ (4.5) o�ensi
htli
h eine gute De�nition ist � die wir Weyl-Quantisierung nennen.Wir nennen A(p, x) das (Weyl-)Symbol von Â.Um explizitere Formeln für die Weyl-Quantisierung zu bekommen, bere
hnen wir nun

(Âψ)(z) in der S
hrödinger-Darstellung. Es gilt
(
e−

i

~
ξx̂ψ

)
(z) = e−

i

~
ξzψ(z) und

(
e−

i

~
yp̂ψ

)
(z) = ψ(z − y) .

(4.10)20



Die zweite Beziehung ist, ausges
hrieben mir p̂ = ~

i
∇, gerade die Taylorreihe von ψ um z.Zusammen mit (4.7) erhalten wir

(Âψ)(z) =
1

(2π~)2d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

A(p, x) e
i

~
(ξx+yp+ ξy

2
) e−

i

~
ξz ψ(z − y) ddξ ddy ddp ddx .(4.11)Das ξ-integral liefert δ(x+ y

2
− z), was uns erlaubt, das x-Integral auszuführen,

(Âψ)(z) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

A(p, z − y
2
) e

i

~
py ψ(z − y) ddp ddy . (4.12)Dur
h eine Variablentransformation von y na
h x = z−y erhalten wir die übli
he De�nitionder Weylquantisierung.De�nition 4.1. (Weylquantisierung) Sei A(p, x) ein Symbol, A : R2d → C dann nen-nen wir den Operator

(Âψ)(z) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

A

(
p,
z + x

2

)
e

i

~
p(z−x) ψ(x) ddp ddx , (4.13)der auf ψ ∈ S(Rd) wirkt, die Weylquantisierung von A. Wir s
hreiben

op[A] = Â und symb[Â](p, x) = A(p, x) . (4.14)Satz 4.2. (Symbole von S
hwartz-Klasse) Sei A ∈ S(R2d), dann de�niert die Weyl-quantisierung 4.1 einen stetigen Operator
op[A] : S(Rd) → S ′(Rd) . (4.15)Beweis: Aus (4.13) lesen für op[A] = Â den Integralkern

(Âψ)(x) =

∫

Rd

KÂ(x, y)ψ(y) ddy (4.16)zu
KÂ(x, y) =

1

(2π~)d

∫

Rd

A

(
p,
x+ y

2

)
e

i

~
p(x−y) ddp (4.17)ab. O�ensi
htli
h gilt

KÂ(x, y) = F [A(·, x+y
2

)](y − x) , (4.18)d.h. K ∈ S(R2d) und mit dem S
hwartzs
hen Satz vom Kern 2.1 folgt die Behauptung. �Satz 4.3. (Distributionssymbole) Sei A ∈ S ′(R2d), dann de�niert die Weylquantisie-rung 4.1 einen stetigen Operator op[A] : S(Rd) → S ′(Rd).21



Beweis: Analog zum Beweis von Satz 4.2, wobei nun sowohl A als au
h K aus S ′(R2d)sind. �Satz 4.4. (Adjungierter Operator) Sei A ∈ S(R2d) (oder au
h A ∈ S ′(R2d)), dann gilt
Â† = op[A ] . (4.19)Insbesondere ist die Weylquantisierung eines reellwertigen Symbols symmetris
h.Beweis: Laut (4.17) gilt

K
Â
(x, y) =

1

(2π~)d

∫

Rd

A

(
p,
x+ y

2

)
e

i

~
p(x−y) ddp

=
1

(2π~)d

∫

Rd

A

(
p,
x+ y

2

)
e

i

~
p(y−x) ddp

= KÂ(y, x)

= KÂ†(x, y) ,

(4.20)
wobei das letzte Glei
hheitszei
hen unmittelbar aus 〈Â†ψ, φ〉 = 〈ψ, Âφ〉 und der De�nitiondes Integralkerns folgt. �Um beliebig zwis
hen Symbolen und Kernen we
hseln zu können, bere
hnen wir no
hdie Umkehrung von (4.17). Dazu transformieren wir in (4.17) auf die neuen Integrations-variablen X = x+y

2
und z = x− y,
KÂ(X + z

2
, X − z

2
) =

1

(2π~)d

∫

Rd

A (p,X) e
i

~
pzddp , (4.21)und invertieren die Fouriertransformation,

symb[Â](P,X) = A(P,X) =

∫

Rd

KÂ(X + z
2
, X − z

2
) e−

i

~
Pz ddz . (4.22)

4.2 Die WignerfunktionWeylsymbole stellen quantenme
hanis
he Operatoren auf dem klassis
hen Phasenraum dar.Analog können wir eine Phasenraumdarstellung eines normierten Zustands ψ �nden. Dazubetra
hten wir den Operator P̂ψ, der auf ψ projiziert,
(P̂ψφ)(x) := ψ(x)

∫

Rd

ψ(y)φ(y) ddy (4.23)22



Sein Integralkern ist o�ensi
htli
h dur
h ψ(x)ψ(y) gegeben. Das zugehörige Symbol nenntman die Wignerfunktion von ψ,
W [ψ](p, x) : = symb[P̂ψ](p, x)

=

∫

Rd

ψ(x+ z
2
)ψ(x− z

2
) e−

i

~
pz ddz .

(4.24)Die Wingerfunktion wird man
hmal als Quasiwahrs
heinli
hkeitsdi
hte bezei
hnet, da ihreRandverteilungen,
1

(2π~)d

∫

Rd

W [ψ](p, x) ddp = |ψ(x)|2 (4.25)und
1

(2π~)d

∫

Rd

W [ψ](p, x) ddx = (2π~)d |ψ̃(p)|2 , (4.26)Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten für Ort und Impuls sind.Bemerkung: Analog de�niert man die Wignerfunktion eines beliebigen Di
hteoperators D̂ =∑
n pnψn〈ψn, ·〉, sowie die Wignertransformierte zweier Zustände ψ und φ, d.h. das Weylsymboldes Kerns ψ(x)φ(y).Satz 4.5. Sei ψ ∈ S(Rd) und Â : S(Rd) → S ′(Rd) die Weylquantisierung des Symbols

A(p, x), dann gilt für den Erwartungswert
〈ψ, Âψ〉 =

1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

W [ψ](p, x)A(p, x) ddp ddx . (4.27)Beweis: Dur
h Na
hre
hnen:
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

W [ψ](p, x)A(p, x) ddp ddx

=
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

ψ(x+ z
2
)ψ(x− z

2
) e−

i

~
zp ddz

∫

Rd

KÂ(x+ z′

2
, x− z′

2
) e−

i

~
z′p ddz′ ddp ddx

p-Integral liefert δ(z + z′), führe z′-Integral aus
=

∫

Rd

∫

Rd

ψ(x+ z
2
)ψ(x− z

2
)KÂ(x− z

2
, x+ z

2
) ddx ddzVariablentrafo: y = x− z

2
, y′ = x+ z

2

=

∫

Rd

∫

Rd

ψ(y)KÂ(y, y′)ψ(y′) ddy ddy′

=

∫

Rd

ψ(y) (Âψ)(y) ddy = 〈ψ, Âψ〉

�23



4.3 SymbolklassenWir mö
hten nun Symbole betra
hten, die für |p|, |x| → ∞ (wie ein Polynom) anwa
hsendürfen und auÿerdem explizit von ~ abhängen. Explizit ~-abhängige Symbole tau
hen innatürli
her Weise auf, sobald wir Produkte von Operatoren betra
hten, vgl. das Beispielfür op[px], Glei
hung (4.8).De�nition 4.6. (Ordnungsfunktion) Eine Funktion m : R
2d → R

+ heiÿt Ordnungs-funktion, wenn es Konstanten C und N gibt, so daÿ
m(p, x) ≤ C〈(p, x) − (ξ, y)〉Nm(ξ, y) (4.28)für alle (p, x), (ξ, y) ∈ R2d. Dabei ist 〈(p, x)〉 :=

√
1 + p2 + x2.Bemerkungen:

• Typis
he Beispiele sind m(p, x) ≡ 1 und m(p, x) = 〈(p, x)〉.
• Das Produkt (m1m2)(p, x) = m1(p, x)m2(p, x) zweier Ordnungsfunktionen ist wiedereine Ordnungsfunktion, denn

(m1m2)(p, x) = m1(p, x)m2(p, x)

≤ C1〈(p, x) − (ξ, y)〉N1m1(ξ, y)C2〈(p, x) − (ξ, y)〉N2m2(ξ, y)

= C〈(p, x) − (ξ, y)〉N (m1m2)(ξ, y) ,

(4.29)mit C = C1C2 und N = N1 +N2.De�nition 4.7. (Symbolklassen) Sei m : R2d → R+ eine Ordnungsfunktion und α, β ∈
Nd

0 Multiindizes. Dann de�nieren wir die folgende Symbolklassen:(i)
S(m) := {A ∈ C∞(R2d) | für jedes Paar α, β ∃ eine Konstante Cαβ ,so daÿ |∂αp ∂βxA| ≤ Cαβm} ,(ii) weiter mit ~ ∈ (0, 1],
Sk(m) := {A ∈ C∞(R2d) | für jedes Paar α, β ∃ eine Konstante Cαβ,so daÿ |∂αp ∂βxA| ≤ Cαβ ~

−km} ,(iii) und mit δ ∈ [0, 1],
Skδ (m) := {A ∈ C∞(R2d) | für jedes Paar α, β ∃ eine Konstante Cαβ,so daÿ |∂αp ∂βxA| ≤ Cαβ ~

−δ|α|−δ|β|−km}24



O�ensi
htli
h gilt S0(m) = S(m) und analog s
hreibt man au
h Sδ(m) := S0
δ (m).Bemerkungen:

• Grob gesagt, wä
hst ein Symbol A ∈ S(m) für |p|, |x| → ∞, mit all seinen Ableitun-gen, ni
ht s
hneller als (p2 + x2)N/2.
• Für Symbole A ∈ Sk(m) wird eine explizite ~-Abhänhgigkeit zugelassen � je gröÿer
k, desto singulärer verhält si
h A im Limes ~ → 0. Man stelle si
h z.B. ein ~-unabhängiges Symbol mit Vorfaktor ~−k vor.

• Bei Symbolen A ∈ Skδ (m) dürfen Ableitungen für ~ → 0 singulärer sein als A selbst.
• Ist A ∈ Skδ (m) dann ist ∂αp ∂βxA ∈ S

k+δ(|α|+|β|)
δ (m)

• Ist A ∈ Sk1δ1 (m1) und B ∈ Sk2δ2 (m2) dann ist das Produkt AB ∈ Sk1+k2
max{δ1,δ2}

(m1m2).Man kann nun zeigen: Falls A ∈ Sδ(m), dann gilt op[A] : S(Rd) → S(Rd), d.h. sol
heOperatoren lassen si
h multiplizieren. Für den Beweis siehe z.B. [22, Theorem 4.15℄. Wirma
hen uns die Aussage im Folgenden ledigli
h dadur
h plausibel, daÿ wir eine Formel für
symb[op[A]op[B]] bere
hnen, und uns dann überlegen, für wel
he Symbole, das Ergebnissinnvoll ist. Vorher benötigen wir no
h den Begri� der asymptotis
hen Entwi
klung.De�nition 4.8. (Asymptotis
he Reihe) Sei A ∈ Sk0δ (m) und Aj ∈ S

kj

δ (m), wobei
kj+1 < kj, kj → −∞. Wir sagen ∑

j Aj ist eine asymptotis
he Entwi
klung für A unds
hreiben
A ∼

∞∑

j=0

Aj , (4.30)falls
A−

N−1∑

j=0

Aj ∈ SkN

δ (m) (4.31)für jedes N ∈ N.Bemerkungen:
• Wir haben für ~ > 0 keine Konvergenz der Reihe ∑

j Aj gefordert.
• Man kann zeigen, daÿ zu einer Folge Aj ∈ S

kj

δ (m), kj+1 < kj, kj → −∞, stets einSymbol A ∈ Sk0δ (m) mit
A−

N−1∑

j=0

Aj ∈ SkN
δ (m) (4.32)existiert, wel
hes modulo S−∞(m) eindeutig ist; d.h. falls au
h B ∼ ∑

j Aj dann gilt
A− B ∈ S−∞(m), wobei
S−∞(Rd) := {A ∈ C∞(Rd) | für jedes Paar α, β und jedes N ∃ eine Konstante CN

αβ ,so daÿ |∂αp ∂βxA| ≤ CN
αβ ~

N m} . (4.33)25



Wi
htige Beispiele für asymptotis
he Reihen sind dur
h die sogenannten klassis
he Sym-bole Skcl(m) gegeben, die eine asymptotis
he Entwi
klung in ganzen ~-Potenzen besitzen,
A ∈ Skcl(m)

Def.⇐⇒ A ∼
∞∑

j=0

~
−k+jAj , Aj ∈ S(m) . (4.34)Man nennt A0 das Hauptsymbol und A1 das Subhauptsymbol von A. Wir s
hreiben wieimmer Scl(m) := S0

cl(m).4.4 Das MoyalproduktSowohl klassis
he Observablen (Funktionen auf dem Phasenraum) als au
h quantenme-
hanis
he Observablen (geeignete Klassen von Operatoren) können multipliziert (bzw. ver-knüpft) werden. In der klassis
hen Me
hanik ist diese Multiplikation kommutativ, für linea-re Operatoren auf einem Hilbertraum jedo
h i.A. ni
ht. Wir dürfen daher ni
ht erwarten,daÿ das Symbol eines Operators ÂB̂, den wir dur
h Multiplikation zweier Operatoren Âund B̂ erhalten haben, dur
h das Produkt der Symbole dieser Operatoren gegeben ist.Um festzustellen, wel
her Zusammenhang stattdessen gilt, gehen wir wie folgt vor: Wirbeginnen mit zwei Operatoren Â und B̂ mit Weylsymbolen A und B, nehmen an, daÿ dieProdukte ÂB̂ und B̂Â sinnvoll de�niert werden können und bere
hnen dann das Symbol
symb[op[A]op[B]] ausgedrü
kt dur
h die Symbole A und B. Anhand des Ergebnisses über-legen wir und dann, für wel
he Symbolklassen dieses Vorgehen sinnvoll war. Für bestimmteKlassen von Symbolen A, B werden wir auf diesem Weg eine asymptotis
he Entwi
klungfür symb[op[A]op[B]] �nden.Zuerst de�nieren wir die Fouriertransformierte Ã von A = symb[Â] dur
h

A(p, x) =

∫

Rd

∫

Rd

Ã(α, β) e
i

~
(pα+xβ) ddα ddβ . (4.35)Einsetzen in (4.17) liefert

KÂ(x, y) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

Ã(α, β) e
i

~
[p(x−y+α)+ x+y

2
β] ddp ddα ddβ , (4.36)wobei das p-Integral δ(x−y+α) ergibt, was wir verwenden, um das α-Integral auszuführen,

KÂ(x, y) =

∫

Rd

Ã(y − x, β) e
i

~

x+y
2
βddβ . (4.37)Wegen

KÂB̂(x, y) =

∫

Rd

KÂ(x, z)KB̂(z, y) ddz (4.38)26



erhalten wir weiter
symb[ÂB̂](p, x) =

∫

Rd

∫

Rd

KÂ(x+ z
2
, y)KB̂(y, x− z

2
) e−

i

~
pz ddy ddz

=

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

Ã(y − x− z
2
, α) e

i

~
αx+y+z/2

2

B̃(−y + x− z
2
, β) e

i

~
β x+y−z/2

2 e−
i

~
pz ddy ddz ddα ddβVariablentransformation von y, z na
h X = y − x− z

2
und Y = −y + x− z

2
,d.h. z = −(X + Y ), y =

X − Y

2
+ x

=

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

Ã(X,α) B̃(Y, β) e
i

~
α 2x−Y

2 e
i

~
β 2x+Y

2 e
i

~
p(X+Y ) ddX ddY ddα ddβ .(4.39)Das Argument der Exponentialfunktion lautet

i

~

[
x(α + β) + p(X + Y )︸ ︷︷ ︸

(i)

−1
2
αY + 1

2
βX︸ ︷︷ ︸

(ii)

] (4.40)
• Die Terme (i) allein würden uns Fouriertransformationen liefern (denn wir integrierenüber α, β,X und Y ), d.h. wir müÿten Ã(X,α) und B̃(Y, β) dur
h A(p, x) und B(p, x)(nun mit den glei
hen Argumenten) ersetzen.
• Allerdings haben wir au
h die Terme (ii). Für diese entwi
keln wir die Exponential-funktion, und gemäÿ (2.19), erhalten wir dann für jede Multiplikation mit α, β (oder
X, Y ) eine Ableitung in der entspre
henden Fouriervariablen, x (oder p).Insgesamt ergibt si
h

symb[ÂB̂](p, x) =
∞∑

n=0

1

n!

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

e
i

~
[x(α+β)+p(X+Y )]

Ã(X,α)

[
i

2~
(Xβ − αY )

]n
B̃(Y, β) ddX ddY ddα ddβ

=

∞∑

n=0

1

n!
A(p, x)

[
i

2~

(
~

i

←

∇p
~

i

→

∇x −
~

i

←

∇x
~

i

→

∇p

)]n
B(p, x) (4.41)wobei die Pfeile na
h links (oder re
hts) anzeigen, daÿ die Ableitung nur auf Funktionenwirken, die links (oder re
hts) des jeweiligen ∇-Operators stehen.3 (Beispielsweise ergibt3Littlejohn [23℄ nennt das Objekt ←∇p→∇x −

←

∇x
→

∇p Janusoperator, na
h dem römis
hen Gott mit den zweiGesi
htern. 27



die Multiplikation mit X nur eine p-Ableitung von A jedo
h ni
ht von B, da B̃ ni
ht von
X abhing.)Man stellt fest, daÿ der n-te Term der Reihe einen Vorfaktor ~n erhält. Es drängtsi
h daher die Vermutung auf, daÿ das Ergebnis unserer Re
hnung eine asymptotis
heEntwi
klung von symb[ÂB̂](p, x) darstellt. Allerdings tritt jeder Faktor ~ zusammen mitzwei Ableitungen auf, d.h. wir müssen si
herstellen, daÿ die Ableitungen der Symbole Aund B für ~ → 0 ni
ht zu singulär sind. Wenn wir A,B ∈ Skδ (m) mit δ < 1

2
fordern, dannsind die Terme mit höherem n au
h tatsä
hli
h von höherer Ordnung in ~, d.h. wir habeneine asymptotis
he Reihe gefunden.Satz 4.9. (Moyalprodukt) Seinen Operatoren Â und B̂ mit Symbolen A ∈ Sk1δ1 (m1)und B ∈ Sk2δ2 (m2) mit δ1,2 < 1

2
gegeben, dann gilt für das Produkt ÂB̂ die asymptotis
heEntwi
klung

symb[ÂB̂](p, x) ∼
∞∑

n=0

1

n!
A(p, x)

[
~

2i

(←
∇p
→

∇x −
←

∇x
→

∇p
)]n

B(p, x)

= A(p, x)B(p, x) +
~

2i

(
∇pA∇xB −∇xA∇pB

)
︸ ︷︷ ︸

{A,B}

(p, x) + . . . ,
(4.42)mit Summanden aus Sk1+k2+n(δ1+δ2)

max{δ1,δ2}
(m1m2). Insbesondere gilt für A,B ∈ Scl(m)

symb
[
[Â, B̂]

]
=

~

i
{A0, B0} + O(~2) , (4.43)d.h. das Hauptsymbol des Kommutators ist glei
h der Poissonklammer der Hauptsymbole.5 Semiklassis
he Zeitentwi
klung von Symbolen5.1 Der Satz von EgorovWie mö
hten nun mithilfe von Weylsymbolen und Moyalprodukt die quantenme
hanis
heZeitentwi
klung von (Heisenberg-)Operatoren untersu
hen und mit der klassis
hen Zeit-entwi
klung von Observablen in Verbindung bringen.Dazu benötigen wir zunä
hst einen wesentli
h selbstadjungierten Hamiltonoperator Ĥ ,der dann eine Ein-Parameter-Gruppe unitärer Operatoren

Û(t) = e−
i

~
Ĥt , t ∈ R , (5.1)erzeugt. Eine in diesem Sinne gute Klasse von Operatoren ist dur
h die Weylquantisierungvon reelwertigen Symbolen H(p, x) ∈ Scl(m), d.h.

H ∼
∞∑

j=0

~
jHj , Hj ∈ S(m) , (5.2)28



mit m ≥ 1 und H0 elliptis
h, d.h. ∃C > 0, so daÿ
|H0 + i| ≥ Cm , (5.3)gegeben.Als Observablen betra
hten wir bes
hränkte Operatoren Â, si
hergestellt z.B. dur
h

A ∈ Scl(1) ⊂ S(1)Für den zeitentwi
kelten (Heisenberg-)Operator Â(t) gilt dann
Â(t) = Û †(t)ÂÛ(t) , (5.4)d.h. Â(t) erfüllt die Heisenbergs
he Bewegungsglei
hung
∂

∂t
Â(t) =

i

~
[Ĥ, Â(t)] (5.5)mit Anfangsbedingung Â(0) = Â. Auf Symbolebene s
hreiben wir

symb[Â] = A(t) bzw. symb[Â](p, x) = A(p, x, t) . (5.6)Analog zu A ∼
∑

j Aj würden wir au
h gerne einen Ansatz
A(t) ∼

∞∑

j=0

~
jAj(t) (5.7)für das Symbol von Â(t) ma
hen. Solange wir aber ni
ht wissen, ob die Symbolklasseunter der Zeitentwi
klung erhalten bleibt , d.h. ob aus A ∈ Scl(1) für geeignete Ĥ au
h

A(t) ∈ Scl(1) folgt, ist dies eine rein formale Entwi
klung (�formale Potenzreihe in ~�).Übersetze nun die Heisenbergs
he Bewegungsglei
hung auf Symbolebene,
∂A

∂t
(t) =

i

~

∞∑

n=0

1

n!

(
~

2i

)n [
H(
←

∇p
→

∇x −
←

∇x
→

∇p︸ ︷︷ ︸
=:
↔

J

)nA(t) − A(t)(
←

∇p
→

∇x −
←

∇x
→

∇p)nH︸ ︷︷ ︸
= (−1)nH

↔

J A(t)

]

=
i

~

∞∑

n=0

2

(2n+ 1)!

(
~

2i

)2n+1

H
↔

J
2n+1

A(t)

=

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)!

(
~

2i

)2n

H
↔

J
2n+1

A(t) .

(5.8)
Mit H ∈ Scl(m) und dem Ansatz (5.7) folgt

∞∑

j=0

~
j ∂Aj
∂t

(t) =
∞∑

n=0

∞∑

l=0

∞∑

m=0

1

(2n+ 1)!

(
~

2i

)2n

~
l+mHl

↔

J
2n+1

Am(t)

︸ ︷︷ ︸
O(~2n+l+m)

=
∞∑

j=0

~
j

[j/2]∑

n=0

j−2n∑

l=0

1

(2n+ 1)!

(
1

2i

)2n

Hl

↔

J
2n+1

Aj−2n−l .

(5.9)
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Dur
h Verglei
h der Terme mit denselben ~-Potenzen erhalten wir Glei
hungen für alle
Aj(t), die jeweils nur Ak(t) mit k ≤ j enthalten, d.h.
∂Aj
∂t

(t) − {H0, Aj(t)} =

[j/2]∑

n=1

j−2n∑

l=0

1

(2n+ 1)!

(
1

2i

)2n

Hl

↔

J
2n+

Aj−2n−l(t) +

j∑

l=1

{Hl, Aj−l(t)}(5.10)ist ein rekursives Cau
hy-Problem mit Anfangsdaten Aj(p, x, 0) = Aj(p, x). Insbesonderegilt für das Hauptsymbol
∂A0

∂t
(p, x, t) = {H(p, x), A0(p, x, t)} (5.11)mit Lösung

A0(p, x, t) = A0(φ
t
H0

(p, x), 0) = A0(φ
t
H0

(p, x)) , (5.12)d.h. man erhält das zeitentwi
klte Hauptsymbol, indem man das Argument von mit demklassis
hen Hamiltons
hen Fluÿ mit Hamiltonfunktion H0 propagiert.Hat man nun (5.10) Ordung für Ordung gelöst, dann s
heint der Ansatz (5.7) gere
ht-fertigt gewesen zu sein. Allerdings ist zu bea
hten, daÿ wir nun Symbole an φtH0
(p, x)auswerten müssen. Ohne weitere Annahmen können wir aber ni
ht garantieren, daÿ z.B.

Aj ◦ φtH0
wieder in Scl(1), denn je na
h Hamiltonfunktion H0 könnten die Argumente zuvon Aj zu s
hnell anwa
hsen. Eine Mögli
hkeit, dieses Problem zu lösen, ist die weitereEins
hränkung der Symbole A auf Funktionen A ∈ C∞0 (R2d) mit kompaktem Träger. Dannerhält man z.B. für die zugehörigen Operatoren

∃C > 0 so daÿ ∥∥∥∥op

[ ∞∑

j=0

Aj(t)

]
− Û †(t)ÂÛ(t)

∥∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

≤ C~
N (5.13)für jedes N ∈ N.4 Ein analoges Ergebnis erhält man au
h, indem man fordert, daÿ derHamiltons
he Fluÿ φtH für endli
he Zeiten bes
hränkt ist:Satz 5.1. (Egorov) Sei H ∈ Scl(m) und A ∈ Skcl(1). Weiter sei

m ≥ 1 und ∃C > 0 so daÿ |H0 + i| ≥ Cm (5.14)sowie
∃Cαβ > 0 so daÿ |∂αp ∂βxHj(p, x)| < Cαβ (5.15)für alle (p, x) ∈ R2d und alle |α| + |β| + j ≥ 2. Dann ist der Heisenbergoperator Â(t) fürjedes feste t ∈ R die Weylquantisierung von A(t) ∈ Skcl(1) mit

A(t) ∼
∞∑

j=0

~
−k+j Aj(t) , (5.16)4Mit der Operatornorm ‖Â‖L2→L2 = sup

‖ψ‖
L2=1

‖Âψ‖L230



wobei die Aj(t) das rekursive Cau
hy-Problem (5.10) lösen. Insbesondere gilt für das Haupt-symbol
A0(p, x, t) = A0(φ

t
H0

(p, x)) . (5.17)Beweis: Siehe z.B. [17, Theorem IV-10℄ für einen vollständigen Beweis.5.2 Heuristis
he Bemerkungen zur Ehrenfestzeit
?PSfrag repla
ements

x

p

Abbildung 5: Zeitentwi
klung der Wignerfunk-tion eines Wellenpakets entlang exponentiell di-vergierender Trajektorien.

Der Satz von Egorov, Satz 5.1, garantiertuns die Kontrolle über die Zeitentwi
klungfür endli
he (feste) Zeiten t im Limes ~ →
0. Über die t-Abhängigkeit der Fehlerter-me wird keine Aussage gema
ht. Mö
htenwir glei
hzeitig zu ~ → 0 zu groÿen Zeitengehen, d.h. t → ∞, so kommt das Lang-zeitverhalten der klassis
hen Me
hanik zumtragen. Beispielsweise können für 
haoti-s
he Systeme kleine Änderungen in der An-fangsbedingungen zu exponentiell anwa
h-senden Abständen zwis
hen den entspre-
henden Trajektorien führen, vgl. den soge-nannten S
hmetterlingse�ekt, grob gesagt,

‖φtH0
(p, x) − φtH0

(ξ, y)‖ ≈ ‖(p, x) − (ξ, y)‖eλt , (5.18)mit dem Lyapunov-Exponenten λ > 0. Wir erwarten daher zunä
hst, daÿ kleine Fehler �sagen wir Ordnung ~N � in der Zeit exponentiell gröÿer werden, und damit auf Zeitskalen,die logarithmis
h in ~ sind zu Fehlern der Ordnung 1 anwa
hsen können. Man nennt
τE :=

1

λ
log

1

~
(5.19)die Ehrenfestzeit (au
h log-breaking-time) [24, 25℄.Um den Zusammenhang mit Abs
hnitt 3.4 herzustellen bilden wir zunä
hst in

A(p, x, t) ∼ A0(φ
t
H0

(p, x)) + . . . (5.20)auf beiden Seiten die Weyl-Operatoren, d.h. op[. . .], und dann Erwartungswerte in einemZustand ψ. Mit Satz 4.5 erhalten wir
〈ψ, Â(t)ψ〉 ∼ 1

(2π~)d

∫

R2d

W [ψ](p, x)A0(φ
t
H0

(p, x)) ddpddx+ . . . , (5.21)31



Abbildung 6: Beispiele für zweidimensionale Billards mit integrabler (obere Reihe: Kreis, Qua-drat, Ellipse) bzw. 
haotis
her Dynamik (untere Reihe: Sinai, Stadion, Kardioide) � Quelle:http://www.physik.tu-dresden.de/~bae
ker/.d.h. wir können au
h die Zeitentwi
klung von Erwartungswerten approximativ mithilfeder klassis
hen Me
hanik bes
hreiben. Wenn wir eine Variablentransformation (p′, x′) =
φtH0

(p, x) ma
hen, erhalten wir auÿerdem
〈ψ, Â(t)ψ〉 ∼ 1

(2π~)d

∫

R2d

W [ψ](φ−tH0
(p′, x′))A0(p

′, x′)) ddp′ddx′ + . . . (5.22)(die Ja
obi-Matrix für diese Transformation ist 1, da ein Hamiltons
her Fluÿ das Phasen-raumvolumen erhält, vgl. Satz von Liouville), d.h. die Wignerfunktion entwi
kelt si
h inführender semiklassis
her Ordnung wie eine klassis
he Phasenraumdi
hte: Ein Wellenpa-ket mit einer Wignerfunktion, die um einem Punkt (p, x) im Phasenraum lokalisiert ist,folgt zunä
hst der Trajektorie dur
h (p, x). Na
h einer Zeit der Ordnung τE wird der quan-tenme
hanis
he Erwartungswert aber im Allgemeinen von φtH0
(p, x) abwei
hen, vgl. Abb.5. Sowohl für die Zeitentwi
klung von Wellenpaketen als au
h von Heisenbergoperatorenkann man zeigen, daÿ semiklassis
he Approximationen bis zu Zeiten der Ordnung τE gültigbleiben, siehe z.B. [26℄ für Wellenpakte und [27, 28℄ für Heisenbergoperatoren. Semiklas-sis
he Zeitentwi
klung zu gröÿeren Zeiten ist Gegenstand aktueller Fors
hung, siehe z.B.[29, 30, 31℄.
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5.2.1 Was bedeutet ~ → 0?Speziell wenn man von der Gültigkeit semiklassis
her Approximationen bis zu ~-abhängigenZeitskalen spri
ht, ist die Frage bere
htigt, was der formale Limes ~ → 0 physikalis
hbedeutet. In einer numeris
hen Simulation kann man zwar den Wert von ~ verändern unddas Skalierungsverhalten vers
hiedener Gröÿen unter einer sol
hen Veränderung studieren.Das physikalis
he ~ ist allerdings eine Naturkonstante mit einem festen Wert, vgl. Abs
hnitt1.1.Man muÿ daher für vers
hiedene Systeme jeweils den ri
htigen physikalis
hen Grenz-übergang �nden, der dem formalen Limes ~ → 0 entspri
ht. Oft läÿt si
h der semiklassis
heLimes spektral interpretieren, z.B. imWassersto�atom als Limes E → 0 (Ionisationss
hwel-le) oder als Limes E → ∞ in homogenen Potentialtöpfen. Oft �ndet man den geeignetenphysikalis
hen Grenzübergang dur
h Skalierungsargumente, siehe z.B. [32℄. Wir werdenspäter no
h sehen, daÿ ~ → 0 spektral stets den Übergang in Berei
he mit groÿer spek-traler Di
hte bes
hreibt, vgl. die Bemerkungen zum Bohrs
hen Korrespondenzprinzip inAbs
hnitt 1.4.Für das folgende Beispiel diskutieren wir hier kurz den Fall von Billards: Betra
hteeinen S
hrödingeroperator ohne Potential, Ĥ = − ~
2

2m
∆, auf G ∈ Rd mit geeigneten Rand-bedingungen auf ∂G. Für die zeitunabhängige S
hrödingerglei
hung,

Ĥψ = Eψ
E 6=0⇐⇒ − ~

2

2mE
∆ψ = ψ (5.23)ist o�ensi
htli
h ~ → 0 äquivalent zu √

E → ∞. Die klassis
he Dynamik in einem Billard(freie Bewegung mit elastis
her Re�exion am Rand) kann je na
h Form der Umrandungzu integrabler, 
haotis
her, oder gemis
hter Dynamik führen, siehe Abb. 6.5.2.2 Illustration: Zeitentwi
klung im KardiodbillardIn der Vorlesung wurden Filme gezeigt, in denen die Zeitentwi
klung eines Wellenpaketsim (halben) Kardiodbillard � Berandung ∂G in ebenen Polarkoordinaten gegeben dur
h
r(φ) = (1+cosφ) � dargestellt ist, vgl. Abb. 7. Man erkennt, daÿ das Wellenpaket zunä
hst(für kleine Zeiten) einer klassis
hen Bahn folgt � ab Zeiten der Ordnung der Ehrenfestzeit
τE wei
hen klassis
he Trajektorie und quantenme
hanis
her Erwartungswert voneinanderab. Zu gröÿeren Zeiten (aber immer no
h logarithmis
h in ~ bzw. in E) ers
heint die Wel-lenfunktion glei
hverteilt mit zufälligen Fluktuationen. Das jeweilige Skalierungsverhaltendieser 
harakteristis
hen Zeitskalen kann beoba
htet werden, indem man Wellenpakete mitunters
hiedli
her mittlerer Energie betra
htet.
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Abbildung 7: S
reenshot der Filme und Plots zur Zeitentwi
klung von Wellenpakten im Kar-diodbillard � mit freundli
her Genehmigung von Arnd Bä
ker, siehe au
h http://www.physik.tu-dresden.de/~bae
ker/.6 Oszillatoris
he Integrale und die Methode der statio-nären PhaseAusführungen zur Methode der stationären Phase �ndet man in vielen eins
hlägigen Bü-
hern. Eine lei
ht lesbare ans
hauli
he Einführung mit Hinweisen auf viele Erweiterungen� höhrere Ordungen, Sattelpunktsmethode (method of steepest de
ent) � �ndet si
h in [33,P.C. Clemmow, Asymptoti
 Approximations to Integrals, Appendix III℄. Unsere Darstel-lung orientiert si
h an [19, Kapitel 2℄ und der, ebenfalls darauf aufbauenden, Ausarbeitung[34℄.6.1 Etwas HeuristikWir mö
hten das asymptotis
he Verhalten von Integralen der Form
I(~) :=

∫

Rd

a(x) e
i

~
ϕ(x) ddx (6.1)
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Abbildung 8: Typis
hes Verhalten des Integranden von I(~) mit einem stationären Punkt bei
x0 = 0.untersu
hen. Betra
hten wir zunä
hst das Verhalten des Integranden in der Nähe einesPuktes y ∈ supp a,

ϕ(x) ≈ ϕ(y) + (∇ϕ)(y) (x− y) , (6.2)d.h. im Limes ~ → 0 oszilliert der Ausdru
k immer s
hneller (vgl. Abb. 8), und wir erwar-ten, daÿ si
h im Integral alles weghebt � solange (∇ϕ)(y) 6= 0.Sei nun x0 ein stationärer Punkt (zunä
hst der einzige!) der Phase ϕ, d.h (∇φ)(x0) = 0.Na
h obiger Überlegung sollte der einzige relevante Beitrag zu I(~) aus einer Umgebungvon x0 kommen, vgl. Abb. 8. Wir entwi
klen daher
ϕ(x) ≈ ϕ(x0) +

1

2
(x− x0)

T ∂2ϕ

∂xj∂xk
(x0) (x− x0) , (6.3)und mit a(x) ≈ a(x0) wird I(~) ein Gauÿs
hes Integral. Das heiÿt, wenn wir so entwi
kelndürften, dann sollte für ~ → 0

I(~) ≈ a(x0)e
i

~
ϕ(x0)

∫

Rd

e
i

2~
(x−x0)T

∂2ϕ
∂xj∂xk

(x0) (x−x0)
ddx =

(2πi~)d/2a(x0)e
i

~
ϕ(x0)

√
det ∂2ϕ

∂xj∂xk
(x0)

(6.4)gelten (solange det ∂2ϕ
∂xj∂xk

(x0) 6= 0).Wir werden im Folgenden zeigen, daÿ dies tatsä
hli
h der führende Term in einer asym-ptotis
hen Entwi
klung von I(~) für ~ → 0 ist.35



6.2 Methode der stationären PhaseLemma 6.1. (ni
ht-stationäre Phase) Sei ϕ ∈ C∞(Rd) reellwertig, a ∈ C∞0 (Rd) und
∇ϕ(x) 6= 0 ∀ x ∈ supp a, dann gilt

I(~) =

∫

Rd

a(x) e
i

~
ϕ(x) ddx = O(~N) ∀ N ∈ N , ~ → 0 . (6.5)Wir s
hreiben dafür au
h

I(~) = O(~∞) , ~ → 0 . (6.6)Beweis: Wir de�nieren den Di�erentialoperator
L :=

−i~

|(∇ϕ)(x)|2 (∇ϕ)(x)∇ (6.7)mit der Eigens
haft
Le

i

~
ϕ = e

i

~
ϕ . (6.8)Mit partieller Integration erhalten wir

I(~) =

∫

Rd

a(x)Le
i

~
ϕ(x) ddx

= i~

∫

Rd

e
i

~
ϕ(x) (∇ϕ)(x) (∇a)(x)

|(∇ϕ)(x)|2 ddx

= O(~) ,

(6.9)und analog O(~N) mit der Ersetzung L 7→ LN und N-fa
her partieller Integration. �Wir haben also gezeigt, daÿ alle Beiträge zu I(~) in endli
her ~-Ordung tatsä
hli
h vonden stationären Punkten der Phase kommen müssen. Habe φ daher nun einen (einzigen)isolierten/ni
ht entarteten, stationären Punkt x0 im Träger von a, d.h. (∇ϕ)(x0) = 0 und
det

(
(D2

xϕ)(x0)
)

:= det

(
∂2ϕ

∂xj∂xk
(x0)

)
6= 0 . (6.10)Betra
hte eine Umgebung U von x0. Wähle eine Funktion χ ∈ C∞0 (Rd) mit suppχ ⊂ Uund χ(x) = 1 ∀ x in einer Umgebung U ′ ⊂ U von x0. Dann haben wir eine Zerlegung derEins,

1 = χ(x) + [1 − χ(x)] , (6.11)und damit I(~) = I1(~) + I2(~) mit
I1(~) :=

∫

Rd

χ(x) a(x) e
i

~
ϕ(x) ddx

I2(~) :=

∫

Rd

[1 − χ(x)] a(x) e
i

~
ϕ(x) ddx .

(6.12)36



Da 1 − χ(x) 6= 0 ∀ x ∈ U ′ folgt mit Lemma 6.1 I2(~) = O(~∞) und damit
I(~) = I1(~) + O(~∞) . (6.13)Im Folgenden sei daher stets o.B.d.A. supp a ⊂ U .Notation: Da der stationäre Punkt x0 laut Voraussetzung ni
ht entartet ist, d.h.

det ((D2
xϕ)(x0)) 6= 0, hat (D2

xϕ)(x0) keinen Eigenwert 0. Sei also 0 ≤ r ≤ d die An-zahl der positiven Eigenwerte von (D2
xϕ)(x0) (und damit d − r die Anzahl der negativenEigenwerte), dann de�nieren wir

sgn(D2
xϕ)(x0) := 2r − d , (6.14)die Anzahl der positiven minus die Anzahl der negativen Eigenwerte.Der folgende Satz ist zentral für die Methode der stationären Phase, da er uns im we-sentli
hen zeigt, daÿ die Approximation der Phase dur
h die Entwi
klung (6.3) tatsä
hli
herlaubt ist.Satz 6.2. (Morse-Lemma) Sei ϕ stationär in x0, ni
ht entartet, dann existieren Umge-bungen U von x0 und V von 0 ∈ Rd und ein Di�eomorphismus y : U → V , so daÿ

ϕ(x(y)) = ϕ(x0) +
1

2

(
y2

1 + . . .+ y2
r − y2

r−1 − . . . y2
d

)

=: ϕ(x0) +
1

2
yTQy ,

(6.15)wobei x(y) die Umkehrung von y : U → V bezei
hnet.Beweis: Zunä
hst bringen wir den quadratis
hen Term der Entwi
klung der Phase dur
heinige einfa
he Variablentransformationen auf die Form aus (6.15)
� Translation x 7→ x′ = x− x0, also x′0 = 0

� orthogonale Transformation x′ 7→ x′′ = R−1x′ mit
x′

T
(D2

x′ϕ)(0)x′ = x′′
T
RT(D2

x′′ϕ)(0)Rx′′ =

d∑

j=1

λjx
′′
j
2 (6.16)wobei λj die Eigenwerte von (D2

x′′ϕ)(0) sind, und wir � in vereinfa
hter Notation �die Funktion ϕ(x(x′′)) mit ϕ(x′′) bezei
hnen (analog na
h den folgenden Variablen-transformationen). Diese Transformation kann so gewählt werden, daÿ λ1, . . . , λr > 0und λr+1, . . . , λd < 0.
� Skalierung zj :=

√
|λj|x′′j ⇒

ϕ(z) − ϕ(z = 0) =
1

2
(z2

1 + . . .+ z2
r − z2

r−1 − . . .− z2
d) + O(|z|3) (6.17)37



Der ents
heidende S
hritt ist nun, zu zeigen, daÿ man die Terme höherer Ordung lokal zumVers
hwinden bringen kann.
� Wir betra
hten dazu der Ausdru
k ∫ 1

0
(1 − t) ∂

2

∂t2
ϕ(tz) dt. Partielle Integration liefert

∫ 1

0

(1 − t)
∂2

∂t2
ϕ(tz) dt = −z (∇zϕ)(0)︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ 1

0

∂

∂t
ϕ(tz) dt

= ϕ(z) − ϕ(z = 0) .

(6.18)
� Wegen ∂2

∂t2
ϕ(tz) = zT(D2

zϕ)(tz) z gilt
ϕ(z) − ϕ(z = 0) =

1

2
zTQ(z)z mit

Q(z) := 2

∫ t

0

(1 − t)(D2
zϕ)(tz) dt ,

(6.19)und dur
h Verglei
h mit (6.17) folgt weiter
Q(0) = 2

[
t− 1

2
t2

]1

0

(D2
zϕ)(0)

= (D2
zϕ)(0)

=




+1 . . . 0
+1

−1

0
. . .

−1




= diag(+1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸
r mal ,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸

d−r mal ) .

(6.20)
Wir su
hen nun no
h einen Di�eomorphismus der Form y(z) = A(z)z mit einer Matrix A,die glatt von z abhängt und A(0) = 1 erfüllt. Wenn dann

Q(z) = A(z)TQ(0)A(z) , (6.21)so gilt
ϕ(z) − ϕ(z = 0) =

1

2
zTQ(z)z =

1

2
zTA(z)TQ(0)A(z)z︸ ︷︷ ︸

=y(z)

=
1

2
yTQ(0)y (6.22)mit y(z = 0) = 0 (stationärer Punkt). Damit wäre der Satz gezeigt.38



� Sei M(n,R) der Raum der d × d-Matrizen mit reellen Einträgen und Ms(n,R) derUnterraum der symmetris
hen Matrizen. De�niere
F : M(d,R) → Ms(d,R)

A 7→ ATQ(0)A
(6.23)mit Ableitung dF : M(d,R) → LM(d,R)→Ms(d,R), und an der Stelle A

dF (A) : M(d,R) → Ms(d,R)

B 7→ BTQ(0)A+ ATQ(0)B
(6.24)(Bemerkung: F (A+B) = F (A) +BTQ(0)A+ ATQ(0)B︸ ︷︷ ︸

=dF (A)(B)

+ Terme, die quadratis
hin den Matrixelementen von B sind). Insbesondere ist
dF (1)(B) = BTQ(0) +Q(0)B (6.25)surjektiv, denn für beliebiges C ∈ Ms(d,R) wähle B = 1

2
Q(0)−1C, und es gilt(Q(0)−1 = Q(0) = Q(0)T)

dF (1)(B) =
1

2
CTQ(0)Q(0) +

1

2
Q(0)Q(0)C = C . (6.26)Damit garantiert uns der Satz über implizite Funktionen (bzw. Satz über die Um-kehrfunktion) ein glattes Re
htsinverses G von F , d.h. F ◦ G = id, wobei G eineUmgebung von Q(0) ∈Ms(d,R) auf eine Umgebung von 1 ∈M(d,R) abbildet.

� Wähle nun A(z) = G(Q(z)), und es gilt wie gewüns
ht
Q(z) = (F ◦G)(Q(z)) = F (A(z)) = A(z)TQ(0)A(z) . (6.27)Dies s
hlieÿt den Beweis des Morse-Lemmas 6.2 ab. �Nun wenden wir Satz 6.2 auf I(~) = I1(~) + O(~∞) an,

I(~) =

∫

U

a(x) e
i

~
ϕ(x) ddx+ O(~∞)

=

∫

V

a(x(y)) e
i

~
ϕ(x(y))

∣∣∣∣det
∂xk
∂yl

(y)

∣∣∣∣d
dy + O(~∞)

= e
i

~
ϕ(x0)

∫

V

a(x(y)) e
i

2~
yTQ(0)y

∣∣∣∣det
∂xk
∂yl

(y)

∣∣∣∣d
dy + O(~∞) .

(6.28)
Wir nennen Q := Q(0) und b(y) := a(x(y))

∣∣∣det ∂xk

∂yl
(y)

∣∣∣, und es bleibt
e−

i

~
ϕ(x0)I(~) =

∫

V

b(y)e
i

2~
yTQyddy + O(~∞) =

∫

Rd

b(y)e
i

2~
yTQyddy + O(~∞) . (6.29)39



Das zweite Glei
hheitszei
hen gilt, weil der Integrand genau einen stationären Punkt (bei
y = 0) hat, und wir eine Zerlegung der Eins analog zu (6.13) verwenden können.Im verbleibenden Integral werwenden wir die Parsevals
he Glei
hung für eine Fourier-transformation ohne ~, d.h. wir de�nieren (nur hier)

f̂(ξ) :=
1

(2π)d

∫

Rd

f(x) e−ixξddx . (6.30)Dann gilt
∫

Rd

f(x) g(x) ddx =

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f̂(ξ) eixξ ĝ(ξ′) eixξ′ ddξ′ddξ

= (2π)d
∫

Rd

∫

Rd

f̂(ξ) ĝ(ξ′) δ(ξ − ξ′) ddξ′ddξ

= (2π)d
∫

Rd

f̂(ξ) ĝ(ξ) ddξ .

(6.31)
Nun benötigen wir no
h die Fouriertransformation der komplexen Gauÿ-Funktion e

i

2~
yTQy.Lemma 6.3. (Gauÿs
hes Integral) Sei M reell symmetris
h und ni
ht singulär, danngilt

1

(2π)d

∫

Rd

e
i

2
xTMx−ixξ ddx =

1

(2π)d/2
ei π

4
sgnM

| detM |1/2 e−
i

2
ξTM−1ξ . (6.32)Beweis: Siehe Übungsaufgabe 2.Damit (M = 1

~
Q, M−1 = ~Q, | detM | = ~−d) gilt

∫

Rd

b(y) e
i

2~
yTQy = (2π~)d/2ei π

4
sgnQ

∫

Rd

b̂(ξ) e−
i~

2
ξTQξ ddξ . (6.33)Nun können wir die e-Funktion in Potenzen von ~ entwi
keln und erhalten als führendenTerm ∫

Rd

b̂(ξ) e−
i~

2
ξTQξ ddξ =

∫

Rd

b̂(ξ) [1 + O(~)] ddξ = b(0) + O(~) . (6.34)Es war b(0) = a(x0)
∣∣∣det ∂xk

∂yl
(y = 0)

∣∣∣. Nun gilt aber
Q =

∂2ϕ

∂yk∂yl
(y = 0) =

∂xn
∂yl

(y = 0)
∂2ϕ

∂xn∂xm
(x = x0)

∂xm
∂yk

(y = 0) (6.35)sowie | detQ| = 1, d.h.
1 = | det(D2

xϕ)(x0)|
∣∣∣∣
∂xn
∂yl

(y = 0)

∣∣∣∣
2

, (6.36)40



und damit also
b(0) =

a(x0)

| det(D2
xϕ)(x0)|1/2

. (6.37)Alle Ergebnisse dieses Abs
hnitts ergeben zusammen das folgende Theorem.Satz 6.4. (stationäre Phase mit isolierten stationären Punkten) Sei
I(~) =

∫

Rd

a(x) e
i

~
ϕ(x) ddx (6.38)mit a ∈ C∞0 (Rd), ϕ ∈ C∞(Rd) reellwertig mit einem einzigen, ni
ht entarteten stationärenPunkt x0 ∈ supp a. Dann gilt

I(~) = (2π~)
d
2 a(x0) e

i

~
ϕ(x0) ei π

4
sgn(D2ϕ)(x0)

| det(D2ϕ)(x0)|1/2
+ O(~

d
2
+1) . (6.39)Falls supp a mehrere isolierte, ni
ht entartete, stationäre Punkte enthält, dann müssen ihreBeiträge addiert werden.Beweis: s.o.Bemerkungen:

� Satz 6.4 liefert genau das in Abs
hnitt 6.1 geratene Ergebnis (6.4).
� Terme von höherer Ordung in ~ lassen si
h prinzipiell bere
henen, indem man dieEntwi
klung der e-Funktion in (6.34) zu höheren Ordnungen fortsetzt. Dadur
h erge-ben si
h Ableitungen von b(y) und die Ausdrü
ke werden s
hnell unübersi
htli
h. Istman nur in einem speziellen Fall explizit an den Termen höherer Odnung interessiert,so kann es re
hente
hnis
h einfa
her sein, das heuristis
he Argument aus Abs
hnitt6.1 wie folgt fortzusetzen: Man setzt die Entwi
klung der Phasenfunktion zu ent-spre
hend höherer Ordung fort, ϕ(x0) + 1

2
(x − x0)

T (D2ϕ)(x0) (x − x0) + R(x − x0)(R(x − x0) = O(|x − x0|3)), und entwi
kelt dana
h wiederum e
i

~
R(x−x0) zu geeig-neter Ordung. Die Integrale der einzelnen Summanden liefern dann Momente einerGauÿ-Verteilung.Als Nä
hstes mö
hten wir Integrale der Form

I(~; y) :=

∫

Rd

a(x, y) e
i

~
ϕ(x,y) ddx (6.40)betra
hten, bei denen Amplitude und Phase glatt von einem Parameter a ∈ Rl abhängen.Sei nun x0 ∈ Rd ein stationärer Punkt, d.h.

(∇xϕ)(x0, y0) = 0 für ein y0 ∈ R
l . (6.41)41



Falls x0 ni
ht entartet ist, d.h.
det(D2

xϕ)(x0, y0) = det
∂ϕ

∂xj∂xk
(x0, y0) 6= 0 , (6.42)dann können wir (∇xϕ)(x, y) = 0 lokal no
h x au�ösen und erhalten y 7→ x0(y) aus einerUmgebung von y0 ∈ Rl in eine Umgebung von x0 ∈ Rd mit

(∇xϕ)(x0(y), y) = 0 und (D2
xϕ)(x0(y), y) 6= 0 (und konstant) . (6.43)In diesem Fall erhalten wir als Verallgemeinerung von Satz 6.4 die folgende Aussage.Satz 6.5. Sei a ∈ C∞0 (Rd × Rl) so, daÿ {x ∈ Rd | ∃y ∈ Rl mit a(x, y) 6= 0} in einemKompaktum in Rd enthalten ist. Weiter sei ϕ ∈ C∞(Rd × Rl) reellwertig mit (in Rd)isolierten, ni
ht entarteten stationären Punkten x0,j(y). Dann gilt

I(~, y) = (2π~)
d
2

∑

j

a(x0,j(y), y)e
i

~
ϕ(x0,j(y),y)

ei π
4

sgn(D2ϕ)(x0,j(y),y)

| det(D2ϕ)(x0,j(y), y)|1/2
+ O(~

d
2
+1) . (6.44)Beweis: Obige Überlegung und Anwendung von Satz 6.4.Als letzten Fall mö
hten wir nun no
h die Situation betra
hten, wenn der stationärePunkt ni
ht isoliert ist, sondern eine Mannigfaltigkeit M ⊂ R

d existiert, auf der ϕ(x)stationär ist, d.h.
M := {x ∈ R

d | (∇ϕ)(x) = 0} (6.45)sei ein glatte Untermannigfaltigkeit mit Dimension l < d. Eine hinrei
hende Bedingungdafür ist, daÿ die Ableitung der Funktion
∇ϕ : R

d → R
d (6.46)surjektiv aufM ist⇔ rang(D2ϕ)(x) = d−l ∀ x ∈M . Dann können wir lokal Koordinaten

(u(x), v(x)) einführen, so daÿ x ∈M ⇔ v(x) = 0, d.h. u = (u1, . . . , ul) parametrisieren M(lokal). Wir de�nieren φ(u, v) und A(u, v) dur
h
φ(u(x), v(x)) = ϕ(x) , A(u(x), v(x)) = a(x) , (6.47)und Stationarität bedeutet

φ(u, 0) = ϕM (konstant) (6.48)Für festes u hat φ(u, v) einen stationären Punkt bei v = 0, wel
her ni
ht entwartet ist, da
rang(D2

vφ)(u, 0) = rang
∂2φ

∂vj∂vk
(u, 0) = n− l ∀u . (6.49)42



Daraus folgt auÿerdem sgnD2
v = 
onst. (da kein Eigenwert von D2

vφ das Vorzei
hen we
h-seln kann). Wir können also in
I(~) =

∫

Rd

a(x) e
i

~
ϕ(x) ddx

=

∫

M

∫
A(u, v) e

i

~
φ(u,v)

∣∣∣∣
∂x(u, v)

∂(u, v)

∣∣∣∣ dd−lv dlu+ O(~∞)

(6.50)Satz 6.5 anwenden (im v-Integral) und erhalten:Satz 6.6. (stationäre Phase mit Familie von stationären Punkten) Sei a ∈ C∞0 (Rd),
ϕ ∈ C∞(Rd) reellwertig und so, daÿ die Menge M = {x ∈ Rd | (∇ϕ)(x) = 0} ihrer statio-nären Punkte eine glatte l-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd ist. Dann gilt
I(~) = (2π~)

d−l
2 e

i

~
ϕM

∫

M

A(u, 0)
ei π

4
sgn(D2

vφ)(u,0)

| det(D2
vφ)(u, 0)|1/2

∣∣∣∣
∂x(u, v)

∂(u, v)

∣∣∣∣dlu+ O(~
d−l
2

+1) . (6.51)Bemerkungen:
� Beiträge mehrerer sol
her M , isoliert voneinander, müssen addiert werden.
� Familien stationärer Punkte tragen für ~ → 0 stärker bei als isolierte stationärePunkte.7 WKB-Methode und EBK-QuantisierungDie WKB-Methode hat ihren Namen von den Arbeiten von Wentzel, Kramers und Bril-louin, [35, 36, 37℄, die kurz na
h Entwi
klung der Wellenme
hanik untersu
hten in wel
hemSinne si
h die alte Quantentheorie na
h Bohr und Sommerfeld bzw. die klassis
he Me
ha-nik aus der Quantenme
hanik ableiten lassen. Statt der Bezei
hung WKB �ndet man au
hBKW (v.a. in der französis
hen Literatur) oder JWKB für die Beiträge Je�reys' [38℄. AlsKurzwellenasymptotik ist die Methode aber bereits viel älter als ihre Anwendnung in derQuantenme
hannik und bes
hreibt z.B. au
h den Übergang von der Wellenoptik zur geo-metris
hen Optik.Versu
ht man, stationäre WKB-Lösungen zu konstruieren, so müssen bestimmte Konsi-stenmzbedingungen erfüllt werden, die die Form korrigierter Bohr-Sommerfeld-Regeln an-nehmen, vgl. Abs
hnitt 1. Na
h einer Arbeit von Keller [39℄, die � wie bereits Einsteins Ar-beit [8℄ im Kontext der alten Quantentheorie � eine koordinatenunabhängige Formulierungdieser Regeln errei
ht und geometris
he Strukturen im klassis
hen Phasenraum betont,werden die korrigierten Quantisierungsregeln als Einstein-Brillouin-Keller-Quantisierung(EBK) bezei
hnet. In ihnen tritt eine topologis
he Invariante, der Maslov-Index [40, 41, 42℄auf. 43



Darstellungen der WKB-Methode enthalten sowohl viele Quantenme
hanik-Bü
her alsau
h Texte über semiklassis
he oder mikrolokale Analysis. Drei gute Beispiele, in sehr un-ters
hiedli
hem Stil, sind (1) das Quantenme
hanik-Lehrbu
h von Messiah [14, Kapitel 6℄,in dem die WKB-Methode auf ähnli
he Weise behandelt wird, wie in unserer Übungsauf-gabe 3, (2) ein Anhang in Arnolds Lehrbu
h-Bu
h über klassis
he Me
hanik [43, Anhang11℄, in dem v.a. die geometris
hen Aspekte betont werden und (3) das Bu
h von Lazut-kin [44℄, eine sehr ausfühli
he Darstellung mit vielen te
hnis
hen Details. Empfehlenswertsind auÿerdem die Originalarbeit von Keller [39℄ und sein Review-Artikel [45℄ sowie einReview-Artikel von Duistermaat [46℄.7.1 MotivationWir mö
hten approximative Lösungen der S
hrödingerglei
hung im Limes ~ → 0 �nden.Ebene Wellen
ψp(x, t) = a e

i

~
px−E(p)t , a ∈ C , p ∈ R

d mit E(p) =
p2

2m
, (7.1)sind Lösungen der freien S
hrödingerglei
hung

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
∆ψ (7.2)Dabei löst die Phasenfunktion S(x, t) = px− E(p)t die Hamilton-Ja
obi-Glei
hung,

(∇S)2

2m
+
∂S

∂t
= 0 , (7.3)für ein freies Teil
hen. Für die S
hrödingerglei
hung mit Potential

i~
∂ψ

∂t
(x, t) =

(
− ~2

2m
∆ + V (x)

)
ψ(x, t) (7.4)ma
ht man lokal einen Ansatz als �ebene Welle�

ψ
WKB

(x, t) = a~(x, t) ue
i

~
S(x,t) (7.5)wobei ψ auf viel kleineren Skalen oszilliert als das Potential V , d.h. der s
hnell (für ~ → 0)oszillierende Faktor e

i

~
S(x,t) sieht lokal ein näherungsweise konstantes Potential, und derVorfaktor a~(x, t) stellt einen langsam variierenden Vorfaktor dar � man setzt daher weiteran

a~(x, t) =

∞∑

n=0

(
~

i

)n

an(x, t) . (7.6)Wenn wir ~-unabhängige Funktionen S und an �nden, so haben wir eine WKB-Lösungkonstruiert. 44



7.2 QuasimodenZunä
hst ist ni
ht klar, wel
he Bedeutung approximative Lösungen der S
hrödingerglei-
hung haben. Man kann si
h z.B. fragen, ob eine stationäre WKB-Lösung und der zuge-hörige approximative Eigenwert irgendetwas mit Eigenfunktionen und dem Spektrum desS
hrödingeroperators zu tun. Mithilfe des Begri�s der Quasimode lassen si
h diese Frageformulieren und präzise Aussagen zeigen. Wir deuten hier nur kurz die einfa
hsten Fällean, und verweisen für eine ausführli
here Darstellung z.B. auf [44℄.De�nition 7.1. (Quasimode) Sei ε ≥ 0 und Ĥ mit De�nitionsberei
h DĤ selbstadjun-giert in einem Hilbertraum H. Das Paar (ψ,E) mit ψ ∈ H, ‖ψ‖ = 1, E ∈ R, ist eine
ε-Quasimode falls

‖Ĥψ − Eψ‖ ≤ ε . (7.7)Bemerkungen:
� Quasimoden mit ε = 0 sind Paare von Eigenwerten und Eigenfunktionen von Ĥ .
� Man
hmal bezei
hnen wir au
h kurz das ψ aus De�nition 7.1 als Quasimode.Was folgt nun für das Spektrum von Ĥ?Satz 7.2. Sei (E,ψ) eine ε-Quasimode von Ĥ, und Ĥ habe kein kontinuierli
hes Spektrumim Interval [E − ε, E + ε]. Dann enthält dieses Interval einen Eigenwert von Ĥ.Beweis: Nimm an E /∈ spec Ĥ. Der Abstand von E zum Spektrum ist gegeben dur
h

dE := ‖(Ĥ − E id)−1‖−1
H→H (Kehrwert der Resolvente in Operatornorm). S
hätze ab

d−1
E = ‖(Ĥ − E id)−1‖H→H

= sup
φ 6=0

‖(Ĥ −E id)−1φ‖
‖φ‖

≥ ‖((Ĥ − E id)−1φ′‖
‖φ′‖

(7.8)für irgendein φ′ ∈ H. Wähle φ′ = (Ĥ − E id)ψ, dann gilt
d−1
E ≥ ‖ψ‖

‖(Ĥ −E id)ψ‖
≥ 1

ε
, (7.9)d.h. dE ≤ ε. �Man weiÿ also dann, daÿ die Energie E einer ε-Quasimode (E,ψ) in der Nähe einesEigenwerts liegt. Über das Verhältnis von ψ und der zugehörigen Eigenfunktion weiÿ manzunä
hst ni
hts. Man kann aber zeigen, daÿ � falls Ĥ im Interval [E−δ, E+ δ] genau einenEigenwert mit Eigenfunktion φ hat � gilt

‖ψ − eiαφ‖ ≤ 2
ε

δ
(7.10)für ein α ∈ R, siehe z.B. [44, �32℄. 45



7.3 WKB-AnsatzIn Übungsaufgabe 3 haben wir in einer Dimension gesehen, wel
he Terme si
h ergeben,wenn man Ĥ = − ~
2

2m
d2

dx2 +V (x) auf ψWKB anwendet. Das Ergebnis überträgt si
h direkt aufmehrere Dimensionen. Wir wollen nun die Anwendung eines Weyl-Operators mit Symbol
H ∈ Scl(m), d.h.

H(p, x) ∼
∞∑

j=0

~
jHj(p, x) , Hj ∈ S(m) , (7.11)auf ψ

WKB
betra
hten.Lemma 7.3. Sei Ĥ ein Weyl-Operator mit klassi
hem Symbol H ∈ Scl(m) und ψWKB eineWKB-Wellenfunktion,

ψ
WKB

(x) = a~(x)e
i

~
S(x) , a~(x) =

∞∑

k=0

(
~

i

)k

ak(x) (7.12)mit S, ak ∈ C∞(Rd). Dann gilt
(Ĥψ

WKB
)(x) =

{
H0(∇xS(x), x) a0(x) +

~

i

[
H0(∇xS(x), x) a1(x)

+ (∇pH0)(∇xS(x), x) (∇xa0)(x) +
1

2
∇x [(∇pH0)(∇xS(x), x)] a0(x)

+ iH1(∇xS(x), x) a0(x)

]
+ O(~2)

}
e

i

~
S(x) .

(7.13)
Beweis:

(Ĥψ
WKB

)(x) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

H

(
p,
x+ y

2

)
e

i

~
p(x−y) a~(y) e

i

~
S(y) ddp ddy (7.14)Enwi
kle die Phase um y = x:

S(y) = S(x) + (∇xS)(x)(y − x) +R(y) (7.15)mit
R(y) := S(y) − S(x) + (∇xS)(x)(y − x) (7.16)d.h. für R gilt

R(x) = 0 , (∇yR)(x) = 0 ,
∂2R

∂yj∂yk
(y) =

∂2S

∂xj∂xk
(y) . (7.17)Damit erhalten wir

e−
i

~
S(x) (Ĥψ

WKB
)(x) =

1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

H

(
p,
x+ y

2

)
a~(y) e

i

~
(p−∇xS(x))(x−y)+ i

~
R(y) ddp ddy(7.18)46



Enwi
kle nun H (
p, x+y

2

)
a~(y) e

i

~
R(y) um y = x,

H

(
p,
x+ y

2

)
a~(y) e

i

~
R(y) =

∞∑

ν=0

[(y − x)∇z]ν
ν!

(
H

(
p,
x+ z

2

)
a~(z) e

i

~
R(z)

)∣∣∣∣∣
z=x

. (7.19)Wir verweden
(y − x) e

i

~
p(x−y) = −~

i
∇p e

i

~
p(x−y) (7.20)und integrieren ν mal partiell,

e−
i

~
S(x) (Ĥψ

WKB
)(x) =

1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

e
i

~
(p−∇xS(x))(x−y)

·
[
∞∑

ν=0

1

ν!

[
~

i
∇p∇y

]ν (
H

(
p,
x+ y

2

)
a~(y) e

i

~
R(y)

)]

y=x

ddp ddy .(7.21)Das y-Integral ergibt δ(p−∇xS(x)), und wir können das p-Integral ausführen,
e−

i

~
S(x) (Ĥψ

WKB
)(x) =

[
∞∑

ν=0

1

ν!

[
~

i
∇p∇y

]ν (
H

(
p,
x+ y

2

)
a~(y) e

i

~
R(y)

)]

y = x
p = ∇xS(x)

=

[
∞∑

ν=0

∞∑

j=0

∞∑

k=0

1

ν!

[
~

i
∇p∇y

]ν (
~

i

)j+k (
ijHj

(
p,
x+ y

2

)
ak(y) e

i

~
R(y)

)]

y = x
p = ∇xS(x)(7.22)wobei wir im letzten S
hritt die asyptotis
hen Reihen für H und a~ eingesetzt haben. Nunsammeln wir alle Terme der Ordungen ~0 und ~1. In führender Ordung treten nur H0 und

a0 auf, und alle ∇y wirken auf e
i

~
R(y). Unter Bea
htung der Eigens
haften (7.17) bleibt nur

~
0 : H0(∇xS(x), x) a0(x) . (7.23)In nä
hster Ordung treten au
h H1 und a1 auf,

~

i
: H0(∇xS(x), x) a1(x) + iH1(∇xS(x), x) a0(x) + . . . (7.24)sowie Terme, in denen ∇y einmal auf a~, H oder ∇yR wirkt,

. . .+ (∇pH0)(∇xS(x), x) (∇xa0)(x)

+
1

2
(∇p∇xH0)(∇xS(x), x) a0(x) +

1

2

∂2H0

∂pj∂pk

∂2S

∂xj∂xk
(x) a0(x)

︸ ︷︷ ︸
= 1

2
∇x[(∇pH0)(∇xS(x),x)] a0(x)

, (7.25)47



wobei die ersten beiden Terme von ν = 1 stammen und der dritte von ν = 2. �Wir stellen auÿerdem fest, daÿ jeder Term, der aN (x) enthält, mindestens von derOrdung O(~N ) ist (bzw. O(~N+n) für ein n ≥ 0). Analog ist jeder Term der (∂αxaN )(x)enthält (mit einem Multiindex α ∈ Nd
0), von der Ordung O(~N+α+n) für ein n ≥ 0. Wirnutzen diese Beoba
htung zum Beweis der folgenden Aussage:Korollar zu Lemma 7.3. Ma
ht man für die Lösung der S
hrödingerglei
hung,

i~
∂ψ

∂t
(x, t) = (Ĥψ)(x, t) (7.26)mit Anfangsbedingung ψ(x, 0) =

∑∞
k=0(−i~)kak(x, 0) e

i

~
S(x,0) einen WKB-Ansatz

ψ
WKB

(x, t) =

∞∑

k=0

(
~

i

)k

ak(x, t) e
i

~
S(x,t) , (7.27)so erhält man dur
h Verglei
h der Koe�zienten von ~n, n = 0, 1, 2, . . ., ein rekursivesCau
hy-Problem für die Funktionen S, a0, a1, . . ..Beweis: Zunä
hst stellen wir fest, daÿ

i~
∂ψ

WKB

∂t
(x, t) =

∞∑

k=0

(
~

i

)k (
i~
∂ak
∂t

(x, t) − ak(x, t)
∂S

∂t
(x, t)

)
e

i

~
S(x,t)

=

[
−∂S
∂t

(x, t) a0(x, t) −
∞∑

k=1

(
~

i

)k (
∂S

∂t
(x, t) ak(x, t) +

∂ak−1

∂t
(x, t)

)]
e

i

~
S(x,t) .(7.28)Dur
h Verglei
h mit (7.22) erhalten wir also aus der S
hrödingerglei
hung in führenderOrdung (~0) die Glei
hung

[
H0(∇xS(x, t), x) +

∂S

∂t
(x, t)

]
a0(x, t) = 0 , (7.29)d.h. für ni
httriviales a0 muÿ die Phase S die klassis
he Hamilton-Ja
obi-Glei
hung, mitdem Hauptsymbol von Ĥ als Hamiltonfunktion, erfüllen. In Ordung ~k �nden wir Glei-
hungen der Form

[
H0(∇xS(x, t), x) +

∂S

∂t
(x, t)

]
ak(x, t)

+
∂ak−1

∂t
(x, t) + (∇pH0)(∇xS(x, t), x) (∇xak−1)(x, t) + . . . = 0 ,

(7.30)wobei �. . .� ak−1, S und Ableitungen von S sowie ak−l, l ≥ 2, und Ableitungen von ak−lenthält. Da S laut der ~0-Glei
hung die Hamitlon-Ja
obi-Glei
hung erfüllt, fällt ak aus derGlei
hung der Ordung ~k heraus, und letztere wird zur Bestimmungsglei
hung für ak−1.
�48



7.4 Lösung der Hamilton-Ja
obi-Glei
hung:Langrange-UntermannigfaltigkeitenWir untersu
hen die S
hrödingerglei
hung mit Anfangsbedingung
ψ(x, 0) = A0(x) e

i

~
S0(x) , A0 ∈ C

∞
0 (Rd) . (7.31)Für die Lösung ma
hen wir einen WKB-Ansatz, ψ

WKB
(x, t) = a~(x, t) e

i

~
S(x,t), mit

S(x, 0) = S0(x) , a0(x, 0) = A0(x) , ak(x, 0) = 0 ∀ ≥ 1 . (7.32)De�nition 7.4. (Lagrange-Untermannigfaltigkeit) Eine Untermannigfaltigkeit Λ desPhasenraums, Λ ⊂ R2d heiÿt Lagrange-Untermannigfaltigkeit falls (i) dim Λ = d und (ii)die symplektis
he 2-Form auf Λ identis
h vers
hwindet.Lemma 7.5. Sei S(x) ∈ C∞(Rd), dann ist
ΛS := {(p, x) ∈ R

d | p = ∇xS(x)} (7.33)eine Lagrange-Untermannigfaltigkeit. Umgekehrt kann jede glatte Lagrange-Untermannig-faltigkeit, die si
h di�eomorph auf den Kon�gurationsraum projizieren läÿt (d.h. sie ist derGraph einer Funktion), dur
h eine Funktion S wie oben erzeugt werden.Beweis: (i) dim ΛS = d trivial erfüllt, da so parametrisiert.(ii) symplektis
he 2-Form
dpj ∧ dxj = d

∂S

∂xj
(x) ∧ dxj

=
∂2S

∂xj∂xk
(x)

︸ ︷︷ ︸symmetris
h dxk ∧ dxj︸ ︷︷ ︸anti-symmteris
hunter j ↔ k

= 0 (7.34)
�Wir können also dem Anfangszustand ψ(x, 0) die Lagrange-Untermannigfaltigkeit ΛS0zuordnen. Weiter wissen wir, daÿ ψ(x, t) eine Phase S(x, t) hat, die si
h dur
h Lösung derHamilton-Ja
obi-Glei
hung,

H0(∇xS(x, t), x) +
∂S

∂t
(x, t) = 0 (7.35)ergibt. Daher können wir ψ(x, t) die Lagrange-Untermannigfaltigkeit

ΛS(t) :=

{
(p, x) ∈ R

d

∣∣∣∣ p = ∇xS(x, t) , H0(∇xS(x, t), x) +
∂S

∂t
(x, t) = 0 , S(x, 0) = S0(x)

}(7.36)49



PSfrag repla
ements
x

p

t = 0

t klein t = tc
t > tc

Abbildung 9: Zeitentwi
klung der Lagrange-Untermannigfaltigkeit ΛS(t) (s
hwarz). Punkte auf
ΛS0

bewegen si
h entlang klassis
her Trajktorien (blau). Zur Zeit tc tritt erstmals eine senkre
hteTangente auf (rot), und für Zeiten t > tc liegt eine Kaustik vor (rot). Es gibt dann zwei Trajek-torien, die beide auf ΛS0
starten und zur Zeit t am selben Ort x ankommen (blau).zuordnen. Es gilt o�ensi
htli
h ΛS(0) = ΛS0

.Für kleine Zeiten t hat die Hamilton-Ja
obi-Glei
hung eine eindeutige Lösung, undfür die Lagrange-Untermannigfaltigkeit gilt der folgende Satz, der uns auÿerdem beireitsandeutet, wie wir für gröÿere Zeiten vorgehen müssen.Satz 7.6. Für die oben de�nierte Lagrage-Untermannigfaltigkeit ΛS(t) gilt (für hinrei
hendkleine Zeiten t)
ΛS(t) =

{
φtH0

(p, x) ∈ R
2d

∣∣ (p, x) ∈ ΛS(0)
}
. (7.37)Beweis: Sei x(t) die Lösung von

ẋ(t) = (∇pH)(∇xS(x(t), t), x(t)) mit x(0) = x . (7.38)Weiter sei p(t) := ∇xS(x(t), t). Damit gilt
(p(0), x(0)) = (∇xS0(x), x) ∈ ΛS(0) (7.39)und au
h (p(t), x(t)) ∈ ΛS(t). Zu zeigen ist nun

(p(t), x(t)) = φt0(∇xS0(x), x) (z.Z.) . (7.40)Bere
hne die Zeitableitung von p(t),
ṗj(t) =

∂2S

∂xj∂xk
(x(t), t) ẋk(t) +

∂2S

∂xj∂t
(x(t), t) . (7.41)50



Aus der Hamilton-Ja
obi-Glei
hung folgt dur
h Ableiten na
h xj
∂H0

∂pk
(∇xS(x, t), x)

∂2S

∂xj∂xk
(x, t) +

∂H0

∂xj
(∇xS(x, t), x) +

∂2S

∂xj∂t
(x, t) = 0 . (7.42)Auswerten an der Stelle x = x(t) ergibt

∂H0

∂pk
(∇xS(x(t), t), x(t))

︸ ︷︷ ︸
=ẋk(t)

∂2S

∂xj∂xk
(x(t), t) +

∂2S

∂xj∂t
(x(t), t) = −∂H0

∂xj
(∇xS(x(t), t), x(t)) ,(7.43)und dur
h Einsetzen in ṗj(t) folgt

ṗ(t) = −(∇pH0)(∇xS(x(t), t)︸ ︷︷ ︸
=p(t)

, x(t)) . (7.44)Die Glei
hungen (7.38), (7.44) und (7.39) implizieren gemeinsam das gewüns
hte Ergebnis
(p(t), x(t)) = φt0(∇xS0(x), x). �Bemerkungen:

� Für kleine Zeiten läÿt si
h ΛS(t) in der Form von Lemma 7.5 darstellen. Im allge-meinen wird aber zu einer Zeit tc erstmals ein Eigenwert von ∂2S
∂xj∂xk

divergieren. Für
t > tc hat die Hamilton-Ja
obi-Glei
hung keine eindeutige Lösung mehr. Wir kön-nen aber ΛS(t) dur
h eine mehrwertige Funktion erzeugen, d.h. S hat nun mehrereZweige, wie in Abb. 9 skizziert. Entspre
hend ist die Wellenfunktion dann eine Line-rakombination von WKB-Funktionen, die mit den unters
hiedli
hen Zweigen von Sassoziiert sind. Die Menge der Punkte x, an denen si
h die Anzahl der Zweige von Sändert, nennt man Kaustik.

� Wenn wir später stationäre WKB-Lösungen su
hen, benötigen wir Lagrange-Unter-mannigfaltigkeiten, die invarinant unter dem Hamiltons
hen Fluÿ φtH0
sind.Wie �ndet man nun die Funktion S(x, t)?Lemma 7.7. Sei S(x, t) eine Lösung der Hamilton-Ja
obi-Glei
hung (7.35) mit Anfangs-daten S(x, 0) = S0(x). Weiter sei (p(t), x(t)) = φtH0

(∇xS(x, 0), x), dann gilt
d

dt
S(x(t), t) = p(t)ẋ(t) −H(p(t), x(t)) . (7.45)Bemerkungen:

� p(t)ẋ(t) −H(p(t), x(t)) = L(x(t), ẋ(t)) mit der Lagrangfunktion L(x, ẋ).
� H(p(t), x(t)) = H(p(0), x(0)) = E mit der Energie E der Trajektorie.51



Beweis: Wir di�erenzieren,
d

dt
S(x(t), t) =

∂S

∂t
(x(t), t) + ∇xS(x(t), t) ẋ(t)

= −H(∇xS(x(t), t), x(t)) + ∇xS(x(t), t) ẋ(t)

= −H(p(t), x(t)) + p(t)ẋ(t) ,

(7.46)wobei wir zunä
hst die Hamilton-Ja
obi-Glei
hung (7.35) und dann Satz 7.6, d.h. p(t) =
∇xS(x(t), t), verwendet haben. �Damit können wir nun S(x, t) direkt integrieren,

S(x(t), t) = S0(x(0)) +

∫ t

0

[
p(t′)ẋ(t′) −H

(
p(t′), x(t′)

)]
dt′

= S0(x(0)) +

∫ x(t)

x(0)

p dx−Et ,

(7.47)wobei das verbleibende Integral entlang der Trajektorie {(p(t′), x(t′)), 0 ≤ t′ ≤ t} auszu-führen ist. Dabei bezei
hnet E die Energie, die, für eine zeitunabhängige Hamiltonfunktion,entlang der Bahn erhalten ist.Bemerkungen:
� Wir hätten die Energie E au
h s
hon früher separieren können � S
hrödinger (mul-tiplikativ), Hamilton-Ja
obi (additiv) � da autonomes System.
� Für die beiden Trajektorien in Abb. 9 wird die Energie i.A. unters
hiedli
h sein �man s
hreibt evt. besser E = H(p(0), x(0)).
� Für zeitabhängiges H0 geht aber au
h alles dur
h, dann ist S(x(t), t) = S0(x(0)) +∫ t

0
L(x(t′), ẋ(t′))dt′.

� Uns fehlt no
h die relative Phase zwis
hen den Lösungen, die zu vers
hiedenen Zwei-gen von S gehören.7.5 Crash-Kurs in Hamilton-Ja
obi-TheoriePSfrag repla
ements
(ξ, y)

φtH0
(ξ, y) = (p, x)

Abbildung 10: Trajektorie (im Phasenraum)von (ξ, y) na
h (p, x).
Wir geben hier nur einen kurzen Abriÿ mitden wi
htigsten Formeln ohne Beweise. De-tails �ndet man in Lehbü
hern über klassi-s
he Me
hanik, wie z.B. [47℄ oder au
h Gut-zwillers Bu
h über Chaos und Quanten
ha-os [48℄.Wir betra
hten im Folgenden stets Tra-jektorien, die in Zeit t den Anfangspunkt
(ξ, y) und den Endpunkt (p, x) verbinden, 52



d.h. φtH0
(ξ, y) = (p, x), verglei
he Abbildung 10. Diese Lösungen bezei
hnen wir für einenMoment mit P (t′; ξ, y, t), X(′, ξ, y, t), 0 ≤ t′ ≤ t d.h.

P (0; ξ, y, t) = ξ , P (t; ξ, y, t) = p , (7.48)
X(0; ξ, y, t) = y , X(t; ξ, y, t) = x . (7.49)Nun we
hslen wir die Perspektive und betra
hten anstatt eines Anfangswertproblemsein Variationsproblem: Wir geben uns z.B. x und y vor und su
hen eine Lösung der Hamil-tons
hen Bewegungsglei
hungen, die diese beiden Orte (im Kon�gurationsraum!) in Zeit tverbindet. Dazu lösen wir die erste Glei
hung von (7.49) na
h ξ auf, d.h. wir bes
ha�enuns eine Funktion ξ(x, y, t). Dies ist nur dann mögli
h, wenn det

∂Xj

∂ξk
6= 0. Falls hingegen

det
∂Xj

∂ξk
= 0, so nennt man die Orte y und x zueinander konjugiert. Es gibt dann mehrereBahnen, die die Orte y und x (im Kon�gurationsraum!) in Zeit t verbinden � man spri
htvon konjugierten Punkten, siehe Abb. 11.Sei nun (P (t′; x, y, t), X(t′; x, y, t)), 0 ≤ t′ ≤ t (Vorsi
ht: Andere Notation als oben!)eine Lösung der Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen mit X(0) = y und X(t) = x, d.h.wir geben uns einen Anfangsort y und einen Endort x vor und su
hen eine Lösung derHamiltons
hen Bewegungsglei
hungen, die diese in der Zeit t verbindet.Man nennt

R(x, y, t) =

∫ t

0

L(X(t′; x, y, t), Ẋ(t′; x, y, t)) dt′ (7.50)mit der Lagrangefunktion L, die Hamiltons
he Prinzipalfunktion. R ist eine erzeugendeFunktion für eine kanonis
he Transformation von (p, x) auf (ξ, y),
p = ∇xR(x, y, t) , ξ = −∇yR(x, y, t) , (7.51)PSfrag repla
ements

y

x
ξ1

ξ2

p1

p2

Abbildung 11: Zwei unters
hiedli
he Bahnen führen in der Zeit t von y na
h x (im Kon�gura-tionsraum!) � die Punkte sind zueinander konjugiert.
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denn
∂R

∂xj
(x, y, t) =

∫ t

0

[
∂L

∂Xk

(X(t′; x, y, t), Ẋ(t′; x, y, t))
︸ ︷︷ ︸

= d

dt′
∂L

∂Ẋk
(Euler-Lagrange) ∂Xk

∂xj
(t′; x, y, t)

+
∂L

∂Ẋk

(X(t′; x, y, t), Ẋ(t′; x, y, t))
∂Ẋk

∂xj
(t′; x, y, t)

︸ ︷︷ ︸
= d

dt′
∂Xk
∂xj

]
dt′

=

∫ t

0

d

dt′

[
∂L

∂Ẋk

(X(t′; x, y, t), Ẋ(t′; x, y, t))

︸ ︷︷ ︸
=Pk(t′;x,y,t) (kanonis
h konjugierter Impuls) ∂Xk

∂xj
(t′; x, y, t)

]
dt′

=

[
P (t′; x, y, t)

∂Xk

∂xj
(t′; x, y, t)

]t

0

= pk · δkj − ξk · 0 = pj

(7.52)
und analog

∂R

∂yj
(x, y, t) = . . . = pk · 0 − ξk · δkj = −ξj (7.53)Mit einer Legendre-Transformation erhalten wir

S(x, ξ, t) = R(x, y, t) − y∇yR(x, y, t)

= R(x, y, t) + y ξ ,
(7.54)wobei y überall als Funktion von (x, ξ, t) ausgedrü
kt werden muÿ. Eine einfa
he Re
hnungzeigt dann5

p = ∇xS(x, ξ, t) , y = ∇ξS(x, ξ, t) . (7.55)Damit ist S(x, ξ, t) also unsere in Abs
hnitt 7.4 gefundene Lösung der Hamilton-Ja
obi-Glei
hung mit Anfangsbedingung S(x, ξ, 0) = S0(x) = ξx.Weitere Legendre-Transformationen liefern
W (p, ξ, t) = S(x, ξ, t) − x∇xS(x, ξ, t)

= S(x, ξ, t) − p x
(7.56)mit

x = −∇pW (p, ξ, t) , y = ∇ξW (x, ξ, t) (7.57)5∇xS = ∇xR = p und
∂S(x, ξ, t)

∂ξj
=

∂

∂yj

[
R(x, y(x, ξ, t), t) + y(x, ξ, t) ξ

]
=

∂R

∂yk︸︷︷︸
=−ξk

∂yk

∂ξj
+
∂yk

∂ξj
ξk + yj = yj
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sowie
G(p, y, t) = W (p, ξ, t)− ξ∇ξW (p, ξ, t)

= W (p, ξ, t)− ξy
(7.58)mit

x = −∇pG(p, y, t) , y = −∇yG(p, y, t) . (7.59)Die Erzeugenden S und R (F2 und F1 na
h Goldsteins [47℄ Nomenklatur) erfüllen dieHamilton-Ja
obi-Glei
hung. Dagegen löst W (F4 na
h [47℄) die Glei
hung
H(p,−∇pW (p, ξ, t)) +

∂W

∂t
(p, ξ, t) = 0 , (7.60)und ebenso G (F3 na
h [47℄). Die Graphen von ∇xR, ∇xS, −∇pW und −∇pG sind Lagrange-Untermannigfaltigkeiten, die si
h gemäÿ Satz 7.6 in der Zeit entwi
klen.7.6 Lösung der Transportglei
hung für a0Wir untersu
hen weiter die S
hrödingerglei
hung mit Anfangsbedingung

ψ(x, 0) = A0(x) e
i

~
S0(x) , A0 ∈ C

∞
0 (Rd) . (7.61)Für die Lösung ma
hen wir einen WKB-Ansatz, ψ

WKB
(x, t) = a~(x, t) e

i

~
S(x,t), mit

S(x, 0) = S0(x) , a0(x, 0) = A0(x) , ak(x, 0) = 0 ∀ ≥ 1 . (7.62)Zunä
hst betra
hten wir die spezielle Anfangsbedingung S0(x) = ξx und zeigen die Abhän-gigkeit von ξ explizit an, indem wir anstatt S(x, t) und ak(x, t) nun S(x, ξ, t) und ak(x, ξ, t)s
hreiben. Mithilfe von Satz 7.3 erhalten wir für den führenden Term a0 der Amplitude dieTransportglei
hung
0 =

∂a0

∂t
(x, ξ, t) + (∇pH0)(∇xS(x, ξ, t), x) (∇xa0)(x, ξ, t)

+
1

2
∇x [(∇pH0)(∇xS(x, ξ, t), x)] a0(x, ξ, t) + iH1(∇xS(x, ξ, t), x) a0(x, ξ, t)

(7.63)Wir betra
hten diese Gelei
hung zunä
hst entlang von Lösungen der Hamiltons
hen Be-wegungsglei
hungen, d.h. x 7→ x(t). Damit wird
∂a0

∂t
(x(t), ξ, t) + (∇pH0)(∇xS(x(t), ξ, t), x(t)) (∇xa0)(x(t), ξ, t) =

d

dt
a0(x(t), ξ, t) (7.64)eine Ableitung entlang der Fluÿlinien von φtH0

.55



Wir lösen zunä
hst die Transportglei
hung für H1 ≡ 0,
d

dt
a0(x(t), ξ, t) +

1

2
∇x [(∇pH0)(∇xS(x(t), ξ, t), x(t))] a0(x(t), ξ, t) = 0 , (7.65)die Lösung für beliebiges Subhauptsymbol H1 erhält man dann dur
h Multiplikation mit

exp(−i
∫ t

0
H1(∇xS(x(t′), t′), x(t′)) dt′). Der Übersi
htli
hkeit halber betra
hten wir hier undim weiteren Verlauf den Fall H1 ≡ 0.Lemma 7.8. Sei S(x, ξ, t) Lösung der Hamilton-Ja
obi-Glei
hung, H0(∇xS, x) + ∂S

∂t
= 0,dann gilt

∂2H0

∂pj∂pk

∂2S

∂xj∂xk
+

∂2H0

∂pj∂xj
= − d

dt
log det

∂2S

∂xj∂ξk
. (7.66)(Wir unterdrü
ken hier alle Argumente, d.h. H0 = H0(∇xS, x), S = S(x(t), ξ, t))Beweis: Dur
h Ausre
hnen �ndet man6

− d

dt
log det

∂2S

∂xj∂ξk
= − d

dt
tr log

∂2S

∂xj∂ξk

= − d

dt
log

∂2S

∂xj∂ξj

= −
(

∂2S

∂xj∂ξk

)−1 [
∂3S

∂xk∂ξj∂xl
ẋl +

∂2

∂xk∂ξj
(−H0)

]

= −
(

∂2S

∂xj∂ξk

)−1 [
∂3S

∂xk∂ξj∂xl

∂H0

∂pl
− ∂

∂xk

(
∂H0

∂pl

∂2S

∂xl∂ξj

)]

= −
(

∂2S

∂xj∂ξk

)−1 [
− ∂2S

∂xl∂ξj︸ ︷︷ ︸
=δkl

∂

∂xk

(
∂H0

∂pl

) ]

=
∂

∂xk

(
∂H0

∂pk

)

=
∂2H0

∂pj∂pk

∂2S

∂xj∂xk
+

∂2H0

∂pk∂xk
,

(7.67)
wobei in der 3. Zeile die Hamilton-Ja
obi-Glei
hung und in der 4. Zeile die Hamiltons
henBewegungsglei
hungen verwedent wurden. �Mithilfe von Lemma 7.8 erhalten wir sofort

a(x(t), ξ, t) = A0(x(0))

√
det

∂2S

∂xj∂ξk
(x(t), ξ, t) , (7.68)6Hier und im Folgenden s
hreiben wir stets kurz ∂aj

∂bk
für die Matrix mit den Einträgen ∂aj

∂bk
; bis hierkann man das als Indexs
hreibweise mit Summenkkonvention verstehen � darüberhinaus steht aber au
h(

∂aj

∂bk

)−1 für die Inverse der Matrix ∂aj

∂bk
. 56



Tatsä
hli
h ist au
h die Lösung der ursprüngli
hen Transportglei
hung (7.63) � mitH1 = 0,jedo
h ohne explizite Auswertung auf einer Trajektorie � von dieser Form,
a(x, ξ, t) = A0(y(x, ξ, t))

√
det

∂2S

∂xj∂ξk
(x, ξ, t) . (7.69)wie man dur
h einsetzen feststellt. Dabei ist y(x, ξ, t) = ∇ξS(x, ξ, t) der Anfangsort derTrajektorie, die in der Zeit t mit Anfangsimpuls ξ zu x führt. Wir überzeugen uns daÿder Vorfaktor A0(y(x, ξ, t)) tatsä
hli
h eine Konstante bezügli
h des Di�erentialsoperators

∂
∂t

+ (∇xH0)(∇xS(x, ξ, t))∇x ist,
[
∂

∂t
+ (∇xH0)(∇xS(x, ξ, t))∇x

]
A0(y(x, ξ, t)) =

[
∂A0

∂yj

∂yj
∂t

+
∂H0

∂pk

∂A0

∂yj

∂yj
∂xk

] (7.70)wobei
∂yj
∂t

=
∂2S

∂ξj∂t
= − ∂

∂ξj
H0(∇xS(x, ξ, t), x) = −∂H0

∂pk

∂2S

∂xk∂ξjund ∂yj
∂xk

=
∂2S

∂xk∂ξj
,

(7.71)d.h.
[
∂

∂t
+ (∇xH0)(∇xS(x, ξ, t))∇x

]
A0(y(x, ξ, t)) =

∂A0

∂yj

[
−∂H0

∂pk
+
∂H0

∂pk

]
∂2S

∂xk∂ξj
= 0 (7.72)Als Wurzel der Ja
obi-Determinante für eine Koordinatentransformation von x na
h ygarantiert der √det-Faktor die Wahrs
heinli
hkeitserhaltung, denn

∫

G

|ψ
WKB

(x, t)|2 ddx ∼
∫

G

|a0(x, ξ, t)|2 ddx =

∫

G

|A0(y(x, ξ, t))|2
∣∣∣∣det

∂2S

∂xj∂ξk
(x, ξ, t)

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

˛

˛

˛

˛

det
∂yk
∂xj

(x,ξ,t)

˛

˛

˛

˛

2

ddx

=

∫

G′

|A0(y)|2ddy

∼
∫

G′

|ψ
WKB

(y, 0)|2 ddy (7.73)mit G ⊂ R2 und G′ = {y ∈ Rd | x ∈ G wobei φtH0
(ξ, y) = (p, x)}.Zuletzt können wir no
h die Eins
hänkung auf die spezielle Anfrangsbedingung S0(x) =

ξx fallenlassen, und wieder beliebige Anfangsbedingungen S0(x) (die zu Lagrange-Unter-mannigfaltigkeiten ohne Kaustiken führen) zulassen. Der Anfangsimpuls ξ ist dann fürjedes x unters
hiedli
h und dur
h den Wert ξ = ∇yS0(y) gegeben, wobei (ξ, y) ∈ ΛS(0) mit
φtH0

(ξ, y) = (∇xS, x). 57
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Abbildung 12: Zur Zeit tc hat si
h die erste Kaustik gebildet (rot). Für Zeiten t > tc gibtes zwei Bahnen, die auf ΛS(0) starten und zur Zeit t am Ort x ankommen. Folgli
h kann dieLagrange-Untermannigfaltigkeit ΛS nur no
h lokal als Graph von Funktionen ∇xS± dargestelltwerden.7.7 Kaustiken und die WKB-Funktion im ImpulsraumBisher haben wir (für hinrei
hend kleine Zeiten, d.h. solange ΛS(t) no
h keine Kaustikgebildet hat) die folgende WKB-Lösung gefunden,
ψ

WKB
(x, t) ∼ A0(y(x, ξ, t))

√
det

∂2S

∂xj∂ξk
(x, ξ, t) e

i

~
S(x,ξ,t) . (7.74)Da alle Eigenwerte von ∂2S

∂xj∂ξk
no
h positiv sind, vgl. Abb. 13, können wir au
h s
hreiben

ψ
WKB

(x, t) ∼ A0(y(x, ξ, t))

√∣∣∣∣det
∂2S

∂xj∂ξk
(x, ξ, t)

∣∣∣∣ e
i

~
S(x,ξ,t) (7.75)Zu einer Zeit tc divergiere zum ersten Mal ein Eigenwert von ∂2S
∂xj∂xk

(Kaustik) � dieLangrange-Mannigfaltigkeit ΛS(t) läÿt si
h ni
ht mehr global als Graph des Gradienteneiner erzeugenden Funktion darstellen, vgl. Abb. 12. Für Zeiten t > tc re
hnen wir daher� weg von der Kaustik � mit einer Linearkombination von Termen der Form (7.75).Wir überlegen uns nun alles explizit in einer Dimension, formulieren das Ergebnis aberglei
h für beliebige d.In der Nähe der Kaustik betra
hten wir die Wellenfunktion im Impulsraum,
g(p, t) = (2π~)d/2F [ψ(·, t)](p) =

1

(2π~)d/2

∫

Rd

ψ(x, t) e−
i

~
pxddx . (7.76)58
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Abbildung 13: Die Matrix ∂2S
∂xj∂ξk

= ∂yk
∂xj

misst die Änderung des Anfangsorts y, wenn der Endort
x auf der Lagrange-Untermannigfaltigkeit vers
hoben wird. Solange si
h keine Kaustik gebildethat, führen gröÿere (kleinere) x zu kleineren y, d.h. alle Eigenwerte von ∂2S

∂xj∂ξk
sind positiv.Wir könnten für g(p, t) einen WKB-Ansatz ma
hen, d.h.

g
WKB

(p, t) = b~(p, t) e
i

~
W (p,t) , b~(p, t) =

∞∑

k=0

(
~

i

)k

bk(p, t) , (7.77)und z.B. W und b0 explizit bestimmen. Stattdessen wollen wir die WKB-Funktion imImpulsraum dur
h Fouriertransformation der WKB-Funktion im Ortsraum gewinnen (dort,wo beide eindeutig de�niert sind � in Abb. 12 �unterhalb� der Kaustik). Wir betra
htenalso
g

WKB
(p, t) =

1

(2π~)d/2

∫

Rd

ψ
WKB

(x, t) e−
i

~
pxddx

∼ 1

(2π~)d/2

∫

Rd

a0(x, ξ, t) e
i

~
(S(x,ξ,t)−px)ddx

(7.78)und wenden die Methode der stationären Phase an. Stationäre Punkte sind dur
h dieBedingung
∇xS(x, ξ, t) = p (7.79)bestimmt. Die Phase am stationären Punkt ist dann

S(x(p, ξ, t), ξ, t)− px(p, ξ, t) =: W (p, ξ, t) , (7.80)d.h. die Legendre-Transformierte der Phase S(x, ξ, t) im Ortsraum, vgl. Abs
hnitt 7.5.59



Damit erhalten wir
g

WKB
(p, t) ∼ a0(x(p, ξ, t), ξ, t)

e
i π
4

sgn ∂2S
∂xj∂xk

(x(p,ξ,t),ξ,t)

∣∣∣det ∂2S
∂xj∂xk

(x(p, ξ, t), ξ, t)
∣∣∣
1/2

e
i

~
W (p,ξ,t) . (7.81)Die Eigenwerte von ∂2S

∂xj∂xk
sind alle negativ (wir be�nden uns in Abb. 12 im unteren Zweigvon ΛS(t)), d.h. sgn ∂2S

∂xj∂xk
= −d. Auÿerdem gilt (wir unterdrü
ken wieder die meistenArgumente)

∂2W

∂pj∂ξk
(p, ξ, t) =

∂2

∂pj∂ξk
[S(x(p, ξ, t), ξ, t) − px(p, ξ, t)]

=
∂

∂pj

[
∂S

∂ξk
+
∂S

∂xl︸︷︷︸
=pl

∂xl
∂ξk

+
∂xl
∂ξk

pl

]

=
∂2S

∂xl∂ξk

∂xl
∂pj

=
∂2S

∂xl∂ξk

(
∂pj
∂xl

)−1

=
∂2S

∂xl∂ξk
(x(p, ξ, t), ξ, t)

(
∂2S

∂xj∂xl
(x(p, ξ, t), ξ, t)

)−1

(7.82)
und damit

∣∣∣∣det
∂2S

∂xl∂ξk
(x(p, ξ, t), ξ, t)

∣∣∣∣

1

2
∣∣∣∣det

∂2S

∂xj∂xk
(x(p, ξ, t), ξ, t)

∣∣∣∣
− 1

2

=

∣∣∣∣det
∂2W

∂pj∂ξk
(p, ξ, t)

∣∣∣∣

1

2

.(7.83)Die WKB-Funktion im Impulsraum lautet also
g

WKB
(p, t) ∼ A0(y(p, ξ, t)) e−i π

4
d

√∣∣∣∣det
∂2W

∂pj∂ξk
(p, ξ, t)

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

=b0(p,ξ,t)

e
i

~
W (p,ξ,t) (7.84)Diese Lösung ist in der Nähe der (Ortsraum-)Kaustik wohlde�niert, d.h. wir können sieüber die Kaustik hinaus ausdehnen.Nun stellen wir die Lagrange-UntermannigfaltigkeitΛS(t) ober- und unterhalb der Kau-stik (vgl. Abb. 12) dur
h den Gradienten von Funktionen S+(x, ξ, t) und S−(x, ξ, tg) dar.Im p-Integral der Fourier-Rü
ktransformation erhalten wir (mit x jenseits der Kaustik, vgl.Abb. 12) zwei stationäre Punkte,

∇pW (p, ξ, t)− x = 0 ⇒ p±(x, ξ, t) = ∇xS±(x, ξ, t) . (7.85)Die (s
hnell oszillierende) Phase wird wieder
W (p±(x, ξ, t), ξ, t) + p±(x, ξ, t)x = S±(x, ξ, t) (7.86)60



und damit
ψ

WKB
(x, t) =

∑

±

A0(y(x, ξ, t)) e−i π
4
d

√∣∣∣∣det
∂2W

∂pj∂ξk
(p±(x, ξ, t), ξ, t)

∣∣∣∣

e
i π
4

sgn ∂2W
∂pj∂pk

(p±(x,ξ,t),ξ,t)

∣∣∣det ∂2W
∂pj∂pk

(p±(x, ξ, t), ξ, t)
∣∣∣
1/2

e
i

~
S±(x,ξ,t) .

(7.87)
Eine Re
hnung analog zu (7.82) liefert

∣∣∣∣det
∂2W

∂pj∂ξk
(p±(x, ξ, t), ξ, t)

∣∣∣∣

1

2
∣∣∣∣det

∂2W

∂pj∂pk
(p±(x, ξ, t), ξ, t)

∣∣∣∣
− 1

2

=

∣∣∣∣det
∂2S

∂xj∂ξk
(x, ξ, t)

∣∣∣∣

1

2

.(7.88)An der Kaustik we
hselt gerade eine Eigenwert von ∂2W
∂pj∂pk

das Vorzei
hen von + na
h − (ineiner Dimension sieht man das lei
ht, wenn man Abb. 12 um 90◦ na
h re
hts links dreht),d.h.
sgn

∂2W

∂pj∂pk
(p+(x, ξ, t), ξ, t) = sgn

∂2W

∂pj∂pk
(p+(x, ξ, t), ξ, t)− 2 = d− 2 . (7.89)Damit erhalten wir insgesamt für die WKB-Funktion jenseits der ersten Kaustik

ψ
WKB

(x, t) ∼ A0(y(x, ξ, t))

√∣∣∣∣det
∂2S+

∂xj∂ξk
(x, ξ, t)

∣∣∣∣ e
i

~
S+(x,ξ,t)−i π

2

+ A0(y(x, ξ, t))

√∣∣∣∣det
∂2S−

∂xj∂ξk
(x, ξ, t)

∣∣∣∣ e
i

~
S−(x,ξ,t) .

(7.90)Jede Trajektorie von ΛS(0) na
h ΛS(t), die auf dem oberen Zweig von ΛS(t) hat zu einemZeitpunkt t′ mit 0 < t′ < t die Kaustik berührt, vgl. Abb. 14a. Beim Dur
hgang dur
h eineKaustik müssen wir also immer mit einem Phasenfaktor exp(−iπ/2) multiplizieren.Für eine Wellenfunktion ψ
WKB

, die mit einer beliebigen Lagrange-Untermannigfaltig-keit assoziiert ist, haben wir nun zwei Mögli
hkeiten, die Phasenfaktoren der Beiträge derunters
hiedli
hen Zweige zu bestimmen:1. Wir betra
hten, wie si
h ΛS(t) aus einer Lagrange-Untermannigfaltigkeit ΛS(0) ohneKaustiken entwi
kelt. Für jeden Zweig von ΛS(t) su
hen wir uns eine Trajektorievon ΛS(0) na
h ΛS(t), die auf diesem Zweig endet und ordnen Ihr eine Zahl ν zu.Auf ΛS(0) setzen wir ν = 0. Dann verfolgen wir die Trajektorie bis zur Zeit t. Beijedem Dur
hgang dur
h eine Kaustik erhöhen (erniedrigen) wir ν um die Anzahl derEigenwerte von ∂2S
∂xj∂xk

, die das Vorzei
hen von − na
h + (von + na
h −) we
hseln.Der entspre
hende Zweig von ΛS(t) erhält dann den Phasenfaktor ei π
2
ν . Die Zahl νist der Morseindex der Trajektorie (blau), siehe z.B. [49, 48℄.61
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2. Wir folgen einer Kurve C in ΛS(t), und ordnen ihr eine Zahl µ zu. Am Startpunktsetzen wir µ = 0. Jedesmal, wenn wir eine Kaustik dur
hqueren, erhöhen (erniedri-gen) wir µ um die Anzahl der Eigenwerte von ∂2W
∂pj∂pk

, die einen Vorzwei
henwe
hselvon + na
h − (von − na
h +) ma
hen. Dem Zweig von ΛS(t), auf dem die Kurveendet, ordnen wir die Phase e−i π
2
µ zu. Die Zahl µ mod 4 ist der Maslovindex derKurve C ⊂ ΛS, siehe z.B. [40, 42, 48℄.Wir illustrieren diese Regeln in Abb. 14.In einer Dimension genügt es, zwis
hen der Orts- und Impulsdarstellung zu we
hseln,um die Wellenfunktion über Kaustiken hinaus fortzusetzen. Für mehrere Freiheitsgradesind i.A. au
h gemis
hte Darstellungen notwendig, d.h. Wellenfunktionen, die von einenOrts- und einigen Impulskoordinaten abhängen. Die Parametrisierung einer Lagrange-Untermannigfaltigkeit kann man allerdings stets so wählen, daÿ (lokal) von den kanoni-s
hen konjugierten Paaren (pj , xj) immer nur eine Variable als Parameter auftritt (d.h.niemals Ort und Impuls mit demselben Index j), siehe z.B. [42, Lemma 4.5℄. Damit läÿtsi
h das obige Vorgehen generell zum Fortsetzen über Kaustiken hinweg verweden.7.8 EBK-QuantisierungWir su
hen nun approximative Eigenfunktionen (vgl Abs
hnitt 7.2, d.h. stationäre WKB-Lösungen. Entpre
hend betra
hten wir die stationäre S
hrödingerglei
hung,

(Ĥψ)(x) = Eψ(x) , (7.91)und ma
hen einen WKB-Ansatz
ψ

WKB
(x) = a~(x) e

i

~
S(x) , a~ =

∞∑

k=0

(
~

i

)k

ak(x) . (7.92)Wir wissen, daÿ wir einer WKB-Wellenfunktion eine Lagrange-Untermannigfaltigkeitzuordnen können (weg von Kaustiken). Die Funktion S löst jetzt die zeitunabhängigeHamilton-Ja
obi-Glei
hung
H0(∇xS, x) = E . (7.93)Für stationäre WKB-Lösungen muÿ au
h ΛS invariant unter dem Fluÿ φtH0

sein. Lokalhaben wir immer (bis auf Kaustiken)
ΛS = {(p, x) ∈ R

2d | p = ∇xS} . (7.94)Im Allgemeinen erwarten wir mehrere Zweige, sowohl für die Wellenfunktion
ψ

WKB
(x) =

∑

j

aj
~
(x) e

i

~
Sj(x) (7.95)63



als au
h für die Lagrange-Untermannigfaltigkeit
ΛS =

⋃

j

{(p, x) ∈ R
2d | p = ∇xSj} , (7.96)alles bis auf Kaustiken (dort parametrisieren wir ΛS dur
h Impulse, oder gemis
ht).Aus der Hamilton-Ja
obi-Glei
hung (7.93) folgt

ΛS ⊆ ΩE (7.97)mit der Energies
hale
ΩE = {(p, x) ∈ R

2d |H0(p, x) = E} . (7.98)Im Folgenden setzen wir stets voraus, daÿ ΩE kompakt ist.7.8.1 Wann dürfen wir WKB-Funktionen erwarten?Für Systeme mit nur einem Freiheitsgrad stellt si
h die Situation vergleisweise einfa
h dar.Lemma 7.9. Für ein System mit nur einem Freiheitsgrad (d = 1) ist die Enenergies
hale
ΩE selbst eine invariante Lagrange-Untermannigfaltigkeit.Beweis: �invariant�

• φtH0
erhält die Energie, d.h. φtH0

(ΩE) ⊆ ΩE

• φtH0
erhält das Phasenraumvolumen ⇒ φtH0

(ΩE) = ΩE�Lagranges
h�: dim ΩE = 2d − 1 = 1 = d, und in zwei Dimension ist jede eindimensionaleUntermannigfaltigkeit Lagranges
h, denn parametrisiere lokal p(x) ⇒ dp ∧ dx = ∂p
∂x

dx ∧
dx = 0

�Für d ≥ 2 Freiheitsgrade wir die Situation komplizierter.
� Energies
hale: dim ΩE = 2d− 1
� Lagrange-Untermannigfaltigkeit: dim ΛS = D (⇒ ΛS ⊂ ΩE fürWKB-Wellenfunktion)
� Trajektorie: (ξ, y) ∈ R2d fest, dim{(p, x) ∈ R2d | |(p, x) = φt(ξ, y) , t ∈ R} = 1Ist nun z.B. der Hamiltons
he Fluÿ φtH0

ergodis
h auf der Energies
hale, dann ist dieTrajektorie {φt(ξ, y) | t ∈ R} di
ht in ΩE für fast alle (ξ, y) ∈ ΩE (eine typis
he Bahnkommt jedem Punkt beliebig nahe � daher ist das Zeitmittel glei
h dem Mittel über dieEnergies
hale). Damit ist i.A. au
h φtH0
(ΛS) di
ht in ΩE , und wir haben keine Chan
e, eineeindeutige WKB-Funktion zu konstruieren!Um fortfahren zu können, forderen wir nun Integrabilität im folgenden Sinne.Satz 7.10. (Liouville-Arnold) Für eine Hamiltons
hes System mit Hamiltonfunktion

H0 : R2d → R seien d−1 weitere Erhaltungsgröÿen A2, A3, . . . , Ad (in Involution) gegeben,d.h. (mit A1 := H0)
{Aj, Ak} = 0 ∀ j, k = 1, . . . , d . (7.99)64



Betra
hte die Niveaumenge der Fuktion Aj,
Ma := {(p, x) |Aj = aj , i = 1, . . . , n} . (7.100)Die Funktionen Aj seien unabhängig auf Ma, d.h. die 1-Formen dAj seien linear unabhän-gig an jedem Punkt auf Ma. Wie nennen diese System integrabel und es gilt:1. Ma ist eine glatte Mannigfaltigkeit, die invariant unter dem Hamiltons
hen Fluÿ φtH0ist.2. FallsMa zusammenhängend und kompakt ist, dann istMa di�eomorph zum d-dimensionalenTorus

T
d = {(θ1, . . . , θd) mod 2π} . (7.101)3. Der Hamiltons
he Fluÿ φtH0
de�niert eine quasiperiodis
he Bewegung auf Ma, d.h.

θ̇ = ω(a) . (7.102)4. Die Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen können dur
h Quadarturen gelöst werden.Beweis: siehe Vorlesung Mathematis
he Physik I (Stefan Teufel, WS 06/07) oder [43,Kapitel 10℄Bemerkungen:
� Hamiltons
he Flüsse mit d = 1 sind integrabel.
� Die Flüsse φt1 := φtH0

, φtj := φtAj
, j = 2, . . . , d vertaus
hen, d.h
φtj ◦ φsk = φsk ◦ φtj . (7.103)

� Die Tori sind die Lagrange-Untermannigfaltigkeiten, für die wir WKB-Funktionenkonstruieren mö
hten.
� Die Erhaltungsgröÿen H0, A2, . . . Ad und die Winkel θ1, . . . , θd sind i.A. keine Paa-re kanonis
h konjugierter Variablen. Man kann aber andere Erhaltungsgröÿen, dieWirkungsvariablen

Ij :=
1

2π

∮

Cj

p dx , (7.104)einführen, die kanonis
h konjugiert zu den θj sind. Die Hamiltonfunktion H in denVariablen (I, θ) ist dann nur eine Funktion der Wirkungen I ni
ht aber der Winkel
θ, d.h. H(I). Die Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen lauten also

θ̇ = (∇IH)(I) =: ωI . (7.105)65



7.8.2 Quantisierungsregel in einer DimensionDie Energies
hale ΩE ist zuglei
h Trajektorie und Lagrange-Untermannigfaltigkeit. Wennunsere WKB-Wellenfunktion zur Zeit t = 0 mit ΩE assoziiert ist, so bleibt sie es au
hfür alle Zeiten7. Wenn wir zur Zeit t = 0 an einem Punkt (ξ, y) ∈ ΩE Amplitude undPhase von ψ
WKB

festlegen, so erhalten wir zum Zeitpunkt t einen Beitrag vom Punkt
(p, x) = φtH0

(ξ, y) ∈ ΩE . In führender Ordung erhalten wir am Punkt (p, x) die Phase
1

~

(
S0(y) +

∫ x

y

PdX −Et

)
− π

2
µ , (7.106)wobei µ der Maslovindex von {(p, x) ∈ R2 | (p, x) = φt

′

H0
(ξ, y) , 0 ≤ t′ ≤ t} ist. Der Vorfaktorist in führender ~-Ordung ledigli
h A0(y) multipiziert mit der Wurzel aus dem Betrag derJa
obideterminante einer Variablentransformation von y na
h x.Wir wählen nun zur Zeit t = 0 für Amplitude und Phase am Punkt (p, x), genaudie Werte, der si
h � bis auf den Faktor e−

i

~
Et � au
h zur Zeit t dur
h Integration derAnfangsbedingung an (ξ, y) ergeben.Die Zeitabhängigkeit von ψ

WKB
ergibt si
h damit zu e−

i

~
Et, d.h. die Energie der mögli-
hen Quasimode beträgt E.Allerdings wird diese Konstruktion ni
ht für beliebige Energien E gelingen, es muÿnämli
h die folgende Konsistenzbedingung erfüllt sein. Sei T > 0 die Periode der Bewe-gunge, d.h. die kleinste Zeit, für die φTH0

(ξ, y) = (ξ, y) gilt. Der Beitrag des Punkts (ξ, y)zur Wellenfunktion ψ
WKB

beträgt dann in führender Ordung
A0(y)

√
det

∂yj
∂xk

e
i

~
(S0(y)+

R x
y PdX−Et)−i π

2
µ . (7.107)Dies muÿ aber glei
h dem Wert A0(y)e

i

~
S0(y) zur Zeit Null multipliziert mit dem Phasen-faktor e−

i

~
Et sein. Wir erhalten also als Konsistenzbedingung

1

~

∮
P dX − π

2
µ

!
= 2πn , n ∈ Z , (7.108)d.h. die korrigierte Bohr-Sommerfeld-Regel

∮
P dX

!
= 2π~

(
n+

µ

4

)
, n ∈ Z . (7.109)Dabei ist µ der Maslovindex eines Umlaufs um die Energies
hale.Kann die klassis
he Wirkung auf der Linken Seite von (7.109) bestimmte Werte ni
htannehmen, so ergeben si
h entspre
hende Eins
hränkungen an die mögli
hen Werte derQuantenzahl n. Beispiele für mögli
he Werte des Maslovindex' sind in Abb. 15 skizziert.7Bis auf Terme der Ordung O(~∞) 66
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Abbildung 15: Der Maslovindex µ einer Kurve miÿt nur die Topologie � �Eindellungen�, wie von(a) na
h (b) führen ni
ht zu Änderungen. Im Fall (
) ist die Koordinate x bereits L-periodis
h �wie z.B. der Winkel eines mathematis
hen Pendels.Beispiel: Für eine eindimensionale Potentialmulde, wie wir sie bereits in Übungsaufgabe 3behandelt haben, erhalten wir eine Bewegung zwis
hen zwei Umkehrpunkten, d.h. µ = 2(Situation (a) in Abb. 15). Die Wirkung

S(E) =

∮
p dx mit p = ±

√
2m[E − V (x)] , (7.110)kann nur positive Werte annehmen. Somit lautet die Quantisierungsbedingung

∮
p dx = 2π~

(
n +

1

2

)
. (7.111)Diese haben wir bereits in Übungsaufgabe 3 gefunden, indem wir die Lösung der S
hö-dingerglei
hung in der Nähe der Umkehrpunkte (Airy-Funktion) sowie deren Asymptotikbetra
htet haben. Für den harmonis
hen Oszillator H0 = p2

2m
+ m

2
ω2x2 sind die semiklassi-s
hen Eigenwerte glei
h den quantenme
hanis
hen.7.8.3 Skizze für d DimensionenIn d ≥ 2 Dimensionen konstruieren wir WKB-Funktionen, die mit den invarianten Tori ausdem Satz von Liouville und Arnold. Wir gehen zunä
hst vor wie im eindimensionalen Fall.Die Invarianz der Tori unter φtH0

garantiert uns wieder, daÿ eine WKB-Funktion, die zurZeit t = 0 mit einem bestimmten Torus Λ assoziiert war, dies au
h wieder � bis auf O(~∞)� für alle Zeiten bleibt. Wir legen wieder Amplitude und Phase des Beitrags eines Punktes
(ξ, y) ∈ Λ zur Wellenfunktion fest. An einem Punkt (p, x) ∈ Λ mit (p, x) = φtH0

(ξ, y)wählen wir wieder zu Zeit t = 0 die Phase zu
1

~

(
S0(y) +

∫ x

y

P dX

)
− π

2
µ , (7.112)und den Vorfaktor A0(y)

√
det ∂yj/∂xk. Allerdings errei
hen wir für d > 1 so ni
ht allePunkte auf Λ. 67



An dieser Stelle bedienen wir uns der kommutierenden Flüsse φt2 bis φtd, entlang dererwir ebenfalls WKB-Lösungen konstruieren können: Die Erhaltungsgröÿe Aj spielt dann dieRolle der klassis
hen Hamilton-Funktion und der Weyl-Operator op[Aj ] die des quanten-me
hanis
hen Hamiltonoperators.Dur
h Verkettungen φtdd ◦ · · · ◦φt11 errei
hen wir jeden Punkt auf dem Torus Λ. Entspre-
hend legen wir die Phase von ψ
WKB

zur Zeit t = 0 am Punkt (p, x) = (φtdd ◦ · · · ◦ φt11 )(ξ, y)zu
1

~

(
S0(y) +

∫ x

y

P dX

)
− π

2
µ (7.113)fest. Hierbei ist der Integrationsweg zunä
hst entlang der Verkettung der Flüsse zu nehmenund der Maslovindex µ für diesen Weg auszuwerten. Da Λ Lagranges
h ist, dürfen wir denIntegrationsweg aber beliebig deformieren, ohne daÿ si
h dabei der Wert des Integralsändert. Der Maslovindex ist ebenfalls invariant unter sol
hen Deformationen.Konsistenzbedingungen erhalten wir nun, wenn wir einen Weg von y na
h y wählen,der ni
ht auf einen Punkt zusammenziehbar ist. Es muÿ dann gelten

1

~

∮
P dX − π

2
µ = 2πn , n ∈ Z . (7.114)Es genügt, diese Bedingung für eine Basis {C1, . . . , Cd} ges
hlossener Wege auf Λ zu erfüllen,vgl. Abb. 2. Ein Vertreter für Cj ist dann ein Weg, längs dessen die Winkelvariable θj um

2π anwä
hst, während alle anderen Winkel θk, k 6= j, konstant sind. Dann gilt
∮

Cj

P dX = 2πIj , (7.115)wobei Ij die zu θj kanonis
h konjugierte Wirkungsvariable ist. Die korrigierten Bohr-Sommerfeld-Regeln ∮

Cj

P dX = 2π~

(
nj +

µj
4

)
, nj ∈ Z , (7.116)werden Einstein-Brillouin-Keller- (EBK-) oder Torus-Quantisierung genannt. Hierbei ist

µj der Maslovindex des Weges Cj .Die EBK-Regeln legen die mögli
hen Werte der Wirkungen I fest, für die si
h statio-näre WKB-Wellenfunktionen konstruieren lassen. Ist wieder H die Hamiltonfunktion inWirkungs- und Winklevariablen, so lauten die approximativen Energieeigenwerte
En = H

(
~(n+ µ

4
)
)
, (7.117)mit n ∈ Zd beziwhungsweise einer Teilmenge davon, falls die Wirkungsvariablen klassis
hnur bestimmte Werte annehmen können.Beispiel: Zentralpotential 3D... Kepler-Problem und Verglei
h mit Abs
hnitt 168
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