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1 Die alte Quantentheorie nach Bohr und Sommerfeld

In diesem Abschnitt wird eine nicht-technische Einfiihrung, sowie ein historischer Abrif
iiber die alte Quantentheorie gegeben. Es werden einige explizite illustrierende Rechnungen
durchgefiihrt  auf prézise Definitionen aller eingefithrten Groéfsen wird jedoch verzichtet.
Nebenbei wiederholen wir anhand eines Beispiels die Formulierungen der klassischen Me-
chanik nach Lagrange, Hamilton und Hamilton-Jacobi. Die Darstellung orientiert sich zum
Teil an einem é&lteren Lehrbuch der theoretischen Physik [1] sowie an an den klassischen
Arbeiten von Bohr und Sommerfeld, wie z.B. [2, 3].

1.1 Bohrsche Postulate und Bohrsches Atommodell

Im Jahr 1913 veroffentlichte Bohr seine beriihmten Arbeiten iiber den Aufbau der Atome
und die Berechnung atomarer Spektren mithilfe der Quantentheorie.

Zu diesem Zeitpunkt war die Quantentheorie eine offensichtlich unvollsténdige Theorie,
bestehend aus einzelnene Annahmen und einem nicht wohldefinierten Giiltigkeitsbereich.
Die Erkenntis, daf verschiedene Grofsen, die in der klassischen Physik kontinuierliche Werte
annehmen koénnen, in der mikroskopischen Welt nur als Vielfache einer Grundeinheit
eines Quants  auftreten, datierte bereits aus dem Jahr 1900 (Plancksche Theorie der
Schwarzkorperstahlung). Eine allgemeine Theorie zur Beschreibung der mikroskopischen
Welt existierte jedoch nicht, und es sollten noch mehr als 10 Jahre vergehen, ehe sie in
Form der Quantenmechanik von Heisenberg, Schrodinger u.a. entwickelt wurde.

Basis fiir Bohrs Arbeiten war ein Atommodell, in dem die Elektronen den Atomkern
umkreisen, wie die Planeten die Sonne. Empirisch gestiitzt wurde diese Vorstellung durch
die Streuversuche Rutherfords, welche gezeigt hatten, dal im Inneren eines Atoms ein klei-
neres, massives, positiv geladenes Zentrum existiert der Atomkern. Geméfs den Gesetzen
der Elektrodynamik wiirde ein solches oszillierendes System allerdings elektromagnetische
Wellen und damit Energie abstrahlen, woduch die Elektronen innerhalb kiirzester Zeit
(~ 107%s) in der Kern stiirzen wiirden. Stabile Atome wiiren demnach unméglich!

Bohr setzte dem die folgenden zwei Postulate entgegen [2, Seite 7| (dort anders formu-
liert):

1. Auf bestimmten Bahnen konnen die Elektronen strahlungsfrei um den Kern kreisen.
Diese Bahnen werden ausgewiihlt durch die Quantisierungsbedingung?

fpdqé%rhn (1.1)

mit einer ganzen Zahl n.

2Bohr formulierte dies urspriinglich fiir das Wasserstoffatom als Quantisierung des Drehimpulses [2,
Seite 15] und auch das erst nach Vergleich mit experimentellen Daten und Verwendung des Korrespon-
denzprinzips (vgl. Abschnitt 1.4).



2. Emission und Absorption findet nur dann statt, wenn das Elektron von einer solchen
Bahn auf eine andere iibergeht. Dabei ist die Energiedifferenz gleich dem Lichtquant
hv, bestimmt also dadurch die Frequenz v des emittierten oder absorbierten Lichts.

Bemerkungen:

e Es bezeichnet i = 2= wobei h das Plancksche Wirkungsquantum ist,

on)

h =~ 6,626-10734J s,
ha1,05-10"3%Js =1,055-10"%ergs.

e So wie hier formuliert erlauben, diese Regeln die Quantisierung (effektiv) eindimensio-
naler Systeme. Die Erweiterung auf mehrere Freiheitsgrade werden wir in Abschnitt
1.2 diskutieren.

Wir betrachten nun explizit die Kreisbewegung eines Elekrons im Zentralpotential (des

unendlich schwer angenommen Kerns). Die Lagrangefunktion fiir ein Elektron im Cou-

lombpotential —% lautet

2

m e
Llx.x) = —x2 4+ — . 1.2
(@) = ot + (12
In Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) gilt
sin @ cos ¢
x=re, =71 |sinfsing
cos 6 (1.3)

= x=re,+re,

= re, + rfey + rosin ey,

und damit )
L(r,0,¢,7, 0, gb) = % <7‘°2 + 120% + r2$* sin? 9) + 67 ) (1.4)
Die kanonisch konjugierten Impulse werden zu
oL ) oL 9 oL 9 . 9
= —— = mr, = — =mrb, = — =mr-¢sin“ 6, 1.5
D ar Do a0 Py 00 ¢ (1.5)

und wir erhalten die Hamiltonfunktion

H(prapeapdn T, 9) ¢) - prlr +p99 +p¢¢ — L

T:’:Pr/m )

0 = pg/mr

(i):pi/mr2sin20 (16)
R P e?

2m  2mr?  2mr?sin?0 1’



Fiir eine Kreisbahn (p, = 0) in der zy-Ebene (6 = 7, pg = 0) ergibt sich die Energie
2 2
o e
E=H Z,0) = - —. 1.7
(0,0,p¢,7’, 27¢) 22 r ( )

(Bemerkung: In dieser Ebene ist ps gleich dem Drehimpuls.) Die Bewegungsgleichung

. 0H pi e
r = s Uy s 1y Ev = - — = 1.8
b 8r(00p¢rz¢) mrd 7 0 (1.8)
(wegen p, = 0 verschindet auch p, identisch) liefert das Gleichgewicht von Zentrifugal- und

Coulomb-Kraft, und wir erhalten
2

Pe = Vmer = E:—;—. (1.9)
r

Damit lautet die Quantisierungsbedingung
21
7{]% do = / vme?rdg = 2mvme?r L onhn. (1.10)
0

Zunichst gilt n € Z; da jedoch die linke Seite nicht negativ werden kann, miissen wir auch
negative Quantenzahlen ausschliefen. Da sich fiir n = 0 das Elektron im Kern aufhalten
wiirde, schrankt man weiter auf n € N ein. Auflésen nach dem Radius liefert

h2n?
Ty =

. 1.11
ey (1.11)
Daraus ergibt sich der Bohrsche Radius 1 & 0, 5A, welcher auch im Vergleich mit gaskine-
tischen Experimenten die richtige Grofenordung hat. Weiter erhalten wir durch Einsetzen
in (1.9) die Energieniveaus des Bohrschen Wasserstoffatoms zu

E, = neN. (1.12)

T 2R2n?’

Auf der Basis des zweiten Bohrschen Postulats ergeben sich nun die mdoglichen Fre-
quenzen fiir Absorption und Emission zu

po = BB _me (1N (1.13)
TR T Ak \ k2 n2 ) ' '

Eine Formel dieser Form war bereits 1885 empirisch von Balmer fiir k& = 2, die sogenannte
Balmer-Serie, gefunden worden [4|. Die Serien mit k = 1, 3, 4 tragen nach ihren Entdeckern
die Namen Lyman, Paschen und Brackett. Auch der Wert des Vorfaktors in (1.13), der
Rydberg-Konstante, war in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten.
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1.2 Verallgemeinerung auf mehrere Freiheitsgrade
Bohr-Sommerfeld-Quantisierung

Auch nach dem Erfolg des Bohschen Atommodells war die Physikergemeinde zunéchst
unschliissig dariiber, wie die Quantenbedingungen auf Systeme mit mehreren Freiheits-
gradebn anzuwenden sei (Das Wassersoffatom ist natiirlich bereits ein System mit drei
Freiheitsgraden, Bohrs hatte es durch seine explizite Rechnung fiir Kreisbahnen jedoch auf
ein effektiv eindimensionales Problem reduziert.)

Planck betrachtete die Quantisierung des Phasenraumvolumens als geeigneten Aus-
gangspunkt fiir eine allgemeine Betrachtung [5]. Dazu unterteilte er (fiir d Freiheitsgrade)
den Phasenraum in Zellen mit Volumen h¢, und Phasenraumvolumina sollten nur als Viel-
fache dieses elementaren Volumens vorkommen, d.h. fiir V € R¢ x R¢

/ d%pdir =n(27h)*, ne€N. (1.14)
v

Weiter miissen nach Planck die Begrenzungen der quantisierten Volumina duch Hyper-
Fliachen gegeben sein, die invariant unter dem klassischen Fluf sind. Eine Schar solcher
Flachen ist (fiir eine autonomes System) stets durch die Energieschalen

Qp = {(p,z) e R x R*| H(p,x) = E} (1.15)

gegeben. Fiir ein eindimensionales Sy-
stem geniigt damit die Plancksche Be- p‘
dingung, um die moglichen Energieni-
veaus festzulegen und fiithrt, wie man

sich anhand von Skizze 1 leicht klar- Og

macht, auf dieselbe Bedingung wie (1.1),

da
/ dpde = %pda:, (1.16) -
1(Qp) T

wobei I(Qg) das Innere von Qg bezeichnet.
Fiir Systeme mit mehreren Freiheitsgraden
ist diese eine Bedingung jedoch nicht hinrei-
chend, um die quantentheoretisch erlaubten
Zusténde festzulegen. Nach Plancks Metho-
de miissen nun weitere 2d — 1-dimensionale,
invariante Hyperflichen gefunden werden,
die dann ebenfalls in Quantisierungsbedingungen eingehen, um so die erlaubten Zustande
des Systems weiter zu einzugrenzen.

Abbildung 1: Bahnkurve p(z) bzw. Energie-
schale Qg fiir d = 1.

Sommerfelds Standpunkt war [3] (vgl. auch entsprechende Beitrige von Schwarzschild
[6] und Epstein [7]), bei separablen Systemen dasjenige Koordinatensystem zu wéhlen, in



dem die Bewegungsgleichungen separieren und dann fiir jeden Freiheitsgrad eine Bedingung
der Form (1.1) zu fordern,

%pjdsz%rhnj, anZ, jg=1,...,d. (117)

Auf diese Weise quantisierte Sommerfeld im Wasserstoffatom nicht nur Kreisbahnen son-
dern beliebige Kepler-Ellipsen und fiihrte neben Bohrs Hauptquantenzahl n auch soge-
nannte Nebenquantenzahlen ein (siehe Abschnitt 1.3).

Einstein schlofs sich dem Sommerfeldschen Standpunkt an |8] und gab eine koordinaten-
unabhinge Formulierung. Er stellte fest, dalk nicht Separabilitit sondern lediglich Integra-
bilitdt (nach Liouville [9]) notwendig sei und betonte den geometrischen Charakter des Pro-
blems.

In einem integrablen System mit d
Freiheitsgraden existieren d unabhingi-
ge Erhaltungsgrofen. Die invariante, d-
dimensionale Niveauflache fiir feste Werte
aller Erhaltungsgrofsen hat die Topologie ei-
nes Torus T?. Auf einem solchen Torus exi-
stiert eine Basis d nicht-kontrahierbarer Zy-
kel C;, sieche Abb. 2. Einstein forderte nun,
dak entlang eines jeden Zykels das Wegin-

tegral von pdx quantisiert sei, Abbildung 2: Nichtkontrahierbare Basis-Zykel
d C;j auf einem zweidimensionalen Torus T2
pdx =27hn;, neZ®,  (1.18)
G

und formulierte damit koordinatenunabhinge Quantisierungsbedingungen fiir beliebige in-
tegrable Systeme. Fiir separable Systeme entsprechen diese den Sommerfeldschen Bedin-
gungen. Einstein erkannte in [8] auferdem bereits, dak sich diese Methode grundsétzlich
nicht auf nicht-integrable Systeme, also insbesondere chaotische Systeme, verallgemeinern
1akt.

Den geeigneten Rahmen fiir die Quantisierung von Systemen mit mehreren Freiheits-
graden bietet dann die Integration der Hamilton-Jacobi-Gleichung durch Einfiihrug von
Wirkungs- und Winkelvariablen. Nach dieser Methode wollen wir nun noch einmal das
Wasserstoffatom quantisieren.

1.3 Das Wasserstoffatom nach Sommerfeld

Die folgende Herleitung des Wasserstoffspektrums wurde 1916 von Sommerfeld angegeben
[3], siehe auch [10].

Wir erinnern uns, daf bei einer Bewegung in einem Zentralpotential stets der Drehim-
puls
L=mxxx (1.19)



erhalten ist, d.h. {H, L} = 0, wobei {-,-} die Poissonklammer, definiert durch,

0A 0B 0A OB
=3 (G5 S 0

bezeichnet. Die Poissonklammern zwischen Komponenten des Drehimpulses verschwinden
nicht, z.B. {L,, L,} = —L,. Wegen {L? L.} = 0 ist es sinnvoll

E=H, L:=|L und M:=1L, (1.21)
als unabhéingige Erhaltungsgrofen zu betrachten. In Kugelkoordinaten gilt
L =mre, x <7’”er + réeg + T(ﬁ sin Hed))

= mr2fey — mr2dsin feg (1.22)

= pp€y — Pe e
%0 " sing
und damit

p
L= pg+sin‘§9 und M =p,. (1.23)

Wir 16sen nun das Zentralproblem mithilfe von Wirkungs- und Winkelvariablen. Aus
der Hamiltonfunktion (1.6) ergibt sich die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung

1 /082 1 /0S\? 1 95\ 2
sl Ehded [ = - - (= = 1.24
2m (87’) - 2mr? (89) - 2mr2 sin? f (&b) TV =E (1.24)

(fiir beliebige Zentralpotentiale V' (r) wir sind spéter speziell am Coulombpotential V (r) =
—% interessiert). Durch einen Separationsansatz fithren wir zwei Integrationskonstanten
(Erhaltungsgrofen) ein, die wir durch Vergleich mit (1.23) mit der z-Komponente und dem
Betrag der Drehimpuls identifizieren,

oS 2 oS 2 1 a8 2
2 [ Y~ i _ ) B
' (87’) * (89) T 7o sin? 6 <8¢) 2mr(E =V (r)). (1.25)
N —
- =M? .,
—1?

Dann fiithren wir V\’irkungsvariablen ein,

L= (% do= 5 § Mdo.

1 /
Iy = — 9—— 44/ L% — 1.26
" o % sm@ ( )
Ir—l —7’——% \/QmE V(r Ld
or




wobei +, /7~ jeweils bedeutet, dak auf unterschiedlichen Abschnitten des Integrationswe-
ges, unterschiedliche Zweige der Wurzel verwendet werden miissen. Die erste Wirkungsva-
riable I4 bestimmt sich trivial zu

1 2
Iy = — Mde =M. 1.27
o=g | Mo (1.27)
Der Integrationsweg im zweiten Integral er-
streckt sich von 0.,y zu Opax = T — Omin

und zuriick, vgl. Abb. 3, wobei auf dem er-
sten Teilstiick die positive Wurzel und auf
dem Riickweg die negative Wurzel zu neh-
men ist. Zur Berechnung betrachten wir
die Integration des invarianten Ausdrucks
pdx entlang einer Kepler-Ellipse. Fiihren
wir einen zweiten Satz Kugelkoordinaten
(r,0',¢") ein, wobei die z’-Achse || L sei, so
gilt

prdr+pg dO+pg dd = pdr+py d0'+py d¢’
(1.28)

Weiter ist py = L, und entlang des Integra-

tionswegs gilt 6’ = const. (= §), d.h.

Abbildung 3: Kepler-Ellipse, Grenzen der 6-
_ / ntegration und Drehimpuls L.
podf +pydé = Ldg' . (1.29) Intes d Drehimpuls L

Damit erhalten wir sofort die zweite Wirkungsvariable,

1 1 2 1 27
Iy = — = — Ld¢ — — Mdp=L—-M. 1.
1= 5 pma0 =g [ pag -5 [ aras (1.30)

Berechnet man nun die dritte Wirkungsvariable [, und 16st das Ergebnis nach der Energie
E auf, so erhédlt man einen Ausdruck, in den man direkt die Quantenzahlen aus den Quanti-

sierungsbedingungen einsetzen kann. Speziell fiir das Coulomb-Potential V() = —% erhilt
man (siche Ubungsaufgabe 1)
me?
I, =—L —, 1.31
W\ oE (1.31)
sowie .
me
F=——. 1.32
2(I,+ L)? (1.32)

Nach Sommerfeld (1.17) sind die Wirkungen nun wie folgt zu quantisieren,

L="h, leN

1.33
I, =hn,, n, €Ny, ( )



und mit .
me

Epi=—s5rsr——3
o 2R2(n, +1)2

erhalten wir dieselben Energieniveaus wie nach Bohr (1.12). Die Beschréinkung auf positive
Quantenzahlen n, und [ ergibt sich daraus, da die klassischen Grofen I, und L nicht
negativ werden konnen. Weiter schlof Sommerfeld den Fall [ = 0 aus, da dabei das Elektron
den Kern durchqueren miifste.

(1.34)

Der Vorteil dieser Formulierung ist, daf neben den Energieniveaus auch ihre Multipli-
zitdten bestimmt werden kénnen. Dabei ist auch die Quantisierungsbedingung fiir I, = M
zu beriicksichtigen, die eine dritte Quantenzahl liefert,

M=mh, m=-l,—-1+1,...,1, (1.35)

welche jedoch nicht in die Energie eingeht. Die mdglichen Werte fiir m ergeben sich dabei
aus der (trivialen) klassischen Bedingung |M| < L. Betrachtet man weiter kleine Stérun-
gen des Systems, z.b. durch ein dufseres elektrisches oder magnetisches Feld (Stark- bzw.
Zeeman-Effekt), so hingen die Energieniveaus im allgemeinen auch nichttrivial von [ und
m ab. Sommerfeld und andere lieferten auf diese Weise bereits frith quantitative Beschrei-
bungen vieler spektroskopischer Experimente, siehe z.B. [3, 10].

1.4 Das Bohrsche Korrespondenzprinzip

Mithilfe der Quantisierungsbedingungen des 2. Bohrschen Postulats lassen sich atomare
Energieniveaus und mogliche Frequenzen fiir absorbierte oder emittierte elektromagneti-
sche Stahlung bestimmen. Zunéchst sind jedoch keine weitergehenden Aussagen iiber bei-
spielsweise Intensitit oder Polarisation der emittierten Strahlung moglich  Gréfen, die bei
der klassischen Beschreibung eines abstrahlenden Systems berechnet werden konnen. Au-
ferdem treten in Experimenten nicht immer alle Frequenzen auf, die bei Ubergingen von
beliebigen Anfangs- in beliebige Endniveaus moglich wiaren. Man muf daher annehmen,
daf nicht alle Ubergéinge moglich sind. Ist ein bestimmter Ubergang verboten, so spricht
man von einer Auswahlregel. Um diese fehlenden Informationen zu gewinnen, bediente sich
Bohr des Vergleichs mit der klassischen Beschreibung, die in einem bestimmten Grenzfall
richtig werden muf.

Zur Illustration betrachten wir zunichst nach (1.13) einen Ubergang vom n-ten Niveau
in das néchstniedrigere, d.h. k = n — 1. Fiir groke n gilt

1 1\ n*—k (n+k)n—-Fk _2n 2
Ew) T e T e S (1.36)
d.h.
L met (1.37)
nnml ™ o33 '
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Dies ist jedoch, wie man sich leicht {iberzeugt, gerade die klassische Umlauffrequenz bei der
Energie £ = E,,. Bei grofer Hauptquantenzahl n strahlt das Atom also quantentheoretisch
wie klassisch auf die gleiche Weise ab, nimlich, beim Ubergang in das nichstniedrigere
Niveau mit der klassischen Grundfrequenz. (Fiir n—k = 2,3,. .. treten ensprechend hohere
Harmonische auf.)

Ausgehend von dieser Beobachtung postulierte Bohr (siehe z.B. |2, 11, 1|), daf im
Grenzfall |n — k| < n, k die klassische Physik wieder giiltig wird. Dies ist die Kernsaussage
des Bohrschen Korrespondenzprinzips, welches nun erlaubt die fehlenden quantentheore-
tischen Informationen aus der klassischen Theorie zu gewinnen. Im Fall von Auswahlre-
geln, beispielsweise, argumentiert man folgendermafen: Fiir eine periodisch (oder quasi-
periodisch) bewegte klassische Ladung kann die Zeitabhéingigkeit des Aufenthaltsorts a(t)
in eine Fourierreihe entwickelt werden. Das System strahlt dann elektromagnetische Wellen
mit den, in der Fourierreihe vorkommenden, Frequenzen ab. Tritt nun eine Frequenz, die
zundchst nach dem zweiten Bohrschen Postulat moglich wére, in dieser Fourierreihe nicht
auf (kommt also im entsprechenden klassischen Problem nicht vor), so ist sie nach dem
Korrespondenzprinzip verboten.

Das Bohrsche Korrespondenzprinzip war also fiir
die alte Quantentheorie weit mehr als eine Konsi- A
stenziiberlegung, die besagte, in welchem Grenzfall E—0
die Quantentheorie in die klassische Mechnaik iiber-
geht — eine Aussage wie sie fiir jede neue physikali-
sche Theorie gelten muf, die eine bis dahin giiltige al-
te Theorie ablosen mdéchte. Das Korrespondenzprin-
7ip war vielmehr ein integraler Bestandteil der alten
Quantentheorie, welches viele spektroskopische Vor-
aussagen erst moglich machte.

Fiir die Zwecke dieser Vorlesung bemerken wir
noch, dak der Limes |n — k| < n,k des Bohrschen
Korrespondenzprinzpis uns im Wasserstoffatom an
die Tonisationsgrenze F = 0 fiihrt. In diesem Ener-
giebereich ist die spektrale Dichte grofs, vgl. Abb 4.
Spéter werden wir den semiklassischen Limes als den
formalen Limes h — 0 definieren, und es wird sich zeigen, dafs uns auch dies im Spektrum
zu Bereichen hoher Dichte fiihrt. In diesem Sinne ist der semiklassische Limes ein moderner
Nachfolger des Bohrschen Korrespondenzprinzips.

Abbildung 4: Die Energieniveaus des
Wasserstoffatoms haufen sich an der Io-
nisationsschwelle £ = 0.

2 Fouriertransformation und Verwandtes

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Fakten und Formeln iiber die Fouriertrans-
formation, Schwartzfunktionen, temperierte Distributionen und Integralkerne von Opera-
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toren. Wir illustieren die allgemeine Theorie anhand einiger Beispiele. Fiir Details und
insbesondere fiir Beweise verweisen wir z.B. auf [12, Abschnitt V.3| und [13, Abschnitte
IX.1-2|. Einen nicht-technischen Uberblick erhélt man in [14, Anhang A].

2.1 Die Fouriertransformation

Fiir eine Fuktion f € L'(RY) definieren wir die Fouriertransformation durch

f(p) = (2T1h)d » () e~ b7 ddy (2.1)

mit festem 7 > 0. Ist auch f € L'(R?) so erhalten wir durch die Fourier-Umkehrformel
f@)=[ fp)ermd’p. (2.2)
R

Wir schreiben auch

Flfiw)=fp) und  Ff|@) = f(z). (2.3)

Allerdings ist zu beachten, dak aus f € L'(R?) nicht zwangliufig f € L'(RY) folgt. Es ist
daher sinnvoll die Fouriertransformation zunichst auf anderen Radumen zu definieren.

Beispiel:
_je ;x>0 1
R (2.4
= f(p) = ! /OO e ¥ et qly = LN . ¢ L'(R) (2.5)
(2rh)? J, 2rh 1+ 3p

2.2 Schwartz-Funktionen

Wir bezeichnen mit S(R?) den Raum der Schwartz-Funktionen, der unendlich oft differen-
zierbaren Funktionen, die zusammen mit all ihren Ableitungen schneller verschwinden als
jede Potenz,

8@%=&f0ﬂw

sup |2*0° f(z)| <00 Va,B¢€ Ng} : (2.6)
rER
Dabei sind o und g Multiindizes, d.h. d-Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen, und es gilt

N olel
=t und 0 :

== 2.7
oxft - 0z’ (2.7)

: d
mit [af =375, .

Es gilt: S(RY) ist dicht in LP(R?) fiir jedes p > 1.
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2.3 Temperierte Distributionen

Der duale Raum zu S(R?) ist der Raum der temperierten Distributionen &'(R?).

Beispiele:

1. Sei g € S(R), dann definiert
@) fm [ o s 28)

eine stetige lineare Abbildung von S(R) nach C, d.h. (g,-) € S'(R). Gleichzeitig
erhdlt man auf diesem Weg eine Einbettung von S(R) in §'(R) (sogar dicht). Weiter
gilt S(RY) C LP(RY) C S'(RY) fiir alle p > 1.

2. Sei y € R% Definiere §, € S'(RY) durch 6,[f] = f(y). Obwohl es keine Funktion g
mit 6,[f] = [pu 9(z) f(x)d%a gibt, schreibt man dennoch symbolisch

7= [ e =)@’ = 1(y) 29
Rd
mit der sogenannten J-Funktion §(z — y).

Fiir T € S'(R?), a € N? definiert man die Ableitung 9T (genannt schwache Ableitung,
bzw. Ableitung im Sinne von Distributionen) durch

(0°T)[f] = (=) T f]. (2.10)

Im Fall einer Distribution vom Typ aus Beispiel 1 ist dies dquivalent zur Differentiation
von Funktionen, wie man sich durch partielle Integration iiberzeugt,

[ @@ f@ate =01 [ o) @ ) ate. (211)

Beispiele: Sei y € R und
L, x2y

Oz —y) = {0 , sonst

Als Funktion ist € offensichtlich nicht differenzierbar (nicht einmal stetig), aber es gilt

(2.12)

/_ T —y) f)de = — / "0 —y) @) de = — / T P@de=fy),  (213)

[e.e] [e.e]

d.h. 0 (zr —y)=6(x—y) in S
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2.4 Fouriertransformation (fortgesetzt)

Man kann nun zeigen, dak fiir f € S(R?) auch f € S(R?) und daR tatsichlich gilt
FUFIf = f=FIF A (2.14)

Sodann definiert man die Fouriertransformierte (und analog die Riicktransformation) einer
temperierten Distribution 7" € S durch

T(f]=TIf]. (2.15)

Man rechnet leicht nach, daf dies fiir 7' = (g, ), g € S, dquivalent zur Fouriertransforma-
tion der Funktion g ist.

Beispiel:
- P 1
Solf] = 0o[f] = £(0) = d? 2.16
1) = i) = F0) = G [ @) ata (2.16)
bzw., ausgedriickt iiber die d-Funktion,
Floul(p) = o5 (217)
o\ = (27h)®” '
Die Riicktransformation liefert die Fourierdarstellung der §-Funktion
i(z) = ! / en®? d4p (2.18)
(2mh)? Jpa ' '

Weiter lassen sich leicht verschiedene Rechenregeln zeigen (fiir Fouriertransformationen
von Produkten, Ableitungen, Faltungen. . .), von denen fiir uns im weiteren Verlauf v.a. die
folgende wichtig ist,

i o] _
f[aaf](p)=<ﬁ> p* f(p), (2.19)

(Beweis durch partielle Integration).

2.5 Schwartzscher Darstellungssatz

Spéater werden wir Distributionen auch zur Darstellung von Integralkernen linearer Opera-
toren verwenden. Basis ist der Schwartzsche Satz vom Kern (Schwartzscher Darstellungs-
satz).

Satz 2.1. (Schwartz) Ses A ein stetiger, linearer Operator,

~

A SR - SRY, (2.20)
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dann existiert eine eindeutige temperierte Distribution K4 € S' (R4, so dap

(AN = [ Kilzw) F) 'y (2.21)
R
Man nennt K ; den (Integral-)Kern von A.

Bemerkung: Wir verwenden hier dieselbe saloppe Schreibweise wie bei der d-Funktion,
d.h. Ka(z,y) ist natiirlich i.A. keine Funktion.

BEWEIS: Den Beweis findet man z.B. in |15, Abschnitt 5.2|.

3 Formalismus der Quantenmechanik

3.1 Zum Vergleich: Wiederholung der Hamiltonschen Mechanik

Die Hamiltonsche Mechanik lebt auf dem Phasenraum, einer symplektischen Mannigfal-
tigkeit — im Folgenden meist R?? — wo wir (zumindest lokal) Koordinaten (p, z), kanonisch
konjugierte Impulse und Orte einfithren kénnen. Observablen werden durch Funktionen
A R? — R dargestellt.

Eine besondere Rolle spielt die Hamiltonfunktion H(p, z) (im Folgenden der Einfachkeit
halber meist nicht explizit zeitabhéngig), die durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen

x‘:va(pv'T)v p:—va(p,.T), (3'1)
die Zeitentwicklung festlegt. Dabei bezeichnet ein Punkt die Ableitung nach der Zeit t. Mit
der Poissonklammer (1.20)

{4, B} = (3, A)(V. B) — (V. A)(Y} B) (3.2)
kénnen die Bewegungsgleichungen in symmetrischer Form geschrieben werden,
t={H,z}, p={HDp}. (3.3)
Allgemein gilt fiir jede (nicht explizit zeitabhéngige) Observable
A={H A}. (3.4)

NOTATION: Wenn (p(t),z(t)) die Losung von (3.3) mit Anfangsbedingung (p(0),z(0)) =
(po, o) bezeichnet, dann schreiben wir auch

¢ (po. z0) := (p(t), (1)), (3.5)
wobei ¢! : R? — R2? der Hamiltonsche Fluf ist; mit den offensichtlichen Eigenschaften
#° =id and ¢log’ =o't . (3.6)
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3.2 Zustandsraum und Messung

Der Zustandsraum der Quantenmechanik ist ein Hilbertraum, d.h. ein Vektorraum H iiber
C mit einem Skalarprodukt (-,-) : H x H 3 (¢, ¢) — (¢, ¢) € C und einer Norm |[[¢]| =
/{1, 1), beziiglich welcher H vollstandig ist.

Beispiel: Fiir ein Punktteilchen in d Dimensionen: H = L?(R%),

(W, 0) = | ¥(@)o(z) da. (3.7)

R
Ist ¢ so normiert, dak ||¢|| = 1, dann interpretiert man |¢)(z)|? als Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichte, d.h. das Teilchen befindet sich mit Wahrscheinlichkeit

po = /G () da (3.8)
in G C R4,

Den Phasenraumkoordinaten (p, z) sind Operatoren p und Z zugeordnet, in der Schro-
dingerdarstellung

R
p; = Ti und z; = x; Multiplikationsoperator) , (3.9)
1 8xj
und wir erhalten formal
o R
[Dj, Z1) = 753‘19, (3.10)
mit dem Kommutator o o o
[A, B = AB — BA. (3.11)

(Dabei muft man sich natiirlich {iberlegen, wo fl, f?, AB und BA definiert sind.) Dies
erinnert an die fundamentalen Poissonklammern

{zj,2:} =0, A{pj,pe} =0 und {p;, 2} = &, (3.12)

der klassischen Mechanik.
Allgemein sind Observablen lineare selbstadjungierte Operatoren zugeordnet,
A: H—-H
P Agp.

Bemerkung: Sei D; = {¢ € H | Atp € H} der Definitionsbereich (Doméine) von A. Dann ist
sein Adjungiertes At definiert durch

(3.13)

(, Ag) = (AT, ¢) (3.14)

mit Definitionsbereich D 4.
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A heifit symmetrisch, falls Aty = Ay Wy € Dj;.

A heift selbstadjungiert, falls (A, D ;) = (AT, D ).

Ein symmetrischer Operator A mit D ; C Dy heilst selbstadjungiert erweiterbar, falls ein
selbstadjungierter Operator A’ existiert mit Ay = A’y Vo € Dj.

e Kin symmetrischer Operator A heit wesentlich selbstadjungiert, falls A eindeutig selbstad-
jungiert erweiterbar ist.

Befindet sich das System in einem Zustand charakterisiert durch ¢ (im Folgenden stets
normiert, d.h. [|¢|| = 1) und man mikt die Observable, der der Operator A zugeordnet ist,
so erhélt man als Mefergebnis einen Eigenwert a,, von A. Nach der Messung befindet sich
das System in einem Zustand ,, aus dem zugehorigen Eigenraum, also fl@/}n = a,Y,. Die
Wahrscheinlichkeit p,,, dafiir dak die Messung so ausgeht ist gegeben durch p,, = | (1, ¥)|?.
Der Erwartungswert fiir den Ausgang der Messung ist

(A) = (v, Ay) . (3.15)

3.3 Dynamik

Im Schrodingerbild entwickeln sich die Zustandsvektoren unitér in der Zeit, d.h.

U R
xR =7t (3.16)
(wOa t) = 'l/}t
mit |[¢o]| = [|1bo]| V¢ € R. Die Operatoren A aus Abschnitt 3.2 sind dagegen konstant in
der Zeit.
NOTATION: Wir schreiben ¢, = 1 (z,t) d.h. heikt insbesondere g = ¥ (z,0), und aukerdem
U, t) = U(t) (,0). (3.17)
Definiert wird die Zeitentwicklung durch die Schrodingergleichung
P )
iha—f(x,t) = H(x,t), (3.18)

wobei der Hamiltonoperator H die Quantisierung (s.u.) der klassischen Hamiltonfunktion
H(p, z) ist. Formal lesen wir ab

U(t) = e nHt (3.19)

Im Heisenbergbild ist umgekehrt die Wellenfunktion zeitunabhéngig und die Operatoren
entwickeln sich gemaf ) o
Ht je=wHt (3.20)

S

b
—~

~
SN—

Il

(S
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in der Zeit (A(0) = A). Durch Differentiation findet man

i

At) .

[H, A(t)]. (3.21)

Man iiberzeugt sich leicht, daf man in beiden Bildern dieselben Erwartungswerte erhélt,

(W, Ay = (0, A(t)y) . (3.22)

Aufiderdem dhnelt (3.21) stark der Gleichung (3.4) und wir werden spéter sehen, daf dies
kein Zufall ist. ..

3.4 Das Ehrenfest-Theorem

...ist kein Theorem, sondern folgende Beobachtung, vgl. z.B. [14, Abschnitt 6.12]. Die
Bewegungsgleichungen fiir die Heisenberg-Operatoren der Koordinaten und Impulse sind
i
h

Fiir die Bewegung eines Punktteilchen in d Dimensionen im Potential V'(x) gilt

r=—[H,% und p=—[Hp. (3.23)

A2

A~ . p— "
H=2-+V(), (3.24)
d.h. ‘ ) ‘
p= L i =2 und  p=[V(),f] = —WV(2) (3.25)
T R P=3 PI= Ve ' '

Wir differenzieren die erste Gleichung nochmals nach der Zeit, setzen die zweite ein und
bilden iiberall Erwartungswerte,

N 1 )
(=L == (v (3.26)
Konnten wir nun auf der rechten Seite
(V,V(2)) = V,V((z)) (3.27)

schreiben, so héitten wir fiir den Erwartungswert () die klassische Bewegungsgleichung
gefunden (und analog fiir (p)). Intuitiv erwartet man

e starte mit einem Zustand, der bei x = x( lokalisiert ist,
e entwickle fiir kleine Zeiten ¢ das Potential um xq, d.h. V(x) =~ V (zy),

dann gilt obige Ndherung, und die Erwartungswerte folgen den klassischen Bewegungsglei-
chungen. Prézise Varianten des Ehrenfestschen Theorems sind der Ausgangspunkt fiir fast
alle asymptotischen Aussagen, die wir im Lauf der Vorlesung zeigen werden.
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4 Wigner-Weyl-Kalkiil

Im Folgenden motivieren wir zunéchst ausfiihrlich die Formeln der Weyl-Quantisierung,
welche dann (eigentlich als Definition) am Ende des néichsten Abschnitts stehen.

Es existieren verschiedene gute Texte iiber semiklassische und mikrolokale Analysis,
die aus verschiedenen Perspektiven unterschiedliche Schwerpunkte setzen. Die “Bibel” des
Gebiets ist das umfassende vierbéndige Werk von Hérmander [16]. Weitere klassische Texte
sind z.B. die Biicher von Robert|17], Folland|18| oder Grigis und Sjostrand [19]. Moderne
Darstellungen finden sich z.B. bei Dimassi und Sjostrand |20 sowie bei Martinez |21|. An
manchen Stellen war auferdem das Skript von Evans und Zworski 22| Vorlage fiir die
Vorlesung.

4.1 Weylquantisierung

In der klassischen Mechanik wurden Observablen durch Funktionen auf dem Phasenraum
dargestellt, fiir ein Punktteilchen in d Dimensionen A : R? x R? > (p,x) — A(p,z) € R.
Die Zuordnung von Operatoren zu einer Observablen nennt man Quantisierung.

Wir haben bereits die gefordert, dalt 2 = 2z und p = ?‘Vx Eine Funktion A(z), die nicht
von p abhéngt, quantisieren wir entsprechend,
A= A(2), (4.1)

ausgedriickt mithilfe der -Funktion bzw. iiber die Fouriertransformation,

fl:/ A(x) 6(z — 2) d%a

Le(r—2) qdg qd
%h /Rd/Rd a%¢ dda (4.2)
/ / hfxdd
Rd JRdA

Dabei definieren wir e#&% iiber die Potenzreihe. Die Integrationsvariable ¢ hat die Dimension
eines Impulses, d.h. das Integral in der zweiten Zeile geht iiber den Phasenraum. Fiir
Funktionen, die nur von p aber nicht von z abhingen gehen wir analog vor.

Méochten wir eine allgemeinere Funktion A(p,z) quantisieren so stellt sich i.A. ein
Operator-Ordnungsproblem; z.B. miissen wir uns entscheiden, ob wir der klassischen Funk-
tion zp den Operator

. h o h h o
xp-x:a—gj oder  pz = T—l—xTa—x (4.3)

oder eine Linearkombination (genauer: Konvexkombination) der beiden zuordnen wollen.

Eine mégliche (gute) Wahl ist das, durch die Weylordnung gegebene, symmetrische Produkt
. Ip+px
Tp = —

(4.4)
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Wir versuchen es daher mit einer symmetrischen Verallgemeinerung der zweiten Zeile

von (4.3),
i e s
= — A(p, x) enC@=8+v@=Pl qd¢ qdy qdp 4y . 4.5
(27Th)2d Rd JRd JRd JRd ( ) ( )

Als Test berechnen wir in einer Dimension

[ olNNe ol SINNe o]

T =——rs e h ////p:c enlél- m)”(” P d¢dydpda. (4.6)
T

—00 —00 —00 —00 e% §x—|—yp] h[ffC‘FyP]

Mit einem Spezialfall der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel kénnen wir die Exponential-

funktion aufspalten,

e wlEHURl = omiéE TRV on D (4.7)

Auferdem verschieben wir die Integrationsvariable x gemif 2’ = x + ¥ und erhalten

(o o2Ne ol S HENe o]

pla’ — = ehg(:‘c ) dédydpda’

Ly(p—p)
2lapeﬁ (4.8)
T hy
= Ip — p;f?(p—p)dp
1
f(x)d'(x) = —f'(x) 6(x)
b
TP T o
Der Vergleich mit
I D
§(xp+px)=§(xp+xp—[x,p])prJri- (4.9)

zeigt, dak (4.5) offensichtlich eine gute Definition ist — die wir Weyl-Quantisierung nennen.
Wir nennen A(p,x) das (Weyl-)Symbol von A.

Um explizitere Formeln fiir die Weyl-Quantisierung zu bekommen, berechnen wir nun

(AY)(2) in der Schrédinger-Darstellung. Es gilt

<e_%@w> (2) = e_%gzw(z) und
- (4.10)
(e7#70) (2) = vz — v).

20



Die zweite Beziehung ist, ausgeschrieben mir p = ?V, gerade die Taylorreihe von ¢ um z.
Zusammen mit (4.7) erhalten wir

A 1 iien fuy _ig,
(A)(z) = W/Rd /Rd /Rd /Rd Alp, z) en G5 o =582 (2 — ) d¥e %y d¥p da |
(4.11)
Das ¢-integral liefert 0(z + 4 — 2), was uns erlaubt, das 2-Integral auszufiihren,

~

(Av)(z) = ﬁ /R /R Alp, = — By et (= — ) dpdly. (4.12)

Durch eine Variablentransformation von y nach x = z—y erhalten wir die iibliche Definition
der Weylquantisierung.

Definition 4.1. (Weylquantisierung) Sei A(p,x) ein Symbol, A : R** — C dann nen-
nen wir den Operator

(A)(:) = s [ [ 4 <p, o f’f) ) () dipdle,  (413)

der auf ¢ € S(R?) wirkt, die Weylquantisierung von A. Wir schreiben

~ ~

op[A] = A und  symb[A](p,x) = A(p,x) . (4.14)

Satz 4.2. (Symbole von Schwartz-Klasse) Sei A € S(R??), dann definiert die Weyl-
quantisierung 4.1 einen stetigen Operator

opl4] : S(RY) — S'(R?) . (4.15)

BEWEIS: Aus (4.13) lesen fiir op[A] = A den Integralkern

(o)) = [ Kaw) vty (4.16)
zu 1 Tty §p(a—y) 4
Kate0) = g [ A (57 oy (4.17)
ab. Offensichtlich gilt
K 4(z,y) = FIA(, 59y — x), (4.18)

d.h. K € S(R*) und mit dem Schwartzschen Satz vom Kern 2.1 folgt die Behauptung. [J

Satz 4.3. (Distributionssymbole) Sei A € S'(R*?), dann definiert die Weylquantisie-
rung 4.1 einen stetigen Operator op[A] : S(R?) — &'(RY).
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BEWEIS: Analog zum Beweis von Satz 4.2, wobei nun sowohl A als auch K aus &'(R*?)
sind. 0

Satz 4.4. (Adjungierter Operator) Sei A € S(R??) (oder auch A € §'(R*?)), dann gilt
At = op[4]. (4.19)
Insbesondere ist die Weylquantisierung eines reellwertigen Symbols symmetrisch.

BEWEIS: Laut (4.17) gilt

1 i
Ky(w,y) = ; / A (p, x—w) er?=v) 4dp
R

(2mh) 2
1 xr + i
~ 27h)¢ Jpa 4 (p, 2 y) enri dip (4.20)
= K;(y, )
- At (I’, y) )

wobei das letzte Gleichheitszeichen unmittelbar aus (At ¢) = (1, Ag) und der Definition
des Integralkerns folgt. 0

Um beliebig zwischen Symbolen und Kernen wechseln zu kénnen, berechnen wir noch
die Umkehrung von (4.17). Dazu transformieren wir in (4.17) auf die neuen Integrations-
variablen X = mTer und z = x — vy,

1 i
KiX+3X-3%)=——= [ A(pX)ed 4.21
A( + 2 2) (27Th)d /]Rd (pv ) en p, ( )
und invertieren die Fouriertransformation,
symb[A](P,X) = A(P,X) = | K;(X +% X —2)e 17d%z. (4.22)
R4

4.2 Die Wignerfunktion

Weylsymbole stellen quantenmechanische Operatoren auf dem klassischen Phasenraum dar.
Analog kénnen wir eine Phasenraumdarstellung eines normierten Zustands 1 finden. Dazu
betrachten wir den Operator Py, der auf ¢ projiziert,

A

(Pyo)(x) = () | o(y)oly)dly (4.23)

Rd
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Sein Integralkern ist offensichtlich durch v (z)(y) gegeben. Das zugehorige Symbol nennt
man die Wignerfunktion von 1,

Wl(p,z) : = Symb[f’w](p, )

= [ v+ )T peia. 2y

Die Wingerfunktion wird manchmal als Quasiwahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet, da ihre
Randverteilungen,

1

2h) o W)(p, ) d%p = |¢(z)]? (4.25)

und
Tﬁln)d | WP, ) d'e = b )P, (4.26)

Wahrscheinlichkeitsdichten fiir Ort und Impuls sind.

Bemerkung: Analog definiert man die Wignerfunktion eines beliebigen Dichteoperators D=
> Pnn(tn, ), sowie die Wignertransformierte zweier Zusténde ¢ und ¢, d.h. das Weylsymbol

des Kerns ¢(x)p(y).

Satz 4.5. Sei ¢ € S(RY) und A : S(RY) — S'(R?) die Weylquantisierung des Symbols
A(p,x), dann gilt fir den Erwartungswert

A0 = [ W) Alp) dtpats. (1.27)

BEWEIS: Durch Nachrechnen:
#/ WY)(p, 2) Alp, 2) dipdia
27Th Rd JRd
/ / Yl +2) Y —2)e” 7P qly Kﬁ(xjt%/,x—%,)e_%zlpddz'ddpddzv
27Th Rd JRA JRA Rd

p-Integral liefert §(z + 2'), fiihre 2’-Integral aus

/]Rd qu/Jx—l— )(x —%)Kﬁ(x—g,x—l—%)ddxddz
Variablentrafo: y =z — %, Y =r+3

) /R W) Ky y) () dyaty
Rdm (A¢)(y) ddy = (3, A¢>
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4.3 Symbolklassen

Wir méchten nun Symbole betrachten, die fiir |p|, |x| — oo (wie ein Polynom) anwachsen
diirfen und auflerdem explizit von A abhdngen. Explizit h-abhéngige Symbole tauchen in
natiirlicher Weise auf, sobald wir Produkte von Operatoren betrachten, vgl. das Beispiel
fiir op[pz], Gleichung (4.8).

Definition 4.6. (Ordnungsfunktion) Fine Funktion m : R** — R*Y heifit Ordnungs-
funktion, wenn es Konstanten C und N gibt, so daf

m(p,x) < C{(p, ) = (& y)) ' m(&,y) (4.28)

fiir alle (p, x), (&,y) € R*. Dabei ist {(p,x)) := /1 + p? + 22,

Bemerkungen:

e Typische Beispiele sind m(p, z) = 1 und m(p, x) = ((p, x)).
e Das Produkt (myms)(p, x) = mi(p, ) ma(p, x) zweier Ordnungsfunktionen ist wieder
eine Ordnungsfunktion, denn

(mams)(p, z) = ma(p, x) ma(p, )
< Ci{(p,x) = (€,9)Mma(€,y) Cal(p @) — (&,9)Pma(,y)  (4.29)
= C{(p,x) = (&)Y (maims) (€, ),

mit C - C’ng und N = N1 -+ Ng.

Definition 4.7. (Symbolklassen) Sei m : R* — R* eine Ordnungsfunktion und o, 3 €
N¢ Multiindizes. Dann definieren wir die folgende Symbolklassen:

(i)
S(m) := {A € C(R*) | fiir jedes Paar o, 3 3 eine Konstante Cg,
so daf [0000A| < Cogmb},
(ii) weiter mit h € (0, 1],
S*(m) := {A € C°(R*) | fiir jedes Paar o, 3 3 eine Konstante Cyg,
so dap 0507 Al < Cog i m},
(111) und mit 6 € [0, 1],

SE(m) := {A € C*°(R*) | fiir jedes Paar o, 3 3 eine Konstante Cyg,
50 daff |00 A| < o h011=0181=F )
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Offensichtlich gilt S°(m) = S(m) und analog schreibt man auch Ss(m) := S9(m).
Bemerkungen:

e Grob gesagt, wichst ein Symbol A € S(m) fiir |p|, || — oo, mit all seinen Ableitun-
gen, nicht schneller als (p? + 22)V/2,

e Fiir Symbole A € S¥(m) wird eine explizite h-Abhinhgigkeit zugelassen — je grofer
k, desto singuldrer verhélt sich A im Limes A — 0. Man stelle sich z.B. ein h-
unabhingiges Symbol mit Vorfaktor A% vor.

e Bei Symbolen A € S¥(m) diirfen Ableitungen fiir & — 0 singuliirer sein als A selbst.

o Ist A€ S§(m) dann ist 9597 A € S§+6(Ioc\+lﬁ\)(m)

o Ist Ac S?ll (my) und B € Sg;(mg) dann ist das Produkt AB € Sﬁf;’fghéz}(mlmg).

Man kann nun zeigen: Falls A € S;(m), dann gilt op[4] : S(R?) — S(R?), d.h. solche
Operatoren lassen sich multiplizieren. Fiir den Beweis siehe z.B. |22, Theorem 4.15|. Wir
machen uns die Aussage im Folgenden lediglich dadurch plausibel, dafs wir eine Formel fiir
symb|op[A]op[B]] berechnen, und uns dann iiberlegen, fiir welche Symbole, das Ergebnis
sinnvoll ist. Vorher benotigen wir noch den Begriff der asymptotischen Entwicklung.

Definition 4.8. (Asymptotische Reihe) Sei A € Si(m) und A; € S:;j(m), wobei
kiv1 < kj, kj — —oo. Wir sagen Zj A; ist eine asymptotische Entwicklung fir A und
schreiben -
A~ > A, (4.30)
§=0

falls

N-1
A=Y A€ Si(m) (4.31)
§=0

fiir jedes N € N.

Bemerkungen:
e Wir haben fiir A > 0 keine Konvergenz der Reihe Zj A; gefordert.

e Man kann zeigen, daf zu einer Folge A; € S(];j(m), kjv1 < kj, kj — —oo0, stets ein

Symbol A € S¥(m) mit
N-1

A=Ay e SiN(m) (4.32)
=0
existiert, welches modulo S™°°(m) eindeutig ist; d.h. falls auch B ~ 3, A; dann gilt
A — B € S7°°(m), wobei
ST°(RY) := {A € C*(R") | fiir jedes Paar «, 3 und jedes N 3 eine Konstante C ,
so dal [0500 Al < CNy AN m} .
(4.33)
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Wichtige Beispiele fiir asymptotische Reihen sind durch die sogenannten klassische Sym-
bole S¥(m) gegeben, die eine asymptotische Entwicklung in ganzen Ai-Potenzen besitzen,

A€ Sh(m) & A~ S hTHA; Ay e S(m). (4.34)

J=0

Man nennt Ay das Hauptsymbol und A; das Subhauptsymbol von A. Wir schreiben wie
immer Sq(m) := S%(m).

4.4 Das Moyalprodukt

Sowohl klassische Observablen (Funktionen auf dem Phasenraum) als auch quantenme-
chanische Observablen (geeignete Klassen von Operatoren) konnen multipliziert (bzw. ver-
kniipft) werden. In der klassischen Mechanik ist diese Multiplikation kommutativ, fiir linea-
re Operatoren auf einem Hilbertraum jedoch i.A. nicht. Wir diirfen daher nicht erwarten,
daf das Symbol eines Operators AB, den wir durch Multiplikation zweier Operatoren A
und B erhalten haben, durch das Produkt der Symbole dieser Operatoren gegeben ist.

Um festzustellen, welcher Zusammenhang stattdessen gilt, gehen wir wie folgt vor: Wir
beginnen mit zwei Operatoren A und B mit Weylsymbolen A und B, nehmen an, dak die
Produkte AB und BA sinnvoll definiert werden kénnen und berechnen dann das Symbol
symb[op[A]op[B]] ausgedriickt durch die Symbole A und B. Anhand des Ergebnisses iiber-
legen wir und dann, fiir welche Symbolklassen dieses Vorgehen sinnvoll war. Fiir bestimmte
Klassen von Symbolen A, B werden wir auf diesem Weg eine asymptotische Entwicklung

fiir symb|op[AJop[B]] finden.

Zuerst definieren wir die Fouriertransformierte A von A = symb[A] durch

/ / 3) en@oteB) qdo 443 (4.35)
Rd JRdA

Einsetzen in (4.17) liefert

Ki(z,y) = /// ) enPl—yre) 532 0] qdp qdo, 493 (4.36)
27Th Rd JRA JRd

wobei das p-Integral 6(x—y-+«) ergibt, was wir verwenden, um das a-Integral auszufiihren,

Ky(z,y) = /Rd Aly -z, B)er 70’3, (4.37)

Wegen

K;p(z,y) = , K;(z,2) Kg(z,y) d?z (4.38)
R
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erhalten wir weiter

sblABl(p. o) = [ [ Kilo+50) Kyloo — e atyals
R

~ i z+y+z/2
[ ][ A et
Rd JRA JRE JRd

ipzrty

B(-y+—358)et” " emirralydlz dlad’s

Variablentransformation von y,z nach X =y -z —Zund ¥ = —y +x — 3,
X-Y
dh.z=—-(X+Y),y= gt
/ / / A(X, o) B(Y, B) er®™z enf¥a en?(X+HY) qdx 7y d%a 43 .
Rd JRA JRA JRd
(4.39)
Das Argument der Exponentialfunktion lautet
i
h[ (0 +6) + (X +Y)—jaY + 30X (4.40)

(1) (11)

e Die Terme (i) allein wiirden uns Fouriertransformationen liefern (denn wir integrieren
iiber a, #, X und Y'), d.h. wir miifsten A(X, «) und B(Y, 3) durch A(p, ) und B(p, z)

(nun mit den gleichen Argumenten) ersetzen.

e Allerdings haben wir auch die Terme (ii). Fiir diese entwickeln wir die Exponential-
funktion, und geméifs (2.19), erhalten wir dann fiir jede Multiplikation mit «, 3 (oder
X,Y) eine Ableitung in der entsprechenden Fouriervariablen, = (oder p).

Insgesamt ergibt sich

- [z (a+B)+p(X+Y)]
symbAB D, T Zn'/Rd/Rd/Rd/Rdef

A(X, a) { (X3 — uY)} ’ B(Y, ) diX d%y d?ad?s

2h

=1 i (h=h— h o< h—> "
(4.41)

wobei die Pfeile nach links (oder rechts) anzeigen, daf die Ableitung nur auf Funktionen
wirken, die links (oder rechts) des jeweiligen V-Operators stehen.® (Beispielsweise ergibt

3Littlejohn [23] nennt das Objekt V,V, — V.V, Janusoperator, nach dem rémischen Gott mit den zwei
Gesichtern.
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die Multiplikation mit X nur eine p-Ableitung von A jedoch nicht von B, da B nicht von
X abhing.)

Man stellt fest, dafs der n-te Term der Reihe einen Vorfaktor A" erhilt. Es dringt
sich daher die Vermutung auf, dak das Ergebnis unserer Rechnung eine asymptotische
Entwicklung von symb[AB](p, ) darstellt. Allerdings tritt jeder Faktor % zusammen mit
zwei Ableitungen auf, d.h. wir miissen sicherstellen, daf die Ableitungen der Symbole A
und B fiir A — 0 nicht zu singulér sind. Wenn wir A, B € S¥(m) mit § < % fordern, dann
sind die Terme mit hoherem n auch tatséchlich von héherer Ordnung in A, d.h. wir haben
eine asymptotische Reihe gefunden.

Satz 4.9. (Moyalprodukt) Seinen Operatoren A und B mit Symbolen A € Sfll(ml)
und B € S?; (mg) mit 012 < % gegeben, dann gilt fir das Produkt AB die asymptotische
Entwicklung

—

b AB)p) ~ Y L A [ (% - %% Ba)

5 (4.42)
= A(p,z) B(p,x) + E(V[JAV%B -~ VGAVB)(p,x) + ...,

- -

{4, B}

mit Summanden aus Sr];l;]g:gfﬁéz)(mlmg). Insbesondere gilt fiir A, B € Sq(m)

symb[[A, B]] = ?{AO, By} + O(h?), (4.43)

d.h. das Hauptsymbol des Kommutators ist gleich der Poissonklammer der Hauptsymbole.

5 Semiklassische Zeitentwicklung von Symbolen

5.1 Der Satz von Egorov

Wie mdchten nun mithilfe von Weylsymbolen und Moyalprodukt die quantenmechanische
Zeitentwicklung von (Heisenberg-)Operatoren untersuchen und mit der klassischen Zeit-
entwicklung von Observablen in Verbindung bringen.

Dazu bendétigen wir zunéchst einen wesentlich selbstadjungierten Hamiltonoperator f],
der dann eine Ein-Parameter-Gruppe unitiarer Operatoren

Uty=e 1t teR, (5.1)

erzeugt. Eine in diesem Sinne gute Klasse von Operatoren ist durch die Weylquantisierung
von reelwertigen Symbolen H (p,z) € Sq(m), d.h.

H~> WH;, HjeS(m), (5.2)
j=0
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mit m > 1 und H, elliptisch, d.h. 3C > 0, so daf
|Hy +1] > Cm, (5.3)
gegeben.

Als Observablen betrachten wir beschrinkte Operatoren A, sichergestellt z.B. durch
A€ Sy(1) C S(1)

Fiir den zeitentwickelten (Heisenberg-)Operator A(t) gilt dann

Aty =UT () AU®), (5.4)
d.h. fl(t) erfiillt die Heisenbergsche Bewegungsgleichung
0 . | QPN
—A(t) = -[H, A(t 5.5
CA(t) = 1A, A) (55)
mit Anfangsbedingung A(0) = A. Auf Symbolebene schreiben wir
symb[A] = A(t)  bzw.  symb[A](p,z) = A(p, z,1). (5.6)

Analog zu A ~ Zj A; wiirden wir auch gerne einen Ansatz
A(t) ~ ) I A;(t) (5.7)
5=0

fiir das Symbol von A(t) machen. Solange wir aber nicht wissen, ob die Symbolklasse
unter der Zeitentwicklung erhalten bleibt ; d.h. ob aus A € Sy(1) fiir geeignete H auch
A(t) € Sq(1) folgt, ist dies eine rein formale Entwicklung (“formale Potenzreihe in 7”).

Ubersetze nun die Heisenbergsche Bewegungsgleichung auf Symbolebene,

50325 (5) [FEE -850 - 40T - G
- — (=1)"H J A(t)
e~ 2 R\ oot (5.8)
e (2_) HJ A
[e%¢) 1 h 2n on+1
_;m<5) HJ  A).

. 9A. © X 1 B\ 2" “on+1
S ) - Gy () AT A
o ot oot (2n+ 1)! \ 2i

J

O(han—i—l-Fm) (5_9)

© j 1 1 2n 2n+1
S S Gt (o) m A




Durch Vergleich der Terme mit denselben hA-Potenzen erhalten wir Gleichungen fiir alle
A;(t), die jeweils nur Ag(t) mit & < j enthalten, d.h.

OA. | 1\2"  con+ 4
(1) = {Ho, A;()} = > e <5> H J  Ajona(t)+ > {H, Aj(t)}
n=1 1=0 ' =1

(5.10)
ist ein rekursives Cauchy-Problem mit Anfangsdaten A;(p,z,0) = A;(p, x). Insbesondere
gilt fiir das Hauptsymbol

O .0.1) = (H(p,2), Aolp, 1) .11
mit Losung
Aop,2.1) = A0l (0, 2),0) = Aol (0. 7)). (.12

d.h. man erhélt das zeitentwicklte Hauptsymbol, indem man das Argument von mit dem
klassischen Hamiltonschen Fluf mit Hamiltonfunktion Hy propagiert.

Hat man nun (5.10) Ordung fiir Ordung gelost, dann scheint der Ansatz (5.7) gerecht-
fertigt gewesen zu sein. Allerdings ist zu beachten, daf wir nun Symbole an gbﬁqo(p, x)
auswerten miissen. Ohne weitere Annahmen kdnnen wir aber nicht garantieren, daf z.B.
Aj o ¢y, wieder in Sy(1), denn je nach Hamiltonfunktion Hy kénnten die Argumente zu
von A; zu schnell anwachsen. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu 16sen, ist die weitere
Einschréinkung der Symbole A auf Funktionen A € C5°(R?*?) mit kompaktem Triiger. Dann
erhilt man z.B. fiir die zugehorigen Operatoren

3C >0 so dak < CrN (5.13)

12 (RY)— L2 (R?)

op {Z Aj(t)] — U () AU (¢)
j=0
fiir jedes N € N.* Ein analoges Ergebnis erhilt man auch, indem man fordert, daf der
Hamiltonsche Fluf ¢t; fiir endliche Zeiten beschrinkt ist:
Satz 5.1. (Egorov) Sei H € Sy(m) und A € Sk(1). Weiter sei
m>1 wund 3C >0 sodaff |Hy+1i]>Cm (5.14)

sowie

HCag >0 so dafs \8385HJ(]), SL’)| < Cag (515)

fiir alle (p,x) € R2 und alle |o| + |8 + j > 2. Dann ist der Heisenbergoperator A(t) fiir
jedes feste t € R die Weylquantisierung von A(t) € S¥(1) mit

A(t) ~ i R A4, (5.16)

AMit der Operatornorm ||A| 2.2 = sup ||Ag| L2

r2=1
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wobei die A;(t) das rekursive Cauchy-Problem (5.10) ldsen. Insbesondere gilt fir das Haupt-
symbol

Ao(p,z,t) = Ag(dy, (p, 7)) - (5.17)

BEWEIs: Siehe z.B. [17, Theorem IV-10| fiir einen vollstdndigen Beweis.

5.2 Heuristische Bemerkungen zur Ehrenfestzeit

Der Satz von Egorov, Satz 5.1, garantiert

uns die Kontrolle iiber die Zeitentwicklung

fiir endliche (feste) Zeiten ¢ im Limes h —

0. Uber die t-Abhiingigkeit der Fehlerter-

me wird keine Aussage gemacht. Mochten P
wir gleichzeitig zu h — 0 zu grofen Zeiten
gehen, d.h. ¢t — o0, so kommt das Lang-
zeitverhalten der klassischen Mechanik zum
tragen. Beispielsweise kénnen fiir chaoti-
sche Systeme kleine Anderungen in der An- -
fangsbedingungen zu exponentiell anwach-
senden Abstinden zwischen den entspre-
chenden Trajektorien fithren, vgl. den soge-
nannten Schmetterlingseffekt, grob gesagt,

165, (. 2) = &5, (&, )| = | (p,2) = (& y)lle™ (5.18)

mit dem Lyapunov-Exponenten A\ > 0. Wir erwarten daher zunéchst, daf kleine Fehler —
sagen wir Ordnung A" in der Zeit exponentiell grofer werden, und damit auf Zeitskalen,
die logarithmisch in A sind zu Fehlern der Ordnung 1 anwachsen kénnen. Man nennt

X

Abbildung 5: Zeitentwicklung der Wignerfunk-
tion eines Wellenpakets entlang exponentiell di-
vergierender Trajektorien.

1 1

die Ehrenfestzeit (auch log-breaking-time) [24, 25|.

Um den Zusammenhang mit Abschnitt 3.4 herzustellen bilden wir zunéchst in

A(p,z,t) ~ Ao(qﬁfqo (p,x))+ ... (5.20)

auf beiden Seiten die Weyl-Operatoren, d.h. op[...], und dann Erwartungswerte in einem
Zustand . Mit Satz 4.5 erhalten wir

A 1

W AGD) ~ s [ W) Aol ) dlpaie 4 (520
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Abbildung 6: Beispiele fiir zweidimensionale Billards mit integrabler (obere Reihe: Kreis, Qua-
drat, Ellipse) bzw. chaotischer Dynamik (untere Reihe: Sinai, Stadion, Kardioide) — Quelle:
http://www.physik.tu-dresden.de/ baecker/.

d.h. wir konnen auch die Zeitentwicklung von Erwartungswerten approximativ mithilfe
der klassischen Mechanik beschreiben. Wenn wir eine Variablentransformation (p/,2’) =
%, (p, ) machen, erhalten wir aukerdem

- 1

(¥, A()) ~ rR) s W) (05, (0, 2) Ao(p', 7)) d'p'd%a’ + .. (5.22)

(die Jacobi-Matrix fiir diese Transformation ist 1, da ein Hamiltonscher Fluf das Phasen-
raumvolumen erhélt, vgl. Satz von Liouville), d.h. die Wignerfunktion entwickelt sich in
fiihrender semiklassischer Ordnung wie eine klassische Phasenraumdichte: Ein Wellenpa-
ket mit einer Wignerfunktion, die um einem Punkt (p,z) im Phasenraum lokalisiert ist,
folgt zunéchst der Trajektorie durch (p, z). Nach einer Zeit der Ordnung 75 wird der quan-
tenmechanische Erwartungswert aber im Allgemeinen von gbfqo (p, x) abweichen, vgl. Abb.
5.

Sowohl fiir die Zeitentwicklung von Wellenpaketen als auch von Heisenbergoperatoren
kann man zeigen, daf semiklassische Approximationen bis zu Zeiten der Ordnung 75 giiltig
bleiben, siehe z.B. [26] fiir Wellenpakte und |27, 28] fiir Heisenbergoperatoren. Semiklas-
sische Zeitentwicklung zu groferen Zeiten ist Gegenstand aktueller Forschung, siehe z.B.
[29, 30, 31].
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5.2.1 Was bedeutet i — 07

Speziell wenn man von der Giiltigkeit semiklassischer Approximationen bis zu ~A-abhéngigen
Zeitskalen spricht, ist die Frage berechtigt, was der formale Limes A — 0 physikalisch
bedeutet. In einer numerischen Simulation kann man zwar den Wert von A verdndern und
das Skalierungsverhalten verschiedener Grofen unter einer solchen Verinderung studieren.
Das physikalische A ist allerdings eine Naturkonstante mit einem festen Wert, vgl. Abschnitt
1.1.

Man mufs daher fiir verschiedene Systeme jeweils den richtigen physikalischen Grenz-
iibergang finden, der dem formalen Limes A — 0 entspricht. Oft 14t sich der semiklassische
Limes spektral interpretieren, z.B. im Wasserstoffatom als Limes £ — 0 (Ionisationsschwel-
le) oder als Limes F — oo in homogenen Potentialtopfen. Oft findet man den geeigneten
physikalischen Grenziibergang durch Skalierungsargumente, siehe z.B. [32]. Wir werden
spiter noch sehen, da i — 0 spektral stets den Ubergang in Bereiche mit groker spek-
traler Dichte beschreibt, vgl. die Bemerkungen zum Bohrschen Korrespondenzprinzip in
Abschnitt 1.4.

Fiir das folgende Beispiel diskutieren wir hier kurz den Fall von Billards: Betrachte
einen Schrodingeroperator ohne Potential, H = —%A, auf G € RY mit geeigneten Rand-
bedingungen auf 0G. Fiir die zeitunabhingige Schrodingergleichung,

2

" 2mE

I = B E29

Atp = o) (5.23)

ist offensichtlich & — 0 #quivalent zu vE — oo. Die klassische Dynamik in einem Billard
(freie Bewegung mit elastischer Reflexion am Rand) kann je nach Form der Umrandung
zu integrabler, chaotischer, oder gemischter Dynamik fiihren, siehe Abb. 6.

5.2.2 Illustration: Zeitentwicklung im Kardiodbillard

In der Vorlesung wurden Filme gezeigt, in denen die Zeitentwicklung eines Wellenpakets
im (halben) Kardiodbillard — Berandung OG in ebenen Polarkoordinaten gegeben durch
r(¢) = (1+cos ¢) — dargestellt ist, vgl. Abb. 7. Man erkennt, daf das Wellenpaket zunichst
(fiir kleine Zeiten) einer klassischen Bahn folgt ab Zeiten der Ordnung der Ehrenfestzeit
T weichen klassische Trajektorie und quantenmechanischer Erwartungswert voneinander
ab. Zu grokeren Zeiten (aber immer noch logarithmisch in A bzw. in E) erscheint die Wel-
lenfunktion gleichverteilt mit zufilligen Fluktuationen. Das jeweilige Skalierungsverhalten
dieser charakteristischen Zeitskalen kann beobachtet werden, indem man Wellenpakete mit
unterschiedlicher mittlerer Energie betrachtet.
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rﬁ mnn < movie_2D_tst_run_nl_2new.mpg iNryn = movie_3D.mpg

t=2.9960

seq_fig._1_timescale_5.pdf (1 page)
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QIQICICIC A

Abbildung 7: Screenshot der Filme und Plots zur Zeitentwicklung von Wellenpakten im Kar-
diodbillard — mit freundlicher Genehmigung von Arnd Bécker, siehe auch http://www.physik.
tu-dresden.de/"baecker/.

6 Oszillatorische Integrale und die Methode der statio-
naren Phase

Ausfiithrungen zur Methode der stationidren Phase findet man in vielen einschlagigen Bii-
chern. Eine leicht lesbare anschauliche Einfiihrung mit Hinweisen auf viele Erweiterungen
— hohrere Ordungen, Sattelpunktsmethode (method of steepest decent) — findet sich in |33,
P.C. Clemmow, Asymptotic Approxzimations to Integrals, Appendix III|. Unsere Darstel-
lung orientiert sich an [19, Kapitel 2| und der, ebenfalls darauf aufbauenden, Ausarbeitung
[34].

6.1 Etwas Heuristik

Wir méchten das asymptotische Verhalten von Integralen der Form

I(h) = /Rd a(x) en?@ ddg (6.1)

34



1-5 T T T T T T : T T

Re(a(z)ew#®))
 Fla(@)]
1 B P e nr"n_ .~\\ -
05 ! -
ol
0.5 | - 1
15 L— - - - - - - -

Abbildung 8: Typisches Verhalten des Integranden von I(h) mit einem stationdren Punkt bei
Tro = 0.

untersuchen. Betrachten wir zunéchst das Verhalten des Integranden in der Nidhe eines
Puktes y € suppa,

p(r) = y) + (Vo) y) (z —y), (6.2)

d.h. im Limes i — 0 oszilliert der Ausdruck immer schneller (vgl. Abb. 8), und wir erwar-
ten, daf sich im Integral alles weghebt — solange (V)(y) # 0.

Sei nun x ein stationdrer Punkt (zunéichst der einzige!) der Phase ¢, d.h (V¢)(zy) = 0.
Nach obiger Uberlegung sollte der einzige relevante Beitrag zu I(h) aus einer Umgebung
von xy kommen, vgl. Abb. 8. Wir entwicklen daher

1 D¢

~ - o T

(zo) (v — w0), (6.3)

und mit a(x) ~ a(xg) wird I(h) ein Gaulsches Integral. Das heifst, wenn wir so entwickeln
diirften, dann sollte fiir A — 0

| i 2 )2 Lo(w0)
I(h) ~ a(zo)en?@) / o3 (0=a0)" o) (e=a0) g (27i0) aéj’o)eh ’ (6.4)
R det 8:cj<;0:vk (o)

gelten (solange det ~22—(z0) # 0).

Ox;0xy,
Wir werden im Folgenden zeigen, daf dies tatséchlich der fithrende Term in einer asym-
ptotischen Entwicklung von I(h) fiir & — 0 ist.
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6.2 Methode der stationaren Phase

Lemma 6.1. (nicht-stationiire Phase) Sei ¢ € C*®°(RY) reellwertig, a € C°(R?) und
Vo(zr) #£0VY x € suppa, dann gilt

Hm:/an#@Mwﬂmﬂ)VNeN,hﬁo. (6.5)
Rd

Wir schreiben dafiir auch

I(h) = O(h®), h—0. (6.6)

BEwEIs: Wir definieren den Differentialoperator

—ih
L:= W(V@)(az) \% (6.7)

mit der Eigenschaft

=

Len® = en® (6.8)

Mit partieller Integration erhalten wir

I(ﬁ):/ a(x) Len?® qdg
Rd

R (V) ()]
=0(n),
und analog O(hY) mit der Ersetzung L +— LY und N-facher partieller Integration. O

Wir haben also gezeigt, daf alle Beitrige zu I(#) in endlicher A-Ordung tatséchlich von
den stationdren Punkten der Phase kommen miissen. Habe ¢ daher nun einen (einzigen)
isolierten /nicht entarteten, stationdren Punkt zo im Triger von a, d.h. (Vy)(xy) = 0 und

2

det ((D2¢) (o)) = det (85](;0“ (:Bo)) #0. (6.10)

Betrachte eine Umgebung U von x,. Wiihle eine Funktion y € Cg°(R?) mit suppxy C U
und x(z) =1V z in einer Umgebung U’ C U von xy. Dann haben wir eine Zerlegung der
Eins,

L= x(x) +[1 = x(2)], (6.11)
und damit [(h) = I,(h) + I>(h) mit

(6.12)



Dal— x(z) #0V z €U’ folgt mit Lemma 6.1 I5(h) = O(h*) und damit
I(h) = I,(h) + O(h™). (6.13)
Im Folgenden sei daher stets 0.B.d.A. suppa C U.

NOTATION: Da der stationdre Punkt xy laut Voraussetzung nicht entartet ist, d.h.
det ((D2¢)(xo)) # 0, hat (D2¢)(xo) keinen Eigenwert 0. Sei also 0 < r < d die An-
zahl der positiven Eigenwerte von (D2?p)(zo) (und damit d — r die Anzahl der negativen
Eigenwerte), dann definieren wir

sgn(D2p)(xg) :=2r — d, (6.14)

die Anzahl der positiven minus die Anzahl der negativen Eigenwerte.

Der folgende Satz ist zentral fiir die Methode der stationéren Phase, da er uns im we-
sentlichen zeigt, daf die Approximation der Phase durch die Entwicklung (6.3) tatséchlich
erlaubt ist.

Satz 6.2. (Morse-Lemma) Sei ¢ stationdr in xq, nicht entartet, dann existieren Umge-
bungen U von xo und V von 0 € R? und ein Diffeomorphismusy: U — V, so daff

1
ple(y)) = elzo) + 5 (Vid. v —yii— ...y

! (6.15)
=: ¢(70) + §yTQy,

wobei x(y) die Umkehrung von y: U — V' bezeichnet.

BEWEIS: Zunéchst bringen wir den quadratischen Term der Entwicklung der Phase durch
einige einfache Variablentransformationen auf die Form aus (6.15)

o Translation z +— 2/ = x — 2y, also 2, =0

o orthogonale Transformation 2’ — 2" = R~12’ mit

J

d
T (D2p)(0)2' = 2" RY(D2,¢)(0)Ra" = Z Az (6.16)
j=1

wobei \; die Eigenwerte von (D2,¢)(0) sind, und wir in vereinfachter Notation
die Funktion ¢(z(z”)) mit ¢(z”) bezeichnen (analog nach den folgenden Variablen-
transformationen). Diese Transformation kann so gewihlt werden, dak \,..., A, >0
und Ay, ..., g <O.

] P 1
0 Skalierung z; := \/|\j[ 2] =
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Der entscheidende Schritt ist nun, zu zeigen, dak man die Terme héherer Ordung lokal zum
Verschwinden bringen kann.

o Wir betrachten dazu der Ausdruck fol(l - t)%@(tz) dt. Partielle Integration liefert

1 82
/0(1—75)(% o(t2) dt — /(% (t2)d o

= p(2) — sO(Z =0).

0 Wegen 2 o(tz) = 2T(D2p)(t2) = gilt

o(z) —plz=0)= 327Q(z)z  mit

¢ (6.19)
Q) =2 [ (- (D)) ar,
0
und durch Vergleich mit (6.17) folgt weiter
RE
QO =2t~ 52| 20
0
= (DZp)(0)
+1
0
) " (6.20)
N —1
0
—1
= diag(j—l, L =1 —14) )
r;al d—;rmal

Wir suchen nun noch einen Diffeomorphismus der Form y(z) = A(2)z mit einer Matrix A,
die glatt von z abhéngt und A(0) = 1 erfiillt. Wenn dann

Q(2) = A(2)"T Q(0) A(2), (6.21)
so gilt . ) )
p(2) = 9z =0) = 27Q(2)2 = 52" AR)TQUO) Al2)z = 5y"QO)y (622
~——
=y(z)

mit y(z = 0) = 0 (stationdrer Punkt). Damit wére der Satz gezeigt.
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o Sei M(n,R) der Raum der d x d-Matrizen mit reellen Eintridgen und M(n, R) der

Unterraum der symmetrischen Matrizen. Definiere

F:M(,R) — M/(dR)

6.23
A = ATQ(0)A (6:23)
mit Ableitung dF' : M(d,R) — Las(ar)—nm,(r), und an der Stelle A
dF(A): M(d,R) — M(d,R
(4): M(d B (@) 601

B +— BYQ0)A+ATQ()B

(Bemerkung: F(A+ B) = F(A)+ BT Q(0) A+ AT Q(0) B + Terme, die quadratisch

-~

—dF(A)(B)
in den Matrixelementen von B sind). Insbesondere ist

dF(1)(B) = B*Q(0) + Q(0)B (6.25)

surjektiv, denn fiir beliebiges C' € M,(d,R) withle B = 1Q(0)7'C, und es gilt

(Q0)~' = Q(0) = Q(0)")

AF(3)(B) = 57 Q(0) Q(0) + 1 Q(0) Q) C = C' (6.26)

Damit garantiert uns der Satz iiber implizite Funktionen (bzw. Satz iiber die Um-
kehrfunktion) ein glattes Rechtsinverses G von F, d.h. F'o G = id, wobei G eine

Umgebung von Q(0) € M,(d,R) auf eine Umgebung von 1 € M (d,R) abbildet.
o Wéhle nun A(z) = G(Q(z)), und es gilt wie gewiinscht

Q(z2) = (F o G)(Q(2)) = F(A(2)) = A(2)" Q(0) A(2). (6.27)

Dies schliefst den Beweis des Morse-Lemmas 6.2 ab.

Nun wenden wir Satz 6.2 auf I(h) = I1(h) + O(h™) an,

I(R) = /U a(z) er?® dlg + O(h™)

893k
det —=
e (y)

— / a(z(y)) ere@®)
v

:e;¢(xo)/ a(z(y)) ezr? QO |det %(y)
v

Yi

dy + O(h™).

Wir nennen @ := Q(0) und b(y) := a(x(y)) ’det %—?;(y) , und es bleibt

e—%w(wo)](h) — /

\%4

Rd
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d%y + O(h™) (6.28)

b(y)ez ¥ dly + O(h™) = / b(y)ez " ¥dly + O(h™).  (6.29)



Das zweite Gleichheitszeichen gilt, weil der Integrand genau einen stationdren Punkt (bei
y = 0) hat, und wir eine Zerlegung der Eins analog zu (6.13) verwenden kénnen.

Im verbleibenden Integral werwenden wir die Parsevalsche Gleichung fiir eine Fourier-
transformation ohne £, d.h. wir definieren (nur hier)

1

et qdy .
G [ S (6.30)

f(&) =

Dann gilt

dg = f iz€ A7 e aixé’ qd et qd
/Rdf(x)g(I)dx_/Rd/Rd Rdf(f)e §(&) e ade'de
(2) / F(©)3(E)8(¢ — &) ae'ae (6.31)
Re J R4

~ (2r)’ Wﬂ@ﬁ)dé

Nun benétigen wir noch die Fouriertransformation der komplexen Gaufs-Funktion ey QU

Lemma 6.3. (Gaufisches Integral) Sei M reell symmetrisch und nicht singuldr, dann
gilt

1 LT Ma—izg by — 1 el sen M —%ETMJE (6 32)
2m) Jau© T 2mnd2 [ det M|2¢ ' '

BEWEIS: Siehe Ubungsaufgabe 2.
Damit (M = 3Q, M~" = hQ, |det M| = i~?) gilt

/ b(y) e¥" W = (2rR)%2elT e Q / b(&) e 2ETA ql¢ (6.33)
Rd

Rd

Nun konnen wir die e-Funktion in Potenzen von A entwickeln und erhalten als fithrenden
Term

/ﬁ@)”ﬁ%ws b(E) [1 + O(R)] d€ = b(0) + O(R). (6.34)

Rd

Es war b(0) = a(xg ‘det 92k (1 = O)) Nun gilt aber

6290 al’n 82¢ axm B
= gon V=0 =5, W=0 g 5w =w) 5ty =0 (639)
sowie |det Q| = 1, d.h.
O, 2
1 = | det(D3p)(wo)| 821 (y=0)| , (6.36)
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und damit also

_ a(zo)
YO0 = (Gt (D2g) (wo) (6:37)

Alle Ergebnisse dieses Abschnitts ergeben zusammen das folgende Theorem.

Satz 6.4. (stationire Phase mit isolierten stationiren Punkten) Sei
I(h) = / a(z) en?® 4y (6.38)
Rd

mit a € CP(R?), ¢ € C°(R?) reellwertig mit einem einzigen, nicht entarteten stationdren
Punkt xq € supp a. Dann gilt

i sen(D2g)(z0)

[STIsH

reo(xo)

a(zy) en o sty .
S T2 o L (639

I(h) = (27h)

Falls supp a mehrere isolierte, nicht entartete, stationdre Punkte enthdlt, dann miissen ihre
Beitrage addiert werden.

BEWEIS: s.o.

Bemerkungen:

o Satz 6.4 liefert genau das in Abschnitt 6.1 geratene Ergebnis (6.4).

o Terme von hoherer Ordung in A lassen sich prinzipiell berechenen, indem man die
Entwicklung der e-Funktion in (6.34) zu hoheren Ordnungen fortsetzt. Dadurch erge-
ben sich Ableitungen von b(y) und die Ausdriicke werden schnell uniibersichtlich. Ist
man nur in einem speziellen Fall explizit an den Termen hoherer Odnung interessiert,
so kann es rechentechnisch einfacher sein, das heuristische Argument aus Abschnitt
6.1 wie folgt fortzusetzen: Man setzt die Entwicklung der Phasenfunktion zu ent-
sprechend héherer Ordung fort, (zo) + 3(z — o)™ (D%*p) () (z — m9) + R(x — z0)
(R(x — 20) = O(|lz — x0[%)), und entwickelt danach wiederum e#®(#=70) zu geeig-

neter Ordung. Die Integrale der einzelnen Summanden liefern dann Momente einer

Gauk-Verteilung.

Als Néchstes mochten wir Integrale der Form
I(h;y) = / a(x,y) en?@y) 44z (6.40)
R4

betrachten, bei denen Amplitude und Phase glatt von einem Parameter a € R! abhingen.
Sei nun zy € R? ein stationdrer Punkt, d.h.

(Vo) (o, 90) =0 fiir ein 7 € R'. (6.41)
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Falls xg nicht entartet ist, d.h.

©

det(D? = det
e( :l:go)('r()uy()) € 8$]a$k

(z0,40) # 0, (6.42)

dann konnen wir (V,¢)(x,y) = 0 lokal noch = auflésen und erhalten y — zo(y) aus einer
Umgebung von 7y € R in eine Umgebung von xy € R? mit

(V) (zo(y),y) =0 und (D2¢)(z0(y),y) # 0 (und konstant) . (6.43)
In diesem Fall erhalten wir als Verallgemeinerung von Satz 6.4 die folgende Aussage.

Satz 6.5. Sei a € CP(RY x RY) so, daff {z € R?|3y € R mit a(z,y) # 0} in einem
Kompaktum in R? enthalten ist. Weiter sei ¢ € C®(R? x RY) reellwertig mit (in R?)
isolierten, nicht entarteten stationdren Punkten x (y). Dann gilt

ei% sgn(D2)(zo,; (y),y)

[det(D?) (w0, W), )2 O(h2*1) . (6.44)

[(h> y) = (27Th)% Z CL(SEOJ‘(y)’ y)e%@(wo,j(y),y)

J

BEWEIS: Obige Uberlegung und Anwendung von Satz 6.4.

Als letzten Fall méchten wir nun noch die Situation betrachten, wenn der stationéire
Punkt nicht isoliert ist, sondern eine Mannigfaltigkeit M C R? existiert, auf der o(z)
stationar ist, d.h.

M = {z € RY| (Vy)(z) = 0} (6.45)

sei ein glatte Untermannigfaltigkeit mit Dimension [ < d. Eine hinreichende Bedingung
dafiir ist, dafs die Ableitung der Funktion

Vi :RY — R (6.46)

surjektiv auf M ist < rang(D?p)(z) = d—1 ¥V x € M. Dann konnen wir lokal Koordinaten
(u(z),v(x)) einfithren, so dak x € M < v(z) =0, d.h. u = (uy,...,u;) parametrisieren M
(lokal). Wir definieren ¢(u,v) und A(u,v) durch

¢(u(z), v(x)) = @(x),  Alu(z),v(z)) = a(z), (6.47)

und Stationaritat bedeutet
®(u,0) = ¢p  (konstant) (6.48)

Fiir festes u hat ¢(u,v) einen stationdren Punkt bei v = 0, welcher nicht entwartet ist, da

2

0v; vy,

rang(D?¢)(u,0) = rang (u,0)=n—1 VYu. (6.49)
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Daraus folgt auferdem sgn D? = const. (da kein Eigenwert von D?¢ das Vorzeichen wech-
seln kann). Wir kénnen also in

i

(6.50)

I(h) —/ () en?@® dig
0z (u,v)

= [, [ Atweieen |

Satz 6.5 anwenden (im v-Integral) und erhalten:

A%ty dlu + O(h)

Satz 6.6. (stationiire Phase mit Familie von stationiiren Punkten) Seia € C3°(RY),
o € C°(RY) reellwertig und so, daf die Menge M = {x € R¢|(Vy)(z) = 0} ihrer statio-
nédren Punkte eine glatte l-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. Dann gilt

Ox(u,v)

ou0) du+O(h=7). (6.51)

o o e [ i sEn(D29) (1.0
(h) = (2h) /M O Gt D20, 0172

Bemerkungen:

o Beitrdage mehrerer solcher M, isoliert voneinander, miissen addiert werden.

o Familien stationdrer Punkte tragen fiir A — 0 stirker bei als isolierte stationére
Punkte.

7 WKB-Methode und EBK-Quantisierung

Die WKB-Methode hat ihren Namen von den Arbeiten von Wentzel, Kramers und Bril-
louin, [35, 36, 37|, die kurz nach Entwicklung der Wellenmechanik untersuchten in welchem
Sinne sich die alte Quantentheorie nach Bohr und Sommerfeld bzw. die klassische Mecha-
nik aus der Quantenmechanik ableiten lassen. Statt der Bezeichung WKB findet man auch
BKW (v.a. in der franzosischen Literatur) oder JWKB fiir die Beitrige Jeffreys’ |38]. Als
Kurzwellenasymptotik ist die Methode aber bereits viel &lter als ihre Anwendnung in der
Quantenmechannik und beschreibt z.B. auch den Ubergang von der Wellenoptik zur geo-
metrischen Optik.

Versucht man, stationdre WKB-Losungen zu konstruieren, so miissen bestimmte Konsi-
stenmzbedingungen erfiillt werden, die die Form korrigierter Bohr-Sommerfeld-Regeln an-
nehmen, vgl. Abschnitt 1. Nach einer Arbeit von Keller [39], die wie bereits Einsteins Ar-
beit [8] im Kontext der alten Quantentheorie eine koordinatenunabhéngige Formulierung
dieser Regeln erreicht und geometrische Strukturen im klassischen Phasenraum betont,
werden die korrigierten Quantisierungsregeln als Einstein-Brillouin-Keller-Quantisierung
(EBK) bezeichnet. In ihnen tritt eine topologische Invariante, der Maslov-Index [40, 41, 42|
auf.
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Darstellungen der WKB-Methode enthalten sowohl viele Quantenmechanik-Biicher als
auch Texte iiber semiklassische oder mikrolokale Analysis. Drei gute Beispiele, in sehr un-
terschiedlichem Stil, sind (1) das Quantenmechanik-Lehrbuch von Messiah |14, Kapitel 6],
in dem die WKB-Methode auf #hnliche Weise behandelt wird, wie in unserer Ubungsauf-
gabe 3, (2) ein Anhang in Arnolds Lehrbuch-Buch iiber klassische Mechanik |43, Anhang
11], in dem v.a. die geometrischen Aspekte betont werden und (3) das Buch von Lazut-
kin [44], eine sehr ausfiihliche Darstellung mit vielen technischen Details. Empfehlenswert
sind auferdem die Originalarbeit von Keller [39] und sein Review-Artikel [45] sowie ein
Review-Artikel von Duistermaat |46].

7.1 Motivation

Wir mdéchten approximative Losungen der Schrodingergleichung im Limes A — 0 finden.
Ebene Wellen

Yz, t) = aerrrE@t acC,pecR? mit E(p) = 2p—, (7.1)
m
sind Losungen der freien Schrodingergleichung
oY h?
ih—=——A 7.2
ot 2m ¥ (7.2)

Dabei 16st die Phasenfunktion S(x,t) = px — E(p)t die Hamilton-Jacobi-Gleichung,

(vS) 05
2m ot

0, (7.3)

fiir ein freies Teilchen. Fiir die Schrédingergleichung mit Potential

ih%—f(m, t) = (—%A + V(x)) U(z,t) (7.4)

macht man lokal einen Ansatz als “ebene Welle”
Prons (,1) = an(z, t) uen SE (7.5)

wobei ¢ auf viel kleineren Skalen oszilliert als das Potential V', d.h. der schnell (fiir & — 0)
oszillierende Faktor en®@? sieht lokal ein niherungsweise konstantes Potential, und der

Vorfaktor ap(z,t) stellt einen langsam variierenden Vorfaktor dar man setzt daher weiter

N an(w,t) = i (?)a(m ). (7.6)

n=0
Wenn wir A-unabhingige Funktionen S und a, finden, so haben wir eine WKB-Lo6sung
konstruiert.
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7.2 Quasimoden

Zunichst ist nicht klar, welche Bedeutung approximative Losungen der Schrédingerglei-
chung haben. Man kann sich z.B. fragen, ob eine stationdre WKB-Lo6sung und der zuge-
horige approximative Eigenwert irgendetwas mit Eigenfunktionen und dem Spektrum des
Schrodingeroperators zu tun. Mithilfe des Begriffs der Quasimode lassen sich diese Frage
formulieren und prézise Aussagen zeigen. Wir deuten hier nur kurz die einfachsten Fille
an, und verweisen fiir eine ausfiihrlichere Darstellung z.B. auf |44|.

Definition 7.1. (Quasimode) Sei e > 0 und H mit Definitionsbereich Dy, selbstadjun-
giert in einem Hilbertraum H. Das Paar (v, E) mit ¢» € H, ||[¢]| = 1, E € R, ist eine

e-Quasimode falls )
[Hy — By <e. (7.7)

Bemerkungen:

0 Quasimoden mit € = 0 sind Paare von Eigenwerten und Eigenfunktionen von H.
o Manchmal bezeichnen wir auch kurz das ¢ aus Definition 7.1 als Quasimode.

Was folgt nun fiir das Spektrum von H?

Satz 7.2. Sei (E, 1) eine e-Quasimode von f], und H habe kein kontinuierliches Spektrum
im Interval [E — e, E'+ €|. Dann enthdlt dieses Interval einen Eigenwert von H.

BEWEIS: Nimm an E ¢ spec H. Der Abstand von E zum Spektrum ist gegeben durch
dp = ||(H — Eid)~!|;.,; (Kehrwert der Resolvente in Operatornorm). Schitze ab

dg' = |(H = Bid) ™ |l#-n

— sup (A — Eid)~'g||
6740 9l (7.8)
[((H - Eid)~"'¢/|
B ¢/l
fiir irgendein ¢/ € H. Wiihle ¢/ = (H — Eid)y, dann gilt
[(H —Eid)y] — ¢
dh. dp <e. O

Man weif also dann, daf die Energie E einer e-Quasimode (F,1) in der Néhe eines
Eigenwerts liegt. Uber das Verhiltnis von ¢ und der zugehorigen Eigenfunktion weif man
zundchst nichts. Man kann aber zeigen, daf — falls H im Interval [E'—§, £+ §] genau einen
Eigenwert mit Eigenfunktion ¢ hat gilt

i €
o — o] < 22 (7.10)

fiir ein o € R, siehe z.B. [44, §32].
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7.3 WKB-Ansatz

In Ubungsaufgabe 3 haben wir in einer Dimension gesehen, welche Terme sich ergeben,

wenn man H = ;; Gz + V() auf iwkp anwendet. Das Ergebnis iibertrégt sich direkt auf

mehrere Dimensionen. Wir wollen nun die Anwendung eines Weyl-Operators mit Symbol
H € Sy(m), d.h.

) ~ Z WH;(p,x), HjeS(m), (7.11)

auf 9, betrachten.

Lemma 7.3. Sei H ein Weyl-Operator mit klassichem Symbol H € Sa(m) und Ywkp eine
WK B-Wellenfunktion,

wwng%@ﬁmhcmw=§X?f%@> (712
mit S, a, € C*(RY). Dann gilt
(Fthn) () = &mva>>%<wﬁkmva>>mm

+ (G H) (VS (). 7) (Vo) (@) + SV (G Ho) (V5(2). )] aofe) (713)

(S, 2) a <ﬂ+m#ﬁ%<%

BEWEIS:
(H¢WKB 27Th /Rd /Rd ( T+ y) rP(z—y) an(y) S dp dy (7.14)
Enwickle die Phase um y = x:
S(y) = S(x) + (VS (@)(y — =) + R(y) (7.15)
mit
R(y) := S(y) — S(z) + (VuS)(z)(y — o) (7.16)

d.h. fir R gilt
PR _0*S

R(x)=0, V,R)(x) =0, = 7.17
(z) (L R)(z) S0 V) = G am Y (7.17)
Damit erhalten wir
z T4y i 7 S(2)) (z—
e 150 (HwWKB 27Th /]Rd /]Rd < ) an(y) of (P—VeS (@) (@—y)+ 4 Ry ddpdd
(7.18)
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Enwickle nun H (p, Z5¥) as(y) en W) ym y = 2,

Wir verweden 5
(y B LE‘) e%p(m—y) — _Tvpeﬁp(w—y) (720)

und integrieren v mal partiell,

_ig(x) /P 1 i (S ()) (2
) (6 )0) = s [ [ ermsene

=1 h Y xr + i
[E3 05 (16252) wrse)]_eves

v=0

y=x
(7.21)
Das y-Integral ergibt 6(p — V,.S(x)), und wir konnen das p-Integral ausfiihren,
_i8@) (f =1 [h v Tr+y 1 R(y)
e n (HdJWKB)(x) = Z; Tvpvy H {p, 9 ah(y)eh B
v=0 = VS(2)
0o o0 0o 1 Th v IR Jj+k p T+y i
) [Z Sy alivw] () (i (n5) awe)
v=0 j=0 k=0 y=u
p=\%S(z)
(7.22)

wobei wir im letzten Schritt die asyptotischen Reihen fiir H und aj eingesetzt haben. Nun
sammeln wir alle Terme der Ordungen A° und h'. In fiihrender Ordung treten nur Hy und
ap auf, und alle V, wirken auf enf’®. Unter Beachtung der Eigenschaften (7.17) bleibt nur

R Hy(V,S(x), ) a(z). (7.23)

In néchster Ordung treten auch H; und a; auf,

Th o Ho(ViS(x),x) ay(x) +1H (VeS(x), x) ag(x) + ... (7.24)

sowie Terme, in denen V, einmal auf as, H oder V, R wirkt,
-+ (MHo) (VS (), ) (Veao) ()

Lo s
2 Op;0pr, Ox; 0y, OV

J

o (G H) (5(2). ) ao(a) (799

= 1% (% Ho) (%S (@).2)] an(@)
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wobei die ersten beiden Terme von v = 1 stammen und der dritte von v = 2. O

Wir stellen auferdem fest, daf jeder Term, der ay(x) enthélt, mindestens von der
Ordung O(AY) ist (bzw. O(RNT™) fiir ein n > 0). Analog ist jeder Term der (0%ay)(z)
enthilt (mit einem Multiindex o € N¢), von der Ordung O(AN**7) fiir ein n > 0. Wir
nutzen diese Beobachtung zum Beweis der folgenden Aussage:

Korollar zu Lemma 7.3. Macht man fiir die Losung der Schridingergleichung,

o .
i (2,t) = (Hv)(x.1) (7.26)

mit Anfangsbedingung 1 (x,0) = Y22 (—ik)*ay(x, 0) 5@ einen WKB-Ansatz

00 k
7vDWKB (377 t) = Z (7_1) ak(aﬁ, t) enStnl) ) (7.27)

1
k=0

so erhalt man durch Vergleich der Koeffizienten von h", n = 0,1,2,..., ein rekursives
Cauchy-Problem fiir die Funktionen S, ag, ay, . . ..

BEWEIS: Zunéchst stellen wir fest, daf

%m0 -5 (Y (102% 0~ anwt) 2 w1y ) ed S
ih— (@, t)=> (= ih—= (2, 1) = ax(, 1) o= (2,1) | e

1
k=0

= —a—S(:L',t) ao(z,t) — f: (E)k (%—f(a:,t) ap(x,t) + 8(22_1 (af,t))] erS@h)

t 1
k=1

(7.28)
Durch Vergleich mit (7.22) erhalten wir also aus der Schrodingergleichung in fithrender

Ordung (%) die Gleichung

[HO(VBS(x, t),x) + %—f(m, t)] ag(xz,t) =0, (7.29)

d.h. fiir nichttriviales ag muf die Phase S die klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung, mit
dem Hauptsymbol von H als Hamiltonfunktion, erfiillen. In Ordung A* finden wir Glei-
chungen der Form

[HO(VQDS(x, t), ) + a—S(x, t)] ag(x,t)

) ot (7.30)
.

+ (@) + (G Ho) (%S (2, 1), 2) (Vo) (,1) 4. = 0,

wobei “...” ax_1, S und Ableitungen von S sowie a,_;, [ > 2, und Ableitungen von aj_;

enthilt. Da S laut der h°-Gleichung die Hamitlon-Jacobi-Gleichung erfiillt, fillt a; aus der
Gleichung der Ordung A* heraus, und letztere wird zur Bestimmungsgleichung fiir aj_;.

O
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7.4 Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung:
Langrange-Untermannigfaltigkeiten

Wir untersuchen die Schrodingergleichung mit Anfangsbedingung
(x,0) = Ag(x) er®™@ Ay e CP(RY). (7.31)
Fiir die Losung machen wir einen WKB-Ansatz, ¢, (x,t) = ax(x,t) ern St mit

S(z,0) = Sy(z), ag(x,0) = Ag(z), ap(z,0)=0 V >1. (7.32)

Definition 7.4. (Lagrange-Untermannigfaltigkeit) Eine Untermannigfaltigkeit A des
Phasenraums, A C R?® heifit Lagrange- Untermannigfaltigkeit falls (i) dim A = d und (ii)
die symplektische 2-Form auf A identisch verschwindet.

Lemma 7.5. Sei S(z) € C*°(R?), dann ist
As:={(p,r) € R*|p =V, S5(x)} (7.33)

eine Lagrange-Untermannigfaltigkeit. Umgekehrt kann jede glatte Lagrange-Untermannig-
faltigkeit, die sich diffeomorph auf den Konfigurationsraum projizieren Gt (d.h. sie ist der
Graph einer Funktion), durch eine Funktion S wie oben erzeugt werden.

BEWEIS: (i) dim Ag = d trivial erfiillt, da so parametrisiert.
(ii) symplektische 2-Form

dp; Ndz; = da—S(x) A dx;

81’]'
928
= () daxpAdz; =0 (7.34)
0z ;0xy, —_——
anti-symmterisch
symmetrisch unter j < k

O

Wir konnen also dem Anfangszustand ¢(x,0) die Lagrange-Untermannigfaltigkeit Ag,
zuordnen. Weiter wissen wir, dak v (z,t) eine Phase S(z,t) hat, die sich durch Lésung der
Hamilton-Jacobi-Gleichung,

Ho(V,S(z,t), 2) + %—f(m, t)=0 (7.35)

ergibt. Daher kénnen wir ¢(z,t) die Lagrange-Untermannigfaltigkeit

p=ViS(a,t), Ho(VS(x,b),a) + 00

Agw:{mweRd ot

(x,t) =0, S(z,0) = So(x)}
(7.36)
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Abbildung 9: Zeitentwicklung der Lagrange-Untermannigfaltigkeit Ag(¢) (schwarz). Punkte auf
Ag, bewegen sich entlang klassischer Trajktorien (blau). Zur Zeit ¢, tritt erstmals eine senkrechte
Tangente auf (rot), und fiir Zeiten ¢ > ¢, liegt eine Kaustik vor (rot). Es gibt dann zwei Trajek-
torien, die beide auf Ag, starten und zur Zeit ¢ am selben Ort x ankommen (blau).

zuordnen. Es gilt offensichtlich Ag(0) = Ag,.

Fiir kleine Zeiten t hat die Hamilton-Jacobi-Gleichung eine eindeutige Losung, und
fiir die Lagrange-Untermannigfaltigkeit gilt der folgende Satz, der uns auferdem beireits
andeutet, wie wir fiir grofere Zeiten vorgehen miissen.

Satz 7.6. Fir die oben definierte Lagrage- Untermannigfaltigkeit Ag(t) gilt (fir hinreichend
kleine Zeiten t)

As(t) = {8, (p.) € B| (p,2) € As(0)} . (7.37)

BEWEISs: Sei z(t) die Losung von
o(t) = (VH) (VS (x(t), t), z(t)) mit x(0) = z. (7.38)

Weiter sei p(t) := V,S(x(t),t). Damit gilt

(p(0),2(0)) = (ViSo(2), x) € As(0) (7.39)
und auch (p(t),z(t)) € As(t). Zu zeigen ist nun
(p(t), 2(t)) = ¢5(ViSo(@),2)  (2.2.). (7.40)
Berechne die Zeitableitung von p(t),
p;(t) = 3$8J§$k (x(t),t) Tx(t) + 8?@215 (x(t),1). (7.41)
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Aus der Hamilton-Jacobi-Gleichung folgt durch Ableiten nach x;

0H, %S 0H, %S

—-— — — — =0. 42
TS (0.0,0) o (ant) + G (TS (0 t) ) 4 o (w0 =0. ()
Auswerten an der Stelle z = x(t) ergibt
0H, %S %S _ 0H,
o (0.0, 0) G e0) 1) 5 (0)) =~ (TS0, 0.2(0),
—in(t)
(7.43)
und durch Einsetzen in p;(t) folgt
p(t) = =(VpHo) (Va5 (1), ), (1)) (7.44)

——_— ——
=p(t)

Die Gleichungen (7.38), (7.44) und (7.39) implizieren gemeinsam das gewiinschte Ergebnis
(p(1), %(t)) = ¢5(VaSo(x), ). B
Bemerkungen:

o Fiir kleine Zeiten ldft sich Ag(¢) in der Form von Lemma 7.5 darstellen. Im allge-
meinen wird aber zu einer Zeit ¢, erstmals ein Eigenwert von 62_285;% divergieren. Fiir
t > t. hat die Hamilton-Jacobi-Gleichung keine eindeutige Losung mehr. Wir kon-
nen aber Ag(t) durch eine mehrwertige Funktion erzeugen, d.h. S hat nun mehrere
Zweige, wie in Abb. 9 skizziert. Entsprechend ist die Wellenfunktion dann eine Line-
rakombination von WKB-Funktionen, die mit den unterschiedlichen Zweigen von S
assoziiert sind. Die Menge der Punkte x, an denen sich die Anzahl der Zweige von S
andert, nennt man Kaustik.

o Wenn wir spiter stationire WKB-Ldsungen suchen, benotigen wir Lagrange-Unter-

mannigfaltigkeiten, die invarinant unter dem Hamiltonschen Flufs gbﬁqo sind.

Wie findet man nun die Funktion S(x,¢)?

Lemma 7.7. Sei S(z,t) eine Lisung der Hamilton-Jacobi-Gleichung (7.35) mit Anfangs-
daten S(x,0) = So(x). Weiter sei (p(t), x(t)) = ¢4, (VeS(2,0),x), dann gilt

d

3 S(t). 1) = p()a() — H(p(t). =(2)). (7.45)

Bemerkungen:
o p(t)z(t) — H(p(t),z(t)) = L(x(t), £(t)) mit der Lagrangfunktion L(x, ).
o H(p(t),z(t)) = H(p(0),z(0)) = E mit der Energie E der Trajektorie.
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Beweis: Wir differenzieren,

%S(x(t),t) 8S( (t),t) + ViS(x(t), t) #(t)

H(VS(2(t), 1), 2(t) + ViS(x(t), 1) (1) (7.46)
H{(p(t), =(t)) + p(t)a(t),

wobei wir zunéchst die Hamilton-Jacobi-Gleichung (7.35) und dann Satz 7.6, d.h. p(t) =
V.S (z(t),t), verwendet haben. O

Damit kénnen wir nun S(z,t) direkt integrieren,

A/\

S(x(t),t) = So(x(0)) +/ [p(t"a(t') — H(p(t'), (1)) ]dt’
° (7.47)
= So(z(0)) + /(:))pdx — Ft,

wobei das verbleibende Integral entlang der Trajektorie {(p(t'),z(t')), 0 < ¢’ < t} auszu-
fiihren ist. Dabei bezeichnet E die Energie, die, fiir eine zeitunabhéngige Hamiltonfunktion,
entlang der Bahn erhalten ist.

Bemerkungen:

o Wir hétten die Energie E auch schon frither separieren konnen Schrédinger (mul-
tiplikativ), Hamilton-Jacobi (additiv) — da autonomes System.

o Fiir die beiden Trajektorien in Abb. 9 wird die Energie i.A. unterschiedlich sein —
man schreibt evt. besser E = H(p(0), 2(0)).

o Fiir zeitabhéingiges Hy geht aber auch alles durch, dann ist S(x(t),t) = So(z(0)) +
Jy La(t), (i)t

o Uns fehlt noch die relative Phase zwischen den Losungen, die zu verschiedenen Zwei-
gen von S gehoren.

7.5 Crash-Kurs in Hamilton-Jacobi-Theorie

Wir geben hier nur einen kurzen Abriff mit

den wichtigsten Formeln ohne Beweise. De- oy, (& y) = (p,x)
tails findet man in Lehbiichern iiber klassi-

sche Mechanik, wie z.B. [47| oder auch Gut-

zwillers Buch iiber Chaos und Quantencha- (& v)

os [48]. Abbildung 10: Trajektorie (im Phasenraum)
Wir betrachten im Folgenden stets Tra- von (§,y) nach (p,z).

jektorien, die in Zeit ¢ den Anfangspunkt
(&,y) und den Endpunkt (p,z) verbinden,
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d.h. ¢4, (&,y) = (p, x), vergleiche Abbildung 10. Diese Lésungen bezeichnen wir fiir einen
Moment mit P(t"; &, y,t), X (', &, y,t), 0 <t <