Universitéat Tiibingen Sommersemester 08
Mathematisches Institut

Dr. Stefan Keppeler
Mathematik II fiir Biologen

Klausur am 23.7.2008

Bitte schreiben Sie nicht mit Bleistift. Bitte beginnen Sie jede Aufgabe (nicht Teilaufgabe) auf einer
neuen Seite. Zusétzliches Papier ist jederzeit verfligbar. Zeigen Sie auch stets IThren Rechenweg!

Es sind 75 Punkte erreichbar, hinreichend zum Bestehen sind 33 Punkte.

Hilfsmittel: Zwei beidseitig handbeschriebene A4-Bléatter, nicht internetfahiger Taschenrechner.
Bearbeitungszeit: 90 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1 (24+2+4+1+44+4+2 = 19 Punkte)
Sie mochten statistisch beweisen, dass Borkenkéfer durch ein bestimmtes Pheromon (Duftstoff) ange-
lockt werden und fithren dazu das im Folgenden schematisch skizzierte Experiment durch.

g
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Vor der Tunnel6ffnung 1 ist eine Duftstoffprobe platziert. Sie setzen n = 50 Kéfer (einzeln) am linken
Ende der Versuchsanordnung aus und zéhlen, wieviele die Anordnung durch die Offnung 1 verlassen;
diese Anzahl dient als Teststatistik und werde mit X bezeichnet.

a) Formulieren Sie die Nullhypothese Hy und die Alternativhypothese H 4.
HINWEIS: Bezeichnen Sie dazu mit p die (unbekannte) Wahrscheinlichkeit, dass ein Kéfer die
Vorrichtung durch die obere Offnung verlisst. Uberlegen Sie sich auch, ob Sie einen einseitigen
oder eine zweiseitigen Test durchfiihren sollten.

b) Geben Sie die Verteilung der Teststatistik unter Hy an.

c¢) Bestimmen Sie den Verwerfungsbereich K fiir auf dem Signifikanzniveau o = 5%. Dabei hilft die
Ausgabe des folgenden MATLAB-Befehls:
>> binocdf (1:50,50, .5)
ans =
Columns 1 through 10
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Columns 11 through 20
0.0000 0.0002 0.0005 0.0013 0.0033 0.0077 0.0164 0.0325 0.0595 0.1013
Columns 21 through 30
0.1611 0.2399 0.3359 0.4439 0.5561 0.6641 0.7601 0.8389 0.8987 0.9405
Columns 31 through 40
0.9675 0.9836 0.9923 0.9967 0.9987 0.9995 0.9998 1.0000 1.0000 1.0000
Columns 41 through 50
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

d) Sie beobachten X = 36. Wie entscheidet Thr Test?
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e) Geben Sie auferdem den p-Wert an. Dabei hilft ebenfalls die MATLAB-Ausgabe aus Teil (c).

f) Fiir ein anderes Pheromon wissen Sie bereits, dass es Borkenkéfer anlockt. Ihr Experiment wurde
von anderen Forschern auch fiir dieses Pheromon bereits 200 mal mit jeweils n = 50 Kéfern
durchgefiihrt. Die dabei beobachteten Werte fiir X sind im folgenden Histogramm dargestellt.
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Wie hoch schétzen Sie, darauf basierend, fiir dieses Pheromon die Macht Thres Tests?

g) Welchen Wert hétte der Erwartungswert E[X] fiir p = 0,68 und n = 507
Berechnen Sie fiir diesen Fall auch die Varianz Var(X).

Aufgabe 2 (13+4+42 = 19 Punkte)
In einer Studie wurde die Abstofsungshéufigkeit von transplantierten Nieren in ménnliche Empfan-
ger in Abhéngigkeit vom Geschlecht des Spenders untersucht.* Von 76000 ménnlichen Spendernieren
wurden 11000 wéihrend des ersten Jahres nach der Transplantation abgestoften. Von 45000 weiblichen
Spendernieren wurden im gleichen Zeitraum 8000 abgestoften. Kontingenztafel der beobachteten Werte:

‘ H Spender & ‘ Spender Q H Total ‘

Abgestofien wahrend des 1. Jahres 11000 8000 19000
Nicht abgestofsen wihrend des 1. Jahres 65000 37000 || 102000
\ Total || 76000 | 45000 [| 121000 |

a) Testen Sie mit einem y2-Test auf dem Signifikanzniveau 5%, ob die AbstoRungshiufigkeit vom
Geschlecht des Spenders abhéngt. Geben Sie dazu

(i) die Nullhypothese Hy und die Alternativhypothese H 4, (2 Punkte)
(ii) die Kontingenztafel fiir die unter Hp erwarteten Werte, (4 Punkte)
(iii) die Teststatistik (Wert und Rechenweg), (4 Punkte)
(iv) das Verwerfungskriterium und (2 Punkte)
(v) den Testentscheid an. (1 Punkt)

b) Bezeichnen Sie mit po (bzw. mit py), die Wahrscheinlichkeit, dass eine weibliche (bzw. méann-
liche) Spenderniere von einem ménnlichen Empfianger innerhalb des ersten Jahres abgestofen
wird. Berechnen Sie jeweils das 95%-Vertrauensintervall fiir po und p, im Sinne eines zweiseiti-
gen Binomialtests.

c¢) Unterstiitzt Thre Beobachtung in (b) IThr Ergebnis aus (a)? Antworten Sie mit “Ja” oder “Nein”
und Begriinden Sie Thre Antwort in einem Satz.

*vgl. The Lancet 372 (2008) 49-53; Daten gerundet. )
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Aufgabe 3 (14+14+6+7+2 = 17 Punkte)
Die Léngen (in mm) von 15 verschiedenen Eiern einer bestimmten Kuckucksart sind

19,8 22,1 21,5 209 22 21 232 21 203 209 22 20 208 21,2 21.
Untersuchen Sie — mithilfe statistischer Tests auf dem Signifikanzniveau o = 5% — ob die Annahme,

dass diese Kuckuckseier im Mittel ungefdhr 21,6mm lang sind, mit den Daten vereinbar ist.
Vielleicht helfen Thnen dabei die folgenden MATLAB-Zeilen:

>> X = [19.8 22.1 21.5 20.9 22 21 23.2 21 20.3 20.9 22 20 20.8 21.2 21];
>> mean(X) % Mittelwert

ans = 21.1800

>> var(X) % Stichprobenvarianz

ans = 0.7746

>> sqrt(var (X))

ans = 0.8801

>> hist(X,12) >> qgplot (X)

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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a) Wie lautet die Nullhypothese?
b) Wie lautet die Alternativhypothese?

c¢) Fiihren Sie dazu einen t-Test durch:
Wie lautet die Formel fiir die Teststatistik? Berechnen Sie Thren Wert.
Bestimmen Sie den Verwerfungsbereich bzw. das Verwerfungskriterium.
Wie entscheidet der Test?

d) Fiihren Sie nun auch einen Wilcoxon-Test durch:
Berechnen Sie den Wert der Teststatistik (Rechenweg!)
Bestimmen Sie den Verwerfungsbereich bzw. das Verwerfungskriterium.f
Wie entscheidet der Test?

HiNnwers: Vielleicht hilft Thnen die folgende (unbeschriftete und unvollsténdige) Tabelle.

19,8 | 22,1 | 21,5 | 20,9 | 22 21 | 23,2 21| 20,3 | 20,9 | 22 20 | 20,8 | 21,2 21
-1.8) 05| -01]-0704|-06| 16|-06|-1.3|-0.7{04 ]| -1.6| -08]| -04 |-0.6
15 ) 11 95 7 7 121 9,5 31135 11 3 7

e) Sollten Sie nun dem t-Test oder dem Wilcoxon-Test glauben? Begriinden Sie Thre Antwort in

maximal zwei Sdtzen.

THilfreiche Tabellen finden Sie auf der letzten Seite.
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Aufgabe 4 (2++3+5 = 10 Punkte)
In einer Bevolkerung gibt es 2% sogenannte “K-Personen”; das sind Personen, die den Erreger einer noch
nicht ausgebrochenen Krankheit im Blut haben. Bei einem Schnelltest werden 94% der K-Personen als
solche erkannt. Andererseits stuft der Test 3% der Nicht-K-Personen irrtiimlicherweise als K-Personen
ein. Eine (zufillig ausgewéhlte) Person werde getestet.

Betrachten Sie die Ereignisse:

K : = “Diese Person ist eine K-Person.”

T : = “Der Test stuft diese Person als K-Person ein.”

a) Driicken Sie die Bedeutung der (bedingten) Wahrscheinlichkeit P[K|T] in Worten aus.

b) Driicken Sie die drei im Aufgabentext bezifferten Wahrscheinlichkeiten mithilfe der mathemati-
schen Notation dhnlich Aufgabenteil (a) aus.

c¢) Eine (zufillig ausgewihlte) Person werde vom Test als Nicht-K-Person eingestuft. Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit, dass diese Person dennoch eine K-Person ist? Driicken Sie hierzu die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ebenfalls mithilfe der Notation aus den Teilen (a) und (b) aus und
berechnen Sie sie.

Aufgabe 5 (10 Punkte)
Notieren Sie fiir die folgenden Aussagen den Buchstaben (a-e) und ein W fiir wahr oder ein F fiir
falsch. Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie 2 Punkte, fiir jede falsche werden 2 Punkte abgezogen.
Die Mindestpunktzahl fiir diese Aufgabe ist Null.

a) Wenn man das Signifikanzniveau erhoht, verkleinert sich der p-Wert.
b

¢
d

)
) Das 95%-Vertrauensintervall ist nie kleiner als das 99%-Vertrauensintervall.

) Wenn man das Signifikanzniveau erhoht, verkleinert sich der Annahmebereich.

) Wenn ein einseitiger Test auf Signifikanzniveau « verworfen hat, so verwirft auch der entspre-
chende zweiseitige Test auf Signifikanzniveau 2a.

e) Ein hoheres Signifikanzniveau fithrt auch zu groferen Vertrauensintervallen.

TABELLEN

Einige Quantile ¢4, , der Studentschen t-Verteilung fiir dy Freiheitsgrade:

| df\q] 090 | 0,95 [0975] 0,99 |
14 [ 1,345 [ 1,761 [ 2,145 | 2,624
15 || 1,341 [ 1,753 [ 2,131 | 2,602
16 || 1,337 [ 1,746 [ 2,120 | 2,583

Der Wilcoxon-Test verwirft fiir Stichprobenumfang n, falls min(U+,U ™), das Minimum der Rangsum-
men der positiven und negativen Abweichung kleiner oder gleich Uy, ist:

\ n [14]15] 16 |
Uit einseitig || 25 | 30 | 35
Uit zweiseitig || 21 | 25 | 29
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