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Aufgabe 36: Tensorprodukt von Hilbertrdumen

a) Seien Hy, Hy Hilbertraume. Wir betrachten die Menge

span(®) := span{y; ® ¥y |11 € Hi, e € Ha}.

Zeigen Sie, dass fiir ¢ = ). ¢;p1; ® @9; € span(®) und ¢ = Zj d;j1; ® )9, € span(®) der
Ausdruck
{(p,)e = Zc_idj<S01i ® Y1704 (P21 @ V25) 31,
i.j
nicht von der Wahl der Linearkombination abhéngt und ein Skalarprodukt definiert. Den
Abschluss von span(®) unter der von diesem Skalarprodukt induzierten Norm bezeichnen
wir mit 'H; ® Ho.

b) Seien (p,) ONB von H; und (¢,,,) ONB von H,. Zeigen Sie, dass (¢, ® ¢ )nm eine ONB
von Hq ® Hsy ist.

Aufgabe 37: POVMs

Wir betrachten die Definition eines POVMs E aus der Vorlesung. Zeigen Sie, dass man eine
dazu dquivalente Definition erhélt, wenn man auf die Forderung E(()) = 0 verzichtet und bei der
o-Additivitat nur schwache Konvergenz fordert.

Aufgabe 38: Integration von PVMs
Sei H ein Hilbertraum, (£2,.4) ein Messraum und P : A — L(H) ein Projektor-wertiges Maf.

(a) Zeigen Sie, dass fir A,B € Amit AN B ={ gilt P(A)P(B) = 0.
Folgern Sie daraus, dass fiir beliebige A, B € A gilt P(A)P(B) = P(AN B).

(b) Fiir einfache Funktionen f = 37", a;xa;, 4; € A und o; € C, definiert man

/QfdP = ;ajP(Aj) :

Zeigen Sie, dass [ fdP wohldefiniert ist, also nicht von der Darstellung der einfachen Funk-
tion abhangt.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jede einfache Funktion f = Z;n:l ajxa;, Aj € A, a; € C, gilt

‘/QfdP

< [ lleo -

= Z%’P(Aj)
L(H) j=1 L(H)



Fiir beschrinkte Borelfunktionen f definiert man nun das Integral beziiglich P wie folgt: sei (f,)
eine Folge einfacher Funktionen, die gleichméflig gegen f konvergiert. Dann ist

/ fdP := lim fndP

n—oo

Verwenden Sie (¢) um zu zeigen, dass der Grenzwert in der Operatornorm existiert und nicht von
der gewihlten Folge (f,) abhéngt.

Abgabe: Freitag, 11.07.2008, in der Vorlesung.



