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Aufgabe 16: Neumannsche Reihe
Sei H Hilbertraum und 7' € £(H) mit | T|| < 1. Zeigen Sie, dass 1 — T invertierbar ist mit

s
n=0
Zeigen Sie weiter, dass jedes T' € L(H) invertierbar ist, falls |1 —T'|| < 1.

Aufgabe 17: Polarisation
Sei H Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, - ).

a) Sei C eine anti-lineare Isometrie. Zeigen Sie, dass
(CY,Cp) = (p,¥) Vi,peH.
b) Zeigen Sie, dass (7, D(T)) symmetrisch ist, falls
(Y, Ty) € R V¢ e D(T).
Aufgabe 18: Laplace-Operator auf einem Intervall
Wir betrachten ( — A, C5°(0,7)) als unbeschréinkten Operator auf L?[0, 7).
a) Bestimmen Sie alle selbstadjungierten Erweiterungen von (— 1A, C§°(0,7)), indem sie alle

unitdren Erweiterungen der Cayley-Transformierten geeignet parametrisieren und damit den
Definitionsbereich der zugehérigen Erweiterung von ——A bestimmen.

b) Wir definieren
Hp(0,m) = {¢ € H*(0,7)|1(0) =0=1(1)
Hy(0,7) = {¢ € H*0,m)[¢'(0)=0=¢'(1
und nennen Ap = ( — 1A H%(0,7)) den Dirichlet- und Ay = A HE(0 7T)> den

Neumann-Laplace-Operator. Fiir welche Parameter in a) erhdlt man Ap bzw A N7

c¢) Berechnen Sie o(Ap) und o(Ay).
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Aufgabe 19: Spektrum von Multiplikationsoperatoren
Sei (X, u) o-endlicher Mafraum und f : X — R p-messbar und p-fast iiberall endlich. Wir
definieren D := {4 € L*(X,p) | f € L*(X,p)}.
a) Zeigen Sie, dass D dicht in L?(X, ) ist und der Multiplikationsoperator (M, D) auf L*(X, u)
selbstadjungiert ist.
b) Zeigen Sie, dass o(My) = essran f ist, wobei

essran f = {)\ € ]R’u(f’l()\—e,)\%—s)) >0Ve > O}.

Tipp: Was ist die Resolvente eines Multiplikationsoperators?

Aufgabe 20: Abgeschlossenheit und Spektrum
Sei ‘H Hilbertraum. Zeigen Sie, dass T" abgeschlossen ist, falls o(T") # C.

Abgabe: Freitag, 06.06.2008, in der Vorlesung.



