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Wiederholung
Normalverteilung
Exponentialverteilung Stetige Zufallsvariable
Gleichverteilung
Unabhangigkeit

» stetig verteilte Zufallsvariable X
> Verteilungsfunktion F : R — R, stetig und diffbar
» Dichte fx := F%

Wabhrscheinlichkeiten b
Pla< X <b = / Fx(s)ds = Fx (b) — Fx(a)
Eigenschaften
+o0o
» Normierung / fx(s)ds =1

+00
» Erwartungswert E[X] ::/ tfx(t)dt

» Median erfiillt Fy (med) :_%Oo
» Varianz oo
Var(X) := / (t — B[X))? fx(t)dt = E[X?] — (E[X])?

—00
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Definition
Eigenschaften, Standardisierung

Definition: X heiBt normalverteilt mit Parametern 1 € R und o2
(X ~ N(u,0?)) falls X die Dichte

f (t) 1 t=w? hat
X = —e 262 at.
V2mo?

DN6833178D9

ZEHN DEUTSCHE MARK

» Skizze: /

» Beispiele fiir normalverteilte GréBen: spater!
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Definition
Eigenschaften, Standardisierung

Eigenschaften der Normalverteilung
» Falls X ~ N (i, 0?), so gilt E[X] = p und Var(X) = o2
» Keine elementare Formel fiir F'x

» Einige wichtige Werte der Verteilungsfunktion @ der
Standardnormalverteilung N'(0,1):

®(0) = 3 d(1) ~ 0,84
®(1,64) ~ 95% ®(1,96) ~ 97,5%

(siehe Tabellen oder MATLAB-Befehl normcdf)

» Standardisisierung:
Falls X ~ N (u,0?) so gilt Z :=

~/\/(0 1).
Beispiel: X ~ N(2,5), P[X > 7] =7 /
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Wiederholung
Normalverteilung
Exponentialverteilung Zusammenhang von Poisson- & Exponentialverteilung

Gleichverteilung
Unabhangigkeit

Definition: X mit Wertebereich [0, 00) heiBt exponentialverteilt
mit Parameter o > 0 (X ~ Expo(«)), falls

ae™ fir t>0
fX(t)_{ 0 fir t<0
und damit .
1—e ™ fir t>0
FX(t)_{ 0 fir t<0°
(vgl. UA 54 c—e, WS 08,/09) Skizze: 7

1 1
» Falls X ~ Expo(a), so ist E[X] = — und Var(X) = —.

e e
» Beispiele: X = “Wartezeit” bis zum/zur nachsten

» Zerfall,
» Erdbeben,
» Mutation,

also X = “Lebensdauer”.
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Wiederholung
Normalverteilung
Exponentialverteilung V4 | von Poi & Exponentialverteilung
Gleichverteilung
Unabhangigkeit

...zurtick nach Schiittelhausen:

» X = # Erdbeben in einem Jahr, E[X] =8 =),
k

also X ~ Pois()), d.h. P[X = k] = 2>
gilt auch fiir andere Zeitraume:

> X, = # Beben in einem halben Jahr, E[X] =2 =4
also X7 ~ Pois(3), d.h. P[X; = k] = i!)ke_

» X, = # Beben in fiinf Jahren, E[X] = 5\
also P[Xy = k] = BN =52

» Y = # Beben in Zeitintervall der Lange ¢ (in Jahren)
E[Y] = At, also P[Y = k] = Q¢

PlY >1]=1-PlY =0l =1—e*
= Wahrscheinlichkeit fiir mindestens ein Beben im Zeitraum der Linge ¢
= Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Wartezeit Z héchtens ¢

= P|[Z < t] = Fz(t) also Z ~ Expo(\)
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Wiederholung
Normalverteilung
Exponentialverteilung
Gleichverteilung
Unabhangigkeit

Definition: X mit Wertebereich [a,b] (a < b) heiBt uniform
verteilt (gleichverteilt) auf [a, b], falls

fX:{ﬁ fira<t<b

0 sonst
und damit
0 firt<a
Fx(t)=4 &2 fira<t<b.
1 firt > b 74
Skizze: ,%
Beispiel:
X = Rundungsfehler iiblicherweise gleichverteilt auf [0, 1]
Anwendung:

MATLAB-Befehl rand erzeugt in [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen.
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Wiederholung

Normalverteilung Gesetz der groBen Zahlen
Exponentialverteilung Rechenregeln
Gleichverteilung Zentraler Grenzwertsatz
Unabhéngigkeit

Definiton: Zwei Zufallsvariablen heiBen unabhangig,
fallsV A, B C R gilt

Pl{X € Ayn{Y € B} = P[{X € A}]- P[{Y € B}]

Beispiel:
» X = Ergebnis eines Wiirfelwurfs
» Y = Temperatur
» Z = Niederschlagsmenge

X und Y sind unabhingig
X und Z sind unabhiangig
Y und Z sind nicht unabhangig
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Wiederholung

Normalverteilung Gesetz der groBen Zahlen
Exponentialverteilung Rechenregeln
Gleichverteilung Zentraler Grenzwertsatz
Unabhangigkeit

Aussage: Der Durchschnitt X = 1(X; +... + X))

vieler unabhangiger Zufallsvariablen X1,..., X,,, die alle dieselbe
Verteilung haben (iid! — viele gleichartige aber unabhingige
Messungen), d.h. insbesondere E[X;] = E[X}] Vj, k,

strebt fiir n — oo gegen E[Xj].

Beispiel:
n-facher Wiirfelwurf ’
MATLAB-Code

- - S A A

N=1000; N —
n=1:N; ww»/\ww
X=unidrnd(6,1,N); 3 R
Xquer=cumsum(X) ./n;
fig=plot(n,X,’+’)

hold on PRy o
plot(n,Xquer,’r’)

0 L L L L . L L L L
hold off 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

lindependent and identically distributed
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Rechenregeln: X,Y Zufallsvariablen, ¢ € R
Es gelten immer:

> ElcX]| = cE[X]
» E[X +Y]=E[X]+ E[Y]
» Var(cX) = c2Var(X)
Falls X, Y unabhangig sind, gilt auBerdem
» Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)



Wiederholung

Normalverteilung Gesetz der groBen Zahlen
Exponentialverteilung Rechenregeln
Gleichverteilung Zentraler Grenzwertsatz
Unabhéngigkeit

Falls X, Y unabhangig und

» X ~ Bin(n,p), Y ~Bin(m,p) = X +Y ~ Bin(n + m,p)
(laut Definition!)

» X ~ Pois(\), Y ~ Pois(u) = X +Y ~ Pois(A + p)
> X NN(:U‘MU%)' Y NN(N%U%)
= X +Y ~ N (1 + po, 01 +03)

Merke: Bin(-p)
mf{-,p
Die Summe unabhingig { i?is() }—verteilter Zufallsvariabler

Bin(-p) ’
ist wieder { Pois(-) }—verteilt.

e
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Wiederholung

Normalverteilung Gesetz der groBen Zahlen
Exponentialverteilung Rechenregeln
Gleichverteilung Zentraler Grenzwertsatz
Unabhangigkeit

Aussage: Die Summe vieler unabhangiger Zufallsvariabler, die alle
die gleiche Verteilung haben (also iid), ist ungefahr normalverteilt.

Beispiele:
» Bin(n,p) =~ N (np,np(1 — p)) fir groBe n
Begriindung: s
Anwendung:
Faustregel flir Annahmebereich P

7

beim (zweiseitigen) Binomialtest

» Pois(\) = N (A, ) falls \ groB
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